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Matematika g'oyat bir yuksak
JSanki, unda bir olam mo jiza yotadi.

Mirzo Ylug ‘bek.
KIRISH

Matematikani o‘rganishning bevosita amaliy tatbiglaridan tashqari
yosh mutaxasislarni har taraflama rivojlangan komil inson qilib tarbiya-
lashda uning alohida o‘ringa ega ekanligi ta’kidlamasdan bo‘lmaydi.
Tahliliy mulohaza, mantigiy mushohada, fazoviy tasavvur, abstrakt
tafakkur inson faoliyatining barcha sohasi uchun zarur qobilyatki, bular
matematikani o‘rganish jarayonida shakllanib boradi.

Matematikada o‘zgaruvchan miqdorlar tushunchasining kiritilishi
ganday muvaffaqiyat qozongan bo‘lsa, fizikada maydon tushuncha-
sining kiritilishi ham shunday ahamiyat kasb etgan.

Mamlakatimizning oily ta’lim muassalarida barcha yo‘nalishiar
bo‘yicha bakalavrlar.tayyorlash tizimiga o‘tilgach, fanlarning o‘quv
rejalari va dasturlarini davlat standartiga moslash, shu bilan birga,
halqaro ta’lim berish standartlarini qo‘llash, ajdodlarimizning boy milliy
meroslarini shu jarayonga jalb qgilish zarurati tug‘ildi. Har bir yo‘nalish
bir necha mutaxassisliklarni o‘z ichiga olganligi sababli mamlakati-
mizdagi barcha oliy o‘quv yurtlarida bakalavrlar tayyorlash bo‘yicha
faniardan umumiy o‘quv dasturi tayyorlangan.

So‘nggi yillarda oliy ta’limda amalga oshirilayotgan sifat o‘zgar-
tirishlar, jumladan «5140200 — fizika» va «5140400 — astronomiya»
ta’lim yo‘nalishining tashkil qilinishi va muallifni ko‘p yillar mobaynida
0‘zMU da vektor va tenzor tahlil kursidan olib borgan ma’ruza va
amaliy mashg‘ulotlarida orttirgan tajribasi ushbu darslikning yozilishiga
sabab bo‘ldi. Bu darslik universitetlarning «Fizika va astronomiya»
(bakalavriyat) ta’lim yo‘nalishi o‘quv rejasidagi «Vektor va tenzor
tahlili» kursi o‘quv dasturi asosida yozilgan. Darslikning ko*lami
talabalarning keyingi bosqichda elektrodinamika, nazariy fizika va
kristallografiya kabi fanlarni o‘rganishga zamin tayyorlaydi.
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Bu darslikdagi ma’lumotlarni tushunish uchun talabalar matematik
tahlil, vektorlar algebrasi va analitik geometriya kurslaridan kerakli
bilimlarga ega bo‘lishi kerak.

Ushbu darslik matematika va fizikaning muhim qismlaridan biri
bo‘lgan vektorlar va tenzor maydonlar tushunchasini o‘rganishga, tahlil
gilishga bag‘ishlangan. Bu darslikdan fizika, matematika va texnika oliy
ta’lim muassalari talabalari, aspirantlar va keng muhandislar guruhi
foydalanishi mumkin. Undagi skalyar, vektor maydonlar va tenzorlar
tushunchasi, ulardagi muhim matematik amallar sodda tilda bayon
etilishiga harakat gilingan.

Dekart tomonidan koordinatalar sistemasini kiritilishi matematika
va uning tatbiglarida revolyusiya yasadi. Keyingi qadam vektor
hisobning kiritilishi bo‘ldi. Ba’zi fizik masalalarni yechish uchun esa
murakkab miqdorlar — tenzorlar kerak bo‘ladi. Tenzor Kkattaliklar
nisbiylik nazariyasi va differensial geometriyada keng qo‘llaniladi.
Tenzor miqdorlar fizik jarayon xususiyatlarini invariantlari yordamida
aniqlashga yordam beradi. Invariantlar deb shunday bog‘lanishlarga
aytiladiki, ular bir sistemadan boshqasiga o‘tganda o‘zgarmaydi. Fizika
va mexanikaning qonunlari koordinatalar sistemasini tanlashiga bog‘liq
emas. Shuning uchun biror fizik jarayonning asosiy xususiyatini
aniglash uchun uning koorinatalar sistemasiga bog‘liq emasligini
ko‘rsatish kerak bo‘ladi. Fizik jarayonni ifodalovchi tenglamalarda bir
sistemadan ikkinchisiga o‘tish zaruriyati tug‘iladi. Shuning uchun ham
tenzor hisobning asosiy usulida koordinatalar sistemasini almashtirish
yotadi. Fizik kattaliklar birliklarga ega. Fizik jarayonni ifodalovchi
tenglamaning hadlari bir xil o‘lchamli bo‘lishi kerak. Bu holat esa
tenglama hadlarining bir xil rangli tenzor ekanligini taqozo qiladi.

Maydonlar nazariyasidagi har bir matematik amallar nazariy va
amaliy jihatdan tushunarli holda keltirilgan. Shuning uchun talabalar va
fizik jarayonlar bilan mashg‘ul bo‘lgan mutaxassislar uchun ushbu
darslik amaliy ishlariga yordam beradi.

Darslik ikki bob va ikki ilovadan tashkil topgan. Darslikning
birunchi qismida skalyar va vektor maydonlarga oid tushunchalar,
maydonning amallariga tegishli ma’lumotlar, maydon amallarining egri
chizigli koordinatalardagi ifodalari keltirilgan.

Tenzorga oid bo‘limda unga tegishli amallar to‘g‘ri dekart koor-
dinatalar sistemasida bayon qilingan. Har bir mavzular misollar bilan
bayon qilingan va mustagqil ishlash uchun mashqlar berilgan.
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Darslikda ikkita ilova keltirilgan. Birinchi ilovada kursni o‘qitishda
zarur bo‘lga asosiy formulalar bayon qilingan.

Hamma sohalarda matematik qonuniyatga asoslangan zamonaviy
kompyuterlarning muvaffagiyat bilan tatbiq etilishi hamda uning
kundan-kunga rivojlanib borayotgani, yosh mutaxasislarning tegishli
sohalar masalalarining matematik modellarini tuza bilishi va unda
hisoblash texnikasini joriy etish vazifasini qo‘ymoqda. Ayniqsa, analitik
hisoblashlarni amaiga oshiradigan bir qancha zamonaviy paketlar ishlab
chigildi (Mathematica, MathCad, Maple va h.k). Biz mustaqil ishlarni
bajarishda informatsion texnologiyalardan unumli foydalanish va zamon
talabiga mos keladigan mutaxassislarni tayyorlashni nazarda tutib
2- ilovada maydon amallarini Maple tizimida bajarishga oid namunalar
bilan to‘ldirdik.

Har bir bob tegishli paragraflarga bo‘lingan bo‘lib, har bir paragrat
mavzuga taallugli asosiy ta’riflar, tasdiglar, teoremalarni o‘z ichiga
oladi, shuningdek, ularning har biri an’anaviy misollarni batafsil tahlil
yordamida yechish orgali namoyish:qilingan.

O‘ylaymizki, darslik 0‘z o‘quvchilarini. topadi va boshqa mavjud
o‘quv adabiyotlari qatorida vektor va tenzor tahlil kursi bo‘yicha ularga
bilimlarini oshirishga ko‘mak beradi. Darslik hagidagi fikr mulohazalar,
undagi mavjud kamchiliklar bo‘yicha takliflarni muallif mamnuniyat
bilan qabul qgiladilar.

Muallif.
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Agar insoniyat tomonidan yaratilgan
ilmiy yangiliklarning matematik
isboti bo ‘Imasa uni haqiqiv

fan qatoriga qo ‘shib bo Imaydi.

Leonardo da Vinchi

I bob. SKALYAR VA VEKTOR MAYDONLAR
1. Skalyar maydon

o Skalyar maydon tushunchasi.

o Maydonlarning sath sirt va chiziglari.

o Yo‘nalish bo‘yicha hosila.

e Skalyar maydon gradienti.

o Sirt normalining yo ‘naltiruvchi kosinuslari.

1.1. Skalyar maydon tushunchasi

Ta'rif. Fazodagi biror D sohaning har bir M nuqtasiga aniq qonun
bo yicha biror u(M) son mos qo'‘yilgan bo‘lsa, bu sohada u=u(M)
skalyar maydon berilgan deyiladi. D soha sifatida fazoning biror
bo‘lagi, sirti yoki chizig‘i bo‘lishi mumkin.

Faraz qgilaylik, D soha biror jism bilan to‘ldirilgan bo‘lsin. D
sohaning biror M nugqtasida jism zichligi o) bo‘lsin. Bunday
maydonni jismning zichliklar maydoni deyish mumkin. M dan boshqa
nuqtada jism zichligi boshqa bo‘lishi mumkin, yani jism D sohada
notekis tagsimlangan bo‘ladi. Agar skalyar maydon sohaning barcha
nuqtalarida bir xil bo‘lsa, bunday maydonni bir jinsli maydon deyiladi.
Agar skalyar maydonning qiymati bir nuqtadan boshqa nuqtaga
ko‘chganda o‘zgarsa bunday maydonga bir jinssiz maydon deymiz.

Xuddi shuningdek, atmosferaning har bir nuqtasiga bosimning aniq
giymatini mos qo‘yish mumkin bo‘lganligi sababli, atmosferadagi
bosimlar maydoni berilgan, deyish mumkin. Qizdirilgan jismning har bir

6

www.ziyouz.com kutubxonasi



ichki nuqtasiga tempetaturaning aniq giymatini mos qo‘yish mumkin
bo‘lganligi tufayli, gizdirilgan jism ichida temperaturalar maydoni
berilgan, deb aytish mumkin.

Ba’zan skalyar maydonning qiymati vaqtga qarab ham o‘zgarib
borishi mumkin. Masalan, gizdirilgan jism temperaturasi tashqi muhit
temperaturasiga qarab o‘zgaradi. Bunday maydonlar rostasionar skalyar
maydonlarni tashkil qiladi. Agar skalyar maydon vaqtga bog‘liq
bo‘lmasa bunday maydonlarni stasionar (barqaror) maydonlar deyiladi.

Agar fazoda Oxyz koordinatalar sistemasini kiritsak, u holda har bir
M nugta ma’lum x,y,z koordinatalarga ega bo‘ladi va u skalyar funksiya-
shu koordinatalarning funksiyasi bo‘ladi ©= u=u(M)=u(x,y,z). Bu holat
skalyar maydonni ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasi yordamida -
tekshirish imkonini beradi. Fiksirlangan O nuqta olinsa fazodagi
ixtiyorly M nugtani uning radius vektori yordamida aniglash mumkin.
Bu holda u(M) skalyar maydonni 7=0M vektor argumentli skalyar
funksiya deb qarash mumkin «().

Agar skalyar maydon simmetriklik xususiyatiga ega bo‘lsa, uni
tahlil gilish juda osonlashadi.

Agar koordinata sistemasini shunday tanlash imkoniyati bo‘lsaki
unda maydon funksiyasi faqat ikki o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lsa bunday
maydonlarga yassi maydon deyiladi.

Yassi maydonga bir xil isitilgan uzun aylanma trubali issiglik
trassasining atrofida joylashgan tuproq temperaturasini keltirish
mumkin. Bunday holatda truba o‘qiga perpendikulyar joylashgan barcha
tekisliklarda tuproq harorati bir xil kechadi. Bunda tuproq tempera-
turasini aniqlovchi funksiya ikki o‘Ichovli bo‘ladi (truba o‘qi bo‘ylab
olingan koordinataga bog‘liq bo‘Imaydi).

Agar koordinatalar sistemasi shunday tanlansaki, unda skalyar
maydon fagat bir koordinataning funksiyasi bo‘lsa. Masalan, tinch
holatda bo‘lgan suv havzasining temperaturasini bir o‘lchamli deyish
mumkin. Bunda suv havzasining temperaturasi suv sathidan qancha
pastda joylashganligiga bog‘liq bo‘ladi.

Skalyar maydonni silindrik koordinatalar sistemasida ham qarash
mumkin. Agar skalyar maydon biror silindrik koordinatalar Orgz
sistemasida ¢ ga bog‘liq bo‘lmasa, bunday maydonni o°‘qqa simmetrik
deyiladi. Yuqorida keltirilgan issiqlik trassasi atrofidagi tuproq
temperaturasi 0‘qqa simmetrik bo‘ladi (agar trassa yer sathidan yetarli
pastda joylashgan bo‘lib, tuproq sathi bilan temperatura almashish
jarayonini inobatga oinmasa). Agar yassi skalyar maydon faqat radial
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kordinatagagina (r) bog‘liq bo‘lsa, bunday maydonga o'qli maydon
deyiladi.

Agar biror sferik Orp8 koordinatalar sistemasida skalyar maydon
fagat masofa » ga bog‘liq bo‘lsa (M nuqtadan fiksirlangan O
nuqtagacha bo‘lgan masofa), bunday maydon markaziy maydon
deyiladi. Misol sifatida gravitatsion potensialni keltirish mumkin:

ury=G™ m,,

bu yerda G graviatasion ozgarmas, m, massa.
Koordinata boshida joylashtirilgan ¢ zaryadnmg hosil qilgan
elektrostatik potentsiali
M =9 __ q
v dng,r 47nﬂ:(,\/,\'2 +)t 471
ham markasiy maydon bo‘ladi (koordinata boshidan tashqari).
Agar |f|=const bo‘sa, x*+)?+:7=const kelib chiqadi. Shuning
uchun sferada yotgan nuqtalar uchun elektrostatistik maydon potentsiali
o‘zgarmas bo‘ladi: u = const.

1.2. Maydonlarning sath, sirt va chiziqlari.

Biz doimo wu=u(x,y,z) funksiyani bir qiymatli va uchala erkli
o‘zgaruvchi bo‘yicha uzluksiz hosilalarga ega deb faraz qilamiz. Agar
bu hosilalar bir paytda nolga aylanmasa

u(x,y,z)=C, (C=const)
tenglama biror (maxsus nuqtalari bo‘lmagan) sirtni aniqlaydi.

Ta'rif Maydon skalyari bir xil gqiymatlarga erishadigan maydon
nuqtalari to ‘plumiga shu maydonning sath sirtlari (yoki ekvipotentsial
sirtlar) deyiladi.

u=u(x,y,-) funksiya bir giymatli bo‘lganligi uchun har xil C larga
mos kelgan sath chiziglari o‘zaro kesishmaydi.

Sath sirti deb ataluvchi bu sirt nuqtalarida u o‘zgarmas qiymatni
saqlaydi.

Fizik nugtau nazardan maydonning sath sirtlari maydonning fizik
hodisa bir xil sodir bo‘ladigan nugtalarining geometrik o‘rnini bildiradi.

Xususan, yassi skalyar maydon qaralayotgan bo‘lsa, «sath sirtlari»
deyish o‘rniga «sath chiziglari» degan ibora ishlatiladi. Masalan,
sinoptik kartalarda belgilanadigan izobaralar (teng bosim chiziglari) va
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izotermalar (teng temperatura chiziglari) mos ravishda bosimlar
maydonni va temperaturalar maydoninig sath chiziglarini ifodalaydi.

I-misol. u=x+3y*+2y yassi skalyar maydonning sath chiziqlarini
toping.

[> Maydonning sath chiziglarini x*+)*+2y=C tenglama orqali
ifodalanadi. Chap tomondan to‘liq kvadrat ajratib x*+(y+1)’=C+1
tenglamaga kelamiz. Demak, sath chiziglar C2-1 shartlar uchun
markazi (0,-1) nuqtada joylashgan konsentristik - aylanalar oilasidan
iborat bo‘ladi (1.1-rasm). <

2-misol. u = arcsin —— -
: :}xz +y

skalyar maydonning sath sirtlarini
toping. .

D> Berilgan skalyar
maydonning aniglanish sohasi

= =1<1 tengsizlikdan
x+y?

aniqlanadi. Bundan,

0<:? <x’ + %, Demak, berilgan
skalyar maydon

G= {(x, y,0)#0:xr+y 2 :2} sohada aniqlangan. Sath sirt ta’rifiga ko‘ra

1.1- rasm

arcsin 1: ==C (IClSE) = (x1+y2)sin2C—:’=O.
X +y 2

Shunday qilib, maydonning sath
sirtlari uchlari koordinatalar boshida
bo‘lgan, x’+y’=:? sirt va undan tash-
qaridagi konus sirtlardan, z=0 tekis-
likdan iborat (0(0,0,0) nuqta kirmaydi)
(1.2- rasm). 4

3-misol. Skalyar maydonning sath
sirt tenglamasini toping.
u=e""
bunda & - o‘zgarmas vektor, 7 -
nuqtaning radius vektori

D> Bunda

1.2 - rasm
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F{x, v, z}=xi+yj+:k

a={a, a, a,}=aj +a,j +ak

ga teng. Ularing skalyar ko‘paytmasi esa
(a,F)=ax+ay+a;:

Demak, sath sirt tenglamasi quyidagidek bo‘ladi:
&dh=c, C>0

Bundan (4,7/)=InC  yoki ax+a,y+a-=InC m olamiz. Bu
parallel tekisliklar oilasini beradi. «
4-misol: u=x"~)* skalyar maydonning sath chizig‘larini toping.
D x-y=C, C =const
Agar C=0 bo‘lsa,
y=x, ¥=-x niolamiz.
Agar C#0 bo‘lsa, giperbolaga o‘xshab ketadi (1.3 - rasm ),

1.3 - rasm 1.4 - rasm

1.4 - rasmda u=x"-)? funksiya sirtidagi sath chiziglar keltirilgan.

1.3 - rasm 1.4 - rasmning sath chiziqlari xoy tekislikdagi proeksiyasidir.
<4
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1.3. Yo‘nalish bo‘yicha hosila

Uch o‘lchovli fazoning biror G qismida « =u(x,y,z)=u(P) skalyar
maydon berilgan bo‘lsin. Maydonda
joylashgan biror A(x,y,z) nuqtani
olamiz va bu nuqtadan chlqadlgan
[—1(', b} vektorni  qaraymiz. ¢
yo‘nalishda skalvar maydonning
o‘zgarishini  aniglaymiz.  Buning
uchun ¢ yo‘nalishda ikkinchi
Py(x+Ax, v+ Ay, =+ A7) nuqtani
olamiz. RP, vektor uzunligini Af
bilan belgilaymiz (1.5~ rasm):
ing ortirmasi

Ax* + AP + 422

Au=u(B)—u(R)=u(x+Ax,y+ Ay, =+ Az) - u(x,y,2) =
= du + A + £yAy + Az = E'im &y %A_ +6(AL).
oy N

Bu yerda (A¢) At ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik miqdor,
va Ax,Av. Az >0 da g, ¢,, &5 > 0 bo‘ladi. %%:Vo miqdor «(P) skalyar

funksiyaning ¢ vektor yo*‘nalishidagi o‘rtacha o‘zgarisl; tezligini beradi.

Au  Cu Ax cu Az Ax Ay A
_=—‘\__++‘\_——+€l_+ 82—"*'83—‘.
Al Cx Af oz A Al Al Al

Bu tenglikda limitga o‘tamiz: A¢ >0, (A —> R):

. Au ou Su cu
lim — = —cosa + —cos f + —cosy,
A0 Al &x v oz

Bu yerda cosa,cosf.cosy lar RP, vektorning vo‘naltiruvchi
kosinuslari. AP, va ¢ vektor parallel bo‘lganligi uchun ularning
yo‘naltiruvchi kosinuslari mos tushadi. £=¢,7 +¢ ,7 + 4,k bo‘lgani uchun

¢
cosa=—%, cosf =

I

cosy =

(.
) Ifl

bo‘ladi.
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Ta'rif Agar hm —% maVJud bolsa, bu limitga u(x,y,z) skalyar

maydonning PF(x, y,-) nugtadagi  { "vektor yo'nalishidagi hosilasi
deyiladi va u

cu Au. Su cu Cu

—= lim — =—cosa + —cos f + —cosy,

ot Aa0AL  Ox oy oz
Sformuladan topiladi.

Yo‘nalish bo‘yicha hosilaning xossalari:
1) u(P) funksiyaning P nuqtadagi ¢ vektor yo‘nalishi bo‘yicha

( )

o‘zgarish tezligi —— ga teng.

2) u(P) maydon P nugtada ¢ yo nallsh bo‘yicha o‘sishi uchun
Bu(P)
ot

3) u(P) maydon P nuqtada Z yo‘nalish bo‘yicha kamayishi uchun
ou(P)
at

Hagqiqatan ham, 1) A«(R) miqdor u(P) funksiyaning AP, kesmadagi

0.
<0.

o‘zgarishidir. % miqdor u(P) skalyar funksiyaning ¢ vektor

Au
o‘nalishidagi o‘rtacha o‘zgarish tezligini aniglaydi. <= tim 2% esa,
y : e gind anialaydi. 2 = fim 3

u(P) skalyar funksiyaning ¢ vektor yo‘nalishidagi o‘zgarish tezligini
beradi.
2) ¢ yo‘nalishda wu(P) o‘suvchi

u(P)—u(R) 0@6"(’)')

P P
u(B)>u(f) & IPval 2

20;

3) bu xossa ham 2) xossa kabi tekshiriladi.

Agar ( yo‘nalish koordinatalar o*qining yo‘nalishlaridan biri bilan
bir xil bo‘lsa, u holda bu yo‘nalish bo‘yicha hosila tegishli xususiy
hosilaga teng, shuning uchun, masalan, ¢ Ox o‘qi bilan mos tushsa

cosa =1,cos f=0,cosy=0 va %—— bo‘ladi.
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Yo*nalish bo‘yicha hosila tushunchasini biror egri chiziq yo*nalishi
bo‘yicha umumlashtirish ham mumkin. Bu holda yo‘naltiruvchi kosi-
nuslar sifatida egri chiziqqa urinma vektori yo*nalishining yo*naltiruvchi
kosinuslari olinadi.

1- misol. u=xyz funksiyaning Mm(-124) nuqtada, shu nugtadan
M,(-34,5) nuqtaga tomon yo‘nalishdagi hosilasini toping.

D> ¥, vektorni topamiz.

MM, = (=3+1)i +(4-2)] +(5-4)k =-27 +2j +k va unga mos birlik
MM, <20 +2j+k 2. 2+ 1=

= =——l+—j+"'k.
MM,I J=2P+22+0 3 3703

vektorni topamiz: ¢, = I

Shunday qilib, ¢, vektor quyidagi yo*naltiruvchi kosinuslarga ega
cosa-——3 cosﬂ=2 cos =1
3 3 873

Endi u=x= funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:
ox T oy foms
va ularni M(-1,2,4) nuqtada hisoblaymiz
6_1‘=8.(__2.)_4.3_2.l=z(_8_4._1)=_é
o¢ 3 3 3 3 3
«-» ishora berilgan yo‘nalishda u=xyz funksiyaning kamayishini
ko‘rsatadi. «
2-misol. u=x=*+2y- funksiyaning M,(1,0,2) nuqtadagi
x =1+ cost ;
y=sint-1 Q"Z

aylana bo‘ylab olingan yo‘nalish bo‘yicha
hosilasini toping. '

D> Aylananing vektor tenglamasi -2
ko‘rinishi x 0
7(t)=xi +yj + =k = (1+cost)7 +(sine—1) j +2k 2
Ixtiyoriy M nuqtadagi 7 urunma vektorini 1.6 - rasm

topamiz (1.6 - rasm)

hall

ﬁ . rd e
=—=—sint-i +cost- j

dt
berilgan My(1,0,2) nuqta xOz tekisligida birinchi oktantada
joylashganligi uchun ¢t=772. Bu nuqtada 7 ning qiymati
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2 T T-= =
T|Mn =-sinZ-i+cos_ j=—i

Bundan ko‘rinib turibdiki yo‘naltiruvchi kosinuslar
cosa=-1, cosf=0, cosy=0 ga teng. Berilgan M,(1,0,2) nuqtada

xususiy hosilalami topamiz

4
@ == =4, .'3_". o, =4
Oxly, Mo &y, °
g =(2xz + 2_‘;)|“ =4
= h, ¢
Demak
Al =-§i =4-(-1)+4-0+4-0=—4 <«
of hi, Ctly, }
1 2 3- misol. Ushbu u=x*+)? ska-
1.7 - rasm lyar maydonning M, (l,1)nuqtadagi y =x’

egri chiziq bo‘yicha M,(1,1) nuqtadan M,(2,4) nuqtaga yo‘nalgan
hosilasini toping (1.7 — rasm).

D> y=x" parabolaga o‘tkazilgan birlik urinma 7° vektorni topamiz.

Urinmaning burchak koeffitsiyentini topamiz.

¥ =2x, k=2x|m=2.

Urinma to‘g‘ri chiziq M,(,1) nuqtadan o‘tadi va uning burchak
koeffitsiyenti k=2 ga teng. Demak, y-1=2(x-1). Bu to‘g‘i chiziq
tenglamasini kanonik ko‘rinishda yozamiz: XT_I=}T_l #(1,2) vektor

A

urinmaning yo‘naltiruvchi vektoridir va uning yo‘nalishi M(l 1) nug-

tadan M,(2,4) nuqtaga qarab yo‘nalgandir. U holda 7° ='T T birlik
2
ktor bo‘ladi. Demak, yo‘naltiruvchi kosinuslar =L cosp=2.
vektor bo*ladi. Demak, yo‘naltiruvchi kosinuslar cose 7 cos 7
Endi xususiy hosilalarni topamiz X cu 4

g)lg)

s T = -
;;x2+y2 oy ;}x’+y2

Demak, yo‘nalish bo‘yicha hosila

EYRN PN CARN SN

ko‘rinishda bo‘ladi. <«

ou_  x 1 ¥ 2 310
’

14

www.ziyouz.com kutubxonasi



1.4. Skalyar maydon gradienti

# = u(x,y,z) skalyar maydon berilgan bo‘lsin.

Ta'rif Skalyar maydonning beril-
gan M nuqtadagi gradienti deb, gradu
simvol orqali belgilanadigan va quyi-
dagi tenglikdan aniqlanadigan vektorga
aytiladi.

gladu:%u-7+€‘i]+g£/}‘ (1.1

x oy~ C-
Sath sirtda M nuqtadan o‘tuvchi
ixtiyoriy biror L chiziq joylashgan bo‘lib
uning parametrik tenglamasi
F(r)=x(0)i + y()] + =()k ko‘rinishda
bo‘lsin. Radius vektor differensiali
dr(t) =F(t + dt)-F(t) L chiziq bo‘ylab cheksiz kichik siljishni aniqlaydi.
Sath sirtda dn =0 bo‘lganligidan

Su cu

—d. a—-d +-—d:—(gradu ar)=0.

1.8 - rasm

Bundan gradu 1 &F kehb chiqadi. L chiziqning ixtiyoriyligidan M nuqta-

dagi gradient sath sirtga ortogonal ekanligi kelib chigadi (1.8 - rasm).
Yo‘nalish bo‘yicha hosila bilan gradient orasidagi bog‘lanish.

Yo*nalish bo‘yicha hosilani gradu orgali quyidagicha yozishimiz mumkin

g = ( gradu, ?") =l|graducosg (1.2)
bunda " vektor ¢ yo‘na]ishidagi birlik vektor bo‘lib u quyidagiga teng
I —H—i i-cosa+ j-cosf+k-cosy
¢ gradu va ° vektor orasidagi burchak (1.9 - rasm). Demak, biror nug-

tada olingan yo‘nalish bo‘yicha hosila gradientning shu yo‘nalishdagi
proyeksiyasiga teng ekan.

Agar gradu =0 bo‘lsa f-‘é:o bo‘ladi. Agar gradu #0 bo‘lsa. gradient
C

yo‘nalishi bilan mos kelmagan barcha vektorlar uchun %<|gradul
ekanligi kelib chiqadi.
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M(x,,y,,z,) nhuqtadagi urinma tekislik tenglamasi gradu va
F=F =(x—x,) +(y-y,)] +(z—z,)k vektorlarning perpendikulyarligidan
kelib chigadi:

(gradu,7 —7,) =0, gradu
yoki
%:?' .(x—xo).q.%{ .(y—))o)+g-£{ .(_,-__,-o)=0 //ﬁm\ (74 é
5 %o =l Ve f
Gradientning xossalari: i A\('
1) u(M)' skalyar maydon biror M, nug- \\ 4
tada eng tez o‘sadigan yo‘nalishi gradu(M,) ‘V
yo‘nalishi bilan mos keladi va u [gradu(,)|

1.9 - rasm
ga teng. .

2) u(M) skalyar maydon biror M, nuqtada eng tez kamayadigan
yo‘nalishi gradu(M,) yo‘nalishiga teskari yo‘nalish bilan mos keladi va
bu kamayish tezligi [gradu(4f,)| ga teng.

3) gradu(M,) u(Af) maydonning Af, nuqtasidan o‘tadigan sath sirtga
o‘tkazilgan normal bo‘ylab yo‘nalgan.

Bu xossalami tekshiramiz.

ning qiymati

1. Agar cosp=1 bo‘lsa, (1.2) formuladan Q“_(aﬁ[@

|gradu(M,)| ga tengligi kelib chiqadi. Ya’ni gradu(M,) va £ vektor ora-
sidagi burchak nolga teng.

2. a“(ft{"l ning eng kichik qiymatiga cos¢=~1 bo‘lganda erishadi.

o0

Ya’ni ¢=7 bo‘ladi va gradu(M,) bilan ¢ vektor parallel bo‘lib qarama -
qarshi yo‘nalgan bo‘ladi.

3. Biz yuqorida bu xossani isbot gildik.

1 — 3 xossalar gradientning invariantlik (koordinatalar sistemasiga
bog‘liq bo‘lmagan) ta’rifini beradi. Ya’ni koordinatalar sistemasining
ganday bo‘lishidan qatiy nazar, gradient skalyar maydonning eng tez

o‘sadigan yo‘nalishini va miqdorini aniqlaydi: |gradu|= max(%%) .

Shuni aytib o‘tish kerakki gradient vektor funksiya bo‘lib u fagat
skalyar funksiyadan olinadi.
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Gradientning differensial xossalari:
1) grad(u + v) = gradu + gradv,
2) grad(uv) = gradu - v + u - gradv,
3) gmd(y—) _ y-gradu —2u -grady ’
v v
4) gradf (u) = f, - gradu,
5) gradr=—

6) grad(a,F)=4d, d = const.
Bu xossalarning to‘g‘riligini tekshiramiz.
grad(u + v) = {(u +v),,(u + V), (u+v).} =
={u,u) 0} + {v.v).v; }= gradu + grady
bo‘lganligi uchur: 1) xossa o‘rinlidir. 2), 3) va 4) xossalarning
to‘g‘riligini tekshirish shu kabi amalga oshiriladi. 5) xossani tekshirish

uchun r={x yo), r=yxi 4yl 4% va shuning uchun

"= = . Xuddi shuningdek, ' =%, /== bo‘ladi. Shuning
’ ;;xz +3? +:2 r Pt
uchun

~:|‘.x

Xy = 1
5 PR LA N S z
gradr = {11y ={ =, =, = p=—{x,},2} =
: rrorjor

bo‘ladi. grad(d-7)=grad(ax + a,y + a;=) ={ay,ay,a,} tenglikdan 6) xossa
kelib chigadi.
1- misol. u=x-2y+3z skalyar maydon gradientini toping.
D> (1.1) formulaga asosan
glddll—@l +ﬂj +@I€=l-7—2~]+3/€ |
ox oy~ o=
2 — misol. u(r)=r’ maydonning A(1,2,2) nuqtadagi maksimal
o‘sish giymatini toping.
>Maydon gradientini topamiz:

~i

2 s
gradu(r)=grad # =317 gradr =317 —=3rr.

¥
Maydonning 4 nuqtadagi maksimal o‘sish qiymati
Jeradu(r)|, =pri|, =3r%|, =3(x" + )7+ zz)L =27

ga teng bo‘ladi. <
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3-misol. Ellipsning optik xos-
sasini isbot qiling: ellipsning biror
fokusidan chiggan nur ellipsdan
qaytgandan so‘ng ellipsning ikkin-
chi fokusidan o‘tadi.

D> F,F, nuqtalar ellipsning fo-
luslari bo‘lsin (1.10-rasm):
7 =FP,F=FRP. u(P)=r+r, skalyar
maydonni  ko‘raylik.  Ellipsning
ta’rifiga ko‘ra w(P)=#+r, =const
bo‘lganda P nugta ellipsda yotadi.
Ya'ni ellips u(P) skalyar maydon-

1.10 - rasm

ning sath chizig‘idir. Shuning uchun grad(r,+r2)=i+rl P nuqtada
h n
ellipsning normali bo‘ylab yo‘nalgan bo‘ladi. Shu bilan birga bu
gradient 1.2 vektorlardan tuzilgan parallelogrammning dioganali
hn
bo‘ylab yo‘nalgan bo‘ladi. Bu vektorlar birlik vektorlar bo‘lgani uchun
parallelogram rombdan iborat bo‘ladi va Za,=Za, bo‘ladi. U holda
Zp,=4p, kelib chiqadi (bissektrissa urinmaga perpendikulyar).
Ln=4Lp, Ly, =< p, tengliklardan £y, =Zy, kelib chigadi. Ya’ni F
fokusdan chiggan nur ellipsdan qaytgandan so‘ng F, fokusdan o‘tadi. <«

1.5. Sirt normalining yo‘naltiruvchi kosinuslari

Tenglamasi F(x,y,2)=0 ko‘rinishda berilgan sirtni F=F(x,y,z)
skalyar maydonning sath sirti sifatida qarash mumkin. Bu maydonnig

gradienti

gradF=i€7+a—Fj—'+£E=7
ax oy o

berilgan sirtning ixtiyoriy nuqtasida normal bo‘ylab yo‘nalgan
bo‘ladi. Shuning uchun sirtga o‘tkasilgan normalning yo‘naltiruvchi
kosinuslari quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
oF
Ox

ﬁﬁf(ﬁr(ﬁf
tl—1 +| =] +| =
ox oy o
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cosf= & = s
(é‘F )2 oF (6F )2
t | — |+ — | +| =—
ox v &
oF
cosy = G

et .
‘/(af)’ (6F)2 [aF)z
T — | +H|—| +| =—

ox oy o

Demak, sirtga o‘tkazilgan birlik normal vektorni qisqacha quyida-
gicha yozish mumkin:
gradf(x,y,z)
lgradF(x, y,z)|

Bu formulada ishorani tanlash sirtga of‘tkazilgan normalning
tanlanishiga qarab olinadi.

Izoh. F(x,y,z)=0 sirtning yo‘naltiruvchi kosinuslari F(x,y,-) funk-
siya differensiallanuvchi bo‘lib, xususiy hosilalar bir vaqtda nolga teng
bo‘lmagan nuqtalardagina aniglangan bo‘ladi. Agar biror nuqtada xusu-
siy hosilalar bir vaqtda nolga teng bo‘lsa normal aniglanmaydi.

Normali mavjud bo‘lmagan sirtning nuqtalariga sirtning maxsus
nugqtalari deyiladi. Masalan, konus sirtning uchi konus sirt uchun maxsus
nugqtadir.

Sirt tenglamasi biror o‘zgaruvchiga nisbatan oshkor ko‘rinishda ifo-
dalangan bo‘lsin, masalan, - = f(x,y). Buni quyidagicha yozish mumkin
:‘f(x,,V) =0
Demak, F(x,y,z)=z- f(x,») deb qarash mumkin, shuning uchun

OF _ gy OF __&(xy) §£=l

ox x &y &
bo‘ladi. Demak, -= f(x,y) ko‘nishda berilgan sirtning yo‘naltiruvchi
kosinuslari

A={cosa,cos f,cosy}=1=

td

¥ g
cosa = ?a_xL = , cosf= > 2 2
CA AT ANNE
RO RN e
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ko‘rinishda bo‘ladi, yoki qisqacha
grad(= - f(x,))
|grad(z - f(x,»)|"
Misol. ==x*+ y* paraboloidning tashqi tomoniga yo‘nalgan birlik
normal vektorni toping.

n={cosa,cos f,cosy} =%

D> f(x,»)=x*+)* bo'lgani uchun, & (f"") =2x, & (f’y) =2y
cx

-
&y
yo‘naltiruvchi kosinuslari

2x 2y 1
COSQ = — e, cos § =, (0§} = — .
i\[4x2 +4y°+1 i\/4x2 +4y°+1 i\/4x2 +4y°+1

Paraboloidga o‘tkazilgan tashqi normal Oz o‘qi bilan o‘tmas
burchak tashkil qgilgani uchun «-» ishorasini olamiz. Shunday qilib
paraboloidga o‘tkazilgan birlik normal vektor

. 2xi +2) -k
n={cosa,cos 3,608y} = F———==_—|
Jaxt +4y7+1

ko‘rinishda bo‘ladi. «
Tayanch iboralar:

skalyar maydon, sath sirt, sath chizig‘i, yo‘nalish bo‘yicha hosila,
skalyar maydon gradient, sirt normali.

Takrorlash uchun savollar

1. Qanday maydon skalyar maydon deyiladi?

2. Skalyar maydon gradienti nima?

3. Sath sirtning ixtiyoriy nuqtasidagi gradient qanday yo‘nalgan
bo‘ladi?

4. Yo*nalish bo‘yicha hosila gradient orgali qanday ifodalanadi?

5. Gradientning qanday xossalari bor?

6. Gradientning invariant ta’rifi nima?

7. Sirtga o‘tkazilgan normal ganday aniglanadi?

Mustaqil bajarish uchun topshiriglar

1. Quyidagi maydonlarning sath chiziglarini toping.

a) u=y-x; b)u=£
)/
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2. Quyidagi maydonlarning berilgan nuqtalardan o‘tuvchi sath
chiziglarini toping.
a)u=x*+y'+2, M(3,5); b) u=4x"-* M(2,-1).

. 3. Quyidagi maydonlarning sath sirtlarini toping.

a) u= Eg:;; ; b) u=ln|7‘ c)u= 8.:’7; d) u=arcsin x';y'

4. Quyidagi masalalarda berilgan funksiya uchun  Af,(x,,y,.5,)
nuqtadan A, (x,,,,=,) nuqtaga yo‘nalgan hosilasini toping.
a)  u=x'y+x'-2, M(L1-1), M, (2,-13)
b) u=xe'+ye'--%, M,(3,0,2), M,(4,1,3)

u=xsin(x+y), funksiyaning M (%,%) nuqtadagi f= (-1,0),

vektor yo‘nalishi bo‘yicha hosilasini toping.

2. Vektor maydon

s Vektor maydon tushunchasi.
sVektor chiziglari. Vektor chiziqlarining differensial tenglamasi.

2.1, Vektor maydon tushunchasi

Yaqqol ko‘zga tashlanadiga vektor maydonlardan biri suyiqlikning
tezliklar maydonidir. Fazoning biror D qismida suyuqlik harakat
gilayotgan bo‘sin. Ixtiyoriy MeD nuqtada har xil vaqtlarda ham
suyuglik tezligi bir xil v(M) bo‘lsin. Bunday harakatga stasionar
harakatga ega deyiladi. Aynan olingan bir nuqtada tezlik bir xil bo‘lgani
bilan D ning boshqa-boshga nuqtalarida tezliklar har xildir. Shunday
qilib, D da suyuqglikning tezliklar maydoni berilgan deyiladi.

Agar uch o‘lchovli fazoda to‘g‘ri dekart koordinatalar sistemasi
Oxyz berilgan bo‘lsa, vektor maydonni uch o‘zgaruvchili vektor
funksiya ko‘rinishda ifodalash mumkin. Haqgiqatan ham, koordinatalar
yordamida nuqtani va u yordamida vektor maydonni aniqlash mumkin.
Oxyz koordinatalar sistemasida 7, 7, k vektorlar bazis vektorlar bo‘lsin. U
holda a(um) vektor maydonni

a(M)=a,(x,5,2) +a,(x,y,2)] +a,(x,y,2)k
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ko‘rinishda ifodalash mumkin (2.1 —
rasm). Bu yerda a,, a,, a. lar (x,y,2)
ning skalyar funksiyalaridir. Bu funk-
siyalarning M(x,y,z) nuqtadagi qiymat-
lari @) vektorning 7,7,k bazisdagi
koordinatalaridan iborat bo‘ladi.
a,, a,, a; larning har birini skalyar
maydon sifatida qarash mumkin.
2.1 -rasm Skalyar maydon kabi agar vektor may-
don vaqtga bog‘liq bo‘lmasa bunday
maydonlarga stasionar maydonlar deyiladi. Agar vektor maydon vaqtga
bog‘liq bo‘lsa nostasinar maydon deyiladi.

Agar biror to‘g‘ri dekart koordinatalar sistemasi Oxyz tanlanganda
vektor maydon z ga (x yoki y) bog‘liq bo‘Imasa, bunday maydon yassi
maydon deyiladi. Bunday maydonlarda vektor xOy tekislikka parallel
bo‘ladi, ya’ni bunday koordinatalar sistemasida a,(x,y,z)=0 bo‘ladi.

Misol. Biror jism biror o‘q atrofida o'zgarmas & burchak tezlik
bo‘yicha aylanayotgan bo‘lsin. Bu holda aylanayotgan jism nugqtalari
tezligi #M)=[a,7] ga teng bo‘ladi; &- aylanish o‘qi bo‘ylab yo‘nalgan
vektor, 7- nuqtaning radius vektori. Shunday qilib, vektor maydon
vektor argumentli vektor funksiya orqali berilgandir #@) = [5,71.

Koordinatalar sistemasini shunday tanlaylikki unda jismning
aylanish o‘qi Oz o‘qi bilan mos kelsin va & va & vektor yo‘nalishlari
mos kelsin. U holda &=|ak bo‘ladi. Nugqtaning radius vektori

F={x,1,2}. U holda

v(x,y) =[@,F]=|al(x j - i)
bo‘ladi. Demak, vektor maydon yassi maydon, chunki maydonning
uchinchi koordinatasi nolga teng va birinchi va ikkinchi koordinatalar
esa z ga bog‘liq emas.

Silindrik koordinatalari sistemasida Orgz &) vektor maydon be-
rilgan bo‘lsin. Agar vektor maydon har bir nugtada ¢ ga bog‘liq bo‘l-
masa, o‘qqa simmetrik maydon deyiladi. O‘qga simmetrik maydonda
d(M) vektor M nuqta va Oz o‘qgidan o‘tadigan tekislikka parallel bo*ladi.

Agar berilgan a(M) vektor maydon o‘zining aniqlanish sohasining
ixtiyoriy nuqtasida uzunligi fagat r=0OM masofaga (O koordinata
boshi) va yo‘nalishi O va M nuqtalarni tutashtiruvchi to‘g‘ri chiziq
bo‘ylab yo‘nalgan bo‘lsa, bunday maydon markaziy maydon deyiladi.
Bunday maydonni
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a(M)=a(F)= f(r)F

ko‘rinishda ifodalash mumkin (- =|f{=0Mm).

Misol. Fazoda kuchni xarakterlovchi maydon kuch maydoni
deyiladi. Masalan, massasi m, ga teng bo‘lgan material nugtaning torti-
shish kuchi. Faraz qilaylik bu nuqta koordinatalar boshida joylashgan
bo‘lsin. Nyuton gonuniga ko‘ra massasi m ga teng M nuqtada joylashgan
radius vektori 7 bo‘lgan material nuqtaga ta’sir qiluvchi kuch

FG)=-GT20F
A
ga teng bo‘ladi. Bu yerda G — gravitasion o‘zgarmas. Bunday kuch
maydonning markaziy maydonligi 0‘z-0‘zidan ravshan.

Nugqtaviy elektr zaryadlarining o‘zaro ta’siri natijasida hosil
bo‘ladigan maydon ham markaziy maydon bo‘ladi. Nugtaviy zarjad g,
koordinata boshida joylashgan bo‘lsin. Kulon qonuniga ko‘ra radius
vektori 7 ga teng bo‘lgan g zarjadga ta’sir qiluvchi kuch

Fry=—1% ¢
4xe,|F|

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda g, dielektrik konstanta.
2.2. Vektor chiziglari. Vektor chiziqlarining differensial tenglamasi

Vektor maydonlarni grafik tasvirlash magsadida vektor chiziglar
(yoki kuch chiziglar) tushunchasi kiritilgan. Bunday tasvirlash maktab
fizik tajribalaridagi magnit maydonining temir kukunlari ta’siri
2.2- rasm).

I),7; i Ta'rif d=a(M)vektor may-

e
Wi 25N\ \{W/g/ dondagi biror L egri chizigning
NN /%l/ har bir nuqtasiga o 'tkazilgan

e urinmaning yo ‘nalishi maydon-
ning shu nuqtadagi yo ‘nalishi bi-
lan ustma-ust tushsa, bu holda bu
o & L egri chiziq a=aM) vektor may-
2.2 - rasm " donning vektor chizig'i ( yoki kuch

chizig ‘i) deb ataladi ( 2.3 - rasm).
Masalan, biror 0‘q atrofida aylanma harakat gilayotgan gattiq jism
tezliklar maydonining vektor chiziglari markazi aylanish o‘qida joylash-
gan konsentrik aylanalardan iborat boladi. Statsionar harakatdagi suyuq-
lik tezliklari maydonining vektor chiziglari esa suyuqlik zarrachalarining
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traektoriyasidan iborat bo‘ladi. Agar a(M) (M)

elektr maydoni bo‘lsa, u holda vektor chi- k‘\
. . N M

ziglar bu maydonning kuch chiziqlari

bo*ladi.

Amalda vektor chiziglarni aniglash
uchun odatda avval ularning differensial tenglamalari sistemasi deb
ataladigan sistema tuziladi va bu sistemani yechib, integral egri chizig-
larning (yani vektor chiziqlarning) grafiklari yasaladi. Vektor chiziglar-
ning differensial tenglamalari sistemasi quyidagicha tuziladi. L chiziq &
vektor maydonning biror vektor chizig‘i bo‘lsin (2.3 - rasm). Ravshanki
, dF =idx+ jdy+kd- vektor L vektor chiziq urinmasi bo‘ylab yo‘nalgan
bo‘ladi. Shuning uchun &(M) va dF vektorlar o‘zaro kollinear
vektorlardir. :

Agar d=ai+a,j+ak bo‘lsa, proeksiyalari bilan berilgan ikki

2.3 -rasm

vektorning o‘zaro kollinearlik shartiga binoan
& _d&_& 2.1)

bo‘ladi. Bu sistemaga vektor chiziglarning differensial tenglamalari
sistemasi deyiladi. Bu yerda a, =a,(x,y,:) a,=a,/x,y:) va
a,=a(x,y,z) funksiyalar a(M)=a(x,y,z) vektor- funksiyaning mos
ravishda x,y va z o‘qlaridagi proyeksiyalarini ifodalaydi.

Yassi vektor maydonlar uchun vektor chiziglarning differensial
tenglamasi

dx _dv

L& g0
a a

x )
ko‘rinishda bo‘ladi.

a vektor noldan fargli bo‘lsin. U holda differensial tenglamalar
sistemalari nazariyasidagi «mavjudlik teoremasi» ga tayanib,
qaralayotgan soha vektor chiziglar bilan to‘lishadi va uning har bir
nuqtasidan bitta va faqat bitta vektor chizig‘i o‘tadi. Vektor chiziglar
o‘zaro kesishmaydi.

Vektor sirti undagi har bir & nuqtaga mos am) vektorning shu
nuqgtada urunuvchi tekislikda yotishi bilan xarakterlanadi. Agar
qaralayotgan sohada vektor chizig‘idan fargli biror K egri chiziq olib,
uning har bir nuqtasi orqali vektor chizig‘i o‘tkazilsa, bu chiziqlarning
geometrik o‘mi vektor sirtni beradi (2.4 — rasm). Agar olingan
«yo‘naltiruvchi» chiziq yopiq bo‘lsa, u holda hosil bo‘lgan vektor sirt
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trubkasimon vektor sirt deyiladi. Uni
vektor trubkasi ham deyiladi (2.5 -
rasm).
l-misol. F=xi +yj+zk vektor
maydonning vektor chiziglari topilsin.
D> Ravshanki, r,=x, r,=y va

Bu  sistema:
sistemaga teng kuchli.
dx

X
dx
x
Ravshanki,

&
y
£’

Shunga o‘xshash,

Bu yerdan

r,=z. Demak, izlanayotgan vektor
chiziqlarning differensial tenglama-

lari sistemasi F=% =% boladi.

quyidagi

2.5 -rasm

=== Inlx|=Incy=> y=cx.

Shunday qilib, 7 =xi + 35 + -k vektor maydonning vektor chiziglari
koordinatalar boshida o*tgan, yo‘naltiruvchi vektori €={1,c,,c,} bo‘lgan
ikki parametrli fazoviy to‘g‘ri chiziqlar oilasidan iborat. 4

2- misol. a=yi —xj vektor maydonning M,(1,0) nuqtadan o‘tuvchi

_//‘l\\wl.o)
ISAJ T

2.6 - rasm

vektor chizig‘ini toping.
D> Vektor chiziglar oilasining differensial
tenglamasi
dx _ady

y X
ko‘rinishda bo‘ladi. Tenglamada o‘zgaruvchi-
larni ajratib, ‘
xdx+ ydy =0,
tenglamaga kelamiz. Bu tenglamaning umumiy
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yechimi  x’+)’=C? bo‘ladi. Integral chiziq M,(1,0) nuqtadan
o‘tishligidan C = 1 kelib chigadi (2.6 - rasm). €

3-misol. a=[¢,F] vektor maydonning vektor chizig'ini toping.
¢ —o‘zgarmas vektor.

> E=c,;'.+c2]'+cslz, F=xi+j+ck,
bo‘lgani uchun
ijk
d=[&F]=|c, ¢ &|=(er-c))+(cx=cz)j+(cy-cx)k
x y =

(2.1) tenglamaga asosan

dx dv d-

CE—CY CX—CI CY—CX
Birinchi kasrni x ga, ikkinchi kasri y ga, uchunchi kasrni z ga
ko‘paytiramiz va proporsiyaning xossasiga asosan quyidagini olamiz
dx dv _ d=  xdx+ ydy+zd-
czz—csy_csx—c,:_cxy—c,x— 0

H

bundan
xdx+ ydy +zd==0
X +y +t=4 A =const >0
Endi birinchi kasrni ¢; ga, ikkinchi kasrni ¢, ga, uchunchi kasrni
c3 ga ko‘paytiramiz va yana proporsiyaning xossasiga asosan topamiz
dx

_ dy _ d- - cdx + c,dy + c,d= -
C,m—CY CX—CI CY—CX 0
cdx+c,dy+cd==0 =
cxX+C,y+cc=4,, A, =const

Biz izlagan vektor chiziglari
X +yt+t=4
ox+c,y+ez=A4, ) i
Demak, berilgan vektor maydonning &“ .
vektor chiziglari markazi koordinata boshida -
bo‘lgan  sferalar  bilan tekisliklarning
kesishidan hosil bo‘lgan aylanalardan iborat
(vektor chiziglardan biri 2.7 - rasmda
keltirilgan). 4

2.7 -rasm
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4-misol. Vektor d=-yi +x +bk maydonning (1,0,0) nugta orqali
o‘tuvchi vektor chizig‘ini toping.

y x b
bundan quyidagini olamiz

< x*+y'=C, C, >0,

t- parametr kiritsak

C x=\/acost, 31=Jasint,

Ikkinchi tenglamani yechamiz

x dv_d - \/acostdtzé -
2.8 - rasm x b JCcost b
d-=bdt = -=bt+C,

Demak, vektor chiziglarning parametrik tenglamasi quyidagicha

bo‘ladi:
x=\/acost )
)1=Jasint 2.2)
z=bt+C,

(1,0,0) nugtada ¢ parametr nolga teng bo‘ladi. (2.2) tenglamadan
quyidagini olamiz:
1=,

0=,C, -0

0=C,

bundanC,=1, C,=0 ni topamiz. Demak, vektor maydonning (1,0,0)
nuqta orgali o‘tuvchi vektor chizig‘i vint chizig‘idan iborat ekan (2.8 -
rasm)

X = CoSst

y=sint
z=bt
Maydonning vektor chiziglari vint chiziglaridan iboratdir. <

Tayanch iboralar:

Vektor maydon, vektor maydonning vektor chiziglari, vektor
chiziglarning differensial tenglamasi.
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Takrorlash uchun savollar
1. Qanday maydon vektor maydon deyiladi?
. Qanday maydon stasionar vektor maydon deyiladi?
. Vektor maydon bilan skalyar maydonning farqi nimada?
. Qanday chiziglar vektor chiziqlar deyiladi?
. Nugtaviy zaryadning vektor chiziglari ganday bo‘ladi?
. Vektor chiziqlar qanday topiladi?
. Yassi vektor maydonda vektor chiziqlari qanday topiladi?
. Biror nugtadan o‘tadigan vektor chiziq qanday topiladi?
. Trubkasimon vektor sirt ganday sirt?

OO I NN AW

Mustagqil bajarish uchun topshiriqlar
1. a={x,»} vektor maydonning vektor chiziglarini toping.
2. u=x’-y’ skalyar maydon gradientining vektor chiziqlarini
toping.

3. u= i - skalyar maydon gradientining M(0,1,1) nuqtadan
X +y

o‘tadigan vektor chiziqlarini toping.

4. G=-~yi +xj +bk vektor maydonning (1,0,0) nuqtadan o‘tuvchi
vektor chiziqlarini toping.

5. v tezlikda harakatlanayotgan nuqtaviy zaryad fazoda
B=k[¥,7]/r* magnit maydonini hosil giladi. Bu yerda 7 kuzatish
nuqtasidan zaryad joylashgan nuqtaga yo‘nalgan vektor, & biror
koeffitsiyent. Zaryad Oz o‘qi bo‘ylab harakat gilayotgan bo‘lsa B
maydonning vektor chiziqlarini toping.

3. Vektor maydon oqimi

Suyuqlikning oqimi masalasi.

Ogqim tushunchasi va uning yozilish shakllari.
Oqimni hisoblash.

Vektor maydon divergensiyasi.

Yopiq sirt bo‘yicha oqimning fizik ma’nosi.
Ostrogradskiy - Gauss formulasi.
Divergensiyaning invariant ta’rifi.

Bizga fazoda biror sirt berilgan bo‘lsin. Odatda sirt yopiq yoki
ochiq bo‘lishi mumkin. Sirt ochiq yoki yopiq bo‘lishidan gat’iy nazar
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uning ikki tomoni bo‘ladi. Agar sirtning har bir nuqtasida birlik normal
A(M) vektor tanlangan bo‘lib u M nuqtaning uzliksiz funksiyasi bo‘lsa,
bunday sirtni orientirlangan deb ataymiz (3.1 — rasm). Lekin sirt har
doim ham ikki tomonli bo‘lavermaydi, masalan, Myobius sirti bir
tomonli sirtdir [2]. Biz faqat ikki tomonli sirtlarni qaraymiz.

Sirtga o‘tkazilgan normalning yo‘nalishi qarama-qarshi tomonga
o‘tkazilganda sirtning orientasiyasi o‘zgarganligini bildiradi va sirtning
garshi tomoni tanlanganligini aniglaydi.

Vektor maydon oqimi tushunchasiga olib keladigan suyugliklar
oqimini ko‘raylik. :

3.1. Suyuglikning oqimi masalasi

Fazoning biror qismida suyuqlik ogayotgan bo‘lib, uning tezligi
vaqtga bog‘liq bo‘lmasdan faqat fazoning nugtasiga bo‘g‘liq bo‘lsin:
d=a(M). Biror orientirlangan o sirtdan tanlangan yo‘nalish bo‘yicha
o‘tadigan suyuqlik miqdorini (hajmini) topishni ko‘raylik.

Avval sodda holni ko‘raylik. Birlik normal vektori # bo‘lgan sirt
tekis bo‘lib, sirtning barcha nugqtalarida suyuqlik tezligi bir xil bo‘lsin *
(3.2 —rasm).

n (M)

3.1-rasm 3.2-rasm

Yassi sirtdan birlik vaqt ichida o‘tuvchi oqim miqdori asosi sirt
yuzidan yasovchisi |a| bo*lgan silindrdan iborat bo‘ladi. Agar a bilan 7

ning yo‘nalishlari mos kelsa suyuglik hajmi |d|-o=(d4,7)0 ga teng
bo‘ladi ( 3.2 — rasmning chap bo‘lagi). Agar a vektor bilan 7 biror ¢
burchak tashkil gilsa silindr balandligi |pr;a|=(|a,7])=|d|fi|cose ga teng

bo‘lib, suyuglik hajmi |(4,7#)]-o ga teng bo‘ladi. Har ikki holda ham
suyuglik hajmi |(d,7)-0c ga teng bo‘ladi. Modul belgisini tashlab
yuborsak (a,7)-o miqdorga o sirtdan o‘tadigan suyuqlik oqimi deyiladi.
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Agar g bilan 7 orasidagi burchak o‘tkir bo‘lsa, suyuqlik i vektor yo‘na-
lishi bo‘ylab ogadi deymiz; bu holda (a.#)>0 va oqim suyuqlik migdo-
riga teng bo‘ladi. Agar a bilan 7 orasidagi burchak o‘tmas bo‘lsa su-
yuqlik # vektor yo‘nalishiga teskari yo‘nalishda ogadi deymiz va bunda
(@,i) <0 bolib oqim va suyuqlik miqdorlari ishoralari bilan farq qiladi.
Agar a bilan 7 orasidagi burchak o‘zaro perpendikulyar bo‘lsa suyug-
lik o ya351 snrt bo‘ylab yo‘nalgan bo‘ladi va oqlm nolga teng bo‘ladi.
A(M,) Endi umumiy holni ko‘raylik. Ixti-
yoriy o sirtdan o‘tadigan suyuqlik oqi-

_ mini topish uchun sirtning yuzalari

< SEus ] Ao, A0;,..,00, ga teng bo‘lgan
A { qismlarga ajratamiz (3.3 — rasm). Har bir

N {17  bo‘lakdan ixtiyorly M, nuqtani olamiz.

3.3 - rasm Har bir bo‘lakchadagi suyuglik tezligini

taqriban o‘zgarmas deb qaraymiz: &=a(M,). Shu bilan birga
bo‘lakchani yassi deb qaraymiz va 7#i(AM,) normal vektorga perpen-
dikulyar deb olamiz. U holda Ao, bo‘lakchadan o‘tadigan suyugqlik
ogimi tagriban

Oao, = (a(M,),/(M}))- Aoy,
ga teng bo‘ladi. To‘la sirtdan o‘tadigan oqim esa

0=3 0u,, = Y (AM)AM,))- Adi,

k=1 k=1

ga teng bo‘ladi. d=max{Ac,..,Ac,} l\lchlklashgan sari aniqlik oshib

boradi. Ogimning aniq giymati esa
@=1lim > (a(M,),n(M})) Ao,
d—)0k=l

limitdan topiladi. Bu limit (a(M,),n(A,)) skalyar funksiyadan olingan
1- tur sirt integraliga tengdir. Shunday qilib sirtdan o‘tadigan ogim
0= _U(a ii)do = Ha do 3.1

formula orqali topiladi.
Quyidagilarni nazarda tutaylik.
» agar Q>0 bo‘lsa, i normal yo‘nalishi bo‘yicha suyuqlik miqdori
-# yo‘nalishdan o‘tadigan suyuqlik migdoridan ko‘p bo‘ladi;
> agar Q<0 bo‘lsa # normal yo‘nalishi bo‘yicha suyuglik miqdori
- yo‘nalishdan o‘tadigan suyuqlik migdoridan kam bo‘ladi;

*
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» agar Q=0 bo‘lganda # normal yo‘nalishi va unga qarshi
yo‘nalishlardagi suyuqlik miqdorlari teng bo‘ladi.

(3.1) formuladagi integral (a,#) skalyar funksiyadan olingan 1 — tur
sirt integralidan iborat. Bu integralni a vektor funksiyadan olingan 2 -
tur sirt sirt integrali deb ham yuritiladi. Ixtiyoriy vektor funksiyaning
oqimi tushunchasi shu tarzda kiritiladi.

3.2. Oqim tushunchasi va uning yozilish shakllari

Vektor maydonning orientirlangan o sirtdan o‘tadigan oqimi deb

0= @ ixda=[[ado (3.2)

formuladan aniqlanadigan miqdorga aytiladi.
Bu formulada 7 simvol bilan ¢ sirt normalining orti belgilangan, a,

esa a vektorning # normal vektor yo‘nalishidagi proeksiasini bildiradi
(3.4 —rasm).

- 4k
e n
n - \y FIPN
do 4
/ D
{ 1
L\ H
b /
AN

PR -
\ /
Y g
<
<

N

N /
do Xiod/

\\(

3.5 -rasm

3.4 - rasm

Sirtning orientasiyasi o‘zgarganda # vektorni -7 vektorga almash-
tirish kerak, ya’ni oqim ishorasini o‘zgartiradi.
Ogimning yozilish shakllarini keltiramiz.

1) a, 8,7 orqali # vektorning mos ravishda Ox,Oy, O-koordinata

o‘qlari bilan hosil qilgan burchaklarini belgilaylik. U holda
cosa, cos B, cosy yo‘naltiruvchi kosinuslar 7# vektorning komponentalari

bo‘ladi: 7Ai={cosa,cosf,cosy}. Agar d={a,a,a,} bo'lsa, oqim
formulasi
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Q= H(&,ﬁ)da =H(ax cosa +a,cos f+a,cosy)da (3.3)

ko‘rinishda bo‘ladi.

2) yuza elementi do ni va uning Oxy tekislikdagi proeksiyasi
do ni ko‘raylik (3.5 — rasm). do bilan Oxy tekislik orasidagi burchak
ularning normal vektorlari # va k orasidagi burchak bilan bir xil, ya’ni
y ga teng. Shuning uchun

cosydo = pr,,do =do,,.
Xuddi shuningdek,
cos fdo = pry,,do =do,,, cosado = pr,.do=do,,
bo‘ladi. U holda,

Q= H(a cosa +a,cos B+a,cosy)do = Ha do,.+a,do +a.do,, (3.4)

3) yuza elementi vektorini kmtayhk. dé ={do,,.do,.,do,} . U hol-
da (3.4) gako‘ra
0= H(a cosa +a cos f +a, cosy)dcr—ﬂ(a dag)

formula kelib chlqadl
Shunday qilib ogimni topish formulalarini
0= |[[(@.fdo = [[adé =[[a,do . +a,do,, +a.dc,, (3.5)

[ g
ko‘rinishda yozish mumkin.
Oqimning (3.5) formuladagi 1- va 2- shakli ogimning vektor
shakli, oxirgisi esa uning koordinatalardagi shaklidir.
Vektor maydon oqimining asosiy xossalari:
¢ Sirtning orientasiyasi o‘zgarganda oqim ishorasi teskariga
o‘zgaradi:
H(&,Fr)da=—”(&',ﬁ)dcr.
c* '

Bu yerda o* o sirtning # normali bo‘yicha tanlangan tomon, o~
esa ¢ sirtning -z normali bilan tanlangan tomoni.
e Ogimning chiziqli xossasi:

j’ j (ad + Pb,i)do =a H(a,ﬁ)da + ﬂj j (b,i)do

¢ Additivlik xossasi:
Agar sirt bir necha sirtlardan iborat bo‘lsa ¢y,0,,...,0,, U holda ogim
har bir sirtdan o‘tadigan ogimlar yig‘indisiga teng:
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Q= ZH (@,7)do.

k=t
3.3. Oqimni hisoblash

Ogqimni hisoblashning bir necha usullari bilan tanishamiz.
1) ogimni Q= I I (a,n)do formula yordamida hisoblash.

Oqimni bu formula bo‘yicha hisoblashda (a;it) va do ni hisoblash
kerak. Agar sirt tenglamasi -=z(x,y) ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, :

do =1 +(-'})2 +(:;)3dxdy ga teng bo‘ladi.

I- misol. Koordinatalar boshiga joylashtirilgan ¢ zaryad
kuchlanganlik E =_qu maydonini hosil qiladi. Bu maydonning markazi
E

koordinatalar boshida joylashgan radiusi R ga teng bo‘lgan sfera sirtidan
o‘tuvchi ogqimni toping. Normal vektor koordinata boshidan chigqgan.
[> Sferaga o‘tkazilgan # normal birlik vektor 7 radius vektorga

kollinear bo‘lgani uchun fi= bo‘ladi. U holda

~ ™

(E.7)= (q}- ")_%,.2___12. Sfera sirtida r=R bo‘lgani uchun

r r r

(E,ﬁ)=%. Sfera sirtining yuzi o = 47rR?. Shuning uchun
Q=J}(f,ﬁ)da=%gda=—gz— —%MrRZ =4rq.4

2 — misol. a=xi ~2yj+zk vektor maydonning x+2y+3-=6
tekisligining birinchi oktantada joylashgan
yuqori gismi bo‘yicha ogimni hisoblang.

D> x+2y+3-=6 tekisligining tengla-
masini kanonik shaklga keltirib shaklini

chizamiz: -6—+ 3 +— 1 (3.6 - rasm).

Tekislikmng normal vektorini anig-
3 -

laymiz: n—T J_] T=k
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a vektor ogimini Q= [[(a,i)do formula bo‘yicha hisoblaymiz
Q= J:;[(Zi,ﬁ)da = 7:79'(#4;&3:)40,
- %(6—x—2y), do = [+ ) + (=) dvdy=

bu yerda v Y
ﬁ A3 (3] o

Shunday qilib,
3 6-2y
Q=%£J'(x—4y+6—x—2y)dxdy=-:l;£j(6-2y)dxdy=2£dy{ (1-y)dx =

3
=2{(1-y)6-20)dy=0 . 4
0

2) oqimni uch tekislikka proeksiyalab hisoblash
Ogimni hisoblashda Q= {[a,do,. +a,do,, +a,do,, formuladan

foydalanamiz. Bu yerda uchta
[l = Ha,da‘u, 12 =J:|-a),d0'xz, 13 :J.Iazdo-“y
a o P

integrallarni hisoblaymiz.
= J' J' a,(x,y,=)do,, integralni hisoblash uchun:

1) integral ostidagi funksiyada x ni sirt tenglamasini x=x(y,z) bilan
almashtiramiz.

+dvdz, @<n/2,

2) do, = pr,p,do bo‘lgani uchun do,, ={ -dyd=, 6>n/2,
0, 6=nx/2,

3) o,, proyeksiya bo‘yicha ikki karrali integraini hisoblash.
Bu yerda ¢ normal # bilan Ox o‘qi orasidagi burchak.
I,= H".v(x’ y,-)do,, integralni hisoblash uchun esa:

1) integral ostidagi funksiyada y ni sirt tenglamasi y=y(x,z) bilan
almashtiramiz.
+dxd=, A<n/2,
2) do,, = pr,,do bo‘lgani uchun do,, ={ —dxd=, A>n/2,
0, A=x/2,
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-
B

3) o,. proeksiya bo‘yicha ikki
karrali integralni hisoblash.
Bu yerda A normal 7 bilan Oy o‘qi
orasidagi burchak.
Iy integral ham shu tarzda hisob-
lanadi.
3- misol. a={’,y,=*-x'} vektor
maydonning x*+)’=9 (0<-<5) silin-
3.7-rasm dming yon sirtining tashqi tomonidan
o‘tuvchi ogimini toping (3.7 — rasm).
D> Oqimni hisoblash uchun (3.5) formuladan foydalanamiz.
Q=t[[a,dvd +a,d=dx +a,drdy = t[[y'dvds + ydzdx + (= - x* Jxay.
3 S

1) avval I,=tﬂ ydyd= integraini hisoblaymiz.  Silindrning
s

tenglamasi x=+\/9—:__1:1_ bo‘lgan S, gismida tashqi normal bilan x o‘qi
orasidagi burchak o‘tkir burchak bo‘lgani uchu integral ishorasini «+»
ishorasi bilan olamiz. Silindr tenglamasi x=-\/-9—7 ko‘rinishda bo‘l-
gan S, qismi uchun tashqi normal bilan x o‘qi orasidagi burchak o‘tmas

burchak bo‘ladi, shuning uchun integralning bu gismida «-» ishorasi
bilan olamiz.

[| = Hysdyd: + jj_Vded: = J.J‘ y’dyd: - J'J'ysdyd___ =0.
) $, D, D,
2) L= iﬂ)’dvd: integralni hisoblaymiz. Silindring tenglamasi
R

y=+y9-x* bo‘lgan S, qismida tashqi normal bilan y o‘qi orasidagi
burchak o‘tkir burchak bo‘lgani uchun integral ishorasini «+» ishorasi
bilan olamiz. Silindr tenglamasi y=-v9-x* ko‘rinishda bo‘lgan s,

qismi uchun tashqi normal bilan » o‘qi orasidagi burchak o‘tmas bur-
chak bo‘ladi, shuning uchun integralni bu qismida « — » ishorasi bilan

olamiz.
I, = [[V9- x*dxd=+ [[Vo-x'dxd= =
8 S,

= [[Vo-xdxds + [[ (o= )(-drdz) = 2[[ Vo~ rdeas
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Oxirgi integralni takroriy integralga keltirib yechsak 7, =45z kelib
chiqadi.
3) 4 —iH -x* dxd) integralni hisoblaymiz. Oz o0‘qi bilan silindr-

ning tashqi normah bilan /2 burchak tashkil qilgani uchun /,=0
bo‘ladi. Shunday qilib O =1, + 1, + 1, =457 bo‘ladi. 4

3.4. Vektor maydon divergensiyasi

Maydon divergensiyasi vektor maydonning muhim xarakteris-
tikalaridan biridir. Faraz qilaylik, biror G sohada G@=a,i+a,j+ak
vektor maydon berilgan bo‘lib, barcha o‘zgaruvchilar bo‘yicha uzluksiz
birinchi tartibli xusussiy hosilalarga ega bo‘lsin.

Ta’rif. aM) vektor maydonning divergensiyasi deb
ca, Ca,

da,
diva =
ox & o=

munosobat bilan aniglangan skalyar miqdorga aytiladi.

Vektor maydoni divergensiyasining asosiy xossalari: ,

o div(d +b) = diva + divb .

e agar ¢ =const, ya’ni o‘zgarmas vektor bo‘lsa, u holda divé=0
bo‘ladi.

o div(u,d)=u-divd +(a.gradu), bu erda u=u(x,y,z)- skalyar
funksiya.

Birinchi va ikkinchi xossalarni tekshirish qiyin emas. Uchinchi
xossaning isbotini keltiramiz.
Hu-a,) 0(14'0_,,)+6(u‘a_,.)_

div(u-a)=
x 16,5 o=
alu adu gy da, Ca aa
=X L £+ L2 |=(d,gradu)+u-diva.
Py - ~
& 1%L o o&x oy =

diva yordamida & vektor maydon skalyar maydonga aylanadi.

Misol. a =7 ={x,y,z} maydonning divergensiyasini toping.

> divF—o—X+av+-a:-l+l+l-3 |
ox o &
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3.5. Yopigq sirt bo‘yicha oqimning fizik ma’nosi

Sirt yopiq bo‘lganda tashqi tomonga yo‘nalgan normal musbat deb
qabul qgilingan. Fazoning biror G hajmini o yopiq sirt o‘ragan bo‘lsin
(3.8 — rasm). Bu yopiq sirtdan
o‘tuvchi sigilmaydigan suyugqlikning
d=a(M) tezliklar maydonini qaray-
lik. Sirt yopiq bo‘lganda sirtga kira-
yotgan vektor chiziglari bilan chiqa-
yotgan vektor chiziglarining soni
teng bo‘ladi.

Yopiq sirtdagi  Q=df(@,A)do

-2

3.8 - rasm ogim birlik vaqt ichida o sirtdan
o‘tadigan suyuqlik miqdoriga teng (7
- tashqi normal birlik vektori). Bu yerda qc,f) belgi sirtning yopiq

ekanligini anglatadi. Yopiq sirtga suyuqlikning kirayotgan nuqtalarida a
vektor bilan (suyuqlik tezligi) # normal orasidagi burchak o‘tmas
bo‘ladi. Suyuqlikning sirtdan chiqayotgan gismida esa a va i vektoriar
orasidagi burchak o‘tkir bo‘ladi. @ vektor maydonning yopiq o sirtdagi
ogimi birlik vagt o sirt ichida kirayotgan va undan chiqayotgan
suyuqlik migdorlarining ayirmasini beradi.

Agar oqim giymati Q > 0 bo‘lsa, yopiq sirtdan chigayotgan
suyuqlik miqdori kirayotganga qaraganda ko‘p bo‘ladi. Bu holat G
sohada manba borligidan dalolat beradi (3.9 - rasm).

WA N

)
T /TN

Manba Qurdum Umumiy ogim

3.9 —rasm.

Agar oqim qiymati Q < 0 bo‘lsa, yopiq sirtdan chiqayotgan
suyuqlik miqdori kirayotganga qaraganda kam bo‘ladi. Bunda G sohada
qurdum borligini ifodalaydi.
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Agar O = 0 bo‘lsa, yopiq sirtdan chigayotgan suyuqlik miqdori
kirayotganga qaraganda teng bo‘ladi. Bunda G sohada manba va qur-
dumlar yo‘qligini yoki ularning umumiy quvvati tengligini ko‘rsatadi.

3.6. Ostrogradskiy - Gauss formulasi

Agar o - yopiq bo‘lakli silliq sirt bo‘lib, tashqi normalning birlik
vektori 7 ={cosa,cos B,cosy} bo‘lsa, u holda bu sirt orqali oqib o‘tadigan
d={a,a,a} vektor oqimi Q@ ni ushbu Ostrogradskiy - Gauss
formulasi yordamida hisoblash mumkin:

— a}'
Q —4;5( A)-do= Hf( % e )dmydz (3.5)
Bu formulada G - fazoning o yopiq sirt bilan chegaralangan
bo‘lagi; o tashqi normal bo‘yicha orientirlangan sirt; d={a,,a,,a,} vektor
koordinatalari va ularning xususiy hosilalari bilan uzluksiz funksiyalar.
Isboti. 1. G sohamiz elementar H, ko‘rinishda bo‘lsin (3.10 —
rasm). Ya’ni G soha pastdan va yuqoridan mos ravishda o;: z = z(x,y)
va 0, z,=2(x,y) sirtlar bilan, yon tomondan esa yasovchilari Oz
o‘qiga parallel bo‘lgan o sirt bilan o‘ralgan bo‘lsin.
Quyidagi integralni qaraylik'

(1t [ Gt~ a7

= H a3, 530 ) = 0, 53,505, 3} =

= H a,(x,3,7,(x, y))dxdy - H a,(%,,2,(x, y))dxdy.

o, SIrtda cosy >0, 0'1 sirtda cosy <0
bo‘lgani uchun o, da drdy=cosydo o, da
esa dxdy =-cosydo bo‘ladi. Shuning uchun

,  f[a.x .m0 ynddy - [[ (53,20, y))dsdy =

17 V

= ﬂ a,(x,y,z)cosydo + H a,(x,y,z)cosydo,
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bo‘ladi. Hosil bo‘lgan yig'indiga [[a,(xy,2)cosydo integralni
qo‘shamiz. o, sirtda cosy =0 bo‘lgani uchun (fa,(x,y,z)cosydo =0.
Shunday qilib,
ﬂ -—-‘-dxdvd: = ﬁa (x,y,z)cosydo + Ha (x,y,2)cosydo + Ha (x,y,c)cosydo =
4]

H a. (x,y,-)cosrdo'—(ﬁ)a (x,y,-)cosydo,

0,+0,40,
kelib chiqadi.
2. Endi umumiy holni ko‘raylik. Fazoviy G sohani n ta elementar

H, turdagi sohalarga ajratish mumkin bo‘lsin: G = U G-
k=1

o®, o, o simvollar orqali G, sohani o‘rovchi ') sirtning
quyi, yugori va yon sirtlarini belgilaylik. U holda

[t - [ et

= Z{Ha cosydo + Ha cosydo + Ha cosydo ;= (ﬁ)a cosydo

k=l | g*
bo‘ladi. Chunki o{* bo* ylcha olingan mtegrallar nolga teng, o\© va o{"’
sirtlar bo‘yicha integrallar yig‘indisi o'’ sirt bo‘yicha olingan integralni
beradi.
Xuddi shuningdek, H, va H, ko‘rinishdagi sohalar uchun

Ga da,
I ({Igfdxdydz = @a_‘. cos fdo; I l' I gdxdydz = {Jf)a, cosada;
formulalarga kelamiz.
Topilganlarni qo‘shsak formulanng isboti kelib chigadi.
Ostragradskiy - Gauss formulasini quyidagicha ham yozish mumkin:

0= #(a,ﬁ) do = j [ j divadxdydz
o G
1- misol. G=(3="+x)7+(e" -2y)j+(2: - x)k vektor maydonning yo-
piqo: x* +)* =%, =1, -=4 sirtdan o‘tuvchi oqimini toping (3.11 —rasm).
D> Sirt yopiq bo‘lganligi uchun Ostrogradskiy—Gauss formulasidan

foydalanamiz. Avval berilgan maydon divergensiyasini hisoblaymiz:
diva=1-2+2=1.
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Demak,
0= ([[dwadv =[f[av =v

Bu yerda V kesik konus xajmi.

3.11 - rasm 3.12 - rasm

V=%;;-(Rf-hl—Rzz-hz)=-;—rr(42-4—12-l)=211r <

2- misol. a={2x,z,y} vektor maydonning koordinata tekisliklari va
3x+2y+-=6 tekislik bilan chegaralangan piramidaning to‘la sirtidan
o‘tuvchi ogimni toping (3.12 — rasm).

D> Sirt yopiq bo‘lgani uchun Ostragradskiy - Gauss formulasidan
foydalanamiz.

0= [[[ divaay = [[[e+0+0)ar =2v,, =
4 ¥

2(—1-5‘““,-h)=3-(—1—-2-3)-6=12
37 3 (2

3-misol. G=x’T+y’j+z'k vektorning x’+y’+:?=R?, =0, (=>0)
yopiq sirt bo‘yicha vektor maydon oqimini toping.
D> (3.5) formulaga asosan

0=[[[ (2x+2y+2:)av

Bu integralni r, @, ¢ sferik koordinatalar sistemasida hisoblash

qulaylik tug‘diradi, ya’ni
x =rsinfcosg, y=rsin@sing, =z=rcos@

elementar hajm esa

<

dV=r'sinfdrd@dey,
Shuning uchun

40

www.ziyouz.com kutubxonasi



Q=2IH (rsin@cos@+rsin@sing+rcosd )rlsin@drdfdp=

mG(sm0cos<o+sm65m¢+cos<9)dﬁjr dr = <

a'—.,.
oi—.aln

.‘_'
41:

f dwj cosBsmedB———z-i

4-mzsol. d@ vektor maydonning yopiq § sirt bo‘yicha olingan
oqimini toping.
z=2-3(x" + %),
Z=x+)?, (z20).
D> Ostrogradskiy — Gauss formulasidan foydalansak,

0= fat= [ B+ S0 22 e

J-H(é(x;- 4, 6(3;; », c(;_-)]dv = [[fa-1+2dv=2,
4 X - v

Bu yerda ¥, jism hajmi. § sirt bilan o‘ralgan jism hajmini topamiz.
3.13 - rasmdan ko‘rinib turibdiki,
S sirt z?=x*+3? konus (z 2 0) va
paraboloid sirtlarining gismlaridan
iborat. Shuning uchun

v, =j”j(2—3(x2 +y2)—-m)dxdy

bo‘ladi. Bu integralni hisoblash
uchun D doiraning radiusini topish
kerak. Bu radius quyidagi siste-
madan topiladi.

d=(x+40) +(3=—y)j +2:k, s:{

3.13 - rasm

o=2=-3(x"+y"),
=+l
Bu sistemadan R=2/3 kelib chiqadi. ¥, ni qutb koordinatalar

sistamasiga o‘tib yechamiz (0<¢ <27, 0<r<2/3).
b2 2/3

. 32
V,= "[dqr‘([ (2-3 —r)rdr=§—l—7r.
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Demak, Q=2V, = %n
S-misol. a=x-T +yx*j+ 2k vektor maydonning x+y?+z'=a
shar sirti bo‘yicha uning tashqi tomoniga oqimini hisoblang.

D> Sirt yopiq bo‘lgani uchun & vektor maydonning shar sirti
bo‘yicha tashqi tomoniga oqimi Q ni Ostrogradskiy—Gauss formulasi
bo‘yicha topamiz:

0=[[(a,i)deo = ([ diva - dxdvdz = [[[(* + x* + y*)dxdydz.
o G G

Uch oflchovli integralni hisoblash uchun quyidagi formulalar

yordamida sferik koordinatalarga o‘tamiz:

Xx=rsin@-cosg,

y=rsin@-sing, buerda 0<r<a, 0<¢p<27, 0<60<n,

z=rcosg,
va quyidagini topamiz dxdvd- = r*sin@-dr-de-df, u holda
0=|[(a.7 Yo = [[[ diva - dxdyd= = j [[(z? +x* + y*)drdyd= =
o o ‘

da’mw

_m r*sin@-drdfdg = j ‘drj’smeda J‘ dp=2

6—mzsol. Tezligi ¥ ={x+ y,-—x,z} ko‘rinishda bo‘lgan suyuqlikning
x*+y* =1 (0<-<4) konusning yon sirtidan tashqi normal yo‘nalishi-
dagi ogimini toping (3.14 — rasm).

D> Konusning yon sirtidan o‘tadigan oqimni uning to‘la sirtdan
o‘tadigan oqimdan konus asosidan o‘tadigan oqimlar ayirmasi sifatida
qarash qulaydir. To‘la sirtdan o‘tadigan oqimni Ostragradskiy - Gauss
formulasidan topamiz

Ouiu = j [diviay = | jj(i(‘—j“—yl+ﬁ;;—")+-g-'x:)dtf =

_2man/ 2w, =2 3nR’h_ : 44=8

Suyuqhknmg konusning asosidan
o‘tadigan ogimni Q. = H\‘r-fzds formu-
Seion

ladan topamiz. Konusning asosidagi
birlik vektor #={0,0,1} ga teng. Shuning

uchun (¥,7)=(x+y)-0+(z-x)-0+:z-1=
3.14 - rasm bo‘ladi. Konusning asosida =-=4
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bo‘lgani uchun (¥,7) =4 bo‘ladi.
Demak,
Qa.mu = IJ. ‘., : ﬁdf =4 IJ‘ dg = 4'Sa.m;yurl
S Seoes

Buyerda § radiusi 4 ga teng bo‘lgan doira yuzidan iboratdir.

asos yuz
Shunday qilib,
Q.. =47R’ =64n,
128 64
Q)m = Qla'la - Qasaa = T’r - 64” = —T”'
Q,.. <0 ekanligi konus yon sirtidan tashqariga chigadigan suyuqlik
miqdori shu sirt bo‘yicha kirayotgan suyuqlik miqdoridan kamligini
ko‘rsatadi.

Demak, ogim —%n ga tengdir. €

3.7. Divergensiyaning invariant ta’rifi

Fazoda M nugtani olib uni yopiq sirt ¢ bilan o‘raylik (3.15 — rasm).

Ostragradskiy — Gauss formulasi yordamida a vektorning yopiq sirt
bo‘yicha oqimini hisoblaylik
0={p(@ nydo = ([ divaay
o G
Uch karrali integralga o‘rta qiymat hagidagi teoremani qo‘llasak,
0=(diva),, -V = (diva),, =%_
Bu yerda M ¥ sohadagi biror nuqta. Oxirgi
tenglikda ¥ sohani M nuqtaga yaqinlashtirib
(sigib) limitga o‘tamiz (M nuqta M nugtaga
yaginlashadi):
0
(diva),, —VanAl/! > (3.6)
Shunday qilib, divergensiyaning invariant
3.15 - rasm ta’rifiga keldik.

3.7.1 Divergensiyaning fizik ma 'nosi

a vektor maydon suyuqlikning tezliklar maydoni bo‘lsin. Oqim Q V
hajmdan chiqayotgan suyuqlik miqdori bilan ¥ ga kirayotgan suyuqlik
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miqdorlarining ayirmasiga teng. Agar Q > 0 bo‘lsa, ¥ sohadan
chiqayotgan suyuglik miqdori kirayotganga garaganda ko‘p bo‘ladi.
Bunda ¥ ichida suyuqlik manbasi mavjud bo‘ladi. Q/V miqdor birlik
vaqt ichida birlik hajmdan chiqadigan suyuqlik migdoriga teng bo‘ladi.
Bunga ¥ hajmdagi manbaning o ‘rtacha quvvati deyiladi. Quyidagi

lim £ = diva(M)

VoM P
migdorga manbaning M nuqtadagi quvvati deyiladi.

Agar Q <0 ¥V sohaga kirayotgan suyuqlik miqdori chiqayotganga

garaganda ko‘p bo‘ladi, bunday holatda ¥ ichida qurdumlar mavjud,
ularning quvvati |Q/V| ga teng bo‘ladi

I|m = |diva(M)|

i

miqdor M nuqtadagi qurdumnmg quvvatini beradi.

Shunday qilib:

o diva(M)>0 bo‘lsa, M nuqtada manba bo‘lib uning quvvati
diva(M) ga teng bo‘ladi,

e diva(M)<0 bo‘lsa, M nuqtada qurdum bo‘lib uning quvvati
|divii(A0)| ga teng boladi,

o diva(M)=0 bo‘lsa, M nuqtada manba va qurdum mavjud
bo‘Imaydi.

1- misol. div(f(r)F)=37(r)+rf'(r) ekanligini isbotlang.

> Divergensiya xossasiga ko‘ra div(f(r)F) = f(r)divF +(F,gradf (r))

Gradient xossasiga ko‘ra gradf(r)= f'(r)gradr = f '(r)i_ kelib chigadi.
U holda '
(107 =310 +(FS 01 )=310 170 4
2 —misol. q zaryadning kuchlanganlik maydonining divergensiyasi
nolligini ko‘rsating.
D> Kuchlanganlik maydoni E:%F ga teng bo‘ladi. Oldingi

misoldan f(r)— bo‘lganda
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: Tayanch iboralar:
Orientrlangan sirt, oqim, divergensiya, manba, qurdum, Ostrag-
radskiy — Gauss formulasi.

Takrorlash uchun savollar
1. Qanday sirt orientrlangan deyiladi?
2. Vektor maydon oqimi nima?
3. Vektor maydon oqimi qanday kattalik?
4. Oqimning ganday yozish shakllarini bilasiz?
5. Ogimningh qanday xossalari bor?
6. Ogim ganday hisoblanadi?
7. Oqimni uch tekislikka proeksiyalab hisoblash qanday amalga
oshiriladi?
8. Vektor maydon divergensiyasi deb nimaga aytiladi?
9. Vektor mayden divergensiyasi qanday xossalarga ega?
10. Yopiq sirt bo‘yicha ogimning fizik ma’nosi nima?
11. Ostragradskiy — Gauss formulasi qanday formula?
12. Divergensiyaning invariant ta’rifi ganday ta’tif?
13. Divergensiyaning fizik ma’nosi nima?
LLL I
Mustagqil bajarish uchun topshiriglar
1. a={x"+y%, "+, 22 +x"} vektor maydonning xOy tekislikning
x’+y* =R’ aylana bilan chegaralangan Oz oqi bo‘yicha orintirlangan

qismidan o‘tuvchi ogimini toping.

2. Koordinatalar boshida joylashgan nuqtaviy zaryad fazoda E =£T;
r

maydon hosil giladi (k — biror koeffitsiyent). Shu maydonning R radiusli
z=h tekislikdagi markazi (0,0,h) nuqtada joylashgan doiraning Oz o‘qi
bo‘ylab yo‘nalgan ogimini toping.

3. d={1,-1,xz} maydonning doiradan o‘tuvchi oqimni toping. Doira
shar - x?+3)?+-2<R? va y=x tekislikning kesishishidan hosil bo‘lgan.
Doira normali i ort bilan o‘tkir burchak hosil gilgan.

4, d={y+c,x+5,x+)y} maydonning doiradan o‘tuvchi oqimni
toping. Doira shar - x’+)’+:z'<l va x+y+:z=1 tekislikning
kesishishidan hosil bo‘igan. Doira normali k ort bilan o‘tkir burchak
hosil gilgan.

5. divfF,a] ni hisoblang. Bu yerda 7 radius vektor, 4 o‘zgarmas
vektor.
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6. div[7,[7,a]] ni hisoblang. Bu yerda 7 radius vektor, & o‘zgarmas
vektor.

7. divE ni hisoblang. Bu yerda E=— qr
T

nugtaviy ¢ zaryad hosil

3
[

gilgan maydon.

8. d=< maydonning yopiq S sirtdan o‘tuvchi oqimini toping.
r

S:xl+y +(z-2) =1
4. Vektor maydonidagi chiziqli integral

Kuch maydoning bajargan ishi.

Chizigli integral tushunchasi va uning xossalari.

Chizigli integralni hisoblash.

Vektor maydon uyurmasi.

Grin va Stoks formulalari.

Rotorning invariant ta’rifi.

Rotorning fizik manosi.

Chiziqli integralning integrallash yo‘liga bog ‘liq bo ‘lmaslik

sharti.
4.1. Kuch maydonning bajargan ishi

Berilgan F (M) kuch maydonida material nuqta BC chiziq bo‘ylab B
nuqtadan C nuqtaga harakat qilsin. Kuchning bajargan ishini hisoblaylik.
Buning uchun BC chiziqni radius vektorlari #,#,..,7, bo‘lgan
B= My, M, My, .M, ,, M, =C nuq

n

FM) talar  yordamida  bo‘laklarga
M ajratamiz (4.1 — rasm). Ko‘chish
{'\ vektori

] MM, =l —T =48,
/ va kuch vektori F(M,)=F, ni
C=M, qaraylik. Bu kuchlarning skalyar
.y ko‘paytmasi  taqriban  F(M)

kuchning M, M,, yoy bo‘yicha
olingan 4, ishiga teng:
Ak z(l‘:k»AFk)
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BC chiziq bo‘yicha bajargan ish

n-l

A= Z(fk,A?k)
k=0

ga teng bo‘ladi. A7, vektorlarning uzunliklari kichik bo‘lib borgan sari

aniqlik oshib boradi. Bu uzunliklarning eng kattasini 4 bilan belgilaylik.
Taqribiy tenglikda d — 0 limitga o‘tib ishning aniq giymatini topamiz

n—l1

A=mk§)(ﬁk,m).

Bu limitni | (F.47) belgi orqali belgilashadi va uni # maydon-
uBC
ning BC yoy bo‘yicha chizli integrali yoki 2 — tur chiziqli integral
deyiladi.

4.2. Chizli integral tushunchasi va uning xossalari

Ixtiyoriy a(M) vektor maydon uchun (maydonning fizik mohiya-

tidan qat’iy nazar) chiziqli integral tushunchasi yuqorida bayon qilingan
tarzda kiritiladi:

n=1

j (a(M),dF)= llm Z(ak,Ark
uBC
My, M\, M,,...M,_;, M, nuqtalar BC yoyning bo‘linish nugtalari,
8, = MMy =gy = Fpp d = max (A} |87, [}
Chizigli integralning uchta xossasini keltiramiz (bevosita ta’rifdan
kelib chiqadigan xossalar):
1) chiziglilik xossasi: | ((Ad+ub)d7)=14 j @dF)+u | (B,dP).

uBC UBC
2) additivlik xossasi: J' (@,dF)= J' @, f)+ j (@,dr).
uBC wBD wDC
3) [ @d=- [ @d.
wBC wCB

Oxirgi xossa integrallash yo‘nalishi o‘zgarganda chiziqli integral
ishorasining o‘zgarishini ko‘rsatadi, chunki A7 vektorlar yo‘nalishini
teskarisiga o‘zgartiradi.

d={a,,a,,a,}, dF ={dx,dy,d=} vektorlarning skalyar ko‘paytmasini
koordinataar orqali ifodalasak,
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| @)= [ adc+a,dy+ads, 4.1)
wBC wBC
formulaga kelamiz. a.dx+a,dy+a.d- ifodani odatda qavs ichiga
olinmaydi; integral belgisi barcha yig‘indi uchun tegishli bo‘lsa ham.
(4.1) formulada g, a, a, a, lar M nuqtaning, ya’ni uning koordinatalari
x, ¥,z ning fuksiyasidir. J’ (d,dr) integralga chizigli integralning vektor
wBC
shakli I a,dx+a,dy+a.d- integralga esa uning koordinatalar shakli
uBC
deyiladi.

Agar chizigli integral biror yopiq L chiziq bo‘yicha olinsa chizigli
integralga & vektor maydonning L kontur bo‘yicha olingan
sirkulyatsiyasi deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

C =4(a,dr). 4.2)
L

Sirkulyasiyani hisoblashda L yopiq kontur bo‘yicha musbat yo‘na-
lish kontur bilan o‘ralgan soha chap tomonda qolishi bilan aniglanadi.

4.3. Chiziqli integralni hisoblash

L chiziq x=x(r), y= (1), ===(r) parametrik ko‘rinishda berilganda
chiziqgli integralni hisoblash qoidasi:
» chiziqli integralni koordinatalar ko‘rinishida yozish
Ia,(x, yo)dx+a (x,y,2)dy +a(x,y,2)d-,
L

> a(x,y,2), a,(x,y,2), a,(x,y,7) funksiyalarda x, y, = larni

x(t), y(¢), =(r) lar bilan almashtirish

» dx,dy,d- larni mos ravishda x'(¢)dt, y'(r)dt, ='(t)de, lar bilan
almashtirish,

» parametr ¢ ning o‘zgarish oralig‘ini topish va hosil bo‘lgan aniq
integralni hisoblash.

L chiziq tekislikda berilgan bo‘lib, uning tenglamasi

y = ¥(x), xe[a,b] bo‘lsa:

» chizigli integralni koordinata shaklida yozish

[a,(x,p)dx + a,(x, )y,

L
> a,(x,¥), a,(x,y) funksiyalarda y ni y(x) bilan almashtirish,

» dy ni y'(x)dx bilan almashtirish,
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» hosil bo‘lgan aniq integralni [a,5] oraliqda hisoblash.

Agar vektor maydon &= f(r)F ko‘rinishda bo‘lsa, 72 =r? tenglikdan
uni differensiallasak 27dF =2rdr kelib chigadi. Demak, bunday
maydonlar uchun chizigli integral

I (a,dr)= I f(r)(F,dF)=]; fr)rdr
wBC wBC

s

aniq integralga keltiriladi.

1- misol. F=(x+y)Ni-(x-y)]

2. .2
kuchning :—2 + J—, =1 ellips yuqori

b
//4 b\ bo‘lagi bo‘ylab A(a,0) nugtadan
B 4 B(-a,0) nuqtaga siljigandagi ba-

—a 0 a x  jargan ishini hisoblang (4.2 -
rasm). ‘
4.2- rasm D F=ai+aj+ak

kuchning bajargan ishi

I (F,dl") = j adx+ aydy+ ad:

AB AB
chiziqgli integral orqali ifodalanadi. Bizda a,=x+y,a,=~(x-y), a =0.
Ellipsning parametrik tenglamasidan foydalanamiz: x=acost, y=bcost,
z=0. ¢ parametrning 4 va B nuqtaga mos kelgan qiymatlarini topamiz. 4
nuqtada x=a=acost,, cost;=1, ;=0; B nuqtada x= -a=acost,=-1, t,=nx.

U holda,

I (F‘,:ﬁ) = _[ adx+ady= j‘[(acost +bcost)(—asint) -
AB 0

AB

x
~(acost - bsint)bcost]dt = J'(—a2 costsint —absin’t —abcos’ ¢ +
0

x bZ _al
+b’sintcost)dr =J'( > sin2t—ab)dt =-xab. 4
Q

2-misol. F={x',-yz,z} kuchning B(1,2,-1) nugtadan C(3,3,2)
nuqtaga siljishdagi ishini toping.

D F kuchning bajargan ishi

A= [ FdF = | Xdc—yedy + =dz
AC BC

49

www.ziyouz.com kutubxonasi



formuladan topiladi. Bu integralni hisoblash uchun BC to‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzamiz:
=l _y=2 =+l
3-1 3-2 2+1
Buyerdan x=2+1, y=t+2, ==3t-1; dx=2dl, dy=dt,d-=3dt.
B nugtaga mos kelgan parametr ¢ ning qiymatini topamiz: ¢, =0.
Xuddi shuningdek, ¢ =1. Integralda x, y, =, dx, dv, d- lamning ifodalarini

gqo‘yamiz
1
A= j’x’dx-y.—afy+_—¢1.—=J'[(2t+1)2 2= (t+2)3t=1)+ (3t =1)-3}dr =26/3. 4
BC 0

3- misol. a=yi +2xj maydonning OABO chiziq bo‘yicha sirkulyat-
siyasini toping. OB y’ = x parabola yoyi, OA4B siniq chiziq (4.3 — rasm).
D> Sirkulyatsiyani
C= ¢ (a.4)= [(@d)+ [(a.dF)+ [ (a,4)
OABO OA AR B0
ye formuladan aniqlaymiz. OA4 kesmada
y =0, dv=0. Shuning uchun,

B(1,1) ['=oIA(a’dF)=a[Jw+ZXdy=°'

AB kesmada x=1,dx=0, 0 y<I.
s . Shuning uchun

0 A .
4.3 - rasm 11=_[ydx+2xd}:=J'2dy=2_
48 [}

BO yoyda x=y’, dx=2ydy, y, =1, y, =0. Shuning uchun

I,= I vdx + 2xdy =j’-(y~2y+ 2_v2)dy=j‘4y2dy=_i
8o 1 1 3

Shunday qilib, C=1,+71,+[,=0+ 2—%:%4

4- misol. a={-x2f yz’,\"-::yz } maydonning markazi koordinata
boshida joylashgan radiusi R ga teng bo‘lgan soat meli yo‘nalishiga
qarshi yo‘nalish bo‘yicha sirkulyatsiyasini toping ( 4.4 — rasm).
D> Sirkulyatsiyani
C=§adF =§-~Lsdv+ o,
L

2 2 2 2
7 X +y x‘+y

formuladan aniglaymiz.
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Bu integralni hisoblash uchun aylananing parametrik tenglamasini
yozamiz: x = Rcost, y = Rsint. Bundan dx=-Rsintdt, dy = Rcostdy;
0<t<2z. Shuning uchun

2 _Rsint-(—Rsint)+ Rcost - Reost
C= I : 7. 2 T2
o Rcos”t+ R'sin"t
S—misol. F=(3"=2)T+(2-%)-J+(x*-)")k kuchning
x’+y*+ =1 sferaning koordinata tekisliklari bilan (x20, y>0,220)
kesishishidan hosil bo‘lgan chiziq bo‘yicha bajargan ishini toping
(konturni aylanib o‘tish musbat yo‘nalishda) ( 4.5 — rasm).
D> Maydonning bajargan ishini

A= {(ﬁ,cﬁ)=lf(y2 -—:Z)dx+(:Z —Jrz)dy+(x2 -yz)d:

2x
dt=jdt=2n-.4
0

yll

L

4.4 - rasm 4.5 -rasm

formuladan aniqlaymiz. L kontur markazi koordinata boshida radiusi
birga teng bo‘lgan x=0, y=0,-=0 koordinata tekisliklarida joylashgan
aylana yoylaridan iborat. Demak,

[(F.d)= [(F.dr)+ [ (F.dF)+ [(F.F)

L AB BC cA

bo‘ladsi.
AB yoy tenglamasi = =0, x=cost, y=sint, r[0,7/2], bo‘lgani uchun
dx=—sintdt, dy=costdt, d==0;
x/2
(f,fﬁ) =ydx—-x'dy= (—sin’t -cos’ t)dt; I (F‘,di) = I (sin3 t + cos’ t)dt.
AB 0
Xuddi shuningdek, BC yoy uchun: x=0, y=cost, z=sint, te[0,7/2],
dx=0, dy=-sintdt, d==costds;
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/2

(F,dF):z’dy—y’d::(—sin’t—cos’t)dt; I(f’,éﬁ’):— I (sin’t+cos’t)dt.
BC 0
CA yoy uchun:
y=0, x=cost, = =sint, t€[0,7/2], dy =0, dx=-sintdt, d==costdt

(1-5:,¢ﬂ’)=:'zdnr+x2 -=(sin31+cosst)dt; I(I-:,tﬁ’)=—j'(sin3t+cos3t)dt.

c4 x/2

Shunday qilib,
xl2 zl2 z/2
J‘(F,dr-) =-3 j (sin’t+cos’t)dr =3 j (1-cos?t)d(cost) -3 j (1-sin?)d(sin¢) =
1] 1] 0

L
zl2

x/2
-3 j (1-sin’r)d(sint) = (3cost —cos’r=3sint+ sin’t)lo =—4.4
0

4.4. Vektor maydon uyurmasi

d=d(P)={a,,a,,a,} vektor funksiya o‘zlarining birinchi tartibli
xususiy hosilalari bilan birga G sohada uzluksiz bo‘Isin.

Quyidagi vektor yordamida
- da - -
rota =i gai___l _j(ﬂ__a&).‘_k aa)’_aax
&y & ox & & oy

aniglanadigan vektorga d vektor maydonning uyurmasi deyiladi.
Bu ifodani simvolik

i j ok
=2 2 0
& & o
a, a, a

ko‘rinishda yozish qulaylik tug‘diradi. Bu determinantni birinchi satr
bo‘yicha (7,7,k bazis vektorlar bo‘yicha) yoyish va xususiy hosilalarni
vektor komponentalariga ko‘paytmasini differensiallash deb qarash

kerak, ya’ni -a—a, = %, va h.k.
o o

Agar maydonning biror nuqtasida roti=0 bo‘lsa maydon bu

nuqtada uyurmasiz deyiladi.
1 - misol. @=(x+z)i +(y+z)j+(x*+:)k vektor maydonning

uyurmasini toping.
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i J ok
. |le & a| +f2,. é
td=|— — —=i|l= o)-— =) -
D ro > > l(ay(x +z) &(y+ ))
a, a, a,

X ¥

O DR - D (K ISR P I
j(ax(x +) 6:(x+'))+k(ax('v+') ay(x+-))

== = j(2x-1)+0-k ={-1,1-2x,0}. €4
: Uyurma vektorining xossalari. '
1. rot(AG+ ub)=A-rotd + u-roth, A,u o‘zgarmas sonlar.
2. rot(u-d)=[gradu,d]+u-rotd,bu yerda u=u(x,y,-) skalyar maydon.

Birinchi xossa uyurma ta’rifidan bevosita kelib chiqadi. Ikinchi
Xossaning isbotini keltiramiz.

-~

rd 6 6 -{ C a
_x(ay(uaz) P (uay))—j(g(uaz)—5_—(14ax))+

\%’IO) ~a

i

- é
rot(ua) =|—
ox

B K| =

. ua, 1

+k i(ua )——q(ua) =udi Ea —Ea —.'(Ea —ia )+I; —éia —Ea +
& y a") X @ z a: ¥y -l & < a-_ X & y a'v X

+( u Cu +{ du Su - Cu du = .
l[ga,——é:-ay)+/(ga,—gax)+ k[—— ),-gax)=u~rota+[gradu,a].

o

2 — misol. rot(ra) hisoblang (@ o‘zgarmas vektor, r radius vektor
uzunligi).

D> rot(ra)=[gradr,a}+ r - rotd = [gradr,d] = [i,a] = l[F,&]. <4
r r

4.5. Grin va Stoks formulalari

L kontur bilan chegaralangan orientirlangan S sirtni qaraylik. S
sirtni o'z ichiga olgan fazoda a=a(P)={a,.a,.a,} uzliksiz differensial-
lanuvchi vektor maydon berilgan bo‘lsin. § sirt koordinata
tekisliklarining birortasiga bir qiymatli proeksiyalash imkoniyati bo‘lsin,

' 53

www.ziyouz.com kutubxonasi -



masalan, Oxy tekisligiga unda sirt tenglamasi = ==(x,y) bo‘lsin. U holda
quyidagi formula o‘rinli:
gSa,(x,y,:>dx+ a,(x,y,2)dy +a,(x,y,2)d= =

_ﬂ[(—-—)cosa+(aa‘: Z)COS‘B*'(Z? aa‘;,')cosr}d; 4.3)

Bu yerda cosa,cosf,cosy lar — sirt normal vektorining yo‘nal-
tiruvchi kosinuslari, £- esa sirt chegarasi. Bu formula Stoks formulasi
deyiladi. Stoks formulasida S sirt . konturga tortilgan va S sirtga
o‘tkazilgan normal uchidan qaralganda £ konturni aylanib chiqish soat
mili yo‘nalishiga qarshi bo‘lishi kerak (4.6 — rasm). Keltirilgan
formulani isbotlashda Grin formulasidan foydalanamiz. Grin formulasini
esga olaylik. D, yopiq tekis sohada a={a,(x,y)a,(x,y)} uzliksiz

dlfferenSlallanuvchl funksiyalar bo‘lsin. U holda 8
Pa,(x,y)dx+ay(x,y)dy = jj( a;y )dxd_v (4.4)
L

Grin formulasi o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda L D, soha chegarasi;

konturni aylanib chigish musbat yo‘nalishda amalga oshiriladi.

Izoh. Stoks formulasi Grin formulasini umumlashtirganligini
ko‘rish giyin emas. Hagiqatan ham, (4.3) formulada S sirt tekis sohadan
iborat bo‘lsa, birinchi va ikkinchi qavslar aynan nolga teng bo‘ladi.

a, = , = ga bog‘lig bo‘lmagani uchun

o . )
a' 0. a, Ca éa

cosy =1 bo‘ladi.
Endi Stoks formulasining isbotiga kelaylik.
L kontur bilan chegaralangan S sirt D, sohaga ¢ kontur bo‘yicha
proeksiyalanadi (4.7 — rasm).
I, =$a (M)dx egri chizigli integralni ko‘raylik.
L
L chiziq S sirtda yotganligi uchun :-=:z(x,y) munosabat L chiziqda
ham o‘rinli. Unda
1= $a,(M)dx = $a,(x,y,:(x,y))dx
L L
o‘rinli bo‘ladi.
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S

1

= s
!

4.6 -rasm 4.7 - rasm

1, integralda (4.4) Grin formulasidan foydalanamiz ( bizning holda
a,(x,3)=0) a,(x,y,(xy)=d.(xy) belgilash kiritaylik. M(x,y,z(x,y))
nuqta L kontur bo‘yicha harakatlanganda uning proeksiyasi N(x,y)
nuqta D,, sohaning / chegarasi bo‘ylab harakatlanadi. Demak,

.
n=—lj){6—y*dxdy

Murakkab funksiyadan hosila olish goidasidan foydalanib a (x,y)

funksiyadan y bo‘yica hususiy hosila olamiz: —= oa, %a, , Ga, &

y » e
Unda,
” D vy = ﬁ(a" af g'y)dxdy (4.5)

tenglik o‘rinli bo‘ladi. 5 hususiy hosilani S sirtga o‘tkazilgan ort orqali

ifodalash mumkin:
& __wsB (4.6)
&  cosy
Hagiqatan ham, S sirt tenglamasi F(x,y,z)=0 oshkormas funksiya

orqali berilgan bo‘lsa, uning normali ortining koordinatalari

(M) = {ﬁ fl T l} {cosa,cos B,cos y} bo‘ladi. 9 holda

: F, oo . .
& __Sosh o‘rinli bo‘ladi. Bundan tashqari, dxdy=cosyds
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bo‘ladi. (4.6) ifodani (4.5) ga qo‘yamiz. Natijada (4.5) ikki karrali
integralni 1- tur sirt integrali aylantirish mumkin:

Ga, Ca, = _rf| Pa, &a,cosp _
ﬂ(ay %) ""'H(ay Bl esras- ”( ooy i
Shunday qilib, quyidagi formulaga keldik:
ll=?a,(M)dx=g(%c05ﬂ—%cosr)ds. , @7

Agar S sirt Ox o‘qiga perpendikulyar bo‘lgan tekislikda yotsa S sirt-
da dx=0,cos f=cosy=0 bo‘ladi va (4.7) formula avtomatik ravishda
bajariladi.

Xuddi shu yo*l bilan

= =1 cosy -2 4.8
?ay(M)dJ J;J[b‘x cosy &cosa}ﬁ, (4.8)

( Bu yerda Grin formulasini Ox- tekisligiga proeksiyalanganidan

foydalanildi).
Iy=¢a.(M)dz = (6:1
=g e

formulalarga kelamiz.
(4.7), (4.8) va (4.9) formulalami qo‘shib, chiziqli va sirt integral-
larning chiziqlilik xossasidan foydalanib (4.3) formulaga kelamiz:
@a (x,y,2)dx + a,(x,y,2)dy + a.(x,y,2)d= =

_Hl:( p )cosa+[6;:’ —%‘i’—)cosﬂ+[a§ 6;: ]cosy}ds

Teorema isbot bo‘ldi.
Stoks formulasini vektor ko‘rinishda quyidagicha yozish mumkin:

(ﬁ d,dr)= H(rota Fi)ds

Orientirlangan S sirt bo yicha vektor maydon uyurmasining oqimi
vektor maydonning S sirtga tortilgan L kontur bo‘yicha sirkulyatsiya-
siga teng (L kontur orientatsiyasi S sirt orintatsiyasiga qarab olinadi).

l-misol. G=(20x*+1)z-i-5y-j+4x*-k maydonning y=4 tekisli-

(4.9)

gida joylashgan x*+-?=9 aylana bo‘yicha sirkulyatsiyasini toping
(yo‘nalish Oy o‘qi oxiridan qaraganda soat meli yo‘nalishiga qarshi
orientirlangan) (4.8 — rasm).

D Sirkulyatsiyani bevosita yechish ancha murakkab. Stoks formu-
lasidan foydalanib yechamiz. Buning uchun maydon rotorini hisoblaymiz

56

www.ziyouz.com kutubxonasi



=7(0-0)-j(20x* - 20x* -1)+ £(0~0)=].

Q| <
ﬂ)lm =

(20x*+1)z -5y 4x°
Stoks formulasiga ko‘ra C = <ﬁ(a,dr‘) = H(rot&,ﬁ)ds'.
L S
Aylanaga tortilgan § sirt sifatida shu aylana bilan chegaralangan
doirani  olamiz. Bu  sirtga

o‘tkazilgan normal vektor Oy o‘qi
bo‘ylab yo‘nalgan, ya’ni #=j. U

holda (rotd,it)=j-j= |_7|2 =1; va
C= H(rot&,ﬁ)ds = Hds =S=7R'=9nr.
S S

< 4.8 - rasm

2-misol. 4 maydonning L kontur bo‘yicha olingan sirkulyat-

siyasining modulini hisoblang (4.9 ~ rasm).
- = = 27 {Xz + )’2 =4,
a=—-4y-i +10z-j-2x" -k, L:
2x+-=4.

D> Sirkulyatsiya moduli orientatsiyaga bog‘liq emas. Shuning uchun
orientatsiyani ixtiyori}y olish
mumkin. L kontur x* +y*=4 silindr
va z=4-2x tekislikning kesishi-
shidan hosil bo‘lgan ellipsdan ibo-
rat. Sirkulyatsiyani bevosita va
Stoks formulasidan foydalanib hi-
soblaymiz.

t-usul. L konturning paramet-
rik tenglamasini tuzamiz. Kontur-
ning xOy tekisligidagi proeksiyasi
x’ +y’=4 aylanadan iborat bo‘lgani
uchun x=2cost, y=2sinf, 0<t< 27
bo‘ladi. Tekislik tenglamasidan z=4-4cost bo‘ladi.

Shunday qilib,

4.9 - rasm

57

www.ziyouz.com kutubxonasi



x =2cost,
)y =2sint

L: .
z=4-4cost
0<t<2m.

Sirkulyatsiya formulasidan

2x
N= gS(Ez',dF) = J' [—4-2sint(2cost) +10(4 — 4cost)(2sint) —
L 0
2x
~2(2cost)’ (4 - 4cost)]dt = J' (16sin’ ¢ + 80(cost — cos’ ¢) ~
2x ’ 2x
~32cos”rsint)dt =8 [ (1~ cos 2r)dt +80 [ cosdr -
0 0
2% 2x
-40 I (1+cos2t)dr + 32[ cos’tdicost =
i} 0

2
= (8¢ —4sin 2 + 80sint — 40t — 20sint +>2cos’ 1) =647 .

2-usul. Sirkulyatsiyani Stoks formulasi yordamida topamiz
§(a,d7) = [ (rotd, A)dS,
L S

buyerda S L ellipsning ichki tomoni. S sirtdan o‘tadigan & =rotd vektor
oqimini topamiz.

i ]k
b=rotd=|— —Q— 2 =-107+4;i+4/2={-10;4x;4};
& oy &
-4y 10z -2x°
fi={-c;-=; 1 ={-2;0;1}.
U holda,

[[(8.7)ds = ([ (b, — b2, - b,7} )dxdy;

s

[f(8.7)ds = [[(4- (=10)=2) - 4x-0)dxdy = -16 [ drdy = 647 4

S
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4.6. Rotorning invariant ta’rifi

Maydonning rotorini

i Jj k

. |6 ¢ @&
roti=|— — —
x oy o

ax ay a:

ko‘rinishda aniglash dekart koordinatalar sistemasidagina o‘rinlidir.
Stoks formulasi rotorning invariant (koordinatalar sistemasiga bog‘liq
bo‘lmagan) ta’rifini berishga imkon beradi.

d=d(M) Stoks formulasini qanoatlantiruvchi vektor maydon
bo‘lsin; # vektor M nuqtadan o‘tuvchi birlik vektor bo‘lsin. Stoks
formulasiga ko‘ra (4.10- rasm):

$(a,dr) = fp(rotd,d&) = §p prrotado.
L a a

O‘rta qiymat haqidagi teoremaga ko‘ra shunda§
M, nuqta mavjudki unda prrota(M,)-o =<ﬁ(a,di’)
L

~Tw . p@a .
4-10 rasm. bo‘ladi. U holda prrota(M,) =+ . L konturni.
g

M nugtaga qisib boramiz, unda M, > M va
$(adr) $(@,ar)

prrota(M) = Ll'_ﬂ} L ~ bo‘ladi. -+ . munosabatga 4 maydon

sirkulyatsiyasining # yo‘nalishdagi zichligi deyiladi. Sirkulyatsiya
zichligining eng katta qiymati |rota| ga teng boladi va bunga d va #
vektorlarning yo‘nalishlari mos kelganda bo‘ladi. Shuning uchun rota
vektorning # yo‘nalishdagi proeksiyasi koordinatalar sistemasini
tanlanishiga bog‘liq emas. Natijada rotorning invariant tarifiga kelamiz.

@ vektor maydonning M nuqtadagi rortori quyidagi shartlarni
ganoatlantiradi:

e rota ning yo‘nalishi shundayki, unda & vektor maydonning M
nuqtadagi zichligi eng katta bo*ladi;

e rotd ning miqdori @ vektor maydon sirkulyatsiya zichligining eng
katta giymatiga teng.
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va u L konturni siqishdan olingan sirkulyatsiya zichligiga teng (L
konturni o‘ragan yuza # yo‘nalishga perpendikulyar).

4.7. Rotorning fizik manosi

Qattiq jism o‘zgarmas @ burchak tezlik bilan aylanayotgan bo‘lsin.
Qattiq jism nuqgtalarining tezliklar maydonini va shu maydonning
rotorini topaylik.

Koordinatalar sistemasini shunday tanlaylikki unda Oz o‘qi
jismning aylanish o‘qi bilan mos kelsin (4.11.- rasm). Kinematikadan
ma’lumki, M nuqtaning tezligi v =[&,7] ga teng. Bu yerda 7 nuqtaning

radius vektori: 7={x,y,z}, & - burchak tezligi vektori &=wk ={0,0,w}.
Tezliklar maydonini topamiz:

i k
5 =[#,7F]1=0 = -wyi +oxj
X

O i

Maydonning M nuqtadagi rotorini hisoblaylik:

i J k

rotv=| 2 2 g=o-f+o~j+(w+w)/€=2w/€=2a}
ox oy o
~0y ox 0

Shunday qilib, qattiq jism tezligining rotori ikkilangan burchak
tezligiga teng ekan.

Ixtiyoriy vektor maydonning biror nuqtadagi rotori maydonning
shu nuqtadagi aylanma xarakat qilish imkoniyatini harakterlaydi.

4.8. Chiziqli integralning integrallash yo‘liga bog‘liq bo‘Imaslik
sharti

Amaliyotda chizigli integralning integral-
lash yo‘liga bog‘ligmi yoki u faqat chizigning c
boshlang‘ich va oxirgi nuqtasigagina bog‘lig- D
ligini aniglash muhimdir * (fizik nuqtau-
nazardan kuchning bajargan ishi yo‘l shakliga
bog‘ligligi). Chizigli integralning integrallash B
yo‘liga bog‘liq bo‘lmasligining uch shartini A
keltiramiz. a(M)={a (M),a,(M),a (M)} may- 4.11 -rasm
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don differensiallanuvchi bo‘lsin.

Teorema 4.1 (sirkulyatsiyaning nolga tengligi haqida). Chizigli
integral integrallash yo‘liga bog‘liq bo‘lmasligi uchun ixtiyoriy yopiq
kontur bo‘yicha olingan sirkulyatsiya nolga teng bo‘lishi zarur va
yetarlidir.

Isboti. & vektor maydon sirkulyatsiyasini ixtiyoriy yopiq ABCDA
chiziq bo‘yicha hisoblaylik (4.11- rasm).

C= ¢ (adr)= § @)+ § @)= § (@dr)- § @)
VABCDA wABC wCDA UABC wADC

Bu tenglikdan  sirkulyatsiyaning nol  bo‘kishi  uchun
$ (@.dr)= $ (@dF) bolgandagina ofrinli bo‘ladi. Ya'ni [@,d7)
UABC wADC
integralning boshlang‘ich va oxirgi qiymatlari mos kelgan ixtiyoriy
chiziglar bo‘yicha olingandagi giymati teng bo‘ladi. Shuning uchun
integral qiymati integrallash yo‘liga bog‘liq bo‘Imaydi.

Bu mezon bo‘yicha chizigli integralning integrallash yo‘liga bog‘liq
emasligini tekshirish ancha mushkul. Integrallash yo‘liga bog‘liq
bo‘lmaydigan effektiv mezonni berishdan oldin yangi tushuncha
kiritamiz.

Agar sohada yotuvchi ixtiyoriy yopiq konturni sohada yotuvchi sirt
bilan tortish imkoniyati bo‘lsa, bunday sohalarga bir bog‘lamli soha
deyiladi. Bir bog‘lamli sohalarga doira, shar, kublar misol bo‘la oladi.
Bir bog‘lamli bo‘lmagan sohalar: halqa, tor ( teshik kulcha) lar kiradi.

Teorema 4.2 (rotorning nolga tenligi haqida). Bir bog‘lamli
sohada chiziqli integral integrallash yo‘liga bog‘liq bo‘lmasligi uchun
sohaning har bir nuqtasida rotorning nolga teng bo‘lishi zarur va
yetarlidir. '

Zarurligi. Chizigli integral integrallash yo‘liga bog‘liq bo‘Imasin.
Unda ixtiyoriy yopiq kontur bo‘yicha olingan sirkuyatsiya nolga teng
bo‘ladi. U holda

$(adr)
prrota(M) = lim L1——=0,
LM g
ya’ni, rotorning ixtiyoriy 7 vektordagi ixtiyoriy nuqtadagi proeksiyasi
nolga teng. Shuning uchun maydonning ixtiyoriy nuqtasida rotd=0
bo‘ladi.
Yetarligi. Bir bog‘lamli D sohada rota=0 bo‘lsin. D da yotuvchi

ixtiyoriy yopiq L konturni qaraymiz. Soha bir bog‘lamli bo‘lgani uchun
L ga tortilgan D da yotuvchi o sirtni topish mumkin. @ maydonning L
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kontur bo‘yicha sirkulyatsiyasi Stoks formulasi va rota=0
bo‘lishligidan
C =§(@,dr) = [ (rotd, Aido =0
L o

kelib chiqadi. Ixtiyoriy yopiq kontur bo‘yicha olingan integral nolga
teng bo‘lgani uchun oldingi teoremaga ko‘ra j (@,dr) inetral integrallash
L

yo‘liga bo‘g‘liq emas. Teorema isbot bo‘ldi.
Teorema 4.3 (integral ostidagi ifoda to‘g ‘risida). I(a dr) chiziqli

integralning integrallash yo‘liga bo‘g‘liq bo‘lmasligi uchun mtegral
ostidagi (d,dr) ifoda biror U funksiyaning to‘liq differensiali bo‘lishi
zarur va yetarlidir.
Zarurligi. I(Ei,(ﬁ’) integral integrallash yo‘liga bog‘liq bo‘lmasin.
L

UM)= I (a,dr) funksiya izlanayotgan funksiyligini ko‘rsatamiz (M,
MM

fiksirlangan nuqta), ya’ni (,&)=dU. Buning uchu xususiy ortirmani
topamiz
AU=U(x+A8xy,2)-Uxy,2)= [ @d)- [ @,dF).
Mo, MM
J’(&,:ﬂ:) integral integrallash yo‘liga bog‘liq bo‘lmagani uchun
L

M M, chizigni ixtiyoriy tanlaymiz: M,M chiziq va MM, to‘g‘ri chizigni
olamiz (4-12 — rasm).
Integral xossasiga ko‘ra
AU= [ @d")- j (@,dF) =
MM,

[I(ad‘)+j(azﬁ’)} [ @ary= | @),

MM, MM,
MM, kesmada faqat x ozgaruvchl, yvaz 4.12. - rasm

lar o‘zgarmasligini inobatga olsak, dy=0,d-=0
bo‘ladi va integralni koordinatalar shaklida quyidagicha yozamiz

x+Ax
AU= j (@dr)= j adr+ady+ads= j a dx
Oxirgi aniq integralga o‘rta qumat haqidagi teoremani qo‘llaymiz:

AU= I a (x,y,z)dx=a/(X,y,z)Ax,
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Bu yerda ¥ e[x,x+Ax]. U holda

U = tim A - jj 2o ) A%
a0 Ay Ax—0 Ax
Shunday qilib, U’ = a (x,y,2). Xuddi shuningdek,

U, =a,(x,y,2), U. =a,(x,y,7). ekanligini ko‘rsatish giyin emas. U holda,

(@,dry=adx+ady+a,d-=Udx+ U dy+Ud==dU

=lima,(%,y,2)=a,(xy,7).

bo‘ladi.
Yetarligi. (d,4f/)=dU o‘rinli bo‘ladigan U funksiya mavjud
bo‘Isin. Parametrik tenglamasi
x=x(t), y=y(t), z=z(t); telt,,ty]
ko‘rinishda bo‘lgan AB yoyni olaylik. Unda,
I (@,dr)= I dU(x,y,5)= IdU (x(0), y(0),=()) =U (X(t),y(t).:(l))t: =

wAB VAB
=U(xusJ’B’:B)_U(XA’yA’:A)=U(B)—U(A)’
bo‘ladi. Shuning uchun I(a,di) integralning qiymati taqat 4 va B
L

nuqtalargagina bog‘liq bo‘lib uning shakliga bog‘liq bo‘lmaydi.
Isbotlash jarajonida biz chiziqgli integral uchun Nyuton-Leybnis
formulasini eslatuvchi formulani ham keltirib chiqardik.
[ du=u®-u(a). (4.10)
wAl
Yuqorida keltirilgan teoremalardan quyidagi qoidani keltirish
mumkin.
Agar D soha bir bog‘lamli bo‘lsa, quyidagi shartlar bir-biriga teng
kuchli:

. j' (@,dr) chizigli integral integrallash yoliga bog‘liq emas;
L

Oj'(&,df-) chizigli integral D da joylashgan ixtiyoriy yopiq kontur
L

bo‘yicha integral nolga teng;
oD sohaning barcha nuqtalarida rota =0 bo‘ladi;
e (G,dr) ifoda biror U funksiyaning to‘liq differensiali bo‘ladi.
I-misol. Ushbu
_[(2xy+ “Nydx + (2 + 2)dy + (y + 2x)d=
L
chiziqli integral integrallash yo‘liga bog'liq bo‘lish-bo‘Imasligini
tekshiring.
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D> Buning uchun &={2xy+:? x?+z, y+2x:} vektorning rotorini
hisoblaymiz

=(1-1)7 +(2z-22)] + 2x-2x)k =0;

Shuning uchun berilgan chizigli integral integrallash yo‘liga bog‘liq
bo‘lmaydi.
Chiziqli integral integrallash yo‘liga bog‘liq emas. «

2-misol. d= ,/1 +x7 + 320 + ylxy+ In(x + 1+ 27 + Y1)

vektor maydonning L: x’+y’=R’ kontur bo‘yicha sirkulyatsiyasini
toping.
D> Sirkulyatsiyani

C=<ﬁ,/l+x2 + 3 dx+ y[xy+ln(x+,/1+x’ +y? )]dy
D

Grin formulasida hisoblaymiz.

X
v 1+
%= Yy ﬁ=yz+ [ ;h+x2+)er=
& Jlext+y o x+\/1+x3+y2
2 2
(,/l+x +y +x) \ y

=y + .
\/l+x1+y2(x+\/l+x2+y2) g \_/1+X2+.V2
. 6av Oa y y
C= -dr = & X = 2 - dy =
?a ‘[‘!( ox Qv)ﬁdy _[;f[)’ +\/l+x2+y2 \/l+x2+yz}1-‘ g

2x R 2x R
= L’f yidrdy= ‘I dw{ pdp(p*sin’ p) = ! @dd pldp=

=y +y

27
4 2 . 4 4
=R_. l(p ”-(sz(o) =_R_._l.27t=”R .4
4 [27]0 4 0 2
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Tayanch iboralar:

Kuch maydoni; egri chizigli integral; yopiq kontur bo‘yicha olingan
egri chizigli integral, vektor maydon uyurmasi; Grin va Stoks formu-
lalari.

Takrorlash uchun savollar

1. Kuch maydonining bajargan ishi ganday topiladi?

2. Chiziqli integral qanday xossalarga ega?

3. Chizigli integralning vektor shakli qanday ko‘rinishda bo‘ladi?

4. Chizigli integralning koordinatalar shakli qanday ko‘rinishda
bo‘ladi?

5. Sirkulyatsiya nima?

6. Vektor maydon uyurmasi ganday hisoblanadi?

7. Uyurmaning qanday xossalar mavjud?

8. Grin formulasi ganday bo‘ladi?

9. Stoks formulasi ganday ko‘rinishga ega?

10. Rototrning invariant ta’rifi nima?

11. Chiziqli integralni integrallash yo‘liga bog‘liq emasligini
ganday izohlaysiz?

12. Qanday shartlarda chiziqli integral integrallash yo‘liga bog‘liq
emas?

Mustaqil bajarish uchun topshiriqlar

2 2
1. F={x)y} vektor maydonning x—2+-2:7=1 ellipsning yuqori
a

gismidan (0,b) nuqtadan (a,0) nuqtaga siljishdagi bajargan ishini toping.

2. a={x°,»*,z*} maydonning 4(0,0,0) nugtadan B(1,1,1) to‘g‘ri chiq
bo‘ylab siljishdagi bajargan ishini toping.

3. d={2xz,-v,7} maydonning x+y+2-=2 tekislikning koordinata
tekisliklari bilan kesishishidan hosil bo‘igan yopiq kontur bo‘yicha
sirkulyatsiyasini hisoblang. Yopiq konturni aylanib o‘tish x>y >z —>x
bo‘yicha.

4, a={*,%x"} vektor maydonning x’+)y’+z’=R’ va
x? +y? = Rz (= > 0) sirtlarning kesishishidan hosil bo‘lgan kontur bo‘yicha
sirkulyatsiyasini hisoblang.

5.E= La-s— maydonning rotorini toping (k — koeffitsiyent).
r
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6. rot(7,¢)F =[¢,F] tenglikni isbotlang. Bu yerda ¢ o‘zgarmas
vektor.

7. a={yx’,-z} vektor maydonning L kontur bo‘yicha
sirkulyatsiyasini (L:x*+ y’=R’,:=0) (konturni aylanib chigish o‘ng
go‘l qoidasi bo*yicha) Stoks formulasida hisoblang.

5. Maxsus vektor maydonlar.
Vektor maydonning takroriy amallari. Nabla operatori

e Potensial maydon.

Solenoidal maydon.

e Garmonik maydon.

Vektor maydonning takroriy amallari.
o Nabla operatori.

5.1. Potensial maydon

d(a,,a,,a.) vektor maydon berilgan bo‘lib, uning komponentalari
uzluksiz va hosilalari mavjud bo‘Isin.

Agar a vektor maydon biror skalyar maydon U ning gradient
maydoni bo‘lsa, ya’ni a=gradU bo‘lsa, U funksiyaga a vektor
maydonning potensiali deyiladi.

grad(U +C)=gradU bo‘lgani uchun U +C funksnya ham potensial
bo‘ladi.

Potensial maydon xossalari:

1) a vektor maydon U potensialga ega bo‘lishi uchun (a,dr)=dU,

2) bir bog‘lamli sohada & potensial maydon bo‘lishi uchun
rotd =0,

3) potensial maydonda I(c‘i,df-) chizigli integral integrallash

L

shakliga bog‘liq emas,

4) potensial maydonda maxsus nuqtalarni o‘z ichiga olmagan
ixtiyoriy kontur bo‘yicha sirkulyatsiya nolga teng,

5) potensial maydonda barcha maxsus nuqtalarni o‘z ichiga olgan
konturlar bo‘yicha sirkulyatsiyalar o‘zaro teng,
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6) Potensial maydonda yoy bo‘yicha olingan chizigli integral
potensiallarning yoy oxiri va yoy boshi nuqtalarining ayirmasiga teng.

Bu xossalarni tekshiramiz.
1) a potensial maydon bo‘lgani uchun d =grad¥ = {U,,U,,U;}.
(@dr)=({U,,U,,U.},{dx,dy,d=}) = ULdx + U, dy + U, d= = dU.

2) bu xossa 1) xossa, teorema 4.3 va 4.2 dan kelib chiqadi.

3) bu xossa 1) xossa, teorema 4.3 dan kelib chigadi.

4) bu xossa 2) xossa, teorema 4.2 dan kelib chigadi.

5) L va [ barcha B,P,..,P, maxsus nuqtalarni o'z ichiga oluvchi
kontur bo‘lsin. Kontur orinentasiyasi shunday olinadiki ¢ sohani aylanib
chigishda u chapda qolsin, ya’ni L soat meliga qarshi / soat meli
bo‘yicha (5.1 — rasm). Bunday orintasiyali konturlarni L’,/~ bilan
belgilaymiz. Konturi y=1' U/ chiziglar bilan chegralangan o sohada
maydon potensialli. Shuning uchun 3) xossa va 4.2 teoremaga ko‘ra
rota =0. Unda Stoks teoremasiga ko‘ra
qS(a,dr-)= j j (rotd,dG) =0
y .

Ikkinchi tomondan
$(@.aF) =$(@,dF) + §(a,ar) =
4 r r
=§(@ ) -§(@,4),
A ;
va shuning uchun gS(&,d?):cj)(&,dF)
r "

bo‘ladi.
6) @ maydon potensialli bo‘lib U
uning potensiali bo‘lsa (adr)=dU bo‘la-

S5.1- rasm

di va (4.10) formuladan
[ @.dr)= [ du=U®)-U4).
wAB wAB

3) va 6) xossalar potensial kuch maydonida kuch maydonining
bajargan ishi yoy shakliga bog‘liq bo‘Imasligini va bu ish yoyning oxiri
va boshdagi potensiallar ayirmasiga teng bo‘lishligini bildiradi.

Endi @ maydonning potensialini topish usullariga to‘xtalamiz.

Potensialni (d,dr) ifodadan aniqlash.
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Potensialning 1) xossasidan foydalanamiz. (4,dr) ifodani biror U
funksiyaning to‘liq differensiali ko‘rinishda ifodalash imkoniyati bo‘lsa,
a potensial maydon bo‘lib, U funksiya uning potensiali bo‘ladi.

1-misol. Quyidagi maydonlarning potensial maydonligini va uning
potensialini toping.

{X’y’ :}
X+yt i+
D 1) (@,dr)=2xdx +3p’dy + 4=°d= = d(x*) + d(3?) + d(=*) = d(x? + »* + =*).

Shuning uchun 4 potensial maydon va U=x+)’+-* funksiya
uning potensialidir.

'2) (d,dF)= y=dx+x=dy + xyd-=d(xy=). Shuning uchun & potensial
maydon va U = xy-= funksiya uning potensialidir.
xdx+ydy+=d= _1/2d(x* +y* + 27 +1) _
Cryreciil Xapaciel

) a=2x7 +3y%j +42°k, 2)a={y=,xz, 0}, 3)a=

3) @@,dr)=

=%d(ln(x2 +y +74 1)).

Shuning uchun & potensial maydon va U =-;—ln(x1+y2+:2+l)

funksiya uning potensialidir. €
Potensialni ta 'rif bo ‘yicha topish.
a={a,a,,a.} potensial maydon uchun U uning potensiali bo‘lsa
gradU =a. Bu koordinatalar ko‘rinishda
U=a, Uy=a, U/=a, é.1)
(5.1) ni birinchisini x bo‘yicha integrallaymiz. Integrallash
jarayonida x ga bog‘liq bo‘lmagan konstanta ishtirok etadi (bu konstanta
y va z ga bog‘liq bo‘ladi).
U= Iax(x,y,:)dx +c(y,2).
c(y,z) funksiyani topish uchun bu ifodani (5.1) tenglikning ikkinchi
va uchinchi tengliklarga qo‘yamiz.
2- misol. d= (;: + x):’ —%]‘ + (% + l)E maydonning potensialligini
tekshiring va potensialini toping.
D> Maydon potensialligini tekshirish uchun maydonning rotorini
topamiz.
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i k
- 2 15, - x X -1 1 - - -
rota=| — — l=i|-=5+= -j(———)+k(—-—+—)=0.
x & o (y’y’] y y vy

rotd=0 bo‘lgani uchun maydon potensial maydon. Demak,
grad/ =a yoki uning koordinatalar formasi

Up=Z+x, Up=-3, U;=Z41 (52)
y ) y y

Bu tenglikning birinchisini x bo‘yicha integraillaymiz
z = xz
U —I(;'F x]dx— ;X+7+C()«,_)

U ning topilgan qiymatini (5.2) ning ikkinchi va uchinchi
tengliklariga qo‘yamiz.

, =Xz, —xz N x
Uy=7+cy(y,:)=—}-’—2—, U=—+(y,z)==+1.

Bu tengliklardan ¢, =0, ¢, =1 kelib chiqadi. Bulardan ¢(y,z)=z+¢,
ga tengdir. Bu yerda ¢, o‘zgarmas. Shuning uchun

U==x+—+z+¢. 4
y 2

5.2. Solenoidal maydon

Agar a vektor maydon uchun diva=0 bo‘lsa @ vektor maydonga
solenoidal maydon deyiladi.

Solenoidal maydon xossalari.

1) solenoidal maydonda maxsus nugqtalarni o‘z ichiga olmagan
yopiq sirt bo‘yicha oqim nolga teng;

2) solenoidal maydonda barcha maxsus nuqtalarni o‘z ichiga olgan
barcha yopiq sirtlardan olingan ogim o°zaro teng bo*ladi;

- 3) solenoidal maydonda vektor naychasining ixtiyoriy kesimidan

olingan oqim o‘zgarmasdir (naycha intensivligi).

Bu xossalarni tekshiramiz.
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1) solenoidal maydonda diva=0 bo‘lgani uchun Ostragradskiy-
Gauss formulasiga ko‘ra

0= 4p(@.ido = §ff divady =0
o Vv

bo‘ladi.

2) o}, o; sirtlar maydonning bar-
cha maxsus nugqtalarini o‘z ichiga olgan
sirtlar bo‘lsin (sirt orientasiyasi (5.2.) -
fasmda keltirilgan). Chegarasi
o =0, Uo; bo‘lgan jism hajmini ¥ deb
belgilaylik. V' jism ichida diva=0
bo‘lgan Ostragradskiy-Gauss formula-

siga ko‘ra

0, ={fpdivaar =0
¥V

bo‘ladi. Ikkinchi tomondan
Q,= Q‘,: +Qa; = Q,Io —Q,;a Shuning
uchun

Qa: =Q,;

4). Biror yopiq chiziqdan o‘tuvchi
vektor chiziglar majmuasini — vektor
naychasini ko‘raylik (5.3 — rasm).
o;,o0, lar vektor naychasining rasmda
ko‘rsatilgan ko‘rinishdagi orientirlan-
gan bo‘lsin. o, vektor naychasining
sitti. o=07U0o; Vo, V hajm sitti. o
sirtdan o‘tuvchi ogimni hisoblaymiz.

5.3 -rasm

3)  xossaga ko‘ra bu ogim nolga teng. Ikkinchi tomondan
Qa = Q‘f + Q‘,; + Qc, = -Q.,I* + Qa,‘ + Qa, .

o, sirt vektor chiziglaridan iborat bo‘lgani uchun Q, = H(& m)do =0.

Demak, O, =-Q.+0,. yoki Q,.=0,.
Misol. g zaryad hosil qgilgan E‘:%F maydon kuchlanganligining
,

ixtiyoriy yopiq sirt bo‘yicha oqimini toping.
D> Kuchlanganlik maydoni £ koordinata boshidan boshqa
nugqtalarda solenoidal bo‘lgani uchun maydon divergensiyasi nolga teng.
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2) xossaga ko‘ra koordinata boshini oz ichiga olmagan yopiq sirt
bo‘yicha olingan oqim nolga teng bo‘ladi.

3) xossaga ko‘ra koordinata boshini o‘z ichiga olgan yopiq sirt
bo‘yicha oqim, xususan, markazi koordinatalar boshida joylashgan
sferadan olingan oqim 47¢ gateng. 4

Vektor potensialni hisoblash.

@ solenoidal maydonning & vektor potensiali ixtiyoriy funk-
siyaning gradienti anigligicha topiladi.

Xaqiqadan ham, qradU maydon potensial bo‘lgani uchun,
rot(gradU) = 0 va shuning uchun

rot(l; +gradU) = roth + rot(gradU) = roth = a
bo‘ladi. Shuning uchun & + gradU vektor ham @ maydonning vektor po-
tensiali bo‘ladi. Bu esa gradU ni tanlash hisobiga & vektor potensialning

biror koordinatasini nolga tenglab olishga imkon yaratadi, masalan,
b ={b,,b,,0}. U holda

()
17 e =& )

roth=d,d=aJ +a,j+ak tengliklardan
o & U o o
Bu tengliklarning birinchi va ikkinchilarini z bo‘yicha integral-
laymiz:

(5.3)

by=-[ad+p(x,y), b=[ad+y(xy).

Bu yerda ¢(x,y), w(x,y) funksiyalar z ga bo‘g‘liq bo‘lmagan
ixtiyoriy funksiyalar. Topilgan 4,6, lami (5.3) ning uchinchi tengligiga
qo‘yib ¢(x,y), w(x,y) funksiyalarni topamiz.

Misol. @=2yi -z +2xk maydonning solenoidalligini tekshiring va
vektor potensialini toping.

D. div&=—§;(2y)+%(—z)+%(2x)=0 bo‘lgani uchun maydon sole-
noidal. Shuning uchun &=rotd. Vektor potensialni & ={b,b,,0}
ko‘rinishda izlaymiz. Unda
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i j &
otp=|2 2 2 =(—%)f-(—%)_} % _3b )k (5.4)
x oy o \ & =) &3
b b 0
roth =d=2yi —zj+2xk dan quyidagi sistemaga kelamiz.
%=—2y, o, L=, .Qé?--gli=2x. (5.5)
o o o&x oy

(5.5) ning birinchi va ikkinchi tengliklarini z bo‘yicha integral-
laymiz.
b, = -I 2yds =-2y=+ ¢(x, ),
2
b= [ ==+ w(x).
Bularni (5.5) ning uchunchi tenglamasiga qo‘yamiz
o, o4 xy)-v.(x,y)=2x. *
ax ay =g, (xy V/’v y
Bu tenglikni qanoatlantiruvchi y(x,y) =0, o(x,y) = x* ko rinishda
olsa bo‘ladi. Unda vektor potensial

2
b ={b,,b,,0} ={—-’2—,-2y:+x2,0}
ko‘rinishda bo‘ladi. «
5.3. Garmonik maydon

Garmonik skalyar maydon.

Agar f skalyar maydon
div(grad f)=0

Laplas tenglamasini qanoatlantirsa bunday maydon garmonik maydon
deyiladi.

Laplas tenglamasining o‘ng tomonidagi ifodaga Laplas operatori
deyiladi va Af ko‘rinishda belgilanadi.

Dekart koordinatalar sistemasida Laplas tenglamasi

o = fa+ S+ f2=0,
ko‘rinishda bo‘ladi.
Misol. f(r)=% funksiyaning R, da, f(r)=Inr funksiyaning R, da

garmonik bo‘lishini ko‘rsating.
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D> 1)Gradient xossasiga ko‘ra grad 1 (l) gradr = _Lr__r
r r

Divergensiya xossasiga ko‘ra

div[gradl) = div('—jf)= —(-1—3div? +(F, gradi,)).
r . r- r r
-3F

7 ={x,y,z} uchun R, da divi =3 ekanligini va grad—]3—=—7— dan
r rr

div(gmdl) = —(% - (F,F%J)‘;—# 0,
r r )
bo‘ladi. '

2) R, da f(r)=Inr maydon uchun

gradinr =(In r)' gradr = le, F={x,)}, divi=2,-
rr R .
div(gradinr) = div(;lz-r)= —:Tdivi-'+(?, grad:lz—)=%+(7‘,_—32£)= 0.4

rr

Garmonik vektor maydon

Agar & vektor maydon bir vaqtda ham potensial ham solenoidal
bo‘lsa bunday maydonlarga garmonik vektor maydonlar deyiladi.

Garmonik vektor maydonning xossalari.

1) garmonik vektor maydon skalyar va vektor potensialga ega
bo‘ladi.

2) u skalyar potensial garmonik funksiya bo‘ladi.

3) garmonik vektor d={a,,a,,a,} maydon uchun uning komponen-
talari a,,a,,a. garmonik funksiyalar bo‘ladi.

Bu xossalamni tekshiramiz.

1) birinchi xossa ta’rifdan kelib chiqadi. Chunki potensial maydon
skalyar potensialga ega bo‘ladi, solenoidal maydon esa vektor
potensialga ega bo‘ladi.

2)garmonik @ maydon potensial maydon bo‘lgani uchun skalyar U
potensial mavjud va a=gradU ko‘rinishda bo‘ladi. Ikkinchi tomondan
garmonik maydon solenoidal bo‘ladi, shuning uchun

diva = div(gradU) =0
bo‘ladi. Shuning uchun garmonik & maydonning potensiali U Laplas
tenglamasini ganoatlantiradi va garmonik funksiya bo‘ladi.
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3) garmonik d={a,,a,,a,} maydon uchun uning potensialligidan
rotd =0, ya’ni rotd = (%—fg—:&)f (%—%‘%)]+[%—%)E'—‘Oyoki
a, 08, Oa, 0Oa, 0a, Oa (5.6)
dy O &x & x Oy
Garmonik vektor maydonning solenoidalligidan diva=0 bo‘ladi.

aa’ £, 28 _g,Bu tenglikni x bo‘yicha differensiallasak,

6x &y &
d'a Ga ) @ (é‘a )
—,’+ +—| —Li=0
oy &\ ox
(5.6) tenglikning ikkinchi va uchmchilaridan foydalansak
d'a, 0(éa 6(6(1 ) d'a, da, o a,
Ly —| L |+——+|=0 = + £=0.
o oldy) &\é ox’ av 6—1
Yani a, funksiya garmonik ekan. Xuddi shuningdek, a,
funksiyalar ham garmonik bo‘ladi.

5.4. Vektor maydonning takroriy amallari

div, grad,rot amallarga maydonning birinchi tartibli amallari deyila-
di. Bu amallarni ixtiyoriy ketma-ketlikda kombinasiyalarini olganimizda
takroriy amalllar hosil bo‘ladi. Ularning ba’zilari ma’noga ega emas (5.1
—jadval).

Skalyar Vektor maydon a
maydon U
grad div rot
grad Aniglanmagan grad diva Aniglanmagan
div divgradU Aniglanmagan divrot a
rot rotgradU Aniglanmagan rot rot d

Jadvalda keltirilgan amallarni kengroq yoritaylik.

div(gradU) ifodaning AU Laplas operatorligini yuqorida ko‘rgan
edik.

gradU potensial maydon bo‘lgani uchun undan olingan rotor nolga

teng: rot(gradl')=0.
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rotda maydon solenoidal bo‘lgani uchun solenoidal maydonda
divergensiya nolga teng: div(rotd)=0.
grad(divd) va rot(rotd) ifodalar elektrodinamikada ishlatiladi bular
orasida quyidagi munosabat o‘rinli (uni keyin ko‘rsatamiz)
rot(rotd) = graddivad - divgradd .7
Bu yerda divgradd=Aa bo‘lib, uni Ad={Aa,,Aa,,0a.} ko‘rinishda
tushunish kerak.

Shunday qilib,
div(gradU) =AU, rot(gradU)=0, div(rotd)=0,

rot(rotd) =graddiva —divgrada
5.5. Nabla operatori

Vektor analizining grad, div, rot differensial amallarini simvolik V
vektor yordamida (Nabla vektor — Gamilton operatori) ifodalash

qulaydir: .
V=i7+—g-]+—6—ic'={-i,?—,—a—}.
& T & Ox oy o=

1) V nabla - vektorning «(M) skalyar funksiyaga ko‘paytmasi shu

funksiyaning gradientini beradi:
Vu =(§7+%]+§E)u=%f+%]+%lz=gradu
Demak, grad u = Vu.
2) V nabla — vektorning :
dM)=a,(x,y,2) +a,(x,,2)] +a,(x,y,2)k

vektor — funksiya bilan skalyar ko‘paytmasi shu funksiyaning

divergensiyasini beradi.

(v,&) = (%? +%1 + -g__—l?] -(a,(x,y,:)-t:+ a.,,(x,y,:)]'+ a:(x,y,:)k)=

_&8a, Ca, Qa, . .
=—~ 4L —~L=diva
o & o
Demak, (6,&‘) =diva
3) ¥ nabla — vektorning
GM)=a(x,y,=)i + a (x,y, 2)j +a,(x,y,2)k
vektor funksiyaga vektor ko‘paytmasi shu funksiyaning uyurmasini
beradi :
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Pj ok
[§’a]=i i _a_ aa aav 7+ aa‘—% j+ %_% E:rota
& ov | \&y o = o x oy

ax a_v az
Demak,

[?,a]= rota
4)skalyar maydon wu ning Laplas operatori A uchun
Au = div(gradu) = (ﬁﬁu) =V yoki simvolik ko‘rinishda A= (? f’) v
5) yo*nalish bo‘yicha hosila

2—'1‘—(1 gradu)=(7°,%u) = (7*,%)u yoki simvolik ko*rinishda %:(iw).
V operatorini foydalanishda uning vektor va differensial tabiatini

hisobga olish kerak.

V operatorini o ‘zgaruvchilar ko‘paytmasi qatnashmagan ifodaga
ishlatilishi.

Nabla operatorini o ‘zgaruvchilar ko ‘paytmasi qatnashmagan ifodaga
ishlatish vektor algebrasi qoidalariga mos keladi. Shuni nazarda tutish
lozimki, V operator ta'sir qiluvchi obyekt undan keyin turishi kerak.

Buni quyidagi misollarda tushintiramiz.

1) ¢ o‘zgarmas vektor bo‘lsin. rot(u)=[V,u¢]=[Vu,é |=[gradu,c].
Bu yerda u o‘zgaruvchi V yoniga vektorga vektorlar algebrasi qoida-
lariga ko‘ra o‘tkazilgan (vektor ko‘paytma xossasiga ko‘ra u skalyarni
ikkinchi vektordan birinchi vektor qoshiga o‘tkazish mumkin).

2) V operatordan foydalanib (5.7) formulani keltirib chiqarish
mumkin:

rot(rot&)=[§,[§,a]] = 5(? 6) -(§5)5 = graddivd - divgrada.
Bu yerda biz ikkilangan vektor ko‘paytma xossasidan foydalandik:
[a[6.2]]=5(az)-¢(ab)=5(az)-(ab)e.
Yuqorida keltirilganga ko‘ra divgradd=Ad ={Aa,,Aqa,,Aq,}
3) yana shu narsani ko‘zdan qochirmaslik kerakki, (V,d)=(a,v).

- o . . . -
(va)=diva=a“x + % Ga, bo‘lib, u funksiyadan iborat. (a,v) esa
& dy o=
: . o (a5) g 8,0, 8
differensial operatordir: (d,V)=a, —ta—
ax yé} &
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Xuddi shuningdek, (6,6)& = ?ﬁ).
4) shu narsani nazarda tutish kerakki: a)V oddiy vektor emas. U
yo‘nalishga ham uzunlikka ham ega emas. b)[@.a] a ga perpendikulyar

emas. d) Vu, Vv vektorlar kolleniar emas. Vu vektor u =const sath sirtga
normal bo‘yicha yo‘nalgan Vv esa v= const sath su’tga normal bo‘yicha
yo‘nalgandir.

Bu misollar shuni ko‘rsatadiki habla operaton bilan ishlash
jarayonida ehtiyot bo‘lish kerak. Agar olingan natijaga ishonch bo‘Imasa
V operatordan foydalanmasdan bevosita keltirib chiqarish kerak. v

Bu vektorni u yoki bu (skalyar yoki vektor) kattalikka qo‘llanishini
bunday tushunmoq kerak: vektor algebrasi qonunlariga ko‘ra bu
vektorni berilgan kattalikka ko‘paytirish amalini bajarish lozim, so‘ngra

_Q_ 2.2 simvollarning bu Kkattalikka ko‘paytirishni tegishli hosilani

A P o

ox oy cZ
topish sifatida qarash kerak.

Bu vektor bilan amallar bajarish qoidalarini qarab chigamiz.

V aperatorini o‘zgaruvchilar ko‘paytmasi qatnashgan ifodaga
ishlatilishi.

Bunday holda avvalo, nabla operatorining differensial xossasi, ya’ni
ko* paytmadan hosila olish qoidasi ishlaydi.

V operatorini o '‘zgaruvchilar ko 'paytmasi qatnashgan ifodaga
ishlatilishi natijasida ko 'paytuvchilar yig'indisi hosil bo'lib, vektor
algebrasi qoidalarini saqlagan holda V faqat vig‘iddagi obvektning
faqat biriga ta’sir giladi va V dan kevin jovlashadi.

Bu qoidani misollarda tushintiramiz.

1) u funksiya va a o‘zgaruvchan vektor bo‘lsin. Unda

div(ud)=(V,ua)=(V,ua)+(V.ua).

Har bir yig'indida V tagiga chizilgan obyektlarga ta’sir qgiladi.
Tagiga chizilgan obyektlarni V ning yoni va o‘ng tomoniga
joylashtirish uchun skalyar ko‘paytma xossasidan foydalanamiz:
skalyarni ikkinchi vektordan birinchisiga o‘tkazish mumkin va skalyarni
skalyar ko‘paytma belgisidan tashqariga chigarish mumkin. Shuning
uchun

div(ud)=(V,ud)=(V.ud)+(V.ud) =(Vu.a)+u(V.d) =(gradu,a) + udiva.
2) a,b o‘zgaruvchan vektorlar bo‘lsin. Unda

a[a8)= (725 = (05 +(7[25)
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Tagiga chizilgan vektorni ¥ ning chap yoniga joylashtirish uchun
vektor ko‘paytma xossasi [a,é]:-[g‘,a] va aralash kd*paytma xossasi

(6.[@,5]) =(|:\7.&],5), (6,[5,5,])=([6,§],a) dan foydalanamiz. Shuning

uchun
(02 =(0[88)+ (¢ 8] = (7.218)-(9.8}a) - Frta)- (o)
Tayanch iboralar:

<}
1]
o>

Potensial maydon, solenoidal maydon, garmonik maydon, ikkinchi
tartibli amallar, Nabla operatori.

Takrorlash uchun savollar

1. Qanday maydon potensial maydon deyiladi?

2. Qanday shartda maydon solenoidal bo‘ladi?

3. Garmonik maydon deb ganday maydonga aytiladi?
4. Ikkinchi tartibli amallarming qaysilari ma’noga ega?
5. Nabla operatori qanday operator va nimaga kerak?

Mustagqil bajarish uchun topshiriqlar

1. 1 tokning oz o‘qi bo‘ylab yo‘nalganda hosil gilgan magnit
maydoni
n_ .unl y X W2 2
B= —2;{—;2',;7;0}.- (pz =X +y )
ko‘rinishda topiladi. Shu maydonning potensialligini aniglang.
2. a=2xyi +(x’+1)j maydonnig potensialligini tekshiring agar
potensialli bo‘lsa potensialini toping.
3. (Ev)[a,E]=[a,(av)5]-[5,(5v)a] munosabatni isbotlang.
4, Faqat x ga bog‘liq garmonik maydonlarni toping.
5. u=Inr,r’ =x*+y’ + z* maydonning garmonikligini tekshiring.
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6. Vektor tahlilning egri chiziqli koordinatalar sistemasidagi
asosiy amallari

o Egri chiziqli koodinatalar
o Egri chiziqli koordinatalar sistemasida vektor analizning asosiy
amallari

6.1. Egri chizigli koodinatalar

Ko‘p hollarda nugtaning holatini Dekart sistemasidagi (x.y.z)
koordinatalar orqali emas, balki egri chiziqli koordinatalar deb ataluvchi
(u,v,w) uchlik orqali ifodalash qulaylik tug‘diradi.

Dekart koordinatalar sistemasi bilan egri chizigli koordinatalar
sistemasi orasidagi bog*lanish ma’lum bo*lsin:
x=x(u,v,w), y=ylu,v,w), z = z(u,v,w) yoki vektor shaklda 7 = 7(u,v,w).

Koordinata chiziglari va sirtlari tushunchasini kiritamiz.

Biror koordinata o‘zgarmas qiy-
matga teng bo‘lgandagi sirtlarga ko-
ordinata sirtlari deyviladi, masalan,
u=const, yoki w=const, Yyoki
w = const.

I, koordinata chizig‘i shunday
chiziqki, unda « koordinata o‘zga-
ruvchan bo‘lib, v,w lar o‘zgarmas
bo‘ladi: V=V, W=, Unda
F=F(u,vy,w,) [, chizigning 6.1 - rasm
parametrik tenglamasidan iborat bo‘ladi. 7(u,,v,,w,) vektor /, chiziqning
P,(u,.v,,,) Nuqtasiga o‘tkazilgan urinma vektoridan iborat bo‘ladi (6.1 —
rasm).

I, koordinata chizig‘i shunday chizigki unda v koordinata o‘zga-
ruvchan bo‘lib, u,w lar o‘zgarmas bo‘ladi: u=u,, w=w,. Unda
7 =F(u,v,w,) I, chizigning parametrik tenglamasidan iborat bo‘ladi.
{1y, vy, W,) vektor I, chizigning £,(u,,v,,w,) nuqtasiga o‘tkazilgan urinma
vektoridan iborat bo‘ladi (6.1 — rasm).

Xuddi shuningdek, /, koordinata chiziq'i va 7 urinma vektor
aniglanadi.
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Ikki koordinata tekisliklarining kesishishidan koordinata chizigi
hosil bo‘ladi, masalan, [, chizig'i «=n, va v=v, koordinata
chiziglarining kesishihsi natijasidir.

7, 7, 7, vektorlar egri chiziqli koordinatalar sistemasida bazis tashkil
giladi. Bir nuqgtadan ikkinchisiga o‘tganda bular o‘zgarganligi uchun
ularni lokal bazislar deyiladi.

i, 7, 7, vektorlar ortagonal bo‘lsa ularni ortoganal bazis deyiladi.

Quyidagi vel\torlar esa

_.I

.

‘l

5 w

}dl‘

ortonormallashgan bazisni tashkil qiladi. #, ="‘u , H

(6.1)

é, ,=

i,
’
H,

\l

— -
= ".l l‘ Hw = ru

munosabatlarga Lame kooeffisientlari deyiladi.
Silindrik  koordinatalar  sistemasi. M nuqtaning silindrik
koordinatalari quyidagicha aniqlanadi (6.2 — rasm):
¢ p-M nuqtadan Oz o‘qigacha bo*lgan masofa (0<p<+x);
o ¢-x0z tekisligi va M nugta va Oz o‘gidan o‘tuvchi tekisliklar
orasidagi burchak (0<p<27);
e -— Dekart koordinataning z koordinatasi bilan mos keladi
(0 <z <),
2 Silindrik koordinatalar sistema-
sida koordinata sirtlari:
p=const- simmetriya o‘qi Oz
bo‘lgan aylanma silindrlar (6.3 a —
v Y rasm),
g =const- Oz o‘gidan o‘tadigan
yarim tekislik (6.3 b —rasm),
z=const - Oz o‘qiga perpen-
dikulyar tekislik (6.3 d — rasm).

z

P

M(z,y,z)

6.2 - rasm
Koordinata chiziqlari:
l, - Oz o‘qiga perpendikulyar va undan chiqadigan nuriar,

I, - markazi Oz o‘gida joylashgan -=const tekislikda yotgan
aylanalar,
1. - Oz o*qiga parallel bo‘lgan to‘g ri chiziqlar.
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a)

6.3 -rasm-

Koordinata chiziglari 6.4 - rasmda
keltirilgan. zA

Dekart va silindrik koordinatalar ora- z.
sidagi munosabat x=pcosg, y=psing, ==z ST
yoki vektor shaklda 7={pcose,psing,:} S T S i

. . i
ko‘nishda bo‘ladi (6.2 —rasm). Ly %

Koordinata chiziqlariga urinma bo‘ylab 0<~A+: —
yo‘nalgan silindrik  sistemaning lokal ?p Y
bazislari:
7, ={oos@,sing,0}, 7, ={-psing, poose,0}, 7 ={0,0,13. x
(r-,,',f,,’)=o, (F,,',E’)=o, (F,’,i')=o , 6.4 -rasm

R B

bo‘lgani uchun 7,7, 7' ortoganal bazisni tashkil giladi. (6.1) formu-

pdip

ladan Lame koeffitsiyentlar va ortonormallashgan bazisni topamiz:

H,= Fp":,/coszw+sin2(o+0=l, H,=|F/ =\/(—pcos¢)2+(psinw)z+0=p,
r F’ r - F, l r F’ 14
Ho=[|=1 8= 5 = 2 noh e = =
P Hp 4 [ H,, p [ H_

Shunday qilib, silindrik koordinatalar sistemasida Lame koeffit-
siyentlari va ortonormallashgan bazis
H,=\,H, =p,H, =I, (6.2)
¢, ={cosp,sing, 0}, €, = {-sing, cosp, 0}, €. ={0,0,1} (6.3)
ko‘rinishda bo‘ladi. ,
Sferik koordinatalar sistemasi. M nuqtaning sferik koordinatalari
quyidagicha aniqlanadi (6.5 — rasm):
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er—M nugtadan koordinata
boshigacha  bo‘lgan  masofa
(0r<+m);
9 ed-0z o'qidan F vektor
i orasidagi burchak (0<8 <),

2}

M(xy,z)

G
) * @ —x0z tekisligi va Oz o‘qi
— s hamda M nuqtadan o‘tadigan
¢ P tekisliklar  orasidagi  burchak
o 0<p<2r).
x M(xy,0) (
g Sferik  koordinatalar siste-
6.5 - rasm

masida koordinata sirtlari:

r=const- markazi koordinata boshida joylashgan sferalar (6.6a —
rasm),
@ = const- simmetriya o‘qi oz o‘qida joylashgan yarim konuslar (6.6
b —rasm),
@ =const - Oz o‘qidan o‘tadigan yarim tekislik (6.6 d — rasm).
Koordinata chiziqlari (6.7- rasm):

6.6 — rasm
I, - koordinata boshidan 2
chigadigan nurlar, Q@ ! o
l, - sferadagi meridianlar, e

{, - sferadagi parallellar.

Dekart va sferik koordi-
natalar  orasidagi munosabat
x=rsiné cosg, y=rsind sing, z = rcost

(6.7-rasm) ko‘rinishga ega.

Koordinata chiziqlariga urin- z @
ma bo‘ylab yo‘nalgan sferik
sistemaning lokal bazislari: 6.7 - rasm
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7' ={sin@cosg,sinfsin p,cos 6}, , o )
, r, ={-rsinfsing, rsin@cos p,0}.
F, ={rcosf@cosy, rcosdsing,—rsinb},
Bu vektorlarning skalyar ko‘paytmalari nolga teng bo‘lgani uchun
ortogonal bazisni tashkil qiladi. (6.1) formulaga ko‘ra Lame
koeffitsiyentlari ortonormallashgan bazisni topamiz:

H, =lF,'l= J(sin@cos p)? +(sinGsin @) +cos’ @ =1,

H, =7, =\/(rcosacos¢1)2 +(rcos@sin @)’ + (-rsin@)’ =r,
H,= F,,'|=\/(—rsin63in @)’ +(rsinfcosp)’ +0 =rsiné,
Er=£r—'=ii"éa=i=’l_;0” ép=:L= 1 Fp'.
H, Hy r H, rsind

Shunday qilib, sferik koordinatalar  sistemasida Lame
koeffitsiyentlari va ortonormallashgan bazis

H =LH,=r,H, =rsind, (6.4)

€ ={sinfcosgp,sinfsing, cosf}, &, = {cos@cosy,cosfsing, —sind}, 6.5)

€, ={-sing,cos 9,0}
ko‘rinishda bo‘ladi.

6.2. Egri chiziqli koordinatalar sistemasida vektor analizning
asosiy amallari

Ortogonal koordinatalar sistemasida gradient
Ortonormallashgan ¢, €, é, bazisli egri chiziqli koordinatalar siste-
masida f(u,v,) skalyar maydon berilgan bo‘lsin. & =grad f vektorni
shu bazis bo‘yicha yoyamiz
gradf =b=be, +bg, +b,3,.
Ortonormallashgan bazisda vektor komponentalari vektorning bazis
vektordagi proeksiyasiga teng:

b, = pr, grad f = (&, gradf) =| T, gradf | = (X, 3023 S 0 S13) =
3 .

&

L ! 4 ’ |
AT

Xuddi suningdek,
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b=t &y 1Y
H, ov H, ow
Shunday qilib,
1YL 1, 1y,
grad f = . Pt + i Pt + 7 Pt (6.6)
Xususan, silindrik koordinatalarda
f_ 1o, o,
d f=-"¢ = 6.7
grad f e, + >0 G+ ¢ (6.7)
Sferik koordinatalarda
¥y 1o, L.
df = -Z 6.8
grad f = ére * 60 rsmGO(o ©8)
1-misol. Silindrik koordinatalar sistemasida berilgan u=p+-cosg

skalyar maydonning gradientini hisoblang.
D> (6.7) formuladan va silindrik koordinatalar sistemasidagi Lame
zsing _

kooeffisientlaridan gradu=¢, - €, +cosge, kelib chiqadi.

Ortogonal koordinatalarda vektor chiziglari
Biror ortogonal koordinatalar sistemasida d=q,é, +aé, +a,é,, vektor
maydon berilgan bo‘lsin. Vektor chiziglari shunday chizigki, uning har
bir nuqtasida & urinma vektor g vektor maydonga kolleniar bo‘ladi.

dF=l“;'du+Fv'dv+i‘;'dw,ﬁ=|"'é—He P'=Hg,r =H@g,

uud "y vordlw

munosabatlardan
dF =(H,du)é, + (H,dv)é, + (H,dv)e, (6.9)
kelib chigadi.
& va a vektorning koleniarligidan
H, du H, dv H, dw
a, a, a,
Demak, @ maydonning vektor chiziglarini topish uchun (6.10)
differensial tenglamalar sistemasi kelib chiqdi.

2-misol. Silindrik koordinatalar sistemasida berilgan a=pgé, +:¢,

(6.10)

maydonning vektor chiziqlarini toping.

> (6.10) tenglamalar sistemasidan foydalanamiz,
Hdp HJd -
2P _ 2y ¢=H:d'. (6.2)vaa,=0,a,=pp, a, =z, dan
a, a, a,

vektor chiziglarining differensial tenglamasidan
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dp _pdo_& _ 4,0 @=£:,{p=cn
0 pY = Q =z I=0C,0.
Yani vektor chizqlari spirallardan iboratdir. 4

Ortogonal koordinatalarda chizigli integral.
a vektor maydon va uning chiziqli integralini ko‘raylik J’(a dr).
L

a va dr vektorlarni ortonormallashgan é,,¢é,,é, bazisda yoyaylik:
d=ag,+ag,+az,. dF =(Hdu)é, +(Hdv)é +(H,dw)é,. Unda
J.(Zi dr) = Ia”Hudzl +a,H dv+a,H dw. 6.11)
L L

3-misol. Silindrik koordinatalarda berilgan a = psingé, - p’z2, + p’é,
maydonning x* +y’ = R?, -=h chiziq bo‘yicha sirkulyatsiyasini toping.
D> (6.11) formu!ani silindrik kordinatalarda yozamiz
[@.d)=[a,H, dp+a,H,do+aH.d.
L L

Berilgan chiziqda p =R, =4 bo‘lgani uchun, dp=0, d- =0,
a,H,=-p'zp==Rh,

[(@.dF)=[a,H,dp=- R:‘hzf dp=-27Rh. 4
L L 0

Ortogonal koordinatalarda oqim
Orientirlangan § sirtdagi a vektor maydon oqimi Q= ﬂ (a,i)do
S

formula orqali beriladi; bu yerda 7 S sirtga o‘tkazilgan normal vektor.
S sirt w=w, sirtning biror bo‘lagi bo‘lgan holni qaraymiz. Bunday
sirtning parametrik tenglamasi 7 =F(u,v,w,), (u,v) € S bo‘ladi. Ogim

orsfol ] o

formuladan aniglanadi. Agar [F;",F;,’] vektor yonalishi # yo‘nalishi bilan
mos tushsa «+» ishorasi bilan garama-garshi yo‘nalgan bo‘lsa «-»
ishorasi bilan olinadi. Integral ostidagi ifodada 7' =|F'|e, = H,2,,F = HE,,

urur v

-t
ru

va ortonormallashgan bazisda [é,,é,] =¢,, va (dé,)=a, bo‘ladi. Unda
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0=x[{(a,H,H,),.,, dudv. (6.12)

Bu yerda agar i vektor yo‘nalishi é, vektor yo‘nalishi bilan mos

w

kelsa «+» ishora bilan, aks holda «-» ishora bilan olinadi. (6.12) formula
w=1w, sirtning biror gismidan o‘tadigan ogimni aniqglaydi.
Xuddi shuningdek, § sirt « =, sirtning biror qismi bo‘lsa, ogim
=t[[(a,H H,),.,dvd. (6.13)
S

formuladan aniqlanadi; agar i bilan & mos kelsa «+» ishora bilan,
mos kelmasa «-» ishora bilan olinadi.
1-misol. G=pé,-cospe,+ -2 vektor maydonning x*+y’=4, ==0,
-=3 sirtlar bilan chegaralangan yopiq sirtning tashqi tomonidan
o‘tuvchi ogimni toping (6.8 —rasm).

D o sirt 0, o, va o, sirtlar yig‘indisidan iborat: o,— x*+)*=4
silidrik sirt yoki p=2, o,- silindming pastki asosi -=0 va silindrning
yugori asosi - =3 dan iborat. Bu uch sirt silindrik koordinatalar sistema-
sining koordinat tekisliklaridan iborat. Shuning uchun (6.12) formuladan

= iH(apH!H’) Jd=dp= +H(pp)p=zd:d(p = 4}:1:]‘:(1'(/1 =24,
S 0 [}

0. =[(a.t1, 1) dpdo=-[[:p)0dpdo=0.
3

0, =t j j (a.H,H,)  dpdp=+ j j (zp)..dpdo= 3Jz'pdp2fd¢ =12,
Y & o 0

6.8 - rasm 6.9 - rasm
Shunday qilib 0=0, +Q, +Q, =247 +0+127=367.4
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2-misol. Sferik koordinatalar sistemasida berilgan
d=re, +rsinfé, +rpsinfé, maydonning z= Jx*+y* konusning z=
tekislik bilan ajratilgan qismining tashqi tomonidan o‘tuvchi oqimni
toping (6.9-rasm).

[> Konus sirti 8=x/4 koordinatalar sirtining bir gismi (6.3-rasm).
Shuning uchun (6.2) formulaga ko‘ra

Q= iff(aaH,H P)aq“ drdp =+ I I (rsin6rsind),_, drdp= -;— Hrzdrd(o;
s 5 s

é, vektor I, koordinata chizig‘iga (sfera meridianasiga) urinma
bo‘ylab yo‘nalgan va 6 ning o‘sish tomoniga yo‘nalganligi uchun
integral oldida «+» ishorasi olingan (tashqi normal 7 yo‘nalishi bilan
mos keladi). -

Konus sirtida 7 r =0( O nuqtada) dan r =2 (4 nuqtada) gacha
o‘zgaradi, shuning uchun,

¥

1 llx 2J5
Q=E_Ljr2drd¢=a_(|;d¢£r2d’=“§—”'<

Ortogonal koordinatalarda divergensiyani hisoblash

Divergensiyaning invariant ta’rifidan foydalanamiz:

(diva), = Jim %
bu yerda ¥ P, nugtani o‘z ichiga oluvchi hajm, Q - ¥ hajmni o‘rab
turuvchi sirt bo‘yicha oqim. Yopiq sirt sifatida
u=uy, u=u,+du, v=vy, v=v,+dv, w=w,, w=w,+dw koordinata
sirtlarini olish mumkin ((6.4) — rasm).
o, sirtda wu=u, #,=-8,; o, sirtda
u=u, +du, A =+&; shuning uchun (6.3)
formuladan

QD‘; = _J] (aquHw )""‘0 dde9
§
6.10-rasm. 0, =+ | j (@H H syt BV3W,
s
Qo, + Q"’I' = JJ‘[(aquHw)usuo-rdu - (au HVHW )u=u° :Idudw
5

Teylor formulasi va or’ta giymat haqgidagi teoremani qo‘llab,
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v wumgy

d d
0, +Q,. = J’Sj [—a—u—(a"H H)) + o(du)]dudw =5 (a,H H )y dudvdw-+ ol dudvw)

Xuddi huningdek, v=v,, o, sirt va v=v,+dv, o, sirtlar uchun ham

0, +0,, =%(a,HuH,)p., dudvaw + o(dudvabw);

Gy:w=wW,, V& 0, :w=w,+dw, sirtlar uchun esa,
o, + Qo’, = %((IWH"H‘,)& dudvdw + o(dudvdw).

Barcha oqimlarni qo‘shib, yopiq sirtdagi oqimni topamiz:

Q, = li%(a”Hva)& + gav-(avHun)},o +%(awHuH,),o:]dudvdw + o{ dudvdw).

Endi 7 hajmni hisoblaymiz (6.4 - rasm).
BP =7 du+o(du), P,B,=F dv+o(dv), P,P,=F. dw+o(dw),
tengliklardan
s
U holda
[% (@HH,)+ gv- (aHH, )+ %(a,H“Hv)Jdudvdw + o(dudvaw)

-t
rl'

~t
r

dudvdw = H,H H dudvdw.

[
v H,H H dudvdw+ o dudvaw)

vt w

Bu tenglikda limitga o‘tib,
) 0 0
4 z — .14
HHH. [ (a,,HVHW) + (a‘,Hun) + (a,H"H‘,)] (6.14)

divergensiyaning egri chizigli koordinatalardagi ifodasi kelib chiqadi.
Xususan, silindrik koordinaltalarda divergensiya
.- 1] @ 0 0
diva =-p—|:5;(pap)+%(a,)+a(paz):| (6.15)
sferik koordinatalarda
.19y
diva= e \rza,)+
ko‘rinishda bo*ladi.

Misol. Silindrik koordinatalarda berilgan &= pé, ~cosge, + 2¢,
maydonning o:x’+y*=4, z=0,z=3 yopiq sirtning tashqi tomidan
o‘tuvchi ogimini toping (6.2 - rasm).

D> Sirt yopiq bo‘lgani uchun Ostragradskiy-Gauss formulasidan
foydalanamiz.

diva=

12, 1 2
\smﬁa,)+rsin055(

rsin@ 06 e ) (6.16)

®
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0, =fp@nrdo = | Hdiv&dV.
a vV
(6.15) formuladan divergensiyani hisoblaymiz
.. 1] @ é (7]
diva= ;[—E;(pap) + a(ar) + E(paz):| =
1| ¢

2 é 4] 1 .
— —(p" )+ —(—cosp)+—(pz) [=—(3p +siny).
Y2 () 2 (-cone) £oe) -

Silindrik koordinatalarda d¥ = pd pded-= bo*lgani uchun,

0, = J‘ j divadl’ = H(3p +sin (a)dpd(ojfd: =367. 4
P S a

Ortogonal koordinatalarda rotor

Rotorning invariant ta’rifidan ortoganal koordinatalar sistemasida
rotorning (divergensiyani keltirib chiqarish kabi) ko‘rinishini keltirib
chiqarish mumkin:

ell é'\' en
HH, HH, HH,
- o e e
rota=| — = ™
Ccn oy cw
all Hll aV Hl‘ au HM

Silindrik va sferik koordinatalar sistemasida rotorning ko‘rinishlari:

lsoe Ls & & &
- ) .
P P r°sind  rsind r
-~ -
. {0 é - é 7] °
rota = 3 =3 =~ |’ rota = . A a
cp Cp ¢ or c6 oy
a, pa, a a, ra, rsinfa,

Ortogonal sistemada Laplas operatori,
Laplas operatori Af =div(grad /) ko‘rinishga ega bo‘lgani uchun
(6.14) formuladan

Af = —" [e(HH. & JO(HH S\ O(HH Y
HHH o\ H, ou) o\ H, ov) ow( H, w)|
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kelib chiqadi. Silindrik va sferik koordinatalar sistemasida Laplas
operatorining ko‘rinishi quyidagicha bo*‘ladi:

Af——[ (pcf] ( fi)hi(péi)} (pcf) 2 LEL 8L
o dp) cp\pdp) oz &z pp\ ép) p‘éd oz

ar=L8 zofj PR ( e"f) 21 6.17
Y -2“( ar ) Fsneeel"" 28 risin’@ &g’ ©.17)

Misol. Af=0 Laplas tenglamasining faqat r ga bog‘liq bo‘lgan
barcha yechimlarini toping.
D> f fiunksiya faqat r ga bog‘liq bo‘lib, # va ¢ bog‘liq bo‘Imagani
uchun (6.17) dan

Af:é-§(1-1§)=o

r- o cr cor

kelib chigadi. Bu yerdan,
LA =C, =>cf < :>j(z)———+C,,
or or

buyerda C,C, ixtiyoriy o zgarmas sonlar.(

Tayanch iboralar:

Egri chiziqli koordinatalar sistemasi, Lame koeffitsiyentlari,
silindrik  koordinatalar sistemasi, sferik koordinatalar sistemasi,
rotd,divd,grada amallarning egri chiziqli koordinatalardagi ifodalari.

Takrorlash uchun savollar

1. Silindrik koordinatalar sistemasi ganday aniqlanadi?

2. Sferik koordinatalar sistemasi ganday aniqlanadi?

3. diva amalining silindrik koordinatalardagi ifodasi ganday
bo‘ladi?

4. rota amalining sferik koordinatalardagi ifodasi qanday bo‘ladi?

5. grada amalining silindrik koordinatalardagi ifodasi qanday
bo‘ladi?

6. grada amalining sferik koordinatalardagi ifodasi ganday bo*ladi?

7. Silindrik koordinatalar sistemasida Laplas operatori qanday
yozilad?

8. Sferik koordinatalar sistemasida Laplas operatori ganday
yozilad?
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Mustagil ish topshiriglar

1. a={~y, x,0} maydonni silindik bazisda yozing.

2. u=p* +2pcosp-e’sing skalyar maydonning gradientini silindrik
koordinatalar sistemasida toping.

3. a= 2‘:;30 e + Sirnsg ¢, maydonning sferik divergensiyasini koor-
dinatalar sistemasida toping.

4. a=2,+¢e,={l,9,0} maydonning vektor chiziglarini toping.

5. d@=cos8/ ¢ +siné [ r’é, maydonning rotorini toping.
6. f(r) funksiya ganday bo‘lganda d=f(r)e, markaziy maydon
solenoidal bo‘ladi?
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Kim matematikani bilmasa,
haqiqatni bilmavdi,
kim uni tushunmasa
zulmatda yashaydi.

R. Dekart

II bob. TENZOR HISOB ELEMENTLARI

7. Koordinatalar sistemasini burishda vektorlarni almashtirish

eDekart koordinaralar sistemasida bazis.
e Ortlarni almashtirish.
o Vektor koordinatalarini almashtirish.

7.1. Dekart koordinatalar sistemasida bazis

Tenzorlar bo‘limida ortonormallashgan bazis vektorlarni belgilash
uchun ¢é,é,.¢, vektorlarni garaymiz. Bu vektorlar ortonormallashgan
bo‘lgani uchun

(€.¢)=1(6,,6,)=(8,,€,)=1;, (€,,6,)=(¢,&)=(e,,&)=0, a.n
bo‘ladi.

Agar Dekart koordinatalar sistemasining ortlari

[6.6,]=¢,, [6,.6]=¢, [e,.¢6]=¢, (7.2)
tengliklar bilan bog‘langan bo‘lsa, bunday koordinatalar sistemasi o‘ng
sistemani tashkil giladi, deyiladi.

Bunday belgilashlarda biror a vektor &, dekart bazislar orgali

i=Yag, (1.3)
k=)
ko‘rinishda yoziladi. Nuqtaning radius vektori esa
F=Y %, (7.4)
k=l .
ko‘rinishda bo‘ladi.
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(7.3) va (7.4) ifodalarda indeks k yig‘ish indeksi uni o‘zgartirish
bilan 7. 3) va (7.4) ifodalarning ma’nosi o‘zgarmaydi:

—Za,,e,, Zae -Z

i=l m=|

Tenzorlaml bayon qilishda Eynshteyn qoidasi ishlatiladi: agar
ifodada indeks takrorlanib kelsa, shu indeks bo‘yicha yig‘iladi ) belgisi
tushirib yoziladi (uch o‘lchovli fazoda indeks giymati 1 dan 3 gacha
o‘zgaradi). Bu kelishuvdan keyin (7.3) va (7.4) ifodalar quyidagicha
yoziladi:

i=agé, F=xg (7.5)

Misol. (¢,.¢,) ifodani hisoblang.

D Indeks takrorlanib kelgani uchun

3
(é’,‘,é',,)=Z(é’k,é'k)=(é',,é'l)+(éz,éz)+(53.é',)=3

k=l

bo‘ladi. «
Kroneker belgisi. Bu belgi quyidagicha aniglanadi:

1 j = ‘Isa,
5.1:={’ agar i=k bo'lsa, (76)

0, agar i=k bo'lsa.

Kroneker belgisi 9 ta elementdan iborat birlik matritsani beradi:
1 00

s=[0 1 0 (1.7)
0 0 1

Kroneker belgisidan foydalanib ortonormallashgan bazis (7.1) ni
gisqacha
(6:8.) =0, 0.1)
ko‘rinishda yozish mumkin.

Aa
/ > &x = Z‘smxk = Zé‘,kxk +8,x,

s/ bo‘lgani uchun (7 6) ga ko ra

e)
\ / Pl O, = Zé',,,x,, ZO x +lx =x
" bo‘ladi. Shumng uchun, J,kx,, =x. 4

Misol. &,x, ifodani soddalashtlrayllk

) S .
- /S e, 7.2. Ortlarni aimashtirish
e,’// / é va & Dekart bazis vektorlar
¥ e berilgan bo‘lsin (rasmga qarang). Bu bazis

vektorlar orasidagi bog‘lanishni topamiz.
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Buning uchun &’ bazisni & orqali va aksincha toyishni ko‘raylik:
é =a,@, (7.9)
.= Bl - (7.10)
Bu yoyilmalarda & indeks erkin, m indeks esa yig‘ish indeksidir.
(7.9) ga ortlarni to‘gri almashtirish (7.10) ga esa teskari almashtirish
deyiladi. (7.10) ni (7.9) ga qo‘ysak
€= % (L) = (X1 B, ), (7.11)
(7.11) ifodaning chap va o‘ng tomondaning bir xil ortlardagi
koeffitsiyentlarini tenglab
B =8 (7.12)
tenglikka kelamiz. (7.12) to‘g‘ri va teskari almashtirish koeffitsiyentlari
orasidagi bog‘lanishni ifodalaydi. (7.9) ning ikki tomonini & vektorga,
(7.10) ni esa ¢ ga skalyar ko‘paytirsak
(88) = A (e,.8) = a6, =y, (7.13)
(66:€) = Bin (€1:8) = Bin0pi = B> (7.14)
to‘g'ri va teskari almashtirish koeffitsiyentlarini aniglash imkoniyati
paydo bo‘ladi. (7.13) da indekslarni almashtirsak & < {
(@.8)=a,=(8.€), (7.15)
va buni (7.14) bilan taqqoslasak, to‘g‘ri va teskari almashtirishlarning
koeffitsiyentlari orasidagi munosabatni topamiz:

Bu=ay (7.16)
(7.16) dan foydalanaib (7.9) va (7.10) quyidagicha yozish mumkin:
é =a,é, (7.17)
é=a,é, . (7.18)
(7.12) munosabatni esa
a,d,, =0, (7.19)

ko‘rinishda yozish mumkin. Oxirgi tenglikni matritsa ko‘rinishda
ifodalash qulaydir. Buning uchun tenglikning chap tomonida shakl
almashtiramiz:

W@y, = Aty = (- )b' .
Shuning uchun,

. (a-ar)h=5,,, = a-a' =E. (7.20)
Bu yerda FE birlik matritsa. (7.20) dan ko‘rinadiki
at=a. (7.21)
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Ya’ni, to‘g‘ri almashtirish matritsasi (o) ga teskari matritsa

transponirlangan matritsaga teng bo‘lar ekan.

deta =deta’ va detE =1 bo‘igani uchun (7.20) dan deta =+1 kelib
chigadi. Ya’ni ortogonal almashtirish determinanti +1 yoki -1 ga teng
bo‘ladi.

deta=+1 bo‘lgan ortogonal almashtirishlarga birinchi - tur
deta =-1 bo‘lgan almashtirishlarga esa ikkinchi tur almashtirishlar
deyiladi. Bunday almashtirishlarga inversiya misol bo*ladi.

7.3. Vektor koordinatalarini almashtirish

(7.17) va (7.18) munosabatlar bilan bog‘langan ¢, va ¢ Dekart
bazis vektorlar berilgan bo‘lsin. Biror & vektorni qaraylik. Bu
vektorning &, bazisdagi yoyilmasi da=a¢, , & bazisdagi yoyilmasi esa,
a=aé, bo‘lsin. O'z-o‘zidan ravshanki

agé, =dg,. (7.22)

(7.17) dan foydalanib &, bazisdan g, bazisga o‘tamiz:

aé, =a,a,,e,,
Bu ifodaning chap tomonidagi indekslarni almashtirib & ¢» m, ortlarning
chiziqli bog‘lanmaganligini inobatga olsak

, ) a, =a,d (7.23)
Ny ? Y munosabat kelib chiqadi. Xuddi shuning-
\ ! dek, teskari almashtirish uchun esa
\ l d, =a,a,. (7.24)
\ - (7.17), (7.18) munosabatlarni (7.23) va

3\ 2, g (7.24) lar bilan taqqoslasak, vektor
2\ & " %' koordinatalari ham bir bazisdan ikkin-

‘a).::::.f_?......,._.._.A__m -.» Chisiga o‘tganda ortlar kabi almashishligi

g =¢, é x  kelib chigadi. (7.23) almashtirishni quyi-
’ dagicha ham yozish mumkin:

a =ald (7.25)

1-misol. Dekart koordinatalar sistemsini ixtiyoriy burchakka
burishda skalyar ko‘paytmaning o‘zgarmasligini ko‘rsataylik.
> Buni isbotlash uchun (7.24) va (7.19) xossalardan foydalanamiz:
@.b)=ab=a,aa,b =aa.ab =

8,ab =ab =(a,b)
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2-misol. Koordinatalar sistemasini z o‘qi atrofida ¢ burchakka
burishdagi burish matritsasini quring.

D> Ta’rifga ko‘ra

cos(é",,?,) cos(é’{,-'é\,) cos(éT,?s)

a=|cos(Z,8) cos(,E) cos(,E)

cos(&,2) cos(é,E,) cos(d,é)

Bundan, z o*qi atrofida ¢ burchakka burganda (rasm ga qarang)
cosg sing 0
a=|-sing cosg 0
0 0o 1
ko‘rinishga kélamiz. <

3-misol. Biror K sistemada @={0,2,2} vektorning koordinatalari
ma’lum bo‘lsin. K sistemani z o‘qi atrofida 45° ga burish natijasida K’
sistema hosil qilingan bo‘lsin. X’ sistemada & ={1-+?2,1+2,1} vektor-
ning koordinatalari ma’lum bo‘lsin. Bu vektorlarning skalyar
ko‘paytmasi topilsin.

D> Skalyar ko‘paytma koordinatalar sistemasiga bog‘liq bo‘imas-
ligidan, misolni ikki usulda yechish mumkin. Birinchi usulda ¢ vektor
koordinatalarini X sistemada topib, (d,¢) skalyar ko‘paytmani hisoblash;
ikkinchi usulda &' topib, so‘ng (&',&’) skalyar ko‘paytmani hisoblash. Skal-
yar ko‘paytma koordinatalar sistemasiga bog‘iq bo‘lmaganligi uchun
(a,¢)=(a',c’) bo‘ladi. Hisoblashni birinchi usulda amalga oshiraylik.

K sistemadagi ¢ vektor koordinatalarini topamiz. Buning uchun
teskari almashtirish qoidasidan foydalanamiz: ¢, =a/c/. Almashish
goidasini matritsa ko‘rinishda yozish qulaydir:

G G
a=aic. = |¢|=| o c |-
¢ ¢
o matritsa oldingi misolda hisoblangan, shundan foydalansak
22
2 2 1-v2) (-2
é= g i2_2_ oll1+v2 {=[ V2|
o o 1t ! !
y
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Demak, skalyar ko‘paytma (4,6)=0-(-2)+v2:-v2+2:1=4 bo‘ladi.
<
Tayanch so‘zlar va iboralar
Bazis, ortonormal bazis, Eynshteyn belgisi, Kroneker belgisi, ortlar,
koordinatalar sistemasini almashtirish.

Takrorlash uchun savollar
1. Bazis nima?
2. Qanday bazisga ortonormal bazis deyiladi?
3. Eynshteyn belgisini nima uchun ishlatamiz?
4. Kroneker belgisi qanday bo‘ladi?
5. Birinchi tur va ikkinchi tur almashtirishlarning farqi nimada?

Mustaqil ish topshiriqlari

1. Dekart koordinatalar sistemasida a={1,1,v/3} vektor berilgan.
Koordinatalar sistemasi Ox o‘qini 30° ga burishda hosil bo‘lgan yangi
sistemada berilgan vektorning koordinatalarini toping.

2. Biror K Dekart koordinatalar sistemasida a={1,-1,1} vektor
berilgan. K’ sistemada (K’ K sistemani Ox o‘qi atrofida 30° burchakka
burishdan hosil bo‘lgan) &={-1,2,2} vektor koordinatalari ma’lum
bo‘lsa bu vektorlarning skalyar ko*paytmasini toping.

8. Tenzorlar algebrasi

o Tenzor tuchunchasiga olib keladigan fizik masala.
o Tenzor tushunchasi.
o Tenzorlar ustida amallar.

8.1. Tenzor tuchunchasiga olib keladigan fizik masala

Shunday fizik jarayonlar borki ulardagi tekshirilayotgan obyektning
xarakteristikalari tenzor tushunchasiga olib keladi. Ravshanki
obyektning xarakteristikasi invariantlik xususiyatga ega bo‘lishi kerak,
ya'ni koordinatalar sistemasini tanlashga bog‘liq bo‘lmasligi lozim.
Fizikadagi skalyar miqdorlar turkumiga kiruvchi massa, zaryad va h.k.
lar invariantligi o‘z-o‘zidan ravshan. Tezlik, tezlanish kabi miqdorlar
vektor kattaliklar bo‘lib, koordinata sistemasiga nisbatan uchlik son
orqali beriladi va bu sonlar koordinatalarni burishda (7.24), (7.25)
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gonuniyatlar bo‘yicha o‘zgaradi. Bu miqdorlarlarning invariantligi shu
bilan ifodalanadiki vektor koordinatalari o‘zgargani bilan vektor
yo‘nalishga ega bo‘lgan kesma, ozgarmas bo‘ladi.

Fizikada skalyar va vektor miqdorlardan tashqari murakkabroq
bo‘lgan obyektlar ham uchraydi. Misol - sifatida aylanma harakat
qilayotgan jismning kinetik energiyasini hisoblashni ko‘raylik.

Jism inersiya markaziga mahkamlangan bo‘lib, @ burchak tezlik
bilan aylanayotgan bo‘lsin. Agar jismning zichligi p(7)= p(x,y,z) bo‘lsa,

E =% J (P[] dv 8.1)

hajmiy integral kinetik energiyaga teng bo‘ladi. Integral ostidagi vektor
ko‘paytmani yoyib Eynshteyn simvolikasidan foydalansak,
[@.F] = &% - (6,F) = wor - ox0,.x,
bo‘ladi. & simvolni ishlatib ;
3,7] = 0,0,(5, - x,%,), 8.2)
ko‘rinishda yozish mumkin. (8.1) va (8.2) ifodalarni kinetik energiya
ifodasiga qo‘ysak,

E= %{ I PN (8,7 - x%, )dv]w,wk, (8.3)
bo‘ladi. Quyidagicha belgilash kiritib
- L= [ pF) (87" - xx ) v, (8.4)
(8.3) ni '
E= %I,kw,wk, . (8.6)

ko‘rinishda yozish mumkin.
Shunday qilib, kinetik energiya burchak tezlikdan tashqari
jismning inertlik xususiyatini aniglovchi

Ly Ly
(Ne=|In I Ly 8.7
Ly I, Iy

matritsa  ko‘rinishdagi miqdorlarga ham bog‘liq bo‘ladi. I
miqdorlarning ma’nosini anglash uchun jism radiusi R ga teng bo‘lgan
shardan iborat va p(7)=const bo‘lganda matritsa
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i
(I),k:%MR’ 0
0

o - O

0
0 (8.8)
1

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda M=§,aer3 shar massasi. (8.8) ko‘ra

(8.6) ni
E= ZMRza)Z,
5
ko‘rinishda yoziladi, I=%MR2 ga shaming inersiya momenti deyiladi,

va u sferik ko‘rinishdagi bir jinsli sharning aylanma harakatdagi inersion
xarakteristikasini ifodalaydi.

Shuni qayd qilish kerakki, kinetik energiyaning ifodasi uning
invariantligini ko‘rsatadi, chunki bu ifodani tashkil etuvchilari skalyar
miqdorlardir.

Umumiy holda I ning ma’nosini anglash uchun yangi sistemaga
o‘tilganda bu miqdorlar qanday o‘zgarishini kuzatish kerak. (x',y’,z"
sistema (x,y,-)ni burishdan hosil gilingan bo‘lIsin:

r= J’ PN 8,07 = X%, ) dv, (8.9)
v
Eski va yangi sistemalar (7.23) qonuniyat bo‘yicha bog‘langan:
X =a,x,. (8.10)

6, =a,a,, =a,a,06,, bo‘lgani uchun (8.10) almashtirishning Yakobiani
J =det(a,,) =1 bo‘lgani uchun
Iy =, t,, [ DFN8,r" = x,%, ) v, 8.11)
| 4

(8.11) ni (8.4) bilan tagqoslash natijasida
Li=a,a.l.,, (8.12)
munosabatga kelamiz. (8.12) dan
Low, =a,a,l,00,=1,(2,0)a,)
(7.23) ga ko‘ra bundan
low, =1 00, (8.13)
(8.13) dan koordinatalar sistemasini burishda energiyaning o‘zgar-
masligi, ya’ni invariantligini ifodalaydi. Shu bilan birga (8.12) ifoda
jism inersiyasini aniglovchi /; miqdorlarning koordinatalar sistemasini
burishda ganday o‘zgarishini ko‘rsatadi.
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I, migdorlar jismning aylanma harakatida uning enersiyasini
ko‘rsatuvchi kattalikdir. I; miqdorlarning majmuasi inersiya tenzori
deb ataluvchi migdorning koodinatalaridan iboratdir.

8.2. Tenzor tushunchasi

Oldingi mavzuda koordinatalar sistemasini burish jarayonida
vektorning koordinatalarini ganday almashish qoidalari bilan tanishdik.
Matematika, mexanika va fizikada shunday murakkab obyektiar borki
ularning koordinatalari bazis almashish jarayonida maxsus qoida bilan
o‘zgaradi. Masalan, ikki vektor koordinatalarining ko‘paytmasidan
hosil bo‘lgan 9 ta 4B, miqdordan iborat bo‘lgan obyektni qgaraylik.

Vektor koordinatalarini almashish qoidasi (7.24) dan bu 9 migdor ushbu
A B =a,a, AB

in "y Tn =,

qoida bo‘yicha almashadi. 4B8,=7, belgilash kiritish natijasida
T, =a,a,l,, tenglikka kelamiz. Uch o‘lchovli fazoda koordinata siste-

" jm” nm
masini burish jarayonida 9 ta migdorning bunday almashish qoidasiga 2-
rang tenzor deyiladi. Xuddi shunengdek, 27 ta miqdordan iborat
to‘plam T, = 48,C, ni qarash mumkin va ularning almashish qoidasi

T =a,a,a,T

gk = in™ ym mnl

miqdorlar uch o‘lchovli fazoda uchinchi rang

t]t

ko‘rinishda bo‘ladi. T,

tenzorlar deyiladi. Bu yerda tenzor ta’rifni biz tushunish qulay bo‘lishi
uchun vektorlar orqali keltirdik. Tenzorlarning vektorga bog‘lanmagan
umumiy ta’rifi quyidagicha bo‘ladi:
Ta’rif. Agar uch o‘lchovli fazoda 3® miqdorlar ortogonal koordi-
natalar sistemasini burishda eski va yangi bazislarda
T = %P e T (8.14)

ity..ip
qoida bo‘yicha bog‘langan bo‘lsa bunday miqdorlarga R- rang tenzorlar
deyiladi.

Ta’rifga ko‘ra nolinchi rang tenzor skalyar bo‘lib, u koordinatalar
sistemasini almashihsida o‘zgarmaydi. Birinchi rang tenzor vektordan
iborat bo‘lib, uning koordinatalari (7.23) yo‘ki (7.24) qonuniyat bilan
o‘zgaradi:

A=aA yo'ki A =a 4 (8.15)

2 — rang tenzor uch o‘Ichovli fazoda 3 koordinatalari mavjud
bo‘ladi. Ularning to‘g‘ri va teskari almashish qonunlari quyidagicha
bo‘ladi:
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B =a,a,B B, =a,a,,B, (8.16)

i P im s in® jm S nm
3 — rang tenzorning almashish qonunida uchta burish matritsasi
ishtirok etadi.
(8.16) ifodalarni matritsa ko‘rinishda ifodalash hisoblashlarda
qulaylik tug‘diradi.
B = B,=a,B,2,=a,B,a, =(a B-a ) =>B=a-B-a" (8.17)

m /m in~nm " mj

Xuddi shuningdek, (8.17) dan teskari almashish qonunini keltirib
chiqarish mumkin
B=ad'-B-a (8.18)
1-misol. (7.6) formula yordamida aniqlangan Kroneker belgisining
tenzorligini ko‘rsataylik.
D> Kroneker belgisini Dekart koordinatalardagi ortlaring skalyar
ko‘paytmasi shaklida ifodalash mumkin: 6, =(¢,.8 ), d,. =(€,.¢).

Ortlarning almashish qonunidan
O =(,.6)=2,0,,8)=a,2,0,.

Demak, Kroneker belgisi ikkinchi rang tenzor ekan. Hisoblashni davom
ettirsak

o.=a,a. =06,
tenglikka ega bo‘lamiz. Kroneker belglsi ikkinchi rang tenzor
bo‘lishidan tashqari o‘z ko‘rinishini ham o‘zgartirmas ekan. Bunday
tenzorlarga invariant tenzorlar deyiladi. <

2-misol. Boshlang‘ich koordinatalar sistemasida 2 — rang B
tenzorning koordinatalari berilgan bo‘lsin:
0 1 0

B={-1 0 -2\2 (8.19)
0 22 o

z 0°qi atrofida Dekart koordinatalar sistemasini 135° ga burish natijasida
hosil bo‘igan sistemada tenzor koordinatalarini toping.
D>(8.17) dan foydalansak

J2/2 V272 oYo 1 0 Y(—vV2/2 =J2/2 0
=272 V272 ol|-1 o -—2v2| V2/2 V272 0|=
0 0 1o 242 o 0 0 1
~2/2 212 0)( V212 212 o 0 1 -2
=[ =272 V2/2 of|v2/2 V272 -2J2{=|-1 0 2|«

0 0 1 2 -2 0 2 -2 0
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8.3. Tenzorlar ustida amallar

8.3.1. Tenzorlarni qo‘shish. Fagat bir xil rangli tenzorlarni
qo‘shish mumkin va qo‘shishda mos koordinatalari qo‘shiladi.
Tenzorlarni qo*shish natijasida uning rangi o‘zgarmaydi.

Misol. Masalan, uchinchi rang tenzor quyidagicha qo*shiladi:

Cq& =A4,+8B, '

D> C ning uchunchi rang tenzor ekanligini ko‘rsatamiz. 4 va B
uchinchi rang tenzor bo‘lgani uchun ularning har birining elementlar
soni 3°=27 ga teng. 4 va B tenzorlarning mos elementlari qo*shilgandan
so‘ng yifindidda yana 27 ta element hosil bo‘ladi. Endi C tenzor
koordinatalarining almashish qonunini ko‘raylik.

a,a I,,,a,,,(A,,,,, +B,)=a,a ma,dcm,.
Shunday qilib,
Cont = X X C o
Bu munosabat C ning uchunchi rang tenzorligini ko‘rsatadi. Ravshanki,
ixtiyoriy rangli tenzorlar uchun ham bu qoidaning o‘rinliligini ko‘rsatish
qiyin emas. 4

8.3.2. Tenzorlarni ko‘paytirish. 4 tenzor R, rangli bo‘lib B tenzor
R, rangli bo‘lsin. Bu tenzorlarni ko‘paytirish natijasida R;+R; rangli C
tenzor hosil bo‘ladi.

Misol. A 1 - rang, B 2 — rang tenzorlar bo‘lsin. Bu tenzorlarni
ko‘paytirish natijasida 3 — rang tenzor hosil bo‘ladi.

4-B,=C,

D> Hagigatan ham C ning elementlar soni 27 ga ya’ni 3 — rang
tenzor elementlar soniga teng bo‘ladi. Endi koordinatalar sistemasini
burishdagi almashish qonunini tekshiramiz.

C,;,‘ =4 B;.,, =a,4,-a,a,8,=a,a,0,4B,=a,a,a,C,.,.
Bundan C ning tenzorligi kelib chigadi. 4

8.3.3. Tenzorni yig‘ishtirish. 4 R - rang tenzor bo‘lsin. A tenzor
koordinatalarini ikki indeksi bo‘yicha go‘shishga tenzorni yig‘ishtirish
deyiladi. R — rang tenzorni yig‘ishtirish natijasida R-2 nargli tenzor hosil
bo‘ladi. Tenzomni yig‘ishtirish amali tenzorni Kroneker simvoliga
ko‘paytirish va so‘ng ikki indeks bo‘yicha qo‘shish bilan bir xil bo‘lgani
uchun tenzorni yig‘ishtirish amalini tenzormni Kroneker belgisiga
ko‘paytirishdan hosil gilsa bo‘ladi.

Misol. A uchinchi rang tenzor bo‘lsin. Bu tenzorni oxirgi ikki
indeksi bo‘yicha yig‘ishtiraylik, yani 4. Ikkinchi tomondan 4,6, =4,
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bo‘ladi. Bu yerda j yig‘ish indeksi i/ esa erkin indeks, shuning uchun
;= B, bo‘ladi. Ya’ni uchinchi rang tenzorni yig‘ishtirish natijasida 1 —
rang tenzor hosil bo‘ladi. Hagiqatan ham,
A,'ﬂ = QO A = 0 At = Ao Arise = i By«
Misol. C 4 — rang tenzorni oxirgi ikki indeksi bo‘yicha yig‘ishni
ko‘raylik. Natijaviy tenzorni ikkinchi rangligini isbotlaylik.
D> Cy = D) = 2,,2,0,04C iy = €2, 04,C oty = @ uCrpt = X Dy - |
Tenzorni yig‘ishtirish amalini qo‘llash uchun tenzor rangi 2 va
undan yuqori bo‘lishi kerak. 2 — rang tenzorni yig'ishtirish amaliga
tenzorning izi deyiladi va quyidagicha belgilanadi:
Sp(A,)=Tr(4,)= 4, (8.20)
Koordinata sistemasini burishga nisbatan tenzorning izi inva-
riantdir. Haqigatan ham
Sp(A) = 4, =@, A, =8 ,A, = A, =Sp(4,) = Sp(4)) = Sp(4,)

i "k
Tayanch iboralar

Tenzor, tenzorlarni ko‘shish, tenzorlarni ko‘paytirish, tenzorlamni
yig‘ishtirish, tenzor izi, tenzor rangi.

Takrorlash uchun savollar

1. Tenzor nima?

2. Tenzor rangi deb nimaga aytiladi?

3. Ikki tenzorni qachon qo‘shish mumkin?
4. Kroneker belgisi nima?

5. Tenzorning izi deb nimaga aytiladi?

Mustagqil ish topshiriglari

1 0 -2
1. Dekart koordinatalar sistemasida 7, =| 0 1 0 | tenzor berilgan.
2 0 1

Koordinatalar sistemasi Ox o‘qini 30° ga burishda hosil bo‘lgan yangi
sistemadagi berilgan tenzorning koordinatalarini toping.
2. 4,B,C vektorlar bo‘lsa, & 4B, ko‘paytmaning vektorligini

[/l et}

isbotlang.
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3. Vektor aq, va tenzor b, berilgan. a,-6, miqdorlarning uchinchi
rang tenzorligini isbotlang.

4. Ikki o‘lchovli fazoda A={1,2};B={3;-1} vektorlar va

C =( 32 ;), D=G ?) ikkinchi rang tenzorlar berilgan bo‘lsa, quyidagi

miqdorlarning o‘lchami va koordinatalarini aniqlang.
a)c, b)ac, c)bd, d) bd, €)cd, f)cd,

9. Simmetrik va antisimmetrik tenzorlar

e Simumetrik va antisimmetrik tenzorlar.
o Tenzorning xos va xos vektorlari,

o Tenzorning xarakteristik sirti.

o Tkkinchi rang tenzorning invariantlari.

9.1. Simmetrik va antisimmetrik tenzorlar

Ikkinchi rang 7, tenzorni qaraylik. Agar indekslar o‘mini aimash-

tirganda koordinatalari o‘zgarmasa, bunday tenzorlarga simmetrik
tenzorlar deyiladi. Indekslar o‘nini almashtirilganda tenzor koordina-
talarining ishorasi teckariga almashsa, bunday tenzorga antisimmetrik
tenzor deyiladi:

T,=T, = T - simmetrik tenzor,

Ty=-T, = T,;-
Yuqori tartibli tenzorlarda simmetriklik va antisimmetrik
tushunchalari juft indekslarga nisbatan garaladi. Masalan,
F;]lm = F;i/m va Fqlm = _F;'jin
tengliklar o‘rinli bo‘lsa, 4 — rang F tenzor birinchi juft indeks
bo‘yicha simmetrik bo‘lib, 1 — va 3 — indekslari bo‘yicha antisimmetrik
deyiladi.

Tenzorlarning simmetriklik xossasi tenzorning o‘zaro bog‘liq
bo‘lmagan elementlar sonining kamayishiga olib keladi. 2 — rang
tenzorni 3x3 matritsa bilan giyoslash mumkin. Simmetrik tenzorda bosh
dioganal va undan yuqorida joylashgan elementlar bilan to‘la aniglanadi.
Bunday elementlar esa oltiga teng bo‘ladi.

Ikkinchi rang antisimmetrik tenzor koordinatalari bosh dioga-

naldan yuqorida joylashgan va bu dioganaldan pastda joylashgan

antisimmetrik tenzor.
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koordinatalari ishoralari bilan farq giladi. Bosh dioganalda joylashgan
elementlar nolga teng bo‘ladi. Haqiqatan ham, 4; antisimmetrik tenzor
bo‘lsin: 4;=-4;; . Bu tenglikda i=j deb olsak, 4,=-4; (bu tenglikda j
bo‘yicha yig‘indi yo‘q) bo‘ladi, bundan 4,=0 ekanligi kelib chiqadi.
Shuning uch oflchovli fazoda antisimmetrik tenzorning bog‘lig
bo‘Imagan elementlari uchga teng bo‘ladi.

Tenzorlarning simmetrik va antisimmetrik xossalari invariantligini
ko‘rsatish mumkin. Haqiqatan ham, simmetrik T; tenzorni ko‘raylik:
ya'ni T; = T; . Dekart koordinatalar sistemasini biror burchakka
burishdan hosil bo‘lgan sistemada ham T, =T, bo‘lishini ko‘rsatamiz:

hi=a,0,l,=aa,l, =a,al, =T,

i gl o = Ol = O Xy,
Antisimmetrik xossasi ham shunday isbotlanadi.

Teorema. Har qanday ikkinchi rang tenzorni simmetrik va
antisimmetrik tenzorlar yig‘indisi ko‘rinishida ifodalash mumkin.

Isboti. Ikkinchi rang Tj; tenzor berilgan bo‘lsin. Bu tenzorning
ixtiyoriy elementi uchun

r L, L L. L LT T+ LT,
Y22 2 2 2 2 2 2

tenglikni yozish mumkin. S, =(7,+7,)/2, 4,=(T,-T,)/2 belgilashlar

kiritsak, berilgan tenzorni
T —_— M + _T'/__T/_' = S + A':
) 2 2 ] y?
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘ladi. S, va 4; tenzorlarning simmetrik va
antisimmetrikligi quyidagilardan ko‘rinadi.
Lt LT

1-misol. Biror Dekart koordinatalar sistemasida quyidagi tenzor
berilgan bo‘Isin.

1 3 2
C,={3 -1 1.
4 -1 6
Bu tenzorning simmetrik va antisimmetrik qismlarini va Sp(S,4,)

ni topaylik.
D> Simmetrik va antisimmetrik elementlarni topish formulasidan
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cac f(t 3 R (13 4 (o33
§,==t2=oll3 -1 1|43 -1 ~1{1=[3 -1 0},
4 -16){21 6)/ 1306

coc offt 3 2 (13 4 (oo
4====r=ol]3 <1 1|=|3 -1 -1/{={0 0 1}
4 -16)121 6)J{1 10

5,4, =D, belgilash kiritaylik. Bu belgilashni matritsa ko‘rinishda
ifodalasak D=S-4 bo‘ladi. Unda D tenzor elementlari
) 1 3 2y0 0 -1 3 -3 4
D,=13 -1 0ff0 0 1 |=|0 O -4
3 0 6/{1 -1 O 6 -6 -3
5p(S,4,)=S,A4,=D, bo‘lgani uchun, D tenzorning dioganal

gk
elementlar yig‘indisi nolga teng. Shuning uchun Sp(s,4,)=0.4
2-misol. Avvalgi misolda ikkilangan yig‘ishtirish S, 4, ning nolga
tenligini ko‘rdik. Endi umumiy holni ko‘ramiz. Ixtiyoriy simmetrik va
antisimmetrik tenzorlarning ikkilangan yig‘ishtirishi doim nolga
tengligini ko‘rsatamiz.
> SyAy =8, (-A4,)=-S A,

Bu tengliklarda & ham j ham yig‘ishtirish indeksi bo‘lgani uchun

kni j ga, j niesa kga almashtirsak,
SyAj =—Spdy ==S,Ay,
tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan S, 4, =0 kelib chiqadi. ¢

9.2. Tenzorning xos va xos vektorlari

2 - rang tenzorni vektorga ko‘paytirib yig‘ishtirish natijasida vektor
hosil bo‘ladi: 7,4, = B.. Agar 4 vektor B vektorga kollinear bo‘lsa, ya’ni

L ]
TA =24 8.1)

4yl
bo‘lsa, A ga tenzorning xos somi, 4 vektorga tenzomning A Xos songa
mos kelgan xos vektori deyiladi. (9.1) dan
7:1,4I=1A, = 7;1Aj—15,}A,.=0, = (T,-46,)4,=0.
Oxirgi tenglama 4 vektor elementlariga nisbatan bir jinsli chizigli
tenglamalar sistemasidir. Bu sistema noldan farqli yechimga ega bo*lishi
uchun, determinant nolga teng bo‘lishi kerak:

det(T, - 48,)=0. 9.2)
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Bu tenglamaga tenzoming xarakteristik tenglamasi deyiladi. Uch
o‘Ichovli fazoda xarakteristik tenglama uchinchi tartibli bo‘ladi va uning
uch ildizi A™,A®,4® bo‘lib har bir xos songa mos A“,4?,4® xos
vektorlar topiladi.

Teorema. Simmetrik tenzorning xos sonlari haqigiy bo‘lib, ularga
mos xos vektorlari ortogonal bo‘ladi.
Isboti. 7, simmetrik bo‘lib, 1“,A*,A" lar uning xos sonlari

A", A? 4? lar ularga mos kelgan xos vektorlari bo‘lsin. Xos sonlarni
kompleks deb faraz qilaylik. U holda xos vektorlar ham komleks bo‘ladi.
U holda (9.1) bilan birga unga kompleks qo‘shma tenglamani ham qaraymiz:
T,A,= A4
{TIIA; =44
Birinchi tenglamani 4 ga, ikkinchisini 4 ga ko‘paytirib so‘ng

birinchisidan ikkinchisini ayirsak

0=(4-1)f
kelib chigadi (chap tomonning nolga tenligi T, 4'4 =TI"A;A',*=.,T'1A’.AJ‘

v
tenglikka ko‘ra hosil bo‘ladi ). Bundan A=4" bo‘lishi kelib chiqadi va
x0s sonlarning haqiqiy ekanligi ko‘rinadi.
A" va A ga mos kelgan 4", 4'? vektorlarni ko‘raylik. A" = A
bo‘lsin. Bu migdorlar quyidagi tenglamalarni qanoatlantiradi:
{I,A:l) =A(|)A'_(A)
T, 4D = 2D 4%
Sistemaning birinchisini 4 ga, ikkinchisini 4 ga ko‘paytirib
so‘ng ayirsak
0=(A" _,{m)(gm’gm),

bundan A" A® ga asosan (4",4”)=0, kelib chigadi, ya'ni xos

vektorlar ortogonal bo*ladi.

Agar ikki yoki uchchala xos sonlar o‘zaro teng bo‘lsa, ularga mos
vektorlarni bir-biriga ortogonal sifatida tanlab olish mumkin.

Ortogonal xos vektorlar asosida qurilgan sistemada tenzor sodda
ko‘rinishda, uning matritsasi dioganal matritsadan iborat bo‘lib,
dioganal elementlari xos sonlardan iborat bo‘ladi. Yana shu narsani
nazarda tutish kerakki, xos vektorlar o‘ng sistemani tashkil qilishi kerak.
Bu holda tenzoming xos sistemasiga o‘tish jarayonini eski sistemani
burish yordamida hosil gilish mumkin bo‘ladi.
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Misol. Quyidagi tenzorning xos son va xos vektorlarini toping
1 1 0
M,={1 10 3
0 3 1
D> 4={a,b,c} M, tenzorning A xos soniga mos kelgan xos vektori

bo‘lsin. Qulaylik uchun xos vektorni aniqlovchi (10.1) tenlamani
matritsa ko‘rinishda yozamiz.

1 1 0Ya a I-A 1

0 a 0
1 10 3jbi=Alb]= 1 10-2 3 bl=[0]. (9.3)
0 3 1jce c 0 3 1-A ¢ 0

Xos sonlar xarakteristik tenglamadan topiladi:
1-4 1 0

I 10-4 3
0 3 1-4
Xarakteristik tenglamaning yechimlari

=0, = (1-4)2(10-1)-10(1- 1) =0.

A=0,4=1 va A=l
ekanligini ko‘rish qiyin emas. Topilgan xarakteristik sonlarni ketma-ket
(10.3) ga qo‘yib tenzorning xos vektorlarini topamiz. 4 =0 uchun

1 2 0)a) (0

a+b=0, a=-b,
1 10 3ib|=(0]> 3 0 = 35

+Cc= = -
o 3 1)le) (o ¢ ¢

Shunday qilib, 4 =0 ga mos kelgan xos vektor 4 =b{-1,1,-3} ga

teng bo‘ladi. Xuddi shuningdek, qolgan xos vektorlarni ham topsa
bo‘ladi: 4, =¢{-3,0,1} va 4, =a{l,10,3}.

Topilgan xos vektorlarning ortogonalligini tekshirish qiyin emas
Tenzorning bosh o‘qlarini aniqlaymiz:

4 _ 1 _i 1
R T e i b TR A e L

Bu yerda biz & va & ni topishda b va ¢ ning ishoralarini musbat
qilib oldik, & dagi a ning ishorasini noaniq qilib olindi. Uning ishorasini

¢ vektorlar o‘ng sistemani hosil qilishdan topiladi, ya’ni & =[]
tenglikdan tanlanadi. Vektor ko‘paytmadan

»
é & &

1
[€.6]= T=-l 1 3= J_(el+10e,+343;),
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&, dagi a ning ishorasini «+» ishora bilan olish kerakligi kelib chiqadi. <

9.3. Tenzorning xarakteristik sirti.

Simmetrik tenzorni geometrik tasvirlash uchun tenzorning xarak-
teristik sirti tushunchasi kiritiladi. Bu sirt ikkinchi tartibli sirt bo‘lib,
uning tenglamasi

Txx =1 (9.4)
ko‘rinishda bo‘ladi.

Tenzorning bosh o‘glari tenzor xarakteristik tenglamasining bosh
o‘qglaridan iborat bo‘ladi. Agar tenzorning xos sonlari teng bo‘lsa,
(4 =4,=4,) bunday tenzorga sharli tenzor deyiladi. Sharli tenzorning
xarakteristik sirti sferadan iborat bo‘ladi. Agar 4 =4, # 4, bo‘lsa, bunday
tenzorga simmetrik tenzor deyiladi va uning xarakteristik sirti aylanma
sirtdan iborat bo‘ladi. Agar 4 =4,24, bo‘lsa, bunday tenzorga
assimmetrik tenzor deyiladi.

Agar tenzorning barcha xos sonlari musbat bo‘lsa, tenzor musbat
aniglangan deyiladi. Agar barcha xos sonlari manfiy bo‘lsa, tenzor
manfiy aniqlangan deyiladi. Agar tenzorning ba’zi xos sonlari musbat
ba’zilari manfiy bo‘lsa, bunday tenzorga ishorasi aniglanmagan tenzor
deyiladi. Bunday tenzorning xarakteristik sirti giperboloiddan iborat
bo‘ladi.

Tenzorning bosh o‘glari bo‘yicha olingan X', X,, X, sistemada
tenzorning xarakteristik tenglamasi

2 vt g X, XL X
AN+ 4, + A X =]l = -+ — 4+ =]
Vi VA 14
ko‘rinishda bo‘ladi.

Misol. Quyida M tenzor uchun tenzorli sirtni va bosh o‘qlari

bo‘yicha olingan tenzor sirtlarni topishni ko‘raylik.

110
M,={1 10 3
0 3 1

D> (104) ga ko‘ra tenzor sirt x’+2xy+10)° +6y=+27 =1
ko‘rinishda bo‘ladi. Tenzorning bosh o‘qlari bo‘yicha olingan sistemada
esa
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000
M,={0 1 0| = xZ+11x?=],
0 0 11
sodda ko‘rinishga ega bo‘lib, silindrik sirtdan iborat bo‘ladi. «

9.4. Ikkinchi rang tenzorning invariantlari

7 — paragrafda vektor uzunligi Dekart koordinatalar sistemasini
burishda o‘zgarmasligini, ya’ni invariantligini keltirgan edik. 2 — rang
tenzor uchun ham o‘zining invariantlari mavjuddir. Bunday invariant-
larni aniglash uchun (10.2) xarakteristik tenglmani kengaytirib yozaylik:

| N
13_12(7—“4’7-22_*_7-33)4_2’ 2 2 + 1 13 + 1 1 TZI Tn 7;3 =0.

7-32 7-33 T;l : 7-33 7;1 TZZ )

L Ty T

Tenzomi har xil koordinatalar sistemasida yozish mumkin. Tenzor-
ning xos sonlari (xarakteristik tenglama ildizlari) koordinatalar sistema-
siga bog'liq emas, ya’ni skalyar miqdorlardir. Bu esa xarakteristik
tenglamaning koeffitsiyentlari koordinatalar sistemasini burishda o‘zgar-
masligi, ya’ni invariantligini bildiradi. Bu invariantlar quyidagichadir:

1, =7;1+T12+T33=SP(7;,),

T, T T. T T T T, T, T,
=2 '» no I I S 9.5)
2 To Tl [T Tl [T T s 13 Tzl Tzz Tz; . .
3] 32 33

Invariantlarni tenzorning xos sonlari orqali ifodalash mumkin:
L= A+ A+ A, by = Ay + Ady + A4, [y = A,
Bu invariantlardan foydalanib yangi invariantlarni qurish mumkin:
I} =20, =T+ Ty + Ty + 21,1, + 2T,T, + 2T, = T, T,
Tayanch iboralar
Simmetrik tenzor, antisimmetrik tenzor, ikkinchi rang tenzorning
xos soni, ikkinchi rang tenzorning xos vektori, xarakteristik sirt, tenzor
invariantlari.

Takrorlash uchun savollar

1. Qanday tenzor simmetrik tenzor deyiladi?
2. Antisimmetrik tenzor qanday tenzor?
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3. Tenzorning xos soni qanday topiladi?

4. Qanday vektorga tenzorning xos vektori deb aytiladi?

5. Qanday sirtga tenzorning xarakteristik sirti deb aytiladi?
6. Tenzorning invariantlari nima?

Mustaqil bajarish uchun topshiriglar

1. Tenzorni simmetrik va antisimmetrik gismlarga ajrating,

2. T=(9 -62) tenzorning a) xos sonlarini toping, b) xos
vektorlarini toping, c¢) topilgan xos vektorlarining ortogonalligini
tekshiring, d) bosh o‘qlarga mos kelgan ortlarni aniglang, e) bosh
o‘qlarga mos kelgan tenzorning burish matritsasini keltiring, f) bosh
o‘qlardagi tenzorni toping, g) xarakteristik sirtni quring.

3 -5 6
3. F=| 3 1 -3} tenzorning a) xos sonlarini toping, b) xos
% 3 -2

vektorlarini toping, c) topilgan xos vektorlarining ortogonalligini
tekshiring, d) bosh o‘qlarga mos kelgan ortlami aniglang, e) bosh
o‘qlarga mos kelgan tenzorning burish matritsasini keltiring, f) bosh
o‘qlardagi tenzomi toping.

10. Levi-Chivita simvoli. Inversiya

e Levi-Chivita simvoli.
eVektor koordinatalarining inversiyada almashishi.
o Tenzor miqdorlarning inversida almashishi,

10.1. Levi-Chivita simvoli
Quyidagi qonuniyat bo‘yicha o‘zgaradigan miqdorga Levi-Chivita
simvoli deyiladi:
1, agar {i,j,k} o‘rin almashtirishlarsoni juft bo‘lsa,
£ =11, agar {i, j,k} o‘rin almashtirishlarsoni toq bo‘lsa, (10.1)
0, indekslar ichida bir-biriga tenglari uchrasa.
Masalan, {1,3,2} ifodani {1,2,3} ko‘rinishga keltirish uchun 3 va 2
ni o‘rinlarini bir marta almashtirish kifoya, ya’ni toq shuning uchun
£,=-1 bo‘ladi. &,; ning qiymati esa | ga teng, chunki
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{2.3,1}={1,3,2} ={1,2,3}, almashtirishlar soni 2 ga teng. Uch o‘lchovli
fazoda Levi-Chivita simvolining 27 ta elementi bo‘lib, shulardan uchtasi
1 ga teng:

€13 =€y =63 =1
boshga uchtasi

£33 = €y = E39 =1
-1 ga teng, qolgan barchasi nolga teng bo‘ladi.

Indekslarni siklik almashtirilganda Levi-Chivita simvolining

giymati o‘zgarmaydi:

£

e =€

Jhat =£kl N

Y
Levi-Chivita simvoli yordamida ko‘p amallarni gisqacha yozish
imkoniyati paydo bo‘ladi. Masalan, o‘ng Dekart koordinatalar

sistemasida bazis vektorlari uchun

AR IEA (10.2)
tenglikning to*g‘riligini tekshirish qiyin emas. Xususan,
[en’el] = 8yl = E176) = —€,.

(10.2) ikki tomonini ort ¢ ga skalyar ko‘paytirsak

([Ek’él]’én) = Eiim (EM’EI) = &gl = St
Bundan Levi-Chivita simvolini uch o‘lchovli fazoda aralash
ko‘paytma ko‘rinishda berilishi mumkinligi kelib chiqadi:
& =((2.8,].2)- (10.3)
Levi-Chivita simvoli Kroneker belgisi orqali ham bo‘g‘langan

Sy 0q 95
Ex=[06, 8, &,

Jkl 5L‘2 5/{3
Misol. Quyidagi tenglik isbot qgilinsin.
5 6, &

m

Eun =50 B . (10.5)

n
8y O O

D> O‘ng tomondagi determinantning matritsasini 4 bilan belgilaylik.
Ya'ni ¢,¢,,=detd. ¢, =detB va ¢, =detC belgilashlar kiritaylik.

Matritsani matritsaga ko‘paytirish qoidasidan
S G2 O3\ Om O

al
B-C'= Sp 8 6518y G 6,(=|8, b,

6kl 6&'2 61:3 5/3 2 3 6:13 JH 5bu

(10.4)

uL

S 4

ins

Fb' §-°’ so’
1}
~
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ekanligi kelib chigadi. Xaqgigatan ham, masalan, (B-C’)” element
uchun

(B ) Cr)“ =0,0y + 06,0, +0,,0,; = 8,0, =9,
ekanligi kelib chiqadi. Qolgan elementlar uchun shu kabi tengliklar

o‘rinli bo‘ladi. detC" =detC va det(B-C")=detB-detC’ tengliklardan
(10.5) ning o‘rinliligi kelib chiqadi. 4
Misol. ¢,s,,, =6,0, 3,9, tenglikning o‘rinliligi isbot gilinsin.
D> Oldingi misol natijasidan foydalanamiz. / indeksni & indeks bilan
almashtiramiz:
61'[' 51»1 csm
Euim =0k O Oyl
6kk 5/0" 5L71
Determinantni yoyib d, =3 ekanligini inobatga olsak,

€y Eimn = OO juOin — OO0 jp + O 01t =

m n
dnlajkékn + Jmaﬂc‘skm - amakké_/m = 5im5]n - ma]n' 4
Misol. ¢,&,, ikkilangan yig‘indini hisoblang.
D> &,8m =640, 6,9, tenlikdan foydalanamiz. Bu tenglikda indeks

m — j ni almashtirsak,
Eubyp=90,0,-06,0,=96,-36,=-26,,

y wm gy

bo‘ladi. Uchlangan yig‘indi uchun esa ¢,¢,,

=¢, =6 ekanligini ko‘rish
qiyin emas. 4
Levi-Chivita tenzori invariant tenzor hisoblanadi:
£ =0, 0,08,

in™" jm ol = gy‘k‘

Hagigatan ham,
&y = A ALE,

O X g mt = U\ X 73 + A3 Ay + XA 50 — X (3 —
a a,
TN Oy QX Ay S Xy A =(5.',[5§,?‘-])‘
A Xy Ay
Bu tenglikdan, agar ¢&,¢,& lar o‘ng bazisni tashkil qilsa,
& =(8,[.8])=1 bo‘lishi kelib chiqadi. Aralash ko‘paytmaning
quyidagi xossalarini:
sAralash ko‘paytmada ikki vektor o‘rni almashganda ishorasi
o‘zgaradi;

113

www.ziyouz.com kutubxonasi



eAralash ko‘paytmaning ixtiyoriy ukki vektori mos kelsa u nolga
teng bo‘ladi;
inobatga olinsa (&,[&,é, ]) =&, kelib chiqadi.

Shunday qilib, Levi-Chivita simvoli invariant tenzor ekan.
10.2. Vektor koordinatalarining inversiyada almashishi

Inversiya jarayonida koordinata sistemasining ortlarining yo‘nalishi
teskarisiga almashadi:

g=-%.
Inversiyada koordinatalarni almashtirish matritsasi
-1 0 0
a,=[0 -1 0 (10.6)
0 0 -1

ko‘rinishda bo‘ladi. Inversiyada ¢,é,,¢, o‘ng sistema chap sistema bilan
almashadi:
(@-218)=1 = (7.2]5)=-1.
Bunday almashtirishning of‘ziga xosligini quyidagi misolda
izohlaymiz. Uchta a={1,2,1}, 5={2.1.2}, va &={3.0,-3} vektorlarni
qaraylik. [&,5] vektor ko‘paytmani topaylik:

él é‘2 é3
[ab]=p1 2 1]|=35-3z,
2 1 2

ya’ni [5,5]:{3,0,—3}. Shuning uchun [5,5]=E bo‘ladi. Koordinatalar
sistemasini inversiyaga almashtiraylik:
@={-1,-2,~1}, &'={-2,-1,-2}, & ={-3,0,3}.
I:&’,E’] vektor ko‘paytmani topaylik:

- - b

e € &
[a.5]=]-1 2 -1|=35-33,
2 -] =2

ya'ni [6’,5’]={3,0,—3} va [a’,5’]¢5' . Boshlag‘ich sistemada vektorlar
teng bo‘lyapti. Inversiyadan so‘ng bu tenglik o‘rinli bo‘lmayapti.
Demak, bundan ko‘rinadiki, [&,5] va ¢ vektorlar inversiyadan

s0‘ng o‘zlarini har xil tutar ekanlar.
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Ta’rif. Agar koordinatalar sistemasining inversiyasida vektor o‘z
yo‘nalishini o‘zgartirmasa (koordinatalari ishorasini o‘zgartiradi),
bunday vektorga qutb vektor deyiladi. Agar inversiyada vektor o‘z
yo'‘nalishini teskarisiga almashtirsa (koordinatalari o‘zgarmasa), aksial
(psevdovektor) deyiladi.

Bizning misolda 4,5 va ¢ vektorlar qutb vektorlar. [5,5] aksial

vektordir. Fizikada qutb vektorlarga siljish vektori S, tezlik vektori ¥,
tezlanish vektori @ va £ kuch vektor va h.k.lar misol bola oladi. Ikki
qutb vektorning vektor ko‘paytmasi aksial vektor bo‘lgani uchun impuls
I =[F,m\7] va kuch K =[F,F‘ ] momentlari aksil vektordan iborat bo‘ladi.

10.3. Tenzor miqdorlarning inversida almashishi

Ortogonal almashtirish matritsasi uchun deta=+1 bo‘lsa, birinchi
tur almashtish deyilishi aytilgan edi. deta=-1 bo‘ganda ikkinchi tur
almashtirish deyilib, bunday almashtirishlar sistemani burish va
inversiyalash jarayonida ro‘y beradi.

Psevdovektor tushunchasi kabi psevdotenzor tushunchasi kiritiladi.

Ta’rif. Agar uch o‘lchovli fazoda 3% miqdorlar ortogonal
koordinatalar sistemasini burishda eski va yangi bazislarda

T . =deta-a o, e T, . (10.7)

qoida bo‘yicha bog‘langan bo‘lsa, bunday miqdorlarga R- rang
psevdotenzorlar deyiladi.

Psevdotenzorlarning almashish qonuni deta =1 bo‘lganda oddiy
tenzorlardan farq qilmaydi.

Psevdotenzor uchun amallar quyidagicha kengaytiriladi:

> Bir xil rangdagi psevdo tenzorlarni qo‘shish mumkin,
natijada shu rangdagi tenzor hosil bo‘ladi.

> Tenzorni psevdotenzorga ko‘paytirish mumkin. Natijaviy
tenzor rangi ko‘paytuvchi tenzorlar ranglari yig‘indisiga teng bo‘ladi.

> Psevdotenzorlarni juft indeksi bo‘yicha yig‘ishtirish mumkin.
Natijaviy tenzor rangi berilgan psevdotenzor rangida 2 birlik kam
bo‘ladi.

1-misol. Dekart koordinatalar sistemasini z o‘qi atrofida 90° ga
burish va inversiyalash natijasidagi almashtirish matritsasini toping.
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-1 0 0
D> Izlanayotgan matritsa inversiya | 0 -1 0 | va Oz o‘qi atrofida
0o 0 -1
cosg sing O
@ burchakka burish | -sing cos¢ 0| matritsalarining ko‘paytmasiga
0 0 1
teng bo‘ladi. Demak, ¢ =90 uchun izlanayotgan matritsa
-1 0 00 10 0 -1 0
0 -1 0(|]-1 0 O0}]=|1 0 O
0 0 -1/t0 0 1 0 0 -1
ko‘rinishda bo‘ladi. «

2-misol. Psevdovektor koordinatalarining inversiya natijasida
o‘zgarishini aniqglang.

D> Inversiyada psevdo vektor koordinataladri c,'=deta,,-(a,,)ucj
gonuniyat bo‘yicha o‘zgaradi. Bu yerda (a,,)”=—5‘.l. va deta,=-1
bo‘lgani uchun ¢/ =4,c,=c,. Demak, psevdovektor koordinatalari
inversiyda o‘zgarmas ekan (vektorlar koordinatalari inversiyada
ishorasini o‘zgartiradi). «

3-misol. a, va b, vektorlar va ¢, Levi-Chivita simvoli berilgan
bo‘lsin. ¢,a,6, miqdor qanday miqdor?

D> Ikki indeks yig‘ishtirish natijasida 1 — rang psevdovektor hosil
bo‘ladi. Shuni tekshiramiz. Vektor va Levi-Chivita simvolinig almashish

M 7
qonunidan g,ab, =deta-a,a,a,¢8,.2,8,2.b,. @,2,=6,, 0,2, =35,,
bo‘lgani uchun
! 1t
£4a jb =deta -q, é'MI,é:,qe,,,"a =deta-a,¢,,4a,b,.

=¢,ab,  begilab tenglikni ¢/ =deta-a,c, ko‘rinishda yozish

cl
mumkin. 4
Tayanch iboralar
Levi-Chivita tenzori, inversiya, psevdovektor, psevdotenzor.

Takrorlash uchun savollar
1. Levi-Chivita tenzorining rangi nechaga teng?
2. Levi-Chivita tenzorining invariant tenzorligini ko‘rsating.
3. Qanday vektorlar aksial vektorlar deyiladi?
4. Psevdotenzor qanday miqdor?
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Mustaqil bajarish uchun topshiriglar

01 3
1. Biror koordinatalar sistemasida C,=|1 2 0 | tenzor berilgan.
30 -1

€,.C, miqdorni hisoblang.

2. B={1,-12}, C={0,2.1} vektorlar berilgan. ¢,B8C, miqdorni
aniglang.

3. Koordinata o‘glarini Oz o‘qi atrofida 90° ga burish va invarsiya
natijasida hosil bo‘ladigan almashtirish matritsasini quring.

11. Tenzor tahlil elementlari

Agar fazoda yoki uning biror qismida biror n — rang tenzor mos
go‘yilgan bo‘lsa, n — rang tenzor maydon berilgan deyiladi. Biz birinchi
bobda 0 — va 1 — rang tenzorlar (skalyar va vektor maydonlar) bilan ish
ko‘rgan edik.

Tenzor maydonlar uchun ham tenzorlar algebrasining barcha
goidalari saqlanadi.

Dekart koordinatalar sistemasini almashtirishda 7(x,,x,,x;) radius vektor-
ning almashish qoidasi har qanday vektoming almashish qoidasi kabi bo‘ladi:

X =X, (1LY

{x,x;,x;} koordinatalarni {x,x,,x;} larning funksiyasi deb qarasak,
ya’ni x =x/(x,x,,x,)

&, (11.2)
CXJ
bo‘ladi. Teckari almashtirish matritsasi esa
at= &
© o ’
a, matritsaning ortagonalligidan ;' = a; =, bo‘ladi. Shuning uchun,
o _ %
&, ox
Tenzor maydonning sodda xossalarini keltiramiz.

» Tenzor maydonni skalyar argument bo‘yicha differensiallash ten-

zor rangini o‘zgartirmaydi. Buning isboti xosila ta’rifidan kelib chiqadi
dT,[.(r) = lim T/L(t + At)— T,L(t)
dt a0 At '
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» Tenzor maydonni radius vektor koordinatalari bo‘yicha bir marta
differensiallashda uni rangi birga oshadi.
Xagqiqatan ham, ikkinchi rang 7,(x,x,,x;) tenzor berilgan bo‘lsin.

Mumkin bo‘lgan barcha xususiy hosilalarni garaylik - —gi‘— va uning

almashish qonuniga e’tibor beraylik
o7, (x) ot (x' oT,..(x") &,
O; =0l a‘;( ) =y —é;g—)&—

m m " L]

(11.1) va (11.2) lardan x;=am.x,,,§i=
o () _ o ()
E;——a,., ek m—az—.

Ya’ni ikkinchi rang tenzordan radius vektor koordinatasi bo‘yicha
hosila olinganda uchinchi rang tenzorning almashish qonuni bo‘yicha
o‘zgarishini ko‘rsatadi.

Xususan, nolinchi rang tenzor — skalyar ¢(#) maydonning koordi-
natalar bo‘yicha xususiy hosilasini ko‘raylik.

a,, . Shuning uchun,

1-misol. ¢(F}=r maydonning gradientini tenzor qoidalari bo‘yicha
topaylik.

D(gradr =_=_\/— x,x, Ox,

Bundan gradr=7/r kehb ch1qad1.<
Tenzor belgisi yordamida a(F) vektor maydonning divergensiyasi

(x,,x,,)=—-2x notng X
. -

diva =(§,a)=%,

va rotorini

rot&'-—é,[iﬂ =é,5,,kai 'Y

ko‘rinishda yozish mumkin. «
2-misol. a(i")=rf maydonning divergensiya va rotorini hisoblaylik.

D div(r7)=(9,rF)= grx, +rd, =x %+ Ir=

(rat(r?))‘ = [e,n’l =£, :cgfrxk =€, (xk —ti +rd, ) =0.4

J
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1-ILOVA. VEKTORLARGA OID ASOSIY MA’LUMOTLAR

Vektorlarning skalyar ko‘paytmasi. Ikki vektorning skalyar
ko‘paytmasi — (5,6) skalyar miqdor bo‘lib, quyidagi xossalarga ega:

> (29)-(6.4),

» (d,d)20,

> (,(ab, +Bb))=a(d,5)+B(a,5,).

Ikki vektorning skalyar ko‘paytmasi

(5,5) = |5||5|c030
formuladan, yoki
(5,5) =ab, +a.b. +ab,

formuladan hisoblanadi. Bu yerda |t7| va |5| — @ u b vektor uzunliklari,

0- @ va b vektorlar orasidagi burchak , a,, a, va ay- @ vektorni Ox, Oy
va Oz o‘qlardagi proyeksiyalari
d=agé +a,é, +age,
Vektorlarning vektor ko‘paytmasi. Quyidagi xossalarga ega
bo‘lgan vektor axb = [517] = [a,b] :
> [4)=-53),
> [a.(ab + b)) |=ala,b )+ Blab, ],
[e.6;]1=¢,, [6;.¢;1=¢, [6;,6]=¢,
(&é,.€,,é, — ortlar). Vektor ko‘paytmaning moduli ko‘paytuvchi vektor-
lardan tuzilgan parallelogram yuziga teng:
[4.6] =|d|-|5|sine
Vektor ko‘paytmaning koordinatalari quyidagi formuladan topiladi:
& & &
[ﬁ,l;] ={aqy a, ay=
b b, b
=¢ (azbs -asb, )+ é (asbl -ab, )+ é (albz - azbl)
Tkkilangan vektor ko‘paytma uchun quyidagi formula o‘rinlidir:

[a[6.¢]]=5(a¢)-2(ab)=b(ac)-(ab)e.
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Vektorlarning aralash ko‘paytmasi. (a.[6,é])) - skalyar migdor
bo‘lib, uning moduli  ko‘paytuvchi  vektorlardan tuzilgan
paralellopipedning hajmiga teng. Vektorlarning aralash ko‘paytmasi
siklik almashtirishlarda o‘zgarmaydi. Ikki ixtiyoriy vektorlar ornini
almashtirilganda esa aralash ko‘paytma ishorasini o‘zgartiradi:

0 e 5 o A )

Aralash ko‘paytmadagi ixtiyoriy ikki vektor kolleniar bo‘lsa, ara-
lash ko‘paytma nolga teng. Aralash ko‘paytma quyidagicha hisoblanadi:

al aZ a3
@fz)=l6, b, b&l=2v
cl cZ CJ

Buyerda V &, b va ¢ vektorlardan hosil gilingan parallelopiped
hajmi. Agar uchlik vektor o‘ng sistemani tashkil qilsa + isora bilan, chap
sistemani tashkil gilsa - ishora bilan olinadi.

7y (x0, ¥9,20) nuqtadan o‘tuvchi H (a,b,c) vektorga perpendikulyar
bo‘lgan tekislikning vektor shakldagi ko‘rinishi

((’—' - ’—'o)’ H ) =0
bo‘ladi, koordiatalar shakldagi ko‘rinishi:
alx = xg)+ by = yo )+ c(z - z5)=0.

H (a,b,c) vektorga parallel 7 (xy,vo.2,) nuqtadan o‘tuvchi to‘g ri

chiziq tenglamasi

F=F+tH
ko‘rinishda bo‘ladi, ¢ ixtiyoriy haqiqly son. Bu tenglamaning
koordinatalardagi ko‘rinishi :

X=Xx,+ta
Y=y, +tb
z=2z,+tc

Chiziqqa o‘tkazilgan urinma tenglamasi. Fazoviy L chiziq
tenglamasi  x=x(t), y=yt), z=z(t) a<t<f bo'lsin. (a<t<p).
Mix(ty)y(ty).z(ty) €L biror nugta bo‘lsin. L chizigning M, nugqtasiga
o‘tkazilgan urinma tenglamasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

X=Xy _Y—Yo_Z"%

X)) Y)W

L chizigning M, nugtasiga o‘tkazilgan normal tekislik tenglamasi:
XU )x=x,)+ YU v =y.)+ U )z - 5,) = 0.

120

www.ziyouz.com kutubxonasi



S sirt tenglamasi  F(x,»,2)=0  ko‘rinishda bo‘isin. Sirtning

My(xp,y024) nuqtasiga o‘tkazilgan urinma tekislik tenglamasi:
Fx’(xo’YO,zo)(x"xo)'*' F;-.(xoa}’oazo)(y_,"o)"' Fz’(xo»yo’zo)(z_zo) =0.
Sirtning My(x.y5,20) nuqtasiga o‘tkazilgan normal tenglamasi:
(x_xn) + (y_yu) + (z_zo) =0
F;(xn:J’mzo) F_l:(xm)"mzo) F:'(xo’.)'n’zo)

Skalyar argumentli vektor funksiya. Agar t parametrning har bir
giymatiga biror a(t) vektor mos qo‘yilsa, bu vektorga skalyar argu-
mentli vektor funksiva deyiladi.

a(r) vektorning boshi koordina-
L talar boshidan chiqqan deb qaraymiz.
U holda ¢ parametming o°zgarishi
natijasida koordinatalari  x(¢), 3{f),
z(t) dan iborat bo‘lgan a(t) vektorning

oxiri parametrik tenglamalari

x=x(t), y=y@), <z=:z(),
ko‘rinishda berilgan biror L chizigni
I-rasm ifodalaydi (1- rasm).

a(r) vektor L chizigning radius
vektori bo‘lgani uchun yagona
F=F(t)=x(t)i + y(0)] +2()k
vektor tenglama orqali ifodalash mumkin.

Ta’rif. t parametrning o zgarishi natijasida ¥(t) vektorning oxirini
ifodalovchi nuqtalarning geometrik o 'rni L chizigqa vektor funksiyaning
godografi deyiladi (1 — rasm).

Agar d(r) vektorning fagat moduli o‘zgarsa uning godografi
koordinata boshidan chiqadigan nurdan iborat bo‘ladi. Agar a(r) vektor-
ning moduli o‘zgarmas bo‘lib, (|d@(r)|=const) uning faqat yo‘nalishi
o‘zgarsa uning godografi markazi koordinata boshida bo‘lgan radiusi
vektor moduliga teng bo‘lgan sferada yotuvchi chizigdan iborat bo‘ladi.

Skalyar argumentli vektor funksiya limiti. Yetarli darajada
kichik ixtiyoriy &> 0 son uchun |t-1,|<& tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha t lar uchun

lF(t)—Z|<s
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tengsizlik bajarilsa, A vektor 7(t) vektorning t—t, dagi limiti deb
aytiladi va u quyidagicha yoziladi lim7(¢)= A

Xossalari:

Agar !Ep&(t):ﬁ da }i_LnE(r)=§ bo‘lsa,

a) !i_Ln(a(t) £b(r))=4+B

b) !331(&(:)5(:))425)
bo‘ladi, bu yerda (a(t),E(t))— skalyar ko*‘paytma.

Agar  F()=x(1)i + p0)j + =)k bo‘lib, limf()=A4A va

A=aji +a,j +ak bo‘lsa, u holda quyidagi xossa o‘rinli bo‘ladi
!imx(t) =a,, !1_91 yit)=a,, !I_E’l (t)=aqa,
Vektor funksiyadan skalyar argument bo‘yicha hosila. Agar
vektor funksiya F=F(t) (ty , t;) oraligda t ning har bir giymatida
aniglangan bolsin. t (ty, t;) oraligda At orttirma olganda 7 vektor Ar

orttirma olsin. U holda lim éA—: limit mavjud bo ‘lsa, unga vektordan

olingan hosilasi deyiladi.
Uni quyidagicha yozishimiz mumkin:
dar(t) = lim _AL= lim Fit+AD=F(@)
dt A0 A a0 At

Agar  F(e)=x(0)i + y(t)j +=()k bo‘lsa, u holda % quyidagiga teng
bo‘ladi

dt dt dt dt

Skalyar argumentli vektor funksiyadan olingan hosilaning
geometrik ma’nosi. Skalyar argumentli vektor funksiyadan biror
nuqtasida olingan hosila berilgan vektor funksiya godografining shu
nuqtasiga o‘tkazilgan urinma bo‘ylab yo‘nalgan bo‘ladi.

Skalyar argumentli vektor funksiyadan olingan hosilaning
mexanik ma’nosi. Biror harakatlanayotgan nuqtaning radius vektoridan
olingan hosila nugtaning shu momentdagi tezligiga teng:

. .. Ar d&F@t)y
v=lim—=——=F
a0 Af dr
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Vektor funksiyadan differensial olishning asosiy qoidalari:

1. Agar ¢-o‘zgarmas vektor bo‘lsa, §=0 bo‘ladi.

2. Vektor funksiyalar yig‘indisining differensiali alohida differen-

siallar yig‘indisiga teng bo‘ladi, yani d(a(tzi ;t b@) _ d(Zf'» + d(f;f')) .
3. a(t) vektor funksiya bilan m(¢) skalyar funksiya ko‘paytmasining
hosilasi quyidagicha bo‘ladi:
d(ma) da _.dm
—=m—+a—.
dt dt dt

1. 480 (18).(%5)
dt dt dt

5 M=[z@,g]+[a,ﬁ].
dr dt dt
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2-ILOVA. VEKTOR TAHLIL KURSIDA MAPLE TIZIMIDAN
FOYDALANISH

Maple - bu kompyuterda analitik va sonli hisoblashlami bajaruvchi,
algebra, geometriya, matematik analiz, differenstial tenglamalar, diskret
matematika, fizika, statistika, matematik fizika, vektor va tenzor
masalalarini-dastur tuzmasdan yechish imkoniyatini beruvchi matematik
tizim (sistema)—paketdir.

Maple simvolli va sonli hisoblashlarni tez va effektiv bajarish uchun
mo‘ljallangan hamda elektron xujjatlarni tayyorlash va grafik
vizuallashtirish, interaktiv vositalariga ega bo‘lgan kompyuter
matematikasining yetakchi tizimlaridan biridir.

Biz bu yerda foydalanuvchi Maplening elementar komandalari bilan
tanish deb faraz qilamiz. Bu yerda bayon gilinadigan barcha
ma’lumotiar Maple 13 tizimida olib boriladi.

Maple ishga tushirilgandan so‘ng uning ko‘rinishining bir qismi
quyidagicha bo‘ladi.

Fle EdR View Nuet Foqmat Tabie Drvdng Pt Gpmeadsduet Tools Window L,',‘P"‘""

T e ® mrd%o&dm = B

1. Chiziqlar va sirtlar grafigini qurish

Oshkor ko‘rinishda berilgan chiziq grafigini qurish. y= f(x)
ko‘rinishdagi funksiya grafigini Ox o‘qining a<x<4 oraliqdagi va Oy
o‘qining ¢ < y <d oraliqdagi grafigini ekranda yoritish uchun plot(f(x),
x=a..b, y=c..d, parametrlar) komandasidan foydalaniladi, para-
metrlar tasvirni qayd qilish usullarini ifodalaydi. Komandada para-
metrlar tushib goldirilishi mumkin, unda avvaldan kelishish qoidasi
ishlaydi.

Plot komandasining asosiy parametrlari:

o title="text’, text grafikning sarlavhasi;
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s coords=polar — polyar koordinatalar sistemasini o‘rnatish
(coords parametri tushib qoldirilsa, dekart koordinatalar sistemasi
ishlaydi);

e axes — koordinata o‘qlarining turini aniqlaydi: axes=normal
oddiy o‘qlar; axes=boxed — grafik ramkaga olinadi; axes=frame —
o‘qlar tasvirning pastki chap burchagida joylashadi; axes=none —
tasvirda o‘qlar keltitilmaydi;

e scaling — tasvir masishtabini aniqlaydi: scaling=constrained
o‘qlar bo‘yicha mashtab bir xil; scaling=unconstrained grafik darcha
o‘lchamiga qarab aniqlanadi;

o style — grafik chizig‘ining ko‘rinishini aniglaydi: style=line -
tutash chiziglar, style=point — grafik nugqtalar ko‘rinishida;

e color - chiziq rangini berish uchun ishlatiladi, masalan,
color=yellow parametrida chiziq rangi sariq rangda chiqadi;

e xtickmarks=nx va ytickmarks=ny — Ox va Oy o‘qidagi belgilar
soni; '

e thickness=n, n=1,2,3..- chiziq qalinligi (bu parametr keltiriimasa
n=1 bo‘ladi);

e symbol=s — simvol turini aniqlaydi: box, cross, circle, point,
diamond;

¢ font=[f,style,size] — tekstni chiqarishning shriftini aniglaydi: f —
TIMES, COURIER, HELVETICA, SYMBOL; style shrift stelini
aniglaydi — BOLD, ITALIK, UNDERLINE, size - shrift o‘Ichami;

¢ labels=[x,y] — koordinata o‘qlarini belgilash (nomlash).

plot komandasi yordamida parametric ko‘rinishda y=y(t), x=x(t)
berilgan chiziglar garfigini ham chiqarish mumkin, bunda komanda
plot([y=y(t), x=x(t), t=a..b],parametrlar) ko‘rinishda bo‘ladi.

1 - misol. y=% funksiya -4z <x<4r oraliqdagi grafigi Mapleda
quring.

D> plot(sin(x)/x, x=-4*Pi..4*Pi, labels=[x,y], labelfont=[TIMES,
ITALIC,12], thickness=2); komandasi bajarilishi natijasida ekranda 1
—-rasmdagi grafik namoyon bo‘ladi. Agar komandada  plot(sin(x)/x,
x=-4*Pi..4*Pi, labels=[x,y], labelfont=[TIMES,ITALIC,12],
thickness=2, style=point, symbol=circle); ko‘rinishda o‘zgartirilsa
uning natijasida 2 ~rasmdagi grafik hosil bo‘ladi. €

2 — misol. x=sin2t, y=cos3t, 0st<2x parametrik ko‘rinishda
berilgan funksiya frafigini Mapleda ramkaga olib quring.
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D plot([sin(2*t),cos(3*t),t=0..2*Pi], axes=boxed, color=blue);
komandasining natijasida 3 — rasmdai grafik hosil bo‘ladi.

I,O“.

3 -rasm 4 -rasm

3 —misol. Polyar koordinatalarda berilgan kardiodaning p=1+cos¢
grafigini nomi bilan quring.

D> plot(1+cos(x), x=0..2*Pi, title="Cardioida", coords=polar,
color=gold, thickness=3);
komandasning natijasida 4 —rasmdagi grafik namoyon bo‘ladi. 4

Oshkormas funksiya grafigini qurish. Oshkormas F(x,))=0
funksiya grafigini qurish uchun avval plots paketini sozlaymiz:
with(plots), so‘ng implicitplot(F(x,y)=0, x=x1..x2, y=yl..y2)
komandasini qo‘llaymiz.
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Oshkor ko‘rinishda berilgan sirt grafigini qurish. z= f(x,y)
ko‘rinishda berilgan funksiyaning grafigini Mapleda qurish uchun
plot3d(f(x,y), x=xl...x2, y=yl...y2, parametrlar) komandasidan
foydalanamiz. Bu komanda yordamida funksiyaning x1<x<x2, yisysy?
sohadagi grafigi namoyon bo‘ladi.

1-misol. z=x"+p' funksiyaning -2<x<2, -2<y<2 sohadagi
grafigini quring. '

D> Buning uchun- plot3d(x*2+y~2,x=-2..2,y=-2..2); komanda
yordamida berilgan funksiyaning grafigi ekranda yoritiladi (5 —rasm),
plot3d(x*2+y~2,x=-2..2,y=-2..2, linestyle=dot) komandasi yordamida
6 - rasmdagi grafigi hosil bo‘ladi.

6-rasm

Grafik ekranda namoyon bo‘lgandan so‘ng uni belgilab, har xil
holatlarda namoyon gilish mumkin. Buning uchun sichqonchaning o‘ng
tugmasidan foydalaniladi. <

2-misol. z = x sin 2y + y cos3x funksiyaning (x.y)e{-x,7] sohadagi
grafigini qurish.

> Buning uchun Mapleda

plot3d(x*sin(2*y)+y*cos(3*x),x=-Pi..Pi,y=-Pi..Pi,
grid=[30,30],axes=framed);

komandasini teramiz va enter tugmasi bosilgandan so‘ng ekranda 7
— rasmdagi grafik hosil bo‘ladi. <

Oshkormas ko‘rinishda berilgan sirt grafigini qurish.
Oshkormas ko‘rinishda berilgan F(x, y, z) = ¢ funksiya grafigini qurish
uchun implicitplot3d(F(x,y,z) =e¢, x=xl.x2, y=yl..y2,7=z1..22)
komandadan foydalaniladi.
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8 - rasm

Misol. Tenglamasi x’+y’+z°=4 ko‘rinishdagi sharni qurish.
D> Mapleda quyidagi komandani kiritamiz.
with(plots): implicitplot3d(x*2+y~2+2z"2=4,
x=-2..2, y=-2..2, 7=-2..2, scaling=CONSTRAINED);
komanda bajarilishi natijasida 8 - rasmdagi shar qayd qgilinadi. <
Fazoviy chiziq grafigini qurish. x=x(1), y=y(t), z=z(t) parametrik
ko‘rinishda berilgan chiziqning Mapleda grafigini qurish uchun
spacecurve([x(t),y(t),z(t)],t=t1..t2);
komandadan foydalaniladi.
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Misol. Tenglamasi x =sint,y = cost,z=¢' ko‘rinishda berilgan
chizigning grafigini qurish.

D> Buning uchun

spacecurve([sin(t),cos(t),exp(t)], t=1..5, color=blue, thickness=2,
axes=BOXED);
komandasi yordamida 9-rasmdagi grafik hosil bo‘ladi (color parametri
chiziq rangini ifodalaydi, thickness parametri esa, chiziq qalinligini
ifodalaydi).

Sirtlar va chiziqlarni Maplening maxsus paketlaridan biri bo‘lgan
«Vector Calculus» paketidan foydalanib ham qurish mumkin. Buning
uchun

with(VectorCalculus):
komanda yordamida paket sozlanadi. Shundan keyin, masalan,
r:=PositionVector([cos(t),sin(t),t]);
komandasi ishga tushirilganda parametrik tenglamasi x=cost, y=sint,
z=t ko‘rinishdagi vektor qayd gilinadi:
cos(t)
r:=| sin(t)
t

PlotPositionVector(r,t=0..4*Pi,curveoptions=[axes=boxed]);
komandasi fazoviy chizigning re[0,4r] oraliqdagi grafigini ekranda
yoritadi (10 —rasm).

12 - rasm
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Agar yuqoridagi komandaga quyidagicha o‘zgartirish Kiritilsa,
chizigning urinma vektorlarini ham ko‘rsatadi (11 — rasm).
PlotPositionVector(r,t=0..4*Pi, tangent=true,
curveoptions=[axes=boxed]);
Agar komandada urinma vektorni qaysi nugqtalarda o‘tkazish
kerakligi ham ko‘rsatilsa, masalan, quyidagi komanda:
PlotPositionVector(r,t=0..4*Pi, tangent=true,
points=[0,Pi,2*Pi,3*Pi],curveoptions=[axes=boxed]);
bajarilishi natijasida ekranda 12 — rasmdagi chiziq qayd qgilinadi.
R:=PositionVector([sqrt(2)*cos(un),sqrt(2)*sin(u),v]);
komanda ishga tushirilganda parametrik tenglamasi x = V2 cosu, y = V2sinu,
-=v, ko‘rinishda bo‘lgan radiusi 2 ga teng bo‘lgan silindrik sirtni
aniqlaydi:

V2 cos(u)
R:= J—Z_sin(u)
v
va
'\
2
l-.
o
-]—
-2
1T i
o u,'?"’rm s ¢
13 —rasm 14 — rasm

PlotPositionVector(R,u=0..2*Pi,v=-
2..2,surfaceoptions=[axes=boxed});
komanda natijasida ekranda 13 — rasmda keltiriigan ko‘rinishdagi
silindrik sirt namoyon bo‘ladi.
w:= PositionVector([v*cos(u),v*sin(u),v]);
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PlotPosition(w,u=0..2*Pi,v=-2..2, surfaceoptions=[axes=boxed]);
komandalarning bajarilishi natijasida ekranda 14 — rasmdagi sirt gayd
qgilinadi.

Sirtlarning grafigini qurishda silindrik yoki sferik koordinatalar
sistemasidan foydalanish mumkin. Masalan, quyidagi komandalar:

plot3d([r,theta,r”2],theta=0..2*Pi, r=0..2,coords=sylidrical);

plot3d([1,theta,phi],theta=0..2*Pi, phi=0..Pi, coords=spherical);
yordamida ekranda 15 - va 16 — rasmlar paydo bo‘ladi.

15- rasm 16- rasm

2. Sath chiziglarini qurish

Skalyar maydonning sath sirt va chiziglarini chizish uchun
contourplot va contourplot3d komandalaridan foydalaniladi.

Misol. -=x* +y* funksiyaning 1, 4 va 9 teng bo‘lgan sath chiziglarini
qurish.

D> Buning uchun

contourplot(x*2+y~2,x=-3..3,y=-3..3,countours={1,4,9], coloring
[black, black, black], axesfont=[TIMES,ITALIC,20],
labelfont=[TIMES,ITALIC,20}, thickness=3); ,
komandani ishga tushirgandan so‘ng, ekranda 17- rasmdagi grafik hosil
bo‘ladi.
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17 - rasm

18 - rasm ' 19 - rasm

Sath chiziglarini plot3d komandasida style=PATCHCONTOUR
parametr bilan ham amalga oshirsa bo‘ladi. Masalan, quyidagi komanda
bajarilganda

plot3d(x*2+y”2, x =-3..3, y =-sqrt(9- x*2)..sqrt(9-x"2), axes =
normal, axesfont=|TIMES,ITALIC,20],
labelfont=[TIMES,ITALIC,20],thickness=3,
style=PATCHCONTOUR);

bo‘yicha ekranda 18- rasmdagi grafik hosil bo‘ladi.

Misol. :=—1_+ 02 —_ 03 — sirtning grafigi-

X +y (x+12)" +(r-15) (x-09) +(y+L1)*
ni sath chiziqlari bilan quring.
D> Buning uchun quyidagi komanda
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plot3d(1/(xA2+y~2)+0.2/((x+1.2)2+(y-1.5)*2)+0.3/((x-
0.9)"2+(y+1.1)2), x=-2.2, y=-2.2.5, view=[-2.2, -2.2.5, 0..6],
grid=[60,60], shading=NONE, light=[100,30,1,1,1], axes=NONE,
orientation=[65,20], style=PATCHCONTOUR);
yordamida ekranga 19 —rasmdagi grafik chigadi. <«

3. Vektor maydon

Vektor maydon amallari ustida Mapledan foydalanishda quyidagi
komandalar yordamida sozlanadi:
with(plots): with(VectorCalculus):
Vektorni Mapleda yozish usullari ko‘p, masalan
u=<a,b,c>; v:=<lm,n>, w:=[x,y,z];
komandalar yordemida u, v va w vektorlar hosil gilinadi:
u=(a)e, + (b)e)_ + (c)e,
v=(le + (mle + (n)e,
w=[x,p,z]
Buyerda e,.e,.e, ortlardir.
DotProduct(u,v);yoki u.v
komandalar vektorlarning skalyar ko‘paytmasini beradi:
al+bm+cn,
CrossProduct(<a,b,c>,<d,e,f>) yoki (<a,b,c>)&x(<d,e,f>)
komandalar yordamida esa, ikki vektorning vektor ko‘paytmasi topiladi:
(bf—cele+(cd—afle,+ (ae—bd)e,
norm(u,2)
komandasi yordamida vektorning uzunligi topiladi:

VlaP + bl + e

Skalyar maydon gradienti. Yo‘nalish bo‘yicha hosila.Vektor
maydonlar bilan ish ko‘rishda, avval, koordinatalar sistemasini yuklash
kerak. Masalan, dekart koordinatalar sistemasini o‘rnatish uchun

SetCoordinates('cartesian'y ,);
komandasidan foydalaniladi. Biror skalyar maydonning gradientini
topish uchun quyidagi komanda bajariladi:
gradF:=Gradient(x*2*cos(y*z)); yoki Nabla(x"2*cos(y*z));

va uning bajarilishi natijasida

gradF =2x cos{yz)e — x? sin(yz) e — X sin(y z) ye
x y z
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F=xcos(yz) skalyar maydonning gradient topiladi. Bu yerda
e,,€,, ¢, lar dekart koordinatalar sistemasining ortlaridir.

Yo‘nalish bo‘yicha hosilani topish uchun DirectionalDiff(f,v,c)
komandasidan foydalaniladi. Bu yerda f skalyar maydon, v yo*nalishni
ko‘rsatuvchi vektor, ¢ tanlangan koordinatalar sistemasi.

Misol. x* +y* +-* skalyar maydonning {3,4,0} vektor yo*nalishdagi
hosilasini toping.

D DirectionalDiff(x2+y~2+z2"2,<3,4,0>,’cartesian’y,,,);
komandasi ishlatilganda

6,48,
5 5
maydonning yo‘nalish bo‘yicha hosilasi topiladi.

Yo‘nalish bo‘yicha hosilaning biror nuqtadagi, masalan, (2,1,1)
nuqtadagi, giymatini hisoblash zaruriyati bo‘lsa, quyidagi komandani
ishlatsak

DirectionalDiff(x*2+y*2+z"2,point=(2,1,1],<3,4,0>,’cartesian’,,
v2)3
)ekranda 4 giymat chigadi. <

Vektor maydon divergensiya va rotori. Laplasian. Vektor
maydon divergensiyasi va rotorini Mapleda hisoblash uchun koordi-
natalar sistemasi sozlangandan so‘ng vektor maydon berilib Divergence
va curl komandalaridan foydalaniladi. VectorField komandasi
yordamida vektor maydon beriladi.

Misol. a={—>_ ¥ = _ } vektor maydonning divergensiya
x“+y x+y x4y

va rotorini toping.
D> a:= VectorField((x;y,z)/(x*2+y"2));
komanda yordamida vektor maydon aniqglanadi:

X y z
a=|——7> | + 2 + 2
[x2+y2)‘ (xz+y2)" [x2+yz]=
Diva:=Divergence(a) va rota:=curl(a) komandalari bajarilishi
natijasida maydonning divergensiya va rotori aniglanadi:
242 3 2yt
2 2, 2 2
(x2 + _vz) ¥ty (xz + )_2)
2zy 2zx
2 2
(xz + ",2) ¥ (x2 + y2) Y

diva = -

rota == —
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1

2+y!

simplify(diva); komandasi esa soddalashtirib ifoda hosil

qiladi. Xuddi shunday natijalarga diva:=Nabla.a; rota:=Nabla &x a;
komandalar yordamida ham erishish mumkin. «

Skalyar maydonning Laplas operatorni topish  uchun
Laplacian(f,c) komandasi ishlatiladi. Bu yerda f skalyar maydon ¢ esa
koordinatalar turini aniqlaydigan parametr. Vektor maydonning Laplas
vektorini topish uchun esa Laplacian(a) komandadan foydalaniladi. Bu
yerda a biror vektor maydon.

Misol. x* +y? +-* funksiyaning Laplas operatorini topaylik.

D> Buning uchun

Laplacian(x*2+y”2+z"2,’cartisian’, ; ;);
komandasini bajarilishi natijasida 6 soni qayd gilinadi. «

Misol. v={x’,y’,z} vektor maydonni Laplas operatorini topaylik.

D> Buning uchun

Laplacian(VectorField(<x’,y2,z>,’cartisian’,.,. )}
komandani teramiz va uni ishga tushirsak
6x2, + 22,

ma’lumot ekranga chigadi. d

Vektor maydonni grafik usulda tasvirlash. Vektor maydonlami
grafik tasvirlash uchun fieldplot(f,r1,r2,p) va fieldplot3d(f,r1,r2,r3,p)
komandalari ishlatialdi. Bu yerda f vektor maydon, r1 va r2 lar argu-
mentlarning o‘zgarish diapazoni, p esa grafikka taalluqli parametrlar.

Misol. {x,y} va {y,~x} vektor maydonlarning grafigini Mapleda
chizishni ko‘raylik.

D> {x,y} vektor maydon tasvirini fieldplot([x,y],x=-2..2, y= - 2,2,
arraws=thick) ko‘rinishdagi komanda yordamida amalga oshirsak 20 —
rasmdagi tasvir hosil bo‘ladi. 21 — rasmdagi grafik esa fieldplot([y,-
x],x=-2..2, y= - 2,2, arraws=slim,thickness=2) komanda yordamida
hosil gilingan.

Albatta, rasm chiqishi uchun avval, with(plots) komandasi ishga
tushirilgan bo‘lishi kerak. Bu grafiklardan vektor maydonning shu
nuqtadagi yo*nalishi va uning miqdori aks ettirilgan. €

Mol |l )

=D+ +0.1 (x+DP 432401 (x~D* +p  +0.1 (x+1)* +p? +0]1
vektor maydonning tasvirini keltiring. '
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20 -rasm 21 - rasm

D> Buning uchun quyidagi komandalar ketma-ketligini terib
chiqamiz:

xe:=(x-1)/((x-1)"2+y*2+0.1)-(x+1)/((x+1) " 2+y*2+0.1);

ye:=y/((x-1)*2+y*2+0.1)-y/((x+1)*2+y~2+0.1);

fieldplot([xc,yc],x=-2..2,y=-1..1,arrows=slim,thickness=2);
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P P T I B I S S S A R Y

N N N T A A

- e e

22 - rasm 23 - rasm
Olingan grafik magnit maydoni dipolining yoki manba va
qurdimdan iborat bo‘lgan suyugqlik tezliklar maydonini eslatadi (22 —
rasm). €
Misol. {x,y,z} vektor maydon grafigini tasvirlang.
D fieldplot3d([x, y, z], x=-2 ..2,y=-2..2,z=-2 .. 2, arrows =
‘THICK’, axes = ‘framed’);
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komanda yordamida 23 — rasmdagi vektor maydon grafigi hosil
bo‘ladi. <

24 - rasm 25 - rasm

Biz yuqorida PlotPositionVector komandasi bilan tanishgan edik.
Bu komanda yordamida fazoviy chiziqda yoki sirtda joylashgan vektor
maydon yo‘nalishini ham keltirish mumkin. Buning uchun komandada
vektorfield parametrini kiritish kifoya.

Misol. Parametrik tenglamasi {cost,sint,t} ko‘rinishda bo‘lgan spe-
ral chizig'ining 0, =, 2x, 37 nuqtalariga o‘tkazilgan urinma va radius
vektorlarning chizmasini keltiring.

D> Buning uchun quyidagi komandalarni kiritamiz:

r := PositionVector([cos(t), sin(t), t]):

F := VectorField(<x, y, z>, 'cartesian'|x, y, z]):

PlotPositionVector(r, t = 0 .. 4*Pi), vektorfield = F, tangent =
true, points = [0, Pi, 2*Pi, 3*Pi)], curveoptions = [axes = boxed]);.

Bu komandalar ishini bajargandan so‘ng 24— rasmdagi chiziglar
ko‘rinadi. «

Misol. z=5-x% -y sirt va unda joylashgan normal vektorlarni
tasvirlashni ko‘raylik.

D> Sirtga o‘tkazilgan normal vektor gradientning birlik vektoriga
teng. Quyidagi komandalar yordamida maqsadga erishamiz:

R := PositionVector([x, y, 5-x*2-y~2))], 'cartesian'[x, y, z]):

or ;= Gradient(z-5+ x*2+y*2), [x, y, z]); nv := norm(gr, 2):
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F := VectorField(VectorCalculus[ **](gr/nv), 'cartesian’[x, y,
z]):

PlotPositionVector(R,x =-1.. 1,y =-1.. 1, vektorfield = F,
surfaceoptions = [axes = boxed, scaling = constrained]);

Bu komandalarning natijasi 25 — rasmda keltirilgan. €

4. Chiziqli integral
Chiziqli integralni hisoblash uchun maxsus LineInt(F,p) comanda-
sidan foydalaniladi. F vektor maydon, p esa integrallash yo‘lini aniglov-
chi parametr. Ma’lumki, chizigli integral j (F.&) formuladan aniqlanadi.

Bu yerda L chiziq # vektor maydon. komandasml ishlatishdan oldin
with(VectorCalculus) va koordinatalar sistemasini aniglovchi komanda
sozlangan bo‘lishi darkor, masalan, SetCoordinates(cartesian|x, y]) .

Misol. Tekislikda r={x,y} vektor maydonning 4(1,2) va B(3,-4)
nuqtalarni tutashtiruvchi to‘g‘ri chiziq bo‘yicha olingan chizigli
integralni hisoblang (yo‘nalish A dan B nuqta tomon).

D> Buning uchun

LineInt(VectorField(<x, y>), Line(<1, 2>, <3, -4>);

komandadan foydalanilsa, natijada 10 soni namoyon bo‘ladi.

Berilgan maydonni 4(0,0), B(1,1) va C(1,-1) nuqtalarni
tutashtiruvchi siniq to*g‘ri chiziq bo‘ylab integralini topish lozim bo‘lsa,
LineInt(VectorField(<x, y>), LineSegment(<0, 0>, <1, 1>,<1,-1>);

komandasidan foydalaniladi. Unda 1 soni kelib chiqadi. 4
Misol. F={x',y*) vektor maydonning y=x' parabolaning (0,0) va
(1,4) nuqtalari orasidagi chiziq bo‘yicha olingan chizigli integralni
hisoblang,
D> Buning uchun
LineInt(VectorField(<x*2, y*2>, Path(<x, x*2>, x =0 .. 2));
komandani ishlatsak 24 qiymat chigadi. <
Misol. {y,x} vektor maydonning markazi koordinata boshida
joylashgan radiusi r ga teng bo‘lgan aylana bo‘yicha olingan chizigli
integralni hisoblang.
D> Buning yechimi
LineInt(VectorField(<y, -x>, Circle(<0, 0>, r));
komanda yordamida hal qilinadi va -2 qiymat kelib chiqadi.
LinelInt(VectorField(<y, -x> Elhpse((l/4)*x"2+(1/9)* "2=1));

komandasi shu maydonning —+?-1 ellips bo‘yicha olingan chiziqli
integralini hisoblaydi.
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Shu maydonning ellipsning birinchi choragida yotgan qismi
bo‘yicha chiziqgli integralni hisoblash uchun

Linelnt(VectorField(<y,-x>,Arc(Ellipse((1/4)*x*2+(1/9)*y"2=
1), 0, (1/2)*Pi));
komanda amalga oshiriladi va natijada -3x giymat chiqadi.

Misol. {y,-x.z} vektor maydonning chizigli integralini hisoblang.
Fazoviy chiziq normal vektori {1,1,1} ga teng bo‘lgan tekislikda
joylashgan, markazi koordinata boshida radiusi r ga teng bo‘lgan
aylanadan iborat.

D> Bu talabni

LineInt(VectorField(<y, -x, z>, Circle3D(<0, 0, 0>, r,<1, 1, 1>));

komandasi amalga oshiradi. Natijada - %wﬁ r* x qiymat hosil bo‘ladi. <

5. Oqimni hisoblash

Oqimni hisoblash uchun maxsus Flux(F,p) comandasidan
foydalaniladi. F vektor maydon, p sirtni(uch o‘lchovli fazoda) yoki
chiziqni(ikki o‘lchovli fazoda) aniglovchi parametr. Flux(F,p)
komandasini ishlatishdan oldin with(VectorCalculus) va koordinatalar
sistemasini aniqlovchi komanda sozlangan bo‘lishi darkor, masalan,
SetCoordinates(cartesian(x, y,z}) .

Sirtni aniglovchi parametrlar sifatida Box(rl, r2, r3, dir), Sphere
(cen, rad, dir), va Surface(v, param) lar ishlatiladi. Box(rl1, r2, r3, dir)
parametrda rl,r2,r3 lar to‘rtburchakli parallelopipedning tomonlari
o‘zgarish oraliglarini ifodalaydi, dir esa normal vektorning yo‘nalishini
aniglaydi; uning qiymatlari inward yoki bo‘lishi mumkin. dir tushirib
goldirilishi ham mumkin, u holda uning qiymati outward bo*ladi.

Sphere(cen, rad, dir) parametr sirt sferik ko‘rinishda bo‘lganda as
qotadi. cen sferaning markazini, rad radiusini ifodalaydi. Uchinchi dir
parametr yo*nalishni aniglaydi.

Surface(v, param) umumiy ko‘rinishdagi sirtni aniglaydi. v
sirtning vektor ko‘rinishdagi shaklini, param esa v dagi o‘zgaruv-
chilarning oralig‘ini ifodalaydi.

Ikki o‘lchovli fazodagi oqimni topishda chizigni aniglovchi
parametrlar Arc(obj, start, finish) (bu yerda obj Circle yoki Ellipce),
Circle(cen, rad,dir), Ellipse(cen, a, b, phi, dir), Line(pl, p2),
LineSegments(pl, p2, ..., pk) kabi parametrlar ishlatiladi. Bular bilan
biz chizigli integralni hisoblashda tanishdik.
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Misol. {y.-x,0} vektor maydonning parallelopiped to‘la sirtidan
o‘tuvchi oqimni toping. Parallelopiped o‘lchamlari:
[€£x<2,35v<4,5<:-<6.

D> Quyidagi komanda
Flux(VectorField(<y, -x, 0>, cartesian[x, y, z]), Box(1..2,3 ..4,5.. 6));
maqgsadga olib keladi va natijada oqim nolga teng bo‘lishligi
ko‘rinadi. <

Misol. Radius vektorning radiusi r ga teng bo‘lgan sferadan o‘tuvchi
ogimini toping (normal tashqi tomonga orientrlangan).

D> Buning uchun
Flux(VectorField(<x, y, z>, cartesian|x, y, z]),

surface(<r, s, t>,s =0 .. Pi, t=0.. 2*Pi, coords = spherical));
komandasini ishga tushirsak kerakli natijaga kelamiz: 4-°x.

Xuddi shu natijaga

Flux(VectorField(<x, y, >, cartesian[x, y, z]), Sphere(<0, 0, 0>, r));
komanda yordamida ham erishsa bo*ladi.

Agar

Flux (VectorField(<x, y, z>, cartesian|x, y, z]),
Sphere(<0, 0, 0>, r, 'inward'));
komanda bajarilganda natija -4r'z bo‘lar edi. <

Misol. {y,-x.0} vektor maydonning :-=x*+»* paraboloidning
0<x<l1sy<2 shartlarni ganoatlantiruvchi gismidan o‘tuvchi Oz oqi
bilan o‘tmas burchak hosil gilgan normal bo‘yicha oqimni toping.

D>Buning uchun

Flux(VectorField(<y, -x, 0>, cartesian[x, y, z]), Surface(<x, vy,
x*2+y~2>, [x, y] = Rectangle(0 .. 1, 2 .. 3)));
komandasidan foydalansak 0 qiymat chigadi.

Agar shu komandada vektor maydonni VectorField(<x*y, -x, xz>
ko‘rinishda bersak natija 17/4 bo‘lar edi.

Misol. {y?-,=*x,x*y} vektor maydonning -=4-x+) tekislikning
(x-1y +(v-1? =4 silindr bilan ajratilgan yuqori gismidan o‘tuvchi oqimni
toping.

> Buning uchun

Flux(VectorField(<y”2*z, z*2*x,x"2*y>, cartesian|x,y,z]),
Surface(<x, y, 4- x+y>, [x, y] = Circle(<1, 1>, 2)));
komanda ishga tushiriladi va uning natijasida 8» ifoda hosil bo‘ladi. «
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1ZOHLI LUG‘AT

Antisimmetrik tenzor — buning uchun 7, =-T, shart bajariladi.

Bazis (ort) vektorlar — koordinata o‘qlarida joylashgan, musbat
yo‘nalgan va modullari birga teng bo‘lgan vektorlar.

Birlik vektor — uzunligi birga teng vektor.

Chizigli integral -i=ai+aj+ak vektor maydondagi [ chiziq
bo‘yicha olingan chiziqli integral: [(a,47) = [a,dc+a,dv+a,dy, @ kuchning /

chiziq bo‘yicha bajargan ishiga teng.
Divergensiya - a=aJ+a,j+akvektor maydonning divergensiyasi

) ) ) a
dekart koordinatalar sistemasida diva = 2%+ %% 4 %
X

- ko‘rinishga ega

bo‘lib u maydonning shu nuqtadagi quvvatini aniqlaydi.
Ellipsoid — dekart koordinatalar

sistemasi tenglamasi

2 2 L2
ZY—Z + Z—, +—=1, ko‘rinishdagi sirtdan iborat
a - c”
bo‘ladi. a,b,c lar ixtiyoriy musbat sonlar.
Ellipsida koordinata tekisliklariga nisbatan
simmetrik joylashgan. Ellips tekisliklar bilan
kesilganda kesimda ellips, nugta yoki bo‘sh
to‘plam bo‘ladi. Agar a#b=c bo‘lsa, bunday ellips uch o‘qli deyiladi.

Elliptik paraboloid — dekart koordinatalar sistemasida tenglamasi

=X ¥ (pg>0) ko'rinishda bolgan sirt.
q

Agar p=q bo‘lsa aylanma elliptik paraboloid deyi-

ladi. p,q >0 bo‘lgani uchun parapoloid z=0 tekis-

ligidan yuqorida joylashgan bo‘ladi. Paraboloid

- tekislik bilan kesilganda kesmada parabola yoki

;2 1 ellips, yoki nuqta, yoki bosh to‘plam hosil bo‘ladi.

Eynshteyn qoidasi - ifodada indeks takrorlanib kelsa shu

indeks bo‘yisha yig‘iladi 3 belgisi tushirib yoziladi (uch oflchovli
fazoda indeks giymati 1 dan 3 gacha o‘zgaradi)

Ikkilangan vektor ko‘paytma - 4,5 va ¢ vektorlarning
ikkilangan ko*paytmasi: [&,[8,¢]]=5(.6)-&@.5).

Invariant — ko‘p matematik obektlar biror koordinatalar
sistemasida biror sonlar to‘plamida aniglanadi (masalan, ikkinchi tartibli
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chiziq va sirtlar tenglama koeffitsiyentlari orqali). Ba’zi funksiyalar
koordinatalar sistemasi o‘zgarganda ko‘rinishini o‘zgartirmaydi. Bunday
funksiyalar invariant funksiyalar bo‘ladi.

Komplanar vektorlar — Bir to‘g‘ri chiziq yoki parallel to‘g‘ri
chiziglarda joylashgan vektorlar.

Komplanar vektorlar — bir yo‘ki parallel tekislikda joylashgan bir
necha vektorlar.

-2
Konus - dekart koordinatalar snstemasnda = 2—,= - tenglama

orqali berilgan sirt:
2 2

2
Konus sirt — tenglamasi x—+“2 2 =0,
a b
ko‘rinishdagi sirtdan iborat bo‘lari. a,b,c lar
ixtiyoriy musbat sonlar. Konus koordinata
tekisliklariga nisbatan simmetrik joylashgan.
[ ! Konus tekislik bilan kesilganda kesmada,
tekislikning joylashishiga qarab, ellips, para-
bola yoki giperboladan iborat bo‘lishi mumkin.
1, agar i=j bo‘lsa
0, aks holda

Kroneker belgisi - 6=

qoida bo‘yicha aniqlanadigan miqdor.
Laplas operatori — u=u(x,y,z) skalyar maydonning Laplas oeratori:

Au=—+—+—
> SN iz
Levi-Chivita simvoli -
1. agar {i, j,k} o'rin almashtirishlarsoni juft bo'lsa
€4 =1-1, agar {i, j,k} o'rin almashtirishlarsoni toq bo'lsa

0, indekslar ichida bir-biriga tenglari uchrasa.

6 8 8 } 90-,8- 9,
AR Sy PR
xoves] ax oyl e

Normal - chiziqqa o‘tkazilgan normal chizigning shu nuqtasiga
o‘tkazilgan urinmaga perpendikulyar bo‘lgan chiziq; sirtga o‘tkazilgan
normal sirtning shu nuqtasidan o‘tadigan va sirtning shu nuqtasiga
o‘tkazilgan urinma tekislikka perpendikulyar bo‘ladi.

Ostragradskiy — Gauss formulasi - 3 =q,7 +a,7 +4,k vektor maydon
va yopiq S sirt berilgan bo‘lsa, yopiq sirtdan o‘tadigan ogim S sirtni

Nabla — simvolik operator: ¢ ={
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o‘rovchi V xajmdan olingan uch Kkarrali integralga teng:
¢p(a. s = [[ff divaav .

Sath sirt(chiziq) — u=u(x,y,z) skalyar maydonning bir xil qiymat
qabul qgiladigan nuqtalarning o‘rni: u(x,y,z)=C.

Simmetrik tenzor — ikkinchi rang tenzor komponentlari uchun
T, =T, bo‘ladi.

Sirkulyasiya — yopiq chiziqdan olingan chiziqli integral: §(a,4r).

Skalyar — sonli qiymati bilan to‘liq aniqlanadigan miqdor.

Skalyar maydon gradienti - u=u(F)=u(x,y,) skalyar maydon
gradienti: %:%h%h%ﬂ gradient sath sirtga perpendikulyar
yo‘nalgan bo‘ladi.

Stoks formulasi - @ =a7+a,j+ak vektor maydonning biror L yopiq
chiziq bo‘yicha olingan sirkulyatsiyasi, shu yopiq chiziqqa tiralgan
ixtiyoriy S sirtdan rotz dan olingan oqimga teng: §(a,d)= [f(rota,A)ds .

L s

TeKislikning normal vektori - Ax+Bv+C-+D=0 tekislikning normal
vektori: #={4,B,C,}.

Tenzor - Agar uch o‘lchovli fazoda 3®  miqdorlar ortogonal
koordinatalar sistemasini burishda eski va yangi bazislarda

Ty . =00y T i, qo0ida bo‘yicha bog‘langan bo‘lsa, bunday
miqdoriarga R- rang tenzorlar deyiladi.
Tenzorlarni ko‘paytirish — tenzorni tenzorga ko‘paytirishda

ko‘paytuvchi tenzor ranglari qo‘shiladi.

Tenzorlarni qo‘shish - faqat bir xil rangli tenzorlarni qo‘shish
mumkin va qo‘shishda mos koordinatalari qo*shiladi.

Tenzorni yigéishtirish — tenzorni yig‘ishtirishda uni Kroneker
belgisiga tenzor ko‘paytirishdan iborat: masalan, 4,6, =4, bundan
Eyinshteyn qoidasidan 4, = B, kelib chiqadi.

Tenzorning xos soni xos vektori — tenzor komponentalari uchun

T,A,=A4, of‘rinli bo‘lsa, 1 ga tenzorning xos soni 4 ga Xos vektori

deyiladi.

Vektor — ham sonli qiymati, ham yo‘nalishi bilan aniglanadigan
kattalik

Vektor chiziq — ikki yori ikki o‘lchovli fazoda fazoviy chiziq
o‘zining koordinatalari orqali berilishi.
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Vektor funksiya differensiali - 4r(r) =-(n)at

Vektor funksiya godografi - 7()=0M radius vektorning M nuqta
o‘rinlar to‘plami.

Vektor ko‘paytma — ikki a3, 5vektorning vektor ko‘paytmasi
shunday z=(a,6) vektorki, unda 1) |¢|=||[6|sinp @ - & va bvektorlar
orasidagi burchak, 2) ¢ vektor & va & vektorlarga perpendikulyar, 3)
i , b va ¢ o‘ng sistemani tashkil giladi.

Vektor koordinatalarini almashtirish - bir koordinatalar
sistemasidan ikkinchisiga o‘tganda vektorning koordinatalari orasidagi
munosabat.

Vektor maydon - fazodagi P(x,y,z) nuqtaning radius vektori:
F=xi+y+ck orqali aniglanadigan vektor funksiya:
aFy=a/(x.y, =N +a,,(x,y,:)f + a,(x.y,:)E

Vektor maydon oqimi - 4 =4 +a,j+a,k vektor maydonning biror S
sirtdan o‘tadigan ogimi: H(&,ﬁ)ds =H ads sirt integrali.

Vektor maydon rotori - d=a,i+a,j+ak vektor maydon potori:

i j ok

rotd = KA

ox dv é-

a, a, a,
Vektor moduli - d=ai+aj+ak vektorning moduli(uzunligi)

ld| = Jal+a; +a] .

Vektor turubkasi - vektor maydonda biror sirt berilsa, uning
chegaralaridan vektor chiziqlari o‘tkazilsa, bu chiqlar to‘plami.

Vektorning koordinatalari (komponentalari) — vektorning koor-
dinata o‘qlardagi proyeksiyalari.

Vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslari — vektorning Ox, Oy, Oz
o‘qlari bilan hosil gilgan burchaklarining kosinuslari, yo‘naltiruvchi
kosinuslar orasidagi munosabat: cos®a +cos® f+cos’y=1.

Yo‘nalish bo‘yicha hosila — u=u(x,y,z) skalyar maydonning 7

ou _Cu

vektor yo‘nalishi bo‘yicha hosila: o _ 2 cosa+PeosprPeosy,
a & oy a

{cosa,cos B,cosy} 1 vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslari.
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TESTDAN NAMUNALAR

Nel

a=xi+yj+2k vektor maydonning A(1,0,1), B(0,0,1), C(0,1,1) nuqtalarni
tutashtiruvchi uchburchakdan -o‘tuvchi ogimni toping (normal koordi-
nata boshi tomon yo‘nalgan

A) -1 B) 2 C 1D 3

N2
a=x’i+yj+2k vektor maydonning A(1,0,0), B(1,1,0), C(1,1,1), D(1,0,1)
nuqtalarni tutashtiruvchi to‘rt burchakdan o‘tuvchi oqimni toping .

(normal koordinata boshi tomon yo‘nalgan)
A) 2 B) 2C) 3 D) 5

Ne3
a=x’ i +2yj+k vektor maydonning z=1 tekislikning x2+y2=z2 sirt bilan
kesishgan yo‘qori gqismidan o‘tuvchi ogimni toping

A)2n B)3nC)n D) -n

Ned
a=yi +zj+k vektor maydonning z =2 tekislikning x*+y’=9 sirt bilan
kesishgan yuqori qismidan o‘tuvchi ogimni toping

A)9n B) 3n C) n= D) 9n

NeS
a=xi +yj+zk vektor maydonning x*+y’=z? konusning z =0 va z = 1
tekisliklar bilan ajratilgan yon sirtidan tashqariga chiquvchi oqimni
toping

A) 3t B)2 C) 0 D) 4=

Ne6
a=xi +yj+zk vektor maydonning z = 1 tekislikning x*+y’=7? konus
bilan ajratilgan yuqori qismidan o‘tuvchi oqimni toping

A)0 B)y2n C)n D) 4n

N7

u=(r,a), skalyar maydonning M (1,0,1) nugtadan o‘tuvchi sath sirtini
toping

(r=xi +yj+zk, a=3i +j+k)
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A) 3x+y+z=4 B)3xty+z=0 C)3x+y+z=8 D) x+y+z=10

Ne8
x+2y+27=8 sirtning (1,0,2) nuqtasigagi normal vektorni toping
A) {1,1,2} B) {3,2,1} C) {2,222} D) {1,2,2}

Ne9
u=1/(xy)+xy/z skalyar maydonning M(1;1;1) nuqtadagi gradientini
toping

A) {0,0-1} B) {1,1,1} C) {0,2,-1} D) {-1,-2.2}

Nel0

u=xy"+x2z+1 skalyar maydonning M(1;1;1) nugtadagi yo‘nalish

bo‘yicha hosilasini toping. Yo‘nalish M dan N(2;3;3)nuqtaga yo‘nalgan
A)-3 B8 C)5 D)3

Nell
u=xy+yz+txz skalyar maydonning M(1;1;1) nuqtadagi eng katta o‘sish
yo‘nalishini toping

A) {L,L1} B) {1,23} C) {2,22} D) {321}

Nel2
u=xy+y skalyar maydonning qaysi nuqtasidagi maydon gradienti 2i+j
vektorga teng bo‘ladi?

A) (0,2) B) (1,2) C) (0,0) D) (0,3)

Nel3
a=gyi+(3z+x)/x j+x/y k vektor maydonning X +y? =4 silindming  z=0
va x/2+y/3+z/5=1 tekisliklar orasida joylashgan gismining to‘la sirtidan
o‘tadigan oqimni toping

A)32 B)l6 C)2 D)O

Neld
a=zyi+(3z+x)/x j+ k vektor maydonning x> +y’ +2* =4 (z=0) sferaning
yuqori tomonidan o‘tadigan oqimini toping

A) 4 BYo C) -2 D) 6

146

www.ziyouz.com kutubxonasi



Z
th

el
g ning qanday gqiymatida a=gx i+(3z+x)/x j+ x/(x+3y) k vektor
maydon solenoidal bo‘ladi?

A) g4 B) g3 C) g=5 D) g0

Nel6
a=x/(zy) i +yj+x/z k maydon uchun diva(l;i;1)=?
A) 1 By 2 C) 0 D) 4

Nel7
a=yz{ +yzj+xykmaydon uchun rota(l;1;1)=?
A) 3B) {001} C) {100} D) {1,L1}

Nel8
a=(x’+y) i + zj+x/z k maydonning A(l;1;1)va B(1;2;1) nuqtalarni
tutashtiruvchi tug’ri chiziq bo‘yicha chiziqli integralni hisoblang

A) 2/7 By 2 C) 0 D) 1

Nel9
Maydonlarning qaysilari potensialli maydon 1. {xz; 2y; xy} 2.{2xy+22;
yz+x’; 2 xz+y’} 3.62: 37, x2*} (to la javobni keltiring)

A) 2 B) 1,2 C) hammasi D) 3

Ne20
a vektor maydon berilgan, &, Kroneker belgisi.
a={13-1}; aad, ="

A) 11 B) 12 C) 0 D) 9

Ne21
a tenzor maydon berilgan, §, Kroneker belgisi.

a; =i+j; a;6, ="
A) 4B) 12 C) 24 D) 0

No22
d 3 —rang tenzor maydon berilgan, §, Kroneker belgisi.
dy =i+j-k; d,0, ="
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Ne23
d 3 —rang tenzor maydon berilgan, §, Kroneker belgisi.
A =i+2j-k; d4,6,,6,, =2
A) {-1,23,8} B) {15,129} C) {3,8,10} D) {12,12,0}

Ne24
a 2 —rang tenzor maydon berilgan, &, Kroneker belgisi.
a,=2+i-j; a,.léy =7

A) 20 B) 11 C) 32 D) 16

Mustagqil ish variantlaridan namunalar
1- Misol.
u(x,¥,z) maydonning M nuqtadagi S sirtga normal yo‘nalishidagi
hosilasini toping (normal oz o‘qi bilan o‘tkir burchak tashkil giladi)
1)  u=4In@+x*)-8xz,5:x2 -2y* +227 =, M(1,L,1).

2) u= x.‘/;;-f-y\/;,s 14z -2x7 - y* =8, M(2,4,4).
3)  u=-2In(x?-5)-4xys,S:x? + p? -2z =, M(LL}).
4) u =%x’y—dxz +522,S:zz '—'Xz +4)"1 _4yM(_ 2’%!')

5) u=x’ —\/x’ ,Six? =2yt =3z +12=0,M(2,2,4).
6) u=xy-yz%,8:x>+y* =4z 49, M(,L)).
7 u= 7ln(-1%+xz)—4x_v:,s :Txt =4yt + 422 =7, M(LL)).

8) wu= arcrg(l) +x5,8:x7 + y! =2-=10,M(2,2,-1).
X

9)  u=In(t+x?)—xpJz,5:4x1 =yt + 27 =16, M(1,-2,4).
10) u=x?+y' -z,8:x7 +y? =24z +1,M(3,4,)).

2-Misol.
u(x,y,z) skalyar maydonning M nuqtadagi  yo*nalishdagi hosilasini
toping.
) wu=E*+y +22)I=i-j+k,M1L).
2)  u=x+In(z*+y*), 0 ==2i+j-k,MQ,LI).

3) =x’y-,/n)+.-’ I=2j-2k,M(1,5~2).
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4)  u=yin(+x’)-arctgz.] =2i-3j~2k,M(OL)).

5) wu=x(Ilny-arctgz),l =8i+4+8k,M(-2,1,-1).
6) u=In@G-x")+xy’z,l=-i+2j-2k,M(132).

T)  w=(sin(x+2y)+xyz,l = 4i +3j,M(x/237/2,]).
8) u=x’ylz-In(z-1),] = 5i—6;+245k,M(11,2).

9) u=x’+{y?+z*,1=-j-k,M(,-34).
x_ 2

10) - =X P =2+ k M(41-2).

3- Misol.
Vektor maydonning vektor chiziqglarini toping.

1) a=4yi-9x.
2) a=2yi+3x.
3) a=2ixi+4yy.
4) a=xi+3y.
5) a=xi+4y.
6) a=3xi+6zk.
7)  a=4zi-9xk
8) a=2zi+3xk.
9) a=4y+8:z.
10) a=yj+3zk.

4- Misol.

a vektor maydonning S sirtning P, va P, tekisliklar bilan kesishish
gismlaridan o‘tuvchi ogimni toping ( normal yopiq sirtga tashqi
yo‘nalgan).

1) a=xi+yj+zk,S:x*+y*=1,P:z=0,P:z=2.

2) a=xity-zk,S:x*+y'=1,R:z=0,P,:2=4.

3) a=xi+yj+2zk,S:x* +y* =1,P,:z2=0,P,:2=3,

4) a=xi+y+2’kS:x’+y’=LP:z=0,P:z=1.

5) a=xi+y+xyzk,S:x*+y* =1,P:z=0,P:z=5.

6) a=@x-Yit@x+y)j+27kS:x*+y' =LA :z=0,P:z=2.

7Y a=(@x+p)i-(x-y)j+xckS:x*+y* =LP::=0,P:z=4.

8) a=(*+x0i+ (Y + )+ kS P+ =P 2=0,P =3,
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9) a=xi+y+sinzk,S:x*+y* =1,P,:z2=0,P,:z=5.
10) a=xi+y+kS:x*+y*=1LP:2=0,P,:z=1.

5- Misol.

a vektor maydonning S sirtning P tekislik bilan ajratilgan gismidan
o‘tuvchi oqgimini toping (normal sirtlar bilan chegaralangan yopiq
sohaga tashqi)

1) d=x+xN)i+(p-x)j+(==-3)k,S:x’+3* =22 (2 20),P:-=1.

2) a=yi-xji+kS:x*+y' =72'(z20),P:z=4.

3) a=xyi-x'j+3kS:x*+y =27 (z20),P:z=1.

4) a=xzi+y+ (P -DkS:xP+y? =21 (220),P:z=4.

5) a=yxi-plj+kS:x*+y =z (z20),P:z=5.

6) a=(xz+y)i+(yz=-x)j+(z* =20k, S:x* +y* =2z%(z220),P:z=3.
7 a=xyzi+x’zj+3k,S:x* +y* =z (z20),P:z=2.

8) a=(x+xp)i+(y- xz)/‘+(z—l)kS'x2+y2—" (z20),P:z=
9) a=(x+p)i+(-x)j+(z-kS: x>+ =z3(z20),P:z=2.
10) a=xi+y+(z-2kS:x*+y*=2*(z20),P:z=2.

6-Misol.

a vektor maydonning P tekislikning 1-oktantadagi gismidan o‘tuvchi
ogimni hisoblang (normal z o‘qi bilan o‘tkir burchak tashkil giladi)

1) a=xi+tyj+zk,P:x+y+z=1.

2 a=y+zkP:x+y+z=1.

3) a=2xi+yj+zk,P:x+y+z=1

4) a=xi+3y+2zk,P:x+y+z=1.

5 a=xi+3y.P:x+y+z=1.

6) a=xi+yj+zk,P:%+y+z=l.
7) a=xi+2}g'+zk,P:325+y+z=1.

8) a=yj+3zk,P:§+y+z=l.

9) a=xi+yj+zk,P:x+%

“

+Z21.
3
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L y z
a=2xi+y+zk,P:x+=+—==1.
10) Ji 5 %3

7- Misol.

Yopiq sirtdan o‘tuvchi ogimni toping (normal tashqi)

1) a=(" +2x)i+e’j+e'k,S:x+y+z=Lx=0,y=0,2=0.

2) a=Gz2 +x)i+(e -2y)j+Qz-x)k,S:x* +y* =2",z=1,z=4.

3) a=(ny+7x)i+)sinz=2y)j+(e’ =220k, S:x* +y’ +2° =2x+2y+22-2.
4) a=(cosz+3x)i+(sinz—2y)j+(e" —22)k,S:2* =36(x* + 3?),z =6.
5) a=(" —x)i+(xz43p)j+ (e +x )k, S:2x+ y+:=2,x=0,y=0,-=0.
6) a=(6x—cosy)i-(e" +z)j-(Qy+32)k,S:x* +y’ =z°,z=1,2=2.

7Y a=(@x=-2y)i+(nz-4y)j+ X+§£ k,S:x?+y* +z7 =2x+3.
) 2

8) a=(1+v2)i+(4y—vx)j+xvk,S:27 = 4(x* +y?),z=3.
9) a=(‘/?_x)i+(-"—y)j+(yz _:)k,S:3X—2y+.‘=6,x=0,y=0,:=0.
10)  a=(z+0)i+(x*+p)j+ (0 + kS :xt +yt+27 =2z

8-Misol.
Yopiq sirtdan o‘tuvchi ogimni toping (normal tashqi)
xt+ y2 =9,

_ . S:
1) a=(x+z)i+(z+ Yk, {z=x,z=0(220)-

i+ zk. S z=3x" +2p% +1,
2) a=21xi+z s ‘ x2 +},-2=4,Z=0.

= 2 ;= ‘2 = Z
3) a=2xi+2yj+zk,s:{y X, y=4x",y=1x20),

z=y,z=0.

z=6-x"-y7,
4) a=3xi—Zj,S:{zz=x2 +y*(z20).
xt+y? =2y,
Sy a=(z+y)i+yi-xk, S:{y=2-

x?+y?=12=0,

i ; S:
6) a=xi (x+2y)j+ yk, {x+2y+3z=6-
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_ s z=x"+y*+1,z=0,
N a=2Az=itG-k 0 2 ey

z2=4-2(x* +y?),
xi+zj—yk,S:{ @+

8 a= 72207 + 7).
z=x>+y°,
9) a= —4)y'+2xk,33{ -1

3x+2y=123x+y=6,y=0,
10) a=4xi-2yj—zk, S {x+y+2—6,z“'0-

9-Misol.
Yopiq sirtdan o‘tuvchi ogimni toping (normal tashqi)
c=xt +y ,o=1,
1) a=x z+x]+xzk S:{x=0,y=0,
(1-oktant)
x*+yl=1,
2) a=(x*+y)i+( +2)j+ (0 + 20k, S:{z 0z

xt+yt 4zt =4,
3y a=xli+y'j+z%k, Sy, T, 7,

x‘+y =z°(z20).
x?+y?+z2 =1,
=0(z20).

X +y =1-z,

4) a=x2i+yj+x/zk,S¢{

5) a=xzi+zj+Vvk,S: {
x+y+z—Lx—l
x=0,y=0,z=0.

z=x"+y’+z
z=0(z 20).

8) a=x*i+y*j+z2%k, S:x*+y* +27 =1.

6) a=3xzi-2xi+yk,S {

7y a= xt+yj+z
X+y?+2h =1,

z=0(z 20).
10) a=y*xi+22y+x%zk, S:x* +y* +2% =1

9) a=(zx+y)i+(zy-x)j+(x? +yz)k,Sl{
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10-Misol.

F kuchning L chiziq bo‘ylab M nuqtadan N nuqtaga ko‘chishdagi ishini
toping

1)  F="=2p)i+(* =2x)j,L: MN,M(-4,0,N(0,2).

2)  F=(x"+2p)i+(y’ +2x)j,L: MN,M(~4,0),N(0,2).

3) F=(x+2y)i+(+2x)j,L:2 -% =y, M(—4,0), N(0,2).

4)  F=(x+y)i+2x,L:x" +y* =4(y 20),M(2,0), N(-2,0).

5)Y F=xli-y*j,Lix*+y' =4(x20,y20),M(2,0),N(0.2).

6) F=(x+p)i+(x-y)j,L:y=x*M(-L),NQ,)).

7 F=x'yi-y,L: MN,M(-10), N(0,)).

8) F=Qx-y)i+(x*+x)j,L:x*+y’ =9(y 20),M(3,0),N(-3,0).

-

9) F=(x+yi+(x-yjLixt+ 1’9— = I(x 20, 2 0), M(1,0), N(0,3).
10) F=yi-xj,L:x*+y* =1(y 2 0),M(1,0), N(~10).

11-Misol.
Maydoning yopiq kontur bo‘yicha sirkulyatsiyasini toping
2 2
1) a=yi-x+ 2%k, I: = "2‘*05!,)/ == cost,
z =sint.
x =4 cost,y = V4sint,
2) a=-x"yi+j+zk, r:{ ¥y
z=3.
X =cost,y= sint,

3) a=(-2)i+(z-x)j+(x-pk, r:{z=2(1-cost).

x=cost,y=—25int,
2. . 2
4) a=x"i+y —zk,
Z = ——COst.
2
' . r x =4cost, y = 4dsint,
5) a=(-2i+@z-x)j+x=k L1, _1_ost
x = 2cost,y = 2sint,

. — 9y Ayr r:
6) a=2yi-3xj+xk, {z=2—2cost—2sint.
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x =2cost, y = 2sint,
7) a=2zi-xj+yk, F:{z=l.
o x =cost, y =sin¢,
8) a=yi—xj+zk, f:{z=3.
X =cost,y = 2sint,
9) a=xi+z'j+yk, r:{z=2cost—2sint—l.
x =3cost, y = 3sint,

=31 - ] I:
10)  a=3yi=3x+xk. {z=3—3cost—3sinr.
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