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Kirish

Funksional analiz - matematik analiz, geometriya va chizigli algebraning
g'oya va usullarini cheksiz o‘lcharnli fazolar uchun umumlashtiruvehi fan hisob-
fanadi. Hozirgi kunda funksional analizning g'oya, konsepsiya, usui va tushun-
chalari matematikaning barcha sohalari tomonidan tan olingan. So‘nggi yil-
larda differensial tenglamalar, hisoblash usullari, matematik dasturlashning
talab va ehiiyojlariga javohan funksional analizning vangi chizigli bo‘limagan
tarmog‘ pavdo bo‘ldi. Zamonaviv matematikaning bu yo‘nalishi amalivoschi-
lar va muhandislarning o‘sib kelayotgan ehtiyojlarining bir qismini gondiradi.

Ushbu darglik Funksional analiz va integral tenglamalar fanidan nama-
naviy ishchi dasturga moslab tuzilgan. Darslik nniversitetiarning mexanika
va matematika bakalavriyat yo‘nalishlart be'yicha ta’lim olayotgan talabalari
uchun mo‘fjallab yozilgan.

Darslikning asosiv magsadi bo‘lg‘usi mutaxassislarni funksional analizning
asosiy tushunchalari va usuilari bilan tanishtirish, funksional analizning asosiy
hoblari bo‘yicha nagzariy bilimlarini shakllantirish, masalalar yechishda malaka
va ko'nikmalar hosil gilish, hamda ularda integral tenglamalar bilan ishlash
mahoratini paydo gilishdan iborat.

Darslikni o'gish jarayouida tatabalar o'zlarining matematik analiz, chizigli
algebra va geometriyadan olgan bilimlarini to'ldiradilar, hamda ularni funk-
sional fazolarga moslab qo‘llaydilar, ya'ni mustahkamlaydilar. Talabalar chi-
zigli funksional va operator tushunchalari bilan tanishadilar va ularning asosiy
xossaiarini o‘rganadilar. Cheksiz o'lchamli funksional fazolarni o‘rganish jara-
vonida o*quvchilar funksional analizning kuchli va nozik usullarini tushunishga
birez givnaladilaz, lekin tushunib yetganlaridan keyin o‘zlarida ilmga undovchi
qandaydir ichki kuch sezadilar. Bu kuch ta'siti ularda cheksiz o'lchamli fazo-
larda har ganday fundamental ketma-ketlik yaginiashuvehi bo'iavermasligi va
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birlik sharning kompakt bo‘imasligini tushunib yetganiarida namoyon bo‘ladi.

Ushbu darslik O2MU va SamDUda Funksional anuliz hamda Funksional
analiz va miegral tenglomalar fanidan ma’ruza va amaliy mashg nlotlar olib
boruvchi professor-o‘qituvchilarning ko‘p yillik ish tajribalari asosida vozilgan.

Darslik 9 bob va 40 paragrafdan iborat. Har bir paragraf uchun ta’rif, teo-
rema, lemma va formulalar alohida nomerlangan. Masalan, 2.3-teorema bu
2-paragrafdagi 3-nomerli tecrema degani. (1.8) belgilash esa l-paragrafdagi
8-raqamli formula ekanligini anglatadi. A — belgisi teorema, lemma-yoki tas-
diq isboti tugaganligini bildiradi. Har paragraf oxirida mustaqil ishlash uchun

savol va topshiriglar berilgan.

Ushbu darslikda keitirilgan nazariy ma'timotlar fan bo‘yicha namunaviy
va ishchi dasturda ko‘rsatilgan mavzularni to'liq gamraydi va u professor-
o‘gituvchiiarga o‘zlarining ma’ruza matnlarini tuzishda yordam beradi. Unda
tipik misollar namuna sifatida yechib ko‘rsatilgan. Har paragraf oxirida kelti-
rilgan roustacil ishlash nchun savol va topshiriglarni yechib o‘rgangan talabalar
o‘zlarida yetarli darajada bilim va ko‘nikmalar hosil qgiladi. Tajribalarimiz-
dan kelib chigib avtishimiz mumkinki, bu kitob yosh mutaxassislarga funksio-
nal analiz va integral tenglamalar fanidan mashg‘ulotlar olib borishida katta
yordara beradi. Darslik matematik tahlii va matematik fizika mutaxassisligi
bo'yicha ta’lim olayotgan magistrantlar va aspirantlar uchun ham foydalidir.
Mualliflar darslikni yaxshilashda bergan foydali maslahatlari uchun taqriz-
chilar B.S. Zokirov, L A. Tkromov, Q.Q. Mo‘minovlarga, mas'ul muharrir MLE.
Muminov, matoni tahrir gilish uchun hergan yordamlari uchun B.E. Davranov
va LN. Bozorovlarga o'z minnatdorchiliklarini bildiradi. Darslik birinchi mar-
ta chop gilinayotgani uchun xato va kamchiliklar be‘lishi mumkin. Xato va
kamchiliklar to‘grisidagi fikrlaringizni jabdullaev@mail.re elektron adresiga

jo'natishlaringizni so‘raymiz.
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I bob. To‘plamlar nazariyasining elementlari

Bu bob to‘plamlar nazariyasiniug elemeuntiariga bagfishlangan bolib, u besh
paragrafdan iborat. 1-paragrafda to'plamlar va ular ustida amallar keltirilgan.
Bu amallarning sodda xossalari o‘rganiigan. Ikkilik munosabatlari isbotlangan.
2-pavagraf akslantirishlar va to‘plamlarmi sinflarga ajratishga bag'ishlangan.
Akslantirishda to‘plamlar birlashmasining (kesishmasining) asli ular aslilari
birlashmasiga (kesishmasiga) tengligi hagidagi teorema isbotlangan. Xuddi
shunday to‘plamlar birlashmasining tasviri ular tasvirlari birlashmasiga teng-
ligi isbotlangan. To plamlar kegishmasi uchun bu xil tasdig o'rinli bo‘lmasligiga
misol keltirilgan. To'plamlarni sinflarga ajratish bilan akslantirishlar o'rtasidagi
bog‘lanish ockib berilgan. 3-paragrafda sanogli to'plamlar va ularning asosiy
xossalari o‘rganilgan. Chekli yoki sanoqli sondagi sanoqli to‘plamlarning bir-
lashmasi yona sanoqli bo‘lishi isbotlangan. Sanogli to‘plamlarga ko‘plab misol-
lar keltirilgan. 4-paragrafda haqgigly sonlar to'plamining sanogsizligi ko‘rsatilib,
kontinuum quvvath to'plamlarning ayrim xossalari o'rganilgan. To‘plamlar
ckvivalentligi haqidagi asosiy teoremalardan biri Kantor-Bernshteyn teore-
masi ishotlangan. Oxirgi 5-paragrafl toplamlar sisternalariga bag'ishlangan.
To‘plamlar halqasi, to‘plarnlar yarim halgasi ta'rifi, misollar keltirilgan, ular-
ning ayrim xogsalari isbotlangan. o— algebra va 6— algebra tushunchalari
kiritilib. bu tushunchalarning teng kuchli ekanligi ko'‘rsatilgan. Har paragraf
oxirida mustagil ishlash uchun savol va topshiriglar berilgan. Bu bob kelgusi

boblarga tayyorlov vazifasini o‘taydi.
1-§. To‘plamliar ustida amallar

Matematikada juda xilma-xil to'plamlarga duch kelamiz. Haqiqiy sonlar
to'plami, tekislikdagi ko‘pburchakiar to'plami. ratsional koeffitsiyentli ko‘phad-
lar to'plami va hokazo. To'plam tushunchasi matematikada tayanch tushun-
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chalardan bo‘lib, unga ta'rif berilmaydi. "To‘plam" so‘zining sinonimlasi sifati-
da "ob’ektlar majmuasi” yoki "elementlar jamlanmasi” so‘z birikmalaridan
foydalaniiadi.

To plamiar nazariyasi hozirgl zamon matematikasida juda muhim o‘ringa.

ega. Biz uning ayrim xossalarini o‘rganish bilan cheklanamiz.

To'plamlarni lotin alifbosining bosh harflari A, B, ..., ulaming element-
farini esa kichik - @, b, ... harflar bilan belgilaymiz. a element A to plamga
tegishli iborasi @ € A shaklda yoziladi. ¢ ¢ A yozuv esa a element A
to'plamga tegishli emasligini bildiradi. Agar A to‘plamning barcha elemens-
lari B8 to‘plamming ham clementlari bo'lsa, u holda A to'plam £ to‘plamuing
gismi deb ataladi va A ¢ B ko‘rinishda yoziladi. Masalan, natural sonlar
to‘plami haqgigly sonlar to'plamiciog gismi boladi. A va B to'plamliar bir xil
elementlardan tashkil topgan bo‘lsa, ular teng fo‘plamior deyiladi va A= 8
shaklda belgilanadi. Ka‘pincha, to'plamlarning tengligini ishbotlashda A C £
va B C A munosabatlarning bajarilishi ko'rsatiladi ([1] ga qarang). Ba'zida
birorta ham elementi maviud bo'lmagan to'plamlarmi garashga to'g'ri keladi.
Masalan, 22 + 1 = 0 tenglamaning haqiqiy yechimlari to‘plami, 2 < z < 2
go'sh tengsizlikni qanoatlantiruvehi hagigiy sonlar to'plami va hokazo. Bun-
day to‘plamlar uchun maxsus bo‘sh to‘plam nomi berilgan va uni belgalash-
da @ sinvoldan foydalaniladi. Ma’lumki, har qanday to‘plam bo‘sh to‘plamni
o‘zida saglaydi va har qanday toplam o'zining gismi sifatida garalishi mumkin.
To'plamlarning bosh to‘plamdan va o'zidan fargli barcha gism to ‘plamiari zos
gism to‘plamlar deyiladi.

1.1, To'plamiar ustida amallar. Ixtiyorly A va 2 to‘plamlar berilgan
bolsin. Agar C to‘plamn fagatgina A va # to‘plam elementlaridan iborat
bo‘lza. u holda C' to'plamn A va B to‘plamlarning yigYndisi yoki birlashmasi
deyiladi va C = AU B shaklda belgilanadi (1.1-chizma).

8

www.ziyouz.com kutubxonasi



Ixtiyorty (chekii yoki cheksiz) sondagi A, to‘plamlarning yigindisi ham
shunga o‘xshash aniglanadi: A, to‘plamlarning kamida biriga tegishli bo‘lgan
barcha elementlar to‘plami bu to‘plamiarning yig'indisi deyiladi va bu muno-
sabat U A, shaklda belgilanadi.

Endi A va_B to'plamlar kesishmasini ta’riflaymiz. A va B to'plamlarning
umumiy elementlaridan tashkil topgan to'plamn ularning  kesishmasi deyilad:

(1.2-chizma) va A B shaklda belgilanadi.

c=ANB
L.1-chizmna 1.2-chizma
Ixtiyoriy (cheki yoki cheksiz) sondagi to‘plamlarning kesishmasi — [} Ax

&
deb, A, to‘plamlarning barchasiga tegishli bo'lgan elementlar to‘plami tushu-
niladi.

To'plamlar yig'indisi va kesishmasi aniglanishiga ko'ra kommautativ va as-

sotsiativeir, ya'ni
AUB=BUA, (AuB)uC=A4Au(BUl),
AnB=BnNA, (AnB)ynC=An(BnC).
Bundan tashqari, ular o‘zaro distributivlik qonunlari bilan bog'langan
(AuB)nC =(ANCY)u(BNC), (1.1)
(AnB)yuC=(AuC)n(BUC). (1.2)

Biz (1.1) va {1.2) tengliklarning isboti murakkab bo‘lmaganligi uchun ularni
o‘quvchiga havola gilamiz,

9
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Endi A va B to'plamlar ayirmasini ta'tiflaymiz. A va B to‘plamlar ayir-
masi deb A to'plamning B to'plamga tegishli ho‘imagan barcha elementla-
ridan iborat to‘plamga aytiladi va A\B shakida beigilanadi (1.3-chizma).

Ba'zan (masalan o‘lchovlar nazarivasida), 4 va B to‘plamlarning sim-
mesrik ayirmasi tushunchasini kiritish magsadga muvofiq boladi. A\B va
B\ A to'plamlarning birlashmasidan iborat to‘plamga A va B to‘plamlarning
simmetrik ayirmasi deyiladi va AAB shaklda belgilanadi, yani AAB =
(A\B) U (B\A) (1.4-chizma).

Ko'p hollarda qandaydir universal £ to‘plamning gism to‘plamlari qarala-
di. Masalan, & tekislik, A tekislikdagi biror to‘plam bo'lsin. Bu holda E\A
ayirma A ta‘plamning to'ldiruvehi to‘plami deyiladi va A’ yoki C A shakida

belgilanadi (1.5-chizmaga garang).

N/ 7,
£/
D) A
——— PN
C=A\B £\a
1.3-chizina 1.4-chizma 1.5-chizina

To'plaralar nazariyasi va uning tadbiglarida muhim o‘rin tutadigan kkilik
prinsips deb nomlanuvchi quyidagi ikki munosabatni keltiramiz:

1.1. Yigundining to‘Wiruvchisi to ldiruochilar kesishmasiga teng:
K\ J A, = (\A,). (1.3)
41 (21
1.2. Kesishmaning toldiruvchisi to ‘ldiruvuchilar wg‘indisiga teng:

[ Aa = J(B\A). (1.4)

[e3
Ikkilik prinsipi shundan iboratki ixtiyoriy tenglikdan, agar bu tenglik qan-
daydir universal £ to‘plamning qism to‘plamlari ustida bo'lsa, ikkinchi ikkilik
10
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tenglikka o‘tish mimkin, buning uchun barcha garalayotgan to‘plamlar ular-
ning to‘ldiruvchilar bilan, to‘plamlar kesishmasi-birlashima bilan, birlashmasi
- kesishina bilan almaghtiriladi.

Biz (1.3) teuglikuing isbotini keltiramiz. (1.4) tenglik shunga o‘xshash is-
botlanadi.

Isbot. z € B\|J A, ixtiyoriy element bo'llsin. U holda z € £ va z ¢

[s1

U Ae boladi. Bundan ixtiyoriy o uchun x ning A, to‘plamsa tegishli emasligi-
ga. kelamiz. Demak, z elemeat A, to‘plamlaruing to‘ldiruvchilarida yotadi.
Shunday gilib, ixtiyoriy « uchun = € K\ A, munosabat o‘rinli. bundan biz

z € (W(£\A4,) ga ega bolamiz. Bu esa
«

A\ A, c [ (E\A.) (1.5)

mwunosababni keltivib chigaradi. Eadi teskard munosabatni isbotlaymiz. Agar

x € (E\A,) bo'lsa, v holda barcha « larda x € £\A, bo'ladi va z
«

clement A, to'plamlarning birortasiga ham tegishli bo'lmaydi, bu esa z ¢

U Ada ekanligini bildiradi. Demak. z € K\ |J 4x ekan. Bundan biz
a1 [
E\|JAs 2 [ Y(E\A4a) (1.6)
a &
munosabatga kelamiz. (1.5). (1.6) mmunosabatlar (1.3) tenglikai isbotlaydi. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. AAB = (AU BN\(ANB) tenglikni ishotlang.

W

(ENA)AE\B) = AAB tenglikni ssbotlang. bu yerde AC B, BC K.

w

(AU BIA(CU D) C (AACYU (BAD) munosebatni isbotlang.

4. A ve B to'plamlar uchun A C BU(AAB) munosabatni isbotlang.

(51

Agar Ay va Ag to‘plamlar kesishmasa, BiN By C (A1ABy)U(A2ABs)

munesehatni ishotlang.
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2-§. Akslantirishlar. To‘plamiarni sinflarga ajratish

2.1, Funksiya tuslumchasini umumlashtirish., Ma'lumki, matematik
analizda lunksiyn tushunchasi quyidagicha ta'riflanadi: X sonlar o'gidagi biroy
to'plam bo'lsin, Agar har bir z € X songa f qoida bo‘yicha aniq bir y son
mos qo'yilpan bo'lsa, v holda X to'plamda [ funksiye aniglengan deyiladi
va.y  [f(x) shaklda yoziladi. Bunda X toplam f funksiyaning aniglanish
sohasy deyiladi, bu funksiya qabul qgiladigan barcha giymatlardan tashkil top-
pan 19(f) to‘plam [ funksiyaning giymatlar sohasi deyiladi, ya'mi £(f) =
{y:y=flz), ze X}.

Agar sonli to‘plamlar o'mida ixtiyorty to'plamlar garalsa. u holda funksiya
tushunchagining umumlashmast, ya'ni akslantirish ta'rifiga kelamiz. Bizga ix-
tiyoriy X va Y to‘plamiar berilgan bo'lsin. Agar har bivr r € X elementga
biror f qoida bo‘yicha Y to‘plamdan yagena y element mos go'yilsa, u holda
X toplamda aniglangan Y to‘plamdan giymatlar gabul giluvehi f akslan-
tirigh berilgan deyiladi. Bundan keyin biz ixtiyoriy tabiatli to‘plamlar bilan ish
ko‘ramiz (shu jumladan souli toplamlar bilan ham), shuning uclnn ko‘pgina
hollarda funksiya termini o'rniga  aksluntirish stamasini ishlatamiz.

X to'plamda aniglangan va Y to‘plamdan giymatlar qabul giluvchi [ aks-
lantirish uchun  f : X — Y belgilashdan foydalaniladi. Biz ascsan quyidagi
belgilashlardan foydelanamiz. N — natural sonlar to‘plami, Z — butun son-
lar to‘plani, Q — ratsional sonlar to'plami, R — haqigty soular to‘plami,
C — kompleks sonlar to'plami, Ry = [0, o), Zy = {0} JN hamda R”?
sifatida n o‘lchamli arifmetik Evklid faze belgilanadi.

Endi f: X — Y akslantirishga misollar keltiramiz. Quyida, 2.1-2.6 misol-
larda keltirilgan akslantirishlarsing giymatlar sohalarin toping.

2.1-misol.

f:R-R, f(z)=]|z|.
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2.2. ¢:R—R, g(r)=2[z]. Buyerda [z] belgi z ning butun gismi.
2.3. Dirixle funksiyasi ® :R — R,

1, agar x €
D)= b WTTEQ 2.1)
0, agar r e R\Q

2.4. Raman fucksivast R: R — R,

1 :
—, agar r = m_ gisqarmas kasr, me Z, ne N
R(zx) = n n (2.2)

0, agar r € R\Q.

2.5. Ortogonal proyeksiyalash funksivasi £:R? - R, P(z,y)==z.

2.6. Sferik akslantirish S:R* = R,  S(z1,22.23) = 23 4+ 23 + 2.

Yechish. 2.1-misolda keltirilgan f : R — R akslantirishning qiymatlar
sohasi E(f) = [0,00) dan iborat. Chunki barcha z € R lar uchun |z| > 0
va ixtiyorly v € [0, 0c0) uchun f(y) =y tenglik o‘rinii.

2.2-misoldagi g: R > R, g(z)=2[z] akslantirishning qiymatlar sohasi,
aniqlanishiga ko'ra £(g) =2-Z:={...,-2,0,2,...,2n,...} dan iborat.

Dirixle funksiyasi D : R — R ning giymatlar sohasi ikki nugtali to‘plamdan
iborat, ya'ni K(D) ={0;1}.

Riman funksivast R : R — R aing qivmatlar sohast
R o 3

F(R) = {0;1;%;%;...;%;...}.

Ortogenal proyeksiyalash funksiyasi £ : R2 — R,  P(2,y) = z nisg
giymatlar sohasi, £{(F) =R dan iborat.

Sferik akslautirish S : R® — R, S(xy, 72, x3) = 2} + 23 + 2% ning qiy-
matlar schasi, #£(S) =Ry dan iborat. A

Endi f : X — Y akslantinish uchun quyidagi tushunchalarni kirita-
miz. Har bir ¢ € X uchun unga mos go'yilgan b = f{e) € Y element
a elementning f akslantirishdagi fasviri yoki aksi deyiladi. Umuman, X
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www.ziyouz.com kutubxonasi



to‘plamning biror A qismi berilgavn bo‘lsa, A to‘plam barcha elementlari-
ning Y dagi tasvirlariden iborat to'plam A to‘plamning f akslantirishdagi
tasviri yoki aksi deyiladi va f(A4) simvol bilan belgilanadi. Endi b € V ix
tiyorty element bo'lsin. X to‘plamning b ga akslanuvcli barcha elementla-
ridan iborat gismi b clementning f akslantirishdagi ashi deyiladi va f~1(B)
simvol bilan belgilanadi. f~1(8) to'plam f(z) = b tenglama ildizlaridan ibo-
rat. O navbatida har bir 8 C Y to'plam uchun X ning B ga akslanuvchi
(o‘tuvchi) gismi B to'plamping f akslantirishdagi asli deyiladi va f~1(B) =
{z € X : f(x) € B} shaklda belgilanadi. Unmuman olganda, Y to‘plar sifati-
da [ akslantivishning giymatlar sohasini o'zida saglovchi to'plamn garaladi.
Agar barcha b € B lar uchun ularning f~!(b) aslilari ho‘sh bo‘lsa, u holda
B to‘plamning asli ham bo'sh to'plam bo'laci

2.7. 2.1-2.2-misollarda keltirilgan akslantirishlarda A = [0, 3) to‘plamzing
pagvirt va. B = (1, 4) to‘plamning aslini toping.

Yechish. f akslantirvish [0, co) da ayniy akslantivish f(r) = 2 bo'lganligi
uchun f([0, 3)) = [0, 3) boladi. g(x) = 0, z € [0,1) va xuddi shun-
day g(z) = 2, =z € [1,2); g(z) = 4, ¢ € [2,3) ckanligidan ¢([0, 3)) =
{0; 2;4} ni olamiz. Endi £ = (1,4) to'plamuing [ akslantinishdagi ashm
topamiz. Buning uchun {z € R: |z| € (1,4)} voki 1 < |z] <4 qo'sh teng-
sizlikni qanoatlantiruvehi haqigiy sonlar to‘plamini topamiz. Bu qo'sh teng-
sizlikning yechini (—4, —1){j(1, 4) to‘plamdan iborat. Demak, f~!(B) =
(—4. 1) (1, 4) . Xuddi shunday g7(B) = {z € R:2[z] € (1,4)} to'plam
esa 1 <2[x] <4 & 0,5 < [z] <2 qo'sh tengsizlikning yechimlaridan ibo-
rat. Sonning butun gismi ta'rifiga ko'ra ¢~ 1(8) =1, 2). A

2.8. 2.3 va 2.4-misollarda keltirilgan akslantirishlarda A = R\Q to'plam-
ning tasviri va F = (1, 00) to‘plamning astini toping.

Yechish. D va R akslantirishlar R to'plamuing barcha clementlariga
P g 5
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nolni mos qo‘yadi, shuning uchun D(R\Q) = R(R\Q) = {0}. Dirixle va
Riman funksiyalarining 1 dan katta qlymatlari mavjud emas, shuning uchun

DHB)={zeR:DE)>1}=RB)={zrcR:R(x)>1}=0. A

Quyidagi tushunchalarni kiritamiz. Aniglanish sohasi X bo‘lgan f: X —
Y akslantirishda f(X) = Y tenglik bajarilsa, f akslantirish X to‘plamni
Y to'plamning  ustige yoki syuryektiv akslantirish deyiladi. Unnumiy holda,
vami f(X)CY ho'lsa, u holda f akslantitish X to'plamni Y to'plamning
ichiga ukslantirad; deyiladi.

Agar f : X — Y akslantirishda X dan olingan har xit z; va 13 cle-
mentlargs har zil y; = f(2;1) va y2 = f(22) tasvirlar mos kelsa, u holda f
inyektiv akslantirish yoki myeksiye deyiladi. Bir vaqtda ham syuryektiv ham
invektiv bo‘lgan f : X — Y akslantirish biyeksiya yoki biyektiv akslantirish
deyiladi.

2.9. f:R—R, f(z)=ar+b, a#0 akslantirishning biyeksiya ekan-
ligini isbotlang.

isbot. Chizigh f:R — R akslantirishning biveksiya ekanligini ko'rsatish
uchun ixtiyoriy ¢ € R da ar+b = ¢ tenglamaning yagona vechimga ega ekan-
ligini ko‘rsatish yetarli. Yechimning mavjudligi f : R — R akslantirishning
syuryektivligini, yechimning yagonaligi esa uning inyektivligini ta’miniaydi.
=t dir. A

13
2.10. Agar f : X — Y biyektiv akslantirish bo'lsa, n holda ixtivoriy

ACX uwhun f: A— B (8 = f(A4)) ham biyeksiya bo‘lishini ishotlang.

. o s ¢
Bu tenglamaning yechimi yagona bo'libu z =

Isbot. f(A) =8 dan uning syuryektiv akslantirish ekanligi kelib chiqadi,
inyektivligi esa f: X — Y ning inyektivligidan kelib chigadi. A
2.1-tecrema. Ikki to‘plam birlashmasining asli ular aslilorining birlash-

masiga teng, ya’n
fHAuB) = AU FYB). (2.3)
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Isbot. Aytaylik, z € f~HAUB) ixtiyoriy element bo'lsin. U holda f(z) €
AUB, ya'mi f(z) € A yoki f(x) € B. Bu holda « element f~}(A) yoki
f7YB) to‘plamiarning kamida biriga tegishii bo'ladi, yani z € f~}(A)U
F"Y8). Bundan f~YAUUB) C F~YA) U f~Y(H) munosabat kelib chiqadi.
Endi teskari munosabatni ko‘rsatamiz. Faraz gilaylik, = € f~1{(A)Uf Y B) ix-
tiyoriy element bo‘lsin, u holda & element f~1(A4) voki f~1(#) to‘plamlarning
kamida hiriga tegishli bo'ladi, ya'ni f(x) 4 yoki B to'plamlaraing kamida
biriga tegishli, shunday ekan, f(z) € AU B. Bu yerdan z € [~ AU B)
ekanligi va natijada f~1(A)Uf~Y(B) C f~H{AU B) munosabat keiib chigadi.
Deinak, (2.3} tenglik o‘rinli. A

Quyida biz yana shunga o‘xshash ikkita teorema keltiramiz. Uchala teo-
remaning isbot sxemasi ikki C' va D to'plamlarning tengligini ko‘rsatishda
foydalaniladigan C' ¢ D va D C C munosabatlarga asosiangan.

2.2-teorema. Ikki to‘plam kesishmasining ash ulor ashlarining kesish-

masiga teng, 44 ni
FUANB) = £3(4) 1 fYB). (2.4)

Isbot. v € f~YANB) ixtiyoriy element bo'isin, u holda f(z) € AN B,
ya'ni f(x) € A va f(z) € B, shunday ekan, 2 € [7Y(4) va z € f7I(5),
va'si ¢ € f7HA)n f~Y(B). Demak, fH AN RB) C f~YA) N Y1)

Endi 2 € f~Y(A)N f~1B) bo'sin, 1 holda z € f71(A) va x € f7YB).
Bundan f(z) € A va f(z) € B gayoki f(z) € AN B ga ega ho'lamiz. De-
mek. x € f~YAMB). Buyerdan f~HA)Nf~Y(B) C f7Y(ANB) munosabat
kelib chigadi. Bu munosabatlar (2.4} tenglikni ishotlaydi. A

2.1 va 2.2-teoremalarning tasdiglari ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi
to‘plamlar birlashmasi va kesishiasi uchun ham o‘rinli, ya'ni

\ ,
f (UA,J) = 4, (r ) 4) =) F1(4).
N4 S a 43 @
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2.3-teorema. lkki to‘plam birloshmasining tasviri ular tosvirlarining bir-
lashmusgige teng

AU B) = f(A)U (B). (2.5)

Isbot. y € f(AUB) ixtivorty element bo'lsin, u holda v = f(z) bo'lib, =
clement A va B to'plamlardan aqgalli hiriga tegishli boladi. Shunday ekan,
ye f(AU f(B). Buyerdan f(AU B) C f(A)U f(B).

Endi teskari munosabatni korsatamiz. Faraz qilaylik, v € f(A) U f(B)
ixtiyorly element ho'lsin. U holda vy = f(2) bo'llib, = eclement A va B
to‘plamlardan agaili biriga tegishli boladi, ya'mi z € AU B, Bundan, y =
f(z) € F(AUB) vademak, f(AYU f(B) C f(AU B). Bu munosabatiardan
{2.5) tenglik kelib chiqadi. A

2.3-tecrerna tasdig'i ham ixtiyoriy {ckekli yoki chieksiz) sondagi to‘plamlar

uchun oinli bo'ladi, yani f U As) =1 f(4s) tenglik ofrinli.

2. 1-estatma. Umuman oxga 1da, ;k%fto ‘plam kesishmasining akst ular ak-
silarining kesishimasiga teng emas. Buaga guyidagi migolda ishoneh hosil gila-
miz.

2.11. 2.5-misolda keltirilgan ortogonal proyeksiyalash akslanbirishi
Plz,y) =2 va A={(2,9): 0<2<1, y=0}, B={(z,9): 0<z <
1. y=1} to‘plamlar berilgan. P(AN B) = P(A) N P(B) tenglik to‘grimi?

Yechish. A va B to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi, yani AN B =@ Am-
me vlarning £ akslantivishdagi fasvirlari astma-ust tushadi, ya’'ni P(4) =
[0, 1], P(B)=1[0. 1} va P(ANP(B)=[0, 1]. Ammo P(ANE) = 0.

2.2. To‘plamlarni sinflarga ajratish. Ekvivalentlik munosabatlari.
Ko'pgina masslalarda berilgan to‘plamn elementlarining ba'zi bir belgilari-
ga qarab o‘zaro kesishmaydigan gism to‘planidarga ajratiladi. Masalan, fazoni
markazi koordinata boshida va radiusi r bo‘lgan har xil sferalarga ajratish

mumkin. Bu sferalar o‘zaro kesishmaydi. Yoki bir shahar abolisini bir yilda
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tug‘ilganlik belgisiga ko'ra qism to'plamlarga ajratish munikin. Bunday misol-
larning har biri o ‘plamni o ‘zure kesishmaydigan sinflarga ajratish deyiladi.

To'plamlarni o‘zaro kesishinaydigan sinflarga ajratish belgilari har xil bo'li-
shi mumiin. Ammo ba belgilar ixtiyoriy emas. Masalan, tekislikda ikki a va
b nugtalar orasidagi masofa 1 dan kichik bo'lsa, ularni bitta sinfga kiritsak,
bu belgi tekislikni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratmaydi, chunki a va
b nugialar orasidagi masofa 1 dan kichik, b va ¢ nuqtalar orasidagi masofa
ham 1 dan kichik bo‘lib, @ va ¢ nuqtalar orasidagi masofa 1 dan katta ho‘lishi
mumkin. Ko'rinyaptiki, ¢ va b nugtalar bir siufda, b va ¢ haw bir ginfda. U
holda bir sinfga orasidagi masofa 1 dan katta bo‘lgan a va ¢ nuqgtalar tegishhi
bo‘ladi. Hosil gilingan xulosa sinflarning tashkil gilinishiga zid, ya'ni tekislik
bu belgt yordamida o'zaro kesishmaydigen sinflarga ajralmaydi.

Endi to‘plai elementlart ganday shartlarii gavoatiantiruvehi belgilar yor-
damida o‘zaro kesishinaydigan sinflarga ajralishini qarab chigqamiz.

Biror M to‘plam va uning o‘zini-o‘ziga dekart ko'paytmasi M X M berilgan
bo'lsin va K C M x M qism to'pam bo'lsin. Agar (a,b) € K bo'lsa, a
element & element bilan ¢ munosaebatda deyiledi va a > b shakida belgilanadi.

2.1-ta’rif. Agar M to’plam elementluri erasidagi @ munosebat guyidagi
shartlarni qunontlantirse, unge ekvivelentlik munosabeiti deyiladi:

1. Intiyoriy o € M element uchun a~b (refleksivlik);
]

2. Agar a~b bo'lsa, u holda b~a (simmetriklik);
¢ ¢

3. Agar ar;b va bf;c bo'lsa, u holda a~c (tranzitivlik).
’

2.4-teorema. M to‘plamda kiritilgan ¢ munosabat M ni o‘zaro ke-
sishmaydigan sinflarge ejratishi uchun uning ckvivalentlik munosebati bo lishi
zgrur ve yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. Agar M da kiritilgan ¢ munosabat uni o‘zaro kesish-
maydigan sioflarga ajratsa. a;n dau e va b wing bir siufga tegishliligi kelib
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chiqadi. U holda ara va brl:a, ekanligi kelib chiqadi. Agar a:;b va br;c

bo'lsa, a,b va ¢ lar bir sinfga tegishli boladi, ya'ni @~ ¢. Demak, hu muno-
kd

sabat refleksiv, simmetrik va tranzitiv bo‘ladi.

Yetarliligi. A to‘plam elementlari orasida biror ¢ ekvivalentlik munos-
abati o‘raatilgan bo'lsin. K, orqali a element bilan ¢ munosabatda bo‘lgan
elementlar to'plamini belgilasak, refleksivlikka ko‘ra a e a dan @ € K, holadi.
Agar K, va K sinflarni olsak, nlar yoki teng yoki KoM Kp = @ bo'ladi.
Hagiqatan ham, ¢ € K, M Kp desak, c:;aa va c;;b bo‘ladi. Simmetriklik
xossasiga ko'ra a ~c holda tranzitiviik xossasiga ko‘ra

a~b. (2.6)

@
Endi £ — K, sinfdan olingan ixtiyoriy element bo‘lsin, ya’ni ;rr(; a. u holda
(2.6) va tranzitivlik xossasiga ko‘ra xr; b, ya'ni z € Kj. Demak, K, C K,.
Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, K, sinfning ixtiyoriy y clementi K,
sinfga ham qarashli bo'ladi. Shunday qilib, agar ikki K, va K} sinflar hech
bo'lmaganda bitta umimiy elemeniga ega bo'lsa, niar ustma-uss tushadi. A

To'plamni sinflarga ajravish tushimchasi akslantirish tushunchasi bilan uz-
viy bog'liq. Aytaylik, A to‘plamni B to‘plamga akslantiruvchi f akslantirish
berilgan bo‘lsin. A to‘plamda aniglangan f akslantirishda, £ to‘plamda
tasvirlari ustma-ust tushuvchi elementlarni bir sinfga yig'sak, ya'ni har hir
be B uchun {z € A: f(z) = b} to‘plamni bir sinf desak, natijada 4 ni sinf-
larga ajratishga ega bo‘lamiz. Teskarisi, A ixtiyoriy to‘plam va uning biror bir
sinflarga ajralishini qaraylik. B orqali A to‘plam ajralgan sinflar to‘plamini
beigilaymiz. Har bir a € A elementga oz tegishli bo‘lgan sinfni ( B to‘plam
elementini) mos qo‘vish bilan A ni B ga akslantirishga ega bo‘lamiz.

2.12. Ortogonal proyeksiyalash akslantirishi £ : R? — R, P(z,y) =z
ni qaraymiz. Bunda OX o'qidagi har bir a € R nuqtaning asli P~}(a) =
{(a,y) : vy € R}, OX o'yiga perpendikalyar ho‘lgan vertikal chizigdan iho-
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rat. Shunday ekan, £ proyeksivalash akslantirishiga tekislikni parallel to'g'ri
chiziglardan ihorat sinflarga ajratish mos keladi.

2.13. Uch o‘lchamii R® fazoni uning koordinatalar boshidan bir xil uzog-
likda joylashgan nugtalarini bir sinfga yig'ish bilan sinflarga ajratamiz. Har
bir sinf markazi koordinataiar boshida bo'lgan r > 0 radiusli sferadan iborat
bo‘ladi. Demak, R3 fazoui kousentrik sferalarga ajratishga bu fazoni {0, c0)
yarim o‘qoa akslantiravehi 8 R3 — Ry, S(z) = 22+ 22 + 23 sferik akslan-
tirish mos keladi.

2.14. Butun gismiari bir xil hagiqiy sonlarni bir sinfga to‘plagh yo'li bilan
haqigly sonlar to‘plamini sinflarga ajratish mumkin. Bu sinflarga ajratishga

g(z) = [z] (2.2-misolga qarang) akslantirish mos keladi.
Mustaqil ishlash achun savol va topshiriglar

1. Agar a wa b hagiqiy sonlorming kasr gismlari teng bo‘lsa. ularni @

munosabatde deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosobati holodimi?

2. f:R =R, f(z) =0,5-[z] funksiya berilgan. Agar A = [0, 8],
B=(2, 3) bolsa. f(A) ve [~YB) larni toping.

3. f:X -5 20, f(z)=2x2+1 funksiya berilgan. X to‘plam qunday

tanlansa, f— ustige (syuryektiv) akstantirish bo ladi?

4. f: X — [0, 00), f(z)=2?+1 funksiya berilgan. X to'plem qanday

tanlansa, f— inyektiv akslantirish bo‘ladi?
5. f:[0, 1] —[-1,1], f(z)=cosz, g:[0, 7] — [0, 1], g(z)=sinz,
@: [0, -%] — [0, 1], @(z) =sinz,¥: [0, 3] — [0, 10], ¥(x)=z+1,

ekslantirishler ichadan inyektiv, syuryektiv va biysktivlarine ajrating.

20

www.ziyouz.com kutubxonasi



3-§. Ekvivalent to‘plamlar

3.1. Chekli va cheksiz to‘plamlar. Chekli dona elementdan iborat
to plamga chekli to‘plam deyiladi, aks holda to‘plam cheksiz deyiladi. Har xil
to'plamlarni kuzatish jarayonida biror usul bilan berilgan to‘plam elementlari
sonini hech bo'lmaganda taxminan aytish mumkin. Masalan, ko*pyoq uchlari
sonini, ma'Turn sondan oshmaydigan tub sonlar sonini, ver yuzidagi barcha suv
molekulalari sonini aniq yoki taxminar aytish mumkin. Bu to'plamlarning har
biri, aniq bolmasada, cheklita elemeniga ega. Tkkincht tomondan element-
lari soni chekli bo'lmagan to‘plamiar harn mavjud. Masalan, natoral sonlar
to‘plamni, to'gri chizigdagl nuqtalar to‘plami, tekislikdagi doiralar to’plami,
ratsional koeffitsiyentli barcha ko‘phadlar to'plami va hokazolar cheksiz top-
lamiarga misol bo'ladi. Bunda. cheksiz to‘plam deganda. bu to‘plamdan bitta,
ikkita, uchta va hokazo marta elementlarni olgandan keyin ham clecmentlari
tugamaydigan to’plam trshaniladi.

Ikki chekli to‘plam elementlari senining tengligi, yoki biridagi elementlar
soni ikkinchisidan ko'pligini sanash bilan tagqoslash muwmkin, Quyidagicha,
savol tug'iladi, ikki cheksiz to'plam elementlarini biror usul bilan taqqoslash
mumkinmi? Boskqacha aytganda, tekislikdagi doiralar, sonlar o'gidagi rat-
stonal sonlar, [0, 1] da aniglangan uzluksiz funksiyalar yoki fazodagi to‘g'ri
chiziglardan iborat to‘plamlardan qaysi birining elementlari ko‘p degan savol
ma'noga egani?

tkki chekl to'plarg elementlari sonini tagqoslash usullart bilan tanishamiz.
Birinchi usul, vlar elementlarini sanash yo'li bilan taqqoslashdir. Ikkinchi usul,
bu to'plamlar o'rtasida bivektiv moslik o‘ruatish yo'li bilan: taggoslashdir.

Ravshanki, ikki chekli fo‘plam o‘rtasida biyekiiv moslik o‘rnatish uchun,
ulardagi elementiar soni teng bo'lishi zarur va yetarlidir. Masalan, olivgohdagi
biror guruh talabalari soni va auditoriyadagi stullar soni tengligini tekshirish
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uchun, ularni sanamasdan, har bir talabani anig bir stulga o'tgazish kifova
bo‘ladi. Agar har bir talabaga joy yetarli bo'lib, birorta ham ortigcha bo‘sh
stul golmasa, ya'ni talabalar to‘plami va stullar to'plami ofrtasida biyektiv
moslik o‘rnatilsa, bu to'plammlardagi elementiar soni teng ho'ladi.

Ta'kidlash lozimki, agar birincli tagqoslash usuoli fagab chekli to‘plamlar
uchun yarogli bo‘lsa, ikkinclid tagyostash usuli cheksiz to'plamdar uchun ham
o‘rinli boladi.

3.2. Sanoqgh to‘plamlar. Cheksiz to'plamlar ichida eng soddasi sanogli
to‘plam deb ataluvehilaridir.

3.1-ta’rif. Agar M to'plam bilan naturel sonlar to‘plami o‘rtasida biyek-
tiv moslik o ‘rnatish mumkin bo'lsa, M ge sanogli to‘plam deyiladi. Boshqucha
ta riflusak, agur M to‘plam elementloring naturel sonlar vositesida ay, a9,. . .,
Qn, - - . cheksiz ketmua-ketlik ko ‘rinishide nomerlab chigish mumkin bo'lse, M
ge sunogli to‘plam deyiludi.

Endi sanogh to'plamlarga misollar keltiramiz.

3.1. Butun senlar to‘plami Z va natural sonlar to'plami N o'rtasida
biyektiv moslik o'rnating.

Yechish. Biyekbiv moslikni quyidagi usul bilan o‘rnatish mumkin.

, 2n+1, agar n >0
f:Z N, f(n)=

—2n, agar n <0

ning biyekiiv akslantirish ekanligi 2.9-2.10 misollardan kelib chigadi. Demak,
butun sonlar to‘plami sanogli ekan. A
3.2. Barcha juft natural soular to‘plami va natural sonlar to‘plami o'rtasida
biyektiv moslik o' rnating.
Yechish. Biyektiv moglikni f(2n) = n golda bo'yicha o'rnatish mumkin.
Quyida biz uncha oddiy bo‘lmagan, lekin muhim misolni garaymiz.
3.3. Ratsional sonlar to'plamining sanogli ekanligini ishotlang.
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Isbot. Har bir ratsional son vagona usulda

azg, peZ, qeN

qiscarmas kast ko‘rinishida yoziladi. Ushha ratsional son achun [p| 4 ¢ uning
bulondligi deyiladi. Ravshanki, berilgan balandlikka ega bo'lgan ratsional son-

tar cheklita. Masalan, 1 balandlikka faqat 0 = 1 son ega, 2 balandlikka faqat

— 1 1
| = 1 va —1 = -t sonlar ega, 3 balandlikka esa 2 = —, ~, - 2 va —=
1 ) 1 2 1 A

1
sonlart ega va hokazo. Barcha ratsional sonlarni ularning balandliklari o'sib
borishi tartibida nomerlaymiz, ya'ni dastlab balandligi 1 ga teng son, keyin
balandligi 2 ga teng sonlar, undan keyin balandligi 3 ga teng sonlar yoziladi
va liokazo. B tartiblashda har bir ratsional son aniq bir nomerga ega bo‘ladi,
ya'ni natural sonlar to‘plami va ratsional sonlar to'plami o‘rtagida o'zaro bir
qivinatli woslik o‘rmatiladi. Bu yerdan ratsional sonlar to‘plamining sanoqgli
ckanligi kelib chigadi. A

Sanogli to‘plamlarning ba’sl urmumiy xossalarini keltirarmiz.

3.1-x08sa. Sanogli to‘plamning ixtiyoriy qism to‘plami chekli yoki sanog-
lidkin.

Isbot. Aytavitk A sanogli to‘plam, B esa uning qism to'plami bo‘lsin,
vani A — {ay,a9,...,0g...}. A ning B ga tegishli elementlari gy, G, - - -
lar bo'lsin. Agar mny,ny, ... soolar ichida eng kattast mavind bo'lsa, v holda
B chekli to'plam bo'ladi, aks holda sanogli to‘plam bo'ladi, chunki uning
elementlari natural sonlar bilan nomerlangan. A

3.2-xossa. Chekli yoki sanoglita sanogli to ‘plamlar birlashmast yana sanogh
to ‘plamdir.

4

Isbot. Aytaylik 4;, As, ... sanoqli to‘plamlar bo‘lsin. Bu to‘plamlarni o'zaro
yiay 1, 412, 1 I I

kesishmasin deb talab qilamiz. Talabimiz o'rinli, chunki aks hoida Aj, A2\ A4;,
A\(A1 U Az), As\(A] U A2 U Ag),... to'plamlar o'zaro kesishmaydi, har

biri ko'pi bilan sanoqli elementga ega va hu to'plamlar vigindisi Aj, Ag,. ..
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to‘plamlar yig'indisiga teng. Qaralayotgan A). Ag, ... to‘plamiarning hamma
elementlarini quyidagi cheksiz jadval ko‘rinishida yozamiz:

Ba yerda birinchi satrda A; to‘plam elementlari jovlashgan, ikkinchi sasr-
da Aj to‘plam elementlari joylashgan va hokazo. Endi jadvaining barcha el-
ementlarini diagonal bo'vicha nomerlab chigamiz, va’ni birinchi element deb
ayp ui, ikkinchi element deb aj2 ni, uchinchi element deb app ni, to‘rtinchi
element deb a3y ni, beshinchi element deb age ni, oltinchi element deb a3
ni va hokazo, ya'ni quyida strelka bilan ko‘rsatilgan tartibda harakat qilib,

nomerlab chiqamiz:

a,” a, o, a4y,

{ - 7

as Qg 2y o TESS
/

Urauman olganda ¢y, element (m+1)- (n+1) dan oshmagan nomerga ega

bo‘ladi. Ravshanki, bu goida bo'yicha tartiblashda

to‘plamning har bir elementi aniq bir nomerga ega bo‘ladi. Demak, jadval
ko'rinishida tasvirlangan A to‘plam va natural sonlar to‘plami ¢‘rtasida o'zaro
bir qiymatli moslikni ko‘rsatilgan usulda o‘rnatish mumkin. A
3.3-xossa. Har qonday cheksiz to'plam senogli gism to ‘plamga ega.
Isbot. Aytaviik, M cheksiz to‘plam bo‘lsin. Undan ixtiyoriy a; elementni
tanlaymiz. M cheksiz to‘plam bo‘lgani uchun unda a; dan fargli a, elementni
tanlash mumkin. undan keyin a; va ao dan fargli a3 elementni tanlaymiz, M
cheksiz to'plam bo‘lgani uchun bu jarayouni cheksiz davom estirish mumkin.
M cheksiz to‘plam bo‘lganligi uchun har bir element tanlanganidan keyin
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unda cheksiz ko'p element qoladi. Natijada A = {ay, as,. .., @y, ...} sanogli
qisin to‘plamga ega ho'lamiz. A

Bundan, sanogh to'plamlar cheksiz to'plamlar ichida eng minimali bo‘ladi
deb aytish mumkin.

3.3. Ekvivalent to‘plamlar. U yold bu cheksiz to‘plamiarni natural son-
lar to'plami bilan taggoslash natijasida sanogli to‘plam tushnnchasiga keldik.
To‘plamlarui nafagat vatural sonlar to‘plami bilan taqqgoslash mumkin, balki
ixtiyoriy ikki to‘plamni ular o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli moslik (biyeksiva)
o‘rnatish bilan tagqqoslash mumkin.

3.2-ta’rif. Sanogli bolmagan cheksiz to‘plom sanagsiz to‘plom deyiladi.

3.3-taif. Agar A wa B to‘plamlar o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatish
mumkin bolsa, u holda ular ekvivalent to plamlar deyiladi va A ~ B shaklida
belgilan.adi.

To'plamlaming ekvivalentligi tushunchasini ham chekli to‘plamlar, ham
cheksiz to‘plamlar uchun go‘llash mumkin. Ikkita chekli to'plam ekvivalent
bo‘lishi uchun ularning elementiari soni teng bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Endi sanoqli to'plam tushunchasini boshgacha ta'riflash mamkin: agar to‘p-
lam natural sonlar to‘plamiga ekvivalent ho'lsa, u sanogli to‘plam deyiladi.
Ishonch hosil gilish qiyin emaski, agar ikkita to'plam uchinchi to'plamga ek-
vivalent bo‘lsa, ularning o‘zlari ham ekvivalentdir, xususan, ixtiyoriy ikkita
sanoqgli to‘plamlar ekvivalentdir.

3.4. Ixtiyoriy ikkita [a, b] va [c, d] kesmalardagi nuqtalar to‘plamlari ek-
vivalentligini ishotlang. Bu yerda a < b, ¢ < d debh faraz gilinadi.

isbot. [a, b] va [c, d] kesmalar o‘rtasidagi biyektiv moslik 3.1-chizmadan
ham ko'rinib turibdi. Bu to‘plamiar o‘rtasida biyektiv moslikni

w:la, b] —[c, d], @)= -

¢
a(:r —a)+c

orgali o‘rnatish mumkin. ¢ ning biyektiv moslik ekanligi 2.9, 2.10-misollardan
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kelib chiqadi.

3.1~chizma

3.5. Sonlar o'gi R va (0, 1) interval ekvivalent to‘plamlardir. Bu to‘plamlar
o‘rtasida biyektiv moslikni
—— 1 3 r 1
Y= ;arctgl + 3
funksiya yordamida o‘rnatish mumkin.

Cheksiz to‘plamlarga oid misollarni o'rganish jarayonida ko‘rdikki, ba'zida
cheksiz toplamlar o zining biror xes qism to‘plamiga ekvivalent bo‘ladi. Masa-
fan, butun soniar to‘plami va natural sonlar to‘plami ekvivalent, sonlar o'qi
esa (0, 1) intervalga ekvivalent.

Bu holat fagat cheksiz to‘plamlarga xosdir. Hagiqatan, 3.2-banddagi 3.3-
xossada ko‘rilgan cheksiz M to‘plam va uning {ay,as, ..., a,, ...} = A sanodli
qismini qaraylik. Bu A to‘plamini 4; = {ay,03,...,4m-1,...} va Ay =
{ag, aa, ..., a2,,...} gism to‘plarnlarga ajratariz.

3.6. M va M\ A; to‘plamlarni ekvivalent ekanligini isbotlang.

Isbot. A va A; to‘plamlar sanoqgli bo‘lgani uchun, ular ekvivalentdir.
Shuning uchun ular o'rtasida ¢ : A — A; biyektiv moslik mavjud. Bu
moslikni undan keyin AUY(M\A) = M va A J(M\A) = M\ Ay to'plam-
larga quyidagicha davom ettirish mumkin, va'ni M\ A to‘plamning har bir
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clementiga o'z mos qo‘yiladi, ya'ni
_ w(x), agar € A
P M - M\As, P(z)= ’ _ 4
xz, agar & M\A
Slhinday qilib. M va M\ A to‘plamlar o'rtasida biyektiv moslik o‘rnatildi.
Lekin M va M\ A to'plamlar teng emas. ammo ular ekvivalent. A

Natijada biz quyidagi tasdiqga cga bo'lamiz.

3.1-tasdigq. [zhyeriy cheksiz to ‘plum o'zining bivor xos gism to°plamiga
ekvivalent bo‘ladi.

Mustaqil ishiash uchun savol va topshiriglar
1. O'zbekistondagi barcho tolgbalar to‘plami sanoglimi?

2. Barcha ratsional sonlar to‘plami senoglimi?
Z q

3. Ayirmasi chekli, keshishmasi sanogli bo‘lgan A ve B sanogh to‘plam-

lurga miusol keltiring.

4. Sirnmetrik ayirmost sanogli. kesishmasi chekli bo‘lgan A va B sanogh

to ‘plamlarga misol keltiring.

5. A va B sonli to'plamlarning arifmetik yig“ndisi deganda
C={c:c=a+b ac A be B} toplam tushuniadi. Agar A va B
to‘plamlar sanogli bolsa, wlarning arifimetik yig‘indist ham sanogli bo -

shini ishotiang?
6. sinx = 0,5 tenglamaning borcha hagiqiy ildizlari to‘plami sanoglimi?

7. Barcha ratsional koeffitsiyentli ko'phadlar to’plami sanogli ekanligind is-

botlang.

8. Agar & son biror ratsional koeffitsiyentli ko‘phadning ildizi bolsa, €
algehraik son deb ataladi. Algebraik sonlar to plamiming sanogh ekanliging
ishotlang.
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9. Agar A ta‘plam B qa, B to‘plam C ga ekvivalent bo‘lsa, u holde A

te‘plam C gu ekvivalent bo ‘lishini isbotlang.

10. To‘plamlar ortusida kiritilgan ekuvivalentlik munosabati refleksiv, sim-

metrik va iranzitiv bo'lishini isbotlang.
4~§. Hagiqiy sonlar to‘plamining sanogsizligi

Oldingi paragrafiarda sanogh to'plamlarga misollar caradik va chieksiz to'p-
larnlaming ayrim xossalari bilan tanishdik. Quyidagi savol paydo be‘lishi tabi-
iydir: umuman olganda sanogli bo‘lmagan cheksiz to plamlar mavjudmi? Bu
savolga ijobiy javob quyidagi teoremada keltirilgan.

4.1-teorema. [0, 1] kesmadagi haqiqiy sonlar to‘plami sanoqsizdir,

Isbot. Faraz qilaylik, [0. 1] kesmada yotuvchi (barcha yoki ba'zi bir)
haqiqiy sonlardan tuzilgan {ai,as, ..., ta, ...} = A sanoqli to‘plam berilgan
bo'lsin. U holda

ay = 0, a11212413 . - - Q)p - . .
ag = 0, 421022023 . . .29 - . .,

ag = 0, ag1a3204358 . . . A3n - . -,

1ty =0, Gn1Cn2Cn3 - . - Gnp - - - (41)
Bu yerda a4 — 6; sonning &—chi onli ragami. Endi 0 va 9 raqamlarga
teng bo‘linagan by, b, ..., by, ... raqamlar ketma-ketligint quyvidagi usulda
tanlaymiz: b ragam ay ga teng emas, by raqam a9 ga teng emas, by
ragam 233 ga feng cmas va b, 18gam dp, ga teng emas va hokazo. Tan-
langan by, by, ..., by, ... ragamlar yordamida [0, 1] ga tegishli bo'lgan £ =
0,b1b9bs . . . by, ... kasrni aniqlaymiz. Aniglanishiga ko‘ra, # son ay,a,,. ..,
Oy, . . . kasrlarning birortasiga bam teng emas, chunki @ kasr ¢; kasrdan ver-
guldan keyingi birinchi raqami bilan, ap dan verguldan keyingi ikkinchi ragami
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bilan va hokazo a, dan verguldan keyingi n ragami bilan farq qiladi. Shun-
day qilib, [0, 1] kesma clementlaridan tashkil topgan hech bir sanogli to‘plam
[0, 1] vi to'liq goplay olmaydi. A

4.1-ta’rit. [0, 1] kesma va unga ekvivalent bo'lgan to‘plamlar kontinuum
quvvatl to‘plamlar deyilodi.

Shunday qilib, [0, 1] kesma sanogsiz bo‘lgan to‘plamga misol bo‘ladi. En-
di [0, 1] kesmaga ekvivalent ho‘lgan, ya'ni kontinuum quvvatli to‘plamiarga
misollar keltiramiz.

4.1-misol. [0, 1] kesmava (0, 1) intervalning ckvivalent to‘plamlar ekan-
ligini whotlang.

Isbot. Buning uchun (0, 1) dan A = {ay,@2,...,ap,.. } sanoqli gism
to‘plamni ajratamiz va undan foydalanib, A, = {0, 1, a1, a2, ..., &n, - JC

[0, 1] to‘plamni quramiz. Ushbu
¢:00,1]—(0, 1), e(x)=2, z€[0, 1J\A

@(0) = a1, p(1) = a2, @(an)=ant2, N 21
akslantirish [0, 1] va (0, 1) to‘plamlar o'rtasida biyektiv moslik o‘rnatadi.
4.2, 3.4-misolga asosau [0, 1] kesma ixtiyoriy {a, b] kesmaga va (a, b)
intervalgn ekvivalent, ho‘ladi, ya'ni [a, ] va (@, b) to‘plamlar ham sanoq-
nizdir,
A.3. 3.0 va 4. L-misollardan sonlar ofgidagi barcha nugtalar to‘plami [0, 1]

kesinaga ckvivalent ekanligi kelib chigadi.

4.4. Tekislikdagi barcha nugtalar to*plami, sfera sirtidagi nuqgtalar to‘plami,

nch o'lchamli fazodagi nnqtalar to‘plami, sfers ichidagi nuqtalar to‘plami va
lokazo to'plamlarga misol keltirish mumkinki, ularning har biri [0, 1] ga ek-
vivalentdir.

4.5. Tekislikdagi hamma to‘g‘ri chiziglar to‘plami [0, 1] kesmaga ekviva-
lentdir.
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4.6. Bir yoki bir nechta o‘zgaruvchining uzluksiz funksiyalari to‘plami ham
[0, 1] ga ekvivalen:dir.

Sonlar o‘qida murakkabroq kontinuum quvvatli to‘plamga misol qaraymiz.
Qaralayotgan bu to‘plam Kantor to‘plami, yoki Kantor mukammal to ‘plami
nomi bilan tanigli.

4.7. Kantor to'plamini kontinuum quvvatli ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Kantor to‘plami quyidagicha quriladi. £ = [0, 1] bolsin. Un-
dan ( 3 5) = K, intervaini chigarib tashlaymiz, qolgan vopiq to‘plamni
bilan belgilaymiz. Keyin #] dan ( -1-, g\, va |/ Z,

) ; 9 9/ \9

tashlaymiz. ularning birlashmasini K, orqali, qolgan yopiq to'plamni. ya'ni

1] (2 1l ['2 7 '8
s/Uig 53Uz 5/Uls ‘_)

to‘plamni £ bilan (4.1-chizma) belgilaymiz. Bu to‘rtta kesmaning har biri

3 ) intervallarni chigarib

Fi\Kz = [0,

teng 3 gismga bo'linib, o‘rtadagi uzunligi 373 teng bo‘lgan interval chiqarib

tashlanadi. Chigarib tashlangan

1 2 7 8 19 20 25 26
il —_ — = _ = 4.2
(27 27) U (27 27) U (27 27) U (27 27) (42)
to‘plamni K3 bilan Fy\K3 ni esa My bilan (4.1-chizma) belgilaymiz. Bu
jarayonni cheksiz davom ettirib, vopiq to‘plamlarning kamayuvchi #), ketma-

J

ketligini hosi! gilamiz. Agar

[o.0]

K= ﬂ ¥,

n=1
deb belgilasak, K yopiq to‘plam bo'ladi. U [0, 1] kesmadan sanogli sondagi
Ky, Ky, ... K,, ... intervallarni chiqarib tashlash natijasida hosil bo‘ladi. Hosil
bo'lgan K to‘plam Kantor to‘plami deyiladi.

findi K to'plamning strukturasini o‘rganamiz. Ravshanki, [0, 1] kesinadan

chiqgarib tashlangan intervallarning oxirlari bo‘lgan

1 21 2 7 8
1,5, 212708 4
0'1'339999’ (43)
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uugtalar K ga tegishli bo'ladi. Biroq K to‘plam fagat shu nuqtalardan iborat
cmas. [0, 1] kesmadagi K ga tegishli bo‘lgan nugtalarni quyidagicha xarak-
lerlash mumkin. Buning uchun [0, 1] kesmadagi har bir 2 nt uchlik sistemada
yozamiz:

Gy | dg . a3 . . On

r=—1 s t

t b .
3 33 3n
bu yerda a, sonlar 0, 1 va 2 raqainlardan birini gabul gilishi mumkin. O'nli
kasilar helidagidek bu yerda Lam ba'zi sonlarni ikki xil ko‘rinishda yozish

iunkin. Masalan,

t_1,0 0 002 2
3 3 3 3n T3 3 3n

d Fl
0 1/3 2/3 1
. : . F2
0 /9 2/9 173 2/3  7/9  8/9 1
et 5
0l21 2L 81 27 ey
7 93 327279 9 27 27

4.1-chizma

Endi K to‘plamga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasi hagida
N . . {1 2, . . N .
fikr yuritamiz. Ravshanki. <§ 3 intervaldagi sonlarning uchlik sistemadagi

1 2\ (7 8\

yoyilmasida a; son albatta 1 ga teng bo‘ladi, ( va, \ Y 6 inter-
vallarga segishli sonlarning uchitk sistemadagi yﬂylhna‘ﬂdd dg son albd,tta 1

1 7 8 ‘19 20°
pga teng bo‘ladi. Xuddi shunga o'xshash ( 77 27 \ ( 77 5,?) ( é-g, Eg)

< ;i 27\ intecvallarga tegishli sonlar uchun warning uchlik sistemada-

g yoy;lmalauda a3 son albatta 1 ga teng bo'ladi va hokazo. Shunday gilib,

ixtiyoriy = € [0, 1J\K son uchun uning uchlik sistemadagi yoyilmasida qat-
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nashuvchi ay, ag, ... an, ... sonlarning kamida bittasi 1 ga teng. Aytilgan mu-
lohazalardar quyidagi xulosa kelib chigadi: A to‘plamga kaniida bir usul bi-
lan uchiik kasr ko‘rinishida tagvirlanuvchi shunday z € [0, 1] senlar kiradiki.
ularga mos ¢q, 92, .. . Gy, - . . ketina-ketlikda 1 ragami biror marts ham uchra

maydi. Shunday qilib, har bir x € K uchun
Gy, G2, .. G . .. (4.4)

ketma-ketlikni mos qo‘yish mukin, bu yerda a, ragam 0 yoki 2 ni gabul
giladi. Bunday ketima-ketliklar to'plari kontinuum quvvatli to’plamai taghkil

giladi. Bunga ishonch hosil gilish nchun har bir (4.4) ketma-ketlikka
;)17 172, .‘.,bm (45)

ketma-ketlikni shunday mos qo‘yamizki, agar a, = 0 bo'lsa, b, = 0 holady,
agar a, = 2 bao'lsa, b, = 1 bo‘ladi. Har bir (4.5) kebma-ketlikui, [0, 1]
kesmadagi biror x sonning ikkilik kasr yozuvi deb qarash mumkin. Shunday
gilib, K to‘plammi [0, 1] ga biycktiv akslantirishni olamiz. Bu yerdan K
ning kontinnum quvvatli to‘piam ekanligi kelib chigadi. (4.3) ketma-ketlikdagi
sonlar toplami sanogli bo’lgant uchun. vlar K ni to'la goplamaydi. A

Biz ko‘rsatdikki. K kontinuum quvvatga ega, ya'ni [0, 1] kesma bilan
K toplam o‘rtasida biyektiv moslik mavjud. Bundan tashgari Kantorning
mukammal teplami bir gator ajoyib xossalarga ega. Masalan:

1} Kantor to‘plaminicg o‘lchovi uclga teng (6.3-misolga Garang).

2) Kantor to‘plamining yakkalangan nugtalari mavjud emas.

3) Kantor to‘plamining ichki nuqtalart mavjnd emas.

4} Kantor to‘plami [0. 1] kesmaning hech yerida zich emas.
Bu xossalarui mustaqil ishotiashid o‘quvehiza bavola gilamis.

Endi to'plamlar nazariyasidagi agoslty teoremalardan hiri Kantor —Bern-
shteyn teoremasini isbotiaymiz.
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4.2-teorema {Kantor Bernshteyn). Istworiy A va B cheksiz to‘plemlar
berilgan bolsin. Agar A to'plemni B to‘plamning By gism te‘plamiga biyek-
tiv okslantiruvchi £ okslontirish va B to‘plamni A to'plamning Ay qism
to ‘plamiga biyektiv akslantiruvchi g okslantirish mavjud bo‘lse, w holda A va
13 to’plamiar ekvivelentdir.

Isbot. Umnraiylikni chegaralamasdan, A va B to‘plamlar kesishmaydi
deb faraz qilishimiz mumkin. Istiyoriy 2 = 29 € A elementni olamiz va
{2,} ketma-ketlikni quyidagicha aniqlaymiz. Agar B to'plamda g(z) = x¢
shartni qancatlantiruvchi z element mavjud bo'lsa, uni z; deb belgilaymiz.
Agar A to'plamda f(z) =z tenglikni ganoatiansiruvchi 2 element mavjud
bo‘lsa, uni 79 deb belgilaymiz. Aytaylik x, element aniglangan bo‘lsin. Agar
n juft bo'lsa, n holda x,,, orqali B dagi shunday elementui tanlaymizki (agar
bunday element mavjud ho'lsa), z, = g(x,41) shart bajarilsin, agar n toq
bo'lsa, T,411— A dagi shunday elementki (agar u maviud bo'lsa), f(Zaq1) = Ta
shart bajarilsin. Bu yerda ikki holat sodir bo‘lishi mumkin.

1. Biror no da ko'rsatilgan shartlarni qaneatlantiruvehi 2,4 element mav-
jud beo'imaydi. Bu holda n nomer z elementning fartib soni deyiladi

2. Cheksiz {x,} ketma-ketlikka ega bolamiz. Bu holda z clementning
tartiht cheksiz deyiladi.

Endi A to‘plamni uchta to‘plamga ajratamiz. Juft tartibli elementlardan
tashkil bo‘lgan yism to'plamni Ag orqali, tog tartibli elementlardan tashkil
bollgan gism to'plamni Ap orgali va cheksiz tartibii elementlardan tashkil
bo'lgan qism to'plamni Aj orqali belgilaymiz. B to‘plamni ham xuddi shun-
day Bg, Bo va B3 qismlarga ajratamiz. Tushunish giyin emaski, f akslan-
tirish Az ni Bp ga va Ay ni By ga akslantiradi, ¢! aksiantirish esa Ag
ni Bg ga akslantiradi. Shunday qilib, Ag U A; da f ga teng va Ag da g7*

ga teng 7 akslantirish A to‘plamni B to‘plamga biyektiv akslantiradi. A
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4.1 To‘plam quvvati tushunchasi. Agar ikkita chekii to‘plamm ekviva-
jent bo‘lsa, ularning elementlari soni teng bo'ladi. Agar 4 va B to'‘plamlar
ekvivalent bo‘lsa, u holda ular bir 22l quvvatge ega deyiladi. Shunday qilib,
quvvat ixtiyoriy ikki ekvivalent to‘plamlar uchun uwmumiylik xususiyatidir.
Chekli to‘plamlar uchun quvvat tushunchasi odatdagi to‘plam elementlari soni
tushunchasi bilan ustma-ust tushadi. Natural sonlar to‘plami va unga ekviva-
lent to‘plam quvvati uchun Ry (alef nol deb o'qiladi) belgi ishlatiladi. [0, 1]
kesmadagi barcha haqgigiy soniar to‘plamiga ekvivalent to'plamlar haqida, ular
kontinuum quvvat ga ega deb gapiradilar. Bu quvvat uchun ¢ yoki R simvol
ishlatiladi. Ng va ¢ orasida quvvat mavjudmi degan savol juda chuqur muam-
mo hisoblanadi. Analizda uchraydigan cheksiz to‘plamiarning deyarli barchasi

yoki Ny, voki ¢ quvvatga ega.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. Sonlar o‘qidagi oxirlor: ratsional bo‘lgan barcha intervallar to ‘plumining

sanogli ekanligini ishotlang.

2. Tekislikdogi ratsional koordinateli nuqtalar to‘plamining senoqli ekanki-

ging isbotlany.

3. Iztiyoriy cheksiz M va sanogli A to‘plamlor uchun MUA ~ M muno-

sabatni isbotlanyg.

4. Ikkita har ail cheksiz o‘nli kasrli yoyilmalarga ego bo‘lyan sunlar to‘p-

lomaning senogli ekanligini ishotlany.
5. Barcha wrratsional sonlor to‘plamining senogsiz ekanliging isbotlang.

6. Barcha irratsional sonlar to‘plamining konbinuum quvvetgo ega ekanli-

gini ishotleng.
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7. Koordinata boshidan o%tuvchi barcha to‘g'ri chiziglar to’'plami [0, 1]

to'plamga ckvivalentmi?
5-8§. To‘plamlar sistemalari

5.1. To‘plamlar halgasi. Elementlari to'plamlardan iborat to‘plam to‘p-
lamlar sisternasi deyiladi. Biz asosan oldindan berilgan X to‘plamning gism
to‘plamlaridan iborat sistemalarni garaymiz. To‘plamlar sistemalarini belgi-
lash uchun biz gotik alitbosining bosh harflaridan foydalananiz. Bizni asosan
to‘plamnlar ustidagi ba'z amallarga nisbatan yopiq bo‘lgan sistemalar qiziqti-
radi.

5.1-ta’rif. Agar & to'‘plamlar sistemasi simmetrik ayirma ve kesishma
amnallarige nisbuten yopig. ya’ni iztiyoriy A, B € & to'plamlar uchun
AAB € 6 va ANB ¢ & bolsa, w holda & to'plamlar sistemasiga halge
deyiladi. .

To‘plamlar halgasi quyidagi xossalarga ega.

5.1-x0ssa. Agar & to‘plamlar sistemasi helga bo'lsa, u holde & birlushma
va ayirma amallariga nisbatan ham yopig bo‘ladi.

Isbot. Lctivoriy A, B to‘plamlar uchun AU B = (AABYA(AN B) va
A\B = AA{AN B) tengliklar o‘rinli. Bu tengliklardan hamda & sistema
halga ekanligidan AU B € & va A\B € 6 mumosabatlar kelib chigadi.
Demak, halga birlashma va ayirma amallariga nisbatan ham yopiq sistema
bo‘lar ekan. A

5.2-x0ssa. Agar & to‘plamlar sistemasi halga bo‘lsa, u holda & chekli
sondagi birlashma va kesishma amallariga nisbaten ham yopig bo ‘ladi.

Isbot. Agar & to‘plamlar sistemasi halga bo'lsa, u holda, 5.1-xossaga ko‘ra
G sistema o‘zining Ay va A to'plamlari bilan birgalikda ularning birlashmasi

KH
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va kesishmasini ham saqglaydi. Chekli induktiv gadamdan keyin & sistema

C=JA D=(\B A Be6
k=1 k-1

ko‘rinishdagi ixtiyoriy chekli yigfindi va kesishmani ham o‘zida saglasht kelib
chigadi. Ushbu A\ A = 0 tenglik ko‘rsatadiki, har qanday halqa o'zida bo'sh
toplamni saglaydi. Faqat bo'sh to'plamdan iborat sistema mumkin bo‘lgan
halqgalar ichida eng minimeali bo'ladi. A

Agar 6 to‘plamlar sistemasida shunday £ € 6 to'plam mavjud bo‘lib,
ixtivorly A € 6 uchin AN K = A bo'lsa, ¥ to'plam & sistemaning bir-
Iik elementi yoki biri deyiladi. Sistemaning biri deganda shu sistemadagi
maksimal io'plam tushuniladi. Hamma sistemalar ham maksimal to‘plamga
ega bo'lavermaydi. Magalan, nabural sonlar to'plamining barcha chekli gism
to‘plamlaridan ihorat sisternasida maksimal to'plam mavjud emas.

5.2-ta'rif. Birlik elementga ega bo‘lgan io plamlar halgasi algebra deyiladi.

5.1-misol. Ixtiyoriy A to‘plam uchun uning barcha gism to‘plamlaridan
tuzilgan A(A)— sistema, binn £ = A bo‘lgan algebra bo’ladi.

5.2. Ixtiyoriy A to‘plam uchun uning barcha chekli gism to‘plamlaridan
uzilgan sistema halqa ho‘ladi. Bu balga algebra bo'liski uchun A chiekli to'plam
bolishi zarur va yetarh.

5.3. Ixtivoriy bo‘shmas A to'plam uchun A va @ to‘plamlardan uzilgan
{4, 0} sistema, biri £ = A bo‘lgan algebra bo‘ladi.

5.4. Sonlar o'gidagi barcha chegaralangan to'plamilar sistemasi halga bo'ladi,
ammo algebra bo'lmaydi.

5.1-teorema. lativoriy {R,} halgalar istemasi uchun ularning kesishmasi
R=NR. yans halga boadi.

Isl?ot. A, B € R =R, bo'lsin, u holda ixtiyoriy « da A, B € R,
boladi. R, halga bo‘lgaﬁligi uchun AAB € R,, AnNB e R, U holda
AABeR va ANBeR. A
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5.2-teorema. Iztiyoriy bo'shmas & to'plamlar istemasi uchun S ni o‘z-
da saglovchi va & ni saglovchi barcha R halgalarda saqlonuvchi yagona
M (S) minimal halge mayjud.

Isbot. Dastlab X = |} A to‘plamni uzamiz. Ma'lumki, X to‘plam-

Ae
niug barcha gism ‘!;1:)‘1,')13.11'11‘1&1,_1?(1&1[1 tuzilgan A(X) sistema algebra bo‘ladi,
ya'ni xususiy holda halga bo'ladi va & ni o'zida saglaydi. Demak, & ni
saglovchi kamida bitta halga mavjud ekan. Eudi & ni o'zida saglovehi ham-
ma R halqalar sistemasini } . bilan belgilaymiz. Isbotlangan 5.1-teoremaga.
ko'ra B = (] R sistema halga bo‘ladi va & ni o'zida saqlaydi. Ravshanki,
SN
izia,nayotgai Eﬂtf}mﬁ. B ga teng. Hagigatan ham, & ni o'zida saglovehi ixti-
yoriy R* halgani qarasak, kesishma R*{(1A(X) ham Y sistemadagi halga
bo'ladi, demak B ¢ R*. Shunday ekan, B hagigatan ham, minimallik ta-
lahini qanoatlantiradi. Bu halga & sisteme ustidagi munimal halge deyilads
yoki & dan hosil gilingan minimal fialga deyiladi va (&) simvol bilan
belgilanadi. A

5.2. To'plamlar yarim halqasi. Ko‘pgina masalalarda, masalan, o‘lchov-
lar azariyasida halga tushunchasi bilan birgalikda unga visbatan umumivroq
bolgan to‘plamlar yarim halgasi tushunchasi ham mubim ahaniyatga ega.

5.3-ta’rif. Agar & to'‘plamiar sistemasi quyidagi shartlorni qanoatlantir-
sa, unga yorim holga deyiledi:

a) & bo'sh to‘plamni sagleydi;

by & to‘plumlar kesishmasi amaliga nisbatan yopig, ya'ni A,B ¢ &
munosebotdan AN B € & munosebat kelib chiquds;

¢) Ae 6, Are 6 ve A C A chonligidan & sistemaning o zero ke-

tasvir o‘rinli bo ‘ladi.

Agar A to'plam o'zaro kesishmaydigan Ay, Aq, ..., A, to'plamlar birlash-
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masidan iborat bo‘lsa, bu birlashma A to‘plamning chekli yoyilmasi deyiladi.

Ixtiyoriy & to‘plamlar halqasi yarim halqa boladi, chunki A va A1(A1 C
A) to'plamlar & ga tegishli bo'lsa, u holda Ay = A\A4; € & bo'lib, A =
Ay U Ay chekli yoyilma o'riuli bo‘ladi. Demak, har ganday halga yarim halga
bo‘lar ekan. Quyida biz shunday yacim halgaga misol keltiramizki, ¢ halga
bo‘la olmaydi.

5.5. Sonlar o'qidagi barcha [a, b) yarim ochiq intervallar sistemasi - &
yarim halga bo‘lishini isbotlang.

Isbot. & bo'sh [a, @) = @ to'plammi saglaydi. & to‘plamlar kesishmasi
amaliga nishatan yopiq, ya'ni [a,b), [¢,d) € & munosabatdan [a, b) (¢, d) €
S munosabat (5.1-chizma) kelib chigadi. [a, b) € &, [ay, b1) € & va [ay, by) C
[a, b) ekanligidan [a, b)\[a1, b1) = [e, ax) U[b1, b) tasvir o’rinli hamda [a, a1)
va [by, b) lar & ga (5.2-chizma) qarashli. Demak, & yarim halga bo‘ladi. A

[a.)N[c,d) = [c. b)

R R . R 3
a < b d

5.1-chizma

5.6. 5.5-migolda keltirilgan sistemaning halga bo‘la olmasligini isbotlang.
Isbot. Buning uchun & sistemaning to‘plamlar simmetrik ayirmast ama-
liga nishatan yopiq emasligini ko‘rsatish yetarli. & sistemadan olingan A =
[0, 5) va B =1, 3) to‘plamlarning simmetrik ayirmasini qaraynxiz. Bu hol-
da AAB =10, D)3, 5) {5.2-chizma} bo'lib, u & sistemaga qarashli emas.
Demak, & sistema halga bo‘la olmaydi. A

[a, D)\la, ;) = [a,a ) U [b,, b)

a A b, b
5.2-chizma

Endi varim halgalarning ayrim xossalari bilan: tanishib chigamiz.
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5.1-lemma. & yorim halgadan A to‘plam va o‘zaro kesishmaydigen A,
Ag, ..., Ay to’plamlor olingan bo lib, wlarning fier biri A to‘plamda saglunsin.
Il holda Ay, Ay, ..., A, to‘plamlarni Auyy, ..., As € & to‘plamlar bilan A

3
to‘plamning chekli yoyilmasiga qadar toldivish mumkin, ya'ni A= {J A

Isbot. Lemmani matematik induksiya metodi bilan isbot'iaymiz].c::z =1
ho‘lganda tasdigning to'g'ri ekanligi yarim halga ta'rifidan bevosita kelil chiga-
di. Faraz qilaylik, bu tasdiq n = m uchun ham to‘g'ri bo'lsin. Endi n =
m+1 ta Ay, Ay, ..., A,y to'plamni qaraymiz, ular lemma shartlarini qanoat-
lantirsin. Farazimizga ko‘ra, n =1 da

A=A UAU. L UA,UBU...UB, (5.1)

tasvir o‘rinli. Buyerda Hy, ..., B, to‘plamlar & yarim halqags garashli. (5.1)
tenglikdan A,y C By U By U ... B, ekaniigi kelib chiqadi. Agar By =
Am1 1By, ¢ =1,2,...,p desak, u holda A,y = By U By V.. U By
tenglik o'rinli. Aniglanishiga ko‘ra By ¢ B, bo'ladi. Yarim halga ta'rifiga
ko'ra B,\B,; to'plamni o'zaro kesishmaydigan By, ..., By, € 6 to'plamlar-
ning chekli yoyilmasiga yoyish mumkin, ya'ni B \By = B U -+ U By,
Ravshanki, (5.1)tenglikka ko'ra quyidagi
Tq
A=A UAgU--UAp U Ay U rf (]_L;IZB,”)

chekli yoyilma o‘rinh bo‘ladi. Shunday qilib, n = m + 1 bo‘lganda lemma
tasdigf to'g'ri ekanligi isbotlandi. Shunday ekan, ixtiyoriy n da lemma tasdigh
o‘rinli. A

2-lemma. & yarim helgadan olingan har qanday cheklita Ay, As, ..., An
to‘plamlar sistemesi uchun & do shunday o‘zaro kesishmaydigan cheklite
By, ..., By to‘plamlar sistemas:i mavjudki, hor bir Ag to'plem By,..., B

to ‘plamiordan ba’zileri yordamide

Ap = U B, fvka{l,Z,....t}

sE My,
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yig ‘indi ko rinishida tasvirlanad.

Isbot. Bu lemmani ham matematik induksiya metodi bilan isbotlaymiz.
Agar n = 1 bo‘lsa, lemma ishoti ko‘rinib turibdi, chunki bu hoida ¢ =
1, By = A,. Faraz qgilaylik, lemma tasdig'i n = m bo‘lganda o‘rinli bo'lsin.
Endi lemma tasdig'ining n = m+1 uchun to‘g'riligini ko‘rsatamiz. & dan ix-
tiyoriy ravishda A), Aa, . .., Ay Amyr to‘plamlarni olamiz. Farazimizga ko'ra,
shunday chekiita o‘zaro kesishmaydigan £, .. .. B, to‘plamlar mavjudki,
Ay, A, ..., A, to'plamlar uchun

A= |J B, ke{1,2,..m}
sE My

chekli yoyilmalar o‘rinli va M, < {1,2,...,t}. Endi
By = AmHﬂB_.,, s & {1,2,...,t}

belgilashlarni kiritamiz. 5.1-lemmaga ko‘ra quyidagi chekli yoyilma o‘rinli

ll
Amiy=BulJBalJ.-UBUU B, Bie®, p=12..,¢ (52)

p=1

Yarim halqa ta'rifiga ko'‘ra esa
Bs = le U BsZ U...u Bsf,: st < 6)

chekli yoyilmalar o‘rinli. U holda k =1,2,...,m, bo'lganda

Js
A= U U By

sEMy j=1

chekli yoyilmalar o‘rinli va
By, B, 1<s8<t, 1<7<f, 1<p<yg

J == I8

to'plamlar o'zaro kesishmaydi. Shunday qilib, Bj,, B]', to'plamlar sistemasi

Ao Ay Ay to'plamlar uchun lernma shartlaring ganoatlantiradi. A
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5.3. Yarim halgadan hosil gilingan halga. 5.1-bandda ko‘rdikki, ix-
tivoriy & sistema uchun uni o'zida saglovehi yagona minimal halga maviud.
Ammo ixtiyority & sigtema uchun (&) ni 6 bo'yicha hosil gilish ancha
murakkabdir. Agar & sistema yarim halga bo'lsa, JUS) ni hosil qilish to'lig
sharhlanishi mumkin. Ya'ni quyidagi teorema o‘rinli.

5.3-teorema. Agar & yarim halga bo'lsa. v holda IM(S) minimal halga
Ar to‘plamlar (Ar € &) bo'yicha A= l3 Ar  chekli yoyilmaga ega bo‘lgan
A to‘plurnlarning X sistemasi bean ust'rnz[ust tushadi,

Isbot. Dastlab X sistemaning halqa ckanlighi ko'rsatamiz. Agar 4 va 8
lar X ga tegishli bo'lgan ixtiyorly elementlar bo‘lsa, u holde quyidagi chekli

yoyilmalar o‘rinhi

n m
A={JA, B=|JB;, Ac6, Bc6
i=1 i=1

6 yariru halga bo‘lganligi uchun Gy = A1 B € 6. 5.1-leminaga ko‘ra
quyidagi chekli yoyilmalar ham o‘rinli
m r.«
A= ¢l JU Pas U Cij UU Ej, (5.3)
el k=1 i=1
bu yerda Dy, £ € 6. Hosil gilingan (5.3) tengliklardan AN B va AAB
to‘plamlarning chekli yoyilinalarga egaligi, ya'ni
Ti /fm S
ANB=UJL) Gy AnB= (UU Dax | U{uu Eﬂ>
i=1j-1 \i=1 keel \j=11-1
va demak, ANB va AAB larning X ga tegishli ekanligi kelib chigadi. Demak,
X sistema halga ekan va u 6 ni o'zida saglaydi. Agar JG) sistema &
ni o'nda saglovchi mivimal halga bo'lsa, u holda ixtivoriy 4 € X teplam
= | J Ax, A; € 6 chekli yoyilmaga ega va IM(S) chekli yig‘indiga nisbatan
yoplq bo lgani uchun A € M(S) bo'ladi, yami X C IM(G) . Demak, X =
M(S). A
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5.4. ¢ - algebralar. Har xil masalalarda, xususan o‘lchoviar nazari-
vasida, sanoglita to‘plamlar kesishmasi va yig'indisini garashga to'g'ri keladi.
Shuning uchun, to'plamlar halgasi tushunchasidan tashqari, quyidagi tushun-
chalarni ham qarash magsadga muvofiqdir.

5.4-ta’rif. Agar & to'plumler halgesi wnden olingun iviiyory Ay, As,

oy A, ... to'plumlar ketma-ketligi bilan birgalikdn wlarning yig‘indisi A =
lj An ni ham o%zida saglase, v holda & sistemoaga o - halge deyiladi.
nzl5.5~ta’rif. Agar 6 to'plamlar halqesi wndan olingan dixiiyorny Aj, As,

o An, .. to'plomler ketma-ketiigi bilan birgulikda wlarning kesishmasi B =
ﬁ Ap ni ham ozida saqlasa, u holda & sistemaqe & - halgo deyilads.
rzzlS.ﬁ-ta’rif. Birlik elementli o - halge ¢ - algebra deyiladi. Birkik elementli
6 - halge esa & - algebru deyiledi.

Shuni ta’kidlash lozinki,
U A, = E\N(F\A,), N A, = E\U(K\A,)
n n n [
ikkilik munosobatlaridar o - algebra va ¢ - algebra tushunchalarining ust-
ma-ust tushishi kelib chiqadi.

A cheksiz to'plamning barcha qism to‘plamlari sistemasi A(A4), o - algeb-
ra bo‘ladi. Agar biror & sistema berilgan bo'lsa, doim uni saglovehi o -
algebra mavjud. Hagigatan hem, agar X = |J A desak, X ning barcha
gism to‘plamlaridan tuzilgan A(X) sistema & ﬁf Z‘zﬁda sagloveht o - algebra
bo‘ladi. Agar B — & ni o‘zida saglovehd hivor o - algebra va X uning biri
bo'lsa, u holda ixtiyoriy A € 6 to'plam A C X munosabatga bo‘ysunadi. va
shunday ekan, X = |J AC X. Agar 6 ni saglovchi B — ¢ - algebraning

A6
biri X uchun X = X munosabat bajarilsa, bu o - algebra (& ga nisbatan)
keltirilimaydigan ¢~ algebre deyiladi.

5.4-teorema. Ixtiyoriy bo‘shmas & to‘plamlar sistemasi uchun (bu sis-
temaga nisbatan) keltirilmaydigan shunday B(6) — o - algebra mavjudki, bu
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o - algebra 6 ni saglaydi S ni saglovehi barcha o - algebralarda saglenadi.
Bu seorema ishoti ham bivinchi handda keltirilgan 5.2-teoremaning isbotiga
o'xshash olib boriladi. 5.4-teoremada keltirilgan & - algebra & sistema ustiga
qurilgen minimaol o - algebre deyiladi.
Misol sifatida soniar o'gidagi barcha [, b] kesmalar va [a, b), (a, b] yarim
intervallar va (g, b) intervaillardan tashkil topgan & yarim halgani qarasak,
u holda & ustida qurilgan minimal o - algebrani B(&) bilan belgilaymiz.

Bu o - algebra clementlari Borel to‘plamliori yoki Borel tipidagi to‘plamlar
g r ¥ 1

deyiladi.
Mustaqgil ishlash uchun savel va topshiriglar
1. o wa & — haelgalorge misollar keltiring.
2. Halgoming birlik elementi (biri) ga ta'rif bering.

3. Sonlar o‘gidogi barcha ochiq ve yopiq to‘plamlar sistemast yarim halga
(lalga) tashkil qiladimai?

4. Senlor o‘qidagi barcha chegaralungen to‘plamlar sistemasi halga (yarim
halga) tashkil gitadimi?

5. Sonlar o‘gidagi barcha chekli to‘plamlar sistemasi halga (yarim halga)
tashkil qlodimi?

6. Sonlar o‘qidan olingan barcha [a, b] kesmalar ve [a, b), (a, b] yarim
intervallar va (a, b) intervallar sistemasi yarim halga bo lishini ishoi-

lung. Bu sistemaning halga boTa almasligini ko ‘rsating.

7. Tekislikdogi barcla yarim ochiq {(z,y) ra <z < b, c <y < d} to'g'm
to ‘rtburchaklar sistemasi yarim halga bo Tishini ishotlang. Bu sistemaning

simmetrik ayirmae amelige nwisbatan yopiq emasliging ko ‘rsating.
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1T bob. G'lchovii to'plamiar

Ju bob uch paragrafdan iborat. Dastlabki 6-paragrafds tekislikdagi to‘plam-
ning Lebeg o'lchovi tushunchasi kiritilgan. (O/lchov tushunchasgi bu — kesma-
ning nzunligi, tekisliikdagi shaklning yuzasi, fazodagi jismuing hajmi kabi tu-
shunchalarning umurmlashmasi natijasida paydo bo‘lgan. Bu paragrafda Lebeg
ma’nosida o'ichovli to'plamiar sinfl Jordan ma’nosida o'ichovli to'plamlar sin-
fidan kengroq ekanligi ta’kidlangan va Lebeg ma’nosida o'lchovli bo'igan, am-
mo Jordan ma'nosida o'ichovli bo'lmagan to‘plamga misol keluiriigan. Lebeg

o'lchovining yarim additivlik, additivlik, sanogli additivlik va nzluksizlik xos-

ari (6.6, 6.8-6.9 teoremalar) isbotlangan. Birlik kvadratdagl o‘lchovli to'p-

lamlar sistemasi ¢ — algebra tashkil gilishi ko‘rsatilgan. Bu paragrafning ay-
rim to'ldirishlar bandida tekislikda berilgan A to'plamning Lebeg ma’nosida
o‘lchovli ho'lishligi ta’riflangan. Umumlashtirishlar bandida esa Lebeg-Stiltes
o‘ichovlari beriizan. Paragrafning oxirgl bandida sonlar ofgida Lebeg ma'nosida
o'lchovsiz to'plamga misol keltirilgan. Absolyut uzluksiz, singulyar uzluksiz va
diskret o'ichovlarga ta'rif berilgan hamda ularga misollar keltiriigan.
T-paragrafda o'lchovning umumiy ta'tifi keltirilgan. Yarim halgada beril-

gan o'lchovni varim halgadan hosil bolgan minimal halgaga davom ettirish

va davomning vagonaligi (7.1-teorema) isbotlangan. Additiv va o —  addi-
tiv o'lchoviarning umumiy xossalari keltirilgan. Additiv, ammo o —  additiv

ho'lrnagan o'lchovga misol keltirilgan.

3

Bobning oxirgi, 8-paragrafida yarim halgada berilgan o'lchovai Lebeg bo‘yi-

1
il

cha davom ettirish masalasi qaralgan. Bu yerda ham 6-paragrafdagiga o' xshash
o'lchovning yarim additivlik, additivlik, sanoqgli additivlik va vzluksizlik xos-
salari ishotlangan. Birlik elementh G, yarim halqada o — additiv m o'lchov
berilgan bo'lsa, bu oflchovning Lebeg ho'vicha davomi —p ham ¢ — additiv

o'lchov ho'lishi ishotlangan

AA
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§-§. Tekislikdagi to‘plamning o'lchovi

Biz bu paragrafda tekislikda Lebeg ma’nosida o'lchovli to'plam ta’rifini
beramiz va o'lchovli to'plamiarning asosiy xossalarini ishotlaymiz.
6.1, Elementar to‘plam o‘lchovi. Aytaylik a,b,¢ va d lar ixtiyoriy

sonlar ho'lstn. Tekislikda

a<r<bh a<z<bh a<z<b a<az<h

va
c<y<Ld, e<y<d, c<y<d, c<y<d
tengsizliklarning istalgan bir jufti bilan aniglangan to‘plamlar sistemasi beril-

gan bo'lsin. Bu to'plarnlarni to'g i to'etburchaklar deb ataymiz.
Bizga a < z 5 b, ¢ £y < d, tengsizliklar bilan aniglangan to'gi
to'rtburchak berilgan bo'lsin. Agar @ <b, ¢ < d bo'lsa, u chegaralari o'ziga,
garashli bolgan to'g'ti vo'rtburchakni, ager ¢ =0 va ¢ < d yoki a < b va
¢ = d bo'lea kesmani, agar ¢ = b, ¢ = d bo'lsa nugtani va agar o > b
yoki ¢ > d bo'lsa, bo'sh to'plamni aviglaydi. Ochiq e < 2 < b, c <y < d
to'gri tortburchak g, b, ¢ va d larga bog'liq ravishda chegarasi o*ziga qarash-
li bo'hnagan to'g'ri to‘rthurchak yoki bo'sh to'plam boladi. Yarim ochig to'g'ri
to‘rtburchaklaining har biri bir. 1kla yoki uch tomonsiz torthurchaklacni,
ochiq, yarim ochig oraliglarn aniglaydi.

S deb tekisiikdagi barcha to‘g'ri to'rtburchaklar sistemasini belgilaymiz.

6.1-lemma. Telishkdagi barcha to'g'ri to rtburchakiar sistemasi 6 yarim
halqa tashkil gladi.

Isbot. a, b, ¢ va d sonlari bilan aniglasuvehi ochig te'gni to'riburchak
@ = b ho‘lganda bo‘sh to'planui aniglaydi, demak § € & Tkki to'g'ri to‘rtbur-
chakning kesishmasi to‘gri to'rtburchakdir {6.1chizma), ya'ni A, B € &

dar PN P € 6 ckanligi kelib chiqadi. Faraz qilaylik P = Fupg to'g'ri
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to‘rthurchak B = F, 5,64, to'g'rl to'rtburchiakni o'zida saqlasin. U holda
a<ash<h, c<a<dsd
munosabatlar o‘rinli. P\ #} ayirmani quyidagicha tasvirlash mumkin.
P\P = U KU P U B,
bu yerda (6.2-chizmaga garang)
Py = Paryed;, B3 = Papard, P2 = Popedys, Fs = Fagpyees-

Demak, tekislikdagi barcha to'gri to‘rtburchaklar sistemasi & yarim halga

tashkil qgilar ekan.

b4
L
y d
Py
P, Ay _
P2
% (31
P ¢ P
0 M 0 a o 5, b ¥
6.1-chizma 6.2-chizma

6.1-ta’rif. & yarim hatgadan olingan va a, b, ¢, d sonlari bilon aniqlon-
gan (yopiq, ochig yoki yarim ochiq) P = Fpea t0gri tortburchak uchun
m(P) = (b— a)(d — ¢) sonni mos go'yamiz, agar P bo'sh tc'plam bo‘lsa
m(P) =0 deymiz va m: 6 — R toplum funksiyasini o’lchov deymiz.

Shunday qilib, & dagl har bir £ to'g'rl tortburchakka uniug o'lchovi
m(P) = (b—a)(d—c) son mos qoyildi. Bu mostik quyidagi shartiarni ganoat-
lantiradi:

1} m(P) - manfiy bo'lmagan hagiqiy son.
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2) m: G — R to‘plam funksiyasi additiv, ya'ni agar

P={Jr, KPe=0 i#¢k P Re6
k=1

n
bo‘lsa, u holda quyidagi tenglik o'rinli m(P) = 3. m(F) .

k=1
Y y
1
i
Pz E pq QZ
r N
]
Py ! P,
Py i : i : Q %
% ! :
Ps Qa
0 x 0 X
6.3~-chizma 6.4-chizma

Magqsadimiz 1) va 2) xossalarni saglagan holda m olchovni barcha to‘g'ri
to‘rtburchaklar sistemasi & dan kengroq bo‘lgan sinfga davom ettirishdan
iborat. Shu maqgsadda 9(S) hilan G yarim halqa ustiga qurilgan minimal
halqani belgilaymiz.

6.2-ta’rif. M(G) halga clementlari elementar to‘plam deyilads.

5.3-teoremaga ko'ra ixtiyoriy A € 9M(GS) io‘plam chekli sondagi ozaro
kesishmaydigan to‘g‘ri to‘rtburchaklarning yig'indisi shaklida ifodaianad: va
aksincha.

5.1-xossa va halqa tarifiga ko‘ra quyidagi tasdiq o'rinli.

6.1-lemma. ki elementar to‘plamning birlashmesi, kesishmasi, ayirmasi
vo simmetrik ayirmasi yana elemeniar to plam bo‘ladi.

Endi 9(S) halqadagi to‘plamiarning, ya'ni elementar to‘plamlarning ol-
chovi tugshunchasini kiritamiz.

47
www.ziyouz.com kutubxonasi



n
6.3-ta’rif. Har bir A= | P € M(S) elementar toplamyga
k=1

n

m(A) =) m(k)

E=1
sonni mos go ‘yuvchi m' : M(G) — R mostikni aniglaymiz. m/(A) migdorni
A to‘plamning o‘lchovi deb ataymiz.

Elementar to‘plamlar sistemmasi IHS) da aniglangan m’ funksivaning qiy-
mati A elemnentar to‘plamini chekli sondagi to‘g'ri to‘rtburchaklar yig‘indisiga
yovish usulidan bog'liq emasligini ko'rsatamiz. Aytaylik, {P. £ =1,2,...,m}
va {Q;, 1 =1,2,...,n} larning har biri o“zaro kesishmaydigan to‘g'ri to‘rt-

burchaklar sistemalari bo'lib, (6.3 va 6.4-chizmaga qarang)
m f
— ) —
-Un=Ue
k=1 =1
tenglik o'rinli ho'lsin. U holda ikkita Fy va @Q; to'g'ri to‘rtburchaklarning

kesishmasi /%, 0 Q; to'g'ti to'rtburchak ckanfigidan A to‘plam o'zaro kesish-

maydigan £} N Q; to'g'ri to'rthurchaklar yig'indisi shaklida, ya'ni

m n
A=JU@E Mo
k=1j=1
ko‘rinishia tasvirlanadi va
m m n
n(A) =Y m(P)=>_ > m(FnQ;).
k=1 k=1 j=1

m'(A) = Zm(QJ) - Z S“m(Pk nQ;)

j=1 k=1
tengliklar o‘rinli. Oxirgi tengli;{lar ko‘rsatadiki, A elementar to‘plamning o‘l-

chovi m’(A) uning to‘g's: to'rtburchaklar yig'indist shaklida tasvirianish usu-
lidan bog'liq emas ckan, ya’'ni elementar to‘plam oflchovi ' ning aniglanishi

korrekt ekan.
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1. Agar A € MM(S) to'plam to'g'si to'riburchak bo‘lsa, u holda m’ '(A) =
m{A) bo'ladi.
2. Agar A € M(S) to'plamn chekli sondagi o'zaro kesishmaydigan 4y, Ag,

., A, elementar to‘plamlarning yig'indisi shaklida tasvirlansa, ya'ni A=

s

—
N

A; u holda
1

x
I

m/(4) =Y m'(4) (6.1)
k=1

S5
tenglik o‘rinli. Hagiqatan ham, 4 € M(S) bo'lganligi uchun A = U P,
=1
bu verda {/%;} - o'saro kesishmaydigan to'g'ri to‘rtburchaklar sistemasi. U
holda
n n
A=} U Pej va mi(A)= Z m (F;) _E ' (Ak).
k=1 j=1 k=1 j=1
(6.1) tenglik m’ oflchovning additivlik zossasini ifodalaydi.
6.1-teorema. Agar A € M(S) wva {A.}— elementar to‘plamlarning
chekli yoki sunoqli sisternasi bo'lib, A C|JAn bolse,

n

m/(A) <Y m'(Aa) (6.2)

n
tengsiztik o‘rindi bo‘ladi.

Isbot. Ixtivoriy € > 0 va A elementar to'plam uchun
yor

m' (A) > m/(A) — (6.3)

Ny m

tengsizlikni qanoatlantiruvehi va A to'plamda saglanuvehi yopiq A elementa
4b—-a+d— c)

g

to‘plam mavjud (6.5-chizmaga qarang, n >
Har bir elementar A4, to‘plam uchun ochig An O A, elementar to‘plam

mavjudki (6.6-chizmaga garang)

m ( 1,,) </ (Ap) + 7 2n+1 (6.4)
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tengsizlik bajariladi. A va ;I,, to'plamlarning tanlanishiga ko'ra A C Uﬁﬂ
n

munosabat o‘rinli bo'ladi.

y 14
d
A *—e—8
d
L L 24
z A |
A W »
1/: o EY
" »
¢ b--
¢ ¢
0 e 5 X 0 a b X
6.5-chizma 6.6-chizma

Ochiq to'plamlar sisternasi { ,.} dan Geyne-Borel lemmasiga ko‘'ra A ni
qoplovchi chekli sondagi Ay, ;4.,,,2, cees A to‘plamiarni ajratish mumkin, A

to‘plam chekli sondagi to‘g‘ri to‘rtburchaklar bilan qoplangani uchun

)< Ej:mi (A'n,) (6.5)

tengsizlik orinli. (6.3) va (6.5) hamda (6.4) lardan

m/(A)Sm/(ﬁ)Jrgsgm(I ) %5‘2’; ( )
= oc

552 n>+Z2nﬂ S =D At
n= n=1

ni hosil gilamiz va £ > 0 ning ixtiyoriyligidan (6.2) tengsizlikning isboti kelib
chiqadi. A
6.1-teorema tasdig'idagi (6.2) tengsizlik, m’ o‘lchovning yarim additiviik
zossasi deyiladi.
m’ o'lchovning yarim additivlik xossasidan uning o - additivlik xossasi
kelib chigadi, ya’ni quyidagi teorema o'rinfi.
)
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. 2-teorema. A elementar to'plam sanogli sondagi o Zavoe kesishmaydigan
W, Ay, oo, Ay, ... elementar to ‘plamlarning yigrindisidan iborat, yo'mi A=

L) Ay bofsin. U holda quyidagi tenglik o rinli
"ot

m/(4) = Z ' (Ay) . (6.6)
n=]

Isbot. m' o'lchovning chekli additivlik xossasiga ko‘ra, ixtiyoriy ¥ € N
pehun
N N
Al
m'(4) 2m' [ An | =D m'(4n)
n=1 y n=1

tengsiziik o‘rindt. Agar N — oo da limitga o'tsak
\Lf) ‘G:) < b

m'(A) > 2 m' (An)

n=1

holadi. 8.1-teoremaga ko'ra

m'(A) < i m' (An) .

n=1
Oxirgi ikki inunosabatdan (6.6) tenglik kelib chiqadi. A

6.2. Tekislikdagi to‘plamlarning Lebeg o‘lchovi. Geometriya va klas-
sik analizda uchraydigan to‘plamlar faqatgina elementar to‘plamlardan iborat
bolmaydi. Shu sababli o’lchov tushuachasin, uning xossalarini ssqlagan bol-
da elementar to'plamiar sistemasi JM(S) dan kengroq to‘plamlar sistemasi
uchun aniglashga harakat qilamiz.

Lebeg oflchovi nazariyasini bayon qilish jarayonida bizga nafaqat chek-
1, balki cheksiz sondagl to'ghi tortburchiaklar birlashmmalarini ham qarashga
to'g'ri keladi. Bunda birdaniga cheksiz o'lchovli to‘planiarga duch kelmaslik
uchun, dastlab £ = {(z,9) : 0 <z <1, 0 <y < 1} birlik kvadratda
saglanuvchi to'plamlar bilan chegaralanamiz.

6.4-1a’rif. Ietiyoriy A C K io’plamn uchun

W= (i;cjfpk > m(14) (6.7)
B k

01
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son A to‘plamning tushqi o’lchovi deyiladi. Bu yerda aniq quyi chegura A
to ‘plamn: qoplovchi te'g'ri to rtburchaklerning barcha chekli yoki sanogli sis-
temalare bo‘yicha olinadi.

6.1-eslatma. Agar A— elementar to'plam bo'lsa, u helda p*(A) = m/(4).
Hagigatan ham, A—elementar to‘plawn Py, b, ..., F, to‘g'ni to'rtburchak-
larning birlashmasi ko'rinishida tagvirlansin, v holda

N

pH(A) < m (L) = m/(A). (6.8)
k=1
{F:} to'g'ri to‘rtburchaklar sistemasi A to‘plamni qoplaydi, shuning uchun

(6.8) o‘rinii.
Ikkinchi tomondan. {Q;} sistema A to‘plamni qoplevehi chekli yoki sanoqli
sondagi ixtiyoriy to‘gri to‘rthurchakiar sistemnagi ho‘lsa. 6.1-tenremaga ko'ra

m'(A) < > m(Q;) kelib chigadi. Shuning uchun
i

m/(A) <inf Y m(Q;) = p*(4). (6.9)
J

Dernak, (6.8) va (6.9) lardan m/(A) = p*(A) tenglikka ega bo‘lamiz. Shunday
qilib, M(S) da m’ va p* o'ichovlar ustma-ust tushar ekan. A
8.3-teorema. Agar chekli yoki sanogli sondagi {An} to‘plamlar sistemasi

wchun A C{J An bolsa, u holda
n

u(A) <Y u(An)

n
tengsizhik o'rinli. Xususan, agor A C B bolsa, p*(A) < w*(B) boludi.
Isbot. Ixtiyoriy ¢ > 0 va har bir 4, uchun tashqi o‘lchov ta'rifiga ko‘ra
to'gri to'rtburchaklarning shunday chekli yokisanogli { P} sistemasi maviud-
ki,
B 3
A, Cl J Fy va z m(Fur) < o (An) + 7
k k
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holndi. U holda quyidagilar o'rinli:
AcC UU Pu va p*(4)< Z Z m (FPr) < Z/L* (4n) +¢.
n k n k n

< - 0 sonning betivoriyligidan teoremaning isboti kelib chigadi. A

Ma'lumki, elementar to‘plamlar sistemasi M(G) da m’ va p* lar ustma-
ust tushadi. Demak, 6.1-teorema 6.3-teoremaning xususiy holini ifodajaydi.

6.5-ta’rif. Bizga A C £ to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyorsy € > 0
wchun shundey B C I elementar to‘plem mavjud holih, u*(AAB) < ¢
lenysizdik bajaridsa, w holda A Lebeg ma’noside oflchovli to'plam deyiladi.
Agar A Lebeg mo’nosida olchovli to‘plam bolsa. uning o‘lchovi deb tashg:
alchovini gabul qilamiz.

U(F) bilan E ning barcha o‘lchovii gism to'plamiaridan tashkil topgan
sisternani belgilaymiz. g bilan p* to'plam funksivasining U(#) dagi gismini
beigilaymiz, ya'ni ixtiyoriy 4 € U(#) uvchun p(A) = p*(A). Anigianish
sohasi Y(F) bo‘lgan u to‘plam funksiyasi Lebeg o‘lchovi deyiladi. Shunday
ilib, o'lchovii to‘plamlar sistemasi () va unda Lebeg olchovi i aniglandi.

Bizning asosiy magsadimiz oflchovli to'plamlar sisternasi $(F) ni chek-
li yoki sanoqli sondagi to‘plamiarning birlashmasi va kesishroasiga nisbatan
yopialigini ko‘rsatishdan, ya'ni Y(#&) ning ¢ algebra tashkil qilishini isbot-
lashdan iborat.

6.2-eslatwa. Agar (6.7) tenglikda anig quyt chegara A to‘plamni qop-
lovchi barcha elementar to'plamiar bo‘yicha olinsa, A to‘plamning Jordan
ma'nosidagi tashgi olchovi hosil boladi, w §*(A) bilan belgilanadi, ya'ni

n
J(A)= inf Y m(FP).
A 1121 P g=1
Ushbu j(A) =1—5*(#\A) migdor A to'plamning Jordan ma'nosidagi ichki
o‘ichouvi deyiladi. Agar j*(A) = j.(A) bo'isa, u holda A Jordan ma'nosida

o ‘lehovli to ‘plamn deyiladi.
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Shuni ta’kidlash joizki, agar A Jordan ma’nosida o'lchovii to'plam bo'lsa,
u Lebeg ma’nosida ham o‘lchovli to'plam bo‘ladi va bu oflchovlar o'zaro teng
bo'ladi.

Hozir biz Lebeg ma’nosida oflchovli, ammo Jordan manosida o‘lchovli
bo'lraagan to'plamga misol keltiramiz.

6.1-misol. A C F birlik kvadratdagi barcha ratsional koordinatali nuqta-
lar to‘plamni bo‘lsin. Uning Lebeg ma'nosida o'lchovli, ammo Jordan ma’nosida
o'lchovli emasligini ishotiang.

Ishot. A va E\A to‘plamlar £ da zich bo‘lganligi uchun
A =1, j(E\A)=1

tengliklar o'rinii. Bu yerdan j,(A) =0 va j*(A4) # 7.(4). Demak, A to'plam
Jordan ma'nesida o'lchovli emas. Malumki, A sanogli to‘plam (3.3-misolga
qarang), shuning uchun uning elementlarini (xy, vx), ¥ € N ko‘rinishda nomer-

lab chigish mumkin. Shunday ekan,
x
A=l F={Ev) i m<e<m, n<y<ul.
k=1

Ikkinchi tomondan ixtiyoriv & € N uchun m(#%) = 0. Bu yerdan ¢*(A) =0
ekanligi kelib chigadi. Shuni ta'kidlash lozimki, tashqi o‘lchovi nolga teng
bo'lgan har ganday to‘plam oflchovli to‘plamdir. Buning uchun elementar

to‘plam sifatida B = @ ni olish yetarli:
W (AAB) = (AAD) = (A) =0 < e.

Demak, 4 Lebeg ma’nosida olchevli to'plam. Shunday gilib, A Lebeg ma’no-

sida o‘ichovli bo'lgan, lekin Jordan ma’nosida o'lchovii bo‘imagan to'plamga

misol bo‘ladi. A
6.4-teorema. Ochovli to‘plamning toldiruvchisi o lchovlidir.

-
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Ishot. Teovemaning tasdig' elementar to‘plamning to‘ldiruvchisi elementar

toplam ekanligidan va
AAB = (E\A)A(E\B)

tenglikdan (1-§ dagi 2-topshiriqga qarang) kelib chigadi. A
8.5-teorema. O‘lchovli to ‘plamlar sistemasi U(E) halga boladi.

Ishot. Teoremani isbotlash uchun oflchovli to‘plamlarmng kesishmasi va
simmetrik ayirmasi yana o‘lchovli to'plam ckanligini ko‘rsatish yetarli. 4y, Ay
o'lchovii toplamlar bo'lsin. 6.5-ta'rifga ko'ra, ixtivoriy € > 0 son uchun shun-
day By € M(S) va By € M(S) elementar to‘plamlar mavjud bo'lib, quyida-

gi bougsiziiklar bajariladi

* 3 X
,U(AlAHl) < 5, 23 (AQABZ) <

B M

U holda (AN A2)A(BiNBy) C (A1AB1)U(A2ABy) munosabatdan va tashgi

o'lchovring yarim additivlik xossasidan
/,é*((.Al N Az)L\(Bl M Bz)) < /J*(AIABI) + ‘M*(Agl_"}t.bjg) <€

ga ega bo‘lamiz. By N By ning elementar to‘plam ekanligidan Ay N Az ning
o'lchovli to‘plam ekarnligi kelib chigadi.

Ikki to'plam simmetrik ayirmagining o‘lchovli ekanligi
(Apﬁ AQ)A(B; ABz) = (/4,1 ABl)A (AzABz) C (;4.1ABl) ] (AQABQ)

munosabatdan hamda g oflchovning yarim additivlik xossasidan kelib chiqa-

di. A

Agar o'lchovli to'plamlar sistemasi SU(£) da birlik element mavjud bo‘lsa,

w algebra tashkil qiladi. M(£) da £ = {(v,y): 0<2<1, 0Ky <1}

Lo pla birlik element shartlarini qanoatlantiradi. Demak, o'lchovli to*plamlar
sistewasi U(L7) algebra tashkil qiladi.
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6.5-teorema va 5.1-5.2 xossalardan quyidagi tasdiglar kelib chigadi.

6.1-natija. Ikki o ‘lchouvli to‘plamning birlashmasi va ayirmesi yena o‘lchouli
to ‘plamdir.

6.2-natija. Chekli sondagi o‘lchoeli to ‘plamlarning birlushmasi ve kesish-
masi yana o‘lchouvli to‘plamdir.

8.6-teorema (O 'lchovning additivlik rossasi). Agar Ay, As,...,An lor

o‘zero kesishmaydigan o‘lchoviz to‘plamiar bo‘lsa, u holda

n n
u U Ak) = Z 1 (Ar)
=1/ k=1

tenglik o‘rindi.
Teoremani ishotlashda quyidagi lemmadan foydalaniladi.

6.2-lemma. lrtiyoriy A va B to‘plumlar uchun
[*(4) = 1 (B)| < w*(AAD)

tengsizlik o ‘rinli.
Ishot. A C BU(AAB) boflgani uchun 6.3-teoremaga ko‘ra
pi(A) < p(B)+ p(AAB).

Bu yerdan p*(A) > p*(B) hol uchun lemmaning isboti kelib chigadi. Xuddi
shunday, B C AU (AAB) munosabatdan

pH(B) < u(A) + p*(AAB)
ni olamiz. Yuqgoridagi iki tengsizlikdan
1" (A) — w*(B)] < p*(AAB). A
6.6-teoremaning isboti. Teoremaning isbotida biz elementar to‘plamlar
uchun o‘rinli bo'lgan p*(B) = m/(B), B € M(S) tenglikdan aytmasdan
foydalanib ketamiz. Teoremani n = 2 uchun isbotlash yetarli. Bizga 4; va A
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o‘zaro kesishmaydigan o'lchovli to'plamlar berilgan bo‘lsin. 6.5-tarifga ko'ra

ixtiyorly € > 0 son uchun shunday 58; va By elementar to‘plamlar mavjudki,
,U/*(/hABl) < €, ,U.*(A2A.32) <€

tengsiziiklar bajariladi. A = 4;U Ay va B = By U By deymiz. 6.1-natijaga
ko‘ra A to'plam o'lchovli. A, va Ay to'plamliar o'zaro kesishmaganligi uchun
3,0 By C (A1AB)) U (A3AB;) munosabat orinli (1-§ dagi 5-topshiriqqa
qarang). Bu munosabatdan va 6.3-tecremadan m/(B; N B2) < 2¢ tengsizlik
kelib chigadi. 6.2-lemmaga ko‘ra,
(A —e < (By) =m/(B)) S u(A) +e
j*(Ag) — € < p(By) = m/(B) S i’ (Az) +&

(6.10)

Endi m' o‘lchovning additivlik xossasiga hamda (6.10) ga ko'ra,
m/(B) = m/(By) +m/(By) —m/(B1 11 By) 2 ' (Ar) + 7 (Az) — 4e. (6.11)
Quyidagi tengsizitk o‘rinli
p'(A) = m/(B) — p*(AAB) > m/(B) — 2 2 p" (A1) + u*(Ag) — 6z
Birinchi tengsizlik 6.2-lemmadan, ikkinchi tengsizlik
ANB ¢ (AABY|J(A2A By
munosabatdan, nchinchi tengsiziik (6.11) dan kelib chiqadi. € > 0 souining
ixtiyoriyligidan
pr(A4) 2 p*(Ar) + 1" (A2)
ni hosil gilamiz. Teskari tengsizlik
p(A) < pr(A) + 1 (A2)
esa A C AU Ay munosabatdan hamda 6.3-teoremnadan kelib chiqadi. Demak,
pt(A) = u (A1) + 1 (A2)
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tenglik o'tinfi. Ay, A va A to'plamlar oflchovi bolganligi uchun g4* ni u
bilan almashtirish mumkin, ya'ni u(A) = p(A;) + 1(Az) . A
6.3-natija. Ixtiyoriyy A C E olchovli to‘plam uchun

p(E\A) =1 u(A) (6.12)

tenglik o ‘rinli.

Isbot. A va K\A to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi va
#(A) + p(E\A) = p(K) =1

Bu yerdan (6.12) tenglik kelib chigadi. A
6.7-teorema. Sanogli sondagi oflchovli to‘plamlarning birlashmasi va ke-
sishmasi yana o‘lchouli to ‘plamdir.
Isbot. Ay, As, ..., Ay, ... — o'lchovli to‘plamlarning sanoqli sistemasi bo‘-

x
lib, A= {J A, bolsin. Quyidagi beigilashiarni kiritamiz
n=1
n—1
A=A, A=A\ A nz2
k=1

o
Ravshanki, A= [J A; hamda A} to‘plamliar juft-jufti bilan o‘zaro kesish-
n=]1
maydi. 6.1 va 6.2-natijalarga ko‘ra, A, to‘plamlar o‘lchovli.
6.6-teoremadan hamda tashqi olchovning yarim additivlik xossasidan ix-

tiyoriy chekli n € N uchun quyidagiga ega bo‘lamiz

1 (U A}G) = E p{Ay) < p(A).

k=1 k=1

oC

Shuning uchun 37 u (A,) gator yaginlashadi. Demak. ixtiyoriy € > 0 son
n=1

uchun shunday ng mavjudki,

Youl4) <

n>ny

(6.13)

N 0

o8
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N0
tengsizlik bajariladi. C = {J A, to‘plan o‘lchovli to‘plamlarning chekli yi-
n=1
g‘indisi sifatida o‘lchovli bo‘lgani nehun, shunday B elementar to'plam mavjud-
ki,

W (CAB) < (6.14)

NH')

tengsizlik bajariladi. U holda
; .
ABC(CAB) ( U A;)
n>ng
munosabatdan va tashgi o'lchoviing yarim additivlik xossasidan hamda (6.13)
va (6.14) lardan foydalansak,

,,,*(AAB)g,ﬁ(CABHu*( U 4’ <i4l
\n>ng 2 2

=c
kelib chigadi. Demak, A ofichovli to'plam ekan.
Olchovli to'plamlarning to‘ldiruvchisi o'lchovli ekanligidan hamda
() 4n = E\J (B\4n)
n n
tenglikdan sanogli sondagi o'lchovli to‘plamiaming kesishmast ham o‘lchovli
ekanligi kelib chigadi. A
6.4-patija. Olchovli to'plurnlor sistemasi ML), o clgebra tushkil qiludi.
Natijauing isboti 6.7-teoremadan hamda Y(F) sistemada £ = [0, 1] x
[0, 1] ning birlik element ekanligidan kelib chigadi.
6.7-teorema §.2-natijoning umumlaslimasi hisoblanadi. 6.6-tecremaning
unumlaghinasi quyidagicha.
6.8-teorema, ((lchovning 0— additivlik rossasi). Agur {An}— o‘zaro

kesishmaydigan o‘lchavli to‘plamlar ketmo-ketligi uchun

A= G Ap
n=l
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bolsa, u holda quyidagi tenglik o ‘rinh

[e.o)

#A) =" n(An). (6.15)

n=1

k
Isbot. Ixtiyoriy k€ N da |J A, C A. 6.6 va 6.3-teoremalgrey ko‘ra

ne=]l

(U4) S 1) < ().

n—l n=l

Agar k — oo da limitga o‘tsak,

?—‘; 1 (An) < p(A) (6.16)

tengsizlikka ega bo‘lamiz. O'lchovning yarim additiviik X0883siga, ko‘ra,

n(A) < }: £(An) . {6.17)
n=l /
(6.16) va (6.17) dan (6.15) tenglik kelib chiqadi. A

Yuqorida keltirilgan teorema o'lchovring sanogli edditivlit; yoki o — addi-
tivlik zossasi deyiladi. Olchovning ¢— additivlik xossasidan uning uzluksizlik
xossast kelib chigadi.

6.9-teorema (Ochovning uzluksizhik wossasi). Agar o lfhm,], to‘plamlar-
ning A1 D Ay D ... D Ap D ... ketma-ketligi uchun A4 = ﬂ An bolsa.
holda

#(A) = lim pi(Ay).

Isbot. A =0 toplam bo'lgan holni garash vetarli. chunk; wrumiy hol
Ap ni A\ A bilan almashtirish natijasida A =0 holga keltivilad;. Quyidagi
Ap = (A\A2) U (A2\Ag) U (As\ A U . ..

va
An = (AN\AN+1) U (Avii\Ans2) U (Anv2\Avgs) U
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tengliklar o‘rindi va go‘shiluvehi to‘plamlar juft-jufti bilan o‘zaro kesishmaydi.

O‘lchovning o— additivlik xossasiga ko'ra

#(A) = 1 (Aa\Ang1). (6.18)
n=1

u(An) = L 1 (An\An 1) . (6.19)
n—N

(6.18) qator yaqginlashuvehi bo'lgani uchuu uning goldig'i {6.19) N — oo da

nolga intiladi. Shunday gilib,

lim u(Ay) =0. A

N-son
6.5-natija. dger A; C Ap C ... C A, C ... oflchovli to'plamlar ketma-

ketligi uchun A= U A, Doflsa, u holda

n=1
#(A) = lim g A,).
n—00

Natijani ishotlash uchun A, to‘plamlardan wlarning to‘ldiruvchilariga o‘tish
va 6.9-teorcmadan foydalanish yetarli.

6.3. Ayrim to*ldirishlar. Biz yuqorida fagat birlik kvadrat
E={(z,y):0<z<1, 0<y <1} da saglanuvchi to'plamlarni qaradik.
Bu cheklashdan xalos bo'lish mumkin. Ma'lamki, R? ni juft-jufti bilan o'zaro

kesishrnaydigan
Emm={{r,¥)  m<z<m+1l, n<y<n+1}

(m, n— butuy sonlar) kvadratlar yigiindisi ko'rinishide tasvirlash mumkin:

R~ U tim
mn<Z
6.6-ta’rif. Agar istalgan m, n butun sonlar uchun Ay, = AN En,

to'plamlar o‘lchovli bo'tsa, u holde A to'plam olchouli deyiladi. Agar A
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to‘plam o‘lchovli bo'lsa,

wA) =S 1(Amn) (6.20)

mncZ
getor yig‘indisi A to'plamning Lebeg o’lchovi deyilad:.

Agar (6.20) gator yig'indisi chekli bo'lsa, A chekli o'lchovli to ‘plara deyila-
di. Aks holda A cheksiz oflchouli to'plam deyiladi. Shuning uchun # oflchov
cheksiz qivmat hamn gabul qilishi munikin., O‘lchov va olchovli to‘plamlaruing
yuqorida o‘rnatilgan barcha xossalari bu hol uchiun ham o‘rinli bo‘ladi. Bireq
6.9-teoremada (6.18) gator yaginlashuvehi bo'lishi uchun p#(44) < 400 shart-
ni go'shishimiz kerak bo‘ladi. Takidlash lozimki, sanoglita chekli o'ichovli
to‘plamlar yig‘indisi cheksiz o‘lchovga ega bo‘lishi mumkin. Tekislikdagi bax-
cha o‘lchovh to'plamlar sinfini Y(R?) bilan belgilaymiz.

Bu paragrafda tekislikdagi to‘plamlar uchun Lebeg o'lchovining gurilish
usulini bayon qildik. Sonlar o‘qi R dagi va uch o‘lchamli R? fazodagi to‘p-
lamlar uchun ham Lebeg o'lchovi shunga o‘xshash usulda quriladi. Masalan
sonlar o‘qida o'lchov dastiab (a, b) intervallar, [a, b] kesmalar va [e, b),
(a, b] yarim intervallardan tashkil bo'lgan &; yarim halqada, ularning uzun-
ligi sifatida aniglanib, keyin &y ni saglovehi minimal halgaga davor ettirila-
di. Undar kevin esa tekislikdagiga o‘xshash usulda Lebeg ma’nosida oflchovli
to‘plamlardan iborat ¢ algebragacha davom ettiriladi. Aynan shunga o'xshash
usulda Lebeg oflchoviui istalgan n— o'lchamli Evklid fazcsida Lamn gurish
mumkin. Tekislikda Lebeg ma'nosida o'lchovl to'plamlarni kiritish jarayoni-
da odatdag: yuza ta'rifidan kelib chiqdik. Shunga o*xshash bir o'lchamli holda
Lebeg oflchovining kiritilishi interval (kesma, yarim interval) uzunligh tushun-
chasiga asoslanacdi.

6.4. Ayrim umumlashtirishlar. Umuman olganda o‘lchov tushwinchasini
hoshqgacha usulda, ya'ni umumiyroq usulda kiritish mumkin. Bu umumiyroq
usului soular o‘gidagi to‘plamlar uchun amalga oshiramiz.
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Bizga sonlar o‘gida aniqlangan kamaymaydigan o'ngdan uziuksiz F funk-
siya berilgan bo'lsin. Interval, kesma va yarim intervallarga £ funksiya yor-
damida quyidagi sonlarni mos qo'vamiz:

m ((a,b)) = F'(b—0)— I'(a), m([a,b])=F()— F(a—0),
m((a,b]) = #(6) — F(a), m([e.b))=F(b—-0)— F(a—0).
Ravshanki, bu usulda aniglangan m. interval (kesma va yarim interval) funk-
siyast manfiymas va additiv. Yarim halgada kiritilgan bu o‘lchovga yugorida-
gidek mulohazalarni qollab, gandaydir up(-) o'lchovni qurishimiz mumkin.
Bunda pp o'lchovga nisbatan o'lchovli bo'lgan to'plamlarning Up sistemasi
sanogli yig'indi va sanogli kesishinaga nisbatan yopiq be'ladi, pp oflchov
esa o— additiv bo'ladi. Umuman olganda, pp o‘lchovga nisbatan o'lchovli
to'plamlar sinfi /' funksiyaning tanlanishiga bogliq. Ammo R da o‘ngdan
uzluksis, kamaymaydigan istalgan #' funksiya uchun ochiq va yopiq to'plamlar,
shuningdek, ularning istalgan sanoqli yig‘indi va sanoqli kesishmalari o‘lchovli
to‘plamlar bo'ladi. U yoki bu kamaymaydigan o'ngdan uzluksiz F tunksiya

vositasida qurilgan pp ofichov Lebeg-Stiltes o lchow deyiladi.

Bizga Lebeg o‘lchovi g va Lebeg-Stiltes o'lchovi pp berilgan bo'lsin.

8.7-ta’rif. Agar p(A) = 0 ekanligidan pp(A) = 0 kelib chigsa, pp ob-
solyut vzluksiz olchov deyilodi. Agar pp olchov chekli yoki sanoqli qiymaot
gobul qiluvehi F funksiya yordamida aniglansa, pp diskret o'lchov deb ata-
ladi. Agar pp o'lchovda istalgan bir nugtali to‘plam 0 o‘lchovga ega bo'lsa
va Lebeg olchovi nolga teng bolgan biror A to‘plam uchun pp(R\A) =0
bi‘lsa, w holda pp singulyer o'lchov deyiladi.

Ko‘rsatish mumkinki, istalgan o‘lchov absolyut uzluksiz, diskret va singul-
yar o‘lchovlar vig'indisi ko'rinishida tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir.

6.5. O‘lchovsiz to‘plamning mavjudligi. Biz ko‘rsatdikki, Lebeg ma’-
nosida o‘ichovli bo'lgan to‘plamiar sinfi yetarlicha keng. Tabiiy ravishda Lebeg
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ma'nosida o'lchovsiz to plam maviudmi? - degan savoi paydo boladi. Bu savol
ijobiy yechilishini ko‘rsatamiz. O‘lchovsiz to‘plamni qurishni sonlar o'qida amal-
ga oshiramiz.

6.2-misol. Chegaralangan o'lchovsiz to'plarnga aisol keltiring.

Yechish. Buning nuchun [—1, 1] kesinaning nuqgtalari orasida ekvivalentlik
tushunchasini kiritamiz: agar z va y ning ayirmasi & —vy ratsional son bolsa,
ular ekvivalent deyiladi. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo'ladi. Shu-
ning uchun [—1, 1] kesma o‘zaro ekvivalent bo'igan elementlardan iborat
K(z), =< [-1, 1] sinflarga ajraladi. Bunda turli sinflar o'zaro kesishmaydi.
Shunday qilib [~1, 1] kesma o‘zaro kesishmaydigan K (x), = € [—1, 1] sinf-
larga ajraldi. Endi bu sinflarning har biridan bittadan element tanlab olib, bu
tanlab olingan elementlar to‘plamaini A bilan helgilaymiz.

Bu A to‘plamning ofichovsiz ekanligini isbotlaymiz. [~1, 1] kesmadagi

barcha ratsional sonlar to*plamini nomerlab chiqarnis:
rg=0,71,72 ...

A bilan A to'plarni v songa siljitishdan hosil bo'lgan to‘plamni beigi-
laymiz, ya'ni Ay, = A+ = {y:y—2+r, € A}. Xususan 4y = A,
Ay to‘plam A to'plamdan ry ga siljitish orqali hosil gilingani nchun ular bir
vaqgida yo o'lchovli, yo olchovsiz to‘plamlar bo‘ladi. Faraz qilaylik, A o'ichovli
to‘plam ho'lsin. U holda uni vy ga siljitishdan hosil bo'lgan Ay to‘plam ham
o'lchovli bo'ladi va p(A4g) = {A) tenglik o‘rinii. Ravshanki,

o0

k=0
Bundan, o‘lchovning yarim additivlik xossasiga asosan

2=u([-1, 1)) < ,w(U Ag) = p(A) + p(A) 4 -+ p(A) 1 -ee
k=0
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Bu yerdan u(A4) > 0 ckanligi kelib chigadi. Tkkinchi tomondan, ixtiyoriy
ke{0,1,2,...} uchun A C[-2, 2]. Bundan

X0

A c -2, 2]

k—0

va A to'plamlar o'zaro kesishmaydi. Olchovning o— additivliik xossasiga

8803an

4=0u([-2, 2) 2 x| Ae) = p(A) + 1(A) + -+ p(A) + - .
k=0

Bu yerdan p(A) =0 ckanligi kelib chiqadi. Bu qarama-qarshilik A to‘plam-
ning o'lchovsiz ekanligini isbotlaydi. A
6.3. 4.7-misolda keltirilgan Kantor to'plami /X ning Lebeg o'lchovi nolga
teng ekanligini ishotlang.
Isbot. Kautor to'plami X ning o‘lchovi nolga tengligi ([0, 1\K) = 1

tenglikdan kelib chigadi. Barcha chiqarib tashlangan imtervallar uzunliklari

yigfindisi
. N S 1 2 4 gn-1
p([O. l]\[\) =u (U K, , = Z /.l-(hn) = §+§+§?+' cect -—gr*r- o= 1.
n=1 / n-
Demak, p(K)=0. A

6.4. Hozir biz qurilishi Kantor to'plami K bilan bog'liq bo‘lgan Ken-
torning vinapoyu funksiyasini {6.7-chizina) keltiramiz. Kautorning zinapoya
funksivasini & bilan belgilaymiz va uni R da quyidagicha aniglaymiz. f(z) =
0, x € (—00,0] va R(z) =1, = € [1.oc). Endi [0. 1]\A da quyidagicha

) . 1 2 . o i e .
aiglaymiz. K = 33 to'plam va uning chegarasida (6.7-chizmaga qarang)

1 12
Az)==~ € = =|.
( ) 2 E'37 3-
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7 8\ . .
Ky — Koyl Koe = (1 2) U ( 3 -g—) to‘plam va uning chegaralarida

9' 9 ‘
{ 1 [1 2’
-, agar re |-, =
Ar)=14 19’9}’
o 3 wgar L € ;7 8
- (251 € =, =1
Y 19’ 9]
y
1
78 - -
34 - : -
sf8 - -
y=%x -
1/2 :
3/8 -
1/4 - _—'
e | =
. T T T T T T T
] /9 23 1/2 23 13 83 10X

6.7-chiza

Endi
4
) /1 2\ /7 8)\ 19 20 /25 26)
o =11 —
K== (5 5)U(m 5)U(F 7)UE F)

to‘plam va uning chegaralarida

. 2k —1 —
f(x) = 55 z€ hsp. £=1,2,3.4.
2n~l
Xuddi shunday K, = |J K to'plamning & — qo‘shni intervali va uning
k=1

chegaranda

A(z) = 2"2: e k=123, 2"
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Shunday qilib, K, to‘plamlar va ularning chegaralarida £ funksiya aniglandi.

Bu OLoll K, = [0, IN\K to'plam [0, 1] kesmada zich. Endi 2y € K soni R
n—=
funksiva aniqianmagan biror nuqgta bo‘lsin, u holda

Rlxp) =sup R(z): <>y, T € U Kn

n=1
deymiz. Hosil gilingan funksiya Kantorning zinepoya funksiyoss deyiladi. Kan-

torning #inapoya funksiyasi R da uzluksiz, monoton kamaymaydigan funksiya

bo'ladi. Xususan £(0) =0, £(1)=1.

6.5. F(z) = 2r + 1 funksiya yordamida qurilgan pgp— Lebeg-Stiltes
o'lchovi absolyut nzluksiz o'lchov bo'ladi. Bu ¢lchov bo'yicha A = (1, 5]
to'plamning o'lchovini toping.

- Yechish. Ta'’rifga ko‘ra

pr(A) =#(5) - F(1)=2-5+1—(2-1+1)=11-3=8. A
8.6. F(r) = [z] funksiya yordamida qurilgan pp— Lebeg-Stiltes o'lchovi
diskret o'lchov bo'ladi. Isbotlang.

Isbot. Chunki #(z) = [z] funksiya monoton kamaymaydigan o‘ngdan
ugluksiz funksiya bo'lib. uning givmatlar to‘plami butun sonlar to'plami Z
dan iborat. Butun sonlar to‘plami esa sanogli to‘plamdir. A

6.7. 6.6-misolds keltirilgan pp— Lebeg-Stiltes o'ichov bo‘yicha
A= (1, 5]U{7; 8} to'plamning olchovini toping.

Yechish. Hosil gilingan pp— Lebeg-Stiltes oflchovi bo'yicha ixtiyorly n €

Z nugtaning o'lchovi birga teng. Chunki {n} = [n. n] tenglik o‘rinli bo‘lgani
uchun, ta'rifga ko‘ra

vp(fn, n))=Fr)—Fn-0)=n—(n—-1)=1.
Demak, up({7; 8}) =2. Endi 5= (1, 5] to'plamning ¢‘lchovini topamiz.
pup(B)=F()—- F(1)=5-1=4.
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Berilgan A to'plam o‘zaro kesishmaydigan 8 va {7; 8} to'plamlarning bir-

lashmasidan iborat. O‘lchovning additivlik xossasiga ko'ra
pr(A) = up(B)+ur({7; 8}) =4+2=6. A

6.8. ['(z) = A(z), buyerda K(z) Kantorning zinapaya funksiyasi. Fi(z) =
A(x) vordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi pp singulyar o‘ichov ekanli-
gini ishotlang.

Isbot. pp—Lebeg-Stiltes olchovi bo'yicha ixsiyorly ¢ € R nuqtaning
o‘lchovi nolga teng. Chunki {a} = [a, a] tenglik o'rinli bolgani uchun, ta'rif-
ga ko‘ra hamda R(z) ning uzluksizligidan pp(fa, a]) = R(a) — R(a —0) =

Bundan tashqari A = (—oc, 0){J(1, oo) to'plamning o'lchovi ham nolga

teng. Hagigatan ham, ¢'ichovning additivlik xossasiga ko'ra
ur(A) = pp((—00, 0)) + pp((1. 00)) =

= R(0) — EI_HOO R(a) + ahjg A(a) — K1) =0. (6.21)

6.3-misolda ko‘rsatildiki, g(K) =0. Agar pp(R\K) =0 ekanligi ko'rsatilsa,
pr olchovning singulyar o'ichov ekanligi kelib chigadi. Bndi pp(R\K) ni

hisoblaymiz. O‘lchoviing additiviik xossast va (6.21) tenglikka ko'ra
pr(R\K) = pp{(—00, 0)) + pr((1, 0)) + pp([0, INK) = pp([0, T]\K).

Dastlab, K,, n € N to‘plamlar uchun pgp(K,) = 0 ekanligini ko'rsatamiz.

ier( 1\1)—up<<:1,) §>)‘ﬁ(§—0>—ﬁ(§)=%-%=0~

Biz bu yerda R funksiyaning uzluksizligidan foydalandik. Xuddi shunday

s () 1 (:9)-
wx(3)-a(3) 11 (3-0) ) -
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tenglik o'rinli. prp(K,) =0, n > 3 tengliklar ham shunga o‘xshash ko‘rsati-

ladi. Endi Lebeg-Stiltes oflchovi up ning o— additivlik xossasidan foydalansak

ur ([0, 1\K) = pir (U m) =3 ir(Ka) =0
n=|]

n=|

ekanligini olamiz. Shunday gilib, hosil qilingan Lebeg-Siiltes o‘lchovi up(+)

singulyar o‘lehov ekan. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

. pp— 6.8-misolda keltirilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi bo'lsin. pp(K) =1

ekanligini isbotleng. Bu yerda K— Kantor to'plami.

pp—~ 6.8-misoldg keltirilgun Lebeg-Stiltes olchow, A esa K ni saglovehs
irtiyoriy to‘plam bo'lsin. pp(A) =1 tenglikni isbotlang.

Elementar to'plamlar sistemaside aniglangan m' o‘lchovrang additivlik
wossasing ishotlang.

6.4-teoremani i o'lchov uchun isbotlang. Bu zossa Lebeg o'lchovining
yarim edditiviik zossasi deyiladi.

F(x) =z funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi absolyut
uzluksiz o’lchow bo’ladimi?

F(x) = 2zl + 1 funksiye yordemida qurilgun Lebeg-Stiltes o‘lchovi
diskret o'lchov bo ladimi?

Singulyar Lebeg-Stiltes olchoviga misol keltiring.

Lebeg ma’nosida olchovli ve [0, 1] kesmogu garashli to‘plamiur sis-
temasi 0—  olgebre tashkil giladimi? Javobni eseslang.

Tekislikdugi A = {(2,9):0< 2 <1,0<y <z} to'plom elementar
to‘plam bo ludimi? Uning o‘lchovini toping.
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7-§. O‘lchovning umumiy tushunchasi

Bu paragrafda biz o‘lchovning umumiy ta’rifini beramiz. Oflchovm yarim
halgadan halgaga davom ettiramiz hainda uning additivlik va o — additivlik
xossalarini isbotlaymiz. Tekislikda to'g'ri tortburchaklar o'lchovi tushunchasi-
ga tayangan holda uni kengroq to‘plamlar sinfiga yoyish natijasida o‘lchovni
qurdik. Bunda (jarayonda) to'g'ri to‘rtburchaklar o'lchovidan elementar to'p-
lamlar o‘lchoviga o‘tishda to‘gi to‘rtburchaklar sistemasining yarim halqa
ekaanligi va yuzaning manfiymas va additiv bo'lishi muhum rol o‘ynadi. Buu-
dan tashqari, tekislikdagi o‘lchov Lebeg davomining o— additivligi ham
muthimdir.

Aytilganlarga ko‘ra 6-§ da tekislikdagi to'plamlar uchun amalga oshirilgan
konstruksivani yetarlicha umumiy abstrakt talqin qilish murckin. Keyingi ikki
paragraflar shu masalaga bag'ishlanadi.

7.1-ta’rif. Agar p to‘plam funksiyasi quyidagi shartiorni ganoatlantirsa:

1) g funksiyaning aniglanisk sokusi &, yarim halga bo'lsa;

2) p funksiyaning giymatlar sohasi hagiqiy vo manfiymas bo'lsa;

3} p additiv bo'lsa, yo'ni ixtiyoriy A € 6,  to‘plunning 6 zaro kesish-

maydigan Ay, As, As, ..., Ap € 6, to‘plamiar bo‘yiche

n

A=UAk

chekli yoyilmasi uchun

w(A) = 3l Ar)

k=1
tenglik o'rinli bo‘lse, p: 6, — R ga o‘lchov deyiladi.

Eslatma. 0 = 0 U@ yoyilmadan p(B) = 2u(8), ya'ni p(d) = 0 tenglik
kelib chigadi.
7.1. O‘Ichovni yarim halgadan undan hosil bo‘lgan minimal halga-
ga davom ettirish. Tekislikdagi toplamlar Lebeg o'lchovini aniqlash uchun
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dastlabki gadam, bu olchovni to‘g'ri to‘rtburchaklar sistemasi (varim halga)
dan elementar to‘plamiar sisternasi {undan hosil qilingan minimal halqa) ga
davom ettirish bo'ldi. Hozir biz bu konstruksiyaga o‘xshash abstrakt konstruk-
slyani qaraymniz.

7.2-ta’rif. Ayar m ochouning aniglanish sohasi &, ikkinchi u olchov-
ning aniqlanish sohasi &, du saglanse (S, C 6, ) va iztiyoriy A € Gy
to ‘plam uchun

u(A) = m(A)

tenglik o ‘rink bolsa, u holde p o9chov m oflchorning dovomi deyilods.

7.1-teorema. Aniglanish sohasi Sy, yarim halga bo lgen har bir m o lchov
uchun aniglanish sohasi M(Sy) (Sp ni 0zida seqlovehi minemal halga)
bo‘lyan yugona m' davorn mavjud.

Isbot. Har bir A € M(G,) to'plam uchun
A=|]Br, Bi€Gm BnNB=0 k#l (7.1)

ko‘rinishdagi yoyilma mavjnd. U holda A ga

m'(4) = m(Bk) (7.2)
k_.

sonni mos qo‘yuvehi va M(S,,) da anigqlangan m/ to‘plam funksiyasi o'lchov
bo'ladi. Hagigatan ham, (7.2) tenglik bilan anigqlangan m/(A) miqdor (7.1)
yoyilmaning tanlanishiga bog'liq emas. chunki ixtiyoriy ikkita

n T
A=JBi=JC) Bi€6m Cicbn

i=1
yoyilmalarni qarasak, £8;NC; kesishmalar &,  ga tegishli ho‘lganligi uchun
m olchovning additivligidan fovdalanib,
> m(s,) _LLm(J NCj) —-Lm( C;)
7;-.—

=1 j=1 =1
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tengiiklarga ega bo'lamiz.

Ravshanki, (7.2) tenglik bilan aniqlangan m/(A4) funksiya manfiymas va
additiv bo'ladi. Shunday qilib, m o‘lchovning M(S,,) ga davorsi m’ ning
mavjudligi isbotlandi.

Endi bu o'lchovning yagonaligini isbotlaymiz. Ixtiyorly A € M(Sy) 10'p-

lamni va uning biror

A={JBe, BinNBi=0 k+#l, By&6p
k=1

yoyilmasini olaylik. U holda m o'lchovning M(S,,) da aniglangan ixtiyoriy

m davomi uchun

n n
n(A) = E m(Bg) = E m(Bg) = m'(4)
k=1 k=1
tenglikni olamiz, ya'ni m o‘lchov m’ o‘lchov hilan ustma-ust tushadi. A

O'lchovning manfiyruastik va additiviik xossalaridan quyidagi muhim xos-
salar kelib chigadi.
7.2-teorema. Biror G, halqada aniglangan m o’lchov va Gy, ga tegishli

A, Ay, Az, ..., Ap to'plamlar berilgan bo‘lsin. U holda:

n
I Agor | ArC A va ANAI =0, k#1 bolsa, quyidagi tengsizlik
k=1
bajariladi
n
> m(Ar) < m(A).
k=1
n
I Agar |J) Ax D A bo'lse, quyidegi tengsizlik bajardads
k=1
L m(Ag) 2> m(4).
k=1

Xususan, agar A, B € 6,, va AC B bo'lsa,m(A) < m(B) bo'ludi.

Isbot. &,, ga tegishli va o‘zaro kesishmaydigan Ay, Ao, ..., A, to'plam-

lar berilgan bo'lib, ularning barchasi A € &, to‘plamda saglansin. U holda
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m o‘lchovning additivligiga ko'ra
n g n \
m(A) = > m(Ag)+m ( AL Ak) _
. k=1

k=1

n

Bundan, m(A\ U Ar) = 0 bo'iganligi uchun T - xossaning isbotiga ega
k=1

bo'lamiz.

Endi ixtiyoriy Ay, A; € 6, to'plamlar uchun
m(Ay U Ag) = m(A;) + m(Az) — m(A; N Ag) < m{Ap) + m(Az)

tenglik o‘rinli ekanligidan foydalansak, bu verdan chekli induktiv qadamdan

so‘ng
‘ n \ n
™ (U At < E m(Ag) (7.3)
k=1 k=1
tengsiziikni olamiz. Nihoyat, o'lchovning additivlik xossasiga ko'ra
n 3 n \ n
m(A) =m U Ak) —m U Ak\A) <m U Ar
k=1 =1 k=1 .
yoki (7.3} tengsizlikka ko‘ra
n
m(A) <> m(Ax). A
k=1

Hovzir biz halgada aniglangan o‘lchoviar nchun I va II xossalarni ishotladik.
it 1
Agar yarimn halqada anigiangan o‘lchovni garasak, uning halgadagi davomi
uchun I va II xossalar o‘rinli bo‘lganligidan, bu davomning yarim halqadagi
5 ’ 5.

qismi uchun ham I va II xossalar o‘rinli bo‘lib goladi.

7.3-tarif. Agar &,, sistemada aniglangan m olchov va wwtiyortyy o'zaro
kesishmagdigan sonoglita Ay, As, ..., Ay, ... € Gp toplamlar vchun

N
U 4r = A € 6,, bolganda quyidagi tenglik o ‘rinli bo'lse
k=1
0
m(A) = Z m(Ag).
k=1
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u holda m o‘lchov senogli additiv yoki o— additiv o‘lchov deyiladi.

6-§ da tekislikdagi to‘plamlar uchun kiritilgan m o'lchov o— additiv (6.8
teorema) o‘lchovga misol bo‘ladi. Boshqacha tabiatli o— additiv o'lchovea
migol keltiramiz.

7.1-misol. Bizga ixtivoriy sanogli X = {xy, 29, ..., Ty, ...} to'plam beril-

gan bo'lsin. p, > 0 sonlarni shunday tanlayrmizki,

oC
an =1
n=1
bo'lsin. Har bir A C X to‘plamga
m(A) = Z Pn (7.4)
T,€A
sonni mos qo‘yamiz. Aniqlanishiga ko‘ra. m(A) to‘plam funksiyasi o‘lchov
ho'ladi va X ning barcha gism io‘plamlari o'lchovli bo‘ladi. Bundan tashqart,
m(X)=1
Endi X ning o'zarc kesishmaydigan sanoqlita ixtivoriy Ay, ..., 4,,... ¢ism
to‘plamlarini olaylik va Eo) Ay = A bolsin. Auiglanishiga ko‘ra, m(A4)
uchun (7.4) tenglk o‘z‘im];C =vla tengiik o'ng tomonidagi gator absolyut yagin-
lashuvchi bo‘lgani uchun
jou} o
mA) =D m=>_ Y pe=> m(A)
zrcA n=1 zxcA, n=1
tengliklar o‘rinli, ya'ni m o'lchov o — additiv bo‘ladi.
Endi additiv ho‘lib, ammoe o— additiv bo‘lmagan o‘lchovga misol qaraymiz.
7.2-misol. [0, 1] kesmadagi barcha ratsional sonlar to‘plamini X bilan
belgilaymiz. &,, orqali X ning (e, b) interval, [a, b] kesmava [a, ), (a, b]
yarim intervallar bilan kesishmalaridan iborat to‘plamlar sistemasini belgi-

laymiz. Ko‘reatish mumbkinki, 6, yarim halga bo‘ladi. Agar

Aw=X{Ya, b) (ﬂ[a., o, (e o, e, b))
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desak, har bir Agp to‘plamga
n(Aw) =b—a

sonui mos qo‘yish nmumkin. Bu to‘plam funksivasi m additiv oflchov boladi,
aruno o— additiv bo'lmaydi. Chunki [0, 1] kesmadagi barcha ratsional son-
lar Lo‘plami sanoghi, yami X = {ry, ro,..., 7y, ...} tenglik o'rinli. Birinchi-
dan Am = X N[0. 1] to'plamn uchun m(A4g;) =1 bo'ladi, ikkinchi tomondan
Aot = U A, o‘zaro kesishmaydigan sanoglita nol o'lchovli 4, = X ([ry, 7

L()‘pl.unlmmg vigindisidan iborat bo‘ladi, ya'ni

m(Ag) =1# Z'w

-

7 va 8-§larda qaralayorgan o‘ichovlarni o— additiv o‘lchoviar deb hisob-
layniz.

7.3-teorema. Agar &, yarim halgada aniglangan m o‘ichov o— addi-
tiv bo'lsa. w holde bu olchovning IMM(Sp) (Gm ni 0%ida saglovchi minimal
halga) halgege devomi p ham o— additiv o‘lchov bolads.

Isbot. A € M(S,n) toplam va o‘zaro kesishmaydigan B, € M(S,,),
n € N Lo phunlar berilgan bo‘lib, A = U By tenglik bajarilgin. U holda 5.3-
teorerunga ko‘ra, Gy, da o'zaro k("a)\hll)d\dl})dl) cheklita {Aj, 7=1,2,...,1}
wo'plunlar va o zaro kesishinaydigan {ns. 8 — 1 2....,1n} to'plamlar sis-
teinalari mavjud bo'lih, A = LIJ Aj,va By = J Bps, n € N chekli yoyil-
malar o‘rinli bo'ladi. ! -

Eudi Cpsj = Bns[)4; belgilashlarni kiritamiz. ’I‘uzili“higa. kora, Chgj
to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi va 4; = G tl Chsj Va Bpg = U Chsj yoyil-
malar o'riult bo‘ladi. &y, da au.iqlanga.;;;::(:‘lchovnu g o— addltwhg,ldau

oo lp i

m{4;) = Y Zm((”“]) va  m(Bpg) = Zm(c’”j) (7.5)
n=1 s=1 =1
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tengliklarga ega bo‘lamiz. Tkkinchi timondan M(G,,) da beriigan ¢ o'ichovning
aniglanishiga ko‘ra,
1 b
=S m(A) v w(Ba) = m(Bus). (7.6)
j=1 s=1

U holda (7.5), (7.6} formulalardan

I o I o I, 1
w(A) = vnz(A )= ZZZm(CMJ) = ZZZ"'((’"’J) =
j=1 n=1 s=1 n=l s=1 j=1
o Ip
= Z;Zl:m Bps) = Zm

tengliklar zanjirini olamiz. Bu tengliklar zcxn]mda gatnashayotgan harcha ga-

torlar absolyut yaginlashuvchi, shuning uchun

(A) =" m(By)
n=1

tenglikning o‘rinli ekanligiga ega bo‘lamiz. A

Ko'rsatildiki, agar yariin halgada o— additiv o'lchov aniglangan bo'lsa, u
holda uning halgaga davomi bam o— additiv o'lchov bo'ladi, shuniug uchun,
boshidan o‘lchovni hiror halgada aniglangan deb garash mumkin.

7.4-teorema. Biror 6 halgade o— udditiv m olchov berilgan bolib, A
va Ay, As, ..., Ap, ... to‘plamlar & ga tegishli bo‘lsin. U holdu:

1,. Agar fj A C A veistj da AiAj =0 bolse, u holda

k=1

im(}lﬂ,) < m(A)
n=1

tengsizlik o rinli;

-
I1, (sanogli yurim additivlik). Agar A C ) Ar bo‘lsa, u holdu

k=1
m(4) < Z m(An)
n=1
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Lengsuzlik o'rinli.
Isbot. Agar Ay to‘plamlar o‘zaro kesishmasa va A to‘plamda saqlansa, u

holda 7.2-teoremaning I tasdigiga ko‘ra bar bir n € N da

n
> m(A) < m(A)
k=1

Lengsizitk o'rinli bo'ladi. Bu yerdan n — oo da limitga o‘tsak /, tasdig
ishotiga ega bo'lamiz.

Encdi 11, tasdigni isbotlaymiz. & halga bo‘lgani uchun

n—1
By = (A ) M\ -
k=1
to‘plarnlar & ga tegishli bo‘ladi. Tuzilishiga ko'ra

o
A= By, BaC4n
k=1

va B, to‘plamlar juft-jufti bilan o‘zaro kesishmaydi, shuning uchun

m(A) = Z m(By) < Em(./ik). A
k=1 k=1

7.1-eslatma. Ko'rinib turibdiki, teoremaning I, tasdig'i o‘rinli bo'lishi
qaralayotgan o‘lchovning o— additivligiga hog'liq emas, shuning uchun ixti-
yorly addisiv olchov uchun ham bu sasdiq ofrindi bo‘ladi. Aksincha, [/, tas-
digda o‘lchovning o— additivlik xossasi muhim ahamiyatga egadir. Hagigatan
ham, yugorida garalgan 7.2-misolda o— additiv bo'lmagan o'lchovda, o‘lchovi
1 ga teng X to‘plam o'lchoviari 0 ga teng bir nugtali to‘plamlar yig'indisida
sagianadi, ammeo [, tasdig bajarilmaydi. Bundan tashqari shunga ishench
hosil gilish mumkinki, /i, xossa umuman olganda o— additivlik xossasiga
teng kuchli. Haqiqatan ham, & yarim halgada aniqlangan biror g o'lchov
berilgan bo‘lsin. Ay, Ag, ..., Ap, ... sanogli sondagi to‘plamlar & dan olin-

o0
gan ho'lib, Ay, Ag, ..., Ap,-.. to'plamlar o‘zaro kesishmasin va A= |J 4g
k=1
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tenglik bajarilsin. U holda har qanday o'ichov 1, xossaga ega bo‘lganligi
sabahli
o
\
< i
z,/l(Aﬂ) < p(A)
n=1

rengsizlik bajariladi. Bundan tashqari, agar ¢ o‘ichov {1, xossaga ham eza
. L 2 (=

bo'lsa, u holda (chunki Aj lar A ni qoplavdi)

o

> w(An) 2 1(A)

n=1

tengsizlik ham bajariladi. Shuning uchun

Z 1(An) = u(A)
n=]

tenglik o‘rinli. Demak. o‘lchovning sanoqli yarim additiviigi uning o — addi-

siviigini ta’miniar ekan.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. [0, 1] kesmadag: barcha irratsional sonlar to‘plemin: X bhilan belgi-
laymiz. &, orqali X ning (a, b) interval. [a, b] kesma ve [a, b),
(a, b] yorim intervallar bilan kesishmalaridan hosil bo'lgan to‘plamlar
sistemasini belgilaymiz. Agar Agy = X (a. b) (Ne, 8], N(a, b]. Nia, b))
desak, har bir Aqp to‘plamge m(Ag) =b—a sonm mos go‘yamiz. Bu

ta ‘plam funksiyasi m o— additiv o‘lchov bo‘ledima?

2. Har bir ACR to‘plamga
~ 1
m(A) = L 'é;
n N/ |A
sonni mos go'yarniz. m to‘plam funksiyass olchov bolishine ko ‘rsating.
A= (=00, 0) va B =1, 4] to'‘plamlarning o‘lchovlarini toping.

3. 2-misolda aniglangan m o'lchov o— additiv o‘lchou be ladim:?
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8-§. Oflchovning Lebeg bo‘yicha davomi

8.1. Birli (birlik elementli) yarim halqada aniglangan o‘lchovning
Lebeg beo‘yicha davomi. Agar G,, varim halgada aniglangar m o'lchov
additivlik xossasiga ega bo‘lib, ammo ¢— additiv bo‘lmasa, u holda m ning
Sm dan M(Sy) ga davomi bilan o'lchovni davom ettirish jarayoni tugaydi,
ya'ni m o'lchovai M(S,,) dan kengrog sinfga davom ettirib bo'lmaydi. Agar
G da asiglangan m o'lchov o—additiv bo'lsa, u holda m ni &, dan
M(Sm) ga nishatan kengrog bo‘lgan va gandaydir ma'moda naksimal sinf-
ga davom ettirish mumkin. Buni Lebeg bo‘vicha davom ettirish yordamida
amalga oshirish mumkin. Bu bandda birli yarim halqada beriigan oflchovni
Lebeg bo'yicha davom etticish masalasini qaraymiz, wonunmiy holui esa kelgusi
handda garaymiz.

Bizga biror &, birli yarim halqada aniqlangan ¢ — additiv m o‘lchov bexil-
gau bo'lsin va # to'plem &, yarim halqaning biri bo'lsin. £ niog barcha
qism to‘plamlaridan tashkil topgan A(E) sistemada tashqi o'lchov deb ataluv-
chi #* funksivani quyidagicha aniglaymiz.

B.A-ta’rif. letiyoriy A C E to'plomn uchun
o (A) =inf > m(By) (8.1)
n

son A to‘plamning iashqi o'lchouvi deb ateladi. By yerdn aniq ¢uyi chegara
A to'plamni qoplovchi burcha chekli yoki sanogli {Bn}, Bn € G, to‘plamlar
sistemasi bo ‘yicha olinadi.
8.1-teorema (Senogii yarivn additivlik). Agar A va senoglita Ay, Ag, . . ..
o
Ap, ... to'plamlar wchun A C |J An bolse, u holda quyidagi tengsizlik
n=1
o‘rinli
fo.u]
; LT
p(A) <> u(An).
n=1
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Bu teorema tasdig'ining ishoti 6.3-teorema tasdig'i isbotiga (aynan) o'xshash
amalga oshiriladi.

8.2-ta'rif. Agar A C £ toplam vs istalgan £ > 0 uchun shunday B &
M(S,,) 1o plam maevjud bo i,

1 (AAB) <«
tengsizlik bajurilsa, A (Lebeg boyicha) o‘lchouvli to’plam deyiladi.

Faqat o'lchovli to‘plamlar sinfida aniglangan g* funksiya Lebeg o‘lchovi
deb ataladi va u g karfi hilan belgilanadi. Ravshanki, 6, va DM(G,,) dan
olingan to‘plamlar o'lchovli bo‘ladi. Bunda, agar A € &, va B € M(G,,)
bo'lsa, v holda

u(A) =m(A4), wu(B)=m/(B).

Agar A o'lchovli bo'plam va p#*(AAB) < ¢ tengsizlikni gancatlantiruvehi

B e M(Gy) to'plan berilgan bo'lsa,

AAB = (E\A)A(E\B)
tenglikdan A ning to‘ldiruvehi to'plami £\ A ning ham o‘lchovli ekanligi kelib
chigadi.

8.2-teorema. (lchovli toplamlar sisternasi U(E) halga boladi.

Isbot. Ixtiyorly A; va Ag to'plamlar uchun

Al MAy = Al\(Al\Ag) (82)
va
AL U Ay = E\[(B\AD) 1 (F\As)] (8.3)

tengiiklar o'rinli bo‘lgani uchun quyidagini ishotlash yetarli. Agar A; € Y(£),
A € M(E) bolsa, u holda A = Aj\4y € M(#) bo'ladi, yani o'lchovli
to‘plamlarning ayirmasi o‘lchoviidiz. Hagiqatan ham, A; va Ay oflchovli to'p-
famlar uchun shunday By € M(Gy) va B € M(S,y) to'plamlar mavjudki,
£

va W (AAR) < =

p(A1AB) < 5

N (o
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tengsiziiklar o‘rinli bo'ladi. B = B3\ B2 € M(S,,) bo'lganligi uchun
(Al\Az}A(Bl\Bz) C (AIABI) U (AzABz)

nnosabatdan foydalanib, @*(AAB) < ¢ tengsizlikni olamiz. Demak, A;\Az €
U(#) u holda (8.2) va (8.3) munosabatlardan A; (VA2 € UE) va AjJAz2 €
H(F) ekanligini olamiz. A; va A to‘plamlarning simmetrik ayirmasining
o‘lchovli ekanligi
AIAAZ = (Al\_/iz) U (Ag\Al)

tenglikdan kelib chigadi. A

8.1-eslatma. &, ning birlik elementi - £ oflchovli to'plamlar sistemasi
U(#) uckun ham birlik eliment bo'ladi, shuning uchun o'lchovli to‘plamiar
sisternasi $(4) algebra tashkil giladi.

8.3-teorema. Olchouvli to'plamlar sistemasi U(E) de aniglongan p to'p-
lom funksiyasi additvvdir.

Bu teoremaning isboti 6.6-tecrema ishotini so‘sma-so‘'z takrorlash bilan
amalga oshiriladi.

B.4-teorema. O‘chovli to‘plamlar sistemasi U(E) da aniglangan p top-
lam funksiyasi o— addituudir.

Isbot. Ofichovli to‘plamlar sistemast U(#) dan olingan A va juft-jufti

o
bilan o‘zaro kesishmaydigan Ay, 4, ..., A,, ... to'plamlar uchun A = |J A,

\ n=1
ho'lsin. 8.1- teoremaga ko'ra.
0 oo
p(A) < 3w (An) = u(A) £ u(An) (8.4)
n=1 n=1
tengsizlik o‘rinli. 8.3-teoremaga ko‘ra, har bir n da
n
n Y
u(A) 2 p( 0 Ax) = ;M(Ak) (8.5)
tengsizlikni olamiz. (8.5) da n — co da limitga o'tib,
H(A) 2 Y il4a) (86)
n=1
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ga ega bo'lamiz. (3.5) va (%.6) lardan teorema tasdigi kelib chiqadi. A
8.5~-teorema. Lebeg bo‘yicha o'lchovl bolgan barcha to‘plamlar sestemasi
M(EY, K birlik elimenili o— algebradir,
Isbot. 6.7-teorema ishotini so‘zma-so's takrorlash yordamida sanoglita

0
Ay, Ag, .o Apy o € M(E) to'plamlar uchun A = {J Ay € W(E) ckanligini

n=1
ishotlash mumkin. Ikkinchi tomondan,
oc [s a]
() An = B\ [ J(E\A4,)
n=1 n=1
giikka ko‘ra, r] A, € M(F) ekanligiga ishonch hosil gilaraiz. A

Tekisiikdagi To *)lam'ammg.r Lebeg o‘lchovi xossalariga o‘xshash, o'lchovning
o— additivlik xossasidan uning uzluksizlik xossasi kelib chigadi.
Ya'ni, A1 D A3 D ...D A, D ... olchovli to'plamlar ketma-ketligi uchun
oo
A= A, Dbo'lsa, u holda

n=1

p#(A) = lim p(4,)

N—00

bo'ladi. Xuddi shuningdek, agar biror oflchovli to‘planitarning 4; € 4y C
o0
. C Ap C ... ketma-ketligi uchun 4 = J A, bo'lsa, u holda

n=1

#(A) = lim p(A4,)

tenglik o'rinli.
Shunday qilib, biz ko‘rsatdikki, agar birlik elimentli &, yarun halgada
—addituv m oflchov berilgan ba'lza, bu o'lchovni Lebeg bo‘yicha davom
ettirish natijasida Y(#). o— algebrada aniglangan o— addituv g o'lchav
hosil bo'ladi.
8.3-ta’rif. Olchovli io‘plamlar sestemasi (L) de aniglangen va K(L7)
da tashgi o'lchov p™ bilan ustma-ust tushuvchi p = L(m) funksiye m o

chovning Lebeg davomi deyiladi.
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o'lchovhi to‘plamlar ketma-ketligint tuzamiz. Tuzilishiga ko'ra. Af, 45, ...,

n
AL .. .. to'plamlar o'zaro kesishmaydi. Bundan tashqar, istalgan » da {J Ay

k=l
n
= |J A tenglik orinli. Bundan tashqari
k=1
n / n \ n co
' TN _ . .
sup 4 [ { Ak\ =sup (| A ) =sup Y a(a) < 37 w4y < K
n k=1 / " \k=t / = k=1
ghart bajariladi. Demak, istalgan € > 0 son uchun shunday n € N mavjudki,
20 AY 00 e
wl U A;) < D uA) <z
k=n+1 k=n-+1

n
tengsizlik o‘rinli bo'ladi. C' = |J A}, to‘plam o‘lchovli bolgani uchun. shun-
k=1

day B € G, to‘plam mavjud bo'lib, p*(CAB) < 3 tengsiziik bajariladi.

AascCany D Al

k=n+1
munosabatdan foydalansak, p*(AAB) < ¢ tenggizlikni olamiz. Demak, A
o'lchovli to'plam ekag.
Zaruriyligi. Aytaylik sanoglita Ay, 4q, ..., A,, ... o'lchovli to‘plamlar uchun

cQ
A=) A, to'plam o'lchovli bo'lsin va p(A) chekli bo'lsin. U holda istal-
n=1

7 n
gan n € N nchun Ar C A munosabatdan va | A o'lchovlhi to'plam
k=1 k1
bo‘lgani uchun
n \ n
It (U Ak) < u(A) <> supp U Ar i < u(A) < oo A
k=1 " k-1

8.1-natija. O'lchovli to‘plamlar sinfi M(E) va A € M(E) to’plam beril-
gan bo'lsin. A io‘plamning barcha B € M E) gism to'plamlaridan tuzilgen
BU(A)) sisteme o— algebra bo ludi.

Masalan, agar Y(R) sonlar o‘gidagi Lebeg ma’nosida oichovli to'plamlar
sinfi va A = [a, §] ixtitoriy kesma bo‘lsa, u holda [a, b] kesmada saglanuvehi
o'lchovli to'plamiar sistemasi o— algebra tashkil giladi.
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Lebeg olchovining yana bir xossasini keltiramiz.

8.4-ta’rif. Agar (A) =0 ve A C A bo'lishidan A’ ning ochovli ekan-
ligi kelib chigsa, p o‘lchov to‘le deyiladi.

Ta'rifda keltirilgan 4’ to‘plam uchun u(A4) = 0 bo'ladi.

Qiyinchiliksiz ishotlash mumkinki, ixtiyoriy o‘lchovning Lebeg davoini to'la
bo'ladi. Hagiqatan ham. A" C A, p(A) = p*(A) = 0 bo'lsa, p(4) =0
boladi va § € &, ni olsak, p*(AAD) = p*(A) = 0 bo'ladi, ya'ni A’
to'plamning o'lehiovii ekanligh kelib chigadi.

Unmiman olganda o— algebrada aniglangan har qanday o— additiv o'l-
chovni to'la o'lchovgacha davom ettirish mumkin. Buning uchun nol oflchovli

to‘plammning ixtiyoriy gismiga nolni mos qo'yish kifoya giladi.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. X =[0, INQ bo'lsin. &, ergali X ning [a, b) yarim intervallar bilan
kesishmalaridan hosil bo'lgan to‘plamlar sistemasini belgilaymiz. Bu sistema-
ming yarim halge ekanligini ko ‘rsating.

2. I-topshirigda eniglangan Sy yarim halganing har bir Ag = X N a, b)
to‘plamige m(Aw) = b—a sonni mos qgo‘yamiz. Bu to‘plam funksiyasi o lchov
ba ‘lishini ko'rsating.

3. Z-topshirigda aniglangan m : Gy — R o'lchouning Lebeg boyicha davo-
ming toping. Uni sonlar o‘qidagi Lebeg o'lchovi bilan usima-usi tushishini

ko‘rsating.
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IIT boh. O‘Ichovli funksivalar

Bu bob ikki paragrafdan iborat. Bastlabki 9-paragraf o‘lchovii funksiyalar
xossalarini tekshirishga bagiishlangan. O'ichovli funksiyalar Lebeg integrali
tushunchasini kiritishda asosiy manba hisoblanadi. Bu yerda o'lchovli funksiyva-
lar ta'riflanib, ularning asosiy xossalari isbotlangan. Juinladan, o‘lchovli funk-
siyalar to‘plamining arifimetik amallarga nisbatan yopigligi (9.1-teorema) ko‘r-
satilgan. Yana, agar {f,} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi har bir 2 € &
nugtada f(z) ga yaqinlashsa, u holda limitik funksiya f ning o‘lechovli bo lishi
(9.2-tecrema) isbotlangan.

Bobuning oxirgl. 10-paragrafida ekvivalent funksivalarga ta'rif berilib. ularga
misollar keltirilgan. Ekvivalent funksiyalarning biri o’lchovli bo‘lsa, ikkinchisi
ham o'lchovli bo'lishi isbotlangan. Bundan tashqari o'lchovli funksiyalar ketina-
ketliklarining nugtali, deyarli va o'lchov bo‘yicha yaqinlashishlari ta’riflanib,
ular orasidagi hog'lanishlar yoritilgan. MaTumid, tekis yaginlashishdan nug-
tali yaginlashish, nuqtali yaginlashishdan esa deyarli yaginlashish kelib chiqa-
di. Deyarli yaqinlashishdan o'lchov bo'yicha yaginlashish kelib chiqishi ishot-
langan. O‘lchov bo‘yicha yaqginlashishdan deyarii yaqginlashish kelib chiqadi-
mi degan savolga ijobly javob yo'q ekan. Oflchov bo'yicha nol funksiyaga
yaginlashuvcehi, lekin nolga biror nugtada ham yaginiasmaydigan funksiyalar
ketma-ketligiga misol (10.5-misol) keltirilgan. Ammo o'lchov boyicha yagin-
lashuvehi ketma-ketlikdan deyasli yaginlasiavchi gisiniy ketma-ketlik ajratish
muinkinligi (10.5-teorema) ko'rsatilgan. Tekis yaqginlashish va deyarli yaqin-
lashish orasidagi bog‘lanishui ifodalovehi Yegorov teoremasi (10 .3-teorema) is-
botlangan. O‘lchovli funksiyaning uzluksiz funksiyaga gaysidir ma’noda yaqin
ho‘lishi hagidagi Luzin teorcmasi (10.6-teorema), va'ni funksiya o‘lchovli ho'li-

shining kriteriyst keltivilgan.
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9-§. O‘Ichovli funksiyalar va ular ustida amallar

Bu paragrafda uzluksiz funksiyaga qaysidir ma’noda yaqin bo'lgan (Luzin

teoremasiga qarang) o'lchovii funksiya tushunchasiga ta'rif beramiz. O‘lchovli
funksiyalar Lebeg integrali tushunchasini kiritishda asosiy manba hisoblanadi.

Bizga & C R(# C R?) Lebeg ma'nosida o‘ichovli to‘plam va anda aniqian-
gan haqigiy giymati f funksiya berilgan bo‘lsin.

9.1-ta’rif. Agar iztiyoriy ¢ € R uchun {z € E: f(z) <c} = E(f <¢)
to‘plam. olchovli ho'lse, [ fumkswe E to‘plamda o'lchovli deyilads.

g.3-misol. f: # = R, f(x)=a = const fanksiyvaning o'lchovli ekan-
ligini ko‘rsating.

Yechish. Ixtiyoriy ¢ € R uchun

E, agar c¢>a,

Ef<og={zet:flxy<c}=

B agar c<a

tenglik o'rinli. £ va @ to‘plamlar olchovli. Demak, ixtiyorly ¢ € R uchun
E(f < ¢) to'plam olchovii ekan. Ta'rifga ko‘ra, f(z) = o funksiya £ da
o'lchovli funksiya bo‘ladi.

8.1-teorema. Agur [ wvo g funksiyolor £ to‘plamde ochavli bolsa, v
holda wlarning wigindisi f +g, ayirmaesi f— g va ko‘paytmasi f-g olchovi
bodladi. Agar barcha x € ¥ lar uchun g(x) # 0 bo'lsa, u holda f/g funksiya
ham FE do olchovli bo‘ladi.

Teoremani ishotlashda quyidagi lemmalardan foydalanamiz.

9. 1-lemma. Agar [ funksiva E to'plamda o'lchovli bo'lsa, u holda xti-

yoriy a, b € R lar uchun quyidagi to ‘plamierning har biri o‘lchovli bolade:
1) B(f 2 a); 2)E(a<f<b);, 3)E(f=a); 4) E(f <a); 5) E(f>a)

Isbot. Faraz qilaylik, f o'lchovii funksiva bo'lsin, u holda ta'rifga ko'ra,

ixtiyorly 4 € R uchwn E(f < @) to'plam o'lchovli bo'ladi.
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1) E(f > a) = E\L(f < a) tenglikdan, hamda o'lchovli to‘plamning
to'ldiruvehisi o‘lchovli ekanligidan E(Ff > a) to'plamning o‘lchovli ekanligi
kelib chiqadi.

2) Ba < f <b) = E(f 2 ¢)(TH(f < b) tenglikdan, hamda olchovli
to‘plamlar kesishmasi o‘lchovli ekanligidan F(a < f < b) to‘plamning o‘lchovli
ekaniigi kelib chiqad:.

3) E(f = a) to'plamning o'lchovh ekanligini ko‘rsatamiz:

x

E(f:.;):ﬂﬁ<agf<a+7ll).
n=1

Bu yerda ¥ (a <f<a+ -1-) o' plam 2) ko'rinishdagi to'plam bo‘lgani nchun

u - o'lchovli. O‘lchovli to‘plamlarning sanoqli sondagi kesishmasi (6.7-teorema)

o'lchovli bo‘iganligi uchun £(f = ¢) to'plam o'lchovli boladi.

4) B(f < a) to‘plamning o'lchovii ekantigi ta'rifdan, 3) dan hamda E(f <
a) = E(f < a)lJ E(f = a) tenglikdan kelib chigadi.

5) B(f > a) = E\E(f < a) tenglikdan hamda to‘ldiruvehi to'plamning
o'lehovliligi (6.4-teorema) dan kelib chigadi. A

9.2-lemama. Agur irtiyoriy o, b € R lar uchun 9.1-lemmadagi 1), 2), 4),
5) ko‘rinishdagi to‘plamlarning birortasi o‘lchovli bo‘lsa, u holda f funksiya
E to‘plamda o'lchovli bolads.

Isbot. Biz fagat 1) ko‘rinishdagi to‘plamning olchovli ckanligidan f ning
olchovli ekanligini keltirib chiqaramiz. Qolgan tasdiglarning ishotini o‘quvchi-
ga mustaqil ishotlashni tavsiya qilamiz. Faraz gilaylik, £(f > a) to‘plam ix-
tiyorly ¢ € R uchun o‘lchovli bo‘lsin. U holda uning to‘idiruvchi to‘plami
E(f < a) ham oichovli bo‘ladi. 9.1-ta’rifga asosan [ oflchovii funksiya
bo‘ladi. A

9.3-lemma. Ager §f va g lor E da olchovli funksiyelar bo‘lsa, u holdo
{x e E: f(x) > g(z)} = E(f > g) to‘plam olchouvli boludi.

3
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Isbot. Ratsional sonlar to'plami Q@ sanoglt bo'lganligi uchun uning ele-
mentlarini nomerlab chigamiz. ya'ni Q = {ri,n2,...,m ...} va quyidag

tenglikni isbotlaymiz:
E(f>g)={xzel: f(x)>g(x)} =

=U ({ z: f(z) > e} e: g(o) < r,,,}) : (9.1)

k=1
Faraz qilaylik, xg € {z € E': f(z) > a(z)} vani f(zg) > 9(z0) bo'lsin, u

holda ratsional sonlarning zichlik xossasiga ko‘ra shunday v € Q mavjudki,

fzo) > r& > g{z) munosabat o‘rinli bo'ladi. Demak,

29 € {z: f(2) >} { Hz: 9(z) <}

Bundan
Zo € U /\{a: f(x) > e} ﬂ {uw:g(e) < rk}) — A
k=1

ekanligi, bundan esa B(f > g) C A kelib chigadi. Endi teskart A C £(f > g)

munosabatnl ko'rsatamiz. Faraz qilaylik,
oo AY
T € U ({T : f(x) > re} ﬂ {z:g9(x) <re})
k=1 ’

ixtiyorty nugta bo‘lsin. u holda zg birlashmadagi to‘plamlarning hech bol-
maganda bittasiga tegishli boladi, ya'ni shunday & € N mavjudki. zy €
{z: f(2) > re} N{z: g(x) < ri}. Demak, bir vagtda f(2¢) > re va g(ag) <
ri bo'ladi. Bundan f(xo) > g(we) ekanligh. ya'ni 2o € {x € F: f(z) > g(z)}
ekanligi kelib chigadi. Bundan A C E(f > g) ni olamiz.

Biz (9.1) tenglikui isbotladik. 9.3-lemmaning isboti (9.1) tenglikdan. ham-
da o'lchovli to'plamnlarning sacogli birlashiasi (6.7-teorema) yana o'lchovli
ekanligidan kelib chigadi. A

g.1~-teoremaning isboti. Teoremani bir necha qisinlarga ajratib isbot-
laymiz.
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1) agar f— oflchovli funksiya bo‘lsa, u holda ixtivoriy & € R uchun
k- f va f+ k funksiyalar ham o‘lchovli bo'ladi. Hagigatan ham, (k # 0
deb hisoblaymiz k& = 0 bo‘lganda k- f ning oflchovii bo'lishi 9.1-misolda
ko' raatildi)

E(f <%). agar k>0,
web ki <g=1 X ;“ 9.2)
( E(f>%), ogar k <0.
(9.2) tenglikning o‘ng tomonidagi to‘plamlarning har biri o'lchovli bo'lgani

uchun k- f funksiya o'lchovli boladi. f+ & fucksiyaning olchovliligi
{eclE:fle)+k<cl={ze€E: f(z)<c—k}

tenglikdan kelib chigadi.
2) Agar f va g lar E da o‘ichovli funksiyalar bo'lsa, u holda 9.3-lemmaga
ko'ra

{zet:f()+9(x)>ct={ze E: f(z) >c— g(x)}

to'plamn ixtivorly ¢ € R da o'lchevli boladi. Demak, 9.2-lemmaga ke'ra f+g
o‘lchovli funksiya bo‘ladi.
3} 1) va 2) dan kelib chigadiki. f+ (—1)g o‘lchovii funksiya bo‘ladi.
4) Agar f olchovli bo'lsa, u holda [f] va f? lar ham o‘lchovli funksiyalar
bo‘ladi. Hagigatan ham,
p
E, agar ¢ <0

B > 0 = 9.3
(11> ¢ E(f < =) B[ > C), agar ¢ 0. o

(9.3) tenglikning o'ng tomenidagi to'plamlar ixtiyoriv ¢ € R da o'lchovli

=3
bo‘lganligi uchun |f| o‘lchovli funksiya bo‘lad:.
I, agarc<0
E(|fl > Vo), agar ¢>0.
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| f| funksivaning oflchovli ekanligidan, (9.4) tenglikning o‘ng tomonidagi t0Y
lamlarning ixtiyoriy ¢ € R da o'lchovli ekanligi kelib chigadi. Demak. f=«
o'ichovli fimksiya bo'ladi.

5) OYchovli funksiyalarning ko‘paytmasi o'ichovli ekanligi quyidagi

[(f+9)° = (f —9)"]

nkl'—A

ayniyatdan, hamda 1). 2), 3) va 4} xossalardan kelib chigadi.
. . s . Vo I
6) Agar ¢ olchovli bo'lib, g(z) # 0, V& € £ bo'lsa, u holda — ning
g

o'lchovii bolishi
1
g <0)J£E(g > —C-), agar ¢> 0

| I
E(; <f3)=‘ E7<%<g<0>, agar ¢ <0,

| £(g <0), agar ¢c=0

1

tenglikdan kelib chigqadi. Demak, ~ — o'lchovii funksiva. 5-xossaga ko'ra,
f(z)- —-;-—-)- funksiya ham o'ichovli bo'ladi, bunda ¢(z) # 0. A
Nz

Shunday qilib, biz oflchovli funksiyalar to‘plamining arifmetik amaliarga
nisbatan yopigligini ko‘rsatdik.

Analizdan ma’lum ho'lgan tekis va nugtali vaginlashish ta’riflarini kelti-

ramiz. & o'lchovli to'plamda f funksiya va {f,} o‘lchovli funksivaiar ketma-
ketligi berilgan ho‘lsin.

9.2-ta'rif. Agar iztiyoriy ¢ > 0 uchun shunday ng > 0 mavjud bo b,
barcha n > ng va x € E larda |fo(z) — f(2)| < £ bo'lsa, w holda {fyn} funk-
siyalor ketma-ketligi ¥ to‘plamde [ funksiyega tekis yaginlashadi deyiladi.

§.3-ta’rif. Ager har bir x € £ da r}u& falz) = f(x) bolsa, u holda {f,}
funksiyaler ketrma-ketligi f ga nugteli yoginlashadi deyilads.

Quyidagi teorema o'lchovli funksiyalar to'plamining limitga o'tish (nugtali
yaginlashish) amaliga nisbatan ham vopiqgligini ifodalaydi.
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9.2-teorema. Agar {f,} o‘lchouvli funksiyaler ketma-ketligi her bir x € ¥
da f(x) ge yagmlashsa, u holde limitik fumksiye f o‘lchovls boladi.
Isbot. Shartga ko'ra, ixtivorly € & uchun lim fp(z) = f(z) o'rinii.
n—o0

~

= 1
m ix ¢ fmlx) <c— 7;} (9.5)

m>n

E(f<e)={z: f(z) < c}:

LT
&L%

tenglik (2] da isbotlangan. Teoremaning ishoti (9.5) tenglikdan kelib chiqadi,

chunki, sanogli sondagi o‘lchovii to‘plamlarning hirlashmasi va kesishoaasi (6.7-

>

teoremaga garang) yana o'lchovli to‘plamdir.
Bu paragrafni quyidagi miseol bilan yakunlaymiz.
9.2-misol. Agar f: K — R o'lchovli funksiya bo‘lsa, u holda f funksiya
F ning ixtiyorly o'ichovli A gismida ham o‘lchovli funksiya ho‘lishini ko‘rsating.
Yechish. Hagigatan ham, ixtiyoriy ¢ € R uchun
{red:fz)<c}=L(f<c)NA
tenglik o'rinli. K(f < ¢) va A to'plamlar olchovli bo'lganligi uchun ular-
ning kesishmasi bo‘lgan {z € A: f(x) < ¢} to‘plam ham o'lchovii bo‘ladi.
9.1-ta'rifga ko'ra, f funksiya A da o‘lchovii bo'ladi.
Mustagil ishlasb uchun savol va topshiriglar
1. Ofchovli boImagan funksiyaga misol keltiring.
2. Ofchovli bolmagan, lekin moduli o‘lchovli belgan funksiyago misol kelti-
Ting.
3. (9.5) tenglikni ishotlang.
4. 9.1-lemmada keltirdgan 2), 4) va 5) ko ‘rineshdagi to ‘plamlarning o‘lchouli
ekanligidan [ ning o'lchovli ekanliging keltirib chigaring.
5. Shunday [ wve g funksiyolarge misel keltiringksi, wlorning yig‘indisi
o‘lchovly bolsin, lekin ayirmusi o lchovls bo Tmasin.
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6. Shundoy [ wa g funksiyalargs misol keltivingki, ulaining ko ‘paytmus:

o’lchowli bo'lsin, lekin yig“ndisi o‘lchovli bolmasin.

=X

Dirizle funksiyas: © wming [0, 3] to'plamda ochovli ekanligini ta'rif

yordamida ko‘rsating. D funksiya (2.1) teaglik bilan eniglanad;.

8. Agar [ funksiye B to'plamde o'lchovli bo'lsa, v holda R{(z) = [f(2)]
ning o ‘lchouvli ckanliging isbotlang. Bu yerda [z] bilan x ning butun gismi

belgilungan.
10-§. Oflchovli funksivalar ketma-ketliklarining yaginlashishlari

Bu paragralda biz ekvivalent funksiyalar, uwlarning aydm xossalari va ofl-
chovli funksivalar ketma-ketliklarining turli yaginlaghishlari orasidagi bogla-
nishlarni organamiz.

18.1-ta’rif. & o'lchovli to'‘plamde aniglangan f va g funksiyalar uchun
p{zeto: f(x) #g(x)}) =0 bolse, f va ¢ lur ekvivalent funksiyalar de-
ydadi va [~ g shaklda belgilanadi,

10.1-misol. Dirixle funksiyasi © ({2.1) ga qarang), Riman funksiyasi |
{(2.2) ga qarang) nol funksiya #(xr) = 0 hamda bir f(x) = 1 funksiyalar
orasidan o‘zaro ekvivalent funksivalarni toping.

Yechish. Malumki. Q sanogli to‘plam, shuning uchun (Q) = 0. Lebeg
olchovi tola olchov (8.4-ta'rif}, shunday ckan, ixtiyorly A € Q uchun g(A4) =

0. Eadi bu funksiyalarei ekvivalentlikka tekshiramiz:
(2:D(@) #0@)} =0, {o: %) #6(x)} =
{2:DE) #R@}CQ {z:D()# ()} =R\Q
Bu yerdan quyidagi tengliklarni hosil gilamiz:

b (D) # 02)}) = 1 ({2 R(2) # 6(2)}) = 4 ({Q}) =0,
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p({z:D(x) #R(2)}) =0, p{z:D(z) # L(x)}) = p({R\Q}) #0.
Demak, D ~ 8, D ~R. R~ boladi. ] bilan D ekvivalent emas.

10.2-ta’rif. Agar biror zosse E to‘plamning nol o‘lchouli gism to‘plamidan
boshqa barcha nugtalaride bajarilsa, bu zossa ¥ to'plemda deyarli bajerilodi
deyiladi.

Agar ikkita funksiya deyarli leng bo‘lsa. ular ekvivalentdir.

10.2-misol. Aytaylik, B = Al J Ay va Ay 142 = 0 bo'lsin. Agar fy :

Ay — R va f5: Ay — R funksiyalar olchovli bolsa, u holda

| fi(z), agar z € 4
fay=1 "
falz). egar x € Ay
E da olchovli funksiya bo‘lishini isbotlang.

Isbot. Ixtiyoriy c € R da
{zelk:f(x)<ct={ze A: filz) <c}U{zx e Ay: fo(z) < ¢}

to‘plam o'lchovli. Demak, f funksiya £ da oflchovli. A
10.3-misol. Nol olchovli A to'plamnda aniglangan ixtiyorty f: A — R
funksiyaning o‘lchovli bo‘lishini isbotlang.
Isbot. Lebeg oflchovi to‘la o'lchov {8.4-ta'rif) bo‘lganligi uchun o‘lchovi

nolga teng bo‘lgan to'plamning ixtivoriy qismi
{reA: f(z)<cpC A

o'lchovli, shuning uchun f funksiya A da o‘ichovh funksiya bo‘ladi. A

10.1-teorema. Agar f funksiya E olchovli to'plamda aniglangun bolib,
olchovli g : E — R funksiyaga ekvivalent bo'lse, u holda f ham E da
olehovli funksiya bo‘lodi.

Isbot. Faraz qgilaylik, g— oflchovli va f ~ g bo‘lsin, ya'ni

A={e: f(2) =9(@)}, E\A={z:[(x)#dx)}, W(E\A)=0.
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0.2 va 10.3-misollarga ko'ra,

(f (v), agar ze€ E\A
(z) =«

i g(x), agar < A
/1 da o'ichovli funksiya bo'ladi. A
10.1. Deyarli yaginlashish.
10.3-ta’rif. Agar & to‘plamda eniglangan {fn} funksiyalar ketma-ket-
ligining | funksiyaga yaginleshmaydigan nugtalari to‘plamining o ‘lchovi nol
bo'lsa, v holde {fp} funksiyalar ketma-ketligi £ to‘plamda [ funksiyaga

deyorli yaginlashadi deyiladi, ya'ni

lim fo(z) = f(z)

n—oo

tenglit B dagi deyorli barcha x lar uchun o'rinli. yoki

A= \fa: hm falz) = £( m)} u(F\A)=0

l

10.4-misol. fy(z) =cos"z, K =10, 2n] funksiyalar ketma-ketligining
nol funksivaga deyarl yaginlashishini ishotlang.

Isbot. Ma'lumki, barcha = € (0,27)\{n} larda [cosz| < 1 tengsizlik
o'tinli hamda cos0 = cos27m = 1, cosm = —1 ekanligini hisobga olsak,
quyidagini olamiz

0, agar z € (0. 27)\{n},
’}me fa(z) = r}l-IR (cosx)” = « marjudemas z=m,

1. agar z € {0, 27}.

Agar A= {:r : lim folz) = O} = E\ {0; 7; 2n} deb helgilasak, u holda
n—0
W(ENA) = 1 ({0; 75 20}) =
boladi. Ta'rifga asosan, fn(z) = cos” z funksiyalar ketma-ketligi £ = [0, 27]
to'plamda 0(z) = 0 funksiyaga deyarli yaginlashadi. A
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10.2-teorema. Agar £ to‘plamde {fn,} olchovli funksiyalar ketma-ketligi
I ga deyarli yaginlashsa, v holda limitik funksive f ham olchovlider.

Isbot. A = {a: : ,Ill_{IcL falz)=7f (:s)} ho'lsin. U holda teorema shartiga
kora. u(#\A) = 0 bo'ladi. A to‘plamda {f,} funksivalar ketma-ketligi
[ ga nugtali yaginlashadi. 9.2-teoremaga ko‘ra, f funksiva A to'plamda
o‘lchovlidir. 10.3-misolga ko‘ra nol o'lchovli to'plamda aniglangan ixtiyoriy
funksiya o‘lchovli, shuning uchan f funksiva £\ A da o'lchovli boladi. 10.2-
misolga ko‘ra, f funksiya birlashma A|J(£\A) = £ to'plamda ham olchov-
fdir. A

Ma’lumki, tekis yaginlashishdan nugtali yaqinlashish, nuqtali yaginlashish-

dan esa deyarli yaginiashish kelib chiqadi. Quyidagi implikatsiyalar o'rinii:

Tekas Nugtal Deyarh O‘Ichov bo*yicha
yaqnlastosh yagqnlashish = yaqnlashish = yaqnlashish

Yegorov teorernasi deyarli vaqginlashish hilan tekis yaginlashish orasidagi
bog'lanishni fodalaydi.

10.3-teorema (Yegorov). £ chekli o‘lchouli to‘plamda {f,} funksiyalar
ketma-ketligi f ga deyarli yaqinlashsin. U holde ixtiyoriy § > 0 uchun shun-
day b5 C E to‘vlom maviudki, uning vchun quyidagilar o‘rin:

1) p(#\t5) <9,

2) K5 to'plamda {fu} funksiyalar ketma-ketligi f go tekis yaginlashadi.

Isbot. 10.2-tevremaga ko‘ra, f oflchovli funksiva bo'ladi. Aytaylik,

BT = ﬂ {z :fix) — flz)] < 1/m}
2n

bo'lsin. B! to‘plamliar barcha n va m uchun olchovli bo'ladi. ET to'plam
tayinlangan n va m da harcha ¢ > n lar uchun |{fi(z) — f(z)] < 1I/m
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tengsiziikni qanoatlantiruvehi z lar to‘plamidan iborat. Endi

o0
rm =\ J B
n=l

ho‘lsin. Aniglanishiga ko'ra £ to‘plamlar har bir m da

EMCEPC--CEFC

munosabatni qanoatlantiradi. O‘lchovning uzhiksizlik xossasiga ko'ra,

lim (k™) = p(k™) voki har bir m va § > 0 uchun shunday ng(m)
n—0
mavjudki,
: T i) 1 . (5
0< p (k™) — ( A,:,"o(m)) —u ( b,m\f,;;;(m)) <o (10.1)
Endi

oc
Es = () Enyom)

m=1
bo'lsin. Ko'rsatamizki, Fs to‘piam tenrema shartiarini qanoatlantiradi. Dast-
3 1

lab &5 to‘plamda {f,} ketma-ketlikning f ga tekis yaginlashishini ko‘rsatamiz.
Aytaylik, £ € K bo'lsin. U holda ixtiyoriy m uchun barcha i > no(m)
nomerlarda |fi(x) — f(z)] < 1/m tengsizlik bajariladi. Bundan Ej to‘plamda
{fa} ketma-ketlikning f ga tekis yaqinlashishi kelib chiqadi.

Endi K\&j5 to‘plam o'lchovini baholaymiz. Barcha m lar uchun p(#\£™)
= 0. Haqiqatan ham, agar 29 € E\&™ bo‘lsa, u holda yetarlicha katta ¢ lar
uchun |fi{ze) — f(2o)| = 1/m bo'ladi, va'ni {fn(z)} ketma-ketlik f(zo) ga

yaginlashmaydi. Demak, £\£™ C K\ A munosabai o'rinli. Bu yerda
A={x: nlll{lr}: falz) = f{@)}
Bundan, p(#\£™) < p(#\A) = 0 ga kelamiz. Bu o'z navbatida u(£\£™) =
0 ga olib keladi. Bu yerdan va (10.1) dan kelib chigadiki,
HOENET ) = BT ) <
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bo'ladi. Shuning uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli

o0

N\
p(ENEs) = p (E\ M Erm ) =

> >0 é .
= ( b\bmwm)) E:/LL\LWWM)<\§:QM:=0, A

m=1 m=1

10.2. O‘lchov bo‘yicha yaqmlaslnsh. Bizga # to‘plamda anigiangan
{fn} o'lchovli funksiyslar ketma-ketligi va f olchovli funksiya beriigan bolsin.

10.4-ta’rif. Agor ixtiyoriy 6 > 0 uchun
lim p({x € & |falz)— f(e)]| 26} =0
n—00

tenglik bajorilsa, v holda {fn} funksiyalor ketma-ketligi & to‘plamda [ funk-
swyaga o'lchov bo'yicha yagnlashadi deyilads.

Deyarii vaginlashishdan o‘lchov bo‘yicha yaqiniashish kelib chigadi. Quyida-
gi teorema shu haqda.

10.4-teorema. Agar {fu} o lchovli funksiyalar ketma-ketligi B (u(&) <
oo) to‘plamda f funksiyage deyarli yoginloshsa, v holda {fn} ketmao-Ketlik
E to‘plamda f go oflchov bo‘yicha ham yayinlashadi.

Isbot. 10.2-tecremaga ko‘ra, limitik funksiya f o‘lchovli bo'ladi.

A= { lim fo(z) = r) ]

700
bo'lsin. Tecrema shartiga ko'ra, u(#£\A) = 0 bo‘ladi. Berilgan 6 > 0 son

uchun quyidagi belgilaghlarni kirizamiz.
®(0) = {z : [falz) - f(z)] = 6},
Ra(8) = ] Ex(8), M =[] Ea(6).
k=n

n=1

O‘lchovli to‘plamlarning xossalaridan fovdalanib, ko‘rsatish mumkinki, yugori-
da kiritilgan barcha to‘plamlar o‘lchovli bo'ladi. Ravshanki,
Ri(@) D Re(d) D - Rp(d) > -+ - .
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Oichovning uzluksizlik xossasidan
lim i(Ba(5)) = (M) (10.2)

tenglik kelib chigadi. Ko‘rsatamizki, M C K\ A bo’ladi. Hagigatan ham, zp €
A boflsin, ya'ni
Jim f (20) = f (%)

Limit ta'rifiea ko‘ra, berilgar 6 > 0 son uchun shunday n mavjudki
£ ; & 3 ] ’
| fi(z0) — flxo)| <8

tengsizlik barcha k > n lar uchun o‘rinli, ya'ni 29 ¢ Hy(d), shunday ekan,
9 ¢ M. Bundan A C E\M = M C K\A. Ofchovning yarim additiviik
xassagidan

(M) < u(E\A)=0 == pu(M)=0.

Demak, (10.2) dan ﬂhm W Ra(8)) = 0. En() C Rn(d) munosabatdan va

o'lchovning yarim additivlik xossasidan
lim p(#n(0)) =0

ekanligi kelib chigadi. Bu esa teoremani isbotlaydi. A
O'lchov bo'yicha vaginlashishdan deyarli yaqinlashish kelib chiqadimi de-
gan savol tugfiladi. Umuman olganda o‘lchov bo‘yicha yaqinlashishdan deyarii
yaginlashish kelib chiqgmas ekan. Quyidagi misol bu fikruing to‘g'riligini tas-
diglaydi.
10.5-misol. Har bir £ € N uchun # = (0, 1] yarim intervalda fl(k) , ék),
R f,ik) funksiyalarni quyidagicha aniglaymiz

i PP
k Bl
1

0. agar z € (0. 1)\ (;— %] .

1, agar

o

18 =

-~
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{1
= fi ) ; G2 = fél),gs =

Bu funksiyalarni tartib bilan nomerlah, {g} (g1 =
f2(2)7 = f;l),. ..) ketma-ketlikni hosil qilamiz. {g.} ketma-ketlikning E
da ol funksiyaga o‘lchov bo‘yicha yaginlashishini va biror nugtada ham nolga
yaginlashmasligini isbotlang.

Isbot. Har bir n € N uchun shunday & va 4 sonlar jufti topiladiki,
f;(k)(m) = gn(z) teuglik bajariladi va n cheksizga intilishi bilan & ham chek-

sizga intiladi. Ixtiyorty ¢ > 0 uchun

iz lon(z) | 2 6}) =

tengsizlik orinli. Bu yerdan nlggo wW(E(lgn] = 6)) = 0 ni olamiz. Demak,
10.4-ta'rifga ko'ra, {gn} ketina-ketlik & da nol funksivaga o‘lchov bo‘yicha
vaqinlashadi. Endi {g,} ketma-ketlikni # da nol funksiyaga deyarli yagin-
lashmasligini ko‘rsatamiz. Ixtiyorty 29 € (0, 1] uuqtani olamiz. Shunday %,
va i, (k1 <kg <-- <k <---) sonlar jufti topiladiki,

in—1 1in

fn | K|

Tp € {
\
boladi. Bu yerdan quyidagini olamiz:
lim &) (25) =1#0.
n-oo "

Ya'ni, {gn.} ketma-ketlik biror nuqtada ham nolga yaginlaghmaydi. A
10.5-teorema. Agar {fu} o‘lchovii funksiyalar ketma-ketligi E to‘plamda
f ga o'lehov bo‘yicha yaginlashsa, v holdo undan [ ga deyarli yaginloshuvch:
gismiy ketma-kethk ajratish mumkin.
Isbot. Biz musbat va nolga intiluvchi €, €9,..., &y, ... ketma-ketlikni va
M, TRy -« s Ty - - - TOShat sonlazni M +m+ ...+ i +. .. gator yaginlashuv-
chi bo'ladigan gilib tanlaymiz. Indekslar ketma-ketligi ny < ng < ... lari
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guyidagicha tanlaymiz: ny indeksni shunday tanlaymizki,

pz il fu@) = f@) 2 ah) <m

tengsizlik bajarilsin. Bu tengsizlikni qanoatlantiruvchi ny mavjudiigi {f,}
ketma-ketlikning f ga o‘lchov ho'yicha yaginlashuvehi ekanligidan kelib chiga-

di. Endi ng > ny indeks shunday taunlanadiki,

i({z () — F(@)] 2 £2}) <2

tengsizlik bajarilsin. Umuman ng > np—3 indeks shunday tanlanadiki,

p{e s ) = 1(2)] 2 ex}) <

tengsiziik bajarilsin. Tanlangan {f, } ketma-ketlikning f ga deyarl yagin-

lashuvehi ekanliging ko'rsatamiz. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

U{x () — f@)} 2 ek} va R= ﬂH

k=i
nlanishiga ko‘ra, K} D Hs D ... D R, D .... O'lchovning uzluksizlik
xossasiga kora, lim p(#,) = p(£). Ikkinchi tomondan, ravshanki,
n—o0

oo

() =p [ Ute s ) = F@)] 2 = )s

k=1

<Yl o) = fE) Z o)< 3 m
Z

k=i
tengsiziik o‘rinli. So‘nggl qator yaginlashuvchi qatorning qoldig'i bo'lganligi
nchun 11_13{1\ ti(Ry) = 0. Demak, y(R) = ]1m ,u(x{) = 0. Endi ixtiyorly z €
K\ R uchun hm fnk(x) = f(z) ni ko‘rsatish qokh. Faraz qilaylik, z¢ € E\K,
ya'mi g € R bo Isin. U holda shunday 29 maviudki, z¢ ¢ K;,. Bu shuni
anglatadiki, harcha k > ¢ lar uchun x¢ € {z: |fa(2) — f(@)] > €z} ya'ni

| fre(0) — fzo)l < €.
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Shartga ko'ra £ ~» 0, shuning nchun kh_{fo Jni(zo) = f(z9)- A

Quyidagi teorema uzluksiz va o‘lchovli funksiyalar o‘rtasidagi mubim bog'la-
nishni fodalaydi.

10.6-teorema (Luzin). [a, b] kesmada aniglangan [ funksiya o‘lchovli
bo‘tishi uchun wtiyoryy € > 0 son uchun [a, b] du uzluksiz bolgan shun-
day @ funksiye maviud bolib, p({z € [a, 8] : f(x) # @(x)}) < ¢ tenysizdik
bajarilishi zarur va yetarli.

10.1-natija. [a, b] kesmada uzluksiz funksiya olchouvlidir.

10.6-misol. [0, 7] kesmada aniglangan

f) = ! sin‘:z:, z € [0, 7] \Q
l cos’(sinz), z€Q

funksiya o'lchovli bo'ladimi?

Yechish. 10.1-natijaga ko‘ra, uzluksiz p(z) =sinz, x € [0, #] funksiya

o‘ichovli bo'ladi. Luzin teoremasi va
i ({z: f(x) # p(x)}) = ([0, 7] m(@) =0<¢
tengsizlikdan f funksiyaning [0, 7] kesmada o'lchovii ekanligi kelib chiqadi.
Mustagqgil ishlash uchun savol va topshirigiar

1. Agar f: E — R o'lchouvli funksiya va A C E— o'lchovli to'plam beIsa,

u holda f funksiyaning A to‘plamda o‘lchovli bo lishini isbotlang.

2. Agar f e g funksiyelor £ to‘plamda o'lchouvli bose, u helda

h_(z) = min{f(x), g(x)} wva hi(z) =max{f(z), g(z)} funksiye-

larning o‘lchouvli bo ‘lishini ishotlang.
3. Agar f~g va g~ @ bolsa, u holdc f ~ ¢ ekanliging isbotlang.

4. 10.5-misoldu keltirilgan {g,} ketmo-ketlikdan nolga deyarli yoginlashev-

chi qusmiy ketma-ketlik ajrating.
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[

10.

10.4~misol uchun Yegorou teoremasi shartiorini ganoatlantirwvchi Hs

to‘plamni § = 1073 suchun quring.

Dirizle va Riman funksiyalari uchun Luzin teoremasining shartlari-
ni gonoatlantiruvchi uzluksiz @ funksiyani toping. © wva M larning

aniglunishani (2.1) va (2.2) - lardan gorang.

[ funksiyaga har bir nugtuda yeginlashuvchi, lekin tekis yaginlashmay-

digan fn funksiyalar ketma-keiligige misol keltiring.

fn(z) =2, © €0, 1] funksionul ketma-ketlikning limsiik funksiyasin

toping.

fa(z) = 2", x € [-1, 1] funksionol ketma-ketlik Dirizle yoki Riman

funksiyalariga deyarli yaginlashadimi?

Deyarli yaginlashuvchi funksional ketma-ketlikning limitik funksiyasi yago-

na bo‘ladimi? Agar yagona bo‘lmasu. bu hagda oz fikringizni ayting.
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IV bob. Lebeg integrali

Rimaun integralt odatda uzluksiz funksiyalar yoki uzilish nugtalari juda ko'p
bolagan funksiyalar uchuu kiritiladi. Rimau integrali avval [a, 5] kesmada,
keyin esa [a, B]x[c, d] to'gri to‘rtburchakda va hokazo kiritiladi. Lebeg inte-
grali esa ixtiyorly tabiath to'plamlarda bir xilda kiritiladi. Hattoki, aniqlanish
sohasining hamma yerida uzilishga ega bo'lgan funksiyalar uchun ham Lebeg
iotegralini anglast: mumkin.

Lebeg integralining Riman integralidan asosiy farglaridan biri shundaki, u
funksiyaning aniglanish sohasi bo‘lgan [a, b] kesmani bo‘laklarsa bo‘layot-
ganda argument givmatlarining yaginligini emas, balki funksiya giymatlar-
ning yaginligini hisobga oladi. Keyinchalik biz ko‘ramizki, Lebeg integrali
Riman integraliga qaraganda kaita imkoniyatlarga ega bo‘ladi. Avval sodda
funksiyalar uchun Lebeg integrali ta'riflanadi, keyin Lebeg integrali ixtivoriy
o'ichovli funksiyalar sinfi uchun aniglacadi.

Bu bob 11-14 §§lardan iborat. 11-§ da sodda funksiyalar uchun Lebeg inte-
grali kiritilgau, uning A, B va C xossalari isbotlangan. 12-§ da chekli o'lchovli
to'plamda aniglangan o'lchovli funksiyalar vt Lebeg integralining wmumiy
ta'rifi berilgan. Lebeg integralining asosiy xossalari (I-VIII} keltirilgan. Bu xos-
salar Riman integrali xossalari bilan solishtirilgan. IV, VI, V11, va VIII xossalar
fagat Lebeg integrali uchun xos ekanligi ta’kidlanih, bu xossalar Riman integ-
rali uchun to'g'vi emasligiga misollar keltivilgan. Bundan tashgari Lebeg integ-
ralining absolyut uzluksizlik va o— additivlik xessalari ishotlangan. Lebeg in-
tegralining o— additivlik xossasiga ma’lum ma'noda teskari teorema keltirilib
isbotlangan. Mantivmas fumksivalar uchun Chebighev tengsizligi isbotlangan.
Chebighev tengsizligidan foydalanib, manfiymas funksiyaning integrali nolga
tengligidan uning o‘zi nolga ekvivalent ekanligi keltirib chigarilgan. 13-§ in-
tegral belgisi ostida limitga o'tish alomatlariga bag'ishlangan. Lebeg, Levi

104

www.ziyouz.com kutubxonasi




va Fatu teoremalari oz isbotlarini topgan. Oxirgt 14-§ da cheksiz o'lchovh
to'plamn bo‘yicha olingan Lebeg integraliga ta’rif berilgan, Lebeg va Riman
integrallarini taqqoslash haqgidagi teorema ishotlangan. Lebeg ma’nosida in-
tegrallanuvchi, lekin Riman ma’nosida integrallanuvchi bo‘lmagan funksiyaga

nizol keltivilgan.
11-§. Sodda funksivalar uchun Lebeg integrali

Biz 11-13-8§ larda o‘'lchovli £ yoki A to‘plamda aniqlangan, o'lchovli f
funksiyani qaraymiz va pu(k) < +oo deb faraz qilamiz.

11.1-ta’vif. Agar f: B — R ofchovli bo'lib, uning giymatlari te‘plami
ko ‘pi Vilan sanogli bolsa, w holda [ sedda fumksiye deyiladi.

11.1-teorema. Ko‘pi bilon senoglita hor wil 4y, y2, - .-, Yn, - .. qiymatiorni.

qabul giluvchi f funksiya o‘lchovli bo Tishi uchun
A, = {'L' €l JF(?L‘) ‘_"'yn}

to‘plamilarning o lchovli bolishi zarur va yetarki.

Isbot. Zaruriyligi. | funksiva £ to‘plamda o'lchovli bo'lsa, A to'plam-
larning o'lchovli ekanligi 9.1-lemmadan kelib chigadi.

Yetorliligi. A, to’plamlarning har biri o‘lchovli ekanligidan f funksiyaning
o‘lchovii ekanligini keltitih chigaramiz.

E(f<e)=] 4n
Yn<€

tenglikdan va o‘lchovli to'plamlarning chekli yoki sanoqli birlashmasi o‘lchovli
ekanligidan f ning £ da o'lchovli funksiya ekanligi kelib chiqadi. A

11.1-misol. Agar [ : £ — R o‘Ichovii funksiya bo'lsa, u holda ¢(z) =
[f(x)] funksiya £ da sodda funksiya bo‘iishini isbotlang. Bu yerda [a] belgi
& sonining butun gismini bildiradi.
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Isbot. g funksiva faqatgina butun qiymatiar qabul giladi. Shuning uchun
uning qiymatlar to‘plami ko'pi bilan sanoglidiv. Endi uning o‘lchovli ekanligini

ko'rsatarois. Hagigatan ham, ixtiyorty n € Z uchun
{rel:glz)=n}={eelt :n< f(zx) <n+1}

tenglik o'rinli. 9.1-lemmaga ko'ra £(n < f <n+1) to‘plam o'lchovli. 11.1-
teoremaga ko'ra ¢ funksiya £ da o'lchovii funksiya bo'ladi. 11.1-ta’rifga ko'ra,
g sodda funksiya bo‘ladi. A

11.2-misol. Sodda funksiyaning songa ko‘paytmasi vana sodda funksiya
bo'lishini ko'rsating. Sodda funksiyalar yig‘indisi yana sodda funksiya bo'lishini
isbotlang.

Isbot. Sodda funksiyaning songa ko‘paytmasi yana sodda funksiya bolishi
bevosita ta'rifdan kelib chiqadi. Sodda funksivalar yig'indisining vana sodda
funksiya bo‘lishi esa, o‘lchovli funksiyalar yigindisining yana o‘lchovh funksiya
ckanligidan (9.1-teorema) hamda chekli yoki sanoqli sonii to'plamlarning arif-
metik yig'indisi (3-§ dagi 5-topshiriq) yana chekli yoki sanoqgli to‘plam ekan-
figidan kelib chigadi. A

11.2-teorema (Olchovlilik mezoni). f: E — R funksiya o‘lchovl: bo ‘lishi
uchun unga tekis yaginlashuvchi soddoe funksiyalar ketmo-ketligining mavjud
bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Yetarliligi 9.2-teoremadan kelib chiqadi.

Zaruriyligi. f— o'lchovli funksiya bo'lsin. Unga tekis yaginlashuvehi {f,}
sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjudligini ko‘rsatamiz. 11.1-11.2 mi-

sollarga ko‘ra, har bir » € N uchun

Jal(z) = -[ﬁfnﬁ)—] (11.1)
sodda funksiya bo‘ladi. Bundan tashqari

’ nf(z)— [nf(a nf(x 1
15) - f2a)] = |y - L) |nf0) D) () 2
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tengsizlik orindi. Demak, f ketma-ketlik f ga tekis yaqinlashadi. A
Dastiab cheklita 1,2, .. ., Yn giymatlarui gabul giluvchi f: A — R sod-
da funksiya uchun Lebeg integrali tushunchasini kelritamiz. Ixtiyoriy &k €
{1,2,...,n} uchun
Ar={ze€ A: f(z) =y} (11.2)
helgilash olammiz.
11.2-ta’rif. Pizga vy, v, ..., Un fiymatiorrid qabul gilivehi f: A — R

sodda funksiya berilgan bo‘lsin. U holda

> e Ax)
=1

yighndi | sodda funksiyaning A to‘plem bo‘yicha olingan Lebeg integrali de-
yilad: va quyidagicha belgilanadi
~ n
[ f@)dp =3 wei( Ar).
/4 k=1
Endi bizga sanoqglita y1,v2, ... Yn, ... qiymatlarni qabul giluvchi f: A - R

sodda funksiya berilgan bo‘lsic. f funksiya uchun quyidagi formal
> yeu(Ar) (11.3)
k=1

gatorni garaymiz. bu yerda A lar (11.2) tenglik bilan aniglanadi.

11.3-ta’rif. Agor (11.3) gator absolyut yaginlashuuchi bo'lsa, u holda f
sadda funksiya A to‘plemda Lebeg ma’nosida integrallanuuchi deyiladi. (11.3)
qatorning yigindisi | funksiyadan A to‘plam boyicha olingan Lebeg integraki
deyiladi va quyidagicha belgilanudi

/A J(x)dp = }:ynﬂ(-/-ln)-

n=1
Bu tarifda y, larning har xilligi talab qgilingan. Lekin y, larning har xil-
ligini talab gilmasdan ham sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali ta'vifini
keltirish mumkin. Bu quyidagi lemma yordamida amalga oshiriladi.
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11.1-lemma. A= UBk, Bi(\B;j =0, i #3j wvu har bir By, to‘plumda
f funksiya fagat bitta ck giymat gabul gilsin. f sedda funksiya A to‘plemda

integrallenuvchi bo ‘fishi uchun

> uep( Br) (11.4)
k
qatorning absolyut yaginlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Isbot. Osorgina ko'rish mumkicki, har bir
An={zec A: f(z)=yn}
to‘plam ¢ =y, bo'ladigan By to’plamlarning birlashmasidan iborat. ya'ni
A= |J B
Ck=Yn
Shuning uchun
S vmi(An) =D un Y w(Bi) = V ckn(Bk)
n n €& Yn
O‘lchovning manfiymasligidan
> " lval 14 An) = Z luml D 1(Br) =D lcl u(Bi)
n Ck=Yn k

va'ni
Dowm(An) v > cep(Br)
k

qatorlar bir vagtda absolyut yaginlashadi yoki uzoglashadi. Sodda funksivalar
uchun Lebeg integralining ba'zi xossalarini isbotlaymiz.

A) Additivlik xossusi. Agar f wve g sodda funksiyalar A io‘plamda wmteg-
ratlonuvchi bo'lsa. v holda f+ g soddu funksiya ham A te‘plamda integral-

lanuuchi va quyidagi tenglik o‘rinl:
quyieag {

/[f(:z:)—l—g(:t:)]dpz [f(:z:)d;t I /g(:v)d,u.
A J4A JA
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Isbot. f + g ning sodda funksiya bo'lishi 11.2-misolda isbotlangan. In-
tegrallanuvchi f sodda funksiya f; qivmatni A; C A to'plamda, g sodda

funksiya esa g; giymatni B; C A to‘plamda gabul gilsin. U holda

/{1 f(x)du = Zﬁﬁ(&:), ][A g(x)du = Zgju( B;)

j
gatorlar absolyut vaginlashuvchi bo‘ladi. Oflchovning o— additiviik xossasiga
YUuv y g &

ko‘ra, quyidag) tengliklar o‘rinli
A = Do n(A ) alBy) =3 A1) 8).
j i
U7 holda quyidagi musgbat hadli qatorlar
DO mANYB), D0 el w4 By)
i g i g
yaqinlaghuvchi bo'ladi. Demak,
Z Z(ﬁ: + ) Ai ﬂ B;)
i g

qator absolyut yvaqinlashuvchi. Bundan f + ¢ sodda funksivening integral-

lanuvehi ekanligi kelib chigadi. 11.1-lemmaga ko‘ra
g £ 5

J @)+ ot = 3 S gAY ) = S A D s\ B+
+3 gy A VB =Y fin(A)+ ) gin(B;) =
b 2 1 7

= / Ha)dp+ /g(a".)a’.,u.. A

JA JA
B) Ager f sodde funksiye A to‘slemda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
iztiyoriy k € R o‘2garmas uchun k[ funksiye ham A to‘plamda integral-

lanuvehi vo quyidogi tenglik ovinli

/. k- flx)dp=~% If f(z)dp.
A Ja
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Isbot. Sodda funksiya integrali ta’rifiga ko'ra.
/A ke f(@)dp =" k- fir(A) =k Y i Ai) = k j! f@)dp. A
. p 7 A

C) A to'‘plamda chegaralangan f sodda funksiya integrallanuvchidir. Agar

A da |f(2)] < M bo'lsa. v holde quyidags tengsizlik o'rinki
b |
l / fz)dpi < M- ((A).
A i
Isbot. Sodda funksiya integrali ta'rifidan
|
I
> fu( )
i

Bu paragrafni quyidagi sodda funksiyaning Lebeg integralini hisoblash bilan

| JC f(z)du| = < }';jl.filu(Ai) < M};ﬂ(Ai):Mu(A)- A

yakunlaymiz.

11.3-misol. A = (0, 1] da f funksiyani quyidagicha amqglaymie:

_ 1 1]
f(z)—n, agar € Ap= " ~2—n—_—li ., neN.

[ sodda funksiya A = (0, 1] to‘plamda Leheg ma’nosida integrallanuvching?
Agar integrallavuvehi bo‘lsa, uning integralini hisoblang.

Yechish. Ma'lwnki,
o0
UAe=0.1. 4 )4n=10 n#m.

n=1
va A4, = {z € A: f(z) =n} tenglik o'rinli. Sodda funksiyalar uchun Lebeg
integrali ta'rifiga ko‘ra, )
Nnogm (11.5)
pAa—

n=1

qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, f sodda funksiya A = (0, 1} da integrallamvchi
bo‘ladi. Bu holda musbai hadli gatorlarui tagqoslash hagidagi Dalamber alo-

matidan foydalanish qulay.

. .on+4+1 27 1
lim Il i e = - < 1.
n—oc (g nooe 204 o 2
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s

Demak, {11.5) qator yaginlashuvchi. Bu verdan f sodda funksiyaning A da
Lebeg ma'nosida integrallanuvchi ekanligi kelib chigadi. Endi (11.5) qator

yig'indisini hisoblaymiz. Uning qismiy yig'indisi S, uchun

a _ 2,3 4 n
Sa=25,—Sa=14 5+ g+t
_{l+g+§+m+_ﬂ_>:1+:’2 ) /3 2\ -

2724"38 on \2 tia- 1)
SO SECHNE Ut S DL UNSFIE IR IS S
kzn—-l 9on—1 } on 24 gn—1 9n
Bu tenglikda n — oo da limitga o‘tib, (b, = 5—;1:-1— cheksiy kamayuvchi geo-

metrik progressiya yig'indisidan foydalaniladi)

. i .

/ flx)de = lim S, = lim (-!—(—l————?l) — lim £=2
©.1) n—00 n—oa 1 -2- n—co 2N

ekanligini olamiz.

Maternatik analiz kursidan ma'hunki (j4] ga qarang) f funksiya Riman
ma’nosida integrallanuvchi bo‘lishi uchun, uning chegaralangan bo'lishi zarur.
Chegaralanmagan funksiyalar uchun Riman integrali xosmas integral ma'no-
sida ta'riflanadi. 11.1-misckla qaralgan [ funksiya (0, 1] da chegaralanma-
gan. Lebeg integrali ta rifida funksiyaning chegaralangan holishi muhim emas,
va'ni chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar nchun Lebeg integrali bir

xtlda ta'riflanadi.
Mustagqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. f(z) =[z), z€ [0, 5) = A ning soddu funksiya ekanligini ko‘rsating

oo uning A io‘plum bo ‘yicha olingan integralini hisoblang.
2. Sodda funksiyalar ko‘paytmasi yana sodda funksiya bo lishini isbotlang.
3. Dirizle funksiyasini A = [0, 3] to‘plamda sodda funksiye chanligini
ta’rif yordamida ko‘rsuting. Uning integroling hisoblang.
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4. Riman funksiyesining A = [0, 1] to‘plamde sodda funksiye ekanliging
) pL g 4

ta’rif yordamida ko ‘rsating. Uning integraling hisoblung.
12-§ Lebeg integralining xossalari

Bu paragrafda Lebeg integralining asosiy xossalari o‘rganiladi. Biz doim
chekli o‘ichovli A (i (A) < +o0) to‘plam va unda aniglangan f o‘ichovli
funksiyani qaraymiz.

12.1-ta’rif. Agar A to‘plamda f funksiyaga tekis yaginleshuvchi, inte-
grallanvuchi sodda funksiyelarning {f,} ketma-ketligi mayjud bolsa. | funk-

siya A to‘plumde Lebeg ma’nosida integrallanuvchs deyiladi va uning integrali
z 9 4 Y

ggAhMW=AﬂU@ (12.1)

tenglik Inlan aniglanads.

Bu ta’tif korrekt, ya’ni kamchiliklardan holi bo‘lishi uchun quyidagi shartlar
bajarilishi kerak:

1) Har qanday tekis yaqinlashuvchi va A to'plamda integrallanuvchi sodda
funksiyalar ketma-ketligi uchun (12.1) limit mavjud bo‘lishi kerak.

2) Berilgan f funksiya uchun (12.1) limit {f,} ketma-ketlikning tanla-
nishiga bogliq emas.

3) Agar f funksiya sodda funksiya bo‘lsa, bu ta’rif sodda funksiyalar uchun
berilgan 11.2-ta'rif bilan usma-ust $ushishi kerak.

1-3 shartlarning bajarilishim ko‘rsatamiz.

1} Sodda funksiyalar uchun integraining A, B va C xossalaridan

‘A'ﬁn(m)dﬂ_‘/Afm(l‘)d;,:, |

#(A) - sup |fa(z) ~ fn(®)]

j i
< i

<

/mm—mmmu
A

tengsizlik kelib chigadi. Bu esa (12.1) limitning mavjudligini ishotlaydi.
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2) (12.1) limitning {fn} ketma-ketlikning tanlanishiga bog'liq cmasligini
ishotlaymiz. Faraz qgilaylik, f ga tekis yaqiulashuvchi ikkita {fn,} va {f]}

ketma-ketliklar uchun (12.1) limit har xil giymatiar gabul qilsin. U holda

[1, fis J2, fay - - o fus Ty - - - ketma-ketlik £ ga tekis yaginlashadi. lekin bu ketma-
ketlik uchun {12.1) iimit mavjud emas. Bu esa hozirgina isbotlangan 1) shartga
zid.

3) shartm isbotlash uchun ixtiyoriy n da fo(z) = f(x) deb olish yetarli.

Endi 12.1-ta'rifea teng kuclili bo'lgan quyidagi ta'rifui keltiramiz.

12.2-ta’vif. Agar har bir n € N uchun (11.1) tenglik bilan aniglanuvchi
fimt sodda funksiya integrallonuuchi bo'lsa, u holda [ funksiya A to‘plamda
Lebeg ma’nosida integrallonuvchi deyidadi ve uning integral

Ydu = 1 /I)'Il.t(,]
f(z)dp= Tim [ f*(x)dp.
A n 00 f 4
12.1. Lebeg integralining asosiy xossalari.

I f(2)=1, =& A sodda funksiya integrallanvuchi va

/ 1-dp = p(A4).
JA
II. Bir ginslitik zossasi. Agar f funksivea A to'vlemda integrallanuvchi
bo'lsa, u holde iztiyoriy k € R ozgarmas wchun k- f funksiya hom A
to‘plamde integrallanuucks va quyidagi tenglik o rinli
/ ke f(z)dp=+k / flx)dp.
Ja Ja
Isbot. Bu xossaning ishoti sodda furksiyalar uchun Lebeg integralining B
xossasidan Lmitga o tish natijasida, o'zgarmasni limit belgisi ostidan chigarish
mumkin degan qoidadan kelib chiqadi. Ya'ni, agar {fn} integrallanuvchi sod-
da fusksiyalar ketma-ketligi f funksiyaga tekis yaginiashsa, u holda {k- fo}
integrailanuvehi sodda funksiyalar ketma-ketligi k- f funksiyaga tekis yagin-

lashadi. Demak, k- f funksiya integrallanuvehi va
/k- f(r)dp = lim /k- falx)dp = k- Tun /f,,(w)dp: k /f(;v)d,u.
A n-o0 A n—oe A JA
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tenglik o‘rinli. A
111. Additivhik zossasi. Ager f wa g funksiyaler A to‘plemda integralla-
nuvchi bo‘lse, u holda [+ g funksiya ham A to‘plamda integrallunuvchi va

quyidoygi tenglik o ‘rinii

[r@+ aldn= [ 1@yt [ soyin

Isbot. Agar {/,} integrallanuvchi sodda funksiyalar ketrna-ketligi f funk-
siyaga, {g,} integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligi g funksiya-
ga tekis yaqinlashsa, u holda {/f, + ¢,} integrallanuvchi sodda funksiyalar
ketma-ketligi f + g funksiyaga tekis yaqinlashadi. Demak, f+ ¢ fuuksiva

integrallanuvchi va sodda funksiyalar uchun integralning A xossasiga ko'ra

[ U@+ a@de = Jim [ (@) + an(lde =

= 11m / falz) dp + hm J/ an(x) du —/ f(z) du+/ g(x) du
A A
tenglik o‘rinli. A

Shuningdek quyidagi tenglik o‘rink

/f(.-}?) dy = / f(z) d,u+/ f(z)du, A=AUAy, AiNndy =0. (122)
JA J Ay JAg

IV. A to'plamda cheguralangan f funksiye integrallonvychidir,

Isbot. Agar f funksiya A to‘plamda chegaralangan bo'lsa, u holda (11.1)
tenglik bilan aniglanuvelii f2* sodda funksiya ixtiyoriy n € N da cheklita
qiymat gabul giladi. Demak, 11.2-ta'rifga ko'ra P sodda funksiya integral-
lanuvchi. 12.2-ta’rifga ko‘ra f ham integrallanuvehi. A

V. Agar f(z) 20, z € A funksiya integrallanuvchs bo'lsa, u holda
/ f(x)dp = 0.
JA

Isbot. Bu xossa Lebeg integralining monofoniik zossasi deyiladi. Uning
ishoti sodda funksivalar uchun to'g'ridan-to‘g’ni ta'rifdan kelib chiqadi. Agar
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[ manfiymas funksiya bo‘lsa, u holda unga tekis vaqinlashuvchi St godda

finksiyalar ketma-ketligi ham manfivmas. Bundan

/ fr(x) dp =~ /[nf('c)] dp > 0.

RBu yerdan n — oo da limitga o'tih, V xossaning isbotiga ega bo'lamiz. A
Integralning monotonlik xossasidan quyidagi tasdig kelib chiqadi. Agar

f(z) > g(z) bo'lsa, u holda

‘//; f(x)du 2 /A a(z)du

tengsizlik o‘rinli. Shuningdek. agar m < f(x) < M. z € A bo'lsa, u holds
mi(4) < [ @) < 8 u(A)
JA

tengsizliklar o‘rinli.

VL Agar u(A) =0 ho'lsa, w holde wxtiyoriy f: A— R uchun

/ f(x)dp=0
Ja

VI Agar f ~ g (ua’ni deyarli barcha x € A lar uchun f(x) = g(x))
bolib, wlardan birt integrallonuvchi bo‘lse, u holda ikkinchist ham integral-

lanwwchi va quyidegi tenglik o‘rindi

/A J(x)dp = /’;g(x)‘i/"

Bu tasdigiar Lebeg integralining ta’rifidan bevosita kelib chiqadi.
VII. Agar @ funksiye A to‘plamda integrallanvuchi bolib, deyorli barcha
z € A lar uchun |f(x)] < p(x) bolsa, w holda f funksiye ham A to'plamde
integrallonuveli bo lodi.
Isbot. Hagigatan ham. agar f va ¢ sodda funksiyalar bo'lsa, u holda
A to‘plamdan o'ichovi nol bo'lgan A = {x € 4 :|f(z)| > ¢(x)} to'plamni
chiqarib tashlab, golgan A’ to'plamda |f(z)l < ¢(x) tengsizlikni hosil qi-

lamiz. A’ to‘plamui chekli yoki sanogli sondagi Ay, to'plamlarning birlashmasi
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ko‘rinishida shunday tasvirlaymizki, har bir A] to'plamda f va ¢ fanksiyalar

o‘zgarmas bo‘lsin, ya'ni
f(x)=a, ¢)=b, zeAd,

Shartga ko‘ra |a,| < b, tengsizlik bajariladi. ¢ funksiya integrailanuvehi

bo‘lganligi uchun hamda (12.2) va VI xossadan foydalanib

D lanlu (A) € bap (A) =
n=1 n=1

_;/;, p(a)dp = v//;’ w(x)du+ /

J A

w(x)du= / w(x)du
A

ni olamiz. Shuning uchun f ham integrallanuvehi va

[ sera

-l/ j(r)ripi Yan,u

<Y lunlp (A7) =

= [ V@< | o@ds
JA A
Endi nmumiy holni qaraymiz.
" n
sodda funksiya ixtivoriy n € N da

/) <@ () +1. ze A

tengsizlikni qanoatlantiradi. Demak, f7(z) sodda funksiya integrallanvehi.
12.2-ta’rifga ko'ra f funksiya ham integrallanuvchi. A

VIIL Quyideyi integrallar bir vaqtda maovjud yoki maviud emas:

11://'1f(;a)d,u. [2:/A|f(:zt)|dﬂ.

Isbot. VII xossadan foydalanib. ke'rsatish mumkinlki, 7y ning mavjudligi-
Y

dan {; ning mavjudligi kelib chigadi. Teskari tasdi sodda funksiya bo‘lganda
1 g J g )
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bevosita ta'rifdan kelib chiqadi. Umumiy holuni qaraymiz. f funksiva A da
integrallamivehi bo'lgani uchun, unga tekis vaginlashuvehi {f,} integrallanuv-

f

chi, sedda funksiyalar ketma-ketligi mavijud. U holda

£ ()] = [fal2)

| < f(2) = fa(z)]

tengsizlikka ko'ra, {|fn]} - integrallanuvchi, sodda fucksiyalar kebma-ketligi
|f| tunksiyaga tekis yaqinlashadi. Shunday ckan, ta'vifga ko'ra, /o integral
mavijud. A

Lebeg ma’nosida integrallanuvehi funksiya Riman ma’nosida integrallanuv-
chi bolishi shart emas.

12.1-misol. Dirixle funksivasini [0, 2] kesmada Lebeg va Riman ma’nola-
rida integrallanuvehanlikka tekshiring.

Yechish. © sodda funksiya bo'lib, uning Lebeg integrali

D(x)dp = 1-1([0,2] N Q) +0- u([0,2\Q) = 0.
J10.2]

Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman ma'nosida integrallanuvchi emas.
Buni ko'rsatish uchun [0, 2] kesmnani teng n bo'lakka 0 = xp < 27 <
Ty < ... < Tp_1 < Tp, = 2 nugtalar yordamida bo'lamiz. Malunki, Divixle
funksiyasining [vp—y, 2] bolakchadagi aviq yuqori chegarasi M) barcha
ke {1,2,...,n} vchun 1 ga teng, Dirixle funksiyasining bu bo‘lakchadagi
aniq quyl chegarast my, esa § ga teng. Bu bo‘linishga mos Darbu yigindilarin

qaraymiz:

s P 9 " 9 7 9 {_’_\

0, ==3 "»”:212:1:2 we == =23%"g=0
Yin 1Vik s Wy (127 p = u.
73 4 7 n N, “met

k=1 k=1 k=1 k=1

Bu yerdau,

Iimy, =2. lmww, =0
Nn—oo n—+00

tengliklarga kelamiz. Demak, Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman ma’ne-
sida integrallanuvchi emas. A
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TV, VI, VI va VI xogsalar Lebeg integrali uchun xos. Bu xossalar Riman
integrali uchun o'rinli emas. Hozir bularga misollar keltiramiz.

12.2-masala. IV va VI xossalar Riman integrali uchun orinli emasligiga
miso} keltiring.

Yechish. [0, 2] kesmada Dirixle funksivasini qaraymiz. U chegaralangan
va o'lchovli, demak IV xossaga ko‘ra v Lebeg ma’nesida integrallasuvehi, lekin
Riman ina’nosida integrallanuvchi emas (12.1-misolga garang). [0, 2] kesma-
da Dirixle D va nol §(x) = 0 funksiyalarni qaraymiz. Ular [0. 2| kesmada

deyarli teng, shuning uchun VI-xossaga ko'ra

/’ D(z)dp = / O(x)dy = 0.
0.2] Jp2l

Lekin nol funksiva Riman ma'nosida integrallanuvchi, Dirixle funksiyasi D
esa Rimao manosida integrallanuvehi emas (12.1-misolga garang). A

Lebeg integralining VII va VI xossalari bara Riman integrali vchun orinli
emas. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil gilish mumkin.

12.3-misol. Quyidagi funksiyalarni garaymia:

1. agar z € Q,

x)=2. =
w() f(z) ~1, agar 7€ R\Q.

Barcha z € [0, 2] lar uchun |[f(z)] < o(z) tengsizlik o'rinli. Lekin f
funksiya [0, 2] kesmada Riman ma'nosida integrallanuvehi emas. Bu tasdiq
D ning Rimap ma'noside integrallanuvehi emasligiga o xshash isbotlanadi.
Demak, VI xossa Riman integrali uchun o'rinh emas.

f fuoksiya [0, 2] to'plamda Riman ma’nosida integrallanuvchi emas, am-
mo |f(z)] =1 funksiya esa integrallamivehi. Demak, VI xossa Riman integ-
rali uchun o'rinli emas. A

12.2. Lebeg integralining o— additivlik va absolyut uzluksizlik
xossalari. Yugorida hiz Lebeg integralining xossalarini tayinlangan A to‘plam
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ho'yicha keitirdik. End: .

;

F(A) = / fx)dp
Ja
ifodani o‘lchovli to‘plamlar sistemasi U(F) da aniqlangan, A to'plamning
funksivasi sifatida garab. Lebeg integralining ayrim xossalarini isbotlaymiz.
12.1-teorema (Lebeg integralining o— additiviik zossasi). O‘lchovli A to'p-

lamn o‘zaro kesishmoydigan Ay, Ay, ..., An,... olchouli to’plamlarning bir-

lashmasidon thorat bolsin, ya'ng
o
A= An A4 =0, i#j
n=1

va f funksiya A to‘plamde integrallonuuchi bo'lsm. U holde har bir Ay

to‘plam bo‘yicha f funksiyaming integrali mavjud,

n}; -/A,‘ fx)dp

qutor ubsolyut yuginlashadi va quyidagi tenghk o ‘rinki

9]
TR

! r

/ f@yip =3[ 1) (12.3)
/4 n=1 7 An

Ishot. Avvalo teoremani ¥y, ¢a: .- .,Yn, ... Qiymatiarni qabui giluvchi f

sodda funksiva uchun isbotlaymiz. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

Br={z € A: f(x) = w},
Bnk = {;L' & An : f(l,) = yk} = Bkﬂ Am Bk = U Bnk-
n

" funksiva integrallannvehi bo‘lgani uchun 3 yrp(Bg) gator absolyut vaqin-
Y g g 2. Y%k yub 3

%
lashuvchi bo'iadl. U holda
| 1@ =Y w5 =Y ue S n(Bu) =
4 k=1 =1 n=l
=S " v Bar) = > > veis(Bar) = / f(x)du.  (12.4)
k=1 n=1 n=1 k=1 n=1"'An
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To'plam o'ichovi manfiymas bo‘lgani uchun (12.4) tengliklar zanjiridagi barcha
qatorlar ahsolyut yaginlashuvehi be‘ladi.

Endi f funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lgan ixtivoriy funksiyva
bo'lsin. U holda ixtiyorly £ > 0 son uchun A da integrallanuvchi shunday
g sodda funksiya mavjudki, barcha & € A larda |f(z) — g(z)| < e yok
|f(z)] < |g(z)| + = tengsizlik bajariladi. Yuqorida isbotlanganiga ko‘ra ¢

uchun -
[o@ain=3" [ s (12.5)
- n=1 n

tenglik o'rinli va ¢ har bir A4, da integrallanuvchi hamda (12.5) qator ab-
salyut yaginlashuvchi. ¢ ning A, to‘plamlarda integrallanuvchi ekanligidan
va |f(z)| < |g(x)| +¢ tengsizlikdan f ning bam har bir A, to'plamda integ-

rallanuvchi ekanligi kelib chigadi hamda

oc
n=1

J, rwin= [ n o(x)du| <

s Z/ |f(z) = g(z)|du < 2: ep(An) = en(A).
n=1 An n=|

Bu esa (12.5) bilan birgalikda

,.Z;i /A ] f(x)dy

qatorning absolyut yagintashuvehi ekanligiga va quyidagi bahoga olib keladi:

}Z; /A S /A F ()

<

nz=:l [4,. f(z)dp — nZ;: /,;,. g(x)du + ./A g(x)du — /A f(z)du

; /A,, J(z)du — x//;,. !l(:v)dp% + ;/A S(z)dp — Ag(r)(lll

Bu yerda € > 0 ixtiyorly ho‘lganligi uchun (12.3) tenglik o‘rinli. A

< 2=p(A).
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12.1-natija. Agar [ funksiya A to‘plamda integrallanuvchs bo'lsa, u holda
[ funksiya A to‘plamning inxtiyorwy «‘lechovli A’ gismada ham integrallunuvehs
ho ‘Tada.

Fndi ma’lum ma’noda 12.1-teoremaga teskari hisoblanuvchi quyidagi teo-
remani keltiramiz.

12.2-teorema. Q'lchovli A to‘plam o‘zaro kesishmaydigen Ay, As, . ..,
b4 Y

Ap, ... olchovli to’plamlarning birlashmasidan iborat bolsin, ya'ni
o
A={JA, M)A =0 i#7
Nl

Har bir A, to‘plamda f funksiya inteyrollanuvchi va
o0
S [ 1f@ld (12.6)
n=1" 4n

qator yaginlashuuchi bo‘lsin. U holda f funksiye A to‘plamda integrallanuwvchi
ve (12.3) tenglik o'riniz boladr.

Isbot. Teoremani isbotlash uchun f funksiyaning A to‘plamda integral-
lannvehi ekaniigini ko' rsatish yetarli. (12.3) senglik 12.1-teczemadan kelib chiga-
di. Avvalo ishotni B, to‘plamlarda f; qiyvmatlarni gabul giluvchi f sodda
funksiya uchun keltiramiz Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

Bi={zxeA: f(z)=fi}, An=ANDB,
U holda quyidagilar o'rinli

UAp=8; va / |f(z)|du = Z [£il 1{Ani)-
n A" .

2

(12.6) qatorning yaginlashuvchiligidan
y s
S E |fil o Ans)
n t
gatorning yaqinlashirvchiligi kelib chiqadi. Yaginlashuvehi musbat hadli qator
hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy tartibda almashtivish murakin. Shuning uchun

S0 Al lAm) = DU 30 An) = SO 1Ai(5:)

n
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tenglik o‘rinli. Oxirgi qatorning yaqginlashuvchiligi
i )
/Af(if)dﬂ = L fus(B:)
1

integralning mavjudligini bildiradi.
Umumiy holda ixtiyoriy € > 0 son va f funksiya uchun shunday ¢ sodda

funksiva roavjudki, barcha = € A uchun
1f(z) - a(a)| <e (12.7)

tengsizlik o'rinli. U holda VII xossaga ko'ra, har bir A, to‘plamda g funksiya-

ning integrali mavjud va,

/ lo(z)ldpt < /' F() dis + ep(An)
A, Ja,

tengsizlik o‘rinli. (12.6) gatorning yaqinlashuvchi ekanligidan, hamda

> wl(An) = p(4)
n=1

tenglikdan

Z / lg(z)| dp

n=1* An
gatorning yaginlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. Bundan g sodda funksiyaning
A da integrallamrvchi ekanligi, (12.7) tengsizlikdan esa f funksiyaning A
to‘plamda integrallanuvchi ekanligl kelib chigadi. A
12.3-teorema (Chebishev tengsizligi). A o‘chovli toplamde manfiymas

@ funksiya va ¢ > 0 son berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi tengsizlik o‘rink

pfre Arp@)zel) < - / p(a)dp.
Isbot. Aytaylik, A, = {z € A:¢(x) = ¢} bo'lsin. (12.2) va V xossadan

/ e(x)dy = / w(x)du + / e(x)de > / w(x)dp > ¢ p(Ae)
Ja Ja. Jaa, Ja.
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ni olamiz. Bu yerdan
1
#wAe) < — / e(z)du
CJA
tengsiziik kelib chigadi.

12.2-natija. Ager

[ l@lau=0

bo‘lsa, u holda deyarli barcha z € A uchun f(x) =0 boladi.

Isbot. Chebishev tengsizligiga ko'ra ixtiyoriy n uchun

u({re A2 )] 2 1}) <n [ 1f@du=0

munosabatga egamiz. Bundan tashqan

‘:l

englik o'rinli. O‘ckiovning varun additivlik xossasiga ko'ra

p({ze A: f(z) # 0})<Zu({LCA @z L =0

\ nyJ

!
{zed: f(x)#0} = I A:|f(2)] = ;}

za ega bolamiz. Bu esa natijani isbotlaydi. A

12.4-tecrema [Lebeg integralining absolyut uzluksizlik xossasi). Agar f
funksiye A (u(A) < o) to’plamda integrallanuvchi bo‘lso, u holda iztiyoriy
e > 0 son uchun shunday & > 0 son mavjudki, (D) < & tengsizlikni
ganoatlantiruuchi har qanday D C A to'plam uchun

(:v)du' <c

tengsizlik o rindi.

Isbot. Agar f funksiya A to'plamda M soni bilan chegaralangan bolsa

£ i ) .
teoremani isbotlash uchun & = — deb olish vetarli, chunki

l/ f(x)dpl <Mop(D)y<M-6=M.
JD
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Endi f ixtiyoriy o'lchovli va integrallanuvchi funksiya bo'lsin. Quyidagi bel-
gilashlarni kiritamiz:
A,={reA:n<|f(z)|<n+1}, By=1|] A, Cn=A\By
n=0
U holda 12.1-teoremaga ko'ra,
/ [f(x)|du —Z/ fz)|dy
n=0
tenglik o'rinli. Berilgar € > 0 sou uchun NV ni shunday tanlaymizki,

> /lf ()] dys = /; (@) dus <

n=N-+1"

YR

tengsizlik bajarilsin va 0 < § < EGV%—S bo'lsin. Agar () < 4 bo'lsa, u

holda

@i < [1rta= [ i@ [ sl

N
<(N+Du(D lu < (N +1 /
< (N + 1) >+/C F@lde < (V4 Vgt b <6 A
Mustagqil ishlash uchun savol va topshirigiar

1
1. Agar f integrallanvuchi funksiya bolsa, u holda fo(x) = ;[n f(z)] sodda
funkswyaning integrallanuvchi botishini isbotlang. Pu yerda [x] belgi x

sonning butun gismini bildiradi.

2. Lebeg integralining VI xossasi Rimon integrali uchun o ‘rinlimi? 12.3-

masoldan foydalonil jovobingizni asoslung.

3. Agar f funksiya A to‘plamdy chegaralunmagan bo'lsa, u Lebey ma mos:-
da integrallonuvchi bo lishi mumkinmi? 11.1-misol yordamida tushunt:-
Ting.
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1

4. f(x) = [22Y funksiyaning A = [0, 2] to‘plam bo‘yicha olingan Lebey

integralini hisoblang.
13-§. Lebeg integrali belgisi ostida limitga o‘tish

Integral belgisi ostida limitga o‘tish yoki qatorlarni hadma-had integral-
lash masalasi ko'plab muammolarai yechishda uchraydi. Integral belgisi osti-
da limitga o‘tishning yetarli shartlaridan biri berilgan ketma-ketlikning tekis
yaginlishish shartidir.

13.1-teorema (Lebey). Agar {fn,} ketmao-ketlik A to‘plamning har bir
nugtasida | funksiyaga yaginlashsa va barcha m € N lar uchun |fo(x)] <
() tengsizik bajarilib, @ funksiye A to‘plamda integrallunuvchs bo'lse, u

holda limitik funksiya f ham A do integrallanuvchi boladi va

lim f,, Ydp = / f(z)dp.

n—oa
Isbot. Teorema shartidan Hmitik funksiya f uchun [f(2)] < @(z) teng-
sizlikning bajarilishi kelib chigadi. Lebeg integralining VII xossasiga ko'ra, f
integralianuvchi funksiya boladi. Endi ¢ > 0 ixtiyoriy son ho'isin. Lebeg in-
tegralining absolyut uzluksizlik xossasiga (12.4-teorema) ko‘ra, shunday 6 > 0

son maviudki, agar p(B) < é bo'lsa, u holda

/ (x)dp <
JB

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. 10.3-Yegorov teoremasiga ko‘ra, 8 to'plamni shun-
: i g ; 1

(13.1)

J:I(")

day tanlash mumkinki, {f,} ketma-ketlik C = 4\ B to‘plamda f funksiyaga
tekis yaginlashadi. Demak, shunday N mavjudki, ixtiyoriy n > N lar va -

tiyorly = € € uchun

1(@) = )| < gy (132)

tengsizlik bajariladi. U holda
| r@ds= { poyda= [ 17 - fadi v [ f@au= [ fuwan
A Ja C /B JB
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bo‘ladi. Endi
If(@)] < plz),  falz)] < o)

ckanligidan hamda (15.1) va (13.2) lardan

Aﬂ@@—ﬁh&%i;AHM—&@WM+/W@WH

JB

€ £ <
' (< p(C)+ =+ = =5, A
féUMﬂMp_mW”/K)+4+4 :
13.1-natija. Agar [fo(z)] < M = const va lim fo(z) = f(z) bolse, u
n—oo

holda integral belgisi ostida Limitga otish mumkin, ya'ni

lim / ful@)dp = i/' F(w)du.
A JA

Nn—00
13.1-eslatma. Nol o‘lchovli to'plamda funksiyaning qiymatini o zgartirish
integral giymatiga (VI xossa) ta'sit qilmaydi, shuning uchun 13.1-teoremada
{fa} ketina-ketlikning f funksiyaga deyarli yaqinlashishini va |f(z)] < ¢(2)
tengsizlikning ham devarli barcha x lar uchun bajarilishini talab qilish yetarli.

13.2-teorema (Levi). A to‘plamda monotom,
HE) S folz) s < falz) <,

integrallanuvchi {f,} funksiyalar ketina-ketligi berilgan bolib, barche n € N

far uchun
/ fa(@)du < K
A
tengsizlik bajarilsin. U holda A to‘plumning deyarli hamma yerida lim fo(z) =
n—oc
f(x) chekli limit maevjud hamde [ funksiya A da integrallanuvchi va integral
belgisi ostida limitga o‘tish mumkin, ya’ni
nm/ﬁ@@=/ﬂwm

Isbot. Faraz gilaylik, fi(z) = 0 bo‘lsin. Unumiy hol fo(x) = fu(x)—fi(z)

almashtirish yordamida }—I(J) > 0 holga keltiriladi.
Q= { ze A: lim fp(z) = }
L n--00
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A

to‘plampi garaymiz. Agar biz o = {z e A: fa(z) > r} to'plamni kirit-

sak, u holda quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

r=1 n=1

Chebishev tengsizligiga (12.3-teorema) ko‘ra,

IN

U B N
() < ~ /Afn(r)aﬂ -

Har bir tayinlangan r da Qg") C Qg') C...C QS.') C ... munosabat o‘rinli.

Oflchovning ualuksizlik xossasiga ko‘ra
i (3’2(’)) — tim x(Q0) < X
N—r0S "=

Har bir 7 uchun Q € Q) ekanligidan u(Q) < I% ekanligi kelib chiqadi va r
ixtiyoriy bo‘lgani uchun p(2) =0 bo'ladi.

Sty hilan monoton { fu(z)} ketma-ketlik deyarli barcha = € A larda
chekli f(x) limitga cga ckanligi kelib chiqadi. Endi f®(z) = [f(z)], 4, =
{zeAd:f"z)=r}={zcA:r<f(z) <r+1}, r =0.1,... deb ola-
miz. Agar f* funksiyaning A to‘plamda integrallanuvchi ekanligini ko‘rsat-
sak, u holda @(x) = f*(x) + 1 funksiya ham A to‘plamda integrallanuvchi
bo‘ladi va 13.1-tcoremadan 13.2-teoremaning tasdig'i kelib chigadi.

Endi f** funksiyaning A to‘plamda integrallanuvehi ekanligini ko‘rsatamiz.

s

B, = 1) A, deviniz. B, da fp va f funksiyalar chegaralasean va har doim
s J 7 A J d & S

r=0

f(z) < f(z) bo'lgant uchun 13.1-natijaga ko‘ra

. p
/ f’"“(:n) du < / fx)du= li_1\n / fa(z)dp < K.
JB, =00 /B,

s

Tkkinchi tomondan,

L]

/B freydp = ru(4,) < K.

r=0
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Bu yig'indining chegaralanganligi

oo

Z ri{ Ay)

r=(

qatorning yaqinlashuvchiligini bildiradi. Demak,
~ o5
but(, N 7, _ .
/ ) dp =3 ru(A,).
A r=0

Shunday qilib, f* ning A da integrallanuvchi ekanligi isbotlandi. A
Teoremani monoton o‘smaydigan ketma-ketliklar uchun ham isbotlash mum-
kdin.

13.2-natija. Agor ¢¥n(x) >0 bo'lb,

Z /?,/),,(U:)du < +oo
n=] * A

bo‘lsa, u holda A to‘plammning deyarli barcha nugtaluridu

Z ‘¢’n(x)
n=1

qator yaginlashadi vo gatorni hadlub integrallash mumkin, ya’ni

/,, (; w,.(w)) du= ; /A ¥n(x) du

tenglsk orindi.

13.3-teorema (Futu). Agar manfiymas, o‘lchovli {f,} funksiyalor ketma
- ketligi A to‘plamning deyarli barcha nugtalarida [ funksiyege yaginlashsa
va

[ fa(z)dp < K
Ja

balsa, u holda f funksiye A to'plamda intcgrallanuvchi va

/f(:t) du< K
A
tengsizlik o ‘rinli.
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Ishot. wn(z) = inf fi(«) deb belgilaymiz. @, o'lchovii, chunki
k>n

{z:@p(x)<c}= U {x: fil(x) <c}.

k>n

Bundan tashqari 0 < @,(z) < fu(x) bo'lgani uchun ¢, integrallanuvchi va

[ onz)dn = [ falaydus K.
A JA
Nihoyat, @1(2) < p2(z) € - < n(z) < - deyarli barcha z lar uchun
lim () = f(x).
n—oC
Shuning uchun 13.2-tcoremani {y,} ketma-ketlikka go‘llab, 13.3-teoremaning
ishotiga ega bo'lamiz. A
Lebeg va Riman integrailari orasidagi quyidagi bog'lanishni ishotlaymiz.
13.4-teorema. Agar [a, b] kesmada
/»b
[ =(R) | flx)dp
Ja
Riman integrali movjud bolsa, u holdu f funksiya [a, b] kesmada Lebeg

ma 'noside hem integrellanuvchi bo ladi va
w [ f@dp= () f [(@)ds
Jlab) e
tenglik o ‘rinki.
Isbot. [a, b] kesmani
k :
z'k:a—f—-é;(b—a), ke{01,...,2"}

nugtalar yordamida 27 ta bo‘lakka bo‘lamiz. Bn bo'linishga mos

' 27‘— 21I
O—LZ'R"‘".“. ) b~a‘-‘-—~
0, = an 2. ',‘“nk, Wp = 57 2 Vink:
2 -
k=1 k=1

Darbu yigindilarini qaraymiz, bu yerda My — f funksiyaning [Zr-1, T
kesmadagi aniq yuqori chegarasi. my; esa shu kesmadagi aniq quyl chegarasi.

Riman integralining ta’rifiga ko'ra,

I = lim ), = lim w,
1—00 n—0C
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chekli limit mavjud. Har bir n € N da 7, va fn sodda funksiyalarni quyida-
gicha aniqlaymiz:
f—n(a:) = M. agar z € [xp_y, 7x), k€{1,2,...,2"}, [fa(b) = f(b),
Ju(z) = map. agar « € [xp-y, 2), ke {1,2,...,27}, [fo(b) = f(b).

Sodda funksiya integrali ta'rifiga ko‘ra,

/ ) Fa(z)dp = tUg, / Ja(z)dp = wn

[a b

tengliklar o‘rinii. {7,:} ketma-ketlik o'smaydigan ketma-ketlik, ya'ni
fl@) > =) > 2 flz) > ...
{ &} esa kamaymaydigan ketma-ketlik, va'ni
N(2) € fo(z) <. < fal2) <
bo‘lgani uchun. deyarli hamma verda
lim [o(z) =T(z) = f(z), lim fu(2) = f(2) < f()
n-s00 72--200
chekli limitlar mavjud. 13.2-Levi teoremasiga ko'ra
7 /
/ f(x)dp = lim 0, =1 = lim w, = F(x)du.
[a.8] n—swm n—oa J[a, o

Shuning uchun

[ 1F@)-t@]du= | (@) - f@)du=o.
/fa.b] Je.b]

- a!
Bundan, deyarli hamma yerda f(z)— f(x) = 0 ekanligi kelib chigadi, va’ni
Flz) = f(z) = f(z). Demak,
/ flx)du=1. A
J [a,b]
Bu xossadan foydalanib, Lebeg integralini hisoblash qulaydir.
Mustagil ishlash uchun savol va topshiriglar

130

www.ziyouz.com kutubxonasi



1. Parametr o ning qanday geymaotlorida

fa(z) =

O
z2+"

ketma-ketlik iniegral belgisi ostidu imitga o ‘tish haqidagi Lebeg teoremasi

zel0, 1]

shartlarini ganoatluntiradi.

2. Quyidagt {gn} ketma-keilik integral belgisi ostida lemitge o ‘tish hagidagi

Levi teoremasi shartlarini qunoatlantiradimi?
nzl
gn(2) = ——, e [o, 1].
9n(2) nr? 41 . 1]

3. Fatu teoremast shartlari bajarilganda

]ianfn(m)rlltz /;f(:c)dp.

n—oo

tenglik o‘rinlimi? O‘rindi bo‘lmasa, misol keltiring.

4. 13.4-teorema isbotida [a, b] kesma nima sababdan 2" ta teng gismga
bo linganini tushuntiring. Agar [a, b] kesma n ta teng gismga bo'linga-
nida f, ketmo-ketlik o‘smaydigan, In ketmo-ketlik esa kameymaydigan

be ‘mashigi mumbkin edi. Bunga misol keliiring.

5. [0, 1] kesmada f(x)=2" funksiya uchun T Ja sodda funksiyalarni
qurImng.
14-§. Cheksiz o'lchovli to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali

Shu paytgacha biz fagat chekli olchovli (1(A4) < +00) to‘plamlarda Lebeg
integrali va uning xossalarini o‘rgandik. Lekin ko‘plab masalalarni yechishda
cheksiz o'lchovli to‘plamda berilgan funksiyaning integralini qarashga to'g'ri
keladi. Masalan, R = (—o00,00) da berilgar: funksiyaning Lebeg iutegralini
garashga to‘g'ni keladi. Biz sanogli sondagi chekli o‘lchovli X, to'plamlar-
ning birlashmasi ko‘rinishida tasvirlanishi mumkin bo'lgan hol bilan chega-
ralanamiz.
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14.1-ta’rif. Agar X fo'plamde pu o'lchov berilgan bo'lib, X to‘plamni
sanogli sondagi chekli o'lchauli to ‘plamlarning birlashmasi ko ‘rinishida tasvir-
lash mumkin bosa, u holda X da p o‘lchov o— chekli o’lchov deyiladi.

o— chekli o'lchoviarga sonlar o'gidagi va tekislikdagi Lebeg oflchovlari mi-
sol bo'la oladi.

o—chekli bo'lmagan o'lchovga misol sifatida sonlar o'gqidagt p o'lchovni
quyidagicha aniqlaymiz. Har bir nugtaning o‘lchovini bir deb olamiz, va'ni
i{r} = 1. U holda R ning barcha gism to‘plamlari o'lchovii bo'ladi. Agar
A C R to‘plam chekli bo‘lsa, uning o'lchovi chekli, qolgan hammasi cheksiz
o'lchovli to'plamlar bo‘ladi.

14.2-ta’rif. X to‘vlemni qoplovchi ketmu-ketlik deb, har ganday mono-
ton o‘suvehi (Xp C Xpp1) {Xn} ketma-ketlikka ayidedidii, v quyidagi ikkita

shartni qenogtlantiradi:
xN

) | JXa=X, 2) uXy)<oe, VneN.
n=1]

14.3-ta’rif. X to'plamda o— chekli p o‘lchov va X da eniglungan man-
figmas | funksiya berilgan bo‘lsin. Agar | funksiyo ictiyoriy chekli o‘lchovki
A C X to'plamda integrallanuvchi bo’lib, hiror goplovchi {X,} ketma-ketlik
uchun
lim / f(z)dp
n—x [y
limit mavjud bo‘lsa, u holda f funksiya X to‘plamnda integrallanuvchi deyiladi
va bu limit
| fe)dn = tim /. S
[ dan X to‘plum bo‘yicha olingan Lebeg integrali deyiladi.
Endi f ixtiyoriy funksiya bo'lsin. Uni ikkita manfiymas funksiyalar ayir-
masi shaklida tasvirlaymiz, ya'ni f(z) = fi(z) — f_(z), bu yerda
puny =LA 5 o g () MDZTD 50 4y
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14.4-ta’rif. Agar fi ve fo maenfiymas funksiyalar X to‘plamda integral-

lenuvchi bo'lsa, v holda f funksiya X to’plamnda integrallanuveht deyiladi va
/ f@dp= 1 f(x)du— / F(2)dp.
X Jx b'e
Mustagil ishlash uchun savol va topshirigiar

1. F(z) =2z+1, z € R, pp esa F— funksiya yordemida qurilgan Lebeg-

Stiltes o'lchovi bo'lsin. up o‘lchov o— chekli o'lchov boladimi?
7

I
2. f(x) = [1]—2- z € A=1[1,00) funksiya A to‘plamda integrallanuvchi-

mi?
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V bob. Lebegning anigmas integrali va uni differensiallash

Bu bobda biz sonlar o‘gida aniqlangan funksiyalarning Lebeg integrali-
ni garaymiz, va bu integralni tayinlangan f da to'plamn funksiyasi sifatida
o'rganamiz.

Agar f fumksiya X C R o'lchovli to'plamda integrallanuvehi bo'lsa, u
holda integral

[ f(z)

J4
barcha o'lchovii A C X lar uchun mavjud va u tayinlangan [ da olchovli
to'plam funksiyasi bo'ladi. Bu integral Lebegning anigmas integrali deyila-
di. X sonlar o‘qidagi oraliq bo'lishi ham mumkin. Bu holda A toplam X
dagi kesmadan iborat bo'lsa, yuqoridagi integral kesma chetki nugtalarining
funksiyasi bo‘ladi. Bu holda. A kesimna chap chetini tayiniab,

[ rdw

J la, 2]
integralning xossalarini o‘rganamiz. Bu masala bizni sonlar o‘qida aniglangan
funksiyalarning ba’zi muhim sinflarini qarashga olib keladi. Matematik analiz
kursidan ma’lumki [4], differensiallash va integrallash amallari orasida quyida-
gi boglanish mavjud. Agar f— nzluksiz funksiya, F'— uzluksiz hosilaga ega

funksiva bo‘lsa, quyidagi tengliklar o‘rinli.

% / " F(tyit = f(z), (V.1)

jﬁ Fl(t)de = F(b) — F(a). (V.2)

Quyidagicha savollar tug'iladi:
1. Lebeg ma'nosida integrallanuvehi funksiyalar uchun (V.1) tenglik ofrinlimi?
2. Qanday funksiyalar sinfi uchun (V.2) tenglik o‘rinki?

Quyidagi uch paragraf shu savollarga javob berishga bagiishlangan.
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15-§. Monoton funksiyalar

Lebeg integrali

b= [ f)du (15.1)

Ja,z]

ning xossalarini o‘rganishni quvidagi sodda va muhim faktdan boshlaymiz.
Agar [ manfiymas funksiya bo‘lsa, u hoida ® monoton kamaymaydigan
funksiya bo‘ladi. Har qanday integrallanuvchi f funksiya ikkita manfiymas

f+ va f_ integrallanuvchi funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlanadi

f@) = fi(z) — f-(2),

bu yerda fy va f_ lar (14.1) tenglik bilan aniqlanadi.

Shuning uchun (15.1) integral ikkita menoton kamaymaydigan funksiyalar-
ning ayirmasi shaklida ifodalanadi. Shu sababli yuqori chegarasi o‘zgaruvchi
bo'lgan (15.1) integraini o‘rganish, monoton funksiyalarning xossalarini tek-
shirish masalasiga kelar ekan. Monoton funksiyalar bir qator muhim xossalarga
ega. Quyida biz ularni bayon gilamiz.

Avvalo ba’zi kerakli tushunchalarni keltiramiz. h o‘zgaruvchi migdorning
haqiqiy musbat (manfiy) sonli giymatlar qabul qilib nolga intilishini A —
0+ (h— 0—) shaklda belgilaymiz.

Hagigiy sonlar to‘'plami R da aniglangan f funksiya va zp € R nuqta

berilgan bo‘lsin. Agar
nm& Flzo+h) (hli_.r&l_ fzg+ R))

limit mavjud bo'lsa, bu limitga f funksivaning 2y nuqtadagi o ‘ng (chap) li-
miti deviladi va f(2¢10) (f(2¢—0)) ko‘rinishda belgilanadi. Agar f funksiya-

ning y nugtadagi o'ng (chap) limiti maviud bo'lib,

Hzo+0) = f(zo) (f(z0) = f(z0—0))
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senglik o‘rinli bo'lsa, f funksiya zy muqtada o'ngdan (chapdan) uzluksiz de-

yiladi. Agar f funksiyaning z¢ nngtada o‘ng va chap limitlari mavjud ho'lib,
fzo +0) = fzo) = fzo—0)
tengiik o'rinli bo'lsa, f funksiya x¢ nugtedo wzluksiz deyiladi. Agarda
f(xog—0) # fzo+0)

bo'lsa, f funksiya zy nuqtada birinchi tur uzilishga ega deyiladi, zp nugia

esa [ funksivaning hirinchi tur uzilish nugtas: deviladi.
tl o

f(@o +0) — f(zo - 0)

qiymatga f funksivaning xg nugtedagi sekrashi deyiladi.

Agar f funksiyaning ro nugtadagi o‘ng va chap limitlaridan birortasi
mavjud bo‘lmasa yoki birortasi cheksizga aylansa, bu nugta f funksiyaning
ikkinche fur uzilish nugtesi deyiladi.

15.1-ta’cif. [a, b] kesmada aniglangan f funksiya shu kesmadan olingan

har qanday xy, 29 lar uchun xy < xy bo'lganda

f(x) € flag) (f(zy) = f(x2))

tengsizlikni gqanoatiantirsa, f funksiya [a, b] kesmada kamaymaydigan
{o‘smaymaydigan)} funksiya deyiladi.
15.2-ta’rif. [a, b] kesmada aniglangan f funksiya shu kesinadan olingan

har qunday x,, s lor uchun xy < 29 holgenda

fr) < flxa) (f(x1) > f(22)) (15.2)

tengsizlikni qanoatlantirsa, f funksiya [a, b kesmada o‘suvchi (kamayuv-
chi) funksiya deyiladi.
Umuman, gisqgalik uchun monoton funksiva deyilganda, 15.1 va 15.2-ta'ri-

larda keltirilgan funke<iyalar tushuniladi.
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Endi monoton funksiyalarning asosiy xossalavini keltiramiz.

1. [a, b kesmade aniglengen har qanday monoton funksiya shu kesmada
chegaralangan, o‘lchovli va integrollanuvchi funksiyadir.

Isbot. Bu xomsa ishotini kamaymaydigan funksiyalar uchun keltiramiz.

Haqiqatan ham, kamaymaydigan funksiva ta'vifiga ko‘ra
fla) < f(z) < f(b), Vzels 8. (15.3)

Har qanday o‘zgarmas ¢ son nchun £(f <¢j={z: f(z) <c} to'plam yo
kesma, yo yarim interval (yo bo'sh to'plam) bo'ladi. Faraz gilaylik, f(z) < ¢
tengrizliknl qanoatlantiruvehi nuqtalar mavjud bo'lsin va d bu to‘plamning
amgq yuqori chegarasi bo'lsin. U holda £(f < ¢) to‘plam yola [a, d] kesma
voki [a, d) yarim interval bo‘ladi, bu to'plamlar o‘lchovli. Demak, f o‘lchovli
funksiya bo'ladi. f ning integrallanuvehiligi voing chegaralangaoligidan (IV
xossaga qarang) kelib chiqadi.

2. Monoton funksiya faqut birinchi tur wzilish nuqtalarga ega bolishi mum-
kin.

Isbot. Faraz gilaylik, f kamaymaydigan funksiya, xo € [a, b] ixtiyo-
riy nuqta va {2} C [a, 8], @, < T, 2an — zp nuqtalar kebina-ketligi
bo'lsin. U kolda {f(z,)} ketma-ketlik ham quyidan, ham yuqoridan chega-
ralangan bo‘ladi (masalan f(a) va f(b) qgiymatlar bilan). Shunday ckan,
{f(zn)} ketma-ketlik kamnida bitta limitik nugtaga ega. Agar {v,} ketma-
ketlikni tartibini almashtinish yordamida zg ga osib yaginlashuvchi {z]}
ketma-ketlikka almashtirsak, {f(z],)} monoton ketma-ketlik bo‘ladi. Uning
chegaralanganligidan {f(z},)} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘ladi. Bu limitni
f(zg—0) deb belgilaymiz. Yagivlashuveli {f(2])} ketma-ketlikning o‘rinla-
rini almashtirishdan hosil bo'lgan {f(z,)} ketma-ketlik ham f(z¢ — 0) ga
vaqinlashadi. Hosil bolgan f(zp — 0) limit {2,} ketma-ketlikning taula-
nishiga bog'liq emas. Haqiqatan ham, agar ikkinchi {yn}, yn < 70, yn — To
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ketma-ketlik uchun

l_un flyn) = AF# f(zg—0)
desak, u holda {z,} va {wn} ketma-ketliklarni hirlashtirishdan hosil bo'lgan
{zn} ketma-ketlik uchun {f(#)} ketma-ketlik yaginleshuvehi emas. Bu esa
yuqorida olingan ixtiyorty @n — zo(2n < 2¢) ketma-kellik uchun {f(zn)}

ketma-ketlik yaginlashadi degan xulosaga zid. Demak,

=

Jim flzn) = hm f(yn) = f(xe—0).

Bu f(x¢—0) migdor f funksiyaning ¢ nuqtadagi chap limiti bo'ladi. Shun-
ga o'xshash f(29+40) o'ng limitning maviudig ko' wsatiladi. A
3. Monoton funksiyaning uzilish nugtalor: ko ‘pi bilan sunoglidir.

Isbot. [a, 1] da monoton f Ifunksiyaning ixtiyorly chekli sondagi sakrash-

larining yigiedisi |f(5) — f(a)] dan oshmaydi. Har biv natwral n uchun
sakrashi 1/n dan katta bo'lgan uzilish nugtalar soni cheklidir. Barcha n lar
bo‘yicha yig‘ih, sakrashlar soni chekli yoki sanoqli ekanligiga kelamiz. A

Faraz qitaylik, f kamaymaydigan, chapdan uzluksiz funksiya bo‘lsin. Bu
funksivaning uzilish nuatalanini z1. o aali va funksivaning b
funksivauing uzilish nuqbalariny x5, @9, ..., 2y, ... orgall va funksivaning bu
nugbalarga mos sakrashlarini fp, ko, .o, B, . crgalt belgilaymiz.

H(z) = E Ay,
Za<l®

orqali aniglangan funksiya f funksivaning selrash funksiyosi deyiladi. Bu

funksiya chapdan uzluksiz, kamaymaydigan funksiyadir.

e(z) = f(x)— H(z)

shaklda aniqlangan funksiya uzluksiz, kamaymaydigan fusksiva bo‘ladi {mus-
taqil isbotlang). Natijada biz quyldagl xossaga ega bolamiz
4. Chapdan (o‘ngdon) uzluksiz bolgan har genday monoton funksiyani

yagona usul bilan uzluksiz monoton funksiya vae chapdan {o'ngdan) uzluksiz
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ho‘lgun sokvash funksiyasi yig‘indisi shaklida tasvirlash mumkin., Ya'ne

)_ ‘To(r) + H( )

Monoton funksivalar ichida eng soddasi bu sakrash funksiyalaridir. Ular quyi-
dagicha quriladi. Bizga [0, B] da chekli yoki sanoqli sondagi 21, 22....,2q,. ..
mugtalar berilgan bo'lib, ularga nusbat Ay, ho, . .., by, ... sonlar mos qo‘yilgan
bo'lsin. [a, b] kesmada H funksiyani quyidagicha aniqlaymiz

H(z)= E Ry

Ip<T

Ravshanki, H kamaymaydigan funksiyva bo'ladi. Bundan tashqari u chapdan
uzluksiz va uning ugilish nugtalart xy, 29, ..., &y, ... larden ihorat, hamda
2y nuqgtadagi sakvashi h, ga teng. Sakrash funksiyalari ichida eng soddast,
anapoyasimon funksiyadir. Bu funksiva quyidagicha quriladi. Uning uzilish
nugtalari o'suvehi zp < a9 < +»+ < 2, < .-+ ketma-ketlik nugtalaridan
iborat. Misol sifatida f(z) = [2], bu yerda [2] miqdor z ning butun gismi,
funksiyani keltivish mumkin.

Endi monoton funksivaning hosilasi hagidagi masalaga qaytamiz.

15.1-teorema (Lebey). [a, b] kesmada aniglangan har ganday monoton
f funksiya shu kesmaning deyarli hamma yeride chekli hosiluga ega.

15.1-natija. Sekrashlor funksiyesi deyarli hamma yerda chekli hosiloge
ega v bu hosila nolga feng.

Endi yugori chegarasi o'zgaruvchi bo‘lgan integraldan hosila mavjudligi
hagidagi masalani garaymiy. Ma'lumki, integral j i (t) dt istalgan integral-
lanuvehi funksiya nchun ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar ayirmast
shaklida tasvirlanadi. 15.1-teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.

15.2-teorema. Isiclgen integrallanuochi © funksiye uchiun

d A
- / ()t (15.4)
vJa
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hosile deyorii barcha x  lar uchun mavjud.
Isbot. ¢ funksiyani ikkita manfiymas
o\ o)+ ¢(x) 3o @) —ele)
po(z) = LNEEE) - (0 L D)
2 2
funksiyalarning ayirmasi shaklida sasviriaymiz. Nasijada

/a i @(t)dt = / ’ @y (t)dt — /a zap_(l)(l! (15.5)

integral ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida tasvir-

lanadi. Monoton funksiyaning differensiallanuvchanligi hagidagi 15.1-teorema-
ga ko'ra, (15.5) ifodaning deyarli barcha z larda chekli hosilasi mavjud. A
Ta’kidlash joizki, biz fagat (15.4) hosilaning mavjndligini ko'rsasdik. lekin

7 [ o=

tenglik ganday ¢ lar uchun to‘g'riligini quyida muhokama qilamiz.

b
Mustaqgil ishlash uchun savel va topshiriglar
1. Ikki monoton funksiyening yig‘indisi monocton funksiya bo ladimi?
2. Monoton funksiyelar ko ‘paytmasi monaton funksiya boludimi?.

3. Agar [ funksiye [a. b] do o'suvchi funksiye bo‘lib, f(a) = A, f(b)= 5
va g : [A. Bl — R monoton funksiya bo‘lsa, u holda g(f(x)) funksiya

[a, b] da monoton bo‘iadimi?

4. Zinapoyasimon bo lmagan sakrash funksiyasige misal keltiring.

5. [0. 1] kesmadagi barcha ratsional nugtalorni zy, %9, ..., %y, .. orgali
belgilab chigamiz va | funksiyani [0, 1] da quyidagicha aniglaymiz
1
f(x)= —.
21&
z,<%
U zinapoyesimon funksiye bo ladimi?
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16-§. O‘zgarishi chegaralangan funksiyalar

Yugori chegarasi o‘zgaruvehi bo'lgan Lebeg integralini differensiallash masa-
last, bizni moeroton funksiyalar ayinmasi shaklida tasvirlash mumkin bo'lgan
funksiyalar sinfini qarashga olib keldi. Bu paragrafda hiz bu sinf funksiyalariga
boshqacha ta’rif beramiz va vlarning ayrun xossalarim ishotlaymiz.

16.1-ta’rif. Bizga [a, b] kesmada aniglungan [ funksiya berilgan bo Isin.

Agar biz [a, 8 kesmani
g ;

G=2g <Xy <o < Tpey <Tp=>b

nugtelar bilen ixtiyoriy n gismge bo'lganimizde 2;(i = 1,2,...,n) nugta-
larni tenlab olishga bog'lig bo‘lmagan vo ushbu
n
> () — )l £ C (16.1)
k=1

tengsizlikni qancetlantiruuchi o zgarmas C' son mavjud bolsa, u holda f
funksiya [a, b] kesmade o2garishi cheguralangan funksiya deyiladi.
Har ganday monoton funksiva [a, 5] kesmada o'zgarishi chegaralangan va
(16.1) yig'indining chap tomoni bo‘linishdan bog'liq emas va u |f(b) — f(a))
16.2-ta’rif. Bizga [a, ] kesmada o‘zgarishi chegaralangan f funksiye
berilgan bo‘lsin. (16.1) yig“inddarning barcha chekli bo tinishlar bo‘yiche olin-
gan anig yuqori chequrasi f funksiyaning [a, D] kesmadagi tola o“zgarishi
(to'la variatsiyasi) deyiledi va VP [f] bilan belgilanadi, yo'ni
n
VAL =sup SO1F(20) — £ (@) | (16.2)
*if =1
Eadi o‘zgarishi chegaralangan funksiyalarning ba'zi xossalarini keltiramiz.

1. Istiyoriy k € R son uchun quyidagi tenglik o'rink

VAT A= 1M V21
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Tenglikning isboti bevosita tarifdan kelib chiqadi.
2. Ager f vo g o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar bo’lse. u holda ular-

ning yig'indisi hem o'zgerishi chegaralangan bo’ladi va

VOLF+ o] < V2If]+ V2] (16.3)
tengsizlik o ‘rinli.
Isbot. [a, b] kesmaning ixtiyoriy
=29 <Ly <+ <Tp—y <zp=2"0

bo‘linishi uchun

S IF (@) + glw) — frimr) — glmi)] < > 1A (@) = Flam)l+
i=1 _ i=1

+ Z lg(z:) — (i)l
i=1

tenggizlik o‘rinli. Aniq yuqori chegaralar uchun ma’lum bo'lgan sup(A-+ B) <
sup A +sup B tengsizlikdan foydalansak, 2-xossa ishotiga ega bo'lamiz. A

3. Iztiyoriy ¢ € (a, b) wuchun quyidagi tenglik o ‘rinki
/b 4 +b
Vo lT=VaUT+ VU (16.4)
Isbot. Oldin [a, 5] kesmaning shunday bo'linishlarini qavaymizki, ¢ bo‘li-
nigh nugtalaridan biri bo'lsin, masalar x, = ¢, u holda

ST ) — o)l =Y 1F(@i) — M)

i=1 i=1

n
+ 3 1) = )] < Ve + V] (16.5)
g=r1
Endi [2, b] kesimaning ixtiyoriy bo‘linishlarini garaymiz. Agar biz bu bo'linish

nuqgtalariga yvana bir ¢ nugtani qo'shsak, u holda
n
Y (@) = (i)
i=1
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yvig‘indining qiymati kamaymaydi. Demak, (16.5) tengsizlik [a, b] kesmaning

ixtiyoriy bo‘linishi uchun to‘g'ri, shuning uchun

B 4 /b

Volf1 < VElA+VETfT (16.6)
Tkkinchi tomondan har qanday € > 0 uchun [e, ¢] va [¢, b] kesmalarning
hindav o a Lot Qi FRUE §
shunday 1%'} va {.rj} bo‘linishlari mavjudki

S - fal_l > Velr] Llfw) I > V-5

1.—-
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu ikki bo‘linishni birlashtirib, [a. b] kesmaning

shunday {z;} bolinishiga ega bo'lamizki, uning uchun

> 1 (k) = floe-p)l =
k=1
LMW)ﬂu £ = f(&2)| > VI + VL -
i= l

Ru t.en.gsmlk ixtiyorly € > 0 uchun o‘rinfi, shuning uchun
VLA = Ve + VAL (16.7)

(16.6) va (16.7) lardan {16.4) tenglik kelib chiqadi. A
Ixtiyorly o‘zgarishi chegaralangan funksiyaning [a, 8] kesmadagi to'la o‘z-
garishi manfiymas bo‘lganiigi uchun 3-xossadan quyidagi xossa kelib chiqadi.
4. v(z) = VF[f] monoton kamaymaydigan funksiya.
5. Agur f funksiye ¢ nugteda chopden uzluksiz be‘lse, w holda
v(x) =V [f]
ham z* € (a, b nuqtado chapdon uzluksiz bo lads.
Isbot. Bizga ixtiyoriy € > 0 berilgan bo‘lsin. Endi 4 > 0 ni shunday
tanlaymizki,

-
~

|f (%) — f (2)
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tengsizlik ixtiyoriy « € (2* — 4, 2*] uchun o‘rinli bo'lsin. Endi

a=2g<1m < 0 <ITp=21x
bo'linishni shunday tanlaymizki,
n [~
VI =20 1 @) = o) | < 5
k=1

bo'lsin va biz =, — z,_1 < § deb faraz gilishimiz mumkin. Bundan

IS (@) = f (@ne)| < 5

tengsizlikka ega ho'lamiz. Natijada
n-1
Va U= 1 ()~ f ) | <ce
k=1
ga ega botamiz. Bu tengsizlik o'z navbatida
VE U= Ve i) <

tengsizlikni kelzirib chigaradi. ya'ni v (#*)—v (2p-1) < £ o'rinii. Biz hilamizki,

v kamaymaydigan funksiya, shuning uchun barcha z € (zn—y, 2*) lar uchun

v(z*) —v(x) < ¢ tengsizlik o'rinli. Bu esa v funksiyaning z* nuqtada
chapdan nzluksiz ekanligini bildiradi. A

Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, agar f funksiya z* nuqtada o‘ngdan
uziuksiz bo‘lsa, u holda v ham z* nuqgtada o'‘ngdan nzluksiz bo‘ladi. Demak,
agarda f funksiva biror ry nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda v ham shu
nugtada uzluksiz ho'ladi.

Faraz qilaylik, f : [a,b] — R o'zgarishi chegaralangan ixtiyoriy funksiya,
v(z) esa uning [a, x] kesmadagi to'la o'zgarishi bo'lsin. ¢ (z) = v (z)—f (2)
funksiyani qaravmiz.

16.1-lemma. ¢ : [a,b] — R monotan kemaymaydigan funksiyedir.
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Isbot. Faraz gilaylik, @/ < 2", 2z/,2” € [, b] ixtiyorly nugtalar bo'lsin,

u holda
0(x") = ') = [p(z") — v(@)] = [/(=") = F@2)]. (16.8)
Ma humki,
(@) = )] < VEIS] = o(@") - v(@).

Shuning uchun {16.8} ning o‘ng tomoni manfiymas, demak uning chap tomoni
ham manfiymas. Bu esa ¢ ning [a, 5] da monoton kamaymaydigan funksiya
ekanligini bildiradi. f(2) = v(z) — ¢(x) bo'lgantigi uchun, biz quyidagi tas-
digga keldik.

16.1-teorema. Har qanday o‘zgarishi chegeralongan funksiyani ikkita mo-
noton kamaymaydigan funksiyalar ayirmaosi shoklida tusvirlash snumkin.

Teskari tasdiq doimo o'rinli, ya'ni ikkita monotou funksiyalar ayirmasi
shaklida tasvirlangan har qanday funksiya o'zgarishi chegaralangandir. Shu-
ning uchun ikkita monoton funksiya ayirmasi shaklida tagvirlanuvehi barcha
funksiyalar to'plami o‘zgarishi chegralangan funksiyalar sinfi bilan ustma-ust
tushar ekan.

16.1 va 15.1-teoremalardan quyidagi tasdiq kelib chigadi.

16.2-teorema. [a, b] kesmada aniglangan ozgarishi chegaralangan har
gandoy funksiyae deyorli hamma yerde chekli hosidaga ega.

Biz sakrashlar funksiyasini quyidagicha umnmlashtirishimiz murmkin. Bizga
chekli yoki sanogli @ < ;3 < 25 < ... < zy < b nuqtalar berilgan bo'lsin.
Har bir 2 ga ikkita g, va hp sonlarni mos go'yamiz va

S Ul + 1Ba]) < 00

n=]

bo‘lsin deb talab gilamiz. Bundan tashqari, agar 2; = @ bo‘lsa, gy =0 va
zy =b bo'isa, hy =0 deymuz.
H(x)= ), S g+ Z . (16.9)
InSI In<Z
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{16.9) ko‘rinishdagi har qanday funksiyani biz sakrashlar funksiyasi deb atay-

miz. H funksiyaning [a, b] dagi to‘la o'sgarishi
> (Ugal 1 1l
n

ga teng. Agar g, va h, sonlardan birortasi noidan farqli bo'lsa, u holda x,

nugta H funksiyaning uzilish nugtasi bo'ladi, hamda
H (rn) — H (2, — 0) =gn, H(za+ 0) - H (-7711) = hn

tengliklar o‘rin}i. Quyidagi tasdiq o'rinii.

16.3-teorema. [a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan har qunday f
Junksiyani uzluksiz funksiya @ va sekrushlor funksiyasi H lar yig'indisi ko ri-
nishida tasvirlash mumkin va bu tasvir yagonadir.

Isbot. Haqiqatan ham, f funksiyani ikkita monoton kamaymaydigan funk-

siyalar ayirmasi shaklida tasvirlaymiz
f(z) = v(z) — g(x).
Keyin ular yordamida sakrashlar funkstyasi 4 va uzluksiz funksiya ¢ ni
quramiz. Masalan, v funksiya uchun (2, uzilish nuqtalari)
v(n) —0(Zn —0) = gn, v(Tn+0) —v(x,) = hy

deymis va i, funksiyani quyidagicha aniglaymiz:

Hy(x) = Z In+ Z By,

Z,<Z Ip<T
Uziuksiz funksiya sifatida ¢,(z) = v(2) — Hy(z) ni olamiz. Xuddi shunday ¢
funksiya uchun ham H, va ¢, larni aniglaymiz. Natijada f funksiya uchun

quyidagiga ega ho‘lamiz
1(2) = Hy(x) = Hy(@) + 0u(e) = 0y(x).

Buyerda Hy(z) = H,(x) — Hy(x) sakrash funksivasi o5(z) = @u(z) — @g(z)

wzluksiz funksiya bo‘ladi. A
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Mustagil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. Agar [ funksiys [a, D] kesmada chegaralangan hosilage ega bo‘lsa, f
ning [a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan bolishini isbotlang.

2. [0, 1] kesmada aniglungun valuksiz

4

f(T) = { 0. agar =0

z-sinZ, agar r < (0,1]

funksiyaning [0, 1] kesmadagi tola o'zgarishi V{[f] = oo ckanligini

ishotlang.

3. Agar f funksiya [0, b] da Lipshits shertind quneationtirsa, u holda f
ning [a, b] da a‘zgarishi chegaralangan bolishini isbotlang.
17-§. Absolyut uzluksiz funksiyalar
17.1. Lebegning anigmas integralidan hosila. 15— § da ko‘rsatdikki,
z
@ du=[ 10 d
Jla. 2] a
Lebeg integrali 2 ning funksivasi sifatida deyarlt hamma yerda chekli hosilaga
cga. Lekin bu hosilani integral ostidagi funksiya bilan bog'lanishini tekshir-
madik. Quyidagi tasdig o‘rinh.
17.3-teorema. [a, b] kesmada integrallenvuchi har ganday f funksiya
vchun deyurli barcha x € [a. b} larda
= [ @ de=10)
—_— ) dpe = f(x
dx t

fe. x|
tenglik o ‘rinki.
Bu teoremani ishotlashda biz quyidagi ta'rifdan hawn foydalanammy.
17.1-ta’rif. Agar 29 € [a, b] nugte uchun shundey § (z¢ < £ < b)
nugta mavjud bolib. g(xe) < g(§) bo'lsa, u holde xy nugie g funksiyaning
o‘ngdan ko ‘rinmaydigan nugtas: deyiladi.
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17.1-teorema isboti. Har bir = € [a, ] ga

P (x)= /

f@®)du
ia.z]
sonni mos goyuvchi ® : [a, ] — R funksiyani garaymiz. 15.2-tcoremaga.
ko‘ra. bu funksiya deyarli hamma yerda chekli hosilaga ega. Dastlab, deyarli
hamma yerda
f(z) = ¥'(2) (17.1)

tengsizlik bajarilishini ko‘rsatamiz. £ orqali f(z) < &(z) tengsizlikni
ganoatlantiruvchi nuqtalar to‘plamini belgilaymiz. Agar biror 2 nuqtada
f(z) < ¥'(a) tengsizlik bajarilsa, u holda shunday «, 8 € Q ratsional sonlar
mavjud bo‘lib,

f(z) <a<B<®(z) (17.2)

tengsizlik bajariladi. Har bir a, € Q (o < ) sonlar juftiga
Eaﬁ = {:1? < [(1, b] . f (Sf?) <a<fI< i (”C)}
to‘plamni mos qo‘vamiz. U holda

E={z:f(z) < ¥(2)}= | ] Fos
{e8}
tenglikni yozish mumkin. (17.1) tengsizlikni ishbotlash uchun har bir (a, 8)
juftlik uchun u(#.z) = 0 ni ko‘rsatish yetarli. U holda £,s to‘plamlar ko'pi
bilat sanogh ekanligidan p(£) = 0 kelib chigadi. Lebep integralining ab-
solyut uzluksizlik xossasiga (12.4-teorema) kora ixtiyoriy € > 0 uchun shun-

day ¢ >0 mavjudki, C C[a, b], 1{(C) < ¢ to‘plam uchun
| /f(t)d,wl <€
Jo

tengsizlik bajariladi. Olchovii to‘plam ta’rifiga ko‘ra,

Epp CGCla, b va (G) < w(Eog)+6
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shartni qanoatlantiruvchi G ochiq to'plam mavjud. Endi p(&ap) =0 teng-
likni isbotlash uchun [a, b da g(z) = ${x) — Bz funksiyani aniglaymiz.
P{x) ning aniqlanishiga ko'ra, g :[a, b] — R wziuksiz funksiya bo‘ladi.

Bu g(z) = &(z) — F2 funksiyaning barcha o‘ngdan ko‘rinmaydigan nug-
talari to'plamini /£ orgall belgilaymiz. U holda ixtiyoriy 2y € £ uchun
shunday &(rg < & < b) nugta mavjud bo'lib, g(xg) < 9(¢) bo'ladi. Agar
0 < e < g(€) — g(xp) desak, g ning uzluksizligiga ko'ra, shunday & > 0
mavjudki, barcha = € (zg — 6, z9 + 6) lar uchun |g(z) — g(ze)] < € yo-
ki g(x) < g(xg) +¢ < ¢(§) bo'ladi. Shunday ekan (w9 — 6,29 +0) C &,
ya'ni ¢ £ ning ichki nuqtasi bo‘ladi. Demak I fagat ichki nuqtalardan
iborat, yani £ ochiq to'plam ekan. Sonlar o'gidagi ochiq to'plamlar struk-
turasi hagidagi teoremaga ko‘ra, chekli yoki sanoqli sondagi {(ax, bx)} o‘zaro

kesishmaydigan intervallar mavind bo'lib,

F= LE' (Gﬂk, bk)
yovilma o'rinii. Ko‘msatish mumidnk:, ixtiyoriy & da

9lar) < g(bg) (17.3)
tengsiziik o'rinli. Haqiqatan ham, agar teskarisini faraz gilsak. ya'ni

g(ax) > g(br) (17.4)

desak, u holda (ag, bk) intervalda zy ichki nugta mavijud bolib, g(z) >
g(br) bo‘ladi. * orgali (ag, bg) intervaldagi g(x) = g(xg) tenglikni qanocat-
Jansirnvehi eng o‘ng nuqgiani belgiiaymiz. @* € (ax, bx) < F bo‘lgant uchun
shunday € > «* mavjudki, g(a*) < g(¢) bo'ladi. g ning uzluksizligi va

ning tanlanishiga ko‘ra, & & (ag,bg). lkkinchi tomondan, £ > by bo'lishi
mumkin emas, chunki ¢(§) > g(z*) > g(b) dan b € E bo'lar edi. Bu zid-
diyat ko‘rsatadiki, (17.4} tengsizlik bajaritmaydi, ya'ni (17.3) tengsizlik o‘rinli.
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Endi olingan natijadan p(l4,s) = 0 tenglikni isbotlashda foydalanamiz.
Agar z € Eog bo'lsa, u holda = ga yetarlicha yaqgin ho‘lgan ixtiyoriy & > «
iar uchun

P(€) — Bz

2O -2y 4 (17.5)

E—z
tengsizlik yoki
®(&) — pE > ®(x) — px

tengsizlik bajariladi. Bundan z ning ®(x) — Sz funksiya uchun o‘ngdan
ko'rinmaydigan nugta ekanligi kelib chigadi. O'ngdan ko'rinmaydigan nuqgtalar
to‘plami ochiq to‘plam bo‘lgani uchun-z ning biror (. — 6, z +6) € G
atrofidagi barcha nugtalar o‘ngdan ko‘rinmaydigan nucgtalar holadi. Shuning
uchun g(z) = ®(x) — Bz funksiyaning G dagi o‘ngdan ko‘rinmaydigan
nuqtalari to‘plami qandaydir S ochiq to‘plamdan iborat boladi, ya'ni Eyg C
S C G. Bundan tashqgari,

S = U(ak, bk)

k
va har bir £ da
Sp)— Bty > Olax) — 3 - ax

tengsizlik o‘rinli. U holda
i’(bk) — @(ak) > ‘ng(bk - !lk)

yoki
rbx
[ f@)dt > B(bx— ag).

Jaj
Shunga o'xshash tengsizliklarni S ni tashkil qiluvchi barcha (ag.bg) inter-
vatlar ho‘yicha yig'ib,

,/S F(t)it > Bu(S). (17.6)

tenggizlikni olamiz. Bu tengsizlik bilan bir vaqtda

/f(t)dr: / f(t)dt+/ f(t)dt <
Js J Eqp S\E.s

o,
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<op(Beg)te<a-pu(S)+e+laf-d (17.7)
tengsizitk o‘rinki. Chunki p(S) < w(G) < u(Eap) + 6. p(S\kKag) < d va
/ f)de <e.
JS\Ep
(17.6) va (17.7) wengsizliklarni tagqoslab,
ap(S) + c+{ald > B u(S)

tengsiziikka ega bo'lamiz. Bundan

n _ €+ |a|d
(S) <
w8 € 5

tengsizitk kelib chigadi.

Shunday qilib, k,p to‘plamning olchovi istalgan sondan kichik bo‘lgan
ochig to‘plam bilan qoplash mumkin. Bundan u(£.3) = 0 ckanligi kelib
chigadi. Demak,

pl{z: f(z)<®(z)}=0.
Skuning uchun deyarli hamma yerda f(z) > ®'(z) tengsizlik o'rinli. Endi

f(z) ni —f(z) bilan almashtirsak, deyarli hamma yerda
~flz) =2 —d(z) <= f(2)<d(2). (17.8)

(17.1) va (i7.8)dan f(z) = ¢'(z) deyarli barcha x lar uchun o‘rinli ekanligi

kelib chigadi. Shunday qilib,

[ )

f)=¥(z) = o |
L Jla, 2}
tenglik deyarli barcha = lar uchun orinli. A
Bobning boshida qo'yilgan ikkita savoldan birinchisiga biz javob berdik.
Endi ikkinclu savolga o‘tamiz, ya'ni uzluksiz differensiallanuvehi- funksiyalar

uchun o‘rinli bo‘lgan Nyuton-Leybnits formulasini
T
' (x) = I (a) + / K () dt (17.9)
a
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Lebeg integrali uchun qanday wownlashtirish murokin? Ya'ni (17.9) tenglik
qanday funksiyalar sinfi uchun o'rinli? Biz deyarli barcha nuqgtalarda chek-
1i hosilasi mavjud bo‘lgan funksivalar sinfi bilan chegaralanamiz. Ma'lumki
{16.2-teorema). o'zgarishi chegaralangan funksiva deyarli hamina yerda chek-
4 hosilaga ega. Tkkkinchi tomondan, (17.9) tenglikning o'ng tomoni o‘zgarishi
chegaralangan funksiya. Shuning uclum (17.9) tenglik o‘zgarishi chegaralangan
funksiyalar sinfidan kattaroq to‘plamda o'rinli bo‘lishi muinkin emas. Har qan-
day o‘zgarishi chegaralangan funksiya ikkita monoton kamayuvehi funksiyalar
ayirmasi ko‘vinighida tasvirlapadi. Shuning uchun monoton funksiyalar uchun
(17.9} tenglik o'rinlimi degan savolni go‘yamiz.

Umuman olganda ixtivoriy moncton funksiva uchun (17.9) tenglik orinh
emas. Lekiu quyidagi tasdig o'rinli.

17 .2-teorema. Monoion kamaeymaydigon [ funksiyaning hosilasi intey-

rallanuwychi va quyidagi tengsiziik o rinli:
b
/ £ dt< F)— f(a). (17.10)
a

Isbot. Hosila ta'rifiga ko‘ra ning = nugtadagi hosilasi
!:’ 7 - r A Y

f@+h) = ()
R ) (17.11)
nishatning i — 0 dagi limitidir. f ning monotonligidan uning integral-
lanuvchanligi kelib chigadi. Demak, har bir ¢y, integrallanuvchidir. Shyning

uchun (17.11) tenglikui integrallash mumkin:

) b
f @n(x) dz = —fl; / flz+h) de— ;Lf f(z) dz.
£

J funksiyani (b,oc) ga f(b) deb davom ettirib bu integralni quyidagicha
yozish mumkini
/b wp (2) dz = 1 /b+h f(x) dr — ! /b f(x) de=
Ja ' h ja—}-h ' h-!a i
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X h
1 b-+h 1 rat

=5/ (x) dx — -;;/a f(z) dx.

Bu tenglikdan b — 0 da limitga o*tamiz. Integral belgisi ostida limitga o'tish
hagidagi Fatu teoremasiga ko‘ra,
-b b
[ f(z)dz < lim / wp (x) de = f(b) — f(a+0) < f(b) — f(a)
Je h—0 J,
tengsiziik o‘rinii. Bu yerda qat‘iy tengsizlik o'rinli bo'ladigan monoton funksiya-
ga misol keltirish mumkin:

0, agar z € [0, 0,5]
f(z)y=
1, agar z € (0,5, 1]

Deyarli hamra yerda f/(2) = 0 ekanligdan
1
o=/ 0-de < [(1)=[(0)=1
0
ni olamiz. Biror monoton uzluksiz funksiya uchun

/.z f(z)dz < f(z)— f(a) (17.12)

Ja
tengsizlikning barcha z € (@, b) lar uchun bajarilishini ko‘rsatish qiziq masa-
ladir. Kantorning zinapoya funksivasi & (6.4-miscl} nchun

T
/ R'(z)dr < K(z) — £(0) = A(z)
0
tengsiziik barcha x € (0, 1) larda o‘rinli bo‘ladi. Mustaqil isbotlang.
17.2. Absolyut uzluksiz funksiyalar. Shuni ta'kidlash lozimki, f mono-
ton funksiya bo‘lgan holda
/‘b
[ fwya=10)-5@
“ @
tenglikdan (a, b] yarim intervaldagi ixtiyorly x uchun

[10i=10-1@ (17.13)
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tenglik bajarilishi keiib chiqadi. Endi (17.13) tenglik o'rinli bo‘ladigan funk-
siyalar sinfini tavsiflash wchun quyidagi ta'rifni keltivamiz.

17.2-ta’rif. Bizgo [a, b] kesmade aniglangan [ funksiya berilgan bo‘lsin.
Agar @xtiyoriy £ > 0 son uchun shunday 6 > 0 mavjud bo'lib, soni chek-
li va har ikkisi 0‘20ro kesishmaydigan har qanday {(ak, bp)}p., intervailar
ststemasi uchun

n n

U(ak‘ bk) C [a, b], Z(bk — a.k) <d

k=1 k=1

shartlar bajariganda
Do) — flaw)l <= (17.14)
k=1

tengsizlik o rinli bo‘lsa. w holde f funksiye [a, b] kesmada absolyut uzluksiz
deyilodi.

17 2-ta'rifda n = 1 desak tekis uzluksiz funksiya ta'rifiga kelamiz. Ya'ni,
har ganday absolyut uzluksiz funksiya tekis uzluksizdir.

Endi absolyut uzluksiz funksiyalarning ayrim xossalarini keltiramiz.

1. Absolyut wzluksiz funksiya ta'rifidagi "soni chekli” jumlani "soni chekls
yoki samogli” jumla bitan abmashtirish mumkin.

Isbot. Hagiqatan ham, ixtiyoriy € > 0 uchun shunday 4 > 0 mavjud
bo'lib, {4, b] dan olingan har qanday o‘zaro kesishmaydigan va uzunliklari
yig'indisi 6 dan kichik bo‘lgan ixtiyoriy {(ax, #x)}y_, chekli intervallar sis-
temasi uchun

n
D oIf ) — Flan) << (17.15)

k=1
tengsiziik bajariladi. Endi [a, b] dan olingan sanoqli sondagi o'zaro kesish-
maydigan va uzunliklarining yig'indisi 6 dan kichik bo'lgan {(ar, bx)}re,
intervallar sistemasi berilgan bo‘lsin. U holda ixtiyoriy n € N uchun {17.15)
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tengsizlik o‘vinli. (17.15) tengsizlikda n — oo da limitga o'tib.

STUf (b)) — Flar)] < e
k=1

tengsizlikni olamiz. A
2. Har qandey absolyut uzluksiz funksiya o‘2garishi chegarclangandir.

Isbot. Funksiva absolyut wzluksiz bo‘lgani uchun quyidagilar o‘rinli:
n

e>0, 3=0() >0, V{(ar;bW)}tiey, > (k— ) <3
k=1

bo‘lganda

n
S 15(be) — flan) <€
k=1
tengsizlik bajariladi. [a, b] kesmani uzucligi 6 dan oshmaydigan [, Tk

bo‘lakchalarga bo‘lamiz

CL b] U['Ik, Lk+l]

w holda ixtiyoriy [z, Tr+1], (Zher—zk < &) uchun V" [f] < ¢ tengsizlik

orizli. Shuning uchun
viifl = L v [fl<n-¢

3. Absolyut uzluksiz funksiyalar yig‘indisi, eyirmasi yana absolyut uzluksiz
funksiyadir. Absolyut uzluksiz funksiyaning songa ko‘paytmasi yena absolyut
uzluksiz funksiyadir.

3-xossaning isboti bevosita ta'rifdan kelib chigadi.

4. Har ganday absolyut uzluksiz funksiyani ikkita monoton kamaymaydigan
absolyut uzluksiz funksiyalar ayirmasi sheklida tasvirlesh mumkin.

Isbot. f absolyut uzluksiz funksiya bo'lgani uchun u o'zgarishi chegara-

langan funksiyadir. Stuning uchun guyidagi tasvirlar o‘rinli

D) =v(@)- (@), v@=V[, ¢ =v()-F().
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f ning absolyut uzluksizligidan v ning absolyut ueluksizligi kelib chigadi.
3-xossaga ko'ra ¢ ham absolyut uzluksiz funksiya bo‘ladi. A
Quyidagi ikkita teorema absolyut uzluksiz funksiya va Lebegning anicinas
integrali orasidagi muhim bog'lanishni ifodalaydi.
17.3-teorema. Agar [ funksiya [a, b] kesmada integrallanuvehi bo lsa,

% holda

Fr)= / f@)du

Jiaz|
funksiya [a, b8 da ebsolyut uzluksiz boladi.
Isbot. {(ak,b)}] C [a, b] ozaro kesishinaydigan va uzunlikiarining vig‘indisi

d > 0 oshmaydigan ixtiyoriy intervallar sistemasi bo'lsin. U holda

L 2 |
L|ﬁ(bk)—ﬁ'(ak>|=2¥/ £ & <
k=1 k=1 | lokbd

n
< [ @u= [ 1@<
r1 Vlowbe] ky fow.bk]

Oxirgi tenglik Lebeg integralining absolyut uzluksizlik xossasi (12.4-teorema)
dan kelib chiqadi. A
17.4-teorema (Lebeg). V' — [0, b] da absolyut uzluksiz funksiya bo'lsin.
U holda F'(z) = f(z) funksiye [a, D] da integralionuechi v ixtiyoriy x €
[a, b] da quyidagi tenglik o‘rinli
/ f(t) du=F(z)—F(a).
Ha.]
17.4-teorema ishotida quyidagi lemmadan foydaliniladi.
17.1-lemma. Agar f— kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiya bo‘lib,
f'(z) =0 tenglik deyarli barcha « lar uchun o‘rinli bo‘lsa, u holda f(z)=
const.

17.4-teoremaning isboti. Teoremani f(¢) > 0 bo'lgan holda isbotlash
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yetarli. Bu holda #'(z) kamaymaydigan funksiya ho'ladi.

r

2@ =F@) - [ O (17.16)

a, 7]
funksiyani qaraymiz. ® ham kamaymaydigan funksiya. Haqigatan ham, 2’ <
2" bo'lsin, u holda

(") — (2') = I(2") — F(2') - / F(t) du>0.
J’ [11‘ 1‘"]

So‘nggi teugsizlik 17.2-teoremadan kelib chigadi. # (z) va

[ r@w
/Na,z}

lar abgolyut vzluksiz funksiyalar ho'lganligi vchun ® bam absolyut uzhiksiz
funksiya bo'ladi. Bundan tashgari, deyarli barcha z lar uehun 9'(2) = 0.

Bobning beshida go‘yilgan i-savolga javob berganda

2 [ 0ds= 1), ¥ = ) - £ / F(€)du =0

tengliklarni ko'rsatgan edik. 17.1-lemmaga kora, ®(z) = const. Ikkinchi
tomonaan
$la)=(a)~ | F(t)di— F(a)
J fa.a]
tenglik o‘rinli. Demak, (17.16) ko'ra.
Fz)=F(a)+ / f(t)ydp
Jia,z

tenglik o‘rinli. A

17.3. Xulosa. 16.3-teoremaga ko'ra, ixtiyorly o'zgarishi chegaralangan
funksivani uzluksiz o'zgarishi chegaralangan funksiya ¢ va sakrashlar funk-
siyasi H uning yigindisi ko'rinishida tagvirlash inomkin, yamni f(x) = ¢ (2)+
H(z).

Endi uzluksiz, lekin absolyut uzluksiz bo‘lhmagan va o'zgarishi chegaralan-
gan @ Tunksivani qaraymiz. Uning wchun deyarli hamma « larda chekli ¢/(z)
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wila mavjud.

b@)=[ ¢Ods

Jja,

belgilash kiritamiz. U holda y (2) = ':0(1‘) — ¢ () wzluksiz o'zgarishi chega-
ralangan funksiya bo'ladi va deyarli barcha z lar uchun
%x (z) =¢'(2) - ;i% » ¢’ (t)dt =0.

17.8-ta’rif. Agar uzluksiz va o‘zgarmasdan forgli o‘zgarishi cheguralungun
[ funksiyaning hosilasi deyarli barche x lurda nolge oylansa, w singulyaer
Junksiya deyiladi.

Shunday qilib, biz quyidagi tasdiqqa keldik. Har ganday o‘zgarishi chega-

ralangan f funksiya uchta funksiya yig'indisi ko‘rinishida tagvirlanadi,
fz) = H(x) + ¥(z) + x(x), (17.17)

bu yerda H sakrashlar funksivasi. x singulyar funksiya, ¢ absolyut nzluksiz

funksiya.

Bu funksiyalar f funksiya yordamida o'zgarmas qoshiluvchi anigligida
bir giymatli aniglanadi. Agar bu funksiyalardan ixtiyorly ikkitesini z = e
nugtada nolga teng deb aniqlasak, u holda (17.17) yoyilma yagonadir. Uni

differensiallab. deyarli barcha z lar uchun
f(z) =4 (x) (17.18)

tenglikka ega bo‘lamiz. (17.18) tenglikni integrallab,

/ () du= ¥ (t) dt =y (z)
Jla, 2] JSla, 2]
tenglikka kelamiz. Demak. o‘zgarishi chegaralangan f funksiyaning hosilasi
integrallanganda vomg fagat absclyut uzluksiz qism tikianar ekan, f ning
sakrashlar funksiyasi M, singulyar gismi x izsiz yorqoladi.

17.1-misol. Kantorning zinapoya funksivasini [0, 1] kesmada absolyut
uzluksizlikka tekshiring.
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Yechish. 6.3-misolda ko rsatitdiki, Kantor to‘plami 4 ning Lebeg o'lchovi
nolga teng. Lebeg o‘ichovi ta'rifiga ko'ra, ixtiyorty 6 > 0 uchun shunday,
o'zaro kesishmaydigan {(ak, bk)}r_, invervallar sistemasi mavjudki, guyida-

gilar bajariladi:
n n
K| Jlaw bi), D (e—ar) <6 (17.19)
k=1 k=1
Ikkinchi tomondan, 6.7-misolda ko‘rsatildiki ((6.16)-tenglikka garang),
pa([0, INK) =0 va  pg([0, 1]) = &(1) — £(0) = 1.

Buyerda ugq Kantorning zinapoya funksiyasi yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes
o‘lchovi. Bu tenglikdan kelib chigadiki, pg(K) = 1. Endi o‘lchovning yarim
additivlik xossasidan hamda (17.19) dan foydalansak, quyidagiga ega bolamiz:
n I/ n
> (8(bx) — Klar)) = pa \U(ak, b)) 2 pa(K)=1.
k=1 k=1
Demak, Kantorning zinapoya funksiyasi £ absolyut uzluksiz funksiya ta'rifini

qanoatlantiraydi. & absolyut uzluksiz funksiya emas. A
Mustagil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. Agar [ funksiya [a, b] kesmade Lipshits shartini gancatlantirse, u hol-
da f ning [a, b] kesmada absolyut uzluksiz bo Tishini ishotlang.

2. [a, b] kesmada aniglangan uzluksiz hosiluga ega bo'lgan [ funksiyaning
[@, b] kesmadagi absolyut waluksiz bo Tishini isbotlang.

3. Ager [ funksiya [a, b| da ebsolyut wiluksiz funksiye bo‘lsa, uning tekis
uzluksiz bolishini isbotlang.

4. |[a, b] kesmada tekis uzluksiz. lekin obsolyut uzluksiz bo ‘lmagan funksiya-
ga misol keltiring.
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18-§. Lebeg-Stiltes integrali

18.1. Lebeg-Stiltes o‘lchoviari. Lebeg-Stiltes o'lchovlaring kiritishdan
avval Lebeg olchovini aniglash jarayonini eslaymiz. Soular o‘qidagi [a, b]
kesmalar, (a, b) intervallor va [a, b), (g, b] yarim intervallar sistemasidan
tashkil topgan yarim halgani &; bilan belgilaymiz; tekislikdagi tomonlari
koordinata o'glariga parallel to'g‘ri to‘'ptburchaklar (6.1-bandga garang) sis-
ternasidan tashkil bo‘lgan yarim halgani G2 orgali belgilaymiz; tekislikdagiga
o'xshash uch oflchamli fazodagi girralart koordinata ofglariga parallel to'g'ri
parallelepipediar sistemasidan tashkil bo'lgan yarim halgani G3 orqali bel-
gilaymiz. Lebeg o‘lchovini aniglash (har uchchala holda ham mos ravishda)
G, dagi uzunlik, &, dagi yuza, &3 dagi hajm sushunchalariga asoslanib ki-
ritilgan o'lchoviarni dastlab varun halgani saglovehi minimal halgaga davom
ettirish va keyin yanada kengroq bo‘lgan Lebeg bo'yicha oflchovli to’plamlar-
ning o— algebraviga vovish usuli bilan amalga oshirilgan edi. Bunda barcha
ochig va yopiq to‘plamlar, ularning chekli va sanoqli birlashmalari va kesish-
malari, bu birlashma va kesishmalarga to‘ldiruvchi to‘plamlar albatta o'lchovli
to‘plamlar bo‘ladi. Bunday usul hilan aniglangan Lebeg o‘lchovi sanogh addi-
tivitk va uzluksizlik xossalariga ega.

Yana sonlar o‘giga va &, yarim halqaga qaytamiz. Sonlar o'gida beril-
gan F(x) =z funksiya yordamida &, da anigiangan wzunlik tushunchasini

(¢‘ichovni) quyidagicha fodalash mumkin:
m((a, b)) =b—a=F(0)— t'(a) = £(b—0) - F(a),
m([a, b)) =b—a= F(b) — I'(a) = F(b) — F(a—0),
m((a, b)) =b—a = F(b)— F(a) = F(b) — #(a).

mffa, b)) =b—a=F()— F(a) = F(b—0)— F(a—0).
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Bu usuldan &, da o‘lchoviar aniglash uchun foydalanishimiz munkin. Bizga
sonlar o'qida aniglangan kamaymaydigan, o'ngdan uzluksis # funksiya beril-
gan bo'lsin. Har bir [a. 8], (a, b), (a, 8], [a, b) korinishdagi oraliqlarga £
funksiya yordamida mos ravishda
m(a, b)) = (b —0) — F(a), m((a, b]) = £(b) — £'(a), (18.1)

m([a, b]) = F(b) = F(a—0), m([a, b)) = F(b—0)— F(a—0). (182)
manfiymas sonlarni mes qoyamiz. Ishonch hosil gilish mumkinki, (18.1) -
(18.2) tengliklar bilan aniglangan oraliglar (kesina, interval va yarim inter-
val) funksiyasi manfiymas va additivdir. Yarim halqada kiritilgan bu o‘ichovga
6 — § da amalga oshirilgan mulohazalami qo'llab. qandaydir pep(-) o‘lchovni
qurishimiz mumkin. Sontar o‘gidagi pr o'lchovga nisbatan oflchovli bo‘lgan
to'plamlarning B(Sy, #) sislemast sanogli yighadi va sanogli keshishunaga
nisbatan yopiq boladi, up o'lchov esa o— additiv bo'ladi. Umuman olganda,
pr o'lchovga nisbatan o'lchovli to'plamlar sinfi #' funksiyaning tanlaniskiga
bog'lig. Ammo R da o'ngdan uzluksiz kamaymaydigan F funksiya qanday
tanlanmasin ochiq va yopiq to‘plamlar, shuningdek, ularning barcha chekli va
sanoqli birlashina va kesishmalari, ulargs to‘ldiruvehi to‘planlar (ya'ni Borel
to‘plamiari) o'lchovli to'plamlar bo'ladi.

Sonlar o'qida aniglangan bunday pp olchov #' funksiyaning tanlanishiga
hog'lig holda ba’zi husustyatlarga ega bo‘ladi.

Houir pp o'lchovining ba’zi bir sinfari bilan tanishamiz. Bizga Lebeg o‘lchovi
i va Lebeg-Stiltes o'fchovi up beriigan bolsin.

18.1-ta'rif. Agar Lebeg o'chovi nolga teng bo‘lgan iztiyoriy A to‘plam
uchun up(A) = 0 bolsa. v holde pp (Lebeg o‘chovign nisbatan) abselyut
uzluksiz o‘lchou deyiladi.

18.2-ta’rif. Agor up oflchov uchun chekli yoki sunogli A to‘plam mavjud
bolib, A bilan kesishinaydigan iztiyoriy B to‘plam uchun pp(B)
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bo s (bu holat chekli yoki sanogli giymat qabul giluuchi £ funksiyalar uchun
o'rinls), u holda pp diskret ¢°lchov deb ataladi.

18.3-ta’rif. Agar pyr o'lchovda istalgan bir nugtali to‘plam nol o’lchouga
ega bolsa va Lebeyg o'lchovi nolga teng bo‘lgan biror A to’plam mavjud bo lib,
ur (R\A) =0 bo'lsa, w holde pp singulyer o‘lchov deyiladi.

Endi biror [e, )] (-0 < a < b < o) kesmada aniglangan kamay-
maydigan, o‘ngdan uzluksis /' funksiyani olamiz. (e, b] kesmada saglanuv-
chi har bir [o, ] kesmalar, (a, 8) intervallar va (o, ], [a, 8) varim
intervallar sistemasidan tashkil bo'lgan &; varum halqada #' funksiya orqali
(18.1)-{18.2) tengliklar yordamida m o‘lchovni aniglaymiz. Keyin m o‘lchovni
6, dan oflchovni davom ettirishning Lebeg usulidan foydalanib, kengrog
B(61, L) o— algebraga davom ettiramiz. Bu o— algebra [a, b] kesma-
da saqlanuvchi barcha ochiq va yopiq $o‘plamlarni, ularning barcha chekli
va sanoghi birlashma va kesishinlarici. bu yig'indi va kegishimalarning to'ldi-
ruvchilarini (demak, [a, b] kesmada saqlanuvchi Borel fo'plamlarini) o‘zida
saqglaydi.

18.4-ta’rif. Sonlar o'qida yoki [a, b] kesmada berilgen kamaymaydigan,
o‘ngdan uzluksiz ' funksiye vositasidae yugoride aytilgan usulde qurigan pp
o‘lchov Lebeg-Stiltes olchovi deb ataladi.

Ko‘rsatish murkinki, istalgan o'lchov absolyut uzluksiz. diskret va singul-
var o‘lchovlar yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir.

18.2. Lebeg-Stiltes integrali. [a, b kesmada aniglangan va kamay-
maydigan, o‘ngdan uzluksiz /' funksiya yordamida hosil gilingan pp Lebeg-
Stiltes o‘lchovi berilgan bo'lsin. Bu o‘lchov bo‘yicha [a, 8] kesmada Lebeg
ma’'nosida iategrallanuvchi funksiyalar sinfizi caraymiz va har bir funksiyaga

uning
b
[ J()dur
Ja
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Lebeg integralini mos qo‘vamiz. gp oflchov bo'yicha aniglangan bu integral

Lebey-Stiltes integroli deb ctaladi va uning uckun

b
/ﬂwww

belgilashdan foydalaniladi.

Lebeg-Stiltes integralining ba'zi xususiy hollarini qaraymiz.

I Bizga [e, b] kesmada aniglangan, o'ngdan uzluksiz, kamaymay-digan
sakrashlar funksiyast ' berilgan bo‘lsin. U holda pp diskret o‘lchov bo'ladi.
Agar x; € [a, b] nugtalar F' ning uzilish nugtalari va h; sonlar F funksiya-

ning x; maqgtadagt sakrashi ho'lsa, u holda

b

[ $@)ara)

Jda
integral 3 f(a;)h; vig'indiga teng bo‘ladi.

II. Agar [ funksiya [a, b] kesmada aniqlangan kamaymaydigan absolyut

uzluksiz bo‘lsa, u holda )

/ f(r)dF (z)

a

Lebeg-Stiltes integrali f(z)#"(x) funksiyaning odatdagi

/bf(:t)lv"(x) dr

Lebeg integraliga teng bo‘ladi, ya'ni

b b
/ J(z)dF(x) = / f(x)F(z)dr. (18.3)

Integralning o— additivlik xossasiga ko'ra, {18.3) tenglikni pp o'lchov
bo‘yicha integrallanuvehi sodda funksiyalar uchun ham umumlashtirish mam-
kin. Bizga f funksivaga tekis yaginlashuvchi, integrallanuvchi {f,} sod-
da funksiyalar ketma-ketligt berilgan bo‘lsin. Umnmiylikni chegaralamasdan
{f2} ketma-ketlikni kamaymaydigan deb hisoblashimiz mumkin. U holda

{fa(z)F'(2)} - kamaymaydigan ketma-ketlik deyarli hamma yerda f(z)F'(z)
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funksiyaga vaginlashadi. Demak, {/, - #'} ketma-ketlik 13.2-teorema {Levi

teoremasi) shartlarini qanoatlantiradi.

/-b b
| Int)F(E) = / ful@) (@) de (18.4)

tenglikda n — > limitga o'tib,

b b
/ J(x)dF(x) :/ [ (@) (x)ds (18.5)
tenglikni hosi) gilamiz.

Agar K kamaymaydigan funksiya sakrashlar funksiyasi va absolyut uzluk-
1 il

aiz funksivalar yig'indisidan iborat bo'lsa, u holda ixtiyorly f integrallamivchi
{p o'lchov ba‘yicha) funksiya uchun wning Lebeg-Stiltes integrali qator (yo-
ki chekli yigindi) va odatdagi Leheg integraiini hisoblashga keltiviladi. Agar
F' kamaymaydigan funksiya singulyar komponensani ham saglasa, ynqoridagi
tasdiqni aytish mumkin emas.

Lebeg-Stiltes integrali tushunchesini &' kamaymaydigan funksiya bo‘lgan
holdan ¢ o'zgarishi chegaralangan funksiya bo‘lgan holga urmumlashtirish
murnkin. Aytaylik. [a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan ® funksiya beril-
gan bo'lib, v esa uning [a, x] kesmadagi to‘la o‘zgarishi bo'lsin. 15 —§ da
olingan natijalarga ko‘ra, v(z), [a. b] da kamaymaydigan, o'ngdan uzluksiz
funksiya ho‘ladi. Bundan tashqari g = v — & funksiva ham kamaymaydigan,
o‘ngdan uzluksiz funksiya bo‘ladi. Ya'ni ¢ funksiya ikkita monoton kamay-
maydigan funksiyalar ayirmasi ¢ = v — ¢ ko'rinishda tasvirlanadi.

Agar [ funksiya uchun

b b
/f(m)dv(a') va /’f(m)dg(:zr)d:v

Lebeg-Stiltes integrallari maviud bo‘lsa, u holda f funksivaning & funksiva

bo'yicha Lebeg-Stiltes mtegrali
b

b &
/ j‘(u.‘)d(l’(.r)_/ fydo(r) = [ f(@)do(r)dr
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tenglik yordamida aniqlanadi.
Aytaylik. ¢ o'zgarishi chegaralangan funksiya yana boshqa usulda W va
h kamaymaydigan funksiyalarning ® — W — h ayirmasi ko'rinishida tasvir-

lansin. Agar [ f(2)d®(x) Lebeg-Stiltes integrali mavjud bo'lsa, u holda

b
/f(.’l')(h' z) — /f(z)dy (z)dr = /'f(x)d\/i’(r) /f(x)dh(a:)d:c

tenglik o'rindt. Mustaqil isbotlang.

Xulosa. f funksiyaning ¢ o'zgarishi chegaralangan funksiva bo‘yvicla
Lebep-Stiltes integraling hisoblash uchun @ funksiyaning ikki kamaymaydigan
funksivalar ayirmasi ko rinishidagi istalgen tasviridan foydalanish mumkin.

18.1-misol. Quyidagi

o

2-*dF(z)
0

Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda A =0, o0) varim o'q, F(z) =
[z] funksiya esa x ning butun gismiga teng.
Yechish. Ma'lumki, F(z) = [z] funksiya yordamida hosil gilingan pp

o‘lchov digkret o'lchov boladi. T ga ko'ra,
o o
/ 27%dF(z) =Y _ 27" (F(n) — F(n—0))
40 n=0

tenglik o'rinki. Agar F(n) — F(n—0) =1 tenglikni e'tiborga olsak, so‘nggi
gator yigiindisiui hisoblash rmumkin. Bu gator by = 1 va maxraji ¢ = 2
bo'lgan cheksiz kamayuvehi geometiik progressiyaning yig'indisini ifodalaydi.

Demak.

oc

/“ 2% dF(x) =) 27" =2

JU n=0

18.2-misol. Quyidagi Lebeg-Stiltes integralim hisoblang.
3
/ (x+ 1)dF(x).
Jo

Bu yerda A = [0, 3] kesma, F(z)=2*+3.
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Yechish. Ma'lumki, #'(z) = 2243 funksiya yordamida hosi} gilingan pp

o‘lchov absolyut uzluksiz o'lchov bo'ladi. II ga kora

3 3
/ (z+ 1)dF(z) = [ (x+1) - 2xdx
0 Jo

tenglik orinli. So‘nggi integral jadval integrali bo'lib uning qiymati 20 ga
teng. Demak,

3
/ (z+ 1)dF(z) = 20.
0
Mustaqil ishlash uchun savel va topshiriglar

1. Lebeg-Stiltes o‘lchovi ganday bo lganda /: f(x)dF(z) Lebey-Stiltes integ-

reling hisoblash masalasi. ma'lum qator yig‘indisini hisoblashga keltirila-
di.

2. ¥ funksiya ganday shartni gemoatlaniirganda f; f(x)dF(z) Lebey-
Stiltes integralini hisoblash mesalasi, odatdegi Lebey integraling hisoblash-
ga keltiriladi.

3. j(': R(x)dF(x) Lebeg-Stilies integralini hisoblang. Bu yerde F(x) = 22+
1.

4. fol A(x)dF(x) Lebeg-Stiltes integrolini hisoblang. Bu yerda F(z) =
[32] + 2z.
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VI bob. Metrik fazolar

Bu bob metrik fazolar va undagi asosiy tushunchalarni bayon gilishga bag'ish-
langan bo‘lib, 4 (19-22) paragrafdan iborat.

19-paragrafda roetrik fazo 'ta"rifianib, ularga ko'plab misollar keltirilgan. R™
to‘plamda har xil metrikalar kiritilgan. Metrikaning uchburchak tengsizligini
ishotlashda Koshi-Bunyakovskiy, Minkovskiy va Gyolder tengsiziikiaridan foy-
dalanilgan. O‘z navbatida bu tengsizliklar hamn o'z isbotlarini topgan. Koshi-
Bunyakovskiv. Minkovskiy va Gyolder tengsiziikiarining integral formasi ham
keltirilgan. Bundan tashgari gomeomorf va izomorf metrik fazolar ta’riflanib,
ularga misollar keltiriigan.

20-paragraf esa metrik fazolarda yaginlashish va undagi ochiq va yopig
to'plamnlarning xossalariga bag'ishlangan. Ochiq va yopiq to‘plamlarni ta'riflash
uchun biz yordamchi tushunchalar - urinish nuqtasi, limitik nugta, yakkalan-
gan nugta va ichki nugta ta'riflarini berganmiz. Keyin yopiq va ochiq to‘plam-
larning xossalari isbotlangan. Jumladan metrik fazoda to'plam ochig (yopig)
bo'lishining yetarii va zarur shartlari keltirilgan. Yaginlashuvchi ketma-ketiik
ta'riflanib, unga misollar keltirilgan. Metrik fazoning hamma yerida zich va
hech yerda zichmas to‘plamlar ta’riflanib, ularga misollar qaralgan. R". R,
Cla, B}, Cpla, b], f2 fazolarning separabel metrik fazolar bo'lishi ko‘rsatilgan.
Separabel bo‘lmagan metrik fazoga musol keltirilgan. Sonlar o'qidagi ochiqg
to‘plamlarning strukturasi berilgan.

21-paragraf to‘la metrik fazolarga bagtishlangan. Yaqinlashuvchi va funda-
rental ketma-ketiikiar orasidagi bog‘lanish ochib beriigan. R™, R}, RZ, £,
Cla, b]. metrik fazolarning to'laligi isbotlangan. Chla, b] ning to‘la bo'lmagan
metrik fazo ekanligi isbotlangan. Metrik fazoning to‘la bo‘lishini ta’minlovchi
ichma-ich joylashgan yopiq shariar haqidagi teorema hamda Ber tecremast is-
botlangan. Har qanday metrik fazoni tofldirish mumkinligi hagidagi teorema

167
www.ziyouz.com kutubxonasi



isboti bilan berilgan. Metrik fazolarda kompakt va nisbiy kompakt to‘plam
tushunchalari berilgan. Asosiy funksional fazolar Cla, b] va £, da kompakt
{nisbiy kompakt) ik kriteriylari keltirilib, ishatlangan. Kompakt (nisbiy kom-
pakt) va kompakt bo‘lmagan (nisbiy kompakt bo‘lmagan) to‘plamlarga mis-
ollar keltirilgan.

22-paragraf qisuvchi akslantirigshlar prinsipi va uning tadbiglariga bag‘ish-

langan. To'la metrik fazolarda har qanday qisuvchi akslantirishning yagona
qo‘zg’almas nugtasi mavjudiigi isbotlangan. Qisuvchi akslantirishlar prins-
pining R™ metrik fazodagi algebraik tenglamalar sistemasiga tadbig’ bayen
qilingan. Bundan tashqari chiziqgli va chizigli bo‘Imagan integral tenglamalarni
yechishda gisuvchi akslantirishlar prinsipidan ganday foydalanish mumkinligi

bayon gilingan.

19-§. Metrik fazolar va ularga misollar

Analizdagi eng muhim amallardan biri bu limitga o‘tish amalidir. Bu amal-
ning agosida sonlar o'gida ikki nuqgta orasidagi masofa tushunchasi yotadi.
Analizda kiritilgan ko‘pgina fundamental tushunchalar sonlar o‘qining algeb-
raik xususiyatlariga bog‘liq emas. Haqigiy sonlar hagidagi tasavvurimizni to‘p-
lam ma’nosida wnumlashtirib, metrik fazo tushunchasiga kelamiz. Metrik fazo
tushunchasi hozirgl zamon roatemarikasida muhim o'rinni egailaydi.

19.1-ta’rif. Boshmes X to‘plumning ixtiyoriy T va y elementlar juftiga
anig bir p(x.y) son mos go ‘yilgan bolik, bu moslk
Dp(z,9) 20, Vo,ye X, plz,y)=0 <= z=uy,

2) plz,y) = p(y, ) (simmetriklik aksiomasi),
3) plz,2) < p(x.y) + p(y, z) (uchburchak aksiomasi)
shartlarne ganoatlentirse, p ga X dagi masofe yoki metrika deb atoladi.
(X, p) jufilik metrik fazo deyilada.
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Odatda metrik fazo, ya'ni (X, p) juftlik bitta X harfi bilan belgilanadi.
Agar X to‘plamda py, pg, ..., pn metrikalar aniglangan bo‘lsa, u holda (X, p1),
(X, p2), ..., (X, pn) metrik fazolar mos ravishda X3, X, ..., X, harflari bi-
lan belgilanadi.

19.2-ta’rif. Agar shunday Cy > 0 va Cy > 0 sonlar mavjud bolb burche

z,y € X lor uchun
Cipi(z, y) < pa(z, y) < Copi(, y)

tengsizik o‘rinki bolsa, py va py lar ekvivalent metrikolar deyiladi.
Endi metrik fazoga bir nechta misollar keltiramiz.
19.1-misol. X qandaydir bo'shmas to‘plam bo‘lsin va har bir z, ¥ ele-
mentlar juftiga
0. agar r =y.
pla, y) = ,
1, agar £ #y
qonuniyat bo‘yicha son mos qo‘yiisin. Ravshanki, p akslantirish metrika ak-
siomajarini qanoatlantiradi. Bu metrika diskret metrike deyiladi. Hosil bo'lgan
metrik fazo yakkalangen nugtaler fazosi deyiladi.
19.2. R— hagqiqiy sonlar to‘plami p(z, y) = |z — y| masofa bo'yicha metrik
fazo tashkil qiladi va bu metrik fazo ham R harfi bilan belgilanadi.

19.3. Ktiyoriy n ta 2y, T2, ..., T, haqgiqly sonlarning tartiblangan « =

(%1, z2,...,Tn) guruhiaridan tashkii topgan to'plamda har bir x va y lar

jufti (£,v) ga

p(r.y)= (19.1)

manfiymas sonni mos qo‘vuvchi p akslantirish masofa shartlarini ganoatlanti-
radi. Hosi! bo'lgan metrik fazo n— ochamli arifmetik Euklid fazo deyiladi.
Endi (19.1) formula bilan aniqlangan p moslik metrika aksiomalarini qanoat-
lantirishini ko‘rsatamis:
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1) Barcha x,y € R lar uchun p(z,y) ning manfiymaskgi (19.1) tengiikdan

hamda hagiqiy sonning kvadrati manfiymasligidan kelib chigadi.

n n
p(xvy):\ }:(xk—yk)2=0 — Z(rk—yk)?':()
k=1 k=1

tenglikdan barcha & = 1,2,...n larda x3 = y, yami 2 = y kelib chigadi.
Agar x = y bolsa, u holda (19.1) dan p(x,y) = 0 ekanligi kelib chiqadi.
Demak, l-aksioma bajariladi.

2 (a—b)=(b- a)2 ayniyatdan

P(mv’y) L(-’rk—yk) l\f (yx — ik) =p U,l)

k_
ni olamiz. Bu esa 2-aksiomaning bajarilishini bildiradi. Endi 3-aksiomaning ba-
jarilishini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy uchta = = (21, Z2,. .., 2n), ¥ = W1, .-, ¥n)

¢ = (21, %, ..., 2n) nuqtalar uchun uchburchak aksiomasi

|
n ’ n n

Dome—a)< \J ¥ (o —w)+ \ D (e — =)’ (19:2)

k=1 k=1 k=1

ko‘rinishda bo‘ladi. Agar ar = Zx — Yk, O = yx — 25 belgilashlarni kiritsak,

Ik — 2 = ag + br bo'ladi va (19.2) tengsizlik

! n n

\IZ(% +be)? < }Zaﬁ-k Zb,; (19.3)
= \E=
ko‘rinishni oladi. Ushbu
1 n n
(Soee) =3t ot 130ty
\k=1 =1 =1 j=1
ayniyatni e'tiborga olsak,
n I n
S kb < Zak \JZ 2 (19.4)
k=1 k=1
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tengsizlikka ega bo'lamiz. (19.4) Koshi ~ Bunyaekovskiy tengsizligi deb ataladi.
U lolda biz

n n n n
D (a+b) = G +2> e+ B <
k=1 k—1 k=1 k=1
n n 2
<> a+2 a,r Z +Zb’f'— { Zak Zbﬁ
k=1 k-1 \ \ k=1

munosabatga ega bolamiz. Bu munocsabatdan (19.3) tengsizlik hevosita kelib
chicadi. Demak, uchburchak aksiomasi o‘rinli ekan. Hosil ho'lgan metrik fazo
R™ sinivol bilan belgilanadi.

19.4. Yana n—ta haqigly sonlarning tartiblengan (x4, 2,....2.) = ¢

guruhlaridan tashkil topgan to‘plamni qaraymiz va unda masofani
n
p(z,y) = |z — il (19.5)
k=1

formula vositasida aniglaymiz. Hosil ho‘lgan metrik faze R} simvol bilan bel-
gilanadi. Bu moslik metrikaning 1-3-aksiomalarini qanoatiantirishini o'quvchi
mustaqil tekshirib ko'rishi munkin.
19.5. Yugortdagi 19.3 va 19.4-misollarda keltirilgan to‘plamda elementlar
orasidagi masofaui
Poo(Z, ¥) = max [zx — gl (19.6)
1<k<n
formula bilan amqlaymiz. Metrika aksiomalarining bajarilishi oson tekshirila-

di. Hosil bo‘lgan metrik fazo R%, simval bilan belgilanadi.

OO

19.6. [a, b] kesmada amiglangan va uzluksiz funksivalardan tastkil topgan
) & PE

to‘plamni Cla, b] bilan belgilaymiz. Bu to'plamda
p(2,y) = max |2(t) - y(t) | (19.7)
akslantivish metriks aksiomalarini qanoatlantiradi. Masofaning 1-3 aksiomalari
bevosita tekshiriladi (o'guvchiga mustaqil tekshirish uchun tavsiya etiladi}. Bu
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metrik fazo analizda rauhim ahamiyatga ega bo'lib, u ham to‘plam kabi Cla, b]
bilan belgilanadi.
19.7. Haqgiqiy sonlardan tuzilgan va

X

E .I'i < oC

k=1
shartai qanoatlantiruveli baccha @ = (24, @2, ..., Zn, . . .) ketma-ketliklardan

tashkil topgan to'plammi ¢ bilan belgilaymiz. Bu to‘plamda masofa

ICRE
(@,9) = | > (ze— w)” (19.8)

V k=1

formula bilan aniglanadi. Har bir 2, y € £3 elementlar uchun

[s. <] oc
\ 2 L2

Ty < oQ, Y < oo
k=1 k=1

shartlar bajarilgani achun va (2 % y)’ < 2 (22 4+ ¢2) tengsizlikdan

(zx — vr)®

Nk

a
[l

1
gatorning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. Endi (19.8) formula bilan aniglan-
gan p moslikning metrika aksiomalarini qanoatlantirishing ko‘rsatamiz. Rav-

shanki, 1 va 2-aksiomalar bajariladi. Uchburchak aksiomasi esa

o) oo i o
> (- ) < 'L (e — )+ | > (e — )’ (19.9)
k=1 \l k=1 \II kel

ko‘rinishga ega. Yuqorida zikr etilganlarga ko'ra (19.9) tengsizlikdagi qator-
larning hammasi yaqinlashadi. Tkkinchi tomondan esa 19.3-misolda isbotlan-

ganiga ko‘ra har bir n da

n

2: (zx — u)’ < Z (rx — w) 1 X (e — 2)°
\J k=1 k=1

k=1
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tengsiziik o‘rinli. Oxirgi tengsizlikda n — oo da limitga o'tsak, (19.9) tengsiz-
likning to‘g'riligi ishotlanadi, ya'ni uchburchak aksiomasi o‘rinli.
19.8. [a, b] kesmada aniglangan va uzluksiz barcha haqiqiy giymatli funk-

siyalar to'plamida

[ 2,
p2(z,y) = \/ / (z(t)—y (1) dt

forrula yordamida masota aniglash mamkin. Hosil bo'lgan metrik fazo Cyle. b
simvol bilan belgilanadi va uzluksiz funksiyalarning o ‘rtacha kvadratik metrika-
li fazosi deb ataladi. Ravshanki, p, moslik metrikaning 1 va 2-aksiomaiarini
qanoatlantiradi. Uchburchak aksiomasining bajarilishi Koshi - Bunyakovskiy-
ning ushbu
b \ 2 b b
( / x(t)-y(t) dlﬁ < / z?(t)dt - / Y2 (t)di (19.10)
Ja / Ja Ja

integral tengsizligidan foydalanib ishotlanadi. Koshi - Bunyakovskiy tengsizli-
gl esa osongina tekshirish roumkin bo'lgan

2

~

[=®)w ) dr-)

J
a

b b b b
. b 1 F
= / z? (1) dt /y2 (*) dt—a //[.'IT(S)’y(f,-)—y(S):E(t)]2d$dt
2 2 A
ayniyatdan kelib chiqadi.
19.9. Yana [«, b] kesmada aniqlangan uzluksiz hagiqiy qiymatli funksiyalar

to‘plamini qaraymiz. Bu to‘plamda ushbu
b
pey = [ 10—yl & (19.11)
a

formula bilan aniglangan akslantirish metrika shartlarini anoatlantiradi. Hosil
bo‘lgan metrik fazo Cyla, b] simvol bilan belgilanadi. p; akslantirish metrika-
ning 1-3 aksiomalarini qanoatlantirishint tekshirish o‘quvchiga mustaqil mashq
sifatida tavsiya qilinadi.
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19.10. Barcha chegaralangan © = (xy, 3, ..., Tn, . ..) haqigiy sonlar ketma-
ketliklaridan tashkil topgan to‘plamni qaraymis. Bu to‘plamdagi har bir z va

Y=Y, Y2, -- -, YUn,--.) elemenslar juftiga

p(x,y) = sup |zp — yl (19.12)

1<k<oc

sonni mos go’yuvehi p akslantirish masofa aniglaydi. Hosil bo'lgan metrik fazo
m harfi bilan belgilanadi. O‘quvchi uchun 1-3 aksiomalarning bajarilish
tekshirish givin emas.

19.11. n—ta haqgiqiy soularning tartiblangan guruhlaridan iborat R” to‘p-

famda har bir p > 1 son uchun

-

o, y) = | D bew —wel” (19.13)

k=1
formula bilan aniglangan p, moslik masofa aniglaydi va hosil bolgan metrik

fazo R} simvol bilan belgilanadi. Bu misolda ham 1— va 2— aksiomalar-
ning bajarilishini tekshirish giyin emas. Shuning uchun 3— aksiomaning ba-
jarilishini telshirish yetarli. Qaralayotgan to‘plamdan ixtiyoriy uchta = =
(T, 22, ..y Z0), ¥ = (Y1, Y2, ---,Un), 2= (71, 22, ..., %) nuqtalarni oiib
Ok = Tk — Yk, bk = Yr— 2 belgilashlarni kiritsak, zz — 2 = ap + by bo'ladi
va natijada pp(z, 2) < pp(2,y) + pp (¥. z) uchburchak tengsizligi

Y 1
P n r

1
n n 1
dolaetbl ) <A fal ) + (D 1b (19.14)
k=1 k=1

k=1
ko‘rinishni oiadi. Hosil bo‘lgan (19.14) tengsizlik Minkouskiy tengsizligi deh
ataladi. Agar p = 1 bo‘lsa, Minkovskiy tengsizligining bajarilishi ko'rinib
turibdi (chunki, yigindining moduli modullar yig‘indisidan oshmaydi}, shu-
ning uchun p > 1 deb hisoblaymiz. Minkovskiy tengsizligining ishoti Gyolder

tengsizligé deb nomlanuvcehi

i 1
n n P n 9
}_4 Iak . blcl S Z |‘7k|p . Z l bqu (1915)
k=1 k=1 k=1
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tengsizlikka asoslangan. Bu yverda p > 1 va ¢ > 1 sonlar

1 1
S =1 (19.16)
P g
shart bilan boglangan. (19.16) dan quyidagi tengliklar kelib chigadi
S p=1_
q_p-l' P g—-1

Ta'kidlash lozimki, (19.15) tengsizlik @ = (a1, ag, ..., an) va b= (b1, b, ..., by)
nugtalar uchur bajarilsa, uixtiyoriy A va p sonlarda Ae = (Aay, Aaa...., Aay)
va pb = (uby, pubs, ..., ub,) nugtalar uchun ham bajariladi va aksincha. Ya'ni

(19.15) bir jinsli tengsizlikdir. Shunday ekan, (19.15) tenksislikni

PIED L ES! (19.17)
k=1 k=1

shartni gancatlantiruvehi e va b € R™ nugtalar uchun isbotlash yetarli. U

holda {19.15) tengsizlik (19.17) shart bajarilganda
n
Do lar-ll < (19.18)
k=

ko‘rinishzi oladi. (19.17) shartda (19.18) tengsizlikni isbotlash uchun (€,7)
tekislikda n = €71 (€ > 0) yoki £ = 7! (1 > 0) tenglamalar bilan aniglan-
gan egri chizigh (19.1-chizina) trapetsiya yuzini hisoblayimiz. Chizinadan ko'
rinib turibdiki, musbat @ va b sonlarni qanday tanlamaylik, ab < S; + S

tengsizlik o‘rinli. Sy va Sy vuzalarni hisoblaymiz:

a P b e
S =/ gldg ==, & =/ P dy = —.
Jo r 0 q
7

5 /
Q a ¢
19.1-chizma
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Shunday qilib, quyidagi sonli tenggizlik o'rinli:
ab < iz—p -+ f)j
p q

Agar a ni ar ga, b ni by ga almashtirib va & ni 1 dan n gachs o'zgartirib
yig'indi tuzsak. (19.16) va (19.17) shartlar bajarilgacda (19.18) tengsizlik hosil
bo'ladi. Shunday qilib, (19.18) tengsizlik isbotlandi. Shunday ekan, umumiy
(19.15) tengsizlik ham ishotlandi.

Agar p = 2 bo'lsa, (19.15) Gyolder tengsizligidan (19.4) Koshi — Bun-
yakovskiy tengsizligi kelib chigadi.

Endi Minkovskiy tengszligining isbotiga o'tamiz. Buning uchun
1yo—1 v2—1 47
(lal + [B1)" = (lal + [P |a] -+ (la] + |61y 18]

ayniyatdan foydalanamiz. Bu ayniyatda |a| ni |ax] ga, |b] ni |bk] ga al-
mashtirib va & ni 1 dan n gacha o'zgartirib yig'indi tuzsak. quyidagi ayni-

yatga ega bo‘lamiz:

7

D (] +1 b)) = L(lﬁkl""lbkl)p_ lﬂk|+}_, lai] +16e)”™" [ il

k_
Tenglikning o'ng tomonidagt har ikkala yig'indiga ham Gyolder tengsizhigim
qo‘llasak va (p — 1) ¢ = p ekanligini e’tiborga olsak, quyidagi tengsizlikka ega

bo‘lamiz:

" n

-~

| oef?

ol-

L - 1
n q n )

n 1
x(lakuml)”s(xﬂakmbkl)" A IS 1wl
k=1 |

\k=1 k=1

k-1

Bu tengsizlikning har ikkala fomonini

L
S (a4 bkl)")
—1
ga bolib, isbotlanishi kerak bo‘lgan (19.14) Minkovskiy tengsizligiga ega bo'-
lamiz. Shunday qilib, uchburchak aksiomasi o'rinli ekan.
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Agar bu misolda p = 2 desak, pp, metrika 19.3-misoldagi metrikaga va
agar p = 1 desak, 19.4-misoldagi metrikaga aylanadi. Ko‘rsatish mumkinki,

£9.5-misclda kiritilgan
3 - ID : ‘U’ .
FCO (1'771) l§ka;<{n |.1k kl

metrika p, metrikaning p — oo dagi limitik holati holad, va'ni

. 1
n \ 7
Poc (x.y) = lim \*\1 |z — wel’ ‘ . (19.19)
po , ‘I:;.l /

19.12. Hadlari
oG
y aplff <00, p21
par)
shartni qanoatlantiruvehi harcha z = (24, 23, .. -, Zn, - - .) haqgiqiy soular ketma-

ketliklaridan iborat va ikki nugtasi orasidagi masofa

i
o< P

plzg) =1 lze—ul (19.20)
k=1
formula bilan aniglangan to‘plamni qaraymiz. Bu to‘plamni £, deb belgi-

1

laymiz. Ixtiyoriy 2.y € €, lar uchun har bir n da

1

b4

dloe—wl’) < (\_‘ !ml”) Z’%V’ (19.21)

k=1 k=1

Minkovskiy tengsizligi o‘rinli bo'lgani va

oo 0

TP < oo P
lekl < 00, Zlgk| < o0
P

k=1

sharilar bajariigani uchun {19.21) da n — oo da limitga o‘tsak,

/

‘?m—ukrp <{Z|xkip}i + ‘T‘luklp)
/

\k=1 \ =1 / \ k=1
ga ega bo‘lamiz. Bundan ixtiyoriy z,y € £ lar uchun (19.20) qatorning
yaqginlashishiga ega bo‘lamiz. {19.20) tenglik bilan aniglangan p akslantirish
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metrikaning 1 va 2-aksiomalarini ganoatlantirishi ko‘rinib turibdi. Uchburchak
aksiomasi (19.14) Minkovskiy tengsizligidan foydalanib isbotlanadi.
Endi biz p > 1 shartda Minkovskiy va Gyolder tengsiziiklarining integral

formasini beramiz.

(/b l= (®) +'!!(t)F’dt)

Bu Minkouskiy tengsizligi deb ataladi. Minkovskiy tengsizligi, ya'ni (19.22)

Loy S \ 3
< ( / |z (t)Pde ) + / |y(t)|”dt) . (19.22)

a

tengsizlik [a, b} kesmada p (p > 1) —chi darajasi bilan Lebeg ma’nosida in-

tegrallanuvchi ixtiyorly z va y funksiyalar uchun o'rinki,
1
q

/a' e @y < ( / P dt)'l’ ( / o dt) (19.23)

tengsizlik Gyolder tengsizligi deb ataladi. Bu yerda p > 1 va ¢ > 1 bo'lib,

ular (19.16) tenglikni qanocatlantiradi. Gyolder tengsizligi [a, b] kesmada

chi darajasi bilan integrallanuvchi ixtiyoriy y funkstyalar uchun o'rinli. (19.10)
tengsizlik Koshi Bunyakovskiy tengsizligining integral formasidir.

Endi V bobda xossalari o‘rganilgan o‘zgarishi chegaralangan va absolyut
uzluksiz funksiyalar to'plamini qaraymiz.

19.13. Berilgan [a, b] kesmada aniglangan va o'zgarishi chegaralangan

funksiyalar to‘plamida ikki nugta orasidagi masofani

plz,y) =2 (@) —y(a) |+ V2 [z — v (19.24)
formula bilan aniglaymiz. Bu yerda V?[f]— o‘zgarishi chegaralangan f fanksi-

yaning [a, b] kesmadagi tola o‘zgarishi (variatsiyasi}. (19.24) tenglik bilan
aniglangan p akslantirishning metrika aksiomalarini qanoatlantirishi funksiya
to‘la o'zgarishining xossalaridan kelib chigadi.

Masalan, uchburchak tengsizligi p(x,2) < p(z,v) + p(y,2) da x(t) —
y(t) = (t) va y(t) — z(t) =¥ (¢) belgilashlar olsak, u quyidagi ko‘rinishni
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oladi
| (a)+w(a) |+ VElo+¢] < w(a)l+ 19 (a) | + V) [p]+ VP [¥].

Buesa |e+b] < la| + |b] tengsizlikdan va o'zgarishi chegaralangan funksiya-
larning

Vo + 4] < VIl + VPl
xossasidar kelib chiqadi. Hosil gilingan metrik fazo o‘zgarishi chegaralangan
funksiyalar fazosi deyiladi va V{a. b] orqali belgilanadi.

19.14. Berilgan [, Y] kesmada aniglangas va absolyut uzluksiz funksiyalar
to'plamini garaymiz. Bu to‘plamda ham ikki 2 va y nuqgtalar orasidagi masofa
p(z,vy), (19.24) tenglik bilan aniqlanadi. Hosil qilingan metrik fazo absolyut
uzluksiz funksiyalar fozosi deb ataladi va AC[a, b] orqali belgilanad.

19.1-eslatma. (X, p) metrik fazo va M uning ixiiyoriy gism to‘plami
bo'lsin. U holda X da aniglangan p masofa, uning gismi bo'lgan M da ham
magofa aniglaydi. Shuning uchun (M, p) metrik fazo bo'ladi. (M, p) metrik

fazo (X, p) metrik fazoning qism fazosi deb ataladi.
19.1. Metrik fazolarni vzluksiz akslantirishlar

X =(X, p) va Y = (Y,d) ~metrik fazolar, f esa X ni ¥ ga akslantirish
bo‘lsin. Shunday qilib, har bir x € X elementga yagona y = f{z) € ¥
element mos go‘yilgan bo‘isin.

19.3-ta’rif. Agar wtiyoriy € > 0 uchun shunday 6 > 0 moujud bo b,

p{x, o) < & shartni qunoatlontiryuchi barcha r € X nugtalar uchun

d(f(x), f()) <&

tengsizlik o'rinli holsa, u holde [ akslantirish 79 € X nugtada wzluksiz deyi-
lodi. Agar | akslantivish X ning hammae nugtelaride uzluksiz bo‘lsa, u holda
f ni X da uzluksiz deb ataymiz.
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Agar X va Y lar sonli to'plamlar bo'lsa, ya'ni z— son, f— sonli funksiya
bo'lsa, u holda akslantirishning uziuksizlik ta'rifi matematik analizdan ma'lhun
bo‘lgan funksiyaning uzluksizlipi ta’rifiga aylanadi.

Ta'kidlash lozimki, agar X metrik fazodagi p masofani X x X metrik
fazoni Ry = [0, 00) metrik fazoga akslantirish deb qarasak, p— uzluksiz ak-
slantirish bo'ladi. Bu yerda X x X = {(z,¥): =2,y € X} to'plamda (z, 22)
va (y1,%2) juftliklar orasidagi masofa

d((z1,72), (y1,92)) = p(z1,91) + p (22, o)

formula yordamida aniglanadi. Endi p akslantirishning uzhiksizligini ko'rsa-
tamiz. Ixtiyorly (wo, o) € X x X nugiani olamiz va mahkamlaymiz. Keyin
ixtiyorty (z,9) € X x X ougta olib, metrikaning uchburchak aksiomasdan

foydalanamiz:
p(x,y) < p(z,20) + p (20, %) £ p(2,%0) + p (o, %) + £ (%0, ),
p{2o,%0) < p(zo, )+ p(z,9) + o (¥, %) -
Bu ikki tengsizlikdan
o (,4) — p (o, 0} | < p(, %0) + £ (v0, v)
ga kelamiz. Agar
d{(z,v), (zo,w)) =p(z,z0) + p(y, ) <<

< £ bo'ladi, ya'ui p uzhuksiz akslantirish

desak, u holda |p (2, y) — p(z0, %)
ekan.

Agar f: X — Y akslantirish X va Y metrik fazolar o'rtasida o'zaro
bir giymath moslik o‘matsa, u holda Y ni X ga akslantiruveli z = f~1(y)
teskari akslantirish mavjud bo'ladi. Agar f o‘zaro bir giymath meslik bo'lib,

f va f7! akslantirishlar wzluksiz bo'lsa. u holda f gomeomorf akslantirish
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yoki gomneomorfizm deb ataladi, X va Y fazolar esa gomeomorf fuzolar deb

ataladi. Gomeomorf metrik fazolarga R va (—1, 1) intervallarni misol sifatida

qarash mumkin. Ba holda gomeomorfizmui y = %a.rctgw formula yordainida
T

o‘ruatish mumkin.

Agar X = (X, p) va Y = (Y,d) metrik fazolar o'rtasida o‘zarc bir
giymatlh moshk ornatuveld [ akslantivish ixtiyority zp,20 € X lar uchun
p(x1,22) = d(f (21), f (x2)) shartni qanoatlantirsa, f akslantirish izometriya
deyiladi, X va Y fazolar esa izowmetrik fazolar deb ataladi.

X va 'Y metrik fazolarning izometrikligi, ular elementlari orasidagi metrik
hog'lanishlar bir xil bolib, fagatgina ular elomentlarining tabiatiga ko‘ra bir -
biridan farg gilinishint bildiradi. Ular orasidagi bu farq metrik fazolar nuqgtat
nazaridan muhini emas. Bundan keyin o‘zaro izometiik fazolarni aynan bitta

fazo deb qaraymis.
Mustagil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. Gyolder va Minkouvskiy tengsiziiklarni integral formada yozing.

2. (19.5) tenglik bilon anigiengon py : R® xR® — R akslantirish metriku-
ning 1-3 shartlorind qanoetlontirishing ko ‘rsating.

3. (19.7) tenglik bilan aniglangan p: Cla, b x Cla, 8] — Ry akslantirish
metrikaning 1-3 shartiarind qunoatluntirishing isbotlang.

4. (19.11} tenglik bilen aniglongan py : Cla, b}x Cla, b] — R ckslantirish
metrikaning 1-3 shartlarini qanoatlantirishini isbotlang.

5. (19.12) tenglik bilan eniglangan p:m xm — Ry akslantirsh metrika-

ning 1—3 shartlerini gqenoatlantirishing isbotlang.

6. (19.19) tenglikni wsbotlang.

181

www.ziyouz.com kutubxonasi



19.24) tenglik bilom aniglangan p: Ve, B|x Vla, b] — Ry akslantirish
4, g Jen | y > +
metrikaning 1 — 3  shertlarini ganoatlantivishini isbotlang.
8. Quyidagi tasdiglarni isbotlang:
1) dgar 1 < p < q bo'lsa, €, to‘plam £, to'vlomming gismi be ludi.
g . p 10 q ] g

alwr fazosi AC[a, b o‘zgerishi chegaraian-

2) Absolyut uzluksiz funk

gan funksiyalar fozesi V{a, b} ning gism fuzosi bo‘ladi.

9. R”® fazoda kiritilgan iztiyoriy py va ps metrikelorni ekvivelent ekanligini
g ¥

wshotlang. Xususan (19.1) va (19.18) tenglikler bilen aniglangan p ve

pp. 0= 1 metrikalorni ekvivalent ekanligini ishotiong.
20-§. Metrik fazolarda yaginlashish

Biz bu paragrafda metrik fazoning asosly tushundialarini keltinb, ochiq va
yopiq to‘plamlarning xossalarini o‘rganamiz.

20.1-ta’vif. X metrik fazoda xg € X nugta va v > 0 son berilgan bo‘lzin.
plz,20) < 7 shertni qanoatlantiruvehi borcha © € X elementlar to‘plami
markezi 9 nugteds, radiusi v bo‘lgan ochig sher deyiladi ve v B (xg,r)
orgali belgilanadi. Berilgan 20 € X wa r >0 do p(x, 2o) < v shertni ganoat-

lantiruvehi barche x € X elementlar to'plami Blxg, 1] orqali belgilanadi va

w markezi ©g nugiada, radiusi v bo‘lgen yopiq shar deyilodi.

Metrik fazolar nazariyasida markazi xy nugtada va radivsi € > 0 bo'lgan
B (0, €) ochig shar xg nugtaning £— girofi deyiladi vau O (zg) ko'rinishda
belgilanadi.

20.1-misol. Shunday metrik fazoga va undagi ikkita B(xq,71), B (29, 79)
sharlarga misol keltiringki, ry <1y va B (zy,71) D 8 {(22,72) bo'lsin

Yechish. Faraz q.i!a,ylik, X =Ry va p(z,y) = lz—y| bolsin. Agar

B(1,5) = {z €0, o) |z —1] <5} deb markazi 1 nugtada va radiusi 5
ga teng sharni, hamda B (3,4) ={z &[0, c0): |z —3| <4} deb markazi 3
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nuqtada va radiusi 4 ga teng bo‘lgan ochiq sharlarni olsak, n holda 19 =5 >
ry =4, ammo [0, 6) = 5(1,5) C 8(3,4)=[0, 7).

20.2-ta’cif. Agar X metrik fozoning M qism to‘plami wchun uni o’zido
saglovchs shar mavjud bolsa, M chegaralangan to‘plam deyiladi.

20.3-ta’rif. X metrik foze, M uning qusm to'vlami va x € X bolsin.
Agar dctigoriy € > 0 wehun O (2)(YM # 0 munosabat bajarilse, = nugto
M nming urinish nugtasi deyiladi. M ning barcha urinish nugtaloviden iborot
to‘plam M ning yopig'i deyiladi va [M) yoki M bilan belgilanadi.

Shunday qilib, biz metrik fazo gism to‘plamiari uchun ulardan ularning
yopig'iga o‘tish amalini anigladik. To'plam yopig'i amali quyidagi xossalarga
ega.

20.1-teorema. Ushbu tasdiglar o‘rinli:

1y M c[M];

2 ()] = [M);

3) agar My C Ms bo'lsa, u holde [My] C [Ms];
4y [Mi U M) = [Ma] | [Ma)] .

Isbot. M to'plamning har bir nugtasi uning uchun urinish nugtasi bo'lishi
bevosita ta’rifdan kelib chiqadi, shuning uchan M C [M].

Endi ikkinchi tasdiq ishotiga o'tamiz. Birinchi tasdiqqa ko'ra [M] C [[M]].
Endi x € [[M]] ixtiyorly nugta bo‘lsin. U holda ixtiyoriy € > 0 uchun

. Shunga

[CTRGY

Ocpp (®)N[M] # 8, ya'ni shunday y € [M] mavjudki, p(z,y) <
oxshash, Oy ()Y M # 0. Ya'oi shunday z € M mavjud bo'lib, p(y, 2) <

[~
2 boladi. U holda uchburchak aksiomasiga ko'ra

) £ €
p(2,2) < pla,y) 4 plw ) <5+ 5=¢

bo'ladi, ya'ni Og (2){ 1M # 9. Bundan z € [A] ekanligi kelib chigadi. Shun-
day ekan, [[M]] < [M]. Demak, [[M]] = [M].
Uchinchi tasdigning isboti. [M)] to'plamning ixtiyorly @ nuqtasini olamiz.
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U holda ixtivoriy € > 0 uchun O. (x)(M; # 0. Bundan O. (x)(\ Mz # 0
ekauligi kelib chiqadi. Demak, r nugta Ms to‘plamning urinish migtasi, va'ni
z € [My] ekan. Bundan [M,] C [My].

Nihoyat, to‘ttinchi tasdiq ishotiga o'tamiz. Agar = € [M{jM2] bo'lsa,
u holda ixtiyorty € > 0 uchun O (z) (Y (MU M2) # @ bo'ladi. Bundan,
O- ()M, # ¢ yoki O:(x)(\ My # © tengsizliklardan kamida bittasi
bajariladi. U holda « € [M,;] yoki « € [Mp], bundan z € [M]UJ[Ms]
ekan. Ya'ni [My{JMa] C [M]|J[Mz]. Ikkinchi tomondan, My C M Ma
va My C M UM, bolgani uchun, 3-tasdiqga ko‘ra [M;] C [MilJ My]
va [My] < [MyUMs] . Shunday ekan, [MiJU[Ms2] ¢ [MilJ M;]. Demak,
(Mi] U[Ms] = [My Ms] . A

20.4-ta’rif. X metrik faze va M uning zos qism to‘plami bo‘lsin. Agar

]

z € X nang intiyorsy O (x) atrofi M ning cheksiz kop elementlarini saqlasa,
u holda x € X nugte M toplamning himitik nuqtasi deyiladi.

M ning barcha limitik nuqtalari te‘plami M’ bilan belgilanadi. Agar M =
M’ bo'lsa M ga mukammal to‘plam deyiladi.

To plamning limitik nuqgtasi shu to‘plamga tegishli bo‘lishi ham, bo‘linasligi
harm mumkin.

20.2. Agar Q ratsional sonlar to‘plami bo‘lsa, u holda R ning har bir
nuqtasi Q uchun limitik nugta bo‘ladi.

20.5-ta'rif. Agar M to‘plamga tegishli © nugta uchun shunday £ > 0
mayjud bolib, O (@) M = {z} bolsa, u holda x nugte M toplamning
yakkalangan (yolg‘iz) nuqtasi deyilod:.

O'quvchi mustaqi! isbotlashi mumkin bo‘lgan quyidagi tasdiglar o‘rinli.
M to'plamning istaigan urinish nuqtasi shu to‘plamaing limitik nuqtast, yoki
yakkalangan nuqtasi bo'ladi. Bu yerdan xulosa sifatida kelib chiqadiki, [3]
to‘plam uch turdagi nugtalardan tashkil topadi:
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M to'plainning yakkalangan nugtalari,

—
~—

., [..D

M ga tegishli bo'lgan, M niug limitik nugtalari,

M ga tegishli bo'hmagan M ning limitik nugtalari.

2
==

Bu xulosalardan kelib chigadiki, M dan uning yopigh [M] ga o'tish uchu,
M ga uning Hmitik nuqtalarini go‘shib olish bilan amalga oshiriladi, ya'ni
[M]=MuUM.

20.1. Metrik fazolarda yaqinlashish

20.6-ta’rif. X metrd fozode x1, %o, ..., Tp,. .. nuglgler ketma-ketligi
v nugte berilgan bo'lsin. Agar wtiyoriy € > 0 uchun shunday ng nomer
mayjud bo'lib, barcha n > ng lar uchun x, nugta x ning O (x) afrofi-
ga tegishli bo'lsa, u holda bu ketma-kethk x nuqtuge yaginlashudi deyiladi.
Agar {xn} ketma-ketlik © nugiuge yaginlashsa, u holde x nugte {xa} ketma-
ketbkning limiti deyiludi.

Bu ta'mifui quyidagicha ham ifodalash mumkin. Agar

lim p(r,.2)=0
n—00

umnosabat bajarilsa, {zn} ketma-ketlik 2 nuqtaga yeginloshad: deyiladi.

Yaginlashuvehi ketma-ketlik ta’vifidan quyidagl ikki xulosa bevosita kelib

chigadi:

1) hech qanday ketma-ketlik ikkita har xil limitga ega emas;

2) agar {2,} ketma-ketlik x nugtaga yaginlashsa, ¢ holda uning ixtiyoriy
qismiy ketina-ketligl ham z nugtaga yaqinlashadi.

20.2-teorema. Biror x nugte M to‘plemning urinish nuqgtasi bo‘lishi
uechun M do z ga yaginlashuuchi {x.} ketma-ketlikning mavjud bolishi
zarur va yetarti.

Isbot. Zaruriyligi. © vugta M to‘plamning urinish nugtasi bo‘lsin. U hol-
da ixtiyorlty n natural sou uchun Oy, (z) atrofda kamida bitta 2z, € M
clement maviud. Bu 2, nuqgtalardan tuzilgan {rn} C M ketma-ketlik x
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nugtaga yaqinlashadi.

Yetarliligi. Agar {z,} C M ketma-ketlik  nugtaga yaginlashsa, ixtiyoriy
g > 0 uchun shunday ny nomer mavjud bo'lib, n > ny bo‘lganda =z, € O, (z)
bofladi, ya'ni O;(z){ )M # @. Demak, r nugta M ning urinish nuqtasi
bo'ladi. A

Agar » — M to‘plamning fimitik nugtasi bo‘lsa, u holda x, € Oy, ()| M
nuqtalarni kar xil qilib tanlash mumkiz, chunki Oy, (z) () M~ cheksiz to‘plans.
Shunday qilib, 2 pugta M to‘plan uchun Hmitik nuqbta bo'lishi uchun M da
T ga yaginlashuvchi har xil nuqtalardan tashkil topgan {2, } ketma-ketlikning
mavjud bo‘lishi zarur va yetarli.

X metrik fazoni ¥ metrik fazoga akslantiruvehi f akslantirish uzlukstzligi
tushunchasini quyidagicha ham ta'riflash mumkin. Bizga f: X — YV akslan-
tirish va ¢ € X nuqgta berilgan bo'lsin. Agar zp nugtaga yaginlashuvchi
ixtivorty {z,} ketma-ketlik uchun unga mos keluvehi {yn = f(2n)} ketma-~
ketlik yo = f (zo) nngtaga yaginlashsa, f: X — Y akslantivish z9 nugtade
vzluksiz deyiladi. 19-§ da keltirilgan 19.2-ta’rif bilan bu ta'rifning teng kuchli
ckanligini isbotlashni o'quvchiga qoldiramiz.

20.2. Zich to‘plamlar

20.7-ta’rif. X wmetrik fozoning ikkita A va B gism to‘plamluri bevilgan
ho‘lsin. Agar 18 C [A] bo‘lsa, u holda A to’plam B to’plamda zich deyiladi.
Xususan. agar [A] = X bolsa, A to'plam hammng yerde zich (X da zich)
deyiladi. Agor A to‘plam birorta ham sharda zich bolmase (ya'ni har bir
B < X shards A io‘plam bilan umumiy elementga ega bolmegen B’ shar
saqlansa), v holde A hech yerda zichmas to‘plam deyiladi.

20.3-miscl. Q - ratsional sonlar to'plami R da zich to'plamndir.

20.4. Natural sonlar to‘plami N hagigly sonlar metiik fazosi R ning hech
yerida zichmas to‘plamdir.

186

www.ziyouz.com kutubxonasi



Fndi hamma yerda zich sanogli qism to‘plamga ega bo‘lgan metrik fazo-
larga misollar qaraymiz. Odatda hamma yerda zich sanogli gism to'plamga
ega ho'lgan metrik fazolar separahel metrik fozolar deyiladi.

20.5. 19.1-misolda keltirilgan diskret fazo, hamma yerda zich sanogli gism
to‘plamni fazoning elementlari sanoqli bo‘lgan holda va fagat shu holda saqlay-
di. Chunki, but fazoda ixtiyoriy M uchun [M]= M tenglik o'rinli. Shuning
uchun diskret fazo separabel bo‘lishi uchun uning sanogli bo'lishi zarur va
vetarli.

20.6. Haqigiy sonlar to‘plami R separabel metrik fazodir. chunki ratsional
sonlar to‘plami Q sanogli va u R ning hamma yerida zich.

20.7. R R}, RL va R(1 < p < oo) metrik fazolarning hammasi-
da ratsional koordinatali nuqtalar to‘plami sanogli va hamma yerda zichdir.

- ¥ s n n mn
Shuning uchun R", R, R%

va Rp, p>1 lar separabel metrik fazoiardir.

20.8. Cla, b), Cifa, b} va Chla, b] metrik fazolarda ratsional koeffit-
siventli ko‘phadlar to‘plami sanoqli va hamma yerda zichdir. Shunday ekan,
ular separabel metrik fazolardir.

20.9. 75 fazoda hadlari ratsional sonlar bo'lih, ulardan cheklitasi noldan
farqii bo‘lgan ketma-kesliklar to'plami sanoli bo‘ladi va u £ ning hamma
verida zich. Demak, €,— separabel metrik fazo.

20.10. Yuqgoridagi metrik fazolardan farqli o'laroqg m separabel bo‘lmagan
metrik fazoga misol boladi. Buni isbotlash uchun hadlari 0 va 1 lardan ibo-
rat barcha mumkin bo‘igan ketma-ketliklar to‘plamini & bilan belgilaymiz.
¢ ¢ m va ikkita ixtivoriy 2,7 € © ketma-ketliklar kamida biror hadi bilan
farq qilgani nchun p(x,y) = 1. Ma’lumki, $— sanogsiz (kontinum quvvatli)
to‘plam. ¢ ning elementlarini markaz qilib, radiusi % ga teng ochig sharlarni
olamiz. Bu sharlar o‘zaro kesishmaydi. Agar biror M C m to‘plam hamma

yerda zich bo'lsa, har bir sharda M ning kamida bitta elementi yotadi. Shar-
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iar soni ¢ dagi elementlar soniga teng. M dagi elementlar soni esa sharlar
sunidan, shuning uchun, ¢ dagi elementlar sonidan kam emas. Shunday ekan,
M —sanogsiz to‘piam. Demak. m ning hamma yerida zich sanogli to‘plam
mavjud emas ekan.

20.11. £, p > 1 va ¢ fazolarda hadlari ratsionai seniar bo‘lib, ulardan
cheklitasi noldan fargli bo‘lgan ketma-ketliklar to‘plami sanoqli bo‘ladi va u
{p va ¢p fazolarning hamma yerida zich. Demak, £, va ¢y separabel metrik
fazolar bo'ladi.

20.3. Ochiq va yopiq to‘plamlar

20.8-ta’rif. X metrik fozodogi M to‘plam uchun M = [M] tenglik
bojariise, M ga yopiq to‘plam deyladi. Boshqacha aytganda, agar to‘plam
o ‘ziming barcha limitik nuqtalorini seqlasa, « yopiq to plam deyiladi.

Ta'kidlash loziniki, 20.1-teoremaga ko‘ra M $o‘plamning yopig'i [M]— yopiq
to‘plamdir, hamda [M] to‘plam M ni o‘zida saglovehi minimal yopiq to‘plamdir

20.12-misol. Har qanday metrik fazoda vopiq shar yopiq to‘plam bo‘ladi.
Xususan, C[e, b] fazoda ixtiyoriy C > 0 uchun |f (z)} < C shartni qanoat-
lantiruvchi funksiyalar to‘plami yopiq to'plam be‘tadi.

20.13. Cla, b] fazoda |f (2)] < C (ochiq shar) shartni qancatlantiruvchi
funksiyalar to‘plami yopiq emas, uning yopigi |f (z)] < C shartni ganoat-
lantiruvchi funksiyvalar to'plamidan iborat.

20.14. Har qanday X metrik fazoda X va @ to‘plamlar yopigto‘plamlardir.

20.15. Har qanday metrik fazoda chekli to‘plam yopigdir.

20.3-teorema. Iztiyoriy sondagi yopiq to‘plamlar kesishmasi va chekli
sondegi yopiq to ‘plamler yig indisi yopiqdir.

Isbet. Ixtiyoriy sondagi F,, yopiq to‘plamlarning

F={\ts

kesishimasini qaraymiz. F' to‘plamning ixtiyoriv # limitik nagtasini olaylik. U
qaray b YyOriy
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holda z ning ixtiyoriy O, (z) atrofida I ning cheksiz ko'p elementi mavijud.
Shunday ekan, Oc(z) da har bir F, ning cheksiz ko'p elementi mavjud. Bu
ko‘rsatadiki. z nuqgta har bir £, uchun limitik nuqta bo‘ladi va £, lar yopiq
bo'lgani uchun har bic o da = € F,. Bundan

LHEFZﬂFa

[

ekanligi kelib chiqadi, ya'ni F yopiq to‘plam.

Endi /'— cheklita yopiq to‘plamlar yigfindist, ya'ni

n

k=1 #
k=1

v

va £ ¢ F bolsin. U holda = ¢ Fr, £ = 1,2,...,n, ya'ni = nugta F
uchun limitik mugta bo'la olmaydi. Shuning uchun = ning Og, (), O, (2), .. .,
Oe,(x) atroflari mavjudki, O, (z) da Fk ning ko‘pi bilan cheklita elementi
bo'lishi mumkin. Agar

£ = 1min &y,
1<k<n

desak, O.(z) atrofda har bir f to'plam clementlari soni cheklitadan ko'p
emas. U holda O.(z) atrofda F = O F. to'plam elementlarining soni ham
cheklitadan ko'p emas. Shuning uchui 2 nugta F' uclun limitik nuqgia bola
olmaydi. Yani /' ning barcha limitik nuqtalari o'zida saglanadi. Demak, #'—
yopiq to plam. A

20.9-sa’rif. Agar x € M nugie wchun shundey € > 0 maujud bo b,
Oc(z) atrof M da tolig suglunse [ O(x) C M), uholde x nugta M to‘plam-
ning ichki nugtasi deyiladi. Faqat ichki nugtalardan tashkil topgan to‘plam
ochig to'plam deyiladi. M mning barcha ichk: nugtalaridan iborat to‘plam Ajl
bilan belgdanadi.

20.16-misol. R sonlar o‘gida ixtiyoriy (e,b) interval ochiq to‘plaradir.
Haqiqatan hain, agar = € (a,b) desak, ¢ = min{z — a, # — z} son uchun
O:(x) C (a,b).
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20.17. Cle, b] fazodagi g funksiyani olib, tayinlaymiz va G orgali f(z) <
g(t), t < [a, b] shartni ganoatlantiruvchi funksiyalar to'plamini belgilaymiz.
U holda ¢ ochiq to'plam boladi.

20.4-teorema. M to‘plain ochiq bo'lishi uchun uning butun fezogacha
to'ldiruvchisi X\M yopiq bo lishi zarur ve yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. M ochiq to'plam bo'isin. U holda M dan olingan har
bir « nuqgta o‘zining biror O, (z) atrofi bilan M ga tegishli bo'ladi, ya'ni
O:(x) (X \ M) = §. Shuning uchun X\M ga tegishli bo'lmagan nuqta
X\M uchun urinish nugtasi bo'la olmaydi, ya'ni X\ M~ yopig to'plam.

Yetarliligi. X\ M yopiq to'plam bo'lsin. U holda uning o'ziga tegishli bo'l-
magan urinish nuqtasi yo'q, ya'ni har bir = uchun shunday O, (x) atrof
mavjud bo'lib, O (z) C M bo'ladi. Demak, M ochiq to'plam. A

20.18. Bo‘sh to‘plam va X fazo yopiq to‘plamlardir. Ular biri-ikkinchisining
to‘ldiruvchisi bo‘lgani uchun 20.4-teoremaga ko'ra § va X lar ochig to plamlar
ham bo‘ladi.

Ikkilik prinsiplari hamda 20.3 va 20.4-teoremalar natijasi sifatida quyidagi
teoremani keltiramiz.

20.5-teorema. [ztiyoriy sondagi ochiq to'plamlar yigindisi va chekli son-
dagi ochig to’plamlar kesishmasi yana ochig to ‘plamdir.

20.4. Sonlar o‘gidagi ochig va yopig to‘plamlar

Ixtiyoriy metrik fazoda, hattoki Evklid fazosida ham, ochig va yopiq to‘p-
lamlar strokturasgi, umuman olganda, juda morakkab. Amuno, bir o'lchamli
Evklid fazosida, ya'ni sonlar o‘gida barcha ochiq to'plamlamni (shu jumladan
yopiq to'plamlarni) tavsiflash qivin emas. Sonlar o'qidagi ochiq to‘plamlar
tavsifi quyidagi teorema orqali ifodalanadi.

20.6-teorema. Sonlar o’gidagi iztiyoriy ochig to ‘plem chekli yoki sonogli
sondagi o*zare kesishmaydigan intervallar yigiindisi ko ‘rinishida tasvirlanads.
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Ishot. Senlar o‘gidagi G ochiq to'plamni qaraymiz. & to‘plam elementlari
orasida ekvivalentlik munosabatini kiritamiz. Agar x,y € G nugtalar uchun
shanday (a, ) juterval mavjud bo'lih, 2,y € (.8) € & bo'lsa, z ~ ¢
deymiz. Ravshanki, bu munosabat refleksiv va simmetrikdir. Bundan tashqari
z ~ 1y va y ~ 2z ho'lgani uchun shunday (a,3) va (v,d) intervaliar mavjud
bo'lib, 2,y € (o, 8) C G va y,2 € (7,0) C G bo'ladi. Bundan v <y < va
(e, B) (7, 8) # B larga ko'ra (@, B){)(v,d) € G bo'lishi kelib chiqadi. Agar
a = min{a,v}, b= max {34} desak, z,z € (a,b) = (e, B) J(7,9) C G
bo'ladi. Shunday ekan, x ~ z ekanligi, ya'ni kiritilgan munosabatning tranzi-
sivligi kelib chigadi. Shuning uchun, G o‘zaro kesishmaydigan £, bir-biri bilan
ekvivalent nuqtalarning sinflariga ajraladi, ya'ni G =, {;. Har bir {; ning
interval ekanligini ko‘rsatamiz. e = inff,, b = sup /, belgilashlarni kirita-
miz. I, ning tuzilishiga ko'ra a ¢ {, va b¢ I,. Uholda L C (a, b). Ikkinchi
tomondau, agar x <y, z,y € I, desak, I, ningtuzilishigako'ra (z,y) C L.

undan tashqari a dan o'ng fomonda va @ ga istalgancha vagin, b dan chap
tomonda va b ga ixtiyoriy yaqginlikda /; ning elementlari mavjud. Shuning
uchun, chetlari (a,b) ga tegishli ixtiyorly (a¢/,¥) interval [; da saqlanadi
Bundan I, = (a,b) tenglik kelib chiqadi. Bunday kesishmaydigan [, iuterval-
Jar soni ko'pi bilan sanoqi, chunkd har bir 1, interval kamida bitta ratsional
nugtani saglayvdi. Shuning uchun intervallar soni ratsional nugtalar sonidan
ko'p emas. A

Yopiq to'plamlar ochig to‘plamlarning to‘ldiruvchi to‘plami bo'lgani uchun,
ixtiyorly yopiq to‘piam sonlar o‘gidan chekli yoki sanoqlita o'zaro kesishmay-

digan intervallarni chiqarib tashlashdan hosil bo'ladi.

20.19. R da sodda vopiq to‘plamlarga misol sifatida kesmalar, alohida

nuqtalar va chekli shunday to‘plamlar yighindisini qarash mumkin.

20.20. Murakkabrog vopiq to‘plamga misol sifatida Kantor to‘plame ni
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keltirish mumk:n. Kantor to‘plamining qurilishi va kontinuum quvvasli ekanligi
4.7-misolda keltirilgan. Uning o'lchovi nol ekanligi 6.3-misolda ko‘rsatilgan.
U kontinuuna quvvatli, nol o'lchovii to'plam. Kantor to'plamining quyidagi
xossalarini isbotlang.

1) Kantor to‘plamining yakkalangan nugtalari mavjud emas.

2) Kantor to‘plamining ichki nugtalari mavjud emas, ya'ni F(;’ =0.

3) Kantor to‘plami mukammal to‘plam. ya'ni K = K7.

4) Kantor to‘plami [0, 1] kesmaning hech yerida zich emas.

Mustagil ishlash uchun savel va topshiriglar

1. M={2eR?:2}+2%< 1} to‘plamni R? metrik fezoda ochig to‘plam

bolishini ishotlang.

2. M={rxeR:1< 2322 <4} toplamni R2 metrik fazode nopig
1 2 ¥ !

to ‘plam bo lishini isbotlang.
3. Ratsional sonlar te‘plami Q ning yopiging toping.
4. Q ni R ning hamma yerida zich ckanliging isbotlang.

5. Butun sonlar to'plami Z ni R ming hech yerida zich emashigini ishot-

lang.
6. Q ning barcha yokkalongan nuqtalari to‘plamini toping.
T. Z ning barcha yakkalangen nugtalari to ‘plamini taping.
8. R\Q ning barcha limitik nugtalori to‘plamini toping.
9. To'plum yopigining zosselaring keltiring.

10. Sanogh sondagi ochiq to‘plamlarning kesishmasi ochig to‘plam bo‘Imas-

tgigo misol keltiring.
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11. Sanoql sondag: yopiq to’‘plamlarning birlashmase yopiq te ‘plam bo Tmas-

Ligiga misol keltiring.

12. Kantor to'plami [0, 1] kesmada zichmi? K to'plam [0, 1] kesmadags

biror (a,b) intervalda zich bela oladimi?

13. Kantor to‘plamining Lebeg ma'nosida o‘lchouli ekanligini ko ‘rsating.

ing o‘lchoving toping.
14. Kantor to‘plamining bercha yekkalangan nugtalar: to‘plamini toping.
15. Diskret metrik fazoda iztiyoriy M uchun M = [M] tenglikni isbotlang.
21-§. To‘la metrik fazolar

Matematik analizdan ma’lumki, har qanday fundamental sonli ketma-ketlik
yaginlashuvchidic. Bu tasdiq sonlar o'qining to'laligini ifodalaydi. Quyida ko'r-
satiladiki, ixtivoriy mnetrik fazoda har qanday fundamental ketma-ketlik vaqin-
lashuvchi (21.8-misolga qarang) bo'lavermaydi.

21.1-ta’rif. Agar istiyoriy € > 0 uchun shunday N natural son mavjud
bo b, barcha n > Ny va m > N, nomerlar uchun p(Tp, Tm) < € tengsizlik
bajarilsa, v holda {z,} fundomental keima-ketlik deyiladi.

Uchburchak aksiomasidan bevosita kelib chiqadiki, har ganday yaqinla-
shuvchi ketma-ketlik fundamentaldir. Hagiqatan ham, agar {2,} ketma-ketlik
x ga vaqinlashsa, ixfivorly & > 0 uchun shunday Ng son maviundki, barcha
n > N, nomerlarda p(z,,2) < /2 tengsizlik bajariladi. U holda ixtiyoriy
n > N, va m > N, nomerlar uchun

P(CnTim) < p(Tn, 2) + (2, Tp) < %-l— 52- < E.
Demak, {z,} fundamental ketma-ketlik ekan.

21.2-ta’rif. Agor X metrik fuzoda itiyoriy fundamental ketma-ketlik yagin-

lashuvchi bo‘lsa. v holda X to‘la metrik fazo deyiladi.
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21.1-misol. Yakkalangan nuqtalar fazosida fagatgina statsionar {ya’ni biror
nomerdan boshlab hamma nomerlarda birgina nuigsa takrorlanadigan) ketma-
ketliklar fundamental va shuning uchun yaqiniashadi, ya'ni bu fazo to'la.

21.2. R— fazoning to‘laligi matematik analiz [4] kursidan ma'lum.

21.3. R” to'la roetrik fazodir. Ishotlang.

Isbot. Faraz qilaylik, =® = (:Sp),:rg’ N & ):) — R dag ixtiyoriy
fundamental ketma-ketlik bo‘lsin. U holda har bir £ > 0 uchun shunday N,

noraer mavjud ho'lib, barcha p > N, va g > N, nomeriar uchun

p(a®, 20y = | ! 3 (m}c’” - ;u}c’f)) <e. (21.1)

k=1

Natijada har bir £ € {1,2,...,n} uchun {1?)} ketma-ketlik barcha p > N,

va q¢ > N nomerlar uchun

.zri”) —:7:2”% < ¢ tengsizlikni qanocatiantiradi,
oo
va'ni {:r?)} fundamental sonli ketma-ketlikdir va R fazo to‘la bo'lganligi

=1
uchun u yaginlashuvchi bo'ladi. Uning lmitind

zp=lim 2P, ke{l,2,... n}
Pp—o

orqali belgilaymiz. U holda, (21.1) tengsizlikda p > N, deb ¢ — oo dalimitga

o‘tsak

n

‘ :r(")—a:k 255
> () - )

k=1

tengsizlikka ega bo'lamiz. Bundan

lim z® = (xy, z3,...,2,) = L. A
p—oo

21.4.-21.5. R}, va Ry fazolarning to'laligi ham shunga o'xshash ishot-
tanadi.

21.6. Cle, b] fazo tola metrik fazodir. Isbotlang.

. 194 .
www.ziyouz.com kutubxonasi




Ishbot. {z,} C Cla, b] ixtiyoriy fundamental ketina-ketlik bo‘lsin. U hol-

da har bir £ > 0 uchun shunday N, mavjudki. n,m > N, bo'lganda
o (Zn, Tm) = max bz, (t) —zm ()] <€ (21.2)

tengsizlik bajariladi. Bu esa {z,} funksional ketma-ketlikning [a, b] kesmada
tekis yaginlashish shartidir. Shuning uchun {z,} ketma-ketlik [a, b} kesmada
aniglangan birer z uzhuksiz funksiyaga tekis yaginlashadi. Agar (21.2) teng-

sizlikda n > N, bo'lganda m — oc da limitga o‘tsak.
p(zn,2) = max |2 (1) ~ = (1) | < ¢

tengsizlik kelib chigadi, ya'ni {2n} ketmna-ketlik Cla, b] fazo metrikasida =
tunksiyaga vaqinlashadi. A
21.7. 4 to'la metrik fazodir. Isbotlang.
Isbot. {.r(")} C £p ixtivorty fundamental ketma-ketlik bo‘lsin. U holda har

bir ¢ > 0 uchun shunday Ne mavjudki. n,m > N, bo'lganda

=

p (r("),;r("‘)) =.> (:rf:") — xfr’"))Z <
k=1

™

(21.3)

tengsizlik bajariladi, bu yerda 2™ = (xg"),:r,g"),...,.2?,(:1),...). (21.3) dan

\

kelib chiqadiki, ixtiyorty & natural son uchun

:L'in) - :rgn) I < £ ho'ladi, ya'ni
!
har bir & da 3:5:") haqiqiy sonlar ketma-ketligi fundamentaldir va shuning

uchun u yaginlashadi. Aytaylik,
zr = lim :r,fr"’), k=1,2,...
n—o0

bo‘lsin. Endi z bilan yugoridagi zx limitlar orqali tuzilgan (@, *2,..., Tk .. .)
ketma-ketlikni belgilaymiz.
Quyidagilarni ko'rsatishimiz kerak:

(s o)
a) Elfi <oo,vani ¢ € by,
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b) lim p(z, ) =0,

(21.3) tengsizlikka asosan har bir belgilangan N natuvral son uchun

N 2
3 (o0 - o) < 2

k=1
tengsizlik o rinli. Bu tengsizlikning chap tomonidagi yig'indida cheklita qo'shi-
luvchi bo'lgani uchun n > N, ni tayinlab, m — oo da lmitga o'tsak,

N 2
M (rg’) - ;rk) < <!

v,
k]

tengsizlikka kelamiz. Bu tengsizlik barcha N larda ofrinli, shuning uchun
N — oo da limitga o'tsak,
nG N 2
z (:cfc") - xk) <g? (214)
k=1
tengsizlikka ega bo‘lamiz.
o 2
. 2
> (), 3 (=)
k=1 k=1
gatorlar yaginlashuvchi bo‘lgani va
) S I
o~ 2 _ _ (n - _ n n)
-’L'k—L(\Tk :rk xk) <2L(k lk)+2L([Lk)
k=1 k=1
munosabatdan
o4
2
2%
k=1
qatoring yaqinlashuvehi ekanligi kelib chigadi, ya’ni a) tasdig isbotlandi.

(21.4) tengsizlikda ¢ > 0 ixtiyoriy son bo‘lgani uchun

7/

lim p (:r: x(")\ = lun IZ 'ka - .z(")\

Nn--300
-1
tenglik o‘rinli bo'ladi, ya'ni 4 fazo metrikasida x{™ — 2. b) tasdiq han: ishot
bo'ldi. A
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21.8. Oy[—1, 1] metrik fazo to'la emas. Isbotlang.

Isbot. Buning uchun Cs[—1, 1] fazoda uzluksiz funksiyalarning

I -1, ze[-1, -1/n],
fal@) =4 nz, xe(-1/n, 1/n),
1, ze(l/n, 1]

¥ 4

{

21.-chizma

ketma-ketligini qaraymiz. Bu ketma-ketlik Ca[—1, 1] fazoda fundamentaldir,
chunki harcha z € [~1, 1] lar uchun |f, (z) — fm (2) | < 1 ekanligini hisobga

olsak va n < m desak,

2 fn) = | U @) = fn()Pde s [ 1az=2
F .m.m)— (fn(l) fm(’)) :l‘_~/ 1 x—‘ ﬁOa 1 — OO,
J—1 —1/n n

Birog {fa} ketma-ketlik Co[—1, 1] fazodagi birorta ham funksiyaga yaqgin-

lashimaydi. Hagiqatan hag, f € Cp[—1, 1] ixtivorty funksiya va

j ~1, agar x €[-1, 0),
p(x) =
l 1, agar z €10, 1]

nel migtada uzilishga ega funksiya bo‘lsin. Ko'rinib turibdiki,

4

0. ze[-1, —1/n]U[1l/n, 1],
nx+1, ze(=1/n, 0),
nr—1, xe€l0. 1/n).

falm)—p (@) = ¢
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Bundan tashqari barcha z € [—1, 1] lar uchun |f, (z) — @ ()| < 1. Shuning

uchun
1/n
/(f,, x)— f,u:r)) da‘_-/ (fo(2)— x)) da<——'0 n — oo,
—1i/n

(21.5)

Agar Minkovskiy tengaizligidan foydalansak {{19.22) ga qarang),
1
3

/ @ -2 | <

fn @) da \ / (u@)—p@)Pds|  (L6)

?engmzl.kka. .mla.m.z. Endi quytdag:
rl
/ (f (=) —e@)*de>0 (21.7)
~1

tenggizlikni ishotlaymiz. Uning isbotini ikki holga ajratamiz.

1) Faraz qilaylik, f(0) < 0 bo'lsin, v holda f ning nzluksizligiga ko‘ra
shunday &; > 0 mavjudki, barcha x € [0,0;] lar uchun f(z) < 1/2 bo'ladi.
Buundan

1f (@) —p@) P 21/4, z€]0, &] (21.8)

tengsizlik keiib chiqadi. (21.8) tengsizlikni [0, ;] kesma bo'yicha integrallab,

1
. . gy
[ @-v@ri: [t@-cere>
sengsizlikka kelamiz.
2} Agar biz f(0) > 0 deb faraz qilsak, u holda shunday d2 > 0 mavjndki,
barcha « € [—d;, 0) lar uchun |f (2) — ¢ (z)] > 1/2 bo'ladi. Bundan

/ (f (7)_+7('1)) G’J‘\ / (] SC)——- .) ],.)) dr > _(_;:

Demak, (21.7) tengsizlik isbot bo‘ldi. (\21.6 ) tengsizlikdan

{./_l, (S (x) = fa (x))’ dr g >
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2/ 'l ((x) = (r))? darr - [/ l. (o () - 9 (2))? dx] (219)

u olamiz. (21.5), (21.7) va (21.9) lardan

o(f, fa) = [/_.ll (f(x) —f,,(g;))2dafr

ning nolga yaqinlasha olmasligi kelib chigadi, ya'ni { f.} ketma-ketlik Co{—1, 1]
dagi birorta ham funksiyaga yaginlasha olmaydi. A

21.9. 4,, p>1 va m, ¢, q fazolar to'la metrik fazolardir.

21.1. Ichma-ich joylashgan sharlar hagidagi teorema

Malumki, analizda ichma-ich joylashgan kesmalar hagidagl lemma keng
go'llaniiadi. Metiik fazolar nazeriyasida esa ichma-ich joylashgan yopig shaer-
{ar hagidagi tecrema deb ataluvchi quyidagi teorema shunga o'xshash muhim
ahamiyatga ega.

21.1~teorema. X netrik fuzo to‘ls bo lishi uchun undagi iztiyoriy ichma-
ich joylashgan va radiuslari neolga mbliuvchi yopiq shavlar ketma-ketligining
kesishmast bo‘sh bo'lmusligi zarur va yetarlidir.

Isbot. Zaruriyligi. X to'la metrik fazo bo'lsin va By, Ba, Bs, ... - ichma-
ich joylashgan yopig sharlar ketma-ketligt bo'lib, ularning radiuslari ketma-
ketligh nolga intilsin. B, sbarning markazi r, nugtada va radiusi r, bo‘lsin.
Barcha m > n lar uchun p(xy, 2m) < v va 7 — oo da m — 0 bo'lgani
uchun, sharlarning markazlari ketma-ketligi {2,} fundamentaldir. X to'la

metrk fazo bo’lgani uchun lim z, mavjud. Aytaylik,
. --200

lim z, =2

n—oco
bo‘lsin. Har bir n da barcha m > » lar uchun 1z, € B,. Shunday ekan, har
bir n da z rugta B, shar uchun urinisk nugtasi bo‘ladi. Barcha n larda B,
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vopiq bo‘lgani nchun x € 5, . U holda

re (VB —~= [|B.7#0

n=1

Yetarliligi. X da ixtiyorly {z,} fundamental ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. U
holda bu ketma-ketlik uchun shunday n; nomer topiladiki, barcha n > ny lar-
da p(zn, 2n,) < -% tengsizlik o'rinli bo'ladi. Markazi x,, nuqgtada va radiusi 1
ga teng ) yopig sharni olamiz. Keyiu ng > ny nomerni shunday tanlaymiz-
ki, barcha n > ng larda p(xn. 2n,) < 51—2- tengsizitk bajarilsin. Markazi ap,
nuqtada va radiusi —;— ga teng By yopiq sharni olaniz. Tanlanishiga ko'ra,
By C By, ry =1, 19 = 5 Endi ng > ng somend shunday lanlaymizki,
barcha n > ng larda p(ap, 2n,) < 2l tengsizlik bajarilsin. Agar sk usulda

Ty Tnygy - - -, Tp,, Duqtalar tanlangan bo'lsa. u holda z,,, mugtani shunday

. \ 1
tanlaymizki, ngpyy > mnp va barcha n > 1y larda p(lrn,:rn,m) < T

bo'lsin. Yugoridagidek markazi @y, da va radiusi 5 & teng bo'lgan yopig
sharni Bgyy orqgali belgilaymiz. Sharlarni bunday qurish jurayonini davom
ettira borib, ichma-ich joylashgan yopiq shariar ketma-ketligint hosil gilamiz

va ularning radiuslari ketma-ketligi < rp = , k — oo da nolga inti-

1
k=1
ladi. Teorema shartiga ko'ra, r | Bp £ 8 vax € ﬂ B, bo'lsin. Bu sharlar

-1
ketma-ketligi unumiy nugtaga ega va bu nugtam z deb belgilaymiz. By shar-
lar ketma-ketligining qurilishiga ko'ra © nugta {,,} ketmna-ketlikning limiti
bo‘ladi. {zn} fundamental ketma-ketlikning {z,.} aismiy ketma-ketligi z
migtaga yagindashgani uchun, {z,} ham x mugtaga yvaginlashadi. Shunday
qilib, z = lim z,. A
n—oo
21.2-teorema (Ber teoremusi). Tole metrik fazoni hech yerdu zich bo'l-
magan senogli sondagi to’plamlar yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkm

CIas.
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Isbot. Teskaridan faraz qgilaylik,

o

X=M,

n=1l

ba'lsin, bu yerda M, larning har bin hech yerda zich bo‘lmagan to*plamliar.
Radiusi 1 ga teng biror By yopiq sharni olamiz. Farazimizga ko‘ra M; to'plam
By da zichmas. Shaning achun radiusi %dan kichik shunday voplg B C 5y
shar mavjudki, B[ M; = 8. Hech verda zichmas My to‘plam #; shar-
da ham zichmas, shunday ekan, radiusi -1- dan kichik shunday B, C 5
yopiq shar mavjudki, Baf| Mz =0 va hokazo. Jarayonui shn usuida cheksiz
davom ettirih, yopiy sharlarning shunday ichma-ich joylashgan {B,} ketma-
ketligini hosil gilamizki, ularning radiuslari ketma-ketligi nolga intiladi. 21.1-

cC 0
teoremaga ko'ta {| B, # 0. Faraz gilaylik, z € [} B, bo'lsin. B, sharlar-
ne=]l n=1

o0
ning tuzilishiga ko'ra ixtiyoriy n da z ¢ M,, shunday ekan, = ¢ |J M,
n=l

oo
va'ni X # U M,. Bu farazimizga #id. A
n=1
21.2. Metrik fazolarni to‘ldirish
Agar R metrik faze to'la bo‘lmasa, uni biror usul bilan (aslini olganda
yagona ustul bilan) biror to'la metrik fazo ichiga joylaghtirishimiz mumkin.
21.3-ta’rif. Agar: 1) R metrik fuza R* to'la metrik fozoning qism fazosi
bolsa; 2) R toplam R* ning hamma yerida zich, ya'ni [£] = B* bolsa, v
holda R* metrik fazo R metrik fozoning to‘ldirmasi deyiladi.
21.3-teorema. Har bir R metrik fazo to‘ldirmaga ega va bu toldirma
fazo R wing nugtalaring go‘zg‘almas holda goldiruvchi izometriya anigligide
yagonadir.
Isbot. Dastlab to'ldirma fazoning yagonaligini isbotlaymiz. £* va R*™
lar R ning ikkita to'ldirma fazolari bo'lib, p1 va pg mos ravishda ulardagi

mazofalar bo'lsin. Ta'rifga ko'ra, har bir 2* € E* wchun shunday {z,} C R
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ketma-ketlik mavjud bo'lib, {z,} — 2* bo'ladi. U hoida

lim p(Tn,2m)= lim py(rp,Tm)= lm pp(1p.2,)=0
m2n—mn Mo N—o mon -

munosabatga ko‘ra, {z,} ketina-ketlik R, R* va R** fazolarda fundamental
ketma-ketlik boladi. Shuning uchun, yagona £ € RB** mavjud bo'lib, {z,} —
. Bu z** migta {r,} ketma-ketlikning tanlanishiga bog'liq emas. Chunki,

agar {z,} — z* va {y; — z* bo'lsa,

Ty, agar n =2k —1,
Zg =
Y. egar n =2k

ketma-ketlik ham z* ga yaqginiashadi. Tuzilishiga ko‘ra, {z,} — fundamental
va uning {z;} gismiy ketma-ketligi 2** nuqtaga vaqginlashadi. U holda {z,}
aing o‘zi ham 2™ ga yaginiashadi va shunday ckan, {y,} qismiy ketma-ketlik
ham z** ga yaqginlashadi. Ko‘rsatilgan yo‘l har bir x* € R* uctiun yagona £**
ni mos go'yadi. B va B™ o'rtasida ¢(z*) = ™ moslikni o‘tnatamiz. Agar
z € K bo'lsa, z € R* va © € B* bo'ladi, hamda =z, = z statsionar ketma-
ketlik z elementga R* va R** fazolarda yaginlashadi.

Shuning uchun, ixtiyoriy € R uchun () = z. Bu usulda aniqlangan ¢
moslik B* ni A™ ga o‘zaro bir qiymaili akslantiradi. Endi ¢ ning izometriva
ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, {z,} — =¥, 2° € R* va {z,} — 2™, 2 ¢
R™ va {yn} — ¢*, ¥ € R* va {ya} — o™, y™ € £ bo'lsin. U holda

metrikaning uzluksizlik xossasiga ko‘ra

p1(xy") = lim py (2n,¥n) = lim p(2n, ¥n)
n—oo n—oeo
va
P2 (:1:”4/**) = lim P2 (xmyn) = lim P (xmyn) .
n—e n—o0
Bundan

121 (:r*,’g*) = P2 (I**’y**) .
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Demak. K* ni RB* ga o'zaro biv giymatli akslantiruvehi o moslik mavjud
bo'lib, u quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:
1) barcha z € R lar uchun o(x) = z;
2) agar =¥« " <> ¢ bo'lsa, u holda p (¢*,y%) = p2 (z™.4*).
To'ldirma fazoning vagoualigi isbotlandi.

Endi to'ldirma fazeaning mavjudliging isbotlaymiz. R ixtiyoriy metrik fazo

bo'lsin. K dan olingan {z,} va {z,} fundamental ketma-ketliklar

lim p(zn,7,) =0
n—oo

shartni ganoatlantirsa, ular ekvivalent deb ataladi va {2,} ~ {2} ko‘rinishda
yoziladi. Tekshirish giyin emaski, fundamental ketma-ketliklar o‘rtasida kiri-
tilgan bu munosabat refleksiv, simmetrik va tranzitivdir.

Bundan kelib chigadiki, B ning elementlaridan tuzilgan barcha funda-
mental ketma-ketliklar to'plami bar biri o'zaro ekvivalent ketma-ketliklardan
tashkil bo‘lgan va kesishmaydigan sinflarga ajraladi. Endi £* fazoni aniglaymiz.
£* ning clementlari sifatida yugqorida aniglangan o‘zarc ekvivalent funda-
mental ketma-ketliklardan iborat sinflaro: qabul gilamiz va unda mascfani
quyidagicha aniqlaymiz. z* va y* shunday sinflardan ikkitasi bo'lsin. Bu sinf-
larning har biridan ixtiyoriy ravishda bittadan vakil tanlaymiz, ya'ui {z,} €
z* va {yn} € v* fundamental ketma-ketliklarni olamiz. = va y* orasidagi
masofani

7 (%) = lim p(@n, ¥n) - (21.10)
n--10o0
usulda aniglaymiz. Magofani bu usulda aniglash nugsonlardan xoli ekauligini
ko‘rsatamiz, yani (21.10) limit mavjud, hamda {z,} € =* va {ya} € ¥*
vakillarning tanlanishiga bog'liq emas.

Ushbu

| £(2n, ¥n) = P (Tm, Ym) | < £(Zn, Tm) + P (Yn, Ym) (21.11)
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tengsizlik ko‘rsatadiki, agar {r,} va {u.} lar fundamental ketma-ketliklar

bo‘lsa, ixtiyorty € > 0 uchun shunday n va m lar mavjudki,

[ 2 (20, Un) — P(Zm, Um) | < €

tengsizlik bajariladi. U holda ¢ = p(2n, ) sonli ketma-ketlik Koshi kri-
teriysici ganoatlantivadi va shunday ekan. {c,} chekli imitga ega.

Bu limit {z,} € z* va {y»} € ¥* larning tanlanishiga bog'liq emas.
Hagiqatan ham, {2,} € z*, {2,} € 2* va {4} € v*. {4} € ¥* bo'lsin.

{zn} ~ {2} va {ua} ~ {y,} bolgani uchun

lim p (rn,x;) =0 va limp (ymy;) =0

Nn—00

bo'ladi. U holda
‘/—’(l'na'yn) —p (:v;,,'y;) | <p (xnﬂ) +p (yn,y;)

tengsizlikdan
Jim (20, o) = N p (7, 5p)
tenglik kelib chiqadi.

Endi R* da (21.10) formula bilan aniglangan p* akslantirish metrika ak-
stomalarini ganoatlantivishini ko'rsatamiz. Ishonch hosil qilish givin emaski, 1-
va 2-aksiomalar bajariladi. Endi nchburchak akstomasining bajarilishim tek-
shiramiz. Berilgan R fazoda vchburchak aksiomasi bajarilgani uchus ixtiyoriy.
{zn} € 2* va {yn} € ¥* va {%} € z* fundamental ketma-ketliklar uchun.
barcha = larda

0(Tn, #n) < p(Tny Yn) + P (Yn, 2n)

tengsizlik o'rinli. Bu tengsizlikda n -+ oo da limgitga o'tib,
lim p{(Zn, 2) < Hm p(%p, yn) + lm p(un, 2)
N— 71 -->00 n—>00
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tengsiziikni olamiz, ya'ni
LI P S L Y U T ok _x
() <t (ay) ot (v 7).

R metrik fazoni B* ning qism fazosi sifatida qarash mumkinligin ko‘rsatamiz.

Har bir z € R ga {%, = x} staisionar ketma-ketlik va unga ekvivalent
fundamental ketma-ketliklardan tashkil bo‘igan sinfni mos go‘vamiz. Bu sinf
z ga yaqinlashuvchi {z,} C R ketma-ketliklardan iborat. Tuzilishiga ko'ra
bu sinf bo'sh emas. Shu bilan birgalikda, agar z, y € R uehun 2z = nlinolo Tn

va Yy = T}im Yn bo'lsa, u holda
oo

p(2,y) = lim p(zn,yn) -

Chunki, (21.11) ko‘ra

]Io (Ivy) - p(‘rﬂzflﬂ) ! < /)(.’L',il?n) + p(.’:’v f»/n) .

Shunday ekan, har bir z € R ga unga vaginlashuvchi fundamental ketma-
ketliklar sinfi #* ni mos qo‘yish bilan £ ni #* ning ichiga izometrik ak-
slantiramiz. Bundan keyin R va uning R* dagi aksini farq gilmay R wi R*
ning gism fazosi deb qarash mwmkin. Navbat R metrik fazoning R* ning
hamma yerida zich ekanrligini ko‘rsatishga keldi. Iutiyoriy z* € R* element va
ixtiyoriy € > 0 sonni olamiz. z* siufdan vakil tanlaymiz, ya'ni {z,} funda-
mental ketma-ketlikni olamiz.

Endi NV nomerni shunday tanlaymizki, n > N va m > N bo'lganda

3

P (Zn, Tm) < € bo'lsin. U holda n > N da
P (zp,27") = Lim p(z,,2,) <e.
m—oQ
yani «* ning ixtiyorly e— atrofi R ning nugtasini saglaydi. Shunday qilib,
£ ning K* dagit yopigh H* ga teng.
Endi R ning to‘laligini isbotlash qoldi. Dastiab shuni ta’kidlash lozimki,
g g q
R* ning tuzilishiga ko‘ra, R dan olingan ixtiyoriy fundamentai ketma-ketlik
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shu ketma-kethikni saqlovchi z* € R* elementga yaqinlashadi. K fazo K* da
zich bo'lgani uchun R* dan olingan nuqtalarning ixtivoriy xy,x3,...,25, ...
findamental ketma-ketligi uchun R da shunday z1,%2,.. ., Zp, ... fundamen-

tal ketma-ketlik topiladiki.
lim p* (2n,25,) =0
7n--300

Buning uchun har bir n da 2z, € /£ nugbani p* (2, 2}) < 1/n shart bo‘yicha
]

tanlash yetarli. Tanlangan {x,} ketma-ketlik K da fundamental va R* ning

aniglanishiga ko'ra, biror @* € A* ga yaqinlashadi. U holda
q &
oo, x:) < p*(z”, ;z.‘n) + ¢ (xn, 'z:,)

tengsizlikka ko‘ra,
1}1{101 Pz x) =0,

va'ni {z}} ketma-ketlik z* ga yaginlashadi. A

21.10-misol. X deb ratsional sonlar to'plamini belgilasak, u to‘la bo'lmagan
metrik fazo bo‘ladi. Uning to‘ldirmasi X *— hagiqly sonlardan iborat metrik
fazo bo'ladi. Cyla, 8] to‘la bolmagan metrik fazo bo'ladi. Uning to‘ldirmasi
La[a, b] fazodic (26-§ ving 26.18-miscliga qarang).

21.3. Meirik fazolards kompakt to‘plamlar

Matematik analiz faniga gat’ty asos solishda va uning rivojida Bolsano-
Veyershirass teoremasi va Geyne-Borel lemmalari fundamental ahamiyatga
ega. Bolsano-Veyershitrass teoremasiga ko'ra sonlar o‘qidagi istalgan chegara-
langan cheksiz to‘plam kamide bitta limitik nugtaga ega. Geyne-Borel lem-
masiga ko‘ra sonlar o'qidagi [a, b kesmaning ixtiyoriy ochiq qoplamasidan
chekli gism goplama ajratib olish mnukin.

Sonlar o'gidagi chegaralangan cheksiz to‘plamlar va kesmalarning bu xos-
salarini metrik fazolarda umumlashtirish magsadida biz kompakilik tushun-

chasiga kelamiz.

206
www.ziyouz.com kutubxonasi



i
/

Kompakt toplamlar tushunchasi metrik fazolardagi asosty tushunchalay ‘/ﬁ
biri hisoblanadi. Kompakt to‘plamlar kompakt operatorlarni ta’riflashd#
nlarni tekshirishda qo‘flaniladi. V4

e

Bizga X metrik fazo berilgan bo'lsin. M va A, to‘plamlar X ning 4‘: {&

e Yt g . : p L o
to‘plaralari bo'lsin. {4, } to‘plamlar sistemasi {A,} to‘plamlar sistemasiy
qismi bo‘lsin. /1/

21.4-ta’rif. Agar M CUJ A, boflsa, {As} to‘plamlar sistemasi M 1/ /
lamning goplamast rieyz‘la,dé.o Agar {Ay} C {As} gism sistema uchun M/ Ve
\J Ay bilsu, w holde {Ay} sistema M ning qism goplamasi deyiladi. xv /p!’

7

&
siy holda, X =1J Ay bosa, u holda {A,} to‘plamlar sistemasi X fazod

s

goplemasi deyz'lu,(:ﬁ y
1)
21.5-ta’nif. Agar K C X to‘plamning istelgan ochig goplamasidan c# ‘ﬁ’
gism goplama ajratish mumkin bolse, u holda K kompakt to plam deyil//’, /’
Agor X fazoning istalgan ockiq qoplamasidan chekli gism goplama gjra
mumkin bo‘lsa, u helde X kompakt meirik fozo deyiladi. 14‘
Quyida ko‘rsatamizki, sonlar o‘qida [a, 0] kesma kompakt to‘plam bot’ {1’4
hifan bir gatorda R” va C" fazolarda istalgan chegaralangan yopiq 1:0‘;)1{’4/
kompakt to‘plam bo'ladi. Aksincha, sonlar o'qi, R® va C* fazolar komﬁﬂ
bo‘lmagan metrik fazolarga misol bo‘ladi.
V.
21.6-ta’rif. Agar K to'plamdan olingan ivtiyeriy {z,} ketma-kethkﬂ/ //

Endi 21.5-ta’rifga ekvivalent bo‘lgan quyidagi ta’rifui keltivamiz.

K du yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumbkin bolsa. K ga k/ (

pakt to‘plam deyiladi. f;”
21.7-ta’rif. Agar M to‘plamning yopig'i [M] kompakt to ‘plam bo‘lsa, '///

itiyoriy {zpoy C M ketma-ketlikdan X da yaginlashuvchi gismiy k’et/

ketlik ajratish mumbkin bo‘lsa, M ga nisbiy kompekt to'plam deyiladi. 1‘;

Endi biz R" yoki C" fazolardagi to‘plamlarning kompaktlik kriteriy? l
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beramiz. Quyida @ bilan (0,0,...,0) € R® nuqta belgilangan.
21.4-teorema. R® (C"*) meirik fuzodage K to‘plam kompakt bo lishs uchun,
uning chegarelangan va yopiq bo lishi zarur va yetarlidir.
Isbot. Yetarliligi. Chegaralangan va yopig K C R" to‘plam berilgan
bo'lsin. A chegaralangan to‘plam bo‘lganligi uchun u biror B[9,7] sharda

saqlanadi, ya'ni ixtivorly z € K uchun

Nl < (21.12)
k=1

/)(.15,0) =

Endi K to‘plamdan ixtiyoriy () = P , P :r,(," 1) ketma-ketlik olamiz.
» R 1 2 ]
{z®@} ketma-ketlik hadlari ham (21.12) tengsizlikni qanoatlantiradi. Bundan
[+ o0 o
esa {:cgp )} , {J:g’ 2t venes { m,({’ )} sonli ketma-ketliklarning chega-
=1 4 p=1 L p=1 i
rafangan ekaniigi kelib chiqadi. Bolsano-Veyershtrass teoremasiga ko‘ra {argp)}

©) (pey)

ketma-ketlikdan biror 27" songa yaginlashuvchi { x; qismiy ketma-

. . . . . Pk i . ;
ketlik ajratish mumkin. Chegaralangan {.rg ‘)} ketma-ketiikdan Bolsano-
. s . - 2 .
Veyershtrass teoremasiga ko'‘ra biror ng) songa yaqiniashuvehi :cz(, ) } qis-

miy ketma-ketlik ajratish mumkin. Bu holda ham {:L‘Spk’z) } gismiy ketma-
ketlik xio) songa yaqinlashuvehi bo'ladi. Xuddi shu yo'l bilan n-chi qadamda

m'(,l’ku- 1 )

chegaralangan { ketma-ketlikdan Bolsano-Veyershtrass teoremasi-

ga ko'ra hiror P songa yaqiniashuvchi {:L,(f’ ’“")} gisiniy ketma-ketiik ajratish
mumkin. Natijada hosil bo‘lgan { zPrn) = (1?”"'). J,g’ W) L aP "'")) } ketma-
ketlik 2 = (:cﬁ"’, :r.go), ciey :1:2))) elementga yaginlashadi. K yopiq to‘plam
bo'lganligi uchun z® € K bo'ladi. 21.6-ta’rifga ko‘ra K kompakt to‘plam
bo'ladi.

Zaruriyligi. Bizga R™ metrik fazodagi K kompakt to‘plam berilgan bo‘lsin.
R” fazoning {B (9, n)},_, ochiq qoplamasini olamiz. Tabiivki, {8 (0, n)}nz,
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ochig sharlar sistemasi A to'plamni bam qoplaydi. K kompakt to‘plam
ho‘lganligi uchun shunday chekli {8 (8, "i)}£=| qism sistenia mavjudki, u ham
K to'plamni qoplaydi. Agar biz ny, ng, ...,y sonlarning eng kattasini ng bi-
lsn Lelgilasak, B (€, ng) ochig shar X ni saglaydi. Bu esa K to‘plamning
chegaralangan ekanligini bildiradi.

Endi K wiug vopigligiui isbotlaymiz, Teskarisidan farag qilaylik, va'ni K
yopig bo‘linasin. U holda R™\ K to‘plamda K ning hech bo‘lmaganda bit-
ta Limitik nugtasi maviud. Uri 29 bilan belgilaymiz. Limitik nuqgta ta’rifiga
ko'ra 29 ga yaqinlashuvehi {zx} < K, ketma-ketlik mavjud. K kompakt
to'plam bo‘lganligi uchun {zx} ketma-ketlikdan K da yaqinlashuveli {ax}
gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. {zz} ketma-ketlik 2 € R™\K ele-
mentga vaginlashganligh uchun wning ixtiyoriy gismiy ketma-ketligi, jumladan
{x,} qismiy ketma-ketlik ham 2% ga yaginlashadi. Bundan 2% € K ckanligi
kelib chigadi. Bu garama-qarshilik K uing yopic to‘plam ekanligini isbotlaydi.
A

21.1-natija. R* (C*) metrik furodagi K to‘plum nisbiy kompakt bo lishi
uchun, uning cheguralangon bo‘lishi zarur va yetarlidir.

21.2-natija. R? (C7),p 2 1 metrik fazodagi K to'‘plam nisbiy kompakt
bo lishi uchun, uning chegquralangon bo ‘lishi zarur ve yetarlidir.

Metrik fazolarda nisbiy kompakelik tushunchasi to‘la chegaralanganlik tu-
shunchasi bilan ustma-ust tushadi. Shu maqgsadda to‘la chegaralangan to‘plam
pushunchasini beramiz. Bizga (X, p) metrik fazodan olingan A, M to‘plamlar
va € > 0 son berilgan bo'lsin.

21.8-ta’rif. Agar ixtiyoriy £ € M uchun shundsy a € A mavjud bo'lib,
o(x,a) < € tengsiziik bajarilsa, A to‘plam M to'plam wchun € to'r deyiladi.

A to'plam M ning gismi bo'lishi shart emas, winuman A\ M = @ bo'lisli

ham mumkin.
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21.9-ta’rif. Aqgar ixtiyoriy € > 0 son uchun M to‘plamning chekli ¢
to‘ri mavjud bo’lsa, M gu to'la chegaralengan to‘plom deyilad:.

Har qanday tola chegaralangan to*plam chegaralangan bo‘ladi, lekin teskarisi
o‘rinli emas.

21.5-teorema. (X, p) to‘lu metrik fazodagi M to‘plam nisbiy kemnpukt
bo‘lishi uchun, uning to‘le chegaralangan belishi zarur va yetarlidir [1].

Asosty funksional fazolardan biri Cla. ¥] fazodir. Bu fazedagi to‘plamning
kompaktlik kriteriysini keltiramiz. Paragral so‘ugida 4,, p > 1 fazodagi
to‘plamlarning korapaktlik kriteriysini beramiz.

F ¢ Cla, b] funksiyalar oilasi berilgan bo'lsin.

21.10-ta’rif. Agar shunday C > 0 mavjud bo'lib, iztsyoriy ¢ € F' wva
barche z € [a. b] lur uchun |P(x)] < C tengsizlik bujarilsa. u holda ¥
funksiyalar oilasi tekis chegaralangan deyilads.

21.11-ta’rif. Agar itiyoriy € > 0 son wehun shunday 6 > 0 son mawjud
bo‘lib, |xy — wq| < & tengsizlikni qanoatlantiruvchi iztiyoriy z1, 22 € [a, b]
hamnda barcha ¢ € F' lor uchun

| (z1) — ¢ (22)| <=
tengsizlik bajaridsa, F funksiyolar odasi tekis dovajade usluksiz deyiladi.
21.6-teorema (Arsela teoremasij. M C Cla, b] to‘plam nisbiy kompakt
bo‘lishi uchun uning tekis chegaralangan ve tekis darajede uzluksiz bo‘lishi
yetarli va zorurdir.

Isbot. Zaruriyligi. M C Cla, b]— ixtivoriy nisbiy kompakt to‘plam bo‘lsin.
Cla, b] to'la metrik fazo bo‘lgani uchun 21.5-teoremaga ko'ra, ixtiyoriy € da
M rxing chekli {¢1, @2, ..., ¢x} elementdan iborat /3— to'ri mavjud. Har
bir ¢; funksiya [a, b} kesmada uzluksiz bo'lganligi uchur u chegaralangandir,
ya'ni

max | ()| < K, ¢=1,2,... k.

z<[a, b
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K = max K;+
15isk

uchun birorta ¢; da

helgilash kiritamiz. 3~ tor ta'rifiga ko‘ra, har bir ¢ € M

it

[GLER G

p (e, pi) = max | @ () — pi(z)| <
zc|a,h]
tengsiziik bajaritadi. Bu yerdan kelib chiqadiki, har bir z € [a, b] uchun

Iw(w)ls|sa,;(x)|+§s1<.-+§sx.

Shunday gilih, M to‘plam funksivalar cilasi sifatida tekis chegaralangan ekan.
Kantor teoremasiga ko‘ra har bir ¢; funksiya [a, b] kesmada tekis uzluksiz
bo'ladi. Demak, ixtiyorly € > 0 son uchun shunday 6; > 0 mavjud bo'lib,
|z — 29| < d; bo'lganda

| i (z1) — @i (w2} ] < %
tengsizlik bajariladi. Aytaylik, 6 = ixgjgrlk d; bo'lsin. Ixtiyoriy ¢ € M uchun ¢;
funksiyani shunday tanlaymizki, p (¢, @) < % bo'lsin. U holda [z — x5} < 6
shart bajarilganda

lo (1) —@(z2)] <

< 1o (en) = 01 (o) [+l (@) — s (@) [+ 0u (m2) = (@) | < S5+ =¢
o‘rinli. Bundan A{ ning tekis darajada uziuksizligi kelib chigadi.

Yetarliligi. Funksiyalarning M C Cla, b] oilasi tekis chegaralangan va
tekis darajada nzluksiz ho'lsin. Agar biz, ixtiyoriy € > 0 son uchun M
ning chekli ¢ to'rl mavjud ekanligini ko‘rsatsak. 21.5-teoremaga ko'ra M
ning nisbiy kompakt to‘plam ekanligi kelib chiqadi. Hamma ¢ € M va
barcha = € [a, B] whun |p(z)| € K bo'lsin. Ixtiyoriy ¢ > 0 uchun
9 > 0 ni shunday taniaymizki, barcha ¢ € M lar uchun |ry— 29 < 8

€

bo'lganda | (z;) — @ (z3)| < 5 shart bajarilsin. Koordinatalar sistemasi-

ning OX o'gidagi [e, b] kesmani
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nugtalar bilan uzunlikari 4 > 0 dan kichik oraliglarga bo‘lamiz va bu nugtalar
orgali OY o'qiga parallel {vertikal) to'g'ti chiziglar o‘tkazamiz. Keyin OV

o‘qidagi [— K, K] kesmani
~K=yg<y <P <. <yp=K

nuqtalar bilan wsunliklari 5 dan kichik oraliglarga bo'lamiz va bu bolinish
nuqtalari orqali OX o'giga pavallel (gorizonial) to'g'st chiziglar o' thazamiz.

3

Shunday qilib, [a, b] x [ K, K] to'g‘ri to‘rthurchak gorizontal tomoni & dan

kichik va vertikal tomoni — dan kichik vacheykalarga ajraladi. Harbir o € M
funksiyaga uchlari (xg, y) nuqgtalarda bo‘lgan va har bir x5 nuqtada @(zp)
dan % dan kichik chetlangan ¥ siniq chizigni mos qo'vamiz (bunday sinig
chizig mavjud).

Bu () sinig chizigning tanianishiga ko'ra

A
i m

v e (zr) — @ (@) <

wrm

€
o () =% (@) | < g0l l@rn) = v (@ea) | <
bo‘lgani uchun
3=
% () = ¥ (@rr) | < ¢
tengsizlik bajariladi. Tuzilishiga ko‘ra ¥ funksiya [xg, 2x41] kesmada chizigli
bo'lganligi sababli, barcha x € [z 2x4a] lar nchun
36.
) - @) < £

Endi £ — [a, b} kesmaning ixtiyorly nuqgtasi va & esa x ga chape

r_.:

eng

aqin bo'linish nugtasi bo‘lsin. U holda
yaq |

lo (@) — ¢ @) < olz) — @) e () = (@) [ HE (@) — ¢ (2)| S e

Shunday ekan, yuqorida ko‘rsatilgan usulda qurilgan barcha 2 siniq chiziglar
to'plami chekli va u M to'plam uchun £ to'r bo'ladi. 21.5-tenremaga ko'ra
M nisbiy kompakt to‘plam bo‘ladi. A
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21.11~misol. Cla, b] fazoda

F= { y(s) = /"K (s.t) z(t) dt, = € B[O, 1]} (21.13)

Ja

funkstyalar oilasiui nisbiy kompaktlikka tekshiring. Bu yerda B[0,1] to‘plam
Cla, b] fazodagi markazi nol nugtada radiusi 1 ga teng bo‘lzan yopiq shar.
K(s,t)— [a, b] % [e, b] kvadratda aniqlangan uziuksiz funksiya.

Yechish. Arsela teoremasiga kora £ funksiyalar oilasining tekis chega-
ralangan va tekis darajada uzluksiz ckanligini korsatish yetarli. K(s,t) funk-
siya [a, b] % [a, b] kvadratda uzhiksiz bo‘lganligi nchun u chegaralangan, ya'ni
shunday € > 0 son mavjudki, barcha s, t € [a, 8] lar uchun |K(s,t)| < C
tengsizlik o'rinli. x € [0, 1] shartdan max lz(t)| <1 ekanligi kelib chiga-

di. Eadi /' funksivalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz:
Iy ()| = / K (s,1) o (t) dt
a

Bu tengsizlik F' funksivalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini ishotlay-

b
< ,-/ 1 (s, )] - |e @) dt<C1-(b—a).
Ja

di. Endi F' funksiyalar oilasining tekis darajada uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz:
b

|9(s) = ()| = |
iJa

b
K (s1,t) z(t) dt — / K(sg,t) z(t) dt| <
Ja |
b
s/ 1K (s1,8) — K (s,8)| - |z (®)| dt<e-1-(b—a).

So'nggi munosabat sy — se| < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha sy, 52 €
[a, b] va barcha » € B[0,1] lar uchun o'rinki. Demak, F funksiyalar oilasi
tekis darajada nzhiksiz ekan. Shunday qilib, Arsela teoremasiga ko‘ra (21.13)
tenglik bilan aniqlangan I funksiyalar oilasi nisbiy kompakt to‘plam bo‘ladi.
A

Eadi tekis chegaralangan, lekin tekis darajada uzluksiz bo'lmagan @ funksi-
yalar oilasizga misol keltiramiz.

21.12. C[0, 1] fazoda
2wt
{:m (t) = _‘“2_? a € (0, oc)} (21.14)
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funksiyalar oilasini nisbiy kompaktlikka tekshiring.
Yechish. Arscla teoremasiga ko'ra (21.14) tenglik bilan aniglangan & funksi-
valar oilasining tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz ekanligini tek-
shirishimiz kerak. (1 -« t)2 =1-20 t+0%* > 0 tengsizlikdan |z, (¢)| <1
ckanligi kelib chiqadi. Demak, ¢ funksiyalar oilasi tekis chegaralangan ekan.
Tekis darajada uzluksiz emas degan tushunchani ta’riflayroiz.

Agar biror € > 0 son va ixtiyorty é > 0 uchun shunday z, € ¢ va

shunday ty, t2 € [0, 1] lar mavjud bo'lib |t; — %2 < § tengsizlik bajarilganda
|24 (t1) — 26 (t2) | =€

tengsizlik bajarilsa, ¢ funksiyalar oilasi tekis davajada uzluksiz emas deyiladi.
. 1 - e . 1 1
Endi € = ~ va d > 0— ixtiyoriy son bo'lsin. Agar o« > = va t; = —, £, =0
2 “ P o’

1 .
bo‘lsa, u holda | — 2] = — < ¢ bo'ladi, ammo

a
201

2o () — 2o (ly) | = ——=%F+=1>¢

I (l) a(Z)l 1_'_&2‘:_:?

tenggizlik o'riuli. Demak, ¢ funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas
ckan. Shunday gilib. (21.14) tenglik bilan aniglangan ¢ funksiyalar oilasi nis-
biy kompakt to‘plamn emas ekan. A

Arsela teoremasining umumlashmasi quyidagicha. Cpyy bilan M to‘plamni
N to‘plamnga akslantiruvchi barcha uzluksiz akslantirishlar to'plamini belgi-
laymiz. Bu yerda M va N lar kompakt to'plamlar.

21.7-teorema (Arsela teoremasining umumlashmasi). D C Cyn to‘plam
nisbiy kompakt bo lishi uchun D ning tekis dorajoda uzluksiz bolishi zarur va
yetarli.

Endi 4,, p > 1 fazoda to‘plamning nisbiy kompaktlik kriteriysini heramiz.

21.8-teorema. K C £, fo‘plam nisbiy kompakt bo ‘lishi uchun uning chega-
relangan ve £ > 0 son ganday bo lmasin, shunday ne nomer mavjud bohb,

214

www.ziyouz.com kutubxonasi



(S1; &2, -+ &

> ng va barcha £ =

wtiyoriy n > Ene -
[e.9]
> gl <e
j=n+l1

shartning bojarilishi zarur va yeiark.

Isbot. Zaruriyligi. Bizga nisbiy kompakt K C

K lar uchun

)e

¢p ta‘piara beriigan bo'lsin.

U holda u to'la chegaralangan bo‘lgani uchun, chegaralangan ham bo‘ladi.

Endi ikkinchi shartning bajarilishini ko‘rsatamiz

¥

Biror

quramiz. Har bir z € K achun — to‘rga tegishli

laymizki, pp (z, 2;) <n bo'lsin. Har bir z = (&, &2, . -

uchun Spx = (&1, €2....,%,0,0,...) va fyx

belgilashlarni kiritamiz. U holda = va 8 = (0, 0, .. ..

op (Bni,0) = pp (=,

+pp (Rai, 0) < 2pp (2, 25) + pp (Ba®i, 0) <

> 0 sonni olamiz va K uchun chekli 7—to'r {z1, w2,...

Saz) < pp (. 2i) Fop (T4, Snz) <

) .'L‘k} ni
slementni shunday tan-
)E

. »gn—i—l- €n+27 ..

Ty

Y S ?p element
(©,0,.. )

0, ...) elementlar uchur
op (2, i) +0p (SnZi, Sp) +

27+ pp (Rnzi,0)

Aniqlanishiga ko'ra, har bir belgilangan 2 element uchun

n—oc

hm pp Rpz,0) = lim ( Z ]éj|p}

\jent1

Shuning uchun, shunday ny nomer mavjudki,

=12,...
bo‘lganda

pp (Hn2,8) < 3n.

Agar ixtiyorly € > 0 uchun n =  desak,

<

Pp (Rﬂfcv 9) = yoki

Z |§JV’}

j=n+l1
bo‘ladi.
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,k lar uchun pp (Rpz;,0) < 7 bo'ladi. Shunday ekan, n

\5

0.

n > ny bo‘lganda barcha

2

g

> lgl<er

j=n+l



Yetoriiligi. Chegaralangan K C £, to'plam uchun £ > 0 son ganday
bo‘lmasin, shunday mp nomer mavjud bo'lib, ixtiyoriv n > ng va =z =

(€1, &2, ... &ni...) € K larda

~
Yol <

j=n+1
tengsizlik bajarilsin. Ixtiyoriy ¢ > 0 uchun K to'plamning chekli e— to'ri
mavjudligini ko'rsatamiz. Betilgan ¢ > 0 uchun ngy nomerni shunday tan-

laymizki, barcha z € K larda

i
r

pp(Hu, )= | D I&F] <

J=notl

tofm

tengsizlik bajarilsin. K,y = {Spz: z € K} to'plamni garaymiz. Har bir
¢ € K da pp(Rpx,0) < pp(x,0) orinii va K chegaralangan to‘plam
bo‘lganligi sababii K, ham chegaralangan to‘plamdir.

Harbir Sp0z = (1, &2, -1y 0, 0,...) € Ky, nugtaga (&), &,...,8&n) €

70 pugtani mos qo‘yish bilan A, to‘plamni
1 JO 7 o

Eno = { (‘(.‘;-17 62‘ B 7‘5710) . (El; 52; .. ~:£no;0; 09 o ) S Krno} - R;’O

to‘plamga izometrik mos qo‘yamiz. Kp, chegaralangan to‘plam bo‘lganligi
sababli fin, to'plam RPe da chegaralangan boladi. U holda 21.2-natijaga
ko'ra By, nisbiy kompakt to'plam bo‘ladi. Demak, unga izomorf bo'lgan K,
to‘plam ham nisbiy kompaktdir. Shunday ekan, K,, to'plam uchun chek-

£ . » .
2 to'r mavjud. Bu to'plam K uchun & to‘r

i {z1, z2,..., 2%} elementli
bo'ladi. Haqgigatan bam, ixiiyorly ® € K uchun S,z € K,, va shunday
z; € {1, T2,..., Tk} element mavind bo'lib,
, €
Pp (SpeTh ;) < 3

bo‘ladi. 1J holda

op (2, ) = pp (2, Spo) + pp (Spez, ®,) =
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£ £
= pp (Rppz, t/) + p (SpgLs .’II7) < '2- + -2" = £.

Demak, 21.5-teoremaga ko'ra K nisbiy kompakt to‘plam bo‘ladi. A

Mustaqil ishlash achin savol va topshiriglar

1. 21.8-musolda keltirilgan f, ketma-ketlikni Ci[—1. 1] fazoda fundamen-

tallikka tekshiring. U yaginlashuvchi bo ‘ladimi?
2. Tou va to'lo bolmagon metrik fozolarga misollar keltiring.

3. R metrik fazoda B, = {1——, 1] ichmae-ich joylashgan sharlar
n

ketma-ketliging qaraymiz. Ularning radiuslari ketmo-ketligining nolga in-

tilishini ko ‘rsating. B, sharler ketma-ketligining kesishmasi bo‘sh ekan-

Iiging ishotlang. B, sharler ketma-ketligi uchun 21.1-teorema shartlari

bajariladimi?
4. Cla, b]. Cila, b} va Cyla, b] metrik fuzolarni to lelikke tekshiring.

5. Cla, b] va by metrik fazolorda birlik sharning nishiy kompakt to‘plam
emnasligini isbotiang.

N\
R metrik fuzods A, = l, 1~;1; , n € N gistema M = (0, 1)
n

to‘plam wchun qoplema bo‘fishing ko‘rsating. {An} goplemadan M ni

e

goplovchi chekls qism goplama ajratish mumkimmi? M kompakt to‘plam

bo ladimi?

22-§. Qisuvchi aksiantirishlar prinsipi va uning tadbiglari

Berilgan shartlarda tenglama yechimining mavjudligi va yagonaligi bilan
bog'lig masalalarni mos metrik fazclardagi biror akslantirishning qo‘zg‘almas
nuqtasi mavjudiigi va yagonaligi hagidagi masala ko‘rinishida ifodalash mum-
kin. Qo'zg'almas nuata mavjudiigi va yagonaligi belgilari ichida eng sodda va

- K (e B (& =] oy
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shu bilan birga juda muhim belgl - bu gisuvehi akslantirishlar prinsipt deb
noralanuvchi belgidir.

22.1-ta’rif. X metrik fazo va uni o‘zini-o Zige okslantiruvchi A akslon-
tirish berilgan bo'lsin. Agar shunday o € (0, 1) son mavjud boTib. barcha

z, Yy € X nugtalor uchun
p(Az, Ay) < apla,y) (22.1)

tengsizlik bajarilsa, A qisuvchi akslontirish deyilads.
Har bir qisuvehi akslantirish uzluksizdir. Hagiqatan ham, agar @, — =

(p(xn,z) — 0) bo'lsa, u holda
0 < p(Awy,, Az) < ap(ey, x)

bo‘lgani uchun nlinélo p(Ax,, Ax) =0 bo'ladi.

Agar A : )sf; ~+ X akslantirish uchun shunday =z € X nugta mavjud
bolibh, Az = « tenglik bajarilsa, © uugta A akslantirishning go‘zg‘almas
nugtasi deyiladi.

22.1-teorema (Qisuvchi akslantirishlar prinsipi). To‘la metrik fazoda anig-
langan hor qanday qisuvchi okslantirish yegona go‘zg almas nugtage egao.

Isbot. X metrik fazodan ixtiyoriy zg nugtani olamiz. Keyin z; — Axg, o=
Arxy = A%rg, w3 = Axg = Adxy,..., v, = Azr,_y = Ay, ... mugtalar

ketma-ketligini qaraymiz. Ixtiyoriy n < m natural sonlar uchun
prn. Tp) = p(Atry, A7 2y) < a”p(xy, Timn) <
< o (p (20, 1)+ p (21, )+ - + p(Tmonct. Tmon)) <
1
< ap(zg, x1) (L+a+a®+ - +a™ ") <ot =F (zo, 21)
—a

tengsizlik o'rinli. o € (0, 1) bo'lgani uchun
m o™(1 —a) o (zg, x1) = 0.
7D
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Shuning uchun {x,} ketma-ketlik fundamentaldir. X to'la metyik fazo va

{zn} fundamental ketma-ketlik bo‘lgani uelun v yaginlashuvehi. Aytaylik,

lhmn z, =2
7n-->20

ho'lsin. U holda A akslantirishuing uzluksizligiza ko'ra

Ar = Alm z, = lim Az, = hm Lpp1 = .
Nn--»>0C -G

Shunday qilib, A akslantirish uchun go‘zg'alines nuqta mavjud ekan. Uning

vagonaligini isbotlaymiz. Agar
Ar=x, Ay=y
desak, {22.1) tengsizlikka ko‘ra
plz.y) = p{Az, Ay) < aplz,y).
Bundan « € (0. 1) bo‘lgani nchun
ple,y) 1—a) <0 = plx,y) =0

ya'ni x =y bo'lishi kelib chiqadi. Qo‘zg'almas nugta yagona ekan. A
22.1. Qisuvchi akslantirishlar prinsipining tadbiglari
Qisuvchi akslantivishlar prinsipini har xil tipdagi tenglamalar yechimlari
mavjudligi va yagonaligi haqidagi teoremalarni isbotlashda qo'llash mumkin.
Qisnvchi akslantirishlar privsipi Az = = tenglama yechimi mavjudligi va ya-
gonaligini isbotlash uchungina qo'llanib qolmay. bu tenglama yeckimini topisk
usulini ham beradi.
Qisuvehi akslantirishiar prinsipining tadbig'iga doir miscllar qaraymis.

22.1-misol. R® fazoni o‘zini-o'ziga akslantiruvchi va

(Az), = Za,,r, thi, 1=1,2,...,n
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formulalar orqali aniglangan A akslantirishning qisuvchilik shartlarini toping.

Yechish. Qanday shartlarda A gisuvchi akslantirish bo'ladi? Bu savolga
javob fazoda qanday metrika berilishiga bog'liq. Biz quyide uch xil variantni
qarayia:

a) R fazo, ya'ni p(x,y) = max [£; — v| bo'lsin.
<ign

in
Iy ’ _ i P
Py, ") = max I —u/'| = }gg‘zam(ﬁj zj) | <
1=
;P%'Llﬂfﬂ |5 = 2] <
7 7 / z \
P2 B - AN,
< > lesl <o - = | 2l | o ()
i= J= A

Bu yerdan kelib chiqadiki, A qisuvchi akslantirish bo‘lishi uchun

max ): | aisl = a < (22.2)

shartning bajarilishi yetarli. Shuning uchun R2 fazoda {22.2) shartni A aks-

lantirishning gisuvehilik sharti sifatida gabul qilamiz.
n

b) R} fazo, ya'ni p(x,y) = 3. |z — | bo'lsin. U holda
i=1
n n )
(v, v") = Zly, — 1= D i (55— )
2=l i=1 | j=1
n n A
<SSl 55— = 30 (Sl ) - ) <
i=1 j=1 j=1 \i=1
TSRS ( \.
.. . Ul v
< (m o) Sttt (g3t ) otoie
\ jue] / i=1 =1

Bu yerdan ko‘rivnadiki, A akslantirish uchusn gisuvchilik sharti R} fazoda

n
max 2-; lagl=a <1 (22.3)
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ko‘rinishga ega.

¢} R™ fago, yani

n
plz,y) = | > (@i —w)
\'S
bo‘lsin. U helda
n n /n 2
" — "2 b
Ay = 3 - =3 (D ay (- 1))
i=1 i=f \j=I1 /
n [/ n n ,
— — —
< 3 Xtesl) Do -2
=1 \j=1 =1
(, W on .
. 2
< Z lagl® | P2 (@ 2"
\j:l =1

Yuqorida keltirilgan tenglik va tengsizliklarga ko'ra R? fazoda A akslantirish-
ning gisuvchilik shars
n n
2 -

” < ¥ < 224
§ . 5 Nayl" <a<l ( )
j=1 i=1

ko‘rinishga ega.

Shunday qilib, agar (22.2) - {22.4) shartlardan birertast bajarilsa, u holda

yagona = = (1, To...., % Tn) nuqgta maviud bo'lib,
n
T )
Ti= > 2z + b, 1=1,2,...,n
i=1

bo‘ladi. Bundan tashqgari bu nuqtada ketma-ket yaginlashishlar quyidagi ko'ri-
nishga ega

k )k

A9 =3 gD by, o) (o, 289, a) k=123,

3=1
Buyerda 20 = (\a:gu), asg)), L, %0)) sifatida R™ dagi ixtiyoriy nugtani qabul
gilish mumkin.
Qaralayotgan y = Az aksiantirish qisuvchi bo'lishi achun {22.2)-(22.4)

shartlarning ixtiyoriy birining bajarilishi yetarli. Isbotlash mumkinki, (22.2}
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va (22.3) shartlar mos ravishda R” va R} fazolarda ¢ = Az akslantirish
gisuvchi bolishi uchun zarur ham bho‘ladi.

Ta’kidiash lozimki, (22.2) - (22.4) shartiarning birorsasi ham ketma-ket
yaqinlashishlar usulining tadbig‘i uchun zarur emas.

Agar |a,| < n7! bo‘lsa, u holda (22.2) - (22.4) shartlarning hammasi
bajariladi va ketma-ket yaqginlashishiar usuiini qo‘llash mumkin.

Agar Jag| > n7! bo'lsa, u holda (22.2) - (22.4) shartlarning birortasi ham
bajariimaydi.

22.2. Qisuvchi akslantirishlar prinsipining
integral tenglamalarga tadbigi

Fredholm tenglamasi. Qisuvchi akslantivishlar prinsipini ushbu

b
fr)y=A / K(z,y) f(y) dy + o(x) (22.5)

ikkinchi tur Fredholm integral tenglamasi yechimining mavjudligi va yago-
naligini isbotlash uchun go‘liaymiz. Bu yerda A iantegral tenglama yadrosi,
@— berilgan funksiya, f— izlanayotgan (noma’lum) funksiya, A esa haqigiy
parametr.

Ko‘rsatamizki, qisuvchi akslantirishlar prinsipini A parametrning yetar-
licha kichik giymatlarida qo‘llash mumkin.

Faraz gilamiz, K(x,y) — [a, b]x[a, b] kvadratda uzluksiz funksiya bo‘lsin.
Shunday ekan, musbat M son mavjud bo‘lib, barcha z, y € [a, b] uchun

[K(z,9)| < M tengsialik bajariladi. To‘la Cla, b] fazoni o‘zini-o‘ziga

b
g(z) = ,\/ K(x,u) f(y)dy + (2) (22.6)

formula vositasida akslantiruivehi ¢ = Af akslantirish herilgan bo'lsin. U

holda

(91, 92) = Inax ln(z) —g2 ()| < [A| M (b—a) - Jnax |fy ()~ fa(z)]
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yoki
p(Af, Afs) SN M (b—a)-p(f1, fo)-

Shunday ckan,
1

M-(b—a)

bolganda A qisuvchi akslantivish bo‘ladi. Qisuvehi akslantirishlar prinsipiga

[A] < (22.7)
asoslanib xulosa gilamizki, (22.7) shartni gancatlantiruvchi ixtiyoriy A da
(22.5) Fredholm tenglamasi yagona uzlhuksiz yechimga cga.

Bu yechimnga intiluvchi ketina-ket yaqginlashishlar fo, f1, ..., fas ...

falz)=A f K(r,y) fa-1(y) dy + ()

Ja
ko‘rinishga ega, bu yerda fy sifatida ixtivorly uzluksiz funksivani olish mumkin.

Chiziglimas integral tenglamalar. Qisuvchi akslantirishlar prinsipining

b
f(z) = A / K(z,u; F()) dy + (=)

ko‘rinishdagi chiziglimas integral tenglamalarga tadbigini garaymiz. Bu yer-
da K va o funksiyalar uzluksiz bo‘lib, bundan tashqari K o'zining 3 - chi
funksional argumenti bo‘yicha Lipshits shartini qanoatlantirsin, ya’'ni shunday

L > 0 mavjud balib,
|K(z,y; ) — K(z, 93 29)| < L |21 — 29

tengsizlik barcha z,y € [a, b] va 2, z lar uchun o'rinli bo‘lsin. Bu holda

Cla, b] fazoni ozini-o'ziga
a(z) =2 j/" K(z,y; f(y) dy + p(2)
a
formula vositasida akslantiruvchi g = Af akslantirish uchun

max | i (z) — g2 (x) | < |A| L (b—a)- max | fi(z) - fo(2)]
a<z<o a<zr<b
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tengsizlik o‘riuli boladi, bu yerda g1 = Afi, ¢ = Afs. Shunday ckan,
1
A < e
I I 11 . (b —_ !1-)
ghartda A akslantirish gisuvchi bo'ladi.

Volterra tenglamasi. Endi Volterra tipidagi
f@) =2 [ K(e9) f0)dy+ (o) (223)

tenglamani qaraymiz. Agar vy > = da K(z,y) = 0 desak, {22.8) Volterra
tenglamasi {22.5) ko‘rinishdagl ikkinchi tur Fredholin tenglamasiga kelads.

Birog Fredholm integral tenglanasgi holida biz A parametrning kichik giy-
matlari bilan chegaralanisliga roajburmiz. Volterra tenglamasi holida gisuvchi
akslantirvishlar prinsipi (va ketina-ket yaginiashishlar usuli) ni A ning barcha
giymatlarida go'llash mumkin. Anigrog, gisuvchi akslantirishlar prinsipining
quyidagi umumlashmasi o‘rinh.

22.2-teorema. X fe'lo metrik fozoni o zini-o zige ckslantiruvchi A uzluk-
siz akslentirish uchun biror n de B = A™ — qisuvchi ekslantirish bo‘lsin. U
holdu. Az = x tenglama yagona yechimga ega bo ledi

Isbot. 2 € X mugta B akslantirishning qo‘zg‘almas nugtasi bo'lsin, ya'ni
Bz =x.U holda B qisuvchi akslantirishga ketma-ket yaginlashishlar usulini
qo‘llasak,

Az = ABx = ABFx = A4y = A"y = A% Ax =
= B¥Ac = B¥zy — 2, k — oo.

Chunki ixtivoriy z¢ € X, xususiy holda zg = Az uchun, Bzg, B?xy, ...,
Bkzg,. .. ketma-ketlik © qo'zgtalmas nugtaga yaginlashadi. Shuuday ekan,
Az = z. Bu z nugta yagona. chunki A uchun qo'zg‘almas bo'lgan z nugta -
B = A" ychun ham go‘zg'almas nugtadir, B esa yagona go'zg‘almas nuqgtaga
cga. A
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22.2. Cla, b] fazoni o'zini-o‘ziga akslantiruvchi va

(@) = [ K(o,) f@)dy + () (229)

Ja
formula hilan aniglangan A akslantirishning biror darajasi gisuvehi ekanligini

ko‘rsating.
Yechish. [a, b] kesmada uziuksiz bo'lgan fi va fp funksiyalarni olamiz.
U holda
[(Af2) (2) = (Af2) (@) | = |1+ | 2 K (x,9) (a(y) — Fol)) dy| <
<A} M(z—a)- max |filz) — falz)] -

Bu yerda M = max |A )| - ()lmgan tengsizlikdan kelib chiqadiki,

| (424) (=) - o) @)= 1202 T 142) — o)
Umuman,
n n . y R n (‘T—a)"
[ (A% fy) (x) — (A" fo) (@) = A" - M™- e max |fi(z) — folz) ] =

)

VI VLN Al A A ~

Ixtiyoriy A uchun n nomerni shunday ta.nla.sh mumkinki,

|)\|”-M'"--(—1!)—-?:1-—!(—1'22 <1
tengsiziik bajariladi. U holda B = A" akslantirish gisuvehi bo'ladi A
Shuning uchun, yuqoridagi tasdigga asosan (22.8) Volterra tenglamasi har
qanday A da yagona yechimga ega.
Mustagil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. Qisuvchi okslontirish prinsipining umumiashmasing ayting.

2. R" fazomi o‘zini-o‘ziga akslantiriuvchi y = Ax + b ckslantirishning
qiswuchilik shartluring toping.

3. Cla, b] fazoda (22.9) tenglik bilan aniglangan akslantivishning qisuvchi-
Lk shartioring keltiring.
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VIii bob. Chizigli fazolar

Bu bobda biz chizigli fazolar, chiziqli normalangan fazolar, Evklid fazolari
va Hilbert fazolarining xussalarini o‘rganamiz. Bu bob 6 (23-28) paragrafdan
iborat.

23-§ da chizigli fazo ta'riflanib, ularga ko*plab misoliar keltirilgan. Chizighi
fazo o'lchami ta’riflanib, chekli va cheksiz o'lchamli chizigli fazolarga misollar
keltirilgan. Chizigli tazoning qism fazosi va faktor fazosi tushunchalari bayon
gilingan. Faktor fazoda elementlarni qo'shish va songa ko‘paytirish amallari
kiritilgan va faktor fazoning chiziqii fazo tashkil qilishi ko'rsatiigan. 24-§ da
chizigli funksionallar, ularning xossalari qarab chigilgan. Chizigli funksional-
ning geometrik ma’nosi ochib herilgan. Chizigli funksionallar va gipertekisiik-
lar o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatilgan. 25-§ qavarig to‘plamlar va qavarig
funksionallarning xossalarini tahlil gilishga bagfishlangan. Qavariq jism va
qavariq funksionallar orasidagi bog‘lanish ochib herilgan. Chizigli funksion-
aini davom ettirish hagidagi Xan-Banax teoremasi va Xan-Banax tenremasin-
ing kompleks varianti isbotlangan. Chizigli normalangan fazolar mavzusi 26-§
da keltirilgan. Bu paragrafda chizigli normalangan fazolarga ko‘plab misollar
qaralgan. Normalangan fazolardagl tushunchalar metrik fazolardagi tushun-
chalar bilan tagqoslangan. Normalangan fazoning gism fazosi va faktor fa-
zosiga misollar qaralgan. Navbatdagi 27-§ Evklid fazolariga bag‘ishlangan.
Evklid fazolarining xarakteristik xossalari ochib berilgan. Koshi-Bunyakovskiy
tengsizligi, Bessel tengsizligi, Parseval tengliklari isbotlangan. Nordor teore-
malar - Riss- Fisher, Shiaidtning ortogonallashtirish jarayoni haqidagi teore-
malar isboti bilan berilgan. Ortogonal, ortonormal sistemalarga misollar ga-
ralgan. Separabel Evklid fazolarida to'ia ortonormal sistema va yopiq ortonor-
mal sistemalarning ekvivalentligi ishotlangan. Normalangan fazo Evklid fazo
bo'lishining zarur va yetarli sharti keltirilgan.

226
www.ziyouz.com kutubxonasi



23.2-ta'rif. Bizga L wa L* chizigli fuzolur berilgasn bo'lsin. Agar bu fa-

zoler o‘rtasida o zaro bir qiymatli moslik o‘rnatish mumkin balib,
ze>at va yery, (vyel, o',y e L")

ckunligidan = +vy <« 2 +y* va av « oz*, («a —ixtiyoriy son) ekanligi
kelib chayse, v holda L ve L™ chizigli fazolar o‘zara izomorf fazolar deyilads.
f fazolarni aynan bitta fazoning har xil ko‘rinishi deb qarash mumkin.
23.3-ta’rif. Agar L chizigli fazoning xy, s, ..., T, elementlar sistemas:
uchun hech bo‘Imagenda birortasi noldan faorghi ho'lgan @y, ag, ..., a, sonlar
movjud bo lib,
a1y + asZa+ o + GpZy = 0 (237)
tenglik bajarilsa, u holda xy, xa, ..., 1, elementlar sistemasi clizigli bog langan

deyiladi. Aks holda, ya'ni (28.7) tenglikdan
)} = Qg = ++- :gln:()

ekanhigs kelib chigsa, &1, X9,..., T, clementlar sistemasi chizigli bog lanma-
gun yoki chizigli evkli deyilods.
Agar ), 29, ..., Zp,... cheksiz elementlar sistemasining ixtiyoriy chek-

li gism sistemasi chizigli erkli bo‘lsa, u holda {z,},_, sistema chizigli erkli
deyiladi.

23.4-ta’rif. Agar L chizigli fazoda n elementli chizigli erkli sistema
mavjud bo‘lib, bu fazoning iztiyoriy n + 1 ta elementdan iborat sistemasi
chizigli boglangan bolse, u holda L n— oichamli chizigh fuze deydadi ve
dim L = n kabi yoziladi. n o‘lchamli L chizigh fozoning iztiyoriy n ta ele-
mentdan iborat chizigli erkli sistemasi shu fazoning bazisi deyiladi.

23.5-ta’rif. Agar L chizigh fozoda iztworiy n € N uchun n elementls
chizigli erkli sistema mavjud bo‘lsa, v helda L cheksiz o lchamli chizigli fezo
deyiladi va dim L = o¢ ko'rimishdu yozilads.
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R™ va C" fazolar n o'lchamii chiziqgli fazolardir. L = Cla, ] fazodan
boshlab 23.4-23.11 misollarda keltirilgan barcha fazolar cheksiz o'lehamli fa-

zolardir. Masalan, £5 fazoda

fea=1(0,....0.1,0,.. )}, (23.8)

sisterna cheksiz chizigli erkli sistemaga misol bo‘ladi.
23.1. Chiziqli fazoning gism fazosi

Bizga L chiziqii fazoning bo'sh bo'lmagan 1/ gism o' plami berilgan bo'lsin.

23.6-ta’rif. Agor L' ning 0%z L do kiritilgan amallorga nisbatan chizighi
fozoni tashkil qilsa, u holda L' to‘plam L ming gism fazesi deyiladi.

Boshqacha qilib aytganda, agar ixtiyoriy x,y € L' va ¢, b € C(R) sonlar
uchun az + by € L' bo'lsa, L ga gism fazo deyiladi.

Har qanday [ chizigli fazoning fagat nol elementdan iborat {9} gism
fazosi bor. Ikkinch: tomondan, ixtiveriy L chizigli fazoni o'zining gism fazosi
sifatida garash mumkin.

23.7-ta’vif. L chizgli fazodan fargli vo hech bo‘lmagonda bitta nolmas
elementni saqlovehi qism fazo xos gism fazo deyiladi.
23.12-misol. {3 C ¢y C ¢ C n fazolarning har biri o‘zidan keyingilari

uchun xos gism fazo bo'ladi.

23.13. Endi [a, b] kesmada p(p > 1)— darajasi bilan integrailanuvchi
funksiyalar fagosi Lp [e, b] ni qaraymiz. Bu fazoning nolga ekvivalent funksiya-
laridan tashkil topgan gism to‘plamni 1’/;}0) [a, B] ko‘rinishda belgilaymiz. Ma'-
lumki, nolga ekvivalent funksiyalar yig‘indist yana nolga ekvivalent bo‘lgan
funksiya bo‘ladi. Nolga ekvivalent funksivaning songa ko'paytinasi ham nolga
ekvivalent funksiya bo‘ladi. Demak, L;,O) [a, b] to‘plam L,, [a, 8] fazoning xos
gisin fazosi bo‘ladi.

23.14. O'sgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi Vla, b] ni qaraymiz.
Ma'lumki, [a, b] kesmada absolyut uzluksiz funksiyalar to‘plami Ve, b] ning
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gism toplami bo‘ladi. Absolyut wzluksiz funksiyalar to‘plami funksiyalari
qo‘shish (23.3) va songa ko'paytirish (23.4) amallariga nisbatan yopiq to'plam.
Shuning uchun u V[a, b] fazoning gism fazosi bo'ladi va u AC[a, b] bilan
belgilanadi.

23.15. Ve, B fazoda f(a) = O shartni ganoatlantiruvchi funksiyalar
to'plamini garavmiz. Bu to'plam funksiyalarni go'shish va songa ko'paytirish
anallariga nisbatan yopiq to'plamdir. Shuning vchun v Ve, b] fazoning gism
fazosi bo'ladi va u Vyla, b] bilan belgilanadi.

23.16. Yana ozgarishi chegaralangan funksiyalar fazesi V[a, 8] ni qaray-
miz. Malumki, [«, b kesmada monoton funksiyalar to'plami Ve, 8] ning
gism toplami bo'ladi. Ammo ikki monoton funksiyaning yigfindisi har doim
monoton funksiya bo‘lavermaydi. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil qilish
mumkin. 2(f) =2 +1, y(t) = —2¢ funksiyalaming har biri [0, 2] kesmada
monoton funksiya bo‘ladi, anmuno vlarning yigindisi z(t) + y(t) = (t — 1)?
funksiya [0, 2] kesmada monoton emas. Demak, [a, b] kesmada monoton
funksiyalar to‘plami Ve, b] fazoning qism fazosi bo‘la olmaydi. Demak, chi-
zigli fazoning har ganday gism to'plami gism fazo tashkil gilavermas ekan.

Bizga L fazoning bo‘sh bo'lmagan {r;} gism to‘plami berilgan bo'lsin. U
holda L chizigli fazoda {@;} sistemani o‘zida saqlovchi minimal gism fazo
mavjud.

Haqigatan ham, {z,} sistemani saglovchi hech bo‘lmaganda bitta gism
fazo mavjud, bu L ning o'zi.

Ixtiyorly sondagi gism fazolarning kesishmasi vara gism fazo boladi. Hagiqga-

tan hain, agar
Lr={ 14
i

bo'lib z,y € L* bo'lsa, u holda ta'rifga ko‘ra ixtiyorly ¢ uchun z.y € I;
bo'ladi. L; gism fazo bo'lganligi uchur oz + Gy € L; munosabat barcha
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a. 3 sonlar uchun o‘rinii. Demak, ax + 8y € L* bofladi.

Endi {z;} sistemani saqlovehi [ ning barcha qism fazolarini olamiz va
ularning kesishmasini garaymiz hamda uni L ({z;}) orqali belgilaymiz. L ({25})
gism fazo {z,} sistemani saglovchi minimal gism fazo bo'ladi. Bu L ({23})
minimal gism fazo {x;} sistemadan hosil bo‘lgan qism fazo yoki {a;} siste-
maning chizigli gobig“i deyiladi.

23.2. Chizigli fazoping faktor fazosi

Bizga L chizigli fazo va uning L' xos gism fazosi berilgan bo‘lsin. L ning
elementlari orasida quyidagicha munosabat o'rnatish mumkin.

23.8-ta’rif. Ager z.y € L elementlor uchun x—y aytrme L' gu iegishli
bo'lsa. x wa y ekvivalent elementiar deyiladi.

Fazo elementlari orasida o‘rnatilgan bu mumnosabat refleksiviik, simmetrik-
lik va tranzitivlik xossalariga ega. Hagiqatan bam, x — 2 € L (refleksivlik);
rz—yec L dan y—2 = —(x—y) € L' (simmetrikiik); x—ye L/, y—ze L/
dan z—2z = (z—y)+(y—2) € L/ (tranzitivlik). Shuning uchun bu munosabat
L ni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratadi va har bir sinf ozaro ekviva-
lent elementlardan tashkil topgan. Bu sinflar go ‘shni sinflar deyiladi. Barcha
qo‘shni sinflar to'plami L chiziqli fazoning L' gism fazo bo'vicha fakior fazosi

deviladi va L/’ ko‘rivishds belgilanadi.
o L

Tabiiyki, kar qanday faktor fazoda yighindi va songa ko'paytirish amallari
kiritiladi.

Aytaylik, & va n lar L/L dan olingan ixtiyoriy qo‘shni sinflar bo‘lsin.
Bu sinflarning har biridan bittadanr vakil tanlaymiz, masalan z € €, y € 5.
& va 7 sinflarning yiglindisi sifatida z + y elementui sagloveli ¢ siof qa-
bul gilinadi. & go‘shni sinfning o songa ko'paytmasi sifatida oz elementui
saglovchi sinf gabul gilinadi. Natija x € &, y € 1 vakillarning tanlanishiga
bog‘liq emas, chunki, gandaydir boshqa 2’ € &, ¢ € n vakillarni clsak ham
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(z+y)— (@ +¥) = (z—2)+ (y— ) € L' bolgant uchun 2’ + 4 € ¢
bo‘ladi. Bevosita tekshirish shuni ko‘reatadiki, L/L' da aniqlangan qo‘shish va
songa ko'paytirish amaliari chizigli fazo ta'rifidagi aksiomalarni qanoatlangi-
radi (buni mustaqil tekshirib ko'rishni o‘quvchiga tavsiya gilamiz). Boshqacha
aytganda, L/L' faktor fazo chizigli fazo tashkil giladi.

Shunday qilib, har bir L/L’ faktor fazo unda yuqorida ko'rsatilgan usul-
da kiritilgan vigindi va songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chizigli fazo
tashkil giladi. Shuni ta’kidlash joizki, har qanday faktor fazoda I/ qisma fazo
L/L' faktor fazoning nol elementi bo‘ladi. Malumki, L’ gism fazoning ele-
mentlari o‘zaro ekvivalent va 1/ qism fazo L chizigli fazoning nol elementini
sagiaydi. Shuning uchun ¢ va L' qo‘shni sinflarning yigindisi z +6 = =
(r €&, 6€ L) elementni saqlovehi qo‘shai sinfga, yani £ ga teng.

23.17. Faktor fazoga misolni tushunish nisbatan osonroq bo‘lgan R? fa-
zodan boshlaymiz. L = R? fazoning L' = {(z1,z2) € R?: 23 = 0} xos gism
fazosini qaraymiz va L/1/ faktor fazoning elementlarini, ya'ni qo‘shni sinf-
larning tavsifini beramiz. Ma'lumki, = — y = (z) — ¥, 22 — ¥2) € L/ bo'lish
uchun zg = ¢ bo'lishi zarar va yetarli. Demak, L/L' faktor fazoning ele-
mentlari (qo'shni sinflar) Oz o'giga parallel bo‘lgan to'g'ri chiziglardan ibo-
rat. Masalan, (2, b) € R? nuqtani o'zida saglovchi & qo'shni sinf O 2y o'qiga

parallel bo‘igan 3 = b to'g'sl chizigdan (23.1 a-chizma) iborat.
& 2 & 1 \ [

4 24
b c (36)&38
(3.5)ebsn
(23)en
(1.2)ef
= =
a) b}
23.1-chizma

Xuddi shunday, (1,2} va (2,3} nugtalarni saglovchi go'shni sinflar yig'indisi
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{3,5) nuqtani sagiovchi @2 = § to'g'ri chizigdan iborat. (1,2) € & qo'shni
sinfning 3 ga ko'paytmasi (3,6) nugtani saglovchi x9 = 6 to‘g'ri chizigdan
{23.1 b-chizma) ihoras.

23.18. Ma'lumki (23.9-23.10 misollarga qarang), [a, b] kesmada p(p >
1)— darajasi bilan Lebeg ma'nosida integrallanuvehi fanksiyalar to‘plami chi-
ziqli fazo tashkil giladi va u Ly [a, b] bilan belgilanadi. Bu fazoning nolga ek-
vivalent funksiyvalaridan tashkil topgan qism fazosini LO [, b] {23.13-misolga
qarang) ko'rinishda belgilaymiz. Endi L, [a, b] chizigli fazoning [J [a,b] qism
fazo bo'yicha faltor fazosin qaraymiz va bu faktor fazoni Ly, [a, b] bilan beigi-
laymiz. Bu fazo [e, b] kesmada aniglangan va p— daragass bilan Lebeg ma’no-
sido integrallonuvchi ekvivalent funksiyalor fozesi deyiladi.

Agar i, — n o'lchamli chizigli fazo va L/ uning k(0 < £ < n) o'lchamli
qgism fazosi bo'lsa, u holda L/L’ faktor fazo n — k o'lchamii bo'ladi.

Bu tasdiqui isbotlaymiz. Aytaylik, zy, 29, ..., x; elementlar sistemnasi 1/
da bazis bo'lsin. Bu sistemani Zpyy, Tpya, ..., Tp € [ elemenilar bilan L
fazo bazisigacha to‘ldiramiz. Bu zgy), Tgyo, ..., T, elementlar bir-biri bilan
ekvivalent emas, aks holda xy, a,... , %k, Lry1, Thy2, . .. , T sistema chizigli
boglangan ho'lar edi. Shuning uchun zpyy, Trre, ..., Tn elemenilar har xil
qo‘shni sinflarga tegishli bo‘ladi. & orqali zp4 € {1, 2,...,n—k} element
tegishli bo'lgan sinfni belgilaymiz.

Endi &, &, ..., & elementlar sistemasining L/I/ da bazis bo'lishini
ishotlaymiz. Ixtiyorly & € L/’ qo‘shid sinfni olaylik va 2 € € bo'lsin. U

holda
=071+ aaZa+ o T+ BT+ B zpe t oo + Bakn
yoyilma o‘rinli bo'ladi. £ + I/ = £ (har qanday L/I' faktor fazoda L' gism
fazo L/L’ faktor fazoning nol elementi boladi, va'ni @ = L'} bo‘lgani uchun
= —onr — gy — - — gl
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element & go'shni sinfga tegishli va
o' = Gizeri + B Tria+ c 0 + Bk
yoyilma orinli bo‘ladi. Bundan
=&+ HRE+ o + Baibni
tenglik kelib chiqadi. Har qanday (3y, /%, ..., Bui) #0 da
Birpr+oaTrpa+ oo + Boopzn & L

bo'lgani uchun &, &, ..., &k chizigh boglanmagan sistema bo‘ladi. Shun-
day ailib, &1, &, ..., §u—k sistema chizigli erkli va har bir £ € L/L’ sinf
&1, &, - -, &n—k sinflarning chizighi kombinatsiyasidan iborat bo‘lganligi uchun
1, &2, - .-, &n—k sistemaning bazis ekanligiga kelamiz. Demak, L/L fazo n—
k o'lchamli chizigli fazo ckan.

23.9-ta’rif. L/L" faktor fazoning olchami L' gism fazoning koo‘lchami
deyiladi.

Agar L gism fazo chekli n koo‘lchamga ega bo'lsa, u holda L da shun-
day xy, 22, ..., Tn elementland tanlash mumkinki, ixtiyoriy = € L element
z = oaty+ aax2 + <o+ + oy + vy korinishda bir giymatli ifodalanadi,
bu yerda ay, ¢y, ..., 0n sonlar, y € L'. Haqiqatan ham, L/L/ faktor fazo
n~ o'lchamli bo'lsin. Bu faktor fazeda &, &, ..., & bazisui tanlaymiz va
har bir & sinfdan bittadan zp vakil olamiz. Endi z € L ixtiyoriy element

bo'lsin va & esa z ni saqlovehi L/ dagi go'shni sinf bo'lsin. U holda
E=a &4+ - + Oty
Ta'ritpa ko'ra & sinfdagi har bir element, xususiy holda, = element 2y, 24, ...
o & & 5 J ] 1 42 3
Zyn elementlarning
18 faxa+ - +apzy,
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chiziqli kombinatsivasidan [/ dan olingan elementgagina farq qiladi, ya'ni
T=ox+ o+ 0 Fanzn+y, ye Ll

Bu tasvirnig vagoualigini ko‘reatamiz. Aytaylik
r=dz1+astat -+ +y. Y EL

tasvir ham o'rinli bo'lsin. U holda

0= (o —ap)r1+(ca—ap)za+ -+ +(tn—af)ra+y—y
ienglikka kelamiz. Bundan oy =of, co =0, ..., an =0, Yy =Y .
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. Chizigli fazoga misollar keltiring.
2. Chizigli boglangan (chizigli bog‘lanmegan) sistema ta rifini bering.
3. Chzigli fazo o‘lchami tarifini bering.

4. [-1, 1] kesmade aniglangan uzluksiz va juft (tog) funksiyalar to‘plamini
CH—1, 1] (C~[-1, 1)) bilan belgilaymiz. CH[—1, 1] (C~[~1, 1]) to‘plam
C[-1, 1] chizigh fezoning gisin fazosi bo lishini isbotlang.

5. ~,(,0 ) [a, b] gism fazoning o‘lchamini toping.

8. Lpla,b] faktor fazoning o‘lchamini toping.

24-§. Chiziqli funksionallar

Bu paragraf chizigli funksionallar, ularning ayrim xossalariga bag‘ishlangan.
24.1-sa’rvif. L chizighi fazoda eniglongan f sonli funksiya funksional de-

yiladi. Agar barche z,y € L lur uchun

flz+y) = f(z)+ ()
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bolsa, f additiv funksional deyiladi.
24.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy x € L va barche o € C lar uchun
f(az) =af (z)
bo'lsa, [ bir jinsli funksional deyiladi. Agar ixtiyoriy £ € L va barche o € C
sanlar wchun
flaz)=af(z)
bo'lsa, w holda kompleks chizigh fazeda eniglangan f funksional qo'shma bir
jinsli deyilads, bu yerde & soni ¢ ga go'shmo kompleks son.
24.3-ta'rif. Additiv va bir jimsli funksional chizigli funksionel deyiladi.
Additiv va go‘shma bir jinsli funksional go‘shma chiziglhi (yoki antichizigli)
Junksional deyiladi.
Chizigh futiksionallarga misollar keitiramisz.
24.1-misol. R® — n o'lchamii vektor fazo va a = (ay, @g,...,0,) € R?

tayin bir element bo‘lsin. U holda
7z
i R*=R, f(x)= E 4iT;
i=1
moslik R? da chizigli funksional ba‘ladi.

n
u(z) = Z ar Zr
k=1
tenglik bilan anigianuvchi u : C* — C akslantirish qo‘shma chizigh funksio-
nalni aniglaydi.
24.2. Quyidagi [ va {*: Cle, b] — C funksionallar
b b
H{z)= / x(t)de, I'(z) = [ z(t) dt
Ja Ja
Cla, b] fazodagi chizigli va qo‘shma chizigli funksionalga misol bo‘ladi.
24.3. 4y € C[a, b] berilgan element bo'lsin. Har bir z € Cla, b] funksi-
vaga

b
F(z) = J/ z(t) yo(t) dt

a
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sonni mos qu'yamiz. Bu funksionalning chizigliligi integraliash amalining asosiy

xosgalaridan kelib chigadi.

b
@) = [ S0 d
a
funksional Cfa, b] fazoda qo‘shma chizigli funksional bo‘ladi.
24.4. ¢, fazoda chizigli funksionalga miscl keltiramiz. 5£— tavin bir natural

son bo'lsin. £y dagi har bir « = (&, 29,... , Tk, ...) achun

fr(z) =z

deymiz. Bu funksionaining chizigliligi ko‘rinib turibdi.
24.1. Chizigli funksionalning geometrik ma’nosi
Busga L chizigli fazoda aniqlangan, nolmas f chiziqli funksional berilgan
bo'lsin. Bu f funksional uchun f(z) = 0 shartni qanoatiantiruvchi barcha
z € L nugtalar to'plami uning yedrosi deyiladi va Ker f = {r € L
f(z) = 0} ko‘rinishda belgilanadi. Ker f to‘plam L ning gism fazosi bo‘ladi.

Haqiqatan ham, agar «,y € Ker f bo'lsa, u holda ixtiyoriy a, b sonlar uchun

flaz+by)=af (@) +b () =0
tenglik o‘rinli.

Ker | gism fazoning koo‘lchami birga teng. Haqiqatan ham, Ker f ga
qarashli bo'lmagan, ya'ni f(z¢) # 0 bo‘ladigan qandaydir 2 elementni
olamiz. Bunday clement mavjud, chunki f(z) # 0 (aynan nolga teng emas).
Umumiylikni chegaralamasdan hisoblashimiz murmkinki, f(xp) = 1 (aks hol-
da biz zo/f(z) ni olgan bo'lar edik, chunki f(zy/f(z0)) = 1). Ixtivoriy

element uchun y =« — - f (z) desak, u holda

f)=f(z—x- f () =0,
yami y € Ker f. Qaralayotgan x element © = axg+y, y € Ker f ko'rinish-
da tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir. Hagigatan ham,
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r=axg+y, vEKerf va z=dzt+y, ¢ cKerf
bo'lsin. U holda (a—a') xg = ¥ —y tenglik o'rinli. Agar a = o’ bo'lsa, y = ¢/
ekanligi ko‘rinib turibdi. Agar a — o' £ 0 bo'lsa, n holda

/
xozy yeKerf
a—a’

ekanligi kelib chiqadi. Bu esa x¢ ¢ Ker f shartga zid. Bu qarama-qarshilik
tasdigni isbotlaydi. A

Bu yerdan kelib chiqadiki, ikkita 2, va xs elementlar Ker f qism fazo
bo‘yicha bitta go‘shni sinfda yotishi uchun f(z;) = f(x,) shartning bajarilishi

zarur va yetarli. Hagiqatan ham,
zy=f(x1)) 2oty 1€ Kerf, xa2=f(x2) T+, v2€ Kerf

tenglikdan

xy— 22 = (f (z1) — f(22)) 0+ (1 — ¥2)
tenglik kelib chigadi. Ba yerdan kelib chiqadiki, z; — 23 € Ker f bo'lishi
uchun f (2;) — f (z2) = 0 bo'lishi zarur va yetarli.

Ker f qism fazo bo'vicha har qanday £ sinf o‘zining ixtiyoriy vakili bilan
bir qiymatli aniglanadi. Bunday vakil sifatida ax¢ ko‘rinishdagi elementni
olish mumkin. Bu yerdan ko'rinadiki, L/Ker f qism fazoning o‘lchami birga
teng ekan, va'ni Ker f ning koo‘lchami birga teng.

Chiziqli funisionalning yadrosi Ker f o'zida noiga aylanadigan funksio-
nalni o‘zgarmas ko‘paytuvchi anigligida bir givmatli aniglaydi.

Haqiqatan ham, f va g funksionallar yadrolari teng bo‘isin, ya'ni Ker f =
Kerg. U holda f uchun xy € L elementni shunday tanlaymizki, f(z¢) =1

bo'lsin. Ko'ssatamizki, g(zg) # 0. Ixtiyorly € L uchun
z=[(x) zoty, ye€ Ker[ va g(z)=f (z) g(zo)+g (v) = (z) g(x0)

tengliklarga egamiz. Agar g(xg) = 0 bo‘lsa, g(x) = 0 bo'lar edi. g(x) =
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g(zo)f(z) tenglikdan f va g funksionaliarning proporsional ckanligi kelib
chigadi.

Koo‘lchami birga teng bolgan ixtiyorty L' qism fazo berilgan bo‘lsin. U
holda shunday f chizigli funksional mavjudki, Ker f = L/ bo‘ladi. Buning
uchun L/ qism fazoda yotmaydigan ixtiyoriy rg € L elementni olamiz va
ixtiyoriy € L elementni x = azo+vy, v € L' ko'rinishda yozamiz. Bunday
yoyilma yagona. f(z) = « tenglik yordamida aniqiamuveni chizigh funksio-
nalning yadrosi Ker f = 1/ bo‘ladi.

L chizigli fazoda koo‘lchami birga teng bo'lgan qandaydir L' qgism fa-
zo berilgan bo'lsin. U holda L fazoning L' gism fazo bo‘yicha har gan-
day qo‘shni sinfi 1/ qism fazoga parailel ho‘lgan gipertekislik deyiladi (xusu-
san, L/ gism fazoning o'zi € elementni saclovchi, va'ni koordinata boshidan
o'tuvchi gipertekislik hisoblanadi). Boshqacha aytganda, L' qism fazoga paral-
lel bo‘lgan M’ gipertekishik - bu L/ gism fazoni qandaydir xy € L vektorga

parallel ko'chirishdan paydo bo'ladigan to‘plam, va’ni
M=U+zgy={y: y=x+x5. z€L'}.

Ko'rinib turibdiki, agar z¢ € L’ bolsa, M’ = L/ bo‘ladi, agarda xy ¢ L/
bo‘lsa, u holda M’ #£ /.

Agar f — L chiziqli fazoda aniglangan chizigli funksional bo‘lsa, My =
{z € L : f(z) = 1} to'plam Ker f qism fazoga parallel gipertekislik
bo'ladi. Hagigatan ham, f(zp) = 1 bo‘ladigan zy elementni tanlab, ixtiyo-
riy elementni © = axzg+vy, vy € Kerf ko‘tinishda yoszishimiz murmkin.

Ikkinchi tomondan, agar M’ — koo‘ichami birga teng bo‘lgan L' gism fa-
zoga parallel va koordinata boshidan o'tmaydigan gipertekislik bo'lsa, u holda

3

shunday yagona f chizigli funksional mavjndki,

M ={z: f(z)=1}
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bo‘ladi. Hagiqatan ham, M’ = L' 4 xg, o € L bo‘lsin. U holda har ganday
2 € L element yagona ravishda x = azo+y, v € L' ko‘rinishda tasvirlanadi.
f(x) = a tenglik yordamida aniqlanadigan chiziqli funksional izlanayotgan
funksional bo'ladi. Using yagonaligl quyidagidan kelib chigadi:

Agar x € M’ da g(z) =1 bo'lsa, u holda y € L/ da g(y) = 0 bo'ladi.
Bundan

glavo+y)=a= flaxg+7y)

tenglik kelib chigadi.

Shunday «ilib, L chizigli fazoda aniglangas noldan fargli barcha chizigh
funksionallar bilan koordinata boshidan o‘tmaydigan L dagi barcha giperte-
kisliklar o‘rtasida o‘zaro bir giymatli moslik o rnatildi.

Mustagil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. Chizigli funksionalning geometrik ma’nosini tushuntiring.

2. Cla,b] fazoda gipertekislikka misol keltiring.

&

Cla,b] fazeda f(x) = z(b) chizigh funksionalni qaraymiz. Cla,b] fa-
zodo M = { feCla,b] 1 f(z) =1} to‘plam gipertekishk holadimi?

=

f: Ve, b = R, f(x) = z(a) chizighi funksionalning yadrosini to-
ping. Ker f = Vyla.b] tenglik to'grimi?

f:Cl-1, 1] —R va

(11

1
f(;r):/_ (1) dt

1
funksionalning chizighi ekanligini ko‘rsating. Toq funksiyalar o ‘plami
C[-1, 1l={2€ C[-1, 1] : z(—t)=—2z(t) } uchun C~ -1, 1]
C Ker f wmunasabat te‘grimi?
6. f:R3— R, f(z) = 2 chizigli funksionalning yadrosini toping. Bu
fazoda {x € R®: f(z) =1} gipertekislitni chizmada tasvirlang.
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25-%. Qavariqg to‘plamiar va qavariq funksionallar
L - hagigiy chizigli fazo, x va y uning ikki nugtasi bo'lsin. U holda
ax+(l-a)y, ac0, 1]

ko‘rinishdagt barcha elementlar to'plaini z va v nugtalarni tutashtirovehi

kesma deyiladi va u [z, y] bilan belgilanadi, ya'ni
[,y ={az+(1—-0)y: ac]|0,1]}.

25.1-ta'rif. Agar M C L to‘plam o'zining iztiyoriy x,y € M nuqtale-
rini tutashtiruvchi [x,y] kesmani ham o‘zida saglasa, M ga qavarig to‘plam
deyiladi.

25.2-ta’rif. Agar biror x € £ nugla va istiyoriy v € L uchun shunday
€ = g(y) > 0 son mavjud boib, barcha t, |t] <& larde x4+ 1ty € E muno-
sabat bajarilse, x € F nugta E C L to‘plamning yudrosiga qareshli deyiladi.

E C L to'plamning yadrosi — J(F) bilan belgilanadi, ya'ni
J(E)y={rek: Jye L, Ve=¢(y) >0, VIt eR, |t] <¢,z+tye £}.

25.3-ta’rif. Yadrosi bo ‘sh ba’linagen quvarig to‘plam qaveriq jism deyiladi.
25.1-misol. R® fazoda kub, shar, tetrayedr, tekislikda to‘g'ri to‘rthurchak,

doira, uchburchak qavariq jism bo'ladi. £ fazodagi

)
B0, 1] = {Iefzt ZII,,PSI}
n=1

birlik shar gavariq jism bo'ladi.
25.2. R? da to‘g'ri chizigq (kesima) qavariq to‘plam boladi, lekin gavariq
Jism bo‘lmaydi. Chunki, uning yadrosi bo‘sh to'plam (mustaqil isbotlang).
Agar M qavariq toplani bo‘lsa, u holda uning yadrosi J(M) ham qavariq
to‘plamdir. Hagigatan ham,
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r,y€J(M) vaz=az+(1-a)u, acl0,]]
bo‘lsin. U holda ixtiyoriy @ € L uchun shunday €; > 0, €2 > 0 sonlar
maviudki, || < €, |f2] < €2 shartni qanoatlantiruvchi barcha &y, 22
larda 2 + t1a va y + tsa elementlar M to‘plamda yotadi. Bundan kelib chi-

gadiki, barcha [¢t| <&, ¢ = min (e, &9) larda
a(z+ta)+(l—a) y+ia)=ar+(l-a)y+atet(l—a)ta =2+ta € M,

yani z € J(M).

25.1-tecrema. Istalgan sondegi qovariq to ‘plamlarning kesishmasi yana
gavariq to‘plamndir.

Isbot. Faras qilaylik,

M= ﬂ M,

o

bao'lib, barcha M, lar qavariq to‘plamlar ho'lsin, = va y lar M ning ikki ix-
tiyoriy nuqtasi bo'lsin. U holda z va y nuqtalarni tutashtiruvchi [z, y] kesma
M, larning har biriga qarashli va demak, M ga hamn qarashli. Shunday qilib,
M haqgigatan ham qavariq to’plam ekan. A
Shuni eslatib o‘tamizki. qavariq jismlarning kesishrnagi vana gavariq jism
bo‘lavermaydi. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil gilish mumkin.
25.3. Tekislikdagi P={(z,y): 0<z<1, O0<y<l}va@=

{(z,y): 0<2<1, 1<y<2} qavariq jismlarning kesishinasi
P@={(z,9): 0<z<1, y=1}

kesmadan iborat bo‘lib, u qavariq jism emas (25.2-misolga qarang).

Qavariq to‘plam tushunchasi qavariq funksional tushunchasi bilan uzviy
bog'liq.

25.4-ta’rif. Agar L hegiqiy chizigli fazoda aniglangan manfiymas p funk-
sional
Dp@E+ty) <p@)+pl), Yrnyel,
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2) plaz) =ap(x), Ya > 0 va Vi € L shertlarni qanoctlantirse, p ga
gaverig funksional deyiladi.

Biz bu yerda p(z) miqgdorai chekli deb faras qilmaymiz, ya'ni ayrinn z € L
lar uchun p(z) = oo bo‘lishi mumkin. Agar barcha z € L lar uchun p(z)
chekli bo'lsa, p chekli funksional deviladi.

25.4-misol. p: Cla, b] — R va

b
p)= [ Lold

7 aq
akslantirishning chekli qavarig funksional ekanligini ishotlang.
Isbot. Integralning monotonlik xossasidan, ixtiyoriy = € Cle, 8] uchun
p(z) > 0 ekanligi kelib chiqadi. Endi bizga Cla, b] fazoning ixtiyoriy x va y

elementlari berilgan bo‘isin. U holda

b b rb
p(m+y)=/ Ix(t)+y(t)ldt5/ lx(t)ldt+Jl ly(@)ldt =p(z) +p )

tengsizlik o'rinli. Xuddi shunday ixtivorly r va a > 0 uchun

b b
plax) =/ jaz()ldl = « / jz(t))dt = ap(x)

tenglik o'rinli. Demak, p gavariq funksional ekan. Uning chekli qavariq funk-
sional ekanligi p (z) < (b — o) max |z (¢) | tengsizlikdan kelib chiqadi. A
25.5. g : Cla, )] — R va g(z) = v [2] akslantitish chekii bolmagan
qavariq funksional bo‘lishini isbotlang.
Isbhot. ¢ funksionalning manfiymasligi va qavariq funksional ta'rifidagi
1-2 shartlarning bajarilishi funksiya to‘la o‘zgarishi xossalaridan kelib chigadi.
O'zgarishi chegaralangan funksiyalar mavzusidan ma’lumki, C[0, 1] fazoning
2o (t) =t sin(1/t), x((0) =0 elementi uchun g(zp) = V{i[z] = +oo tenglik
o'rinli. Demak, ¢ chekli bo‘lmagan gqavariq funksionalga misol bo‘ladi. A
Endi gavarig to‘plamlar bilan qavariq funksionallar orasidagi bog‘lanishni
qaraymiz.
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25.2-teorema. Agor p: L — Ry qovarig funksional va k > 0 bo‘lsa, u
holda
E={zxel:plz)<k}
qavariq to'plam bo‘ladi. Agar p funksional chekli bo'lsa, u holde E to‘plam

yadrosi nol elementni sagloydigan,
J(E)={zel:plx)y<k}

yadroli quuvarsg jism boladi.

Isbot. Agar 2,y € E va a+38=1, a, 3> 0 bolsa, u holda
plazx+By) <plaz)+p(By)=ap(z)+B8r(y) <ka+kB3=k,

yani K — gavariq to'plam. Endi p chekli funksional, p(x) < k, t >0 va

y € L bo'lsin. U holda
p(rEty) <p(z)+ip(Ly)

Agar p(—y) = p(y) = 0 bo'lsa, u kolda ixtiyoriy ¢ uchun z+ty € £ bo'ladi.
Agar p(—v), p(y) sonlardan hech bo‘lmaganda birortasi noldan fargli bo‘lsa,

u holda
k—p(x)
max (p(v) . p(-v))
shartda x +ty € & bo'ladi. Qavarig funksionalning 9 nuqtadagi giymati

nolga teng bo'lgani uchun 6 € J(E). A

Endi k = 1 helui garaymiz. U holda har qanday chekli p gaveriq funk-
sional L da @ € J(£) bo'ladigan yagona & ={z & L : p(z) <1} qavariq
jismni aniglaydi. Aksincha, £ —yadrosi nol elementut saglaydigan qavariq
jism bo‘lsin. U holda har bir z € L ga

pe(z) =inf {r >0 ;T-e £}

sonui mos qo‘yuvchi akslantivish gavariq funksional bo‘ladi (mustaqil ishot-
lang). Bu funksional £ qavariq jism uchun Minkouskiy funksionali deyiladi.
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25.5-ta’rif. L hagigiy chizigli fazo va Ly uning biror gism fazosi ba‘lsin.
Lo gism fazoda fo chizigli funksionel va L fazoda f chizigli funksional beril-
gan bo'lsin. Agar iztiyoriy x € Ly uchun f(x) = fo(z) tengiik bajaridsa. f
chizigli funksional fy funksioneining L fezoge dovomi deyiladi.

Funksionalning davomi bir giymatli exnas. Funksionalning ixtiyorly davomi
maqsadga nivotiq emas. Odatda funksionalni gandaydir shartni saglab qolgan
holda davom ettirish talalr gilinadi.

25.3-teorema (Xan Bunaz). Aytuylik, p — L haqigiy chizigli fazoda
aniglangan gquvarig funksional va Ly — L ning gism fazosi bo‘lsin. Agar Ly

da aniglangan fy chizigli funksional
folz)<p(z), zely (25.1)

shartni qencetluntirse. u holda fo nwi L da aniglongan va L da (25.1) shartai
ganoatlantiruvchi f chizigli funksionalgacha davom ettirish mumkin.

Isbot. Ly # L bo‘lgan holda fy chizighi funksionalui Ly dan kengrog
bolgan LM gism fazogacha (25.1) shartni saglagan holda chizigli davom et-
tirish mumkinligini ko‘rsatamiz. Ly ga qarashli bo'lmagan ixtiyoriy z € L
elementni olamiz. L(Y bilan Iy va z clementlardan tashkil topgan qism fa-

zoni belgilaymiz. LM quyvidagicha ko‘rinishdagi elementlardan tashkil topgan
{tz+z, teR, z € Ly} =LV,

Agar fi funksional fo nicg LM gism fazogacha chizigli davomi bo'lsa, u
holda
filtz+z) = fi(tz)+ fi(x) =1t /i(2)+ fo(2),

yoki fi(2) = ¢ deb olsak,

fitz4+z)=tc+ folz)
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tenglik o‘rinli bo'ladi. Endi ¢ ni shunday tanlaymizki, f; funksional {25.1)

shartni qanoatlantirsin, ya'ni
Hzs+z)=tct+ fo(x) Sp(tz+2) (25.2)

tengsizlik bajarilsin. Agar ¢ > 0 bo‘lsa, (25.2) shart quyidagi shartga teng
kuchli:

c+fo<%)2—p(—z—§) yoki CZ—P( ‘—‘) fo()

Bu ikkala shartui qanoatlantiruvehi ¢ son har doim mavjudligini ko‘rsatamiz.

Ly gism fazodan olingan ixtivoriy ¢ va 3" elementlar nchun

o)+ +2) 2 —fo(¥) —p(—y —2) (25.3)
tengsiziik o'rinli. Hagigatan ham, bu tengsizlik quyidagi tengeizlikdan hevosita
kelib chiqadi:

@)~ fo)=f' -¥)SPE -y)=

=p(W'+2)+ (v - 2) SpE +2)+p(—v —2).
Endi
d'=inf (/o) +p(" +2)), ¢ =sup(=foly) - p(=¥' - )
v

deb olamiz. (25.3) tengsizlik ixtivorly ¥’ va ¥ lar uchun o'rinli bo‘lganidan
d" > ¢ ekanligi kelib chigadi. Agar ¢ sonini ¢ > ¢ > ¢ qo'sh tengsizlikni

ganoatlantiradigan qilib tanlasak, u holda

fl (tz+;1:)=tC+f0($)

249

www.ziyouz.com kutubxonasi



formula bilan aniglangan f) funksional chizigli va {25.1) shartni ganoatlanti-
radi.
Shunday qilib, biz fy funksionalni Ly qism fazodan undan kengrog bo‘lgan
LY gism fazogacha {25.1} shartni saqlagan holda chizigli davom ettirdik.
Agar L chizighi fazoda sanoglita xy, xg, ..., Tn, ... elementlar sistemasi
mavjud bo'lib, bu sistemani saglovchi L ({zx}) minimal gism fazo L ning

o'ziga teng bo'lsa. u holda fy funksionaini
(I) {1/0, J‘l} [_4(2) = {L(”, ;1'2}. ce

kengayib boruvchi gism fazolarda yuqoridagidek aniglab, fy funksionalni £
fazogacha (25.1) shartni saglagan holda davom ettirish mumkin.

Agar chizigli qobigi L ga teng boladigan sanoqli sistema rnavind bo‘imasa,
u holda teoremaning isboti Sorn lemmasi yordamida nihoyasiga etkaziladi ([1]
ga qarang). A

25.6. L. = C[—1, 1] uzluksiz funksiyalar fazosi va uning qism fazosi Lo =
{z e C[-1, 1] : suppz C [0, 1]} ni qaraymiz. Lo qism fazoda fy chizighi
funksionalni quyidagicha aniglaymiz:

1
o(r)= /l r(t)dl, xe€ Ly

L = C[~1, 1] chizigli fazoda f va p funksionallarni quyidagicha aniqlaymis:
) 1
f(z)= / x(t) yo(t)dt + / z(t) dt, p(x)=2max |z(t)], rel
J-1 Jo ~I<i<1

Quyidagicha savollar qo‘yamiz.

1) fo funksional (25.1) tengsizlikni qanoatlantiradimi?

2} f funksional fp funksionalning I fazogacha davomi bo‘ladimi?
3)

3) v € C[-1, 0] qanday tanlanganda [ funksional Xan-Banax tcoremasi-

ning shartlarini ganoatlantiradi?
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Yechish. fp funksional (25.1) tengsizlikni qanoatlantiradi. Hagigatan ham,

1 1
fo(:c):/ z(t) dt < / max I:J:(t)ldt:?.xfliinél lz@) | =p(x). z € Lo
-1 .l

Agar x € Ly, bo'lsa u holda

/jl z (1) w(t)di =0

bo'ladi. Shuning uchun, barcha 4y € C[—1, 0] larda f(2) = fo(z), z € Ly
tenglik o'rinli. Demak, barcha yo lar uchun f funksional fy funksionaloing

L fazogacha davomi bo'ladi. Nihoyat,

0 1
fo) < o1 [ lw@lde+ | max o) i<
< 2_1{133;1 le(®) =p(x), zelL

tengsizlik,
P

/ () dt=c<1
-1
shartni ganoatlantiruvchi barcha yo € C[—1,0] larda o‘rinli. Demak, ¢ €
[0, 1] bo'lsa, Xan-Bacax teoremasining shartlari bajariladi. Shunday qilib fy
funksionalni (25.1) shartni saglagan holda cheksiz ko p usul bilan L fazogacha
davom ettirish mumbkin ekan.

Endi Xan-Banax teoremasining kompleks variantini isbot gilamiz.

25.6-ta’rif. L — kompleks chizigli fozo vo undo eniglangen manfiymaes p
funksional berilgan bo‘lsin. Agar iztiyoryy .y € L va ixtiyorsyy o € C uchun
p(z+y) <p(z)+p(y) ve plax)=o| p(z) shartlar bajarilsa, u holda p
qaveriq funksional deyiladi.

25.4-teorema (Xan-Banaz). p — L kompleks chizigh fazoda aniglangan

qavariq funksional. fo esa Lo gism fazoda aniglangan bo lib.

| fo(z)|<p(z), ze€ly
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shartni ganoatlantiruvchi chizigl funksional bo‘lsin. U holde butun L do anig-

langan va
fE)=fo(x). Yeely, |f(e)|<plz)., Vel

shartlarni ganootlentiruuchi f chizigh funksional mavjud.

Isbot. L va [y fazolani haqiqiy chizigli fazo sifatida qgarab, mos ravishda
Lp va Logp bilan belgilaymiz. Tushunarliki, p funksional Lp da aniglansan
gavariq funksional bo'ladi, fop () = Refo (z) esa

| for(z) | < p(z), =€ Lor(= Lo)
shartni, bundan esa fop(x) < p(x) shartni ganoatlantiruvchi Lop dagi
hagigiy chizigli fanksional boladi. 25.3-teoremaga ko'ra, Lp da aniglangan
va
fR(ﬁ[-')f_:'p(-’If), :CELR(: L)’
fr(x) = for(z), =€ Lon(= Lo)

shartni qancatlantiruvchi fp chizigli funksional mavjud. Tushunarliki,
~fr(z) = fa(—r) < p(—2) = p ().

Demak,
[fr(z)I <p(z), z€lr(=1) (25.4)

Endi f funksionalni L da quyidagicha aniglayroiz
fz) = fr(z) — i fr(ez).

Murakkab bo‘lmagan hisoblashlar yordamida ko‘rsatish mumkinki. f — L

kompieks chizigli fazoda aniglangan chizighi funksional bo‘ladi hamda

f(2)=fo(z), Yz e Ly, Ref(z) = fr(z), Vzel.
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Ixtiyoriy z € L uchun |f(7)} < p(z) ekanligini ko‘rsatsak. teorema is-
bot boladi. Teskaridan faraz qilamiz. Biror 29 € L uchun [f (z)| > p(zo)
bo'lsin. [ (zo) kompleks sonni [ (20) = pe*, p > 0 ko‘rinishda yozamiz va

Yg = € Yy deb olamiz. U holda

IR (40) = Ref () = Ke [e7f (z0)] = p > p(20) = p(v0).

2

Bu esa (25.4) shartga zid. A
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. Yla, B qism fezodo aniglangan fo(z) = 2(b) funksional uchun f
Vg, )] = R, f(z) = az(a)+x(b) funksional uning davomi boTadimi?
p(x) = |z(a)| + [2(B)], =z € Vl]a,b] funksional qavarigmi? Pargmetr
a € R ning ganday giymatlarida bu funksionallar uchun 25.3-tcorema
sharilari bajeriodi?

2. Yadrosi bo'sh to‘plam bo‘lgan qavarig io‘plamga misol keltiring.

3. R? fazods quuarig ve gavarig boTmagan funksionalga misol keltiring.

By fozoda py(z) = 22+ 13 va pa(x) = /2l + a3

funksionallarni
quvariglikka tekshiring.

4. 25.6-misolda keltivigan fo va f funksionallarning chizigli ckanligini
ko ‘rsating.

3. 23.0-misolda keltivilgan p akslantirishning chekli qavariq funksional ckon-

fegini ko ‘rscting.

*

Berilgun &/ ={z € Cla, b] : max [z ()] <1} qavarig jismga mos
asit<

Minkouskiy funksionaling gquring.

7. p: R = R, p(z) = |1y + 3| funksionaining chekli gavariq funksio-

nal ekankigini ko ‘rsating. Unga mos E = {x € R2: p(z) <1} qavarig

gismni R? fazoda chizib ko‘rsating.
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26~ §. Chizigli normalangan fazolar

Chizigli fazolarda clementlarning bir-biriga yaqinligi degan tushuncha yo'q.
Ko‘plab amaliy masalalarni hal gilishda elementlarni go'shish va ularmi songa
ko‘paytirish amallaridan tashqari, elementlar orasidagi masofa, niarning yagin-
ligi tushunchasini kiritishga zarurat to‘giiladi. Bu bizni normalangan chizigli
fazo tushunchasiga olib keladi. Normalangan fazolar nazariyasi S.Banax va
boshas mabernatiklar tomonidan rivejlantirilgan.

26.1-ta’vif. L chizigh fazo va unda aniglangan p funksionel berigan
bolsin. Agur p quyideyi uchta shortni qanogtlantirsa. unge norme degilade:

1) p(z) 20, Veel; pz)=0<=2z=0;

2} plax) = la| p(z), Va e C. Ve € L;

3) plz+9y) < p(x)+p(y), Vz,yel.

26.2-ta’rif. Norma kiritilgan L chizigli fezo chizigl normalangan fezo
. it q ¢ .

deyiladi va = € L elementning normasi |[z|| orguli belgilanadi.

Agar L — pormalangan fazoda 2,y € L elementlar jufti uchun
Y — Iy — !
p(z.y) = |l —

sonni mos qo‘ysak, p funksional metrikaning 1-3 aksiomalarini ganoatlantiradi
(19.1-ta'rifga qarang}. Metrika aksiomalarining bajarilishi zormaning 1-3 shart-
laridan bevosita kelib chigadi. Demak, har qanday chizigli normalangan fazoni
metrik fazo sifatida garash mumkin. Metrik fazolarda o'rinli bolgan barcha
tasdiglar {malumotlar) chiziqli normalangan fazolarda ham o'rinli.
X chizighi nonmalangan fazoda {z,} ketma-ketlik berilgan bo'lsin.
26.3-ta’rif. Birer x € X va iztiyoriy € > 0 uchun shunday ng = ny(e) >

0 mavjud bo tb, barcha n > ng lurda ||z, — z|| < € tengsizlik bajarilsa, {zn}

ketma-kethk = € X clementge yaginlashadi deyiladi.
26.4-ta’rif. Agar iztiyoriy € > 0 son uchun shunday ng = no(e) >

254
www.ziyouz.com kutubxonasi



mavjud bolih. harcha n > ng va p € N lurde ||Tpip — xp]] < € tengsizlik
bajarilse, {x,} ketme-kethik fundomental deyilodi.

26.3 va 26.4 ta’riflarni 20.6 va 21.1 ta'riffar biian vagqoslang.

26.5-ta’rif. Agar X chizigh normalangan fazodags ixtiyoriy {z,} funde-
mental ketmao-ketlik yaginlashuuchi boisa, u holde X to‘le normalengan fazo
yoki Banax fazosi deyiladi.

Bu ta'rifni quyidagicha aytish mumkin: agar (X,p), p(z,9) = {lz —yll
metrik fazo to'la bo'lsa, v helda X toe normelangan fozo deyiladi.

Chizigli normalangan fazolarga misoliar keltiramiz.

26.1-misol. /, = R — haqgiqiv sonlar to‘plami. Agar ixtiyeriy * € R soni
uchun |{rl] = |z| souni raos go'ysak, R normalangan fazoga aylanadi.

26.2. L. = C kompleks sonlar to'plami. Bu yerda ham norma yugoridagidek

kiritiladi: f{z]| = |2].
26.3. L=R" — n olchamli hagigiy chizigh fazo. Bu fazoda
1
n ‘@ NP
= | S gl = () el = max [, < e R7
k=1 k=1 -

funksionallar norma shartlarini ganoatlantiradi. R chiziqli fazoda ||ef|, nor-
wa kirizilgan bo'lsa, uni R} . agar |je||,, norma kiritilgan bo'lsa, uni R, deb
belgilaymiz (19.3-19.5, 19.11-misollar bilan tagqoslang).
26.4. L =C"® — n oflchamli kempleks chizigli fazo. Bu fazoda
e

7
|zef?

Il =

I
! k=1
funksional norma shartlarini qanoatlantiradi.
26.5. Cla, b — [a, b] kesmada aniglangan uziuksiz funksiyalar fazosi.

Bu fazoda f £ Cla, 8] elementning normasi (19.6-misol bilan tagqoslang)

171l = max 1 ()1,
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tenglik bilan anigianadi. Xuddi 26.3-misoldagidek Cla, b} chizigli fazoda nor-
ma

b

7t = [ ol

a

formula vositasida kiritilgan bo'lsa, uni Cyla, 8] (19.9-misol), agar norma
[ (b

Il =1/ [ 1o
a

J
tenglik orqali kiritilgan bo‘lsa uni Cofa, 6] {19.8-misolga qarang) deb beigi-
laymiz.

Quyida biz chizigli fazo va unda kiritilgan normalarni beramiz.

26.6. {5 fazoda o elementning normasi quyidagicha kiritiladi:

flefl =

26.7. cg, ¢, m fazolarda z elementning normasi quyidagicha kiritiladi:

lzll = sup |ag].
1<n<oo

ly, @, ¢ va m fazolarning aniqlanishi 23.5-23.8 misollarda keltirilgan.

26.8. M[a, b] —bilan [a, b] kesmada aniqlangan barcha chegaralangan
funksiyalar to'plamini belgilaymiz. Bu to‘plam odatdagi funksiyalarni go‘shish
{23.3)va songa ko'paytirish {{23.4)ga qarang)amallariga nisbatan chizigli fazo
tashkil giladi. Bu fazoda aniqlangan

p(@)=sup |z (t)], ze Mla, b] (26.1)
ast<b

funksional norma shartlarini qanoatlantiradi va A [4, b] chizigli normalangan
fazo boladi.

26.9. C™Ma, b]— bilan [a, b] kesmada aniqlangan n marta uzluksiz diffe-
rensiallanuvchi funksiyalar to‘plamini belgilaymiz. €0 [a, b] to‘plam odatda-
gi funksiyalarni qo'shish va songa ko'paytirish amallariga nisbatan chizigli fazo
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tashkil qiladi. Bu fazoda aniglangan
n
olr) = " (k) . -t(n)
p(z) 52% [ ()] + ; 525‘5 l.r, (t)’. re CWa, ] (26.2)

funksional normaning 1-3 shartlarini ganoatlantiradi.
26.10. [a, b] kesmada aniglangan o'zgarishi chegaralangan funksiyalar fa-

zosi Va, b] (23.11-misolga qarang) ni garaymiz. Bu fazoda
p: Ve, ] =R, p(x) = |z(a)| + V2] (26.3)

funksional norma aksiomalarinil qanoatlantiradi va Ve, 8] chizigli norma-
langan fazo bo'ladi.

Endi Banax fazolariga misollar keltiramiz.

26.11. R", R}, Cla, 0], &, p>1, ¢, g fazolarni to'lalikka tekshiring.

Yechish. To'la metrik fazolar (21-paragraf) mavzusidan ma’lumki R®, R3.
Cla, b}, &, p 21, ¢, o lar (21.3-21.7 misollarga qarang) to'la metrik
fazolar edi. Shuxing uchun ular to'la normalangan fazolar, ya'ni Banax fazolari
bo'ladi. A

26.12. Cola, b wo'la bo'hmagan (21.8-misolga garang) metrik fazo edi.
Shuning uchun Cafe, b] to‘la bo‘hnagan normalangan fazoga misol bo‘ladi.

26.1. Normalangan fazoning gism fazosi

Biz yuqorida chiziqli fazoning gism fazosi tushunchasini kiritgan edik, ya'ni
agar ixtiyorly o,y € Ly elementlar va ixtiyorly o, § sonlar uchun ax4 By €
Lo beflsa, bo'sh bo'lmagan Ly € L gism to'plam, qism fazo devilar edi.

Normalaugan fazolarda yopiq gism fazolar, ya’ni barcha limitik nuqtalariui
o'zida saqlovehi gism fazolar muhim abamiyatga ega. Chekli oflchamli nor-
malangan fazolarda har qanday qgism fazo yopigdir. Cheksiz o'lchamli nor-
malangan fazolarda gism fazolar doim yopig bolavermaydi. Quyida keltiri-
ladigan misol fikrimizni tasdiglaydi.
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26.13. Uzluksiz funksiyalar fazosi Cla, b] dagi barcha ko‘phadlar to‘plami

gism fazo tashkil giladi, lekin u yopiq emas. Bunga ishonch hosil gilish uchun

t?’l
P(T)~1+f+2' '-%‘;l-!-
ko'phadlar ketma-ketligini qaraymiz. Ravshanki, {#,} fundamental ketina-
ketlik bo'lib, uning Limiti 2(t) = €' ga teng. z(¢) = €' funksiya esa ko'phad
emas.
Normalangan fazolarda asosan yopiq chizigli gism fazolarni qarayiniz. Shu-
ning uchun 23-§da kiritilgan gism fazo atamasiga o‘zgartivish kiritish tabiiydir.
26.6-ta’rif. Agar L normalangan fozoning Ly C L gism toplamida iz-
tiyoriy x,y € Ly elementlar va iztiyoriy o, B sonler uchun ax + Py € Ly
bolsa Ly chizigli ko’pzidlilik deyiludi. Agar Ly C L gism to‘plam yopig chi-
2ighi ko'‘pritlilik bolsa, Ly gism to‘plam L. ning gism fazosi deyiladi.
26.14. Uzluksiz funksiyalar fazosi C[—1, 1] dagi barcha toq funksiyalar
to'plami C~[—1, 1] {23-§ning 4-chi topshirig‘iga qarang) chizigli ko‘pxillilik
tashkil giladi vau yopiq. Haqigatan ham. {z,} toq funksiyalar ketma-ketlipi

biror z € C[—1,1] elementga yaginlashsin. U holda

z(—t)= hm Ty (—1) = hm (=2 (8) = — lim 2, (¢) = —x (?).

00

26.15. [a, b] kesmada aniglangan va z(a) = 0 shartni qanocatlantiruvchi

o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar to'plamini Vg[e, b bilan belgilaymiz.

Malumki, Vola, b] to‘plam Va, 5] fazoning (23.15-misolga garang) gism

fazosi. ya'ni yopiq chizigli ko‘pxillilik bo‘ladi. Bu fazoda ham z elementning

normasi {26.3) tenglik bilan aniqlanadi. (26.3) tenglik Vo[a, b] fazoda quyidagi
ko‘rinishga ega bo'lady:

lalf = V1] (26.4)

va 11 norma aksiomalarini qanocatlantivadi. Demak, Vo[, b] to‘plam chizigh

normalangan fazo bo‘ladi.
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26.16. [a, b] kesmada aniglangan va x(a) = 0 shartni qanoatlantiruvchi
absolyut uzluksiz funksiyalar to‘plamini ACy[a, b] bilan belgilaymiz. Ma’lum-
ki, ACy[a, b] so‘plam Vgla, 8] fazoning (26.15-misolga qarang] gism fazosi
bo‘ladi. Shuning uchun bu fazoda ham 2 elementning normasi (26.4) tenglik
bilan aniglanadi va ACp[a, b] to'plam chizigli normalangan fazo hosit giladi.

26.2. Normalangan fazoning faktor fazosi
Bizga [, normalangan fazo va uning g C 1 gism fazosi berilgan bo'lsin.
P = L/1y faktor fazoni garaymiz va unda normani quyidagicha aniglaymiz.

Har hir £ € P qo'shni sinfga
&l =inf|| =]l (26.5)
€

sonni mos qo'ysak, bu funksional norma aksiomalarini qanoatlantiradi. De-
mak, L/Lg faktor fazo ham normalangan fazo bo'lar ekan.
Agar L to'la normalangan fazo bo‘lsa, /Ly faktor fazo ham (26.5) nor-
maga nisbatan to‘la fazo bo'ladi {1].
26.17-misol. Faktor fazoga misol keltirishni tushunish nisbatan osonroq
bo'lgan R3 fazodan boshlaymiz. L = R3® fazoning sos qism fazosi L/ =
{(z1,72,73) € R®: 23=0} ni qaraymiz va L/L/ faktor fazoning element-
larini, ya'ni qo'shni sinflarning tavsifini beramiz. Malumki,
T—y=(r1— T3 T2—Ys, T3~ Y3) € L
bo‘lishi nchun 3 = y5 bo'lishi zarur va yetarli. Demak, L/L’ faktor fazoning
elementlari Qx;xy tekislikka parallel boigan tekisliklardan iborat. Masalan,
(a, b, £) € R? nugtani o'zida saglovchi € qo'shni sinf Oz, tekisligiga paral-

lel bo'lgan z3 = c tekislikdan iborat. Bu faktor fazoda § elementning normasi

R J——
p(¢) = inf \/ ?+ad+ri= inf V/ %+ 1k + 22 = |y
z-£ z1.x2-R
tenglik bilan aniglanadi. Bu faktor fazoning ofichami 1 ga teng va u iv'la

normalangan fazo.
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26.18. Lya, ] fakior fazoni (23.18-misolga qarang) qaraymiz. Agar Lyla, b
dan olingan har bir € qo‘shni sinfga uning ixtiyoriy f € £ vakili yordamida

aniglanuvehi va vakilning tanianishiga bogliq bo‘lmagan

b >
et =int ([ 1ropar) =10 (266)

gonnt mos (o‘ysak, bu funksional norma shartlarini qaneatlantiradi. Dermaak,
Lpla, b, p > 1 chizigli normalangan fazo bo'ladi. Bu fazo [a, b] kesmada
aniglangan va p — chi darajasi bilan Lebeg ma'nosida integrallanuvehi ekvi-
valent funksiyelar fozosi deyiladi. Barcha p > 1 larda Lpla, b] fazo to'la
nortaatangan fazo, ya'ni Banax fazosi bo'ladi [1].

26.19. O'zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi V[a, b] ni (26.10-misol-
ga qarang) garaymiz. Unda o‘zgarmas funksivalardan ihorat L/ = {2 €
Vg, b] : =z(t) = const} bir olchamli qism fazoni olamiz. Endi V[a, ]
chizigli fazoning L’ qism tazo bo'yicha faktor fazosini qaraymiz. Fakior fazo
ta’rifiga ko'ra x,y € V]a. b] elementlar bitta qo'shni sinfda yotishi uchun
z(t) — y(t) = const bo'lishi zarur va yetarli. Boshgacha aytganda y € Va, b
element z elementni saglovchi § qo‘shni sinfda yotishi uchun y(t) = «(t) —.
', C = const ko‘rinishda tasvirlanishi zarur va yetarli. Ma’fumki, har gan-

day faktor fazoda £ elementning normasi quyidagicha aniglanadi:
=1 A= 1 ’ T - bl HE 26.
1€} = inf ffyll = inf (lo(e) - C1+VoTle &) (26.7)

Otzgarishi chegaralangan funksiyalar xossalaridan ma’lumki, istalgan C o'z~
garmas uchun

Vi - C) = V]
tenglik o‘rinli. |x(a) — C| ning aniq quyi chegarasi esa nolga teng. Bulardan

foydalanib, (26.7) ni quyidagicha yozish mumkin:

el =V2z], x€€ va z(a)=0. (26.8)

260

www.ziyouz.com kutubxonasi



(@i, ;) # 0 bo‘lgani uchun, barcha ¢ € {1.2,...,n} larda a; =0 bo'ladi.
27 . 4-ta’rif. Agar {x.} sistemani o‘zida saglovchs mindmal yopig gismn fazo
E fazoning oziga teng bolsa, v holda {2,} sistema tola deyiladi.
27.5-ta'rif. Agar {x,} ortonormal sistema to‘la bo'lsa, u holda bu sistema
K fazodagi ortonormal (ortogonal normalangan) bazis deyiladi.

Ravshanki, agar {z,} ortogonal sistema bo'lsa. u holda

{zall™ 2.}

27 . 1-misol. R® = {2 = (21,22, ..., %a), % € R} — n o'ichamii Evklid

ortonormal sistema bo‘ladi.

fazosi. Ba fazoda skalyar ko'paytma quvidagicha kiritiladi
Y pay LA g

n
(z,y)= Z TiY;.
i=1

Bu fazoda {ex = (0,...,0,1,0,...,0)}7_, vektorlar sistemasi ortonormal

bazisni tashkil qiladi.
27.2. Kvadrati bilan jamlanuvchi ketma-ketliklar fazosi, ya'ni €2 ni garaymiz.

Bu fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi

(z,9) =z
=1

£y fazoda ortonormal bazis sifatida (23.8) tenglik bilan aniglanuvchi {e,}52,
vektorlar sistemasini olish mumkin.

27.3. Cyla. b] fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi

b
mm:/fmgwa. (27.4)

Bu fazoda ortogonal {normalanmagan) bazisga

2rnt . 2 nt 19
—, €OS , sin , n=12 ...
2 b—a b—a

funksiyalardan tashkil topgan trigonormetrik sistema misol bo‘ladi.
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27.4. lafa, b] fazoda ham f va ¢ elementlarning skalyar ko‘paytmasi
(27.4} tenglik bilan aniglanadi.

27.6-ta’xif. Agar E Euvklid fazosining hamma yerida zich bo‘lgan senogli
to ‘plam mavjud bolse, F separabel Evklid fazosi deyiludi.

Yuqorida keltirilgan R™, Z, Csfa, b] va Lafa, b] fazolar (19.3-19.6 misol-
larga qarang) separahel Evklid fazolariga misol bao'ladi. Har qanday separabel
Evklid fazosidagi ixtivoriy ortonormal sistema ko‘pi bilan sanogiidir. Mustaqil
ishotlang.

27.1-teorema (Ortogonellashtirish jurayoni). Bizga ¥ Evklid fazosida
chizigli bog lantnagan

fl, f27---,fm--- (275)

elementlar sistemasi bevilgan bolsin. U holda F Evklid fazosida quyidagi

shartlarni qoenocatiantiruvchi

¢'17 d)2a '--7¢m--- (276)

sistema maoviud:
1) (27.6) ortonormal sistema.
2) Har bir ¢, element fi, fa, ..., fn elementlarming chizigli kombinatsiya-

sidan thorat, ya’ni

On = an1f1 +anafo 4+ oo + @pafn,  Gpn > 0;

3) har bir f, element

fa=bnidr + bpadbo+ -+ 4+ bpndp, bpp >0

V ko rinishda tesvirianadi.
4)(27.6) sistemaning har bir elementi 1-3 shartlar bilen bir giymatli aniglana-

di.
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Isbot. ¢ element @y fi ko‘rinishda izlanadi va ey

(b1, ¢1) = ajy (1, f) =1

shartdan aniqlanadi. Bu yerdan
1 L
= = >
VUL ) A

Ko'rintb turibdiki, ¢, bir qiymathi aniglanadi. Faraz gilaylik, 1-3 shartlarni

apl = 0.

qapoatlantiruvchi ¢, & € {1.2,...,n—1} elementlar qurilgan bo'lsin. Uskbu
Yn = fn— (fnw le) fbl - (fm 4“2) G — +ev — (fn ¢n—1) Op—1

elementni kiritamiz. Ko'rsatish mumkinki, agar k € {1, 2,..., n— 1} bo'lsa,
(¥n, or) = 0 bo'ladi. (¢n, ¥n) = 0 tenglik (27.5) sistemaning chizigli erkli
ekanligiga zid, shuning uchun (¢h,, ¢) > 0. Endi

¥n
AY% (,lf'/ﬂ ¢n)

deymiz. v, vektorning qurilishiga ko'ra u fi, fa, ..., fn vektorlarning chi-

On =

zigli kombinatsivasi va demak, ¢, ham ularning chizigh kombinatsiyasi, ya'ni
. 1
Pn = g1 f1 + anafat+ o + Onnfn, buyerda agn = e 0.
Vv ¥n, Wn)

Bundan tashgart (@n, ¢n) =1, (@n, ¢&) =0, (kK <n) va
fn =byy 1+ bpaa b oo 4 byy @n, bpp = a,;,,i = \//(l//)m {Ln) >0,

ya'ni ¢, teorema shartlarini ganoatlantiradi. A

(27.5) sistemadan 1-3 shartlarni qanoatlantiruvchi (27.6) sistemaga o'tish
ortogonallushtirish jarayoni deyiladi. Ko'rinib turibdiki, (27.5) va (27.6) sis-
temalardan hosil bo'lgan gism fazolar ustma-ust tushadi. Bundan kelib chigadi-
ki, bu sistemnalar bir vagtda to'la yoki tola emas.

27.1-natija. Har qunday separabel Evklid fazosida sanogli ortorormal bazis
moujud.
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Isbot. {¢,} C F Evklid fazosining hamma yerida zich sanogli to'plam
bo‘lsin. Undan chizigli bog'langan elementlarni chiqarib tashlab. qolgan {f,}
sistemaga ortogonallashtirish jarayonini qo‘llab, ortonormal bazisni hesil gila-
miz. A

27.1. Bessel tengsizligi. Yopig ortogonal sistema
Bizga n —o'lchamli & Evklid fazost va uning ey, e, ..., e, ortonormal

bazisi berilgan bo'lsin. U holda ixtiyorly z € F elcmentni
n
T = Z ek, (27.7)
k=t

yoyilina ko'rinishda yozish numkin. bu verda ¢, = (z,e), k€ {1,2,...,n}.

Bu yoyilmani cheksiz o'lchamli Evklid fazolari uchun ganday wmumlashtirish

“mumkinligini ke‘rib chiqamiz. Bizga # Evklid fazosining {
~,
(]51) ¢2: "‘1¢ﬂ: L (278)

ortanormal sistemasi va f € £ ixtiyoriy elementi berilgan bo'lsin. f element-
ga

z?kz(f, q’ﬁk), k= 1, 2, NI (279)
sonlar ketma-ketligini mos qo'yamiz va ¢, sonlar f elementning koordinato-

lari yoki {&,} sistemadagi Furye koeffitsiyentlari deyiladi.
o
> ab (27.10)
k=1

formal qator esa f elementning {¢,} ortonormal sistemna bo'vicha Furye
gator: deyiladi.
Quyidagicha savol tugiladi. (27.10) gator yvaginlashuvchimi? Ya'ni qator-

wng gismiy yig'indilari ketma-ketligi

N
L Cr P = fn
k~1
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biror elementga yaginlashadimi? Agar {fp} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lsa,
u holda (27.10) qatormng yighindisi f ga teng ho‘ladimi?

Bu savollarga javob berish uchun quyidagi masalani qaraymiz. Berilgan n
natural son uchun oy, k € {1,2,...,n} koeflitsiventlarni shunday tanlash
kerakki. f va

n
= Z ak Pk (27.11)
k=1

vigindi orasidagi i f — Sp|| masofa minimal bo‘lsin. Bu masofa kvadratini

hisoblaymiz. (27.8} ortonormal sistema bo‘lgani uchun

/
If=Sall®={ f k ' Z(Jfﬂﬁk, f= v”k‘bk\ =

k=1 k=1 /
e &
=) -1 2kt | — \Lak b, f ) - (Z ak bk, 01; V;\) =
\ ¥ k=1 \ k=1 i= —y /
n
(£, )= ﬁ“ak (f,q)k)h_,
k=1 k=
n
— : . 2 2
= || f|? 2Zrzkck—|—2ak "k_Z"k-
k= k=1
n
= Hf|I2+Z(a'k —af-> 4
k=1 k=1
Bu ifoda barcha k € {1,2,...,n} larda
o = ¢k (27.12)
bo‘lgan holda minimumga erishadi. Bu holda
n
If=SallP =117 =D 4. (27.13)
k=1
Biz isbotladikki, (27.11) ko'rinishdagi yig'indilar ichida f elementdan Furye
qatorining
.
fa=3_ckdx
k=1
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qismiy yig'indisi eng kam chetlanar ekan.

Bu tasdigning geometrik ma’nosi shundan iboratki,

n
f- Z O D
k=1

vektor @1, @9, ...,¢, vektorlarning barcha chizigli kombinatsiyalariga orto-

gonal, ya'ni f — .S, element ¢y, ¢, ..., ¢, vektorlardan hosil bo‘lgan gism

fazoga ortogonal bo‘lishi uckiun (27.12) shartuning hajarilishi zarur va yetarlidir.
I f — Sall® > 0 bo‘lgani nchun (27.13) tenglikka ko'ra

k()

> oG <P

k=1
Bu tengsizlik ixtivoriy n € N uchun o‘rinli, shunday ekan.
o0
S .
k=1

qator yaqginlashuvchi va
>od <P (27.14)
k=1

So‘nggi (27.14) tengsizlik Bessel tengsizligi deyiladi.

27.7-ta’rif. Agur ixtivoriy f € B uchun
Do) =IIfI? (27.15)
k=1

tenglik o ‘ranli to Isa, {b,} ortonormal sistema yopiq sistema deyiladi. (27.15)
tenglik Parseval tengligi deyiladi.
(27.13) tenglikdan kelib chigadiki, {¢,} ortonormal sistemaning yopiq bo‘lishi

uchun, har bir f € & da
oo
> " ek bk
k=1
Furye gatorining qismiy yig'indilar ketma-ketligi f elementga vaqinlashishi

zarur.

h 270 )
www.ziyouz.com kutubxonasi



27.2-teorema. Separabel Bvklid fazosida har qanday to’la ortonormal sis-
tema yoprg va oksincha.

Isbot. £ dao clingan ixtiyoriy {¢n} to'la ortonormal sistemani garayiiz.
Istalgan f € £ wchun o = (f, ¢&), k= 1,2, ...,n,... Furye koeffit-
siyentlarini olam]i\?. {¢n} sistema to'la bo‘lgani uchun ixtiyoriy € > 0 songa

ko‘ra, shunday Y ag ¢ chekli yigindi mavjud bo'lib,
k=1

N | 2
Y
Xk ¢k| <€

i
if —
1
I k=1
tengsizlik bajariladi. U holda » > N bo’lganda
2

n N N N 2
1FP=-3"4 <lifIf-> d= ’f-zckfbk <= mn| <e
k=1 R k=t

k=1
Olingan bu munosabatlardan

[+ &)

IFIF=>a

k=1
Parseval tengligi kelib chigadi, ya'ni {¢,} sistema yopiqg ekan.

Endi {¢,} — £ dan olingan ixtiyoriy yopiq ortonormal sistema bo‘lsin.

o
f € E vekior qanday bo‘lmasin, uning Furye qatori Y cx ¢ ning gismiy
k=1

yighindilar ketma-ketligi [ elementga yaginlashadi, chunki

{
H
i
|

n
[= an

Nn—00
k=1 |

2 ( n
i (=)
7}1{{}0 \\”f“ }1 ] 0.
= 7

k=
Shuning uchun {@,} — sistemaning barcha chekli kombinatsiyalari to‘plami
E ning hamma venda zich bo'ladi. Yani v to'la ortonormal sistema
o o
bo‘ladi. A
27.23. Co|—, 7] separabel Evklid fazosida { ¢a (t) = 7 2sinnt} 2,
sistema ortonormal bo'ladimi? Agar {¢,} ortonormal sistema bolsa, u to'lami?
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Yechish. Ma'lumki, {#~2sinn¢} trigonometrik sistema ortogonaldir.
Endi (¢q, én) =1 tenglikoi tekshicamiz.
rr

1 /7 1 1
(bn. &0) = - / sin?nt dt = — | (1 —cos2nt) di = 7 (2r—0)=1.
T Jdg 7

/O .

Demak, {¢,} ortonormal sistema ekan. Endi uni to‘lalikka tekshiramiz. 27.2-
teoremaga ko'ra {0,} sistewa to‘la boliski uchun uning vopig bo‘liski zarur
va yetarlidir. fy(tf) = 1 € Cy[—n, 7] uchun Parseval tengligi bajarilishi-
ni tekshiramiz. fo ning Furye koeffitsiyentlarin: hisoblaymiz. Ma'lumki, tog
funksiyanng [—a, a] kesma bo‘yicha olingan integrali nolga teng. Shuning
uchun istalgan n € N da

1 /™.
= (fo, $n) =—= [ sinntdt=0.
T

VT J s
Bundan

3
2r = ifell?>0=> "4

n=1
tengsizlik kelib chigadi. Parseval tengligi bajariimayapti, shuning nchun {é,}
sistema vopiq emas, demak, u to'la bo'lmagan ortonorinal sisterna ekan.
27.2. To'la Evklidla Evklid fazolari. Riss-Fisher teoremasi
Bizni asosan to‘la Evklid fazolari gizigtiradi.
27.8-ta’rif. £ Evklid fazosi ||z|| = \/(x, ) normaga nisbatan t5a bo'isa,
u tole Buklid fazosi deyilads.
27.6-misol. Cya, ] to'la bo‘lmagan separabel Evklid fazosi ho'ladi (21.8-
misolga garang).
27.7. fy va Lofa, b] to'la separabel Evklid fazolariga misol bo'ladi (21.7
va 26.18-misollarga qarang).

E —to'laseparabel Evklid fazosi va {¢,} undagi ortonormal sistema (to'la

bo‘lishi shart emas) bo‘lsin. Bessel tengsizligidan kelib chiqadiki, ¢, e, ..., ¢a, ...
(=) o 2 H bl ’ H
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sonlar biror f elementning Furye koeffitsiyentlari bo'lishi nchun

2 (27.16)

n=1
qatorning yaqinlashishi zarur.
Tola Evklid fazolarida bu shart yetarli ham ekan.
27.3-teorema (Riss-Fisher). {d,} — I tola Evklid fozosidagi iztiyoriy
ortonormal sistema va ¢1, Co, ..., Cn, ... sonlar shunday bo ‘lsinki, (27.16) qa-

tor yaginlashsin. U holda shunday f € ¥ clement mavjudki,

oo

o= ), k=12 ..., va & =(f,f)=lfIP

n=1
tengliklar o ‘rinki bo lads.
Isbot. & tola Evklid fazosids {f,} ketma-ketlikui quyidagicha aniglay-

miz:
n

Jn= S—‘ Ck Q-

L
k=1

(27.16) qator yaqginlashuvehi bolgani uchun ixtiyoriy € > 0 son uchun shun-
day n(¢) > 0 mavjudki, barcha n > n(c) va p € N larda

n+p

I fatp — fn”2 =1 Parr+ - Cn+p(,bn+P”2 = >:, %s < £

=n+1
tengsizlik o‘rinki, ya'mi {f,} — fundamental ketma-ketlik. # ning to‘laligiga
ko‘ra {fn} ketma-ketlik biror f € £ elementga yaqinlashadi. Istalgan ¢ € N
nchun

(f, i) — (fa: &) +(f — fn, #3) (27.17)

tenglik o‘rinli. (27.17) ning o‘ng tomonidagi birinchi go‘shiluvehi n > 2 da g

ga teng, ikkinchi qo‘shiluvchi esa n — oo da nolga intiladi, chunki

I(f =S )l SU T = fall Nl =11 = fall =0, n— 0.
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{27.17) tenglikning chap tomoni n ga bog'liq emas, shuning uchun n — oo
da limitga o‘tsak,
(f, i) =cu

f ning aniqlanishiga ko‘ra,

n n \ 00
. 112 S . ‘
= falP = F = cute 1 — chask) (. N-3 3 =0 n—x
k=1 k=1 k=1
Shuning uchun
oc
, 2
Y& == A
n=}
Ortogonal sistemaning to‘laligi hagida quyidagi teoremani isbot]aymiz.
27.4-teorema. 150 separabel Evklid fozosidagi {¢n} ortonormal sistema
to'la bo'lishi uchun, E da {¢,} sistemaning barcha elementlarige ortogonal
bo'lgan nelmas elementning mavjud bo‘lmasligi zarur va yetark.

Isbot. Zaruriyligi. Faraz qilaylik, {#,} to'la sisterna bo‘lsin, u holda 27.2-
teoremaga ko‘ra u yopiq ham bo‘ladi. Agar f element {¢,} sistemaning bar-
cha elementlariga ortogonal bo‘lsa, n holda uning barcha Furye koeffitsiyentlari
nolga teng, ya'ni ¢, = 0 boladi. U holda Parseval tengligiga ko‘ra,

o0
Ul
(£, N=>_g=0.
k=1
vani f=46.
Yetarliligi. Teskarisini faraz qilaylik, {¢,} to‘la bo‘lmagan sistema bo‘lsin,
[s.a]
ya'ni E da shunday g # 6 element mavjud bo'lib, (g, g) > Y 2, bu yerda
k=1

cr = (g, 9x) tengsizlik bajarilsin. Riss-Fisher teoremasiga asosan, shunday

f € E element mavijudki,

oo

(f, )=, (f,)=).4&

k=1
tengliklar o'rinii. Bu holda f — g element barcha @ larga ortogonal bo‘ladi.
o
(f,./)=>_ 4 < (a.9)
k=1
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tengsizlikdan f — g 5% 0 ekanligi kelib chiqadi. A
27.8-misol. Ly[—n, 7] Evklid fazosida {9y (t) = 2 Y2 cosnt} 2, orte-
normal sistema to‘la bo‘ladimi?

Yechish. {,} laming barchasiga ortogonal bo‘lgan fo(f) = 1 nolmas
element mavjud. Shuning uchun. 27.4-tecremaga ko‘ra {4} sistema to'la
emas.

27.3. Evklid fazolarining xarakteristik xossalari

Quyidagicha savolni garaymiz. £ — normalangan fazo bo‘lsin. £ da aniglan-
gan unorma ganday qo‘shimcha shartlarmi ganoatlantirsa, £ Evkhd fazosi
ham boladi? Boshgacha aytganda, ganday shartlarda norma orqali unga mos
skalyar ko‘paytma kiritish mumkin?

27.5-teorema. K normaolangan faze Bvklid fazosi bolishi uchun, ixtiyoriy

ikkita f, g € & elementlar uchun
If+glP+17=gl> =207 1" +2]gl (27.18)

tenglik bajerilishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. f + g va f — g tomoulari f va g vektorlardan ibo-
rat parallelogramm diagonallaridir. (27.18) tenglik Evklid fazosidagi parallel-
ogrammning ma’lum xossasini ifodalaydi, ya'ni parallelogramm diagonallari

kvadratlarining yig'indisi barcha tomonlar kvadratlarining yigiundisiga ten:

If+al>+1f—al* = (f+g,f+g)+(f—g,//— 9) =
=2(f, ) +2(g,9) =2|If I’ + 2l ;

Yetarliligi. E normalangan fazoda normaning (27.18) ayniyatidan foy-
dalanib, E da skalyar ko'paytma kiritisk mumkinligini ko‘rsatish kifova. Ix-
tiyorly f, g € £ elementlar uchun

(o) =% (I +alP—11f—ol?) (27.19)
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deymiz. Ko'rsatish mumkinki, agar (27.18) tenglik bajarilsa, (27.19) tenglik
yordamida aniglangan funksional skalyar ko'paytma shartlarini qanoatlantiva-
di. A

27.9-misol. R} — n o'lchamli vektor fazoni qaraymiz. Bu fazoda © cle-

mentning normasi quyidagicha aniglanadi (26.3-misclga garang):

‘n %
i)

lizll, = (}_, |-fk|")
k=1

Qanday p > 1 larda R} normalangan fazo Evklid fazosi bo'ladi?
Yechish. R} dan f = (1,1,0,...,0) va g = (1.—1.0,....0) vekior-

larni olamiz. U holda
f+9=1(2,0,0....,0), f—9=(,2,0,...,0).
Endi (27.18) tenglikning bajarilishini tekshirib ko'ramiz:
I +gl, =@ =2, |f—dl,=2 1fl,=]gl,=2"

22192 -9.92p 1 9.9 992

So‘nggi tenglik fagat p =2 da orinli. Demak, fagat p =2 da R} normalan-
gan fazo Evklid fazosi ham bo‘ladi.
27.10. C[0. w/2] fazouri garaymiz. Ma'lumki, bu fazoda f elementuing

normasi quyidagicha aniglanadi

| fil= max |[(t)]. (27.20)

0<t<a/2
Bu fazo Evklid fazosi bo'ladimi?
Yechish. C[0, n/2] fazodan f(t) = cost, g(t) = sini eclementlarni
olamiz. U holda || f| = ||all=1,

/2 2 ~
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—gJl = max |cost—sint|=1.
” f—g [; oétg;r/z ! in £
Eodi (27.18) tenglikning bajarilishini tekshiramiz:
24+1=2(1+1), 3+#4.

Dernak. C'[0, 7/2] fazo Evklid fazosi bo'la olmaydi. Boshqacha aytganda (27.20)
tenglik bilan aniqlanuvehi normani biror bir skalyar ko'payima yordamida
berish mumkin einas. A

Mustaqil ishlagh uchun savol va topshiriglar

1. Shunday funksionalga misel keltiringk:, skalyar ko'‘paytmaning 1-sharti

bajaribmasin.

2. Skalyar ko‘paytmaning I-shurti bajarilib, 2-4 shartlari bajarilmaydigan

funksionalga miscl keltiring.

3. To'le vu to'la bo‘Imagan Evklid fazolariga misellar keltiring. £y va Ca[—1, 1]

fazolarni tahlil giling.

4. R® jozode z = (1,1,1), vy = (1,1,0) = = (1,0, 0) wektoriarni

ortogonalivshtiring.

Csla, b fazada ortonormal sistemaga misol keltiring.

o

8. Co[—1,1] fazoda f(x) =1 va g(x) =x vektorlar orasidagi burchakni

toping. Uni funksiya grafiklari orasidagi burchak bilan taggoslang.

7. {fa(t) =cos(nmx)} sy sistemani Co[—1, 1] fuzoda ortogonallitke

teksharing. U ortonormal sisteme bo ladimi?

8. {om(t)=sin(nma)} 2, sistema Lo[—1, 1] fozoda yopiq sistema bo'la-
dimi?
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9. [lo[—1, 1] Evklid fuzosida f(z)=1 va g(x) =2 vektorlarning
{fo(z)=cos(nmz)},neN
ortonormal sistemmadagi Furye kocffitsiyentlarini foping.
10. Lo[—1, 1] scparabel Evklid fezosida
2712 f(x) =cos(nwx), go(x)=sin{nrz),neN
ortonormal sistema to‘la bo‘lodimi?

11. £, chizigh normelangan fazo p 2 1 ning qunday quymatlaride Evklid

fazosi bo‘ladi.

12. Lyla, b], p > 1 chizigli norinalangan faze p ning qanday giymatierida

Euvkdid fazosi bo‘ludi.
28-8. Hilbert fazolari

To‘la Evklid fazolarini qarashda davom etamiz. Bizai fagat cheksiz o'lchamii
Evklid fazolari qizigiiradi, chunki chekli o‘lchami Evkhid fazolari R” fazoga
izomorfdir.

28.1-ta’rif. Cheksiz olchamli to'la Buklid fazosi Hilbert fazosi deyiladi.

Sliunday qilib, ixtiyorty tabiatli [, g, @,... elementlarning H to‘plami
Hilbert fazosi bo‘lsa, u quyidagi uchta shartui ganoatlantiradi:

1) H — Evklid fazosi, ya'ni skalyar ko‘payting kiritilgan chizigli fazo;

2) p(z,9) = /(z — y,x — y) metrika ma’nosida H — to'la fazo;

3) # fazo - cheksiz o'lchamli, ya'ni unda cheksiz elementli chizigli erkli
sistema mavjud.

Odatda separabel Hilbert fazolari qaraladi, ya'ni H ning hamma yerida
zich bo‘lgan sanogli to'plam mavjud.

Bundan keyin biz fagat separabel Hilbert fazolarini qaraymiz.

~
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28.1-misol. Cyla, b] Evklid fazosi to‘la emas (21.8 - misolga qarang),
shuning uchun Cyla, b] Hilbert fazosi bo'la olmay«di.

28.2. ¥y va Lofa, b] lar cheksiz o'lchamli to‘la separabel Evklid fazolaridir
(27.7-misolga qarang). Shuning uchun ular Hilbert fazolari bo‘ladi.

28.2-ta’rif. Agor I va E* Euklid fozelari o'riasida o‘zaro bir giymatii

maslik o rnatish mumkin bo‘lib,
r—2*, y—=y. ryyelk, =, ¢vekl”
ckanligidan
4y < 4y, Are Azt ove  (z,y)=(z"y")

munosabatior kelib chigsa, E va E* lar izomorf fazolar deyiladi.
Boshqgacha aytganda, Evklid fazolarining izomorfligi shundau iboratki, bu
fazolar o'rtasida o‘zaro bir gqiymatli moslik mavjud ba'lib, bu moslik shu fazo-
lardagi chizigli amallarni va ulardagi skalyar ko‘paytmani saglaydi.
Ma'lumki, n — o‘lchamli ixtivoriy ikkita Evkld fazosi o'zaro izomorfdir.
Cheksiz o'lcham} Evkiid fazolari o‘zaro izomorf bo'lishi shart emas. Masalan
£y va Chla, b] fazolar izomorf emas, chunki &2 to'la, Cafa, b] esa tola emas.
Quyidagi teorema o'rinli.
28.1-teorema. [xtiyoriy ikkito separabel Hilbert fazosi o‘zaro izomarfdir.
Isbot. Ixtiyoriy H Hilbert fazosini €3 fazoga izomorfligini ko‘rsatamiz.
Agar shuni ko‘rsatsak, teorema ishot bo‘lgan bo‘ladi. H Hilbert fazosidan
ixtiyoriy {#,} to'la ortonormal sistemani olamiz va f € H elernentga uning
Furye koeflitsiventlari bo’lgan ¢p, ¢g,. .., ¢p, ... ketma-ketlikni mos qo‘yamiz.

Bessel tengsizligiga ko‘ra,

oo
> & <o
n=1

Shuning uchun ¢ = (¢, ¢, .-, G, -..) ketma-ketlik £ fazoning elementi
bo‘ladi. Teskarisi, Riss-Fisher teoremasiga ko'ra, f» fazoning ixtiyoriy ¢ =
? ) 3 2 5
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{c1; ¢2,. .., Cp,...) clementiga (ketma-ketligiga) H fazoning yagona [ ele-
menti mos keladi va uning Furye koeffitsiyentlari bo‘lib, ¢, ¢2,..., &, ...

sonlar xizmat qiladi. O‘rnatilgan bu mostik o‘zaro hir qiymatiidir. Agar
fee=(aoyoitpy..) va ged=(d,dy....dy ..)
bolsa, u holda
frogectd=(caa+dy,catdo...,cn+dn, ...)

va

af & ac= (e, acg, ..., Cp. ...).

Nihoyat. Parseval tengligidan

(f,¢)= Z endy = (e, d)

)
i
-

ekanligi kelib chigadi. Hagiqatan ham,

(f, f)=§:63p (9, 9)= de (28.1) .
~ n=1
(f+of+g)= (f f)+2fg)+ qg)
=§o (cn+ dn)’ = +2Y Cntin Ldz
— e = n=1

Bu yerdan va (28.1) dan

oc

(f,9) = cndn=(c,d).

n=1
Shunday qilib, biz o‘rnatgan moslik izomorfizin ekan, ya'ni bu moslik chizigli
amallarni va skalyar ko‘paytmani saqglaydi. A
Isbotlangan teoremadan shunday xulosa kelib chigadiki, izomorfizm aniqligi-
da fagat ¢, Hilbert fazosi mavjud ekan. Boshqgacha ayiganda, fo fazo H

Hilbert fazosining ksordinat ko ‘rinishi desak bo‘ladi.
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H Hilbert fazosining gism fazosi deganda yopiq gism fazoni tushunamiz.
Hilbert fazosining qism fazolariga misollar keltiramiz.

28.3-misol. A € H —ixtiyoriy element bolsin. h ga ortogonal bo‘lgan
barcha f € H elementlar to'plami gism fazo tashkil qgiladi.

28.4. £y fazoda z) = w3 shartni ganoatlantiruvchi elementlar to‘plami
qism fazo tashkil giladi.

28.5. {p fazoning M ={x € bly: 2=(21,0, 23,0, T5, . ... Tonyy, O, .. )}
to'plami uning gism fazosi bo‘ladi.

Hilbert fazosining har qanday gism fazosi yo chekli oflchamli Evklid fazosi
bofladi. yo uning o'zt Hilbert fazosini tashkil qiladi.

28.8. Lo[-1, 1] Hilbert fazosida toq funksiyalardan iborat L3[—1, 1] =
{f € ia[-1,1]: f(—t) = —f(t)} to'plam gism fazo tashkil qiladi.

28.7. Lo[~1, 1] sepacabel Hilbert fazosida quyidagi to'plam Lg[—1, 1] =
{f € Lo[~1, 1] : suppf C [—1, 0]} qgisin fazo tashkil giladi.

Agar H Hilbert fazosi separabel bo‘lsa, uning ixtiyoriy gismi ham separabel
bo'ladi. Bu quyidagi lemmadan kelib chiqadi.

28.1-lemma. & separabel Buklid fozosining har qandey £ gismi yana
separabeldir.

Hilbert fazosining qism fazolari ayrim maxsus xossalarga egaki, ixtiyoriy
normalangan fazoning qism fazolari bu xossalarga ega emas. Bu xossalar Hilbert
fazosida kiritilgan skalvar ko'paytma va unga mos ortogonallik tushunchasiga
asoslangan.

H separabel Hilbert fazosiuing M gism fazosi berilgan bo‘lsin. Bu gism
fazoning hamma yerida zich bo‘lgan sanoqgli sigtema olamiz va unga ortogo-
nallashtirish jarayonini go'llab, quyidagi teoremaga ega bo‘lamiz.

28.2-teorema. 1 sepurabel Hilbert fazosining ixtiyoriy M qism fazosida
shunday {dn} ortonormel sistema maujudke, uning chizigli gebig'ining yopig¥
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M ga teng.
Bizga H Hilbert fazosining M qism fazosi berilgan bo'lsin. Barcka f € M
clementlarga ortogonal bo'lgan g € H clementlar to‘plamini M* = H o M

orgali belgilaymiz, ya'ni
MYt ={geH: (f,g)=0, YfeM}

M+ ham H ning gisin fazosi ekanligini isbotlaymiz. Bu to'plamuing qo‘shish
va songa ko'paytirish amallariga nisbatan yopiqligini ko‘rsatamiz. Agar g1, g2 €

M+ bolsa, u holda
(a1gy + o209, ) = culgr, f) + 0a(ge, f) = 0.

Endi M' to'plamuing yopicligini ko matamiz. Faraz gilaylik, {g.} < M*
clementlar ketma-ketligi ¢ € H elementga yaginlashsin. U holda skalyar

ko‘paytmaning uzluksizligiga ko'ra, istalgan f € M uchun
(9, f) = lim (g, f) =0.
n—0C

Demak, g € M+, yani M~ yopiq gism fazo bo‘lar ekan. ML gism fazo M
gism fazoning ortogonal to‘ldiruvchisi deyiladi.
Bizga H Hilbert fazosi va uning My va My gisin fazolari berilgan bolsin.
28.3-ta’rif. Agar barcha f1 € My va fo € My lar uchun (f1, fa) = 0
bolsa, u holda My va My gism fazolar ortogonal gism fazolor deyiladi.
28.3-teorema. Agar M — H Hilbert fazosining yopiq gism fezosi bo Isa.
u holda wtiyoriy [ € H element yagona usul bilan f = h+ A yig'indiga
yoyiladi, bu yerda he M, B e M*.
Isbot. Avvalo, bu yoyilmaning mavjudligini isbotlayiniz. Buning uchun A4
da {¢,} to'la ortonormal sistema clamiz va
.
h=> catn, cn=(/, bn)
n=|
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deymiz. Bessel tengsizligiga ko'ra,

o0
>
n=|1
qator vaqinlashuvchi bo‘lgani uchun h € M. Endi ' = f — h deb olamiz.
Ko'rinib turihdiki, ixtiyoriy n € N uchun
(h"> q)n) = (]07 ‘?bn) - (hs @b-fn) =cp—Cp,=0.

Ixtiyoriy £ € M element uchun

4]

[e s )
€= antn  va (W)= an(H, éa) =0,
n=1

2
—

vani b € ML,

Endi yoyilmaning yagonaligini isbotlaymiz. Faraz qilaylik, boshqa bir f =
hy+R), hye M, k| € M+ yoyilma mavjad bo'lsin. U holda ixsiyorly n € N
uchun

(1 @n) = ([ 9n) = n.
Bu yerdan kelib chigadiki hy = h, h] =h. A
28.1-natija. M C H gism fazoning ortogonal to ldiruechisining ortogonal
to ‘ldiruvchisi M ning o ‘Ziga teng, yo'ni (M*)l =M.

Shunday qilib. H fazoning o‘zaro toldiruvehi gisin fagolari hagida fikr
yuritish roumkin. Agar M va M1 ikkiza shunday bit-bizini to'ldiravehi gism
fazolar va {¢,}, {¢,} — mos ravishda M va M’ dagi to'la ortonormal
sistema bo‘lsa, u holda {¢,} va {¢,} sistemalarning birlashmasi butun H
fazoda to'la ortonormal sistema bo'ladi.

28.2-natija. H fazodagi har ganday ortonormal sistemani toa sistema-
gacha to ldirish mumkin.

Agar {¢,} sistema chekli bo'lsa, u holda bu sistemaga kiruvchi elementlar
soni {o,} sistemadan hosil qilingan M qism fazoning o‘ichamiga va M+
gisin fazoning koo‘lchamiga teng. Shunday ilib, quyidagiga egamiz.
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28.3-natija. n olchamli gism fazoning ortogonal toUdiruvchisi n kool
chamga ega va aksincha.
28.4-ta’vif. Bizgo H Hilbert fuzosi va uning o‘zaro ortogonel My va Mo

qism fazolari berilgom bolsin. Agar iztiyoriy f € H element
f = h"l +.?'7/2¢ hl € Ml, ILLQ (< l’\/jz

ko'rinishda tesvirlansa, u holda H fezo o'zare ortogonal My wa My gism

fazolarning to‘g'r yigindisige yoyiladi deyiladi va
H=»Meo M

ko ‘rinishde yozladi.

To‘g'ri yig'indini chekli yoki sanocfli sondagi qism fazolar nchun ham smum-
lashtirish mumkin. Agar quyidagi shartlar bajarilsa H o‘zining M, M, ...,
My, ... gism fazolarining iog'ri yigindasiga yoyilgan deyiladi:

a) M; qism fazolar juft-jufti bilan o'zaro ortogonal, ya'ni A4; dagi ixtiyoriy
vektor My dagl barcha vektorlarga ortogonal, ¢ #£ k-

b} ixtiyorly f € H element
f=hit+ho+ oo +hy+ . hae€M, n=1 2, ... (28.2)

ko‘rinishda rasvirlanadi. agar qo'shifuvchilar somi cheksiz bo'lsa,
n o)
2
> i hall
n=1

oC

qator vaqinlashuvchi bo'ladi. Bu holda H = 3 @M, ko'rinishda yoziladi.
n=1

Osongina ko'rsatish mumkinki, agar f uclun (28.2) yoyilma mavjud bo'lsa,

u yagona va quyidagi teuglik o'rinli:

IFIE="lnal-

n=1
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Qism fazolarning to'g'ri yigiindisi bilan bir qatorda chiekli yoki sanoqh
sondagi Hilbert fazolarining to'gri yig'indisi hagida ham gapirish mumbkin.

gar Hy va Hp lar ixtiyoriy Hilbert fazolari bolsa, u holda ulerning to'g'si

Ag
vighindisi H = H; ® Hs quyidagicha aviglanadi. H fazoning elementlari
barcha (hy,hg), by € Hi, he € Hy juttliklardan iborat. H = H @ Hy fa-
zoda qo'shish, songa ko'paytirish va skalyar ko‘paytma amallari quyidagicha
aniglanadi:
(h1, he) + (R, hy) = (ha + B, ha + hy), ha, b € Hy, ho, by € Hy,
a(hl, hg) = (ozhl, a/iZz), hl & f‘fl, hg < Hg, acC,
(P, ho) s (B, o)) = (ha, 1) g, + (hay Ro) g,y Pa, by € Hy, ha, hy € Ha.

Chekli sondagt Hy, Ha, ..., H, Hilbert fazolarining to'g'ri yig'indisi ham

xuddi shunday aniglanadi.

Sanodli sondagi Hy, Ha, ..., Hy, ... Hilbert fazolarining to‘g'ri yighindisi

uyidagichka aniglapadi

oo
H={ h=(h,hs ... hn....), hn€Hn D [l <00

n—1

H fazoda skalyar ko‘paytina quyidagicha kiritiladi

=9
(hvg):}__:(hﬂﬁgn)v h/::(hl7"'.~h'n7'-')7 g:(glv"-:gna-”)) hn:gnEHw

n=1

28.8. 28.6-misolda keltirilgan L3[—1, 1] (toq funksiyalar to'plami) gism
fazoning ortogonal to‘ldiruvehisini toping.

Yechish. Lg[—1, 1] ={f € Lo[-1.1]: f(—t) = f(t)} juft funksivalar-
dan 1borat to‘plam Le[ — 1, 1] fazoning qism fazosi bo'ladi va ular o'zaro

ortogoual. ya'ni L5 [—1, 1].LLF[—1, 1]. Hagigatan am,
1
(fm. =/ FT@-fr@ dt=0, YT ely[-1,1], Vit e Ly[-1, 1].
J-3
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Buyerdan (L3[—1, 1]) T L1, 1] va (L7[-1, 1) < L3[-1, 1] munosa-
batlar kelib chigadi. Bulardan esa (L3 [—1, 1]) ~ = Lz [~1, 1] tenglikni olamiz.
28.1. Kompleks Evklid fazolari

Hagqiqiy Evklid fazolari bilan bir gatorda konipleks Evklid fazolart hamn qa-
raladi (yani skalyar ko‘paytma kiritilgan komnpleks chizigli fazo). Lekin hagi-
qiy Evklid fazolaridagi skalyar ko'paytmaning 1-4 aksiomalari kompleks Evk-
lid fazolari uchun hir vagida bajarihmaydi. Haqiqiy Evklid fazolarida skalyar
ko‘paytmaning 1-4 aksiomalari quyidagicha edi:

1 (z,2) 20, Ve e b, (x,2)=0<=z=20,

2} (z,9) = (y,2), Ya,yek,

3 (A, y) =Mz, y), VAER, Vo, ye kb,

4) (@1 + 29, ¥) = (21,9) + (T2,¥), Vo1, T2, y € £.

Biz 2 va 3 dan quyidagiga ega bo'lamiz
Az, Az) = A(z, Az) = A(Az, x) = \(z,2).

Agar A kompleks son bo'lsa, u holda A = ¢ bo'lganda, (ix,ix) = —(2,z),
ya'ni z va iz vektorlarning skalyar ko'paytmast bir vagtda musbat bo'la ol-
maydi, bu esa 1-shartga zd, ya'ni kompleks chizigii fazolar holida 1, 2 va
3-shartlar bir vagtda bajarilishi mumkin emas. Demak, kompleks chizigh fa-
zolarda skalyar ko‘paytmaning shartlarini biroz o‘zgartirish kerak.

Kompleks chizigli fazoda skalyar ko'paytmaning shartlarini kelbiramiz:

(z.2) 20, Veel; (r.2)=0=>x=40,
2) (2,9) = W), Ve.yek,
3) (Az,v) =Mz, y), VAeC, Va,yek,
4) (21412, ¥) = (v, y) + (22,9). V1. 22, yE L
2 va 3 dan (2, Ay) = X(x,y) kelib chigadi. Haqiqatan ham,

(2,2y) = Oy, 1) = A(y,2) =X (y, 2) =X (z.7).
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28.9-misol. I/ = C"— kompleks chiziqli fazo. Bu fazoda skalyar ko‘paytma

quyidagicha kiritiladi:

n
(z,v) = > =T
k=1

[« %]

28.10. £y =S = (Ty,...,%p,...), 3,€C: Y lz,|? < oo} kompleks
n=1

tiladi:

chizigli fazo. Bu fazoda skalyar ko‘paytma quyldagicha kiri
oo
T, Y)= L Tg-
(z.0) = 2T
k=1
28.11. & = Cyfa, b]— [a, b] kesmada aniglangan kompleks gqiymatli uzluk-

siz funksiyalar fazosi. Bu fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi:
b e
(h9)= [ 1) 7@ (28.3)
a

28.12. I = Lsfa, b]— [a, 8] kesmada aniglangan kompleks giymatli va
kvadrati bilan integrallanuvchi ekvivalent funksiyalar sinfi. Bu fazoda ham f
va ¢ elementlarning skalyar ko‘paytmasi (28.3) tenglik bilan aniglanadi.

Kompleks Evklid fazolarida ham elementning normast xuddi hagigiy Evklid

fazolari holidagidek
Wfll=vV(F) yoki  lzfl=V(z )

formula bilan aniglanadi.

Kompleks Evklid fazolarida ikki vekior orasidagi burchak tushunchasi kiri-
tilmaydi, lekin vektorlarning ortogonallik tushunchasi saglanib qoladi. Ya'ni,
agar (x,y) =0 bo'lsa, u holda = va y vektoriar o‘zaro ortogonal deyiladi.

28.5-ta’rif. Agar

(s ) 1, agar n=m
OnsOm) =
0. agar n#m.

bo'lsu, nolmas {dn} C E sisiema ortagonal nermalangan sistema deyilodi.
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Xuddi haqigiy Evkiid fazolaridagi kabi, ¢, = (f, @5), € Nsonlar f € &

vektorning {¢,} ortonormal sistemadagi Furye koeffitsiyentlor: deyiladi.

20

Z Can

n=1

qator f vekiorning {én} sistemadagi Furye gatori deyiladi. Bu verda ham
Bessel tengsizligi o‘rinli:

o

SN 2 o 2

> leal” <A

n=1
Kompleks Evklid fazolari holida ham Koshi-Bunyakovskiv tengsizligi o'z ku-

chini saglaydi:
o) < llell- vl
28.6-ta’rif. Cheksiz o-lchemli tole kompleks Evklid fozosi kompleks Hilbert
fazosi deyiladi.
Kompleks Hilbert fazolari uchun ham izomorfizin hagidagi teorema o‘rinhi.
28.4-teorema. Barche separabel kompleks Hilbert fazolari o‘zaro izomorfdir.
28.13. £, va Lofa, b] lar separabel kompleks Hilbert fazolariga misol bo‘ladi.

28.14. Lo[—m, 7] separabel kompleks Hilbert fazosida

Fmt

Wn(t) = \/5—71:’

sistema to'la ortonormal sistema ho‘ladi. Mustaqil isbotiang.

nes

Mustagil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. Hilbert fuzolariga masollar keltiring. €5 fozo Hilbert fazosi bo ladimi?
2. Separabel bo‘tmagan Evklid fazosign misol keltiving.

3. m— chegaralangan ketma-ketliklar fozosida

b o]

1
(00) =3 ot

n=1

funksionial skalyar ko ‘poytma shartlaring ganoatlantiredimi? mn seperabel
Euklid fozosi bolodimi?
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8.

£, fazons ikkita ortogonal qism fazolarning to‘g'ri yig‘indisi shaklide yoz-

ing.

Lo[—1, 1] Hilbert fazosida L3 [—1, 1] ={f € Ly [-1, 1]: f(=8)=f(®)}

Juft funksiyalar to‘plams gism fazo bo’lishing ko‘rsating. Uning ortogonal

to ‘ldirvvchising toping.

28.7-misolda keltirilgan Ly[—1, 1] gism fazoning ortegonal to ldiruvchising

toping.

Hilbert fazolarining to‘g'ri yig‘indisida skalyar ko 'paytma qanday kiriti-

ladi?

. £y va Ly[—1, 1] Hilbert fazolarinung to ‘g'ri yig ‘indisida skalyar ko‘paytma

qanday kirdiladi?

20 1
Quyidagi ((x,[),(®,9)) = X 2.Tn+ [ f(2) g(x) dz, 2,y € L3,
n= 21
f.g € La[—1,1] funksional £y ® Lp[—1, 1] Hulbert fazoside skalyar

—

ko ‘paytma bo ladimi?
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VIII bob. Chizigli operatoriar

Bu bob 6 paragrafdan {29-34-88 lardan) iborat boflib, unda chizigli opera-
torlar va chizigli funksionallarning asosiy xossalari o‘rganiladi. 29-§ chizigli
uzluksiz operatorlar xossalariga bag‘ishlangan bo'lib, unda chizigli operator-
larning asosiy xossalari isbotlangan. Chizighi operatorlarning aniqlanish sohasi,
giymatlar sohasi va yadrolari ta'riflanib, misollarda tushuntirilgan. Chizig-
ii operatorlar uchun uzluksizlik va chegaralanganlik ekvivalent tushunchalar
ekanligi isbotlangan. X chizigli normalangan fazoni Y chizigli normalangan
fazoga akslantizuvehi chizigli uzluksiz operatorlar to'plami— L(X,Y) chi-
zigli normalangan fazo boflishi ko‘rsatilgan. 30-§ da normalangan fazolarda
chizicli nzluksiz funksionaliazning ayrim xossalari qaralgan. Chizigli uzluk-
siz funksionalning normasini saglagan holda butun fazogacha davom ettirish
mumbkiniigi haqidagi Xan-Banax teoremasi isbotlangan. Asosiy funksional fa-
zolarda (£, Cla,b], Lyla, b]) chizigli uzluksiz funksionallarning nmumiy
ko‘rinishidan foydalanib, asosiy funksional fazolarga qo‘shma fazolar izomor-
fizm aniqligida topilgan. 31-§ chizigli uzluksiz operatorlar fazosining xossalari-
ga bag‘ishlangan. Unda chizigli operatoriar ketma-ketligining tekis (norma
bo‘yicha), kuchli (nuqtali} va kuchsiz yaqginlashishlari ta’riffanib, misollarda
tahlif gilingan. Agar Y to‘la normalangan fazo ho'lsa, u holda L(X,Y) chi-
zigli normalangan fazoning Banax fazosi bo‘lishi isbotlangan. X = C[-1, 1],
Y = Co[-1, 1] bo'igan holda L(X,Y) ning to‘la bo‘lmagan chizigli nor-
malangan fazo bo'lishi isbotlangan. Bundan tashqari Banax-Shteynxaus teo-
remasi (tekis chegaralanganlik prinsipi) isbotlangan va uning vordamida X
va Y lar Banax fazolari bo‘lgan holda chizigli uzluksiz operatorlar fazosi
L(X,Y ) — ning kuchli yaginiashishga nisbatan ham to'la bo‘lishi ko‘rsatilgan.
32-§ teskari operatorlar, ularning asosiy xossalariga bag‘ishiangan. Bu para-

grafda chizigli operator teskarilanuvchan bo‘lishining zaruriy va yetarli shart-
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lari keltirilgan. Shuningdek chegaralangan teskari operator mavjud bo‘lishining
yetarli. zarurly va vetarli shartlari keltiriladi. Keltirilgan teorema shartlarin-
ing bajarilishiga doir misollar qaralgan. Navbatdagi 33-§ da Banax va Hilbert
fazolarida herilgan operatorlarning qo‘shmalari ta’riflanib, ularning asosly xos-
salari bayon gilingan. Hilbert fazolari € va ls[a, b] larda ko‘paytirish ope-
ratorining o‘z-0‘ziga go‘shmalik kriteriysi berilgan. Ls[a, b] fazoda K(z,y)
yadro bilan aniglanuvchi integral operatorning o'z-o‘ziga qo‘shmalik shartiari
keltirilgar:. So‘nggt 34-§ da chizigli operatorlarning spektri klassifikatsiya qili-
nib, ularga doir misollar qaralgan. Chiziqli uzluksiz operatorning spektri bo‘sh
bo'linagan yopig to'plam ekanligi isbotlangan. Muhim spektr, goldiq spektr va
chizigli operatorning xos qiymatlarini topishga doir misollar qaralgan. Spek-
trt kompleks sonlar to'plami € bilan ustina-ust tushuvchi chizigli operatorga

miso! keltirilgan.
29-§. Chizigli uzluksiz operatorlar

Biz asosan chizigli operatorlarai qaraymiz. Chizigli operatoriarning anigla-
nish sobasi va giymatlar to‘plami chizigli normalangan fazolarning gism fa-
zolari bo‘ladi. Shunday qilib, bizga X va Y chizigh normalangan fazolar
berilgan bo'lsin.

29.1-ta’rif. X fezodan olingan ha, bir x elementge Y fozoning yagona
y elementini mos qo ‘yuvehi

Ar=y (ze€ X, ye€Y)
akslantirish operator deyiladi.

Umuman A operator X ping hamma yerida aniglangan bo‘lishi shart
emas. Bu holda Ar mavjud va Ax € Y bo‘lgan barcha £ € X lar to‘plami
A operatorning anglanish sohasi deyiladi va D(A) bilan belgilanadi, ya'ni:

D(A)={ze X: Ar mavjud va AzreY}
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Odatda 1)(A) ning chizigli ko‘pxiililik {26.6-ta’rifga qarang) bo'liski talab
qilinadi. ya'ni agar z,y € D {A) bo'lsa, u holda ixtiyoriy @, 8 € C lar uchun
ax+ B8y € D(A) boladi.

29.2-ta’rif. Agar istiyoriy x,y € D (A) elementlar va iztiyoriy «, 3 € C
sonlar uchun ax+ By € D (A) bo'lib,

Aloz+By)=aAx+F Ay

tenglik o ‘rinli bo‘lsu, A ga chizigli operotor deyiladi.

29.3-ta’rif. Bizge A 1 X — Y operator vo g € D (A) nugte berilgan
bo'lsin. Agar yog = Axg € Y ning wtiyoriy V alroft uchun. xy nugtaning
shunday U atrofi mavjud bolib, ixtiyoriy x» € UV D (A) lor uchun Az € V
bo‘lsa, A operator x = xg nuqtede uzluksiz deyiladi.

29.3-ta'rifga teng kuchli quyidagt ta’viflarni keltiramiz.

29.4-ta’rif. Agar wtiyoriy € > 0 uchun shunday 6 = 6(¢) > 0 mavjud
bo'tib, ||z — xol|l < & tengsizlikni gamoatlontiruvchi barcha = € D (A) lar
wchun

Az — Azl < ¢

tengsizlik bajarilsa, A opergtor = xy nugtada uzluksiz deyilads.

29.5-ta’rif. Agar xg nugtage yaginlashuuchi ixtiyoriy {z,} < D(A) ketmao-
ketlik uchan nh_l)}go A2y — Azgll =0 bo'lse, u holda A eperator 2o nugivdo
uzluksiz deyiladi. Agar 4 operator ixtivoriy x € D (A) nugtada uzluksiz
bo‘lsa, A uzluksiz operator deyiladi.

29.6-ta’rif. Ax = § tenglikni ganoatlantiruvchi barche » € D(A) lar
to‘plami A operatorning yodrog deyiladi va u KerA bilen belgilancdi.

29.7-ta’rif. Biror x € D(A) uchun y = Ax bagjoriludignn y € Y lar
to‘plam: A operatorning giymatlor sohasi yoki tasviri deyiadi va v ImA
yoki R(A) bilan belgilanadi.
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Matematik simvollar yordamida operator yadrosi va giymatiar sohagini

quyidagicha yozish mumkin:
KerA={xzeD(A): Az=0},

R(A)=ImA={yeY: birorz e D(A) uchun y = Azx}.
Chizight operatorning giymatlar schasi va yadrosi chizigh ko‘pxillilik boladi.
Agar D(A) = X bo‘b, 4 uziuksiz operator bo'lsa, n holda KerA yopig
qgism fazo bo‘ladi, ya'ni KerA = [KerA]. A operator uzluksiz bo‘lgan holda
ham ImA CY vopiq gism fazo bo‘lmastigi mumkin.

Chizigli operatorlarga misollar

29.1-misol. X —ixtivorily chizigli normalangan fazo bo‘lsin.
lr=2z, vekX

akslantivish birlik operator deyiladi. Uni chiziglilik va uzluksizlikka tekshiring.
Yechish. Bu operatorning chiziqliligi va usluksizligi quyidagi tengliklardan

bevasita kelib chigadi:

Haz+By)=ax+By=alz+81ly, |l (z—zo)| =|lv— =z
Qo‘shimcha qilib aytishimiz mumkinki, uning aniglanish schasi, q?iymaﬂar $0-
hasi va yadrosi uchun gayidagilar o'rinli:

D)y=X, R{{)=X, Keri={8}

29.2. X va Y ixtiyoriy chizigli normalangan fazolar bo'lsin.

D X—=Y Quz=8

operator nol cperator deyiladi. Uni chiziglilik va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Nol operatorning chizigiiligi va uziuksiziigi bevosita ta’rifdan

kelikr chiqadi. Uning aniglanish sohasi, giymatlar sohasi va yadrosi uchun
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quyidagilar o'rinli:
D(©) =X, R(©)={0}, Ker(©)= X

29.3. Aniqlanish sohasi D(A) = CW[e, 4] ¢ Cla, b] ho'lgan va C|a, b}

fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi
A: Cla, 8] = Cla, 8], (Af) (8) = ' (=)

operatorni qaraymiz. Bu operator differensiallash operatori deyiladi. Uni chizig-
Hlik va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Uning chizigli ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun ixtiyoriy
f,a € D(A) elementlarning chizigli kombinatsiyasi bo'lgan « f + 8¢ ele-

mentga A operatorning ta’sirini qaraymiz:
(A(af +89)(2) = (af(x) +Ba(x)) =

=af'(x)+ 84 (z) = a (Af) (2) + B (Ag) (z).
Biz bu yerda yig'indining hosilasi hosilalar yig‘indisiga tengligidan, hamda
o'zgarmas sonni hosila belgisi ostidan chigarish munkinligidan foydalandik.
Demak, A operator chizigli ekan. Uni nol nugtada nzluksizlikka tekshiramiz.
Ma'lumki, A9 =8, bu yerda #— C'[a, b] fazoning nol elementi, ya'ni 4 (z) =
0. Endi nolga vaqinlashuvchi f, € D (A) ketma-ketlikoi tanlaymiz. Uroumiy-

iikni buzmagan holda a =0, b =1 deymiz.

T
fale) =~ T Jim | fall = lim max

-+l ot 20 |

= 1i =
n+1 R0 12 +1

Ikkinchi tomondan,

(Afn) (z) =2", hm | Afp — A8l = lim max ]x | = hm 1=1+#0.

n-—-oc < 00
Demak, A operator nol nuqtada uzluksiz emas ckan. 29.2-teoremaga ko‘ra
differensiallash operatori aniglanish sohasining barcha nuqgtalarida uzilishga

ega.
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Uning qiymatlar sohasi va yadrosi uchun quyidagilar o‘rinli:
R(A) = Cla, b, KerA = {const}.

29.4. Endi Cla. b] fazoni o‘zini-o'ziga akslantiruvehi £ operatorsi quyi-

dagicha amqlaymiz:

(Bf)(z) = f K (z,t) f(t) dt (29.1)

Bu operator integral operator deyiladi. Bu yerda K(z,y) funksiva [a, b] X

[a, b] — kvadratda aniglangan, uzluksiz. K (z,y) integral operatorning o‘zagi

(yadrosi) deyiladi. B operatorni chiziglilik va uzluksiziikka tekshiring.
Yechish. Ma'lunki, ixtiyorty f € Cla, b] uchun K(z,t)f(t) funksiya z

va t ning uzluksiz funksiyasidir. Matematik analiz kursidan ma’lumki,

/b K (z,6) () dt

integral parametr = € [a,b] ning uzluksiz funksiyasi bo‘ladi. Bulardan B
operatorning aniglanish sohasi 1(5) uchun D(B) = Cla, b] tenglk o'rinli
ckanligi kelib chigadi. Integral operatorning chizigli ekanligi integrallash ama-
lining chiziglilik xossasidan kelib chiqadi, ya'ni ixtiyorly f, g € Cla, b] va
o, € C lar uchun

)
(B(af +59) () = [ K (@) (af () + Bo(0) dt =

a

b
=a / K (z,0) (1) dt + 8 f K (z,0)9(t) dt = a (B) (=) + B(Bg) («)

tengliklar o'rinli. Endi integral operator 5 ning uzluksiz ekaniigini ko‘rsatamiz.
fo € Cla, b ixtiyoriy tayinlangan clement va {f,} C Cla, b] unga yaqin-

lashuvchi ixtivoriy ketma-ketlik bo'lsin. U holda

f
| B4 — Bl = max | f K (z,8) (fa(t) — fo() dt | <
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< max 1~ f01 max [ 1A 0dl =il (92)

Bu yerda
C = max /l.K (x,t)]dt.
a<z<b J,
C ning chekli ekaunligi [a, b] kesmada uzluksiz funksiyening chegaralangan

ckanligidan kelib chiqadi. Agar (29.2) tengsiziikda 1 — co da limitga o'tsak,
lim ||Bfy,—Bfol| <C-lim || fu— folt =0
71--300 NI

ekanligivi olamiz. Agar || Bf, — Bfg|l = 0 tengsizlikni hisobga olsak,

linl, “ B fa— Bfo“ =0.
fn—0C

Shunday qilib, B integral operator ixtiyorly nuqtada uzluksiz ekan.

B integral operatorning giymatlar sohast va yadrosi intcgral operator-
ning o'zagi — K(z,y) funksiyaning berilishiga bog'liq. Masalan, K(z,t) =1
bo'lsa. B operatorning giymatlar sohasi I'm B o'zgarmas funksiyalardan ibo-
rat. yami Im B ={f € Cla,b] : f(t) = const}. uning yadrosi KerB o'zgar-

masga ortogonal futksiyalardan iborat, ya'ui
KerB={feCla /f(t)dt 0}.

29.8-ta’rif. Bizga X normalangen fuzoning M to‘plami berigan bo‘lsin.
Agar shunday C > 0 son mavjud bolib. barche © € M uchun {|z|} < C
tengsizlik o ‘rinki bo‘lse., M to‘plam chegaralangon deyiladi.

29.9-ta’rif. X fozoni Y fazoga ckslentiruwvchi A chizighi operator beril-
gan bo'lsin. Agar A ning aniglenish schasi D(A) = X  bo'lib, har qun-
day chegaralongan to ‘plamni yana chegeralungen to‘plomga aksluntirsa. A
ya chegaralangan operator deyiladi.

Chizigli operatorning chegaralanganligini tekshirish uchun quyidagi ta'rif
qulaydir.
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29.10-ta’rif. A: X — Y chizigli operator bo'lsin. Agar shunday C >

son movjud bo'lib, ixtiyoriy » € 1 (A) uchun

i

|Azll < C-|lzi (29.3)

tengsizik bajarilsa, A chegaralangan operator deyiladi.
29.11-ta’rif. (29.2) tengsizlikni qanoatiantiruvchi C sonlar to ‘plamining
aniq quyi chegarasi A operatorning normasi deyiladi va u || A|| bilen belgi-

lanadi, yo'ni

Bu ta’rifdan ixtiyoriy = € D (A) uchun ||Az] < || Al - ||z || tengsizlik

o‘rinli ekauligi kelib chigadi.
29.1-teorema. X normalangan faroni Y normalangan fezoge akslan-

tiruvchi chizigli chegaralongan A operatorning normasi || A|| uwchun

. Axr
HAjl = sup | =sup-—F—7r | — I (29.4)
fi=ll=1 w0 |17
tengiik o ‘rinli.
Isbot. Quyidagicha belgilagh kiritamiz
o = Sup ———
a4 HLH
A chizigli operator bo‘lgani uchun
Az r |
a = sup Az = sup ]A—q l = sup ||Ax||
a#0 |l oY R TR

Ixtiyoriy x 7 0 uchun
| Azl

=l

Demak. ixtiyoriy z € X uchun ||Az|| < a |jz||. Bundan esa

HA] €a. (29.5)
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Aniq yuqori chegara ta’rifiga ko‘ra, ixtivoriy € > 0 son uchun, shunday z, # 0
] & g ) yor:y ; A

element mavjudki,

| Az
a — <
[
rengsizlik bajariladi. Bu yerdan ¢ > 0 ixtiyoriy bo‘lgani uchun,

A

<

a < 4] (29.6)

(29.5) va (29.6) lardan || A|| = « senglik kelib chiqadi. A

29.1-tasdiq. Chizigli chegaralongan A operotor uchun

sup || Az| = sup || Az|

faff=1 leli<1

tenglik o ‘rini,

29.1-tasdigni mustagil isbotlang.

X chizigii normalangan fazoni Y chizigli normalangan fazoga aksiantiruv-
chi chizigli chegaralangan operatorlar to‘plamini L(X, Y) bilan belgilaymiz.
Xususan, X =Y bo'lsa L(X, X) = L(X).

29.1-natija. Irtiyoriy A€ L(X,Y) wva x € D(A), |zl =1 uckun

[|Az]| < ||A}} (29.7)
tengsizlik o ‘rinli.

(29.7) tengsizlikning isboti (29.4) tengsizlikdan kelib chigadi.

29.12-ta’rif. A : X - Y wu B : X — Y chizigh operatorlorning
yig'indisi deb, x € D(A) N D(B) elementga y = Az + Bx € Y elementni
mos go ‘yuuchi C = A+ B operatorga aytiladi.

Ravshanki, C chizigli operator bo'ladi. Agar A, B € L(X, Y) bo‘lsa, u
holda € ham chegaralangan operator bo‘ladi va

ICI=1A+Bl<[Af+18] (29.8)
tengsizlik o‘rinli. Hagiqatan han,
|Cxlf = || Az + Bz|| < {|Ax ||+ || Bz|| <
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SHAf-lls i+ 181 - el < QA+ EB D Hiz -

Bu yerdan (29.8) tenggizlik kelib cliqadi.

29.13-ta’rif. A chizigli operatorning o songe ko‘paytmasi T elementga
oAz elementni mos qo‘yuvehi operator sifatida aniglanadi. ya’ni

(aA)(x) = adz.

20.14-ta'rif. A: X =Y wva B:Y — Z chizigli operatorlar berilgen
boGib, R(A) < D(B) bo'lsin. B va A operatorigrring ko ‘paytmasi deganda,
har bir z € D(A) go Z fozoming z = B(Ax) elementini mos qo‘yuuchi
C=BA: X - Z operator tushuniladi.

Apar A va B lar chizigli chegaralangan operatorlar bo‘lsa, u holda C hamn

chizigli chegaralangan operator bo'ladi va
ICH < 1181l - 1Al (29.9)
tengsizlik o‘rindi. Hagigatan ham.

1Cz iz =11B(Az) Iz < [IB]- Az ]ly < |

Bl-NAN- -

Bu yerdan (29.9) tengsizlik kelib chigadi.

Operatorlarni go'shish va ko'paytirish assotsiativdir. Qo'shish amali kom-
mutativ, lekin ko‘paytirish amali kommutativ emas.

Agar X va Y lar chizigli normalangan fazolar bolsa, L(X, Y) ham chi-
zigli normalangan fazo bo‘ladi, ya'ni p: L(X, Y) - R,

p(A) = sup [|Az]|
” flal=1

funksional normnaning 1-3 - shartlarini qanoatlantiradi.

29.2-teorema. X normalangen fozoni ¥ normalangen fazoga akslanti-
ruvchi A: X — Y chizigli operator berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi fas-
diglar teng kuchli:

299

www.ziyouz.com kutubxonasi



1) A operator biror x¢ nugtadae vzluksiz;

2} A operator uzluksez;

3) A operator chegaralangan.

Isbot. 1) = 2). Chiziqli A operatorning biror zp nuqgtada uzliksiz ekan-
ligidax: uning ixtiyorly nuqtada uzluksiz ekanligini keltirib chigaramiz.

A operator zp nuqtada uzluksiz bo‘lgantigi uchun, zy ga intiluvehi ix-
tiyorty {20} ketma-ketlik uchun Az) — Azg. Ixtiyoriy 2’ € D(4) nug-
ta uchun, 2, — 2/ ckanligidan Az, — Az’ kelib chiqishini ko‘rsatamiz.
¥ =zl — @'+ 2 — zg deymiz. U holda

hm Ayl = hm Az, — &' +29) = lim (Az, — Az’ + Azp) = A xo.
n Nn-->00

hede ul

Bu esa

lim Az, = Az
n—o00

ckanligini bildiradi. Demak, A4 operator ixtiyorly &’ mugtada uzluksiz.

2) = 3). A operatorning uzluksiz ekanligidau uning chegaralanganligi ke-
lib chigishini ko‘rsatamiz. Teskaridan faraz qgilaylik, A chizigli operator uzluk-
siz bo'lsin, lekin chegaralaugan bo‘lmasin, ya'ni ixtiyorty C > 0 son uchun

shunday z, € D(A) element mavjud boh

Azl = C [ie ]

bolsin. Agar C = n € N desak, ixtiyoriy n € N uchun shunday x, € J(A)
mavjudki, ||Az, || = nljza| tengsizlik bajardadi. Quyidagi

€ =
|

ketma-ketlikni qaraymiz. Ko'rivib turibdiki, &, — @, yani

T
n |

Hn — Ol =

n — oQ.
~ il =5 o
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Tkkinchi tomondan,

) N i 1
FAL, — ABl = ||A i “——A.:,, >
148 — A6 | ” G ) = e e Al 2 1.

Bu garama-qarshilik A operatoruing chegaralatgan ekanligini ko'rsatadi.
3) = 1). A chizigli chegaralangan operatorning biror nuqtada uzluk-
sizligini ko‘rsatamiz. Ta'rifga ko'ra, shunday C > 0 son mavjudki, ixtiyoriy

z & D(A) ucdum

[ Az ly

< Cllzlix

tengsizlik bajariladi. Faraz qilaylik, {z,} — = ga yaginlashuvehi ixtivoriy

ketma-ketlik ho‘lsin, u holda Az, — Az ekanligini ko'rsatamiz:

—ol<c

ya'ni lim ||Ax, — Az||=0. A
N300

| Azy, m—2z||—0, n-—ooo

29.2-natija. A chizigli operator chegaraiangan bo'lishi uchun uning uzluk-
siz bo'lishi zarur va yetarii.

29.5-misol. Birlik va nol operatoriarning (29.1 va 29.2-misollar) chegara-
langan ckanligini ko'rsatib, ularning normasini hisoblang.

Yechish. Birlik operatorning chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, normasini
hisoblaymiz. Ixtiyorty 2 € & uchun ||z ]| = ilz|| tenglik orinli. Ta'rifgs
ko‘ra, { chegaralangan va uning normasi 1 ga teng. Endi nol operatorning
chegaralangan ekanligini ko'rsatib, uning normasini topamiz. Istalgan = € #
uchun, [|[O2 ] = 191l = 0 tenglik o'rinli. Bundan ||©|] = 0 ekanligi kelib
chigadi. Nol operator L(X, ¥} chizigli normalangan fazoning nol elementi
bo‘ladi.

29.6. 29.3-misolda keltirilgan A : Cla, 8] — Cla. 8] differensiallash ope-
ratorining chegaralanmagan ekanligini ko'rsating.

Yechish. Buning uchun A akslantirishda D(A4) = Cc®[o, 1] fazodagi
birlik shar B[0, 1] ning tasviri chegaralanmagan to‘plam ckanligini ko'rsatish
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yetarli. Birlik shar B[4, 1] da yotuvchi-{f,} ketma-ketlikni quyidagicha tan-
laymiz:
fal®) =%, lfull = max o] = 1.
u<z<i
U holda
(Af) () =n- 2" |Afall = joax n-2" =n.
Bundan
lim ||Afyl] =00
700

ekanligi kelib chigadi. Demak, differensiallash operatori chegaralanmagan ope-
rator ekan.

29.7. 29.4-misolda keltirilgaz £ : Cla, b] — Cla, b] integral operator-
ning chegaralangan ekanligini ko'rsating,.

Yechish. 29.4-misolda B operatorning uzluksiz ekanligi ko'rsatilgan edi.
29.2-natijaga ko'ra, u chegaralangan bo‘ladi.

29.8. C[-1, 1] fazoda = ga ko'paytirish operatorini, ya'ni

B: C[-1, 1] = C[-1, 1], (Bf)(«z) ==zf(x) (29.10)

operatorni garaymiz. Uning chegaralangan ekanhigimi ko‘rsatib, normasird to-
ping.

Yechish. B operatorning chizigli ekanligi oson tekshiriladi. Uzluksiz funk-
siyalarning ko‘paytmasi uzluksiz ekanligidan B operatorning aniqlanish sohasi
D(B) = C[—1, 1] ekanligi kelib chiqadi. Endi B operatorning chegaralangan

ekanligini ko‘rsatamiz.

1Bf1| = nax |o f(@)] < _max lal - max |7@)] = 1-[f]

~1<z<1

Bu tengsizlikdan B operatorning chegaralangan ekanligi va ||B] < 1 kelib
chigadi. Ikkinchi tomondan, agar fo(z) =1 desak, u holda

. . B
Bi)@ == [Bhl=1, |B]= ”.i ,(f;’,” =1
JOI}
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ni olamiz. Yuqoridagilardan || || =1 kelib chiqadi.

Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, Lg[—1, 1] Hilbert fazosida ham (29.10)
tenglik bilan anigiangan B operator chizigii chegaralangan bo'lib, normasi 1
ga teng bo'ladi.

29.9. Endi ¢; fazoda ko'payiirish operatorini, ya'ni

Aily — by, (Az)y = apZy, supla,|=a <o (29.11)
n>1
operatornd qaraymiz. Uning chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, normasini to-
ping.
Yechish. Ixtiyorly z € £, uchun Az € {5 ckanligini ko‘rsatamiz:

> " (Ax)al thnan[ %up|a,7| 7‘|xn| =a?|z|®.  (29.12)
n=1

Bu munosabatlardan 1)( A) = ¢y ekanligini olavnu Endi uning chizigli ekan-
ligini ko'rsatamiz. A operatorning aniglanishiga ko‘ra
(A(ax + By)), = oy + Byn) = anQZy + anByn = a(Ax)y + B(Ay)n.
Demak, A chizigli operator ekan. Uning chegaralangan ekandigi (29.12) teng-
sizlikdan kelib chigadi. Bundan tashqari (29.12) tengsizlikdan ||A|l < a ekan-
ligi ham kelib chigadi. A operatorning normasi ||A || = @ ekanligini isbot-
laymiz. Buuing uchun & fasoda {e,},o, ortonormal sistemani ({(23.8) ga
qarang) olamiz. A operatorning aniglanishiga ko‘ra, ixtiyorly » € N uchun
Ae, = ane, tenglik o'rinli. Bundan va (29.7) dan
41l 2 [l Aenll = llanenll = lan| - llenl] = lan|

munosabat kelib chigadi. Bu tengsizhik ixtiyoriy n € N da o‘rinli bo‘lgani

uchun
1] 2 supan| = o (29.13)
n>1
ni olamiz. Demak, |[A|| = a tenglik isbotlandi. A

Mustagil ishlash uchun savoel va topshiriglar
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1. Lo[—1, 1] Hilbert fozosida (29.10) tenglik bilan aniglangan B ko ‘paytirish
operatorining chizigh chegaralongan ekonliging ko ‘rsatib, uning normasi-

ni toping.

B

Lala, b] Hilbert fuzosida (29.1) tenglik bilan aniglangan B integral ope-

ratorning chizigl chegaralangan ekanliging ko ‘rsating.

3. Lg[—n, w| Hilbert fazosida (29.1) tenglik bilun eniglangan B integral
operatorning o'zagi K (x, t) = cos(x — t) bolgan holda, uning yadrosi

KerB wa giymatlar sohasi R(B) ni tavsiflang.
4. 29.3 va 29 8misollordae keltimlgon operatorlar y ig‘indisim toping.
5. Integral operator
l o
A: Cl-1L 1] = C[-1, 1), (Af)(z)= / (1 +zy) f(y)dy
-1

va 29.8-masolda keltirdgan © ga ko ‘paytirish operators B larning ko ‘puytnasimi
g pay 2 P

toping. AB = BA tenglik to'grimi?

6. Agar A, Be (X, Y) bolsa, u holda

Al = 181 < 1A — B)| teng-

sizlikng isbotlang.

7. Aytaybk, X chizigli normalangan fozo bolsin. p: X — R, p(x) = {|z|]

akslantirishnang uzluksizliging ishotlang.
30-§. Normalangan fazolarda chizigli funksionallar

Ma'lumki, chizigli funksional va uning nollari 24-§ da o'rganilgan edi. 25-§
da esa Ly gism fazoda anigiangan fy chizigli funksionaini p qavariq funksio-
nalga o ‘ysungan holda butun I fazogacha chizigli davom ettirish mumkinli-
gi haqidagi Xan-Banax teoremasi ishotlangan edi. Biz ba paragrafda chizigli
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funksionaliing normasini saqlagan holda uni butun £ fazogacha davom et-
tirish mumkinligi hagidagi Xan-Banax teoremasini isbotlaymiz, hamda funk-
sional fazolarda chizigli wluksiz funksionallarning umumiy ko‘rinishidan foy-
dalanib, agosiy funksional fazolarga qo‘shia fazolarni izomorfizm anigligida
topamiz.

30.1. Chizigli funksionallar

Agar operatorning qiymatlari sonlardan iborat bo'lsa, bunday operator
funksional deyiladi {24.1-ta'rifga qarang). Agar X chizigli fazoda aniglangan
f funksional uchun quyidagi shartlar bajarilsa
U f(zg+ 22) = f(z) + f(xa), Vay,ze € X ; additiviik,

2) f(Ax)y=Af(z), Ve X, VAeC, (yokiR), bir jinslilik
[ ga chizigh funksional (24.2, 24.3-ta'riflarga qarang) deyiladi.

30.1-ta’rif. Agar iztiyoriy € > 0 uchun shunday & = 6(c) > 0 mavjud
bolib, ||z — xoll < & tengsizhikni qanostlantivuvchi barcha = € D(f) lar
uchun | f(x) — f(xo)| <& tengsizlik bajarilse, [ funksional © = xq nugieds
uzluksiz deyilade. Agar [ funksional wtiyoriy x € D(f) nugtoda waluksiz
bo'lsa, [ uzluksiz funksional deyiladi.

30.1-ta'rifga teng kuechii bo'lgan quyidagi ta'rifai keltiramiz.

30.2-sa’rif. Agar 1y nugtage yaginlashuvchi ixtiyoriy x, ketma-ketlik uchun
Ji{lgo [f(zn) — f(zo)] = 0 bo'lsa, w holda f funksiondl ¢ nugtede uzluksiz
deyiladi.

C — kompleks sonlar to‘plani {R — haqiqly sonlar to‘plami) Banax fazosi
bolganhigi uchun 29-§8 da clizighi operatorlar uchun o'rnatilgan teorema va
tasdiglar chizigh funksionallar wchun ham ofrindi bo'ladi.

30.1-teorema. X chizigli normalangan fazeda eniglangen chizigli funk-
sienal biror 19 € X nugtade uzluksiz bolsa, u holda bu chizigh funksional

- - :
butun. X faioda uzluksiz.
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30.2-teorema. X chizigli normalangan fazoda aniqlangan chizigh f funk-

sional uzluksiz belishi uchun uning chegaralangan bolishi zarur va yetark,

-

Xuddi chizigli operatorlardagidek [f(z)] < M ||=] tengsizlikni qanoat-

lantiruvehi M sonlarning anig quyi chegarasi f funksionaluing normasi deyi-

ladi va |[f|| bilan belgilanadi. Shunday gilib,

L@ < AN Hl]-

Bundan tashqari, chizigli chegaralangan funksionalning normasi || f]| uchun
quyidagi tenglik o‘rinli:
£l = sup | ()] Jupl/( 2l (30.1)
fizjl=1 =
30.3-teorema (Xan-Bangz). E kompleks chizigli normalangan faze, Ey —
E ning qism fozosi va fo — Eo du aniglengen chizigli wzluksiz furnksional
bolsin. U holda fy ni normasini seqlagan holde F da aniglangan f chizigli

funksionalgacha davom ettirish mumkin, ya'ni
f@) = fo(z), z€ ko va |[flig=Ilfollg

shartlorni qunogtlentiruvchi f: K — C chizighi funksionel movjud.

Isbot. Aytaylik, || foll g, = K bo'lsin. Norma aksiomalaridan bevosita kelib
chigadiki, barcha x € E larda p(z) = K|zl tenglik bilan aniqlamuvehi
akslantirish qavariq funksional boladi. Burdan tashqari ixtiyoriy ¢ € Ky
uchun

L fo(z) | < follg, - =l = & - izl = p(=)
benggizlik o'rivli. Shunday ekan, fo 25.3-tcorema shartlarini qauoatiantiradi.
U holda £ da aniqlangan slunday f chizighi funksional maviudki. quyidagilar

bajariladi:

f(&) = fo(2), Yo Bo, |1(@)|<p@@) =5l llz], vze k.
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Bu verdan f ning chegaralanganiigi va || f{] < [f foll tengsizlik kelib chiqadi.
Ikkinchi tomondan,

@S e VL

ze B, z#8 ”I “ 2 By, x#£0 ” ”

W/ lie=

Demak, follg, - A

30.1-natija. X chizighi normalangan fazo va xg # 0 undagi izxtiyorsy bel-

gilangan element bo'lsin. U holda butur. X da aniglengan shunday f chizighi
funksional mavjudks,
NFll=1, flzo)= |zl (30.2)
tengliklar o ‘rinli boladi.
Isbot. f funksionalni bir o'lchamli Xg = {azg} qism fazoda quyidagicha

aniglaymiz: folazg) = a|lzel] . Ko'rinib turibdiki,

T=algy

f(@o

Bu verdan || follp, = 1. fo funksionaloi butun X gacha chizigii davom etti-
ramiz. Hosil bolgan funksional {30.2) shartlarni qanoatlantiruvchi funksional
bo‘ladi. A
Endi chiziqii fanksionalning davomiga doir misol qaraymiz.
30.1-misol. L = C[-1, 1] uzluksiz funksiyalar fazosi va uning Ly =
{f € C[~1, 1] : suppf C [0, 1]} qism fazosini garaymiz. Lg qism fazeda fo

chizigli funksionalni quyidagicha aniglaymiz:

i
fo(z) = / x(t)dt, z € Ly.
Jo

fo fanksionaini normasint sagiagan holda davom eitiring.

Yechish. f, funksionalning normasini hisoblaymiz. Agar z € Ly bo'lsa,

/: x(t)dt =
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ho‘ladi. Shuning uchun

' /—11 a(t)dt

| fo(x)

Demak,

_—_lfl ()rit!gma.xlr()lf di =zl .
Jo |

Il foll < 1.
Endi || foll 2 1 tengsiziikni ko‘rsatamiz. Buning uchun C[—1, 1] fazoda

uzluksiz funksiyalarning

0. te[-1, 0
w(t) =< nt, te(0, U),
L te (Y, 1]
ketma-ketligini qaraymiz. Bu ketina-ketlik nchun quyidagilar o‘rinki:

Tn € Ly, ljznll=1, VYneN,

1 1
|f0(a,-,l)|=E/ To(t)dt| > / dt:l-%. (30.3)

(30.3) tengsizlikda n lar ho'vicha aniq yuqori (heg,ara olsak,

. o l
Il = sup el = sup {1- 2} =1
n>1 n>1 )

tengsizlikka ega bo'lamiz. Bu ikkala tengsizlikdan || fol| = 1 tenglikni olamiz.
25.6-misoldagi kabi C[—1, 1] chiziqgli fazoda g,, v € Vy[—1, 0] funksionaini

quyidagicha aniglaymiz:
] 1
gy(z) = / xz(t)y(t)dt + / z(t)dt, xe€ L. (30.4)

Matumki, istalgan y € Vp[—1, 0] uchun ¢, funksional fy funksionalning

C[-1, 1] fazogacha davomi bo‘ladi. g, funksional uchun Xaun-Banax teore-

masining tasdig o‘rinlimi? Boshqacha aytganda || fol| = || g,ll tenglik qanday

y € Vg[—1, 0] lar uchun o'rinli? Cla, b] fazodagi chiziqli nzluksiz funksional-

ning umumiy ko'rinishi haqidagi Riss - 30.4-teorema, hamda (30.19) tenglik-

dan foydalansak, (30.4) ko‘rinishdagi davomlar ichida yagona go funksional
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fo funksionalning normasini saglagan holda L = C[—1, 1] fazogacha davo-
mi bo'ladi. 25.6-misolda fy funksionalni {(25.1) shartni saglagan holda cheksiz
ko‘p (kontinuum) usul bifan L fazogacha davom ettirish mumkin edi.

30.2. Qo‘shma fazolar

Chizigli funksionallarning winumiy ko rinishidan foydalanib, qo'shma fazoni
ayrim hollarde zomorfizm anigligida topish mumkin,

30.3-ta'rif. X normalangan fozode aniglangan, chizigli uzluksiz funksio-
nallar fezost X gu go’shma fazo deyiladi va X* bilon belgilanadi, ya'ni X* =
L(Xx, C).

Bundan keyingi 31-§ da ya'ni chizigh uzluksiz operatorlar fazosi mavzusi-
da biz Y to'la fazo bo‘lgan holda L(X, Y) fazoning Banax fazosi bo'lishini
isbotlaymiz. Shunga ko'ra (31.1-natijaga qarang) X chisigli normalangan fa-
zoga qo'shma bo'lgan X* = (X, C) fazo Banax fazesi boladi. Chumki,
kompleks sonlar to'plami C = Y to'la normalangan fazo. Qo‘shma fazo-
larni o‘rganishni eng sodda holdan, yani X fazo n oflchamli (hagigly yoki
compleks) chizigli fazo bo'lgan holdas boshlaymiz.

30.2-misol. X n o'lchamli (hagigiy yoki compleks) chizighi fazo bo‘lsin.
Bu fazoda biror ey, eg, . . ., ¢, bazisni tanlaymiz. U holda har bir z € X vektor

yagona ravishda
n
=
z=" Ti€; (30.5)
j=1

ko‘rinishda tagvirlanadi. Agar f — X da aniglangan chizigii funksional bo'lsa,
u holda ravshanki,

fz) =" xif(e5) (30.6)
=1

hofladi. Shunday ekan, chizigli funksional o'zining ey, s, ..., &, bazis vektor-
lardagi giymatlari bilan bir giymatli aniglanadi. Bundan tashgari bu giymat-
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larni ixtiyoriy berish mumkin. Ushbu gi, g, - .., gn funksionallarni

7

l 1, agar i=7
deb aniglaymiz. Ko‘rsatish mumkioki, bu funksionallar chizigli bog‘lanmagan.
Agar » € X element (30.5) ko‘rinishda bo‘lsa, u holda g,(z) = 2, tenglik
bajariladi. Shuning uchun (30.6) formulani
n
f(x) =Y aulx) f(es)
i=1
ko‘rinishda yozish mumkin. Shunday qilib g1, ¢s, .. ., gn funksionallar X* fa-
zoda bazis tashkil qilar ekan, ya'ni X* ham n oflchamli fazodir. X* dagi
g1,02, .-, 9n bazis X dagl ey, eq,..., e, bazisga ikkilamchi bazig deyiladi.
X fazoda aniglangan har xil normalar X* fazoda bar xl normalarni
keltirib chigaradi. Hozir biz X va X* fazolarda bir-biriga mos keluvehi nor-
malarga misol keltiramiz.
a) Yugoridagi 7 — o'lchamli X va X* fazolarni garaymiz. Har bir z € X

uchun (30.5) orinhi bo'lib,  ning normasi

fll = > ot

=1

formula bilan aniglangan bolsin. U holda ixtiyoriy f € X uchun

1F@) =1 glz) fle)| =
=1

=2

=Y fiom|< ;lelz-\ M=,

i=1 i=1

Pl
i

tengsizlikka ega bo‘lamiz, bu yerda f; = f(e), 7€ {1,2,...,n}. Agar
n
N
Tr= Z Jive
=1
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desak,

n

Zlfz

lrfl[.

'f(‘”f)l-'Zf. &) =S 7’ =

Fi=1 { i=1

Bundan

tenglikni olamiz. Shunday ekan, X va X* fazolarda

n
> laf
i=1

normalar bir-biriga mos normalar juftligi ekan.

B
I

va ”f“—\Z”i

b) Endi X fazodagi har bir £ € X element uchun uning normasi

1
n P
bty = (1) 1<ne

\i=1
formula bilan aniqlangan bo'lsin. Bu normags mas X* fazodagi normani
aniglash uchun Gyolder tengsizligidan ((19.15) formulaga qarang) foydalanamiz.

U holda har bir f € X* chizigli funksional va ixtiyoriy £ € X uchun

r= Zx, ve; va f(r)= Zf(e,-) -g9(x) = Zfi-37¢
i=1 i=1 i=1

desak, Gyolder tengsizligiga asosan

1 1 i
Zfil‘i < (Zlfi |q> (Z|$i|p> = (ZIfi'q) =i,
i=1 i=1 i=1 . i=1

tengsizlik barcha ¢ € X lar uchun ofrinli bo'ladi. Bu yerda

17 [ =

1 1
l<p<oo, 1<g<oo, —+~-=1 (30.7)
p g
Agar xy € X elementning koordinatalarini

=7 Ileq_ , i€{1,2,...,n}

E
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ko'rinishda tanlasak (agar f; =0 bo‘lsa, z; = 0 deb olinadi), u holda

N

s fi=Fi IAT =10 20, ie{l 2., n}
va
zfi= Ll =105 = (14057) = P
tengiiklar o‘rinii bo‘ladi. Chunki
ol = 1A = 1A, - 1=
Uholda z; - f; = | fi|* va z; - f = | x;|P tengliklarga ko‘ra

n n [ e \?
)l =D - i = @i fi= ( T 'fi) ( T f7) =
i=1 i=1 Li=1 i=l
n \i /n P /m .
=(Z|f:‘|q) KZI%IP) =(Z|fil") HT Hip -
i=1 / i=1 \i=1
Demak, f funksionalning normasi nchun quyidagi tenglik o‘rinlt
1
1, = (Zlfi F‘) :
i=1
Shunday qilib, X va X* fazolarda mos normalar juftligi
" n \ n i
uxn,,:(le,- r) ||f||q=(‘2|f.- |ﬂ'\ (30.8)
\i=1 / \ i=1 /

ko‘rinishda bo'lar ekan. Bu yerda p va ¢ sonlar (30.7) munosabatni qanoat-
lantiradi.

¢) X fazodagi har bir © € X uchun (30.5) tasvir o'rinli bo'lib, = ning
notmasi

n
.
zlly =l
i=1

formula bilan aniglangan bo‘lsin. Ixtiyorly f € X* chizigi funksional va

barcha z € X larda
f@)=3 " fire fi=fle), 1€{1,2, ..., n}
=]
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tenglik o'rinii bo‘lgani uchun

n /n \
f(fﬂ)l=Z|fe-fﬂa|i¥llgl%|f-i|'(ZI?:I}—maxlfz el
i=1 == \i=1
ya'ni
i
< .
171 < max | fil
Faraz gilaylik, biror g € {1, 2, ..., n} nchun | fi, | = max | f;| bo‘lsin. Agar

i<i<n

=( 0100
\ T

desak, ffzolj; =1 va
Vo)l =11i| = fg{a’fflef" = fgiﬁlf‘l N =olly
tengliklar o'rinli bo‘ladi. Bundan

141l = max |

tenglikka ega bo'lamiz. So‘nggi normani biz |- ||, bilan belgilaymiz. Mate-

matik analizdan ma’tumki, ({(19.19) ga qarang
> AN ga G &
1

Jim [j [}, = lim (‘?‘11,]?; = max |zi] = || z ||
1<isn -
=1
Shunday qilib, X va X* chekli n —o'lchamii fazolarda

=y = laaly oo = max | fi| (30.9)
i=1

lar bir-biriga mos keluvchi normalar juftligini hosil giladi. Agar biz (30.7)
munosabatni saglagan holda ¢ — oo da limitga o'tsak, p =1 va ¢ = o©
ni olariz. Demak, (30.9) normalar juftligi (30.8) normalar juftligining limitik
holasi ekan

d) Endi n — o'lchamli X fazoda norma

[ lloe = max |z
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formula vositasida aniqlangan bo‘lsin. Ixtiyoriy f € X* chiziqli funksional
uchun f; = f(eg), i€ {1,2,...,n} (e, ez ..., e lar X fazoning bazisi)
desak, barcha 2 € X lar uchun

n

Y

fx)= ) fizs

i=1

tenelik va
n

/ \
If(l‘)|—‘v|fz~:r.]<lll&)(|1‘. (Zlftl)—ma-xlfz ” Hoo’

1<ig
i=1
tengsizlik o‘rinli. Tkkinchi tomondazn

= <m| TR TA DA A

elemens uchun

If( I)I—Z }r ilfn —(tlﬁl)”xfﬂm

\i=1
U holda

=314l
=1

tenglikka ega bo‘lamiz. Demak, X va X* fazolarda

l ,

= pax|oil, Sl = Z]fz (30.10)

normalar bir-biriga mos keluvchi normalar juftligi bo‘ladi. (30.10) tenglik (30.8)
tenglikning p — oo dagi limitik holatiga mos keladi.
30.3. Endi ¢, fazoni garaymiz. Ma'lumki, bu fazo
n
S Mg P <
jz: ff < o
=1
shartni qanoatlantiruvehi barcha «© = {x,} ketma-ketliklardan iborat va unda

z elementning normasi

i
n »
et = zlmr)

\ iml1
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tenglik bilan aniqlanadi. Agar biz ¢ > 1 sonni (30.7) munosabatdan aniglasak,
u holda £ fazo £, fazoga izomorf bo'ladi. Buni isbotlash uchun 44 fazouing
ixtiyorly f = {/a} elementi yordamida €, fazoda

- e o]

@)= fa-2a (30.11)

ne=]l

chizigli funksionalni aniglaymiz. Dastlab (30.11) tenglikning o‘ng tomonidagi
gatorning absolyut yaqinlaghuvchi ekanligini ko'rsatamiz. Malumki, ixtiyoriy
n natural son uchun

Zlfz‘-'ril < (ZU&:IQ Z|ﬂfz‘|p =< (Zlfir]

i=1 =1 i=1 \i=l

Qe

(30.12)

o‘rinli. Birinchi tengsizlikui yozishda biz Gyolder tengsizligidan ((19.15) for-
nulaga qarang) foydalandik. Bu yerdan (30.11) tenglikning ong tomonida-
gi qatorning absolyut yaqinlashuvchiligi hamda f funksional uchun quyidagi

munocsabatlar kelib chiqadi:
7| =S 1hal <0l ety || F] <ur,
j=1 '

Demak, (30.11) tenglik bilan aniglangan f funksional chiziqli va uzluksiz.
Agar zy € ¢, elementning hadlarini

=T 1H72, ie{1,2, ..., o}

(agar f; =0 bo‘lsa, z; = 0 deb olinadi) ko‘rinishda tanlasak, 30.1-misolnin
& ) / 3 g

b) bandidagidek quyidagilarga ega bo‘lamiz:
fi=1fi"20, zfi=|mlf 20, ie{1,2,..., co}.

Biz 2y € £, va f={fi} € f; ckanligini hlsobgd ()isak

09 o« / oo %
|f(lf)|_"|zt1fl— xafz‘(}_-/xin) (szﬁa
i=1 i=1 \i=1 7 \i=l
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L
»

Sl ) = 1l el
=1

1
q

X
={ > I
i=1
Demak,
| 7], =nrt,.
Ko'rsatish mumkinki, £, fazodagi ixtiyoriy f chizight uzluksiz funksional (30.11)
ko‘rinishda tasvirlanadi.

Shunday qilib £ va £, p~ 1+ ¢! =1 fazolarning izomorfligi isbotlandi.
Xususan, p =2 da €5 = £, kelib chiqadi. Shuning vchun £, fazo o'z-o'ziga
go'shma fazo deyiladi. Xuddi shunday ko‘vsatish munkinki, ixtiyoriy Hilbert
fazosining qo‘shmasi ham o'ziga izomorf bo'ladi.

30.4. Endi £y fazoning qo‘shmasini topamiz. 30.2-misolning ¢) bandidagi-
ga o'xshash mulohazalar gilib ko‘rsatish mumkinki, ¢ fazouing go‘shmasi
¢y, = m — chegaralangan ketma-ketliklar fazosiga izomorfdir, yani ¢ = m.

Quyidagi tasdiglarni o‘guvchiga mustaqil isbotlash uchun goldiramiz:
C* = 51, (33 = fl.

Bu tengliklarni izomarfizin aniqligida tushunish kerak.

30.5. Endi X = Cfa, 8] fazoga qo'shma fazoni izomorfizm anigligida
topamiz. Ma'lumki, [¢, 0] kesmada aniglangan va t = a unugtada wolga
aylanuvchi o'zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi Vgla, b] orqali belgi-
lanadi (26.15-misolga qarang). Ko‘rsatish mumkinki, bu to'plam funksiyalarni
qo'shish va ularni songa ke'paytingh amallariga nishatan chizigli fazo tashkil
qiladi. Bu fazoda x elementning normasi || z || = V2 [2] tenglik bilan aniqlaua-
di. Bu yerda V? [z] o‘zgarishi chegaralangan z funksiyaning [e, b] kesmadagi
to‘la o‘zgarishi. Ko‘rsatamizki, (Cla, b])* = Vyle, b].

Biz M[a, b] —bilan [a, b] kesmada aniglangan barcha chegaralangan funk-
siyalar to‘plamini belgilaymiz. Bu to‘plam odatdagi funksiyalarni go‘shish va

316

www.ziyouz.com kutubxonasi



songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqi fazo tashkil giladi (26.8-misolga

qarang). Bu fazoda z elementning normasi
|zl = sup [z(t)]
a<it<b
tenglik bilan aniqlanadi. Har bir @ € C[e, b] funksiya chegaralangan va
sup |z(t) | = max | z(t) |
a<t<b a<i<h

tenglik o‘rinli bo‘lgani uchun Cl[a, b] fazoni Mla, b] fazoning qism fazosi
sifatida garash mumkin. Endi f € C*[a. b ixtiyorly chizigli uzinksiz funksio-
nal bo'lsin. Normalangan fazolarda Xan-Banax teoremasiga (30.3-tevremaga
qarang) ko'ra, f € C*[a, b] funksionalni normasini saqlagan bolda butun
Mla, b] fazoga davom ettirish mumkin. £ deb f funksionalning Cla, b]
dan Mla, b] ga davomini belgilaymiz.

Endi ,
| 1, egar e <E<4,
p(§) = 1
\
t € [a, b] funksiyalar oilasini qaraymiz. Ravshanki, ixtiyorly ¢ € [a, b] uchun

0. agar t <&<h

1 € Mla, b]. I funksionalning ¢ € M([a, b] elementdagi qiymatini u(?)
deb belgilaymiz, yami u(t) = F(pe), ¢ € [«, b]. Natijada [a, b] kesma-
da u funksiya aniqlandi. Bu funksivaning o‘zgarishi chegaralangan ekanligini

isbotlaymiz. Buning uchun [a, b] kesmani ixtiyoriy chekli sondagi
A=ty <ty <tg<ore <lpy <lp=0> (30.13)

nugtalar bilan bo'lakchalarga ajratamiz. (30.13) bo‘linishga mos

n
S ufte) — u(ts-)]
k=1
vig‘indini garaymiz. Agar

ar = sign [u(ty) —ulte—1)], k=12,...,n
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belgilashlarai kiritsak, u holda

szl ulte) — wlteo))] = 3ok Julte) — u(ter)| =

k=1
=3 o ' P(py) — F(ﬂ"tk-l)’ =1

Fn -
>—_: Qg ((Wf"t/: - ﬁﬁt/u-l) .
k=1 J

F chizigli funksionalning chegaralanganiigi va || F'|| = || f || dan
n n
D lulte) —ulte-) < || F |- !Z ok (1, — Puy) ” = fi
k=1 k=1

tenglik kelib chigadi. So‘nggi tenglik

n

Z (877 (V’t. - 901,‘_

k=1

= sup ’Y ax (pu(6) = Pu,(€))] =

tenglikka asoslangan. Shunday gilih, (30.13) ko‘rinishdagi ixtiyoriy bo‘linishda

n

D luli) —a(te-)| < || £

k=1
tengsizlik o'rinli. Bundan kelib chiqadiki, v € V[a, b} va

VIul < | f1i- (30.14)

z € Cla, b] — ixtiyoriy element bo'lsin. Har bir nnatural son uchun [a, b

kesmani
b—a
a=tg <t <l < v <ty <t,=b, lp=0a+ k, k=1,2,...,n
n
(30.15)
nugtalar yordamida n ta teng bo‘lakka ajratamiz va
n
Yn(t) = Z x(te) [%tk(t) - 97tk—1(t)] (30.16)
k=1

pog'onasimon funksiyani quramiz. U holda #'(y,) quyidagi formula bo'yicha

aniqlanadi:
n

Flya) =3 z(t) [ulte) — ute-1)]

k=1
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Bu y, funksiyalarning aniglanishidan ko‘rinib turibdiki, yn(a) = z(a) va
agar -1 < t < & boflsa yn(t) = z(tx), &k = 1.2,..., n. Kautor teo-
remasiga kora, x funksiva [a, B] kesmada tekis uzluksiz funksiya bo‘ladi.
Demak, £ > 0 uchus sbunday ¢ > 0 mavjud bo'lib, [t —¢'| <& tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha 7, ¢’ € [a., b lar uehun |z(t) — z(¢')| < £ tengsizlik
bajariladi. Shunday ekan, n yetarlicha katta bo‘lganda i):r‘_zﬁ < § bo'lgam
uchun

max | 2(2) — yu(t) | = JInax max ]x(t) —z(tp)]| <=
t<fa, b i<k<ntelt,_,

tengsizlik bajariladi. Bu yerdan {y.} kr:rtma-kethkmng z funksiyaga [a. D]
kesmada tekis yaginlaghishi kelib chigadi. ¥ uzluksiz funksional bo‘lganligi
achun
lim F(yn) = £(x).
7n—00
Tkkinchi tomondan [a, b] da uzluksiz z va [a, b] da o‘zgarishi chegaralan-
gan u funksiyalar uchun ,
i
/ 2(¢) du(t)
Ja
Riman-Stiltes integrali mavjudligl va (30.16} yig‘indi uning (30.15) bo‘linish

bo'yicha integral yig'indisi bo‘lganligi sababli

n ~b
F(z) = lim F(ys) = lim > o(tr) [u(tr) — u(te-1)] = J/ 2(t) du(t).
Ammo, x € C[a, b boflgani uchun F(z) = f(z), va'ni
f(z) = f z(t) du(t) (30.17)
[+3

tenglik o'rinki. Shunday qilib ixtiyoriy @ € Cfa, b] uchun f(x) (30.17) formu-
la bo‘yicha aniglanadi. Riman-Stiltes integrallari uchun o'rta giynat hagidagi

teoremaga ko'ra ixtiyorty x € Cla, #] uchun

< max [=(0) |V, MTul < V) [

b
| f(x)|= J/ z(t) du(t)

a
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tengsizlikni olamiz. Bundan
W7l < vihu] (30.18)
tengsizlik kelib chigadi. Endi (30.14} va (30.18) tengsizliklarni taggoslab,
11l = v [u] (30.19)

tenglikka ega bo‘lamiz. Olingan natijalardan tashgari yana shuni ta’kidlash
lozimki. @q(t) = 0 va F(0) = 0 bo‘lgani nchun uw(a) = #(w.) = 0 shart
o'rinli.

Endi f funksional uchun olingan natijalarni jamlab. quyidagi F.Riss teo-
remasini keltiramiz.

30.4-teorema. Cla, b fazods berilgun intiyoriy [ chizigli wiluksiz funk-
sional uchun shu [ funksional bo‘yicha aniglonuvchi shunday v € Vg [a, ]
o‘zgarishi chegaralangan funksiya mavjudke, barcha © € Cla, b] lardu (30.17)
va (80.19) tengliklar o 'rinli.

Ko‘rsatish mumkioki [1], bar bir o'zgarishi chegaralangat u € Vo [a, b]
funksiya {30.17) tenglik yordamida yagona f € C™a, b] funksionalni aniglay-
di. Shuning uchun, C*[a, b] dagi chizigli funksionallar bilan Vg [a, b] o‘zgarishi
chegaralangan funksiyalar fazosining elementlari o‘rtasida o'zaro bir qiymatli
moslik mavijud. Bundan tashqari || fij = |lu|| bolgani uwechun, bu maoslik
izomorfdir, ya'ni C*[a, b = Vg [a, B].

30.6. Berilgan [a, b] kesinada p(p > 1) — darajasi bilan Lebeg ma’nosida
integrallanuvchi funksiyalar sinfini Ly[e, b] bilan belgilaymiz (26.15-misolga
garang). Ma'lumki, Ly[a, 8] to‘la normalangan fazo, ya'ni Banax fazosidir.

Endi p > 1 uchun (30.7) munosabatni qanoatlantiravch: ¢ sonni olamiz.
Isbotlamasdan quyidagi tasdigni keltiramiz. Har bir f € L,*,[a, b] funksional

uchun yagona v € Lgfa, ] element mavjud bo'lib, ixtivoriy « € Lpfa, b
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larda

b

flz)= / x(t)y(t) dt (30.20)

a
tenglik bajariladi va aksincha, y € Lgfa, b] uchun {30.20) formula £j[e, b] ga
tegishli biror funksionalni aniglaydi. Bundan tashqari (30.20) formula £7[a, b]
va Lgla. B] fazolar o‘rtasida izometrik moslik o‘rnatadi. Shuning uchun
Lifa, b] va Lga, B] fazolar o'zaro izomorfdir. ya'ni Ljfa, )] = Lga, 8]
Xusnsan, p = 2 da Ljfe, bl = Lofe, b]. Shuning uchun Lgfa, b] o'z-o'ziga
qu‘shma fazo deyiladi.

30.7. Hilbert fazosida chizigh funksionalning umumiy ko‘rinishi quyidagicha
f{z) = (&, y), ya'niixtiyorly f chiziqli nzluksiz funksionalga shu fazoning
vagona v elementi mos keladi, shuning uchun Hilbert fazosi ofz-0‘ziga qo'shuna
fazo hisoblanadi. Xuddi shu sababli, n o‘lchamli Evklid fazosi ham o'z-o'ziga
go'shma fazo bo'ladi.

Mustagil ishlash uchun savel va topshiriglar

1. fo: o — C, folx) = 21 clazigli funksionalni normasini soglagan

holda ¢ fazoga chizigli davom ettiring.
2. Chizigli funksional duvomi yagonemi? Javobni asoslang.

8. f: 5001} = (501]). f(x)=2(0) funksionalni chizigli chegaralongan-

likka tekshiring.
4. Euvklid fazolarida chizigli funksionalning umumiy ko ‘rinishi ganday bo’ladi?

5. Uduksiz funksiyolar fazosi C'[—1, 1] dagi barcha tog funksiyalar to‘plami
C~[-1, 1) = Lo (26.14-misolga garang) qism fazo tashkil qilads. Ly gism

fezoda fy chizigh funksionalni quipdagicha aniglaymiz:
1
fu(T) =/ [J'(l)dt, T € Ly.
-1
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fo funksionolni normaesini saqlagan holda C[—1, 1] gache davom etti-

ring.

e

£y, £y va €, p2> 1 fazolarga qgo'shma fazolarni toping.
7. ¢y, ¢ va m fazolarga go‘shma fazolarni toping.

8. Cla, b] fazega qo‘shma fazoni toping.

9. Lsla, b] fazoga qo‘shma fazoni toping.

10. H Hilbert fazosiga qo‘shma fazoni toping.
31-§. Chizigli uzluksiz operatorlar fazosi

Mazkur paragrafda biz chizigli uzluksiz (chegaralangan) operatorlar fazosi
L(X,Y) ning to‘laligi hagidagi teoremani isbotlaymiz. Operatorlar ketma-
ketligining kuchsiz, kuchli (nuqtali) va tekis (norma bo‘yvicha) yaginlashish
ta’riflarini beramiz. Ularni misollarda tahlil gilamiz.

31.1-ta'rif. Agar {An} C L(X, Y) operatorlar ketma-ketligi uchun shun-
day A € L(X.Y) aperator mavjud bo b, ’}EIC}O Il An — All =0 bolsa, {An}
operatorlar ketma-ketligi A operatorga norma bo ‘yicha yoki tekis yuqinlashadi
deyiladi va 4, ~*~ A shoklda belgilanadi.

31.2-ta’rif. Agar atiyoriy x € X uchun 7}220 i| Az — Az|| = 0 bo'lse,
{An} operatorlar ketma-ketligi A operatorga kuchli yoki nugtali yaginlashads
deyiladi va A, —— A shaklda belgilonadi.

31.3-ta’rif. Agar xtiyoriy f € Y* va barcha x € X lar uchun T}E’)l;lo F(Apz)
= f(Az) bo'sa, {A,} operatorlar ketmao-ketligi A operatorga kuchsiz yoki
kuchsiz ma’noda (An = A) yaginlashuvuchi deyilads.

31.3-ta’tif Hilbert fazosida quyidagicha ho'ladi.
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31.4-ta’rif. Agur ixtiyoriy z,y € H wuchun 7}1_{130 (Anz, v) = (A1, 79)
bolss. {An} operatorlar ketma-ketligi A operatorga kuchsiz yeqinlashuvchi
deyiladi.

31.1-misol. 4, : ¥ — &, A,r=(0,0,...,0,7y,29,23,...)

NI R
operatorlar ketma- ketligining kuchli va kuchs?z ma’'noda nol operatorga yaqin-
lashighini tekshiring.

Yechish. {3 Hilbert fazosi bo‘lganligi uchun A, : ¢ — & operatorlar
ketma-ketligining kuchsiz ma’roda nol operatorga vaginlashishini 31.4-ta'rifdan

foydalanib tekshiramiz. Ixtiyorly v = (y1, 42, ..) € f2 uchun

o<
Z Tk Yntk
k=1

munosabat o‘rinli. y € & bo'lganligi uchun

2 oo
<llzi® D lul  (611)

k=n+1

|(Anz, ) = (02, W)=

o0

vl =3 1wl < 0.

k=1
Shunday ekan yaqinlashuvchi gatorning goldig'
o
2
> lud
k=n+1
n — oo da nolga mtiladi. Bundan (31.1) ga ko'ra, ixtiyorly z, y € & larda
[ (Anz. ¥) — (O, ¥)| ving n — oo da nolga intilishi kelib chigadi. Demak,
{An} operatorlar ketma-ketligi nol operator © ga kuchsiz ma'noda yagin-
lashar ekan. {A,} operatorlar ketma-ketligi nol operatorga kuchli ma’noda

vaqinlashmaydi, chunki
lim || Apz — Oz |} = lim ||z |j=|lz| #0. A
n--+00 n—oo

31.2. Quyida berilgan £, Qn € L(€;) operatorlar ketma-ketligining kuch-
I va tekds ma’noda birlik va nol operatoriarga yaqinlashishini teksiring.
Pn :£)2 - 22, Pnl‘z (.’131, Z2,..-,Tq, 0,...,0,...),
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tenpsizlikni olainiz. Bundan
1Al = v [w] (30.18)
tengsizlik kelib chiqadi. Endi {30.14) va (30.18) tengsizliklarni taggeslab,
1= V2 [u] (30.19)

tengiikka ega bo'lamiz. Olingan natijalardan tashqari yana shuni ta’kidlagh
lozimki, @a(t) = 0 va F(0) = 0 bolgani uchun u(e) = F(g.) = 0 shart
o'rinli.

Endi f funksional uchun olingan natijalaini jamiab. quyidagi F.Riss teo-
remasini keltiramiz.

30.4-teorema. Cla, b] fazode berilgorn ixtiyoriy f chizigli waluksiz funk-
sional uchun shu f funksional bo‘yicha aniglanuvchi shunday v € Vp [a, b]
o0 “zgarishi chegaralangan funksiya mavjudke. barche x € Cla, b] larda (50.17)
va (30.19) tengliklar o ‘rink.

Ko'rsatish mumkinki [1], har bir o‘zgarishi chegaralangan u € Vj[a, 3]
funksiya (30.17) tenglik yordamida yagona f € C*[a, b] funksionalni aniglay-
di. Shuning uchun, C*[a, b] dagi chizigli funksionallar bilan V{[a, 8] o‘zgarishi
chegaralangan funksiyalar fazosining elementlari o'rtasida o'zaro bir giymathi

I = Jlu] be'lgani uchun, bu moslik

moslik maviud. Bundan tashqari || f
izomorfdir, ya'ni C*[a, b = Vyla, 8].
30.6. Berilgan [a, b] kesmada p(p > 1) — darajasi bilan Lebeg ma’nosida
integrallanuvchi funksiyalar sinfini Ly[e, B] bilan belgilaymiz (26.15-misolga
garang). Ma'lumki, Ly[a, b to'la normalangan fazo, ya'ni Banax fazosidir.
Endi p > 1 uchun (30.7) munosabatni ganoatlantiruvchi ¢ souni olamiz.
Isbotlamasdan quyidagi tasdigni keltivamiz. Har bir f € L;;[m b] funksional
uchun yagona y € Lgfe, b] element mavjud bo'lib, ixtiyorly x € Lpla, b]
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larda

flz)= /J:r(c)y(z‘)df (30.20)

(l
tenglik bajariladi va aksincha, y € Lgfa, b] uchun (30.20) formula L*[a, b ga
tegishli biror funksionalni aniglaydi. Bundan tashqari (30.20) formula Lpfa, 8]
va Lgla. b] fazolar o'rtasida izometrik moslik o'rnatadi. Shuning uchun
Lyla, b] va Lya, b] fazolar o‘zaro izomarfdir, ya'ni Li[a, ] = Lgfa, b].
Xususan, p = 2 da Li[e, b] = Lg[a, b]. Shuning uchun Lofa, b] o'z-0'ziga
qo‘shma fazo deyiladi.

30.7. Hilbert fazosida chizigli funksionalning umumiy ko‘rinishi quyidagicha
f(x) = (=, ¥), ya'niixtiyoriy [ chiziqli nziuksiz fimksionalga shu fazoning
yagona y elementimos keladi, shuning uchun Hilbert fazosi ¢‘z-0'ziga qu'shina
fazo hisoblanadi. Xuddi shu sababli, n o'lchamli Evklid fazosi ham o'z-0'ziga
qo'shma fazo bo‘ladi.

Mustagil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. Jo: ¢ — C, folzx) = 1 chizigli funksionaini normasini saglagan

holda ¢ fazoga chuzigli davom ettiring.
2. Chizigli funksional davomi yegonami? Javebni asoslang.

3. [:Gh[01] = O5[01), f(x)=2(0) funksionalni chizigli chegaralengan-

likka tekshiring.
4. Evklid fozolerida chizigli funksionalning wmumiy ko ‘rinishi qandey boTadi?

5. Uduksiz funksiyalar fazosi C'[—1, 1] dagi barcha tog funksiyalar to ‘plams
C™[-1, 1) = Ly (26.14-musolga qarang) qism fazo tashkil gilads. Lo gism
fazoda fy chizighi funksionalni quyidagicha aniglaymiz:

~1

folz) = Lm(a) dt, ¢ Lo
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fo funksionolni normasini saglagan holds C[—1, 1] gacha davom etti-

ring.
6. £y, by va by, p>1 fazolarga go'shma fazolarni toping.
7. cp, ¢ va m fazolarge go'shma fazolarni toping.
8. Cla, 8] fazega go‘shma fezom toping.
8. Lsa, b] fazoga qo‘shma fazoni toping.

10. H Hilbert fazosiga go‘shma fazoni toping.
31-§. Chizighi uzluksiz operatorlar fazosi

Mazkur paragrafda biz chiziqli uzluksiz {chegaralangan) operatorlar fagosi
L(X.Y) ning tolaligi haqidagi teoremani isbotlaymiz. Operatorlar ketma-
ketligining kuchsiz, kuchli (nugtali) va tekis (norma bo‘vicha) yaqinlashish
ta'riflarini beramiz. Ularni misollarda tahlil gilamiz.

31.1-ta'rif. Agar {An} C L(X, Y) operatorlar ketmao-ketligi uchun shun-
dey A € (X, Y) operator mavjud bo'lib, gl’ngo | A — A =0 bolse, {An}
operatorlar ketma-ketligi A operatorge norma bo ‘yacha yoki tekis yaginlashadi
deyiladi va A, —— A shaklda belgilanadi.

31.2-va’rif. Agor ivtivoriy © € X uchun ,,IEEO | Apz — Azl| = 0 bo'lsa,
{A,} operatorlar ketma-ketligi A operatorga kzlmha’z' yoki nugtali yuginlashadi
deyiladi va A, "> A sheklda belgilanads.

31.3-ta’rif. Ager dxtiyoriy f € Y* va barcha x € X lar uchun 7}11’{\1O f(Apx)
= f(Az) bolsa, {An} operatorlar keima-ketligi A operatorga kuchsiz yoki
kuchsiz ma’noda ( Ap /1) yoginloshuvchi deyiladi.

31.3-¢ta’rif Hilbert fazesida quyidagicha ho‘ladi.

www.ziyouz.coafg?(utubxonasi



31.4-ta’rif. Agar isgtiyoriy z,y € H uchun 7}1_1& (Anz, ¥) = (42, %)
bolsa. {An} operatorlar ketma-ketligi A ope’ratovya”kuchsiz yeqinlashuvchi
deyiladi.

31.1-misol. A, : ¥y — by, A,z =1(0,0,...,0,2,,%2,23,...)

operatorlar ketma- ketligining kuchli va kuchs?z ma’'noda nol operatorga yaqin-
lashishini tekshiring.

Yechish. ¢, Hilbert fazosi bo‘lganligi uchun A, : % — & operatorlar
ketma-ketligining kuchsiz ma’noda nol operatorga yaqinlashishini 31.4-ta'rifdan

foydalanib tekshiramiz. Ixtiyorly y = (1, ¥2,...) € f2 uchun

oC 2 oo
|(4nz, ) = (02, )P = D zwvane| <l D 1wl (311)
k=1 k=n+1

munosabat o‘rinli. y € £y bo'lganligi uchun
2.9
i 2 N 2 _
Tyl? = lul” < co.
k=1
Shunday ekan yaqginlashuvchi gatorning qoldig'i
oo
2
> lul
k=n+1
n — oo da nolga intiladi. Bundan (31.1) ga ko'ra, ixtiyorly «, v € & larda
| (Anz, ¥) — (Oz, y)| ning n — oo da nolga intilishi kelib chigadi. Demak.
{Aa} operatorlar ketma-ketligi nol operator © ga kuchsiz ma’noda yagin-
lashar ekan. {A,} operatorlar ketma-ketligi nol operatorga kuchli ma’noda

vaginlashmaydi, chunki
lim || Apz — Sz || = lim |{z|[=| 2| #0. A
n—os 1n—0C

31.2. Quyida berilgan F,, Qn € L(fs) operatorlar ketma-ketligining kuch-

li va tekis ma’noda birlik va nol operatoriarga yaginlashishini teksiring.
P, by — 0y, Fux=(z1,22,-.-,%2,0,...,0,..),
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(‘27’1 = ‘{ - Pﬂ’ 627,.’17 = (O) .- 101 Loiis $n+2: mn+3: - ) .
Yechish. Ixtiyorty € €, uchun

o
| QP = 3 Lmisl? 0, s o0
k=1

Chunki =z € £, ya'ni
oo
lz P =" |mf < oo.
k=1

Shunday ckan, oxirgi qatorning goldig'i

o0
>, »
L I 1fn+k|

k=1
n — oo da nolga intiladi. Demak, {@n} operatorlar ketina-ketlizgi nol ope-
ratorga kuchli ma’noda yaqinlashar ckan. Bundan {£, = f — U} operator-
lar ketina-ketligining hidik operator / ga kuchli ma’noda vaqindashishi kelib
chigadi. Endi {Q,} operatorlar ketma-ketligi nol operatorga tekis mamoda

yaginlashadimi yoki yo‘qmi, shum tekshiramiz.
%0
| Qual? =S lmil? < P
k=1
Bundan
1@l < 1 (312)

ekanligini olamiz. Ikkinchi tomondan, (pepty = €pq1 - Bundan
| Qull 2= || Qrensill = L. (31.3)

(31.2) va (31.3) dan ixtiyoriy n € N achun || @n]] = 1 ga kelamiz. Demak,
Qn operatorlar ketma-ketligi nol operatorga tekis (norma ba‘yvicha) yaginlash-
maydi. Bu yerdan {#),} operatorlar ketma-ketligi birlik operator / ga tekis
vaqinlashmasligi kelib chiqadi.

31.3. Lo[—1/2, 1/2 ] Hilbert fazosiai o'zini-o'zige akslantiruvehi va

(Anf) = xnf(x)
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formula bilan aniqlanuvehi A, operatorlar ketma-ketligining nol operatorga
tekis yaqinlashishini tekshiring.
Yechish. Ixtiyorty f € La[—1/2, 1/2] uchun
o1/2

L Anf P = | |2"f@)Pdt <
J-1/2

o1/2

< ,__212' rf . 2 < _“'_ - 12
= —1/51;:3,21/2 | z l L1 |f(r)"dt < 2on I fIE (31.4)

Bundan ||A|] < 5o tengsizlikni olamiz. Agar biz 0 < || Apfl ekanligini

hisobga olib, n — oo da hmitga o'tsak,
lim ! 4, — ©|l=0.
n—od

Shunday ekan, A, operatorlar ketma-ketligi nol operatorga tekis yaginlashadi.
Yuqorida kuchsiz yaqginlasuvchi operatorlar ketma-ketligi kuchli ma’noda
vaqinlashmasligiga (31.1-misol) va kuchli ma'voda yaginlashuvchi operatorlar
ketma-ketligi norma bo‘yicha yaginlashinasligiga (31.2-misol) misol keltirildi.
Quyida biz tekis yaqinlashuvehi operatorlar ketma-ketligining kuchli ma'noda
ham yaginlaghuvehi bo'lishini va kuchli ma’noda yaginlasbuveli operatorlar
ketma-ketligining kuchsiz ma'noda haro yaqinlashuvchi bo‘lishini ishotlaymiz.
31.1-lemma. Agar {A,} C L(X,Y) operatorlur ketma-ketligi biror A €
L{X, Y) operatorga tekis yaginlashsa, u holda {An} operatorlar ketmo-ketligi
A operatorge kuchle ma noda ham yaginlashavchi bo‘ladi.
Isbot. Lemma shartiga ko‘ra || A, — Al — 0, n — oo. U holda ixtiyoriy
z € X uchut
| Az — Azl| < [ An — All - || =]
sonli tengsizlikka ega bo‘lamiz. Matematik analizdan ma’lumki, tengsizliklarda
fimitga o'tish mumkin. Bunga ko‘ra,

0< lim || dpw ~ Az < lim || As — A] - j|z ]| = 0.
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Demak, {An} operatorlar ketma-ketligi A operatorga kuchli ma’noda ham
yaqginlashar ekan. A
Shunga. o‘xshash quyidagi tasdigni, bevosita ta’rifdan foydalanib isbotlash
murnkio.
31.2-lemma. Agar {A,} C L{(X,Y) opergtoriar ketma-ketligi biror A &€
L(X, Y) operatorga kuchli ma noda yaginlashsa, u holde {An} operatorlar
ketrna-ketligi A operatorge kuchsiz ma node ham yaginlashuvchi bo ladi.

Isbot. Lemina shartiga ko'ra. ixtiyorly z € X uchun
lim || Anz — Az]| = 0.
n—o0
U holda ixtiyoriy z € X va f € Y™ uchun

Aoz — Azl - fl

0 < | f(Anz) — f(Ax) | =| f(Anz — Az)| < |
sonli tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu tengsiziikda n — co da limitga o'tib,
0< nljm | f(Anz) — f(AZ) | < nl_im | Ape — Az]| - || £l =0

munosabatm olamiz. Demak, {A,} operatorlar ketma-ketligi kuchsiz ma’noda
A operatorga yaginlashar ekan. A
31.1-teorema. Agar Y to'la fazo bolsa. u holda L(X, Y) fazo ham to‘la,
ya'ni Banex fazosi bo‘ladi.
Isbot. {4,} C L(X, Y) ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik bo‘lsin, ya’'ni

n, m — oo da || An — Am|] — 0. U holda ixtiyoriy z € X uchun
| Anz — Amz]] < | An — Aml - ||z ]| — 0, n, m — cc.

Shuning uchun har bir z € X da {A,x} C Y ketma-ketlik fundamentaldir. Y
to‘la fazo bo'lgant uchun {A,z} ketma-ketlk biror y € Y elementga yagin-
lagshadi. Demak, har bir € X ga {Anz} ketma-ketlikning himiti bo‘lgan
yagoua y € Y element mos qo'vilyapti. Bu mostikni A : X — ¥V orgali
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beigilaymiz:
Y

Az = lim A,z =y.
n—a0

Endi A€ L(X, Y) ckanligini ko'rsatamiz. Chizigliligi:

A(mey + qoxy) = 7}1_1& Ap (zy + gg) = nhlg (Apoqzy + Apcpzg) =

= oy lim A,z + o lim A,79 = oqy; + oys = 0 Azy + agArs.
n—eco 1—00
Endi A ning chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz. Shartga ko'ra,
| Ap — Ap|| — 0, n, T — 0.
Demak. (29-§ning 6-topshirig'iga qarang)

HI Aall = 1 Amll | 4 An — Anll — 0, n,m— 0.

Bundan {||A,l|} sonli ketma-ketlikning fundamentalligi kelib chiqadi. Haqigiy
sonlar fazosi R to‘la bo‘lganligi nchun, {|| 4,1} sonli ketma-ketlik yaqginlashuv-
chidir, yaginlashuvchi ketma-ketlik esa chegaralangan bo‘ladi. Ya'ni shunday
K >> 0 son mavjudki, ixtiyotiy n € N uchun ||A,]] < K tengsiziik bajariladi.
Norma ta’rifidan

| Aual] < 14l ]2

A

< K-z

Bundan esa

|

| Az]| = [I lim Ant \ — lim | A || < Kz
fn—oc n—oo

Bu yerda biz normaning wzinksiziigidan foydalandik. Endi {A,} ketma-ketlikni
chiziqli operatorlar fazosi L(X, Y) da A ga yaginlashishini ko‘rsatamiz.
Ixtiyoriv & > 0 son uchun shunday ng son mavjudki, barcha n > ny, p €

N va {lz]

< 1 lar uchun

I Apipr — Apzl <&
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tengsizlik bajariladi. Agar so‘nggi tengsizlikda p — oc da limitga o'tsak va
normaning wzluksizligidan foydalansak, ixtiyoriy n > ng va |2l < 1 lar
uchun

“ Az — Anl'” <e

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Shuning uchun brtivoriy n > ng da
| A—Apll= sup ||Ax — Azl < e
flzlis1

Demak, L(X, Y} fazodagi norma ma’nosida 7}3&_ 4 — Anll = 0. Shunday
qilib, L(X. Y) tola fazo ekan. A

31.1-natija. X chizigli normalangan fazoga yo‘shma bo‘lgan X* = L(X, C)
fazo Banaz fozosidir.

Ishot. Kompleks soniar to'plami C to'la fazo, shuning uchun 31.1-teoremaga
ko'ra, L(X, C) Banax fazosi bo'ladi. A

31.4-misol. L (Csfa, b], Cla, b]) fazoni tolalikka tekshiring.

Yechish. Y = Cla, b} to'la fazo bo‘lganiigi uchun 31.1-teoremaga ko'ra,
L(Cyla, b], Cla, b)) to'la fazo, ya'ni Banax fazosi bo‘ladi. A

31.5. L(Cla, b], C3[a, b]) fazo uchun 31.1-teorema sha

i bajariladimi? U

to‘lami?

Yechish. Y = Cya, b] fazo to'la bo'lmagan (21.8 -misolga qarang) nor-
malangan fazo bo‘lganligi uchun 31.1-teorema sharti bajarilmaydi. Shuning
achun biz L(Cla, b, Cyla, b]) fazoni to'la fazo deya olmaymiz. Aniglik uchirn
a = —1, b =1 deymiz va L(C|[a, b], C3la, b]) fazoning to'la emasligini
ko'rsatamiz. Buning uchun Cy[—1, 1] fazoning to'la emasligini ko‘rsatishda
go‘llanilgan (21.8-misol va 21.1-chizmaga qarang) uziuksiz funksivalarning

-1, re[-1, —1/n].
falz) =19 nx, z€ (-1 ~1/n) (31.5)
1, ze(i/n, 1]
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tengasizlik pajariladi. Agar so'nggi tengsizlikda p — oo da limitga o‘tsak va
normaning uzluksizligidan foydalansak, ixtiyoriy n > ng va jz}] < 1 lar
uchun

| Az — Apz|| < e

fengsizlikka ega bo'lamiz. Shuning uchun brtiyoriy n > ng da
| A~ Aull = il | Ax — Apzij < e

Demak, L(X, Y) fazadagi norma ma’nosida 7}2}& lA — A.ll = 0. Shunday
qgilib, L(X, Y) to'la fazo ekan. A

31.1-natija. X chizigl normalangan fozoga go‘shma bolgan X* = L{X, C)
fazo Banax fazosidir.

Isbot. Kompieks sonlar to‘plami € to'la fazo, shuning uchun 31.1-tecremaga
ko'ra. L{X, C) Banax fazosi bo‘ladi. A

31.4-misol. L (Csfa, b, Cla, b]) fazoni to‘lalikka tekshiring.

Yechish. Y = Cla, b] to'la fazo bo‘lganligi uchun 31.1-teoremaga ko'ra,
L (Csla, b}, Cla, b]) to'la fazo, yani Banax fazosi bo‘ladi. A

31.5. L(Cla, b}, Cyfa. b]) fazo uchun 31.1-teorema sharti bajariladimi? U
to‘lami?

Yechish. Y = Cyfa, 5] faso to'la bo'lmagan {21.8 -misolga qarang) nor-
malangan fazo bolganligi uchun 31.1-teorema sharti bajarilmaydi. Shuning
achun hiz L (Cla, b], Chla, b]) fazoni to‘ia tazo deya olmaymiz. Aniglik uchun

a = —1,b =1 deymiz va L(Cla, b], Cs[a, b]) fazoning to‘la emasligini

ko'rsatamiz. Buning uchun Cy[—1, 1] fazoning to‘la emasligini ko‘rsatishda

qo‘llanilgan (21.8-misol va 21.1-chizmaga qarang) uzluksiz funksiyalarning
-1, ze[-1, —1/n],
falz) = ¢ n2, z€ (-1, —1/n) (3L.5)
1, zel/n, 1]

328

www.ziyouz.com kutubxonasi



ketma-ketiigidan foydalanib, 4, € L(C[—1, 1], C3[~1, 1]), n € N operator-
lar ketma-ketligini quyidagicha quramiz:

(Aaf) (z) = falz) f(2). (31.6)

An operatorning chizigli va uzluksizligi oson tekshiriladi. {A,} operator-
lar ketma-ketligining L (C[—1, 1], (o[—1, 1]) fazoda fundamental ekanligini

ko‘rsatamiz. Buning uchun || A, — 4y || normant hisoblaymiz:

| An = Anll = sup §l Auf = An fll =
ki<t

=mmV[]mm—mwﬁumFm. (31.7)

Pt
(317 va || fll= max | f(z)| <1 ekanligidan foydalansak,
-1sz<

[ )
%—$wsvﬁﬁmw—mmnw=nﬁammHﬂ (318)

tengsizlikni olamiz. {f,} ketma-ketlikning Co[—1, 1] fazoda fundamentalligi
21.8-misolda ishotlangan. (31.8) dan hamda {f,} ketma-ketlikning fundamen-
talligidan {A,} operatoriar ketma-ketligining fundamentalligi kelib chigadi.
Lekin {An} operatorlar ketma-ketligi L(C[—1, 1], Co[—1, 1]) fazoda yagin-
lashuvchi emas. Teskaridan faraz qilaylik. {A,} operatoriar ketma-ketligi biror

A€ L(C[-1. 1], Co[—1. 1]) operatorga yaqinlashsin. U holda ixtivoriy f e

Cla, b] uchun lim || A, f — Afll =0 tenglik o'rinli. Ikkinchi tomondan fy =
7 ->00

1 uchun

(Anf0) () = falz), neN
tenglik o'rinli va (Afy) (2) = go(2) deylik. 21.8-misolda {f,} ketma-ketlikning
birorta ham uztuksiz funksivaga Ca[—1, 1] fazo normasida yaginlasha olmasii-
gi ko‘rsatilgan edi. jumiladan { A, fo = fa} ketma-ketlik gy = Afo funksiya-
ga ham yagizlesha olmaydi. Bu garama-qarshilik { An} operatorlar ketma-

329

www.ziyouz.com kutubxonasi



ketligining yaqinlashuvchi emasligini bildiradi. Demak, L (C[—1, 1], Co[—1, 1])
to‘la bo‘lmagan normalangarn fazo ekan. A

Banax-Shteynxaus teorcmast yordamida ko‘rsatish mumkinki, agar X va
Y lar Banax fazolari bo'lsa, u holda L(X, Y) fazo kuchli yaginlashishga nis-
batan ham to‘la bo‘ladi.

31.2-teorema (Banaz-Shteynzaus yoki tekis chegaralanganbik prinsipi).
Agoar chizigh uzuksiz operatorierning {An} ketma-ketligi X DBoanax fazosi-
ning har bir nugtasida chegaralongan (ya'ni hor bir x € X uchun shunday
Mg > 0 mawjud bolib, iztiyoriy n € N uchun

| Anz || < M (31.9)

tengsizlik o'rinti) bo‘lss, u holda bu operatorlarning normalaridan tuzilgan
{|Anll} sanki ketma-ketlik ham chegaralangan bo‘ladi.
Isbot. Avvalo (31.9) shart bajarilganda shunday
Blag, ro) ={z € X : ||z — a|| < ro}

yopiq shar mavijud bo‘lib, bu sharda {A,z},o, ketma-ketlik chegaralangan
bo‘lishini (ya'ni shunday Mp > 0 son mavjud bo'lib, ixtiyotiy « € B [ag, o
va barcha n € N larda [|Apz|] £ My tengsizlik bajarilishini) ko‘rsatariz.
Teskaridan faraz gilaylik, yani {Apz}oe, ketma-ketiik birorta ham yopiq
sharda chegaralangan bo‘lmasin. Ixtiyoriy B [z, €o) shar olamiz. {A,z}o,
ketma-ketlik 5 [xg. £0/2] sharda chegaralanruaganr bo‘lgani uchun shunday
x1 € Bxo, £0/2] element va ny nomer mavjudki, {An, 21} > 1 bo'ladi. Ap,
operatorning uzluksizligidan bu tengsizlik B [z1, &1] C B[zo, c0/2] sharda
ham bajariladi. B[zy, €1/2] sharda {Anz}.e, ketma-ketlik chegaralanma-
gan bo‘lgani uchun shunday o € 8 [y, £1/2] clement va ny nomer mavjud-
ki, {An,22} > 2 shart bajariladi. A,, ning uzluksizligidan bu tengsizlik
Bxa, €3] C Bz, €1/2] sharda bam bajariladi va hokazo k—chi gadam-
da B [zp-1, ex—1] sharning z; uwuqgtasida {An.zi} > k shart bajariladi. Ap,
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ning uzluksizligidan bu tengsizlix B [z, £x] C B [£r-1, €4-1/2] sharda ham

bajariladi. Demak, ichma-ich joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi
B [xg, Eo] o B[.‘)Il, El] 5D B[{L‘k, Sk] D

yopiq sharlar ketma-ketligining barchasiga qarashli bo‘lgan T € B[z, £k
element mavjud va barcha £ € N larda || Az, T|| > k tengsizlik bajarila-
di. Bu esa {31.9) ga #zid. Shunday qilib, {Apa},e, ketma-ketiik chegaraian-
gan bo'ladigan £ [ag, o] vopiq shar mavjud. Ixtivorly =z € B[¢, 1] uchun
%' = rox + g nugta B [ag, ro] sharda yotadi. Shuning uchun, ixtiyorty n da

< My. Endi z=ry e ag) tenglikdan foydalansak,

1 /

! ol ’_1_ r i _ __1_ ' <
I Ant || = ” Ao (o ag)) ’l = =l An’ = Anao]| <

1 v 1 1
< — (“ Anl’,” + H Anavo”) < - (./‘/{0 + H .A.na,u“) < -— (,A'_/[O + ﬂ/_{ao) =M.
Ty To Tp

U holda
Al = sup Azl < M. A
zi<1

\/\

31.3-teorema. Ager X wva Y l(.'.-r Banazx fozelari bolsa, w holda L(X, Y)
aperatorlur fozosi kuchli yaginlashishge nisbeten to‘ladir.

Isbot. Istalgan 2 € X da {A,2} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lgani
uchun, har bir z € X da lim A,r mavjud va bix Az = lim 4,z = vy

T30 n-—o0

tenglik bilan aniglanuvehi A operatorga ega bo‘lamiz. Bu operatorning chi-
ziqliligi 31.1-teorema isbotida keltiriigan. Endi uning chegaralangan ekaniigini
ko‘rsatamiz. Har bir € X da {Ap2} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lgani

achun, u chegaralangandir. Banax-Shieynxaus teoremasiga ko'ra, ixbiyoriy

n e N da || Al < M o'rinli. Bundan
I Azl = [ lim Anz| = lim || Anall < M - ||z
Demak, Al < M. A
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31.6-misol. 31.2-misolda keltirilgan

Pn',gz—"‘gz, an:(ﬁ',‘l,l'z,...,xn,0?....0,‘..)

operatoriar kettna ketligi Banax-Shteynxaus teoremasi shartlarini qanoatlanti-
radimi?

Yechish. £, : €y — {5 operatorlar ketma-ketligi Banax-Shteynxaus teo-
remasi shartlarini gancatlantiradi. Haqgigatan ham, X = 6 va Y = {5~
lar Banax fazolari. ¥, ning chegaralangan ekanligi oson tekshiriladi. Har bir

x € € nugtada {#,z} chegaralangan ekanligi

l n RY
| Pae |l = \;Zmﬁ <A Inf === M,
k=1 k=1

munosabatdan kelib chigadi. A

31.7. L (£2) fazo kuchli yaqginiashishga nisbatan tola fazo bo'ladimi?
Yechish.. X =Y = & lar to'la fazolar bo'lganligi uchun 31.3-tecremaga
ko‘ra L (€3) fazo kuchli yaginlashishga nishatan to‘la fazo bo‘ladi. A

Mustaqil ishlash uchun savel va topshiriglar

1. Operatorlar ketmna-ketligining kuchsiz, kuchis va tekis yaginlasheshlorini

ta riflang.

2. Kuchli yoginloshuvehi, lekin tekis yoginlushmaydigan operatorier ketma-
ketligiga misol keltiring (31.2-misolga qurang).

3. Kuchsiz yaginlashuvehi, lekin kuehli yoginlashmoaydigon operatoriar ketma-
ketligiga misol keltiring (81.1-misolga qarang).

4. L(y) fazo kuchli yaginlashishge nisbetan tola faze boladimi? 31.3-
teoremadan foydalaning.

5. 81.2-misolde keltirilgan Q, : by — £y

Qn-’i; = (07 RS 07 Ll Tat2; Tatds - - )
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eperatorlar ketma-ketligi Banas-Shteynzaus teoremasi shartlarini ganoat-

lantiradimi?

6. A, Lo[—=, w] — Lo[—m, =],
(Aaf) (x) = / cosna cosny f(y) dy

operatorlar ketma-ketligini nol operatorga kuchli va kuchsiz ma’noda yagin-

lushishga tekshiring.

7. {An} CL(C[~1,1] = Lo[-1, 1]) operatoriar ketma-ketligini quyidagicha

aniglaymiz:
(Anf) (z) = Ju(x) f(x)

Bu yerda fn lor (81.5) tenglik bilan aniglanadi. A, operatorlar ketma-
kethgining lmiting foping. Limitik operatorge An operatorlar ketma-

ketligi qaysi ma’noda (tekis, kuchli. kuchsiz) yaginlashadi?
8. L(Cila, b]) fazo 81.i-teovemy shartlarini qanoatlantivadimi?
32-§. Teskari operatorlar

Bizga X ni YV ga akslantiruvchi A operator berilgan bolsin. D{A4) —
uning aniglanish sohasi, fmA esa uning giymatlar sohasi bo'lsin.

32.1-ta’rif. Agar iztiyoriy y € ImA uchun Az = y tenglama yagona
yechimga ega bo'lsa, u holda A teskerdanuvchan operator deyiladi.

Agar A teskarilanuvchan operator bo'lsa, u Lolda ixtiyoriy y € ImA ga
Az = y tenglamaning yechimi bo‘igan yagena x € D(A) element mos keladi.
Bu moslikni o'roatuvehi cperator A operatorga teskari operaior deyiladi va

A7! bilan belgilanadi, hamda

ATV Y s X, DAY =TmA, ImA™ = D(A).
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Bundan tashqari teskari operatorning aniglanishidan
AlAz =2, ze D(4), AA'y=y, ye DA™ (32.1)

tengliklar kelib chigadi.

Endi A akslantirish X i o'zini-o'ziga akslantiruvchi chizighi operator
bolsin. Agar B € L(X, X) = L(X) operator uchan BA = T bo‘lsa, u hol-
da B operator A operatorga chap teskari operator deyiladi. Xuddi shunday,
AC = [ teuglik hajarilsa, C operator A ga o'ng feskeri opereior deyiladi.

32.1-tasdiq. Agur A operator uchun ham chap teskari, hum o'ng teskart
operatoriar mavjud bo‘lsa, u holda ular o zare teng.

Isbot. A uchun B chap teskari, C o'ng teskari operatorlar bo'lsin, u
holda

B=EBl=B(AC)=(BA)C =1C=C. A
32.1-misol. A : & — by, Axr = (0, 1, X2, ..., %1, ...) Operatorga
chap teskari operatorni toping. A o‘ngga siljitish operatori deyiladi.

Yechish. B : £y — €y bilan chapga siijitish operatorini belgilaymiz:
Bz = (%, 3, .-+, Tn41, ---) -
Endi BA operatorning = € £ elementga ta'sirini qaraymiz.
BAz = B(Azx) = B(0, x1, &2, ..., Tn—t; -..) = (T1, T2, ..., T, ...) = L.
Demak, 53 operator A uchun chap teskari operator ekan.

32.2. 32.1-misolda keltirilgan A : fp — £ operatorga o‘ng teskari operator
mavjudmi?

Yechish. Faraz qilaylik, A ga o‘ng teskari operator mavjud bo'lsin. Uni
C : ¥y — {y orqali belgilaymiz. 32.1-tasdiqga ko‘ra (32.1-misolgs garang)

B = boladi, ya'ni

CSL'Z(:L‘Q, 3, ..., Tptl, )
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Endi AC' operatorning « € £ elemeniga ta’sirini garaymiz.
— ar — 7 ~ — e
ACx = A(Cz) = A(xg, X3y - .-y Lpy1, -.-) = (0, T3, ..., Tn, ...) # L.

Demak. ¢ operator A uchun o‘ng teskari operator emas ekan. Bundan A
uchun ong teskari operatorning mavijud emasligi kelib chigadi.

32.2-tasdiq. Agur A uchun bir vagtda ham o ‘ng teskari, ham chap teskari
operatorlar mavjud bo‘isa, u holda A teskardanuvchan operator bo‘ladi ve
A7 = B =C tenglik o‘rinli.

32.2 tasdiqning isboti 32.1-tasdiq va (32.1) tenglikdan kelib chigadi.

32.1-teorema. A chizigh operatorgu teskori bo'lgan A™Y operator ham
chiziglidir.

Isbot. Shuni aytib o‘tish kerakki, ImA = D(A™!) chiziqh ko pxillifikdir.

Shunday ekan ixtiyoriy oy, ag sonlar va ixtiyorly y1, y2 € ImA elementlar

uchun
AL (CEI Y1 1+ g 'yz) = Oll/-i-lyl + Odg./{-lyz (322)
tenglikning to'g'ri ekanligini ko‘rsatish yetarii. Az) = vy va Azg = yp deymiz.
S g =3 & y

A chizigli ho'lgani uchun
Aoy x; + agxe) = oy + s, (32.3)

Teskari operator sa’rifiga ko'ra. 2p = A7lyy, ©2 = A~ lyy. Bu tengliklarni

mos ravishda oy va ag sonlarga ko‘paytirib qo‘shsak,

o — o AL AL

G &y + Qg L9 = QlA (351 + (=2A Ya.
Tkkinchi tomondan, (32.3) dan va teskari operatorning ta’rifidan

ar ) + og r2 = ANy + asys)

tenglik kelib chigadi. Oxirgi ikki tenglikdar: (32.2) tenglikni olamiz. A
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32.2-teorema {Teskari operator hagida Banax teoremasi). A operator X

Banax fezosini Y Banas fozosiga biyektiv akslantiruvchi chazigli chegaralan-
gan operator bo‘lsin. U holdo A=Y operator mavjud va chegaralangan.

Teoremani isbotlashdan oldin quyidagi lemmani isbotiaymiz

32.1-lemma. M to‘plam X Banax fuzosining hamma yerida zich bo‘lsin.

U holda xtiyoriy nolmas y € X elementni

U=yt yste b yatoo

qutorge yoyish mumkin. Bu yerda yp € M, )| <3-27%-||y|l, ke N
Isbot. vy, ¥2,... elementlarni ketma-ket quramiz. M to‘plam X Banax
fazosining hamma yerida zich bo'lgani uchun, shunday v; € M mavjudki

II H

Iy —wl<

M elementni shunday tanlaymizki,

ho'ladi. yp €
Nwll u I

Ny —y— 2|l <

bo'lsin, Fndi w3 € M clementii shunday tanlaymizki,

PRem——py

bujarilsin. Umuinan y, € M elementni shunday tanlaymizki,
. o
ly—y—ve—vw——val < o

bo'lsin. Bunday tanlash mumkin, chunki M to'plam X ning hamma yerida

zich. y, € M elementlarning tanlanishiga ko‘ra

n
lim -y—;:yk =0,

ya'ni
~
DU
k=1
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gator yaqginiashadi va uning yig'indisi y ga teng. Endi y, € M clementlarning
nermalarini baholaymiz:

K2l

. l . ) .3
lull ={les —v+ull <o —wll +Hilwll £ —2—+|Iy;l Sﬁllyllj

lwell =l +u —v+y—nll < lwet+u -yl +Hly—ul <

<|lyli+!lyl!<3iyll1
=73 2 — 22
va nihoyat
Noall =llon+tmr - +m—y+y—wn— -~ vl <
<Myntvna++u—yll+Hlly—n——waall 2
Syl Hell  3liwll A

= 9n gn-1 — 9n
32.2-teoremaning isboti. A biyektiv akslantirish bo'lganligi uchun At

operator mavijud va D(A7Y) =Y. Endi ¥V fazoda
Mp={yeY: ”.A_lyﬂ <klyl}, k=12, ...

to‘plamlarni qaraymiz. ¥ fazoning ixtiyoriy elementi My, to‘plamlarning biror-

tasida yotadi. Shuning uchun

Y = D M.
k=1

Ber teorernasiza ko'ra, M to‘plamlarning birortasi gandaydir B C Y sharda
, Mg WO g ] Y
zich boladi. Faraz gilaylik, M, to‘plam B sharda zich bo‘lsin. B shar ichida

sharsimon P qatlam olamiz, ya'ni
P={zeB:B<|lz—yll<a}, 0<B8<a, y&c M,

P gatlamni markazi nclda bo‘ladigan qilib parallel ko’chiramiz va

Py={z:Y :8<|z|| <a}
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sharsimon qatlamga ega bo‘lamiz. Birorta ng € N uchun M, to‘plam Ip da
zich bo‘lishini ko‘rsatamiz. Agar 2 € PN M, bo'lsa. u holda z—yg € Iy

bo‘ladi. Bundan tashqari

147 G =wo)ll < | A7 + | (DA™ el = || A7+ [ A7} <

yoll = n (Il 2 — yo + vl + fwoll) < n (|l 2 — voll +2[{woll) =

2II Uosl ) ( 2||?/0“>
=n|z—-- 14 <nllz—wil{1+——-1]. 314

Matumki. n (1 + “[';/0”) miqdor z ga bog'liq emas va biz

w20

deb olamiz. U holda (32.4) ga ko'ra, 2 — yo € M, bo'ladi. M, to‘plamning
P qgatlamda zich ekanligidan M, to'plamning # qatlamda zich ekanligi
kelib chiqadi. Endi Y dan ixtiyoriy nolinas y clement olamiz. Shunday A
son mavjudki, 3 < || dy|| < o tengsizlik orinli, yami Ay € Fy bo'ladi. My
to'plam Fy qatlamda zich boflgani uchun Ay ga yaginlashuvchi yp € My
ketma-ketlik qurish mumkin. U holda yx /A — . Ravshanki, yp € Mpy bo'lsa,
u holda ixtiyoriy A #£ 0 uchun 1—//\5 € Mpo bofladi. Shunday gilib, A, to'plam
Y/ {0} da zich va demak, Y ning o‘zida ham zich.

Endi ixtivoriy nolmas y € Y elementni olamiz va 32.1-lemmaga ko'ra Mpg

to‘plamning elementlari orqali qatorga yoyamiz:
PR . oo - —k | -
y=mntyet-tyatoo, fluel| 3270y, keN
X fazoda xp = A7y, clementlardan tuzilgan gatorni qaraymiz:
> o0
. . ‘ -1 “
Y wp=2i bTp bt Tt =3 ATl (32.5)

Il Y H

|xell = || A'lyk” < ng || well < 3nyg ok

8

www.ziyouz.com kutubxonasi



va

I o) x
I ) 1

el = 2wl < D lll < 3malwll 3 5 = 3ol
H i k=1 k=1

{32.5) qatorning yaginlashuvchiligidan va A ning uzluksizligidan

s \ /o0
Ac=A "1;1{.“21-,:) = lim A (Z ) =3 An= Zyk-
k=t k=1 k=1

Bu yerdan = = A~y ekanligi kelib ckiqadi. Bundan tashqari
A~ Y | = 1l= ) < 3nelly -

Bu yerdan || A™'|} < 3-ng tengsizlik kelib chiqadi. Shunday gilib, A~' ape-
ratorning chegaralangan ekanligi isbotlandi. A

Berilgan operatorga teskari operatorning mavjudligini ko‘rsatish birmuncha
osonroq, lekin teskari operatorni topish masalasi murakkab masaladir. Shuning
uchun teskari operatorni topishni soddarog holdan. ya’ui garalavotgan fazo
o‘lchami chekli bo'lgan holdan boshlaymiz.

32.3. A:R3 - R% Az = (z1, 2+ 21, 73) operatorga teskari operator
mavjudmi? Agar mavjud bo‘lsa, uni toping.

Yechish. Berilgan A operatorga teskari operator mavjud bo‘lishi uchun,
ixtiyorty ¥ € ImA = R3 da Ar =y tenglama vagona yechimga ega bo'lishi

kerak. Endi Az =y ienglikdan o o1 topamz:

Ar =y (x1, 2+ 21, T3) = (U1, Y2, ¥3) -
Bundan
Ty =14 n=n
CTtm=g Sy = ow
\ T3 =13 I3 =14
yani

(21, T2, x3) = (w1, v2 — Y1, v3) = A My
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Shunday qilib, A operatorga teskari operator mavjud bo'lib u
ATV R SR A7ly = (2, 2o — 2y, x3)

ko‘rinishga ega. 32.1-teoremaga ko‘ra, u chizigli operator be'ladi. A

32.4. 32.3 misolda qaralgan 4 : R3 — R3 operator teskari operatorlar
haqida Banax teoremasi shartlarini qanoatlantiradimi?

Yechish. X = R?® va Y = R3 lar Banax fazolari bo'lganligi uchun A
akslantirishning biyeksiya ekanligini ko‘rsatish yetarli. R® fazodan ixtiyory
ikkita turdi @ = (1, 22, 23) va ¥ = (Y1, ¥2, ¥3) clementlarui olamiz va
Az # Ay ekanligini ko‘rsatamiz. Teskaridan faraz qilaylik, Az — Ay =0
bo'lsin. So‘nggi tenglikdan = = y ekanligiga kelamiz. Bu garama-qarslulik A
akslantirishning invektiv ekanligini ko‘rsatadi. 32.3-misolda ixtiyoriy y € R3
uchun Az = y tenglama vagona yeclimga ega ekenhgi ko‘rsatilgan edi. Bu
esa A akslantirishning syuryektiv ekanligini ko‘rsatadi. Demak, A biyektiv
akslantirish ekan. A

32.1. Teskari operatorlar hagida ba’zi tecremalar

Biz bu bandda operator teskarilanuvchan bo'lishining zaruriy va yetar-
li shariini keltiramiz. Shuningdek teskari operator mavjud va chegaralangan
bo'lishining yetarli. zarur va yetarli shartlarini keltiramiz.

32.3-tecorema. A : X — Y chizigii operator teskarilanvuchan bolishi
uchun Axr — 8 tenglama faqut @ =8 yechuinga ega bo'lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. A teskarilamuvchan bo'lsin. U holda Az = 8 tenglama
yagona yechimga ega bo‘ladi. A chizigh bo'lgani uchun bu yechim =z = ¢
ho'ladi.

Yetarliligi. Ax = 8 tenglama faqat nol yechimga ega bo'lsin, u holda ix-
tiyorty ¥y € ImA uchun Az = y tenglama yagona yechimga ega bo‘ladi
Teskarisini faraz gilaylik. biror y € ImA uchun yechun ikkita bo‘lsin, ya'ni
Az =y, Axp = y. U holda A(xy — 22) = 6@ bo'ladi. Shartga ko'ra,
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Ty — 29 = 0. Bundan z; = 9. A

32.4-teorema. X chizngli normalangen fozoni Y chizigli normalangan
fazoge akslantiruvchi chizigi A operator berilgan bo‘lsin. ImA  da chega-
ralangan A1 operator mavjud bolishi uchun, shunday m > 0 son mayjud

bolib, ixtiyoriy x € D(A) lur uchun
| Az || > m|lz|| (32.6)

tengsizlikning bajarilishi zarvr vae yetorli.

Isbot. Zoruriyligi. A~! mavjud va chegaralangan bo'lsin, ya'ni
1
f47' | < —llull, YyeD (4.

U holda
[Az||={lyll zm| A7y || =m]lz].
Demak, (32.6) shart o‘rinli.

Yetarliligi. (32.6) shartdan A opevatorning o‘zaro bir qiymatli ekanligi ke-
lib chigadi. Teskarisini faraz qilaylik, (32.6) shart bajarilsinu A o‘zaro bir
givinathi akslantirish bo‘lmasin. U holda shunday z), z3 € D(A), x) # 22
elementlar mavjudki.

.(41:] =1y, z4x2 =Y.

Bundan A(z; — z2) = 6 ekanligi kelib chiqadi. (32.6) tengsizlikka ko‘ra,
O<mjlzi—z2f| <A — =)l =0

Bu verdan z; = Ty garama-qarshilikka kelamiz. Demak, A —o'zaro bir qiy-
matli akslantirish ekan. Shuning uchun, teskari A™! operator mavjud. En-
di A™! operatorning chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz. (32.6) tengsizlikka

ko‘ra,
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Ixtiyoriy v = Az € ImA uchun
Ja el < vl
s
Bu yerdan A~! operatorning chegaralangan ekanligi hamda
1
a4l < —
™

sengsizlik kelib chiqadi. A
Endi 32.3 va 32 4-teorema shartlarining bajarilishiga doir misollar garaymiz.

32.5-misol. C'[0, 1] fazoda = ga ko‘paytirish operatorini, ya'ni
B:C0,1]—-C[0, 1], (Bf)(z)==zf(z)

operatorni (29.8-misolga qarang) qaraymiz. Bu operator 32.3-teorema shart-
larini ganoatlantiradimi? B teskarilanuvchan operator bo‘ladimi?

Yechish. 5 operatorning chizigii ekanligi oson tekshiriladi. Endi Bf =0
tenglamani, ya'ni z f(z) = 0 tenglamani garaymiz. Bu tenglama C[0, 1]
fazoda faqat f{z) = 0 yechimga ega. B operator 32.3-teorema shartlarini
qanoatlantiradi. Demak, B — teskarilanuvchan operator, ya’ni B ga teskari
opetator roavjud.

32.6. 32.5-misolda qaralgan z ga ko'paytirish operatori (Bf)(z) =z f(z),
f € Cl0, 1], 32.4-teorema shartlarini qanoatlantiradimi?

Yechish. Ma'tumki, B — chizigli operator. 8 operator uchun 32.4-teore-
maning (32.6) sharti bajariimasligini ko‘rsatamiz. Buning nchun C[0, 1] fazo-

da har bir elementining normasi 1 bo‘lgan (32.1-chizma) {g,} ketma-ketlikni

1

L 1

u
32.1-chizma
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1—nz, agar z &[0, 1/n]
gn(z) =
0. agar z € [1/n, 1]

garaymiz. Endi || B g, || vormani hisoblaymiz:

[ Banl| = max |(Pg,.)(r)| = max |rqn(1)] = max lx—nr

’|
0<z<1l/n

1
— - llonll-

. U |
Istalgan m > 0 son uchun shunday rng natural son mavjudki, o< m
{7
tengsizlik orivli bo'ladi. Bu yerdan kelib chiqadiki,

1 .
| Boall = ;;;H.qn | <m|lgall.

Demak. B operator uchun (32.6) tengsizlikni ganoatlantiruvehi m > 0 son
mavjud emas. 32.5-misolda ko‘rsatildiki, B ga teskari operator mavjud, lekin
32.4-teoremaning sharti bajarilmaganligi uchun. B ga teskari operator chega-
ralanmagan bo‘ladi. A

32.7. Endi Lo[—1, 1] Hilbert fazosini o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi
1t Ly[—1, 1] = Ly[—1, 1], (Af)z) = (22+1) f(z)

operatorni qaraymiz. A operator 32.4-teorema shartlarini gancatlantivadimi?
A ga chegaralangan teskari operator mavjudmi?

Yechish. A operatoruing chizigli ekanligi oson tckshiriladi. Endi A ope-
rator uchun 32.4-teoremauning (32.6) sharti hajarilishini ko‘rsatamiz. Buning

holaymiz.

uct

1 1
AFIP = _/_1 (2 +1) f(z) P > ./.. | F@) Pz = || 7|1

Biz bu yerda {1:2 +1] > 1 tengsizlikdan hamda integralning monotonlik xos-
salaridan foydalandik. So‘nggi tengsizlikdan || Af|] = || f|| tengsizlik kelib
chiqadi. Bu yerda m > 0 son sifatida (0, 1] dagi ixtiyoriy souni olish mumbkin.
32.4-teorema tasdig'idan foydalansak, A ga chegaralangan teskari operator
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mavjudligi hamda :i A < 1 tengsizlik kelib chigadi. Aslida H A‘llj =
tenglik o'rinli. A
32.5-teorema. X — Bonuar forosi va A € L(X). Agar ||Al < ¢ < 1
bolsa, u holda 1 — A operator uchun chegarclangan teskari operator mavjud.
Isbot. L(X) fazoda quyidagi formal gatornl garaymiz:
T+ A+ AP A e (32.7)
Ma Tumki, “ A2“ < A% . Xuddi shugingdek. || A7) < || Al™. U bolda (32.7)
qatorning
71
Sp=1+> AF
k=1
gismiy yigindilari ketma-ketligi Koshi shartini qanoatlantiradi, yami
H Sner _ S”” — ” [,1n+l 41H»l ...... + An-{-p“ S
S R AL PR Fg"™ -0, n— oo,
(32.7) gatorning gismiy yigindilari ketma-ketligi 5, — fundamental ekan,
L(X) = I{X, X) to'la bo'lgani (31.1-teoremaga qarang) uchun
S.— S e L(X).
Shunday qilib,

I+ f: AF =g
k=1

Bundan tashqari

S( = A) = lim Sp(f — 4) =

=lim ([ A+ A A A= A - AT =
= lim (/- A™") =]

Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, (f— A4)S = 7. Demak, § operator 71— A
operator uchun teskari npm‘ator ekan. S operatorning normasi
|5‘|<§ A" < E q"
-0 n=0
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Demak, S = ({ — A)~! operator chegaralangan va uning normasi

i 1
g 4y—1
IS0=¢ -7 < =
tengsizitkni qanoatlantiradi. A
32.1-natija. X— Bunax fozosi va A € I(X) bolib, } All < g <1 boisa,

u holda 14+ A peroator uchun chegaralongan teskari operator mavjud.

Natijaning isboti 32.5-teoremadan kelib chigadi va
I+ A P=T—A+ A7 (-1 A" 4.

tenglik o‘rinli.
2.2-lemma. Ager 4, B € L(X) boib, A7Y, B! ¢ L(X) boisa, u

holdo AB operatorga chegaralengan teskari operator mavjud ve (AB)™! =
BYA-Y tenglik orinli.

Lemmaning ishoti ABB A7 = i, B71A"1AB = [ tenglkiardan
hamda 32 2-tasdigdan kelib chigadi.

32.6-teorema. A ¢ L(X) operatorga chegaralongan teskari operator mavjud
bo'lsin. Agar A’ : X — X operatorning normasi

1
Ira=rj

tengsizlikni qanoatiantirsa, w holda B = A — A operatorgo chegaralangan

WA < s

teskari operator mavjud.
Isbot. 2 operatorni quyidagicha yozib olamiz: 4 — A’ = A(l — A™14).

Endi A71A’ operatorning normasini baholaymiz:

- > i~11]} .
At <A~ A4) <L
32.5-teoremaga ko‘ra, { — A~'A’ operatorga chegaralangan teskari operator
mavjud. U holda 32.2-lemmaga ko‘ra. A(/ — A71A") operator ham teskari-
lanuvchan bo‘ladi, hamda

Bl=(— At a B < H (I- A“A’)_’” AT
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munosabatlar o‘rinli. A

32.8-misol. Parametr A € R ning qanday qiymatlarida
x
(I = 2A)f(zx)=flz)— A / cosz siny f(y)dy, f € Lo[—=, =]

operatorga 32.5-teoremani va uning 32.1-natijasini go‘llash mumkin?
Yechish. A € L(Ly[—=, 7]) ekanligini tekshiramiz. Shu magsadda ixtiy-
oriy f, g € Ly[—=. 7] elementlarni va ixtiyoriy a, 8 € C sonlarni olamiz va

A operatorning of + Jg elementga ta'sirini qaraymiz:

(A(af + Bg)) (z) = [ cosz siny (af + Bg)(v)dy =

X i g
= a/ cosz sin ¥ f(y) dy —l—ﬁ/ cosz sin y g(y) d(y) =
-7 -
= a(Af)(z) + B(Ag)(z).
Biz bu yerda integralning additivlik va bir jinslilik xossalaridan foydalandik.

Endi A operatorning chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun

2

IlAf]| norma kvadratini baholaymiz:
T
/ cosz siny f(y) dy| dz =

Af | = /
2

24 x |
= / cos’z dx - / siny f(y) dyi : (32.8)
- iy |

Endi Koshi-Bunyakovskiy — |(f, @)l < || fll - llg || tengsizligidan hamda

1 1
cos’ a = 5(1 4 cos2z), sinz = 5(1 - cos 2a)

avniyatlardan va cos2z ning 1 ga ortogonalligidan foydalansak, (32.8) dan
IAFIP <= f 1P (32.9)
tengsizlik kelib chigadi. (32.9) dan

[AFIF <7l fll <= Al <7 (32.10)
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tengsizlikka ega bolamiz. lkkinchi tomondan fo(z) =sinz desak, u holda

(Afo)(x) =mecosz va || foll = V7, ||Afoll = 7l foll Doladi. Ma'lumki,

> ARl 1foll
va (32.10} dan foydalansak, || A|| = 7 tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yerdan
barcha A € {——, - lar uchun ||AAJ]] < 1 tengsizlikning bajarilishi

kelib chigadi. Demak, 32.5-teorema va uning natijasiga ko‘ra, barcha A €

1 1 . . .
-, —) larda I — A A operatorga teskari operator mavjud va chegaralan-

T
q\dn 32.5-teorcma shartlarining bajarilishi 7—A A operatorga teskari operator
mavjud va chegaralangan bo‘lishini ta’minlaydi. Lekin A ¢ (—%, ;lr) ekan-
ligidan /— A A operatorga chegaralangan teskan operator mavjud emas degan
xulosa kelib chiquuaydi. A
Navbatdagi misolimiz bu fikrimizni tasdiglaydi.

20 U B
32.9. Paramctr A ning A € k——, -—) giymatlarida
T

(I =XA)f(z) = f(x)— /\j/: coszsiny f (y) dy, f & Lg[—w, x]

opexatorga 32.5-teoremani go'llab, unga teskari operatorni toping.

11
Yechish. 32.8-misolda A € (———, ——) giymatlar uchun / — A A opera-
w
torga teskari operator mavjudligi ko‘rsatilgan edi. Bu misolga 32.5-teoremani
go‘llashimiz uchun A operatorning darajalarini hisoblashimiz kerak. Dastlab

A operator kvadratini hisoblaymiz:

(41) @) = 4 ([ conasing 1 () dy) =

/‘ cosxsint (/ costsiny f (y) cly) dt. (32.11)

-x o =7

(32.11) tenglikda t boyicha integralni hisoblash mumkin. Agar biz

[ costsintdt =0
-
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tenglikni hisobga olsak, A2 — 0 ga ega bo'lamiz. Bu tenglikdan barcha n > 2
larda A" = 0 ekanligi kelib chigadi. Natijada biz, S = [ +A A = (L — X A)™"
ga ega bo‘lamiz. Hagigqatan ham,

(U=2A) U+ 2A)=1+XA-DA-NA2=1
va

(U424 (U =2NA=[—-AA+ A N2A2=]
tenghklar omnli. {shot jarayonidan ma’lum bo'ldiki, barcha A € R larda
I — X A operatorga teskari operator mavjud va chegaralangan bo'ladi.

32.10. Parametr A € R ning ganday giymatlarida
1
BAH@) = (+3Y f@-r [ oy @) dy, felal-1, 1] (3212)
Joa
operatorga 32.6-teoremani qo‘Hash wumkin?
Yechish. 13 operatorni A—X A" ko'rinishda yozib olamiz. A € L(1n[-1, 1])

operator sifatida (32.7-misolga garang)
(Af) (x) = (£®+1) (), ] € L2[-1, 1]
ni, A’ € L(Ls[—1, 1]) operator sifatida esa

1
(Af) (z) = / ay S(0) dy, [ € Laf1, Y

i olamiz. 32.7-misolda A cperatorning teskarisi mavjud va H A_I” =1 ckan-
ligi ko'rsatilgan edi. 32.6-teoremeni {32.12) tenglik bilan aniqlangan B =
A— XA operatorza goliashindz uchun

XA < (32.13)

! 1
I A=)
tengsizlik o'rinli ho‘ladigan A ning barcha giymatlarici topishimiz kerak. Shu
magpadda A’ operatorning normasini topamiz. Buning uchun [[ A’ || norma

kvadratini baholaymiz:
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dr =




:.[:$2df'1[1?!f<y>d4255(§)2ﬁfn2. (32.14)

Biz bu yerda Koshi-Bunyakevskiy tengsizligidan hamda

1
2
2
xdy =~
/_lz de =z

tenglikdan foydalandik. (32.14) dan

A <

W o

(32.15)

tengsizlik kelib chigadi. Ikkinchi tomondan fo (z) = 2 desak, u holda

2 , 2, 2
Wh)(@)=3-2=3 fo(x) va |Af]= 3 lells I foll =3
ho'ladi. Ma’lumki,
A foll _ 2
Al > — = 32.16
Az SR =2 (3216)
2 .
(32.15) va (32.16) lardan || A’} = 3 tenglhikka ega bo'lamiz. Bu yerdan bar-
3 33
cha A € (—5 2) lar uchun (32.13) ning, ya'ni fAA'|| < 1 tengsizlikning
bajarilishi kelib chigadi. 32.6-teoremaga ko'ra, barcha A € 33 larda
B operntm ga teskarl operator mavjud va chegaralangan. 32.8-misoldagidek,
3
A ¢ ( —) ekavligidan B operatorga chegaralangan teskari operator
ma,\gud £mas deg,a.n sulosa kelib chigmaydi. A

32.11. Quyidagi operatorning teskarilamivchan emasligini ko‘rsating
A:C0, 1]~ C0, 1], (Af)(x)=f(0) z+ f(1) 2% (32.17)

Yechish. Ma’lumki, chizigli operator teskarilanuvchan bo‘lishi uchun Af =
0 tenglama fagat f(z) =0 yechimga ega bo'lishi zarur va yetarli. (32.17) for-
mula bilan berilgan A operator uchun fy(z) = = (1 — x) funksiyani olsak,

fo(0) = fo (1) = 0 bo'lgani uchun

(Afo) (2) = o (0) =+ fo(1) 22 =0,
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Demak, Af =0 tenglama nolmas fy yvechimga ega, 32.3-teovernaga ko‘ra, A

operator teskarilanuvchan emas. A

9.

10.

Mustagqil ishiash uchun savel va topshiriglar

. Teskarilanuvchan operator ta’rifind keltiring.

Chizigli operatorga teskari operator har doim chizigli bo‘lodimi?

Chizigli chegaralangan operatorga teskari operator muvjud bo‘lsa, u chi-
zigli chegaralengan bo‘ladimi? Misollardu tushuntiring. 32.5, 82.6-misol-

larga qarang.

A chizigh operatorning yadrosi KerA nobmas elementn: saglasa, u

holda A ga teskari operator mavjud bo Hishi mumkinmi?
92.10-misoldagi B operatorga teskari operatorni toping.

32.5-misolda keltirilgan B operatorga teskari operatorni toping. B~!
operatorning ariglanish sohasini toping. I(B™Y) = C[0,1] tenglik to‘g*™
rimi? Agar bu tenglik toqri ho‘tmase, D(B™Y) to‘plam C[0,1] fazoning

hamma yerida zichmi?
Ko ‘paytirish operatori A : fy — ba, (A x), = ann ning teskarilonwe-
chan bo‘lishining zarur va yetarli sharting toping.

Ko'paytirish operatori A : by — by, (Ax), = anxn ga chegaralangan

teskari operaior mavjud bo lishining zarur va yetarli shartad toping.

Ko'paytirish operatori A : €y — &, (Azx), =n"'z, ga teskari opera-

torni toping. U/ chegaralangan operator bo lodimi?
Ko'paytirish operatori A @ la[—1,1] — Iy[-1, 1], (Af)(z) =
[z] f(z) ga teskari operator mavjudmi? Bu operatorning yadrosini fo-
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ping. dim KerA = oo tengitk to‘grinu? Bu yerde [z] deb x sonining
butun gismi belgidangan.
33-§. Qo‘shma operatorlar
Bu paragrafda biz Banax va Hilbert fazolarida aniglangan operatorlarga
go‘shma operatorlarni garaymiz va ularning ayrim xossalarini o‘rganamiz.
33.1. Banax fazosida go‘shma operatorlar
X chizigli normalangan fazoni ¥ chizigli normalangan fazoga akslantiruv-
chi chiztgll nzluksiz A operator berilgan bo‘lsin, ya'ni

A: X —Y, y=AreY, D(A)=X

Bizga ixtiyoriy g : ¥ — C chizigli chegaralangan funksional berilgan
bo'lsin. Bu funksionalning vy = Az elementga ta’sirini qaraymiz g(y) =
g(Az). Osongina ko‘rsatish mumkinki, g(Az) funksional X da aniglangan

biror chizigli f funksicnalni aniglaydi. Shunday qilib,
o(Az) = f(2). (33.1)
Endi (33.1) tenglik bilan aniglangan f funksionalning chizigli ekanligini ko‘r-
satamiz:
flagzy + agzs) = g(A(a12) + aexs)) = g(n Az + apAxy) =
= ag(Az1) + asg(Az2) = oy f(2)) + az f(22). (33.2)
(33.2) tenglik barcha z;, x5 € X va ixtiyorly oy, ag € € lar uchun o'rinli. De-

mak, f chiziqli funksional ekan. Endi uning chegaralangan ekanligini (uzluk-

sizligini) ko‘rsatamiz. Ixtiyorly € X uchun

Lf()l = lg(Az)[ < foll - 1 A=l < ligll - T AYL- [l 2]

tengsizlik o'rinli. Bu verdan f funksionalning chegaralanganligi kelib chigadi.
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Agar [ funksionalning z nugtadagi giymatini (f,z) deb belgilasak, u
holda
(f,x) = (g, Ax). (33.3)

33.1-ta’rif. Bizga X, Y — chizigh normalangan fozolor va A X — Y
chazigli chegarclangan operator berilgan bolsin. Agar biror A* : Y* — X*

operator va borcha r € X, g& Y™ lor uchun

(g, Ax) = (A'g, @)

tenglik o‘rinli bo‘lsu, A* operator A ga yo‘shma operator deyiledi.

Demak, har bir g € Y* funksionaiga (33.3) tenglik bilan aniglanuvchi
f € X* funksionalni mos qo‘yuvchi A* : ¥* — X* gperator A operatorga
go‘shma eperator deyiladi.

Qo‘shma operatorlar quyidagi xossalarga ega:

. A operator chizigii.
A+ By = A+ B~
- Ixtiyorly & son uchun (kA)* = kA

N

L]

4. Agar A uzluksiz bo‘lsa, u holda A* ham uzluksiz bo'ladi.

Aniqrog't, quyidagi tasdiq o‘rinli.

33.1-teorema. Agar A e L(X,Y) bolsa, uholda A* € L(Y*. X*) bo‘ladi
va. || A*| = |A|l tenglik o'rink.

Isbot. Funksional hamda operator normasining xossalariga ko‘ra,
[(A%g, 2)| = (9, A=) < [loll A=l < 1Al Nlgll fi =l

Bu yerdan
A%l < 1Al Nl

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Demak,

A%} < Al (33.4)
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Endi x € X, Az # # shartni ganoatlantiruvchi ixtiyorly element bo‘lsin, vg =
Az
£

x “

30.1-natijasiga kora. shunday ¢ :Y — C funksional mavjudki. |jgli =1 va

€ Y deymiz. Ko'rinib turibdiki, |j}l = 1. Xan-Barax teoremasining

a(%o) = ilwoll = 1, ya'si

7

lor) — Ax N
o =5 (177) = Aot =1

Bu yerdan,
9(Az) = Az ||

tenglikka ega bo'lamiz. U holda

[ Azlj = g(Az) = | (A

s IAH gl flel = LA™ {1

munosabatdan
a4l < A% (33.5)

£

t‘(EIJ.FSiZiikILi olamiz. -}34\ va (23. 5) wunosabatlardan
= J

tenglik kelib chigadi. A
33.2. Hilbert fazosida go‘shma operatorlar
Ma'tumki, Hilbert fazosiga qo‘shma fazo uning o‘wiga izomorf, yani H =
H* (tenglik izomorfizm ma'nosida). Shuning uchun Hilbert fazolarida qo‘shma
operatorlar xossalarini organish ancha qulay.
33.2-ta’rif. H Hilbert fazosi va A € L(H) operator herilgan bo Isin.

Agar biror A* : H — H operator va igtiyoriy x.y € H lar uchun
(Awx,y) = (z, A'y)
tenglik o‘rinli bolsw, A operator A ga qo‘shma operator deyiladi.
Bu ta'rif Banax fazosidagi qo'shina operatorning ta'rifidan biroz farq giladi,
ya'ni bu yerda (kA)* = kEA* (3-xossaga garang) tenglik orinli.
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Hilbert fazosi holida A va A" operatorlar aynan bitta fazoda aniglangani
uchun, ba’zan A = A* tenglik ham o‘rinli be‘lishi mumkin.

33.3-ta’rif. Agar A = A* bo‘lsa, ya'ni ixtiyoriy x,y € H uchun
(Az,9) = (=, Ay)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, A operator 0°2-0'ziga go‘shma operator deyiladi.

33.4-ta'rif. Bizga A : H — H chizigli operator va Hy C H gism fazo
berilgan bo'lsin. Agar iztiyoriy x € Hy uchun Ax € Hy bo'lsa, u holda Hg
qism fazo A opereiorge nishatan invarient qism fozo deyilodi.

33.1-lemma. Bizga A : H — H chizigh operator va Hy < H gism
fozo berdlgan bolsin. Agar Hy gqism fozo A opergtorge nishaian tnvarient
ho‘lsa, « holda uning ortogonal te‘ldiruvchisi bo'lgen Hy C H gism fazo A*
operatorga nishatan invariant bo‘ladi.

Isbot. Hagigatan ham, agar y € Hy bo'lsa, u holda ixtiyoriy z € Hp
uchun (A*y,z) = (y, Az) =0, chucki Az € fy. Demak, A*y € Iij. A

Xususiy holda, agar A = A* bo‘lsa, u holda A(Hy) C Hy ekanligidan
A(Hy) C Hy ckanligi kelib chigadi.

Hiibert fazosida qo‘shma operatorlar quyidagi xossalarga ega:

33.2-lemma. Agar A, B € L(H) bo‘lsa, u holda

1) (a4 + BB)* = wA* 4 BB,

2) (AB)*= B A",

3) (A"* = A tengliklar o‘rinli.

Isbot. Birinchi tenglikni ishotlaymiz:
((eaA+ 8B)x,y) = (adz + BBx,y) = oAz, y) + B(Bx,y) =

= a(z, A'v) + Bz, B'y) = (z,54%) + (2, BB'y) = (z,(@A"+ FB")y).

Bundan (aA+ BB)* =a@A™+ FB* tenglik kelib chiqadi.

354

www.ziyouz.com kutubxonasi



2) ni ishotiaymiz:
((AB)z,y) = (A(Bz),y) = (Bx, A*y) = (2. B*A*y).
Bundan (AB)* = B*A* tenglik kelib chiqadi.
3} ning isboti bevosita qo‘shma operator ta’rifidan kelib chigadi. A

Endi operatorlarning Banax va Hilbert go‘shmalarini topishga doir misollar
qaraymiz.

33.0-misol. X =Y = £ va 1" o'‘ngga siljitish operatori bo‘lsin (32.1-
misolga qarang), ya'ni

Tr=(0,21,2, %3, ..., ¥p-1,...), TE¥
bo‘lsin. T' ga go‘shma T™ operatorni toping.

Yechish. X = ¢ va Y = £ lar Banax fazolari bo'lganligi uchun 7°
operatorning Banax qo‘shmasini topamiz. Ma'lumki, 1" € L(¢;) operatorning
Banax qo'shmasi barcha z € € va [ € (£;)* lar uchun

(1" F)(x) = f(I'z) (33.6)
tenglikni qanoatlantiruvchi va (£1)* fazoni (€;)* fazoga akslantiruvchi oper-
atordan iborat. Bizga ma’lumki, (£;)" = m, boshqacha ayiganda har qanday
f € (&1)* uchun shunday yagona y € m mavjudki,

00
F@=>"mw, v=@nv2- Un-..), YEM (33.7)

k=1
tenglik barcha © € £; lar uchun o‘rinli bo‘ladi. Xuddi shuningdek, shunday

¢ € m mavijudki,
o0
(j*f)(m) = Zkakv g = (gl'/ Czs SRR Cn; .. ) em (338)
k=1
tenglik barcha x € £, lar uchun bajariladi. (33.7) va (33.8) tengliklarni hisobga

olsak, berilgan operator uchun (33.6) shart quyidagi ko'rinishga keladi:

oC oC o0
DTGk = D Tp Uk =D Thlker. (33.9)
k=1 k=2 k=1

aze
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Bu tenglik barcha lar uchun bajariladi. Xususiy holda, (23.8) tenglik bilan

aniglamvehi {ex = (0,...,1,0... )}, k € N elementlar wchun (33.9) tenglik

Ce=1Yp+1, K=12,...,n,...

aylanadi. Shunday qilib, 7™ : m —» m operator
Ty =1 Y2 Yno - ) = (U2, 3 - s Yng1, - ), YEM

formula. bilan aniglanar ekan.

33.1-teoremaga ko'ra, 7' € L(X,Y) ekanligidan 1* € L(¥™* X*) ekan-
Hgi kelib chiqadi va ||1']] = ||2%|| tenglik bajariladi. Qaralayotgan misolda
33.1-teoremaning o‘rinli ekanligini tekshirtb ko'ramiz. 1™ operatorning chiz-

iqli ekanligi uning aniglanishidan ko‘rinib turibdi. |[£] =

T*| tenglik baja-
rilishini ko‘rsatamiz. Hagigatan ham,

1] = sup [[1'] = sup > |eel =1,
lsi=1 fl=1 %oy

2%l = sup [[1*yll = sup |ul=1.
loli=1 2<|yrf<oc

33.2. £y fazoda ko'paytirish operatorini, ya'ni {29.9-misolga qarang)
Ay — Lo, (Ax)p = 8p%,, suplay| =a < oo {33.10)

operatorni qaraymiz. Unga go‘shina operatorni toping.

Yechish. X = Y = #3 Hilhert fazolari bo‘lganligi uchun A ga Hilbert
ma'nosidagi qo‘shma operatorni topamiz. 4 operatorning chizigli va chega-
ralanganligi 29.9-misolda ko‘rsatilgan. A ga go‘shma operatorni topish uchun
(Az,y) skalyar ko'paytmani qaraymiz. £, fazodagi skalyar ko'paytmadan foy-

dalansak,

O o o0
(Az,y) =Y (Ax)fe =3 axts¥e = D Txlxvi = (%, AY)
k=1 k=1 k=1
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Bundan

Aty by, (Az)y =77 20,

ni olamiz. Bu yerdan A ning qo'shmasi o‘ziga teng bo‘lishi uchun a,, n € N
sonlarning haqiqiy bo'lishi zarur va yetarlidir degan xulosaga kelamiz. A
33.3. Lsg[a, b] kompleks Hilbert fazosida, u(z) funksiyaga ko'paytirish

operatorini, ya'n

(Af)(x) = u(=z)f(x), f € Lafa, B]

operstorni qaraymiz. Bu yerda w chegaralangan va oflchovii funksiya. A ga
qo‘shima operatorni toping.

Yechish. X =Y = Lyfa, b Hilbert fazolari bolganligi uclun A ga
Hilbert ma'nosidagi qo‘shma operatorui topamiz. u funksiyaning chegara-
langan va oflchovli ekanligidan A operatorning aniglanish sohasi D(A) =
Lola, b] ekanligi va A ning chegaralangan ekanligi kelib chiqadi. Ta’rifga

ko‘ra, A operatorning qo'shmasi hamma f, g € Ls[a, 8] lar uchun
(Af,9) = (f, A"9) (33.11)

tenglikni qanoatlantiruvchi A* € I(lp[a, b]) operatordan iborat. Agar biz
Lyla, b] fazodagi skalyar ko‘payvimadan foydalansak, (33.11) tenglikni quyida-
gicha yozishimiz munkin:

b b
(Af, g):' / (Af)(x)g(z)de = / u(z) f(x)g(z)de =

a

Bu tenglikdan

(A'g)(x) = w(x) g(x), g€ Loa. V]
ckanligi kelib chiqadi. Bu yerdan A = A* bo'lishi uchun, deyarli barcha x €
[a, 8] larda u(z) € R bo'lishi zarur va yetarlidir.
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33.4. Endi Ls[a,b] Hilbert fazosida K(z,y) yadre bilan aniglamuvehi in-

tegral operatorni, ya'ni
(Af) (=) = f K(z.y)f(y)dy, [ € Lo[al] (33.12)

operatorni garaymiz. Bu yerda K — [a, b] x [a, b] kvadratda aniglangan che-
garalangan va o‘lchovli funksiya. A operatorga qo‘shma operatorni toping.
Yechish. K funksiyaning chegaralangan va o’lchovli ekanligidan. uning
La([a, b] % [a, b]) fazoga qarashli ekanligi kelib chiqadi. Fubini teoremasidan
(37.1-teorema) foydalanib, quyidagiga ega bo'lamiz:
b b

(Af.g) = b! bK(fL',y)f(y)dz/ i@ de= [ [ K@) dyg@de =
¥ !

a

b b
= [ [ K@@ § e ds=

5 ) 3
=/f($) {/ K(y,z)g(y) dy! dr = (f, A*g).
SN J
Bu yerdan
(Ag)(z) = jﬁ Ky, ) 9(y) dv (33.13)

tenglik kelib chiqadi. Xususan, (33.12) korinishdagi A operator Lofa,b] fa-
zoda 0‘z-0'ziga qo‘shina bo'lishi uchun. deyarli barcha z, y € [4,b] lar uchun

K(z,y) = K(y, z) (33.14)
tenglikning bajarilishi yetarli va zarurdir.
Mustagil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. Bonaz fazosida operatorning qo'‘shmasi ganday te’riflanadi?

2. Hilbert fazosida operatorning goshmasi ganday fa’riflanadi?
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@

o

o

7.

®

10.

11.

Yuqoridegi ta’riflarda gendey farg bor? Jevobni vossalarda tushuntiring.

Q-0 2ga go'shma va o'z-0viga go’shma bo‘lmagen operatorlarge mi-

sollar keltiring.

Hilbert fazosida birlik operatorga qo‘shma operatorni toping. U o‘z-0ziga

go'shima boladimi?

Chizigli chegaralangan operatorga qo'shma operctor hur doim clizigh

chegaralangan bo ladimi?

A by — b, Ax = (ayxy,a9%s,...,0p%y,...) vperatorge go'shma

operatorni toping. Bu yerda an € C, n € N. 33.2-musoldan foydaloning.

A:by — ly, Arx=(0,0171,0,a373...,0, a9p—1T2p—1, . ..) Operatorgu

qo ‘shma operatorni toping. Bu yerda a, € C, n € N.

B L0, 1] — Lg[0,1], (Bf)(z) = u(z)f(x) operatorga go‘shma

operatorni toping. Bu yerda u : [a,b] — C wzluksiz funksiya.
Oz0zga go'shma A, B : Ly[0, 1] — L3[0, 1] operatorlar berigan:
(W =sr@, BD@= [ zur
AR wve BA operatorlarni toping. Ular oz-o0‘ziga qo ‘shma bo ladimi?
A Lg[—1, 1] — Lo[—1, 1] operator berilgan:
(Af)(z) = /_ ll(-rz +iy?) f(v)dy.

Uning invariant qism fozolaring toping. Juft funksiyalardan iborat
Ly[=1,1) = {f € Lo[-1, 1] : f(~z) = f(x)} gism faze A operator

uchun tnvariant gusm foze bo ladimi?

359

www.ziyouz.com kutubxonasi




34- §. Chiziqli operatorning spektri va rezolventasi

Operatorlar nazariyasida spektr tushunchasi eng muhim tushunchalardan
piridir. Chiziqli operator spektrini o‘rganish matematik fizika uchun muhimdir.
Masalan, kvant mexanikasida sisterna Hamiltoniani - bu Hilbert fazosidagi oz-
o'ziga qo'shma operatordir, uning spektrini o‘rganish sistema fizik xususiyat-
larini o‘rganish uchun muhimdir. Spektr tushunchasini dastlab chekli o‘lchamli
fazolardag: chizigh operatoriar uchun eslatamiz.

Faraz gilaylik. A : C* — C® chizigli operator berilgan bo‘lsin. Agar biror
A € C son uchun

Arx= Az

tengiama nolmas x € C" yechimga ega bo'isa, u holda A son 4 operator-
ning xos gryrati deyiladi, unga mos keluvchi nolmas z yechim esazos vektor
deyiladi. Ma'lumki, har bir A: C* — C" chizigli operatorga {a;} — nxn
matritsa mos keladi va aksincha. Chizigli algebra kursidan ma'lumki, agar A
son A operatorning xos giymati bolsa, det(A—AI) = 0 bo'ladi va aksincha.
n X 1 matritsa determinauti det(A — A1), parametr A ning n— darajalj
ko'phadi bo'ladi va det(A — AJ) = 0 tenglama ko‘pi bilan n ta ildizga ega,
ya'ni A:C" — C" chizigli operator ko'pi bilan n ta xos giymatga ega. Agar
A son A operatorning xos giymati bo‘lsa A — AT ga teskari operator mavjud
emas va aksincha. Agar A son A operator uchun xos giymat bo‘lmasa, ya'ni
det(A — Al) # 0 bo‘isa, n holda A — AI ga teskari operator mavind van C*
fazoning hamma yerida aniqlangan bo‘ladi.

34.1-teorema. A C" — C" chizigli aperator chegaralangandir.

Isbot. C" fazoda ey,es,...,e, ortonormal bazisni tanlaymiz. U holda

har bir x € C* vektor yagona usuida

n
r = E Ty €4
=1
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ko‘rinishda tasvirlanadi. Agar A operator C* da aniglangan chiziqli operator

bo'lsa, u holda
n
Ar = Z Ty A(f,‘
i=1

bo‘ladi. Shunday ekan, chizigli operator o‘zining ej.ez, ..., e, bazis vektor-
lardagi giymatlari bilan bir givmatli aniqianadi. Endi Az ning normasini ba-

holaymiiz:

L g

n n % n
Azl < S kel el < (S le?) (S 0Aed?) < M-zl

i=] =1 i=1

Bu yerda
n 3
M= |lAel? )
=1

Demak, chekli o'lchamli tazoda aniqlangan har qanday chizigli operator chega-
ralangan bo‘lar ekan. A

Yuqorida aytilganlarning natijasi sifatida shuni ta’kidlash lozimki, chek-
li o'lchamii fazolardagi chiziqli operatorlar ?1(;}11111 qayidagi ikki holat sodir
bo‘lishi mumkin:

1) A son uchun Az = Az tenglama nolmas yechimga ega, yani A son
A operator uchun xos giymat, bu holda A — Al ga teskari operator mavjud
ernas;

2) A son uchun C" fazoning hamma yerida aniqlangan (A—XI)~! operator
mavjud va demak, chegaralangan.

Chekli olchamli fazolarda chizigli operatorning xos giymatlari to‘plami
operatorning spektri deyiladi. Agar A € C son A operasor uchun xos ¢ivinab
bo‘lmasa, u A operatorning regulyar nugtasi deyiladi. Umuman aytganda,
chekli o'ichamii fazolarda spektr termini kam ishlatiladi. -

Agar A operator cheksiz o'lchamli X  fazoda berilgan bo‘lsa, u holda
vugorida keltirilgan 1 va 2 holatlardan fargli bo‘lgan uchinchi holat ham
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bo'ladi, ya'ni:
3) (A—AJ)7! operator mavind, ya'ni Az = A x tenglama facat nol yechim-

ga ega, lekin (A — M)~} operator X ning hamma yerida aniglanmagan yoki
Im(A—-Xl) #X.

34.1-ta’rif. Agar A € C son uchun A — Al ga teskari operator mavjud
bolih, u X ning hamma yerida aniglangan boflsa, A soni A operatorning

regulyar nugiesi deyiladi,
(A) = (A=D1

operator esa A operatorning A nugtadagi rezolventasi deyilads. Barcha regul-
yar nugtelar to plami p(A) orquli belgilanadi.

34.2-ta’rif. A operatorning regulyar bo‘lmagan barche nugtalary to‘plami
A operutorning spektri deyiladi va u o(A) orgali belgilanade.

34.3-ta’rif. Agar biror A € C son uchun (A— M)z =0 tenglama nolmas
(z # 0) yechimga ega bolsa, N son A operatorning zos qymats deyélaa’fz’.é
nolmas yechim x esa zos vektor deyiladi.

Ko'rinib turibdiki, harcha xos giymatlar to‘plami spektrda yotadi, chunki
A xo8 qiymat bo‘lsa, A — A\ operatorning teskarisi mavjud emas.

Spektr quyidagi gismlarga ajratiladi.
34.4-ta'rif. o) Barcha zos qigmatlar to‘plami A operatorning nugtali spek-
tri deyiladi va opy(A) bilan belgilanadi.

b) Agar A zos giymat boTmasa va Im(A— M) # X, ya’ni A— N ope-
retorning qiymatlar sohasi X ning hamma yerida zich emas. Bunday A\ lar
to‘plami A operatorning qoldiq spekiri deyiladi va o4 A) bilan belgilanads.

Endi o‘z-0‘ziga qu'shma operatoriar uchun muhim spektr ta’rifini kelti-
ramiz.
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34.5-ta’rif. Agar biror A € o(A) son uchun nolga kuchsiz yaginlashunchi

fu € H birlik vektorlor ketma-ketligi maviud bo 'lib
nl_i_m A=A fall=0

bo‘lsa, u holda X son A = A" operatorning muhim spektriga qurashli deyiludi.
A operatorning muhim spekiri 0.5(A) bilan belgilunadi.

Operatorning nuqgtali va qoldiq spektriari o‘zaro kesishmaydi. Nuqgtali va
muhim spektrlar o‘zare kesishishi mumkin.

34.2-teorema. Agar A € L(X) vu |A| > ||A]| bo'lsa, u holda X regulyar
nugte bo‘ladi.

Isbot. A — Al operatorni quyidagicha yozib olamiz:

A=A = =)l - %A). (34.1)

Teorema shartidan —1—14 operatoining normasi 1 dan kichik ekanligi kelib
chigadi, shuning uchun 32.5-teoremaga ko'ra, [ — %A operatorning chega-
ralangan teskarisi mavjud. Bundan va (34.1) tenglikdan A— A operatorning
teskarisi mavjud va chegaralangan ckanligi kelib chiqadi. " A
Shunday qilib, chegatalangan A 1 X — X operatorning spektri markazi
koordinatalar boshida va radiusi ||A|l ga teng yopiq doirada saglanar ekan.
34.3-teorema. Agar 4 € L(X) bolsa, u holde o(A) yopig toplamdir.
Isbot. Operatorning spekiri o (A) regulyar nugtalar to‘plamicing to'ldicuv-
chi to‘plami bo‘lgani uchun, p(A) ning ochiq to‘plam ekanligini ko rsatish
yetarli. Endi A € p(A) ixtiyoriy nuqgta bo‘lsin, ya'ni A — Al operatorning
teskarisi mavjud va chegaralengan bo‘lsin. U holda 32.6-teoremaga ko'ra, bar-
cha 6, & < ([[(A=2rD)7Y )7 lar uckun A — Al — 8/ operatorning ham
chegaralangan teskarisi mavjud. Demak, A € p(A) nuqta o'zining € = (|(A
=AN7H)™! > 0 atrofi bilan p(A) ga qarashli ckan. Bu esa A nugtaning
p(A) to‘plam uchurn ichki rugta ckanligini bildiradi. A ning ixtiyoriyligidan
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p(A) ning ochiq to‘plam ekanligi kelib chigadi. Demak, 20.4-teoremaga ko‘ra
o(A) = C\p(A) yopiqg to'plam. A

Quyidagi tasdigni isbobsiz keltiramiaz.

34.4-teorema. A € L(H) 0'%-0ziga go'shma operator bo'lsin: U helda:

(a) ogo(A) — bo'sh to‘plam.

(b} o(A) to'plam R ning gismi, yo'ni o(A) C K.

{c) A operatorning har wil xos giymatlarige mos keluvchi wos vektoriari
0 ‘zura ortogoneldar.

34.1-misol. [sfa,b] Hilbert fazosida erkin o‘zgaruvehi z ga ko‘paytirish

operatori (33.3-misolga qarang), ya'ni
A Lofa,b] — Lofa,b], (Af)z) =xf(x)

operatorni qaraymiz. Uning nuqtali, qoldiq va muhim spektrini toping.
Yechish. 33.3-migol natijasiga va u(z) = @ = T = u(x) tenglikka ko'ra,

A= A* 34.4-leoremaning (a} tasdigiga ko'ra, ou(A) = . Ma'lumki,
(Af)(z) = Af(z) yami (z—X)f(z)=0 (34.2)

tecglama tiyorty A € € wuchun yagona ol yechimga ega. Demak, A op-
erator xos qiymatlarga ega emas, yani o,,(A) = §. {34.2) tenglama fagat
nol yechimga ega ekanligidan 32.3-teoremaga ko‘ra, (4 — Af)f(z) = g(z)
tenglamaning ixtiyorly g € I'm A da yagona yechimga ega ekanliei kelib chiga-

di. Ko‘rsatish mumkinki A — AJ operatorga teskari operator
(A=A g(z) = (== ) g(x) (34.3)

formula bilan aniglacadi. Agar A ¢ [a,b] bo‘lsa. v holda 2z — A # 0, natijada
(A — A/)7! operator ls[a,b] fazoning hamma yerida aniqlangan va Banax
teoremasiga ko'ra, u chegaralangan bo‘ladi. Demak, A € [a, b] regulyar nugta,
ya'ni o(A) C [a, 8]. Lekin (34.3) formula bilan aniglangan teskari operator
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A € [a.b] bolganda fo[a,b] fazoning hamma yerida aniglanmagan. Demak,
[¢,0] C o(A). Bulardan, o(A) = [a,b]. Endi A operatorning spektridagi ix-
tiyorly mugta nning muhim spektriga garashii ekanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyorty

A € [a,b) uchun

1 1
ST . _
nn+1), agar =€ A, = [A+——, A+ ),
1) Vvl ), agw €A, [ T 'n)

0, agar z € [a, B]\A,

devmiz. Ma'lum nomerdan boshlab A + ;1; < b bo'ladi va bunday nomer-
lar achun ||ful] = 1 tenglik o'rinli. Bundan tashqari har xil n va m lat-
da A,V Ay = 0 bo'lgani uchun (f,, fm) = 0 tenglik o'rinli, ya'ni {f,}
ortonornial sistema ekan. Ma'lamk:, ixtiyoriy ortonormal sistema nolga kuch-

siz ma’noda yaqinlashadi, shuning nchun {f,} ketma-ketlik ham nolga kuchsiz

ma'noda vaginlashadi. Endi ||(A — AJ norma kvadratini hiscblayria:
yaq Jn

A+d
! ) In?+3n+1
! L— F'Z-_"", ,—,2_,',:-——-———-———--) _— .
A=Al =nn+1) / (t— A)*de 302 (n 1+ 1) 0,7 — 00
+adr

Demak, ta'rifga kora, A € [a, b) son A operatorning muhim spekiriga
garashli ekan. A = b nuqtani A operatorning muhim spektriga qgarashli
bo'lishini o‘quvchiga mustaqil ishotlash uchun qoldiramiz. Shunday qilib, A
operatorning spekiri fagat muhim spektrdan jborat bo'lib, u [a, b] kesma
hilan ustma-ust tushadi. Xulosa
Ogol(A) = opp{A) =0,  0ess(A) = 0(A) =g, b]. A
34.2. 34.1-misclda qaralgan A operatorni Cla, b] Banax fazosida, ya'ni
A:Cla, ] — Cla, b, Af{z)=zf(z)

operatorni garaymiz. Uning nugtali va qoldig spektrini toping.

Yechish, Ma'lumki, ((34.2) ga qarang) (Af)(z) = Af(x) ya'ni

(z—X)f(x)=0, feClC[a} (34.4)
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tenglama ixtiyoriv A € C uchun yagona nol yechimga ega. Demak, A op-
erator xos glymatlarga ega emas, ya'ni opp(A) = €. (34.4) tenglama fagat
nol yechimga ega ekanligidan 32.3-tecremaga ko'ra (4 — M) f(x) = g(x)
tenglamaning ixtiyorty g € ImA da yagona yechimga ega ekanligi kelib
chigadi. Bemak. A — AJ operatorga teskari operator mavjud va u (34.3) for-
mula bilan aniglanadi. Xuddi 34.1-miscldagi kabi ko‘rsatishimiz mumkinki,
o(A) = [e, b] tenglik o'rinli. Hagiqatan ham, agar A ¢ [a, b] bo'isa, u holda
(34.3) ning o‘ng tomoni ixtivorty ¢ € C[a, b] da uzluksiz funksiya bo'ladai,
ya’ni D((A— AI)™') = Cla, b} va teskari operatorlar hagidagi Banax teore-
masiga ko'ra, (A — AI)~! operator chegaralangan bo‘ladi, demak A regulyar
mqta, ya'ni o{A) C [e, b]. Agar X € [a, b] bo'lsa, u holda (34.3} formu-
la bilan aniglangan (4 — A])™! operator Cla, b] fazoning hamma yerida
aniglanmagan, bundan [a,b] C 0(A). Bulardan, o(A) = [e, b] ekénligi kelib
chiqadi. Endi 0(A4) = 04u(A) ekanligini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy A € [o, B]
uchun A — A/ operatorning qiymatlar sohasi
Im(A—Al)={g € Cle, b]: g(z) = (z — X) f(z)}
Cla, b] fazoda zich emas. Haqigatan ham, /m(A—MI) chizigli ko'pxilliikdagi
ixtivoriy g uchun g(A) = 0 shart bajariladi. Agar biz fy(z) = 1 desak, u
holda ixtiyoriy g € fm(A — /) uchun
llg — foll = Jnax lo(z) — fo(z)] = 1g(\) — fo(A) =1

tengsizlik o‘rinli. Demak, Jm(A — XI) chizighi ko'pxillilikdan fo(z) = 1
elernentga yaginlashavehi ketma-ketik ajratish mumkin emas. Qoldig spek-
ir ta'rifiga ko'ra, ixtiyoriy A € [a, b] uchun A € o4q(A) munocsabat oriuli.
Bundan 0(A) C o4u(A) kelib chigadi. Teskari munosabat 0(4) D o4u(A)
doim o'rinli. Demak, 0(A) = oyu(A) = [a, b]. A

34.1 va 34 2-misollarda bir xil qonuniyat bo‘yicha ta'sir giluvehi A ope-

rator har xil Lpfa, b va Cla, b} fazolarda garalgan. Har ikki holda ham
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A operatorning spektyi [a, b kesma bilan ustma-ust tushgan, lekin spektr-
ning gismlarida (strukturasida) o‘zgarish bo‘ldi. Birinchi holda (34.1-misolda)
o401(A) = 0 edi, ikkinchi holda 040(A) = [a, B].

34.3. Endi £, Hilbert fazosida ko'paytirish operatorini, ya'ni
Al — fy, Az = (0121, @92, 323, . . ., Gy, - . .) (34.5)

operatorni qaraymiz (29.9, 33.2-misollarga qarang). Uning xos giymatlarini va
spektrini toping.

Yechish. sup |a,| = ¢ < oo bo'lgan holda, A ning chegaralangan ekanligi
n>1

29.9-misclda ko‘rsatilgan. Bundan tashqari || A = %up lan| = a tenglik isbot-

langan edi. Az = Az tenglama A = @, bo Iganda en =(0,...,0,1,0,..)
nolmas yechimga ega. Demak, a,, n € N sonlar A operatorning xos giymat-
lari bo'lar ekan. Agar birorta ham n € N da A # a5, bo'lsa, u holda (A— AJ)

operator teskarilanuvechan boladi va

_ Ty R0 Ty
A=Az =~ , cere ) )
( ) ()\—al')\—a,g’ N ay > (34.6)
Bulardan {a,69..... Gn,. ..} = 0pp(A) tenglik kelib chiqadi. Ma'lumki, xos

qiymatlar operatorning spektriga garashli bo‘ladi, shuning uchun
{ar,a2,...,0n,...} C o(4).

Tkkinchi tomondan chegaralazgan operatoraing spektel yopiq to‘plamdir, de-

mak o,p(A) to‘plamning yopigi [opy(A)] uchun

{ag,a2,..., Gn,...} = [opp(A)] T o(A) (34.7)

munosabat orinli. Agar A & [opp(A)] bo'lsa, u holda (34.6) tenglik bilan
aniglangan (4 — A[)™! operator & fazoning hamma yerida aniglangan va
chegaralangan boladi. Bundan C\[op,(A)] C p(A) ekanligi kelib chiqadi.
Bu yerdan
o(A) C [opp(A4)]. (34.8)
367
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(34.7) va (34.8) munosabatlardan o(A) = [o(A)] ga kelamiz. Ko‘rsatamizki,
{an} ketma-ketlikning barcha limitik nugtalart A operatorning muhim spek-
triga garashli bo‘ladi. Buning uchun lmitik nugta A ga yaqinlashuvchi {a,,}

gismiy ketma-ketlikm qaraymiz. U holda
I[(A = ADen, il = l(an, — Aen )l = lan, — Al — 0, &k — 0.

{en.} ketma-ketlik ortonormal sistera bo‘lganligi uchun nolga kuchsiz ma’noda
yaqinlashadi. Demak, A son A operatorning muhim spektriga garashli ekan.
A

34.4. Quyidagicha savol go'yamiz. & Hilbert fazosida shunday A : & — €
chizigli operatorga misol keltiringki, uning spektri oldindan berilgan M C C
yopiq to‘plam bilan ustma-ust tushsin.

Yechish. Kompleks sonlar to'plami C separabel metrik fazo bo‘lgani uckun,
uning hamma yerida zich sanogli D to‘plam mavjud. U holda M (N} D to‘plam
sanoghi va M ning hamma yerida zich bo‘ladi. Endi M {) D to'plam element-
larini {ay,aa, ..., ay, ...} nomerlab chiqamiz va 34.3-misolda qaralgan, (34.5)
tenglik bilan aniclanuvchi A operatorni garaymiz. 34.3-misolda ko'rsatilgani-
dek .
o(A) = [opp(A)] = MDD =M. A
Bu yerda, biz M = C deb olishimiz ham mumkin. Demak, spektri bubun kom-
pleks sonlar to'plami C bilan ustma-ust tushuvehi chiziglt operator mavjud
ckan. Bu holda ta'niga ko‘ra, p(4) = @ bo‘ladi. Shuni ta’kidlaymizki, agar
M c C yopiq to'plam chegaralangan bo'lsa, u holda spektri M bilan ustma-

ust tushuvehi A operator ham chegaralangan boladi va aksincha.
Mustaqil ishiash uchun savol va topshiriglar
1. Chekli o‘lchamli fazolurda operatorning spekiri faqat chekli sondagi zos
qiymatlardan iborat ckanligini ko ‘rsating.
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2. A Lp[0, 1] — L2f0, 1], (Af)(x) = u(z)f(x) operatorning spekirini

toping. Bu yerde wu : [a, b] — C— uzuksiz funksiye.

3. Lo[—m, ] fuzoda integral operatorning xos giymatloring toping:

(Afr) = Z —2% /sin nx sinny f(y)dy.
n=1 _'__“

-

Birlik operatorning spektring toping.

5. A lo[-1, 1] — Lo[-1, 1]. (Af)(x) = f(=) ~jl(1 + zy)f(y)dy

operatorning xros qiymatlaring toping.

Yugorida keltirdgan A : La[—1, 1] — Lg[—1, 1] operatorning A nug-

i

tadugi rezolventasini toping.

7. @1, P2, w3 lar A chizigli operatorning Ay, Ay, A3 zos giymatlarige mos
keluvchi wos vektorlari bolsin. ¢y, wa. w3 larning chizigli erkli {chizigli

bog‘lunmagan) ekanligini ishotlang.

¢

8. Spekirs birlik doiradan iborat bo‘lgan operatorge misol keftiring.

Spektri & to‘plamdun iborat bolgan clizigli operator mavjudmi? Movjud

o

bo‘Isa misol keltiring.

10. 84 1-misoldoe A = b nugtani A operatorning mulim spekiriga qarashii
§ 4

ekanliging ishotlang.
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IX bob. Kompakt operatorlar va integral tenglamalar

Chizigli operatorning spektri va rezolventasi mavzusida (34-§ ga qarang)
ko'rsatildiki, chekii o'lchamli fazolarda aniqlangan A chizigli operatoraing
spektri chekli sondagi xos qiymatlardan iborat. Chekli olchamli fazolarda
aniglangan chiziqii operatoriardan fargli o'laroq, cheksiz o'lchamii fazolardagi
ixtivoriy chizigli operatorning spektrini to‘la o‘rganish ancha qiyin masaladir.
Lekin ha’zi bir sinf operatoriarining spektrini biz to'laroq o'rganishimiz mum-
kin. Operatoriarning bunday sinfi kompakt operatorlar deb nomlangan. Bu
sinf operatorlari o‘zining xossalart bo'vicha chekdi o'ichamli operatorlarga o'x-
shab ketadi va ularning spektri yetarlicha aniq izohlanadi. Shunday qilib bu
bob korpakt operatoriar, ularning muhim sinfi integral opetatorlar va integral
tenglamalarni yechish usullariga bag‘ishlangan.

Bu bob 6 paragrafdan (35-40-§§ lardan) iborat bo‘lib, unda biz kompalkt
operatorlar va integral tenglamalarning asosiy xossalarini o‘rganamiz.35-36-8§
iar kompakt operatorlarning asosiy xossalariga bag'ishlangan bo‘lib, unda Ba-
nax va Hilbert fazolaridagi kompakt operatorlarning muhim xossalari ochib
berilgan. 35- § da chekli olchamb fazolardagi chizigli operatorlarning komi-
paktligi va chekli olchamli operatorlarning kompaktligi ko‘rsatilgan. Cheksiz
o'ichamii fazolarda birlik operatorning kompakt emasligi ko‘rsatiigan. 36- §da
esa kompakt operatorning asosiy xossalari isbotlangan. Jumladan, X Ba-
nax fazosini Y Banax fazosiga akslantiruvchi kompakt operatoriar to‘plami
—K(X,Y) ning to‘la normlangan fazo bo‘lishi ishotlangan. Kompakt ope-
ratorga ¢o'shma operatorning kompaksligi isbotlangan. Agar {A,} kompakt
operatorlar ketma-ketligi 4 operatorga norma bo'yicha yaginlashsa, u ho-
da limitik operator A ning kompaktligi ko‘rsatilgan. Paragraf oxirida Ba-
nax fazolarida aniglangan kompakt operatoriar xossalari Hilbert fazosidagi

o‘z-0‘ziga qo'shma kompakt operatorlarga taallugli ho'lgan ayrim faktlar hi-
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lan to‘idiriigan. Xususan, bunday operatorlar uchun chizigli algebra kursidan
ma’'lum bo'lgan matritsalarni diagonal korinishga keltirisk haqgidagi teorema-

ga o‘xshash Hilbert-Shmidt teoremasi ishotlangan.

37-38-§8 larda kompakt operator xossalari integral tenglamalarga tadbiq
gilinadi. IT tur Fredholm integral tenglamasi yechimicing mavijudlik masalasi,
1" kompakt operator uchun 1 soni xos giymat bo‘lish yoki bo‘hnastik masalasi
bilan bog'lanadi. Agar 1 somi 1" kornpakt operatorning xos giymati bo‘lmasa,
u = f-+7Tu integral tenglama istalgan f uchun yagona yechimga ega bo'ladi.
Agar 1 soni 7' kompakt operatorning xos giymati bolsa, u holda v = f+
T'u tenglama yechimga cga bo'lishi uchun f funksiya bir jinsli ¢ = T%g
tenglamaning barcha yechimlariga ortogonal bo'lishi zarur va yetarli ekanligi
ishotlanadi. Bundan tashgari u =14 va ¢ ={™g bir jinsh tenglamalarning
chizigli bog‘lanmagan yechimlari soni chekli va o'zaro teng ekanligi isbotlanadi.
Bu tasdiglar Fredhohnning fundamental teoremalart nomi hilan mashhurdir.

Fredholm integral tenglamasining ((39.3) ga qarang) yechimlari uch xil
metod yordanida va uch xil formada beriladi. Bular:

1} Ketina-ket o‘rniga go‘yish usuli bo'lib, bu usul Neyman (Nuemann),
Volterra (Volterra), Liuvill (Liouville)lar tomonidan rivojlantirilgan. Bu usul-
da u yechim A parametrning darajali qatori shaklida ifodalanadi va A para-
metr darajas: oldidagi koetfitsiyentlar x ning funksiyasidan iborat. Bu darajah
qator A parametreing absolyut giymati biror chekli sondan kichik bolgandagi
barcha giymatlarida yaqinlashadi [7], [10].

2) Ikkinchi metod Fredbolmga tegishli bo'lib, u yechim A parametr dara-
jalaridan iborai ikkita qatcerning nisbati shaklida ifodalanadi. Suratdagi qator
koeffitsiyentlari = ga bog'liq bolib, maxrajdagi qator koeffitsiyentlari esa «
ga bog'liq emas. Har ikkala qatorlarning yaginlashish radiuslari cheksiz bo‘ladi
|10].

K8
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3) Uchinchi inetod Hilbert va Shraidt (Schinidt) lar tomonidan ishlab chigil-
gan bo'lib, w yechim (37.6) integral operatorning xos funksiyalari (funda-
mental funksiyalari) va f(x) ning chizigh kombinatsiyasi shaklida ifodalanadi
[1].[7]. 37 va 38-paragrafiarda Hilbert-Shinidt metodi bilan misollar yechib
ko‘rsatilgan.

39-paragrafda A parametrli ikkinchi tur Fredholm integral tenglamalari
vechimlari xossalari o'rganilib. ular integral operatorlar qatnashgan integral
tenglamalarni yechishga gollaniladi. Chizigli integral tenglamalarni yechish-
ning vugorida bayon gilingan birinchi usuli keltirifadi va u niusoliarga tadbiq
qilinadi. Bu paragrafda Cf[a, b] fazoda A parametrli ikkinchi tur Fredholm
integral tenglamalarini yechish usullart bilan shug'ullanamiz. Dastlab Fred-
holm va Volterra tipidagi integral ltenglamalar uchun ketma-ket o'rniga ¢o'yish
usulini bayon qilamiz. Keyin esa A parametili ikkinchi tur Fredholm initegral
tenglamalarini ketma-ket yaginlashishilar usuli bilan yechamiz.

40-paragrafda esa integral tenglamalarni Fredholn tomonidan herilgan ye-

chish usulini batafsilro¢ bayon gilamiz.
35-§. Kompakt operatorlar

Dastlab normalangan fazodagi kompakt, nisbiy kompakt to‘plamlarga ta'rif
beramiz. Chunki kompakt operatorlar shu tushunchalar asosida ta'riflanadi.
Biz normalangan fazolarda kompaktlik kriteriylarini ham keltiramiz. Keyio
esa asosiy tushuncha kompakt operatorga ta’rif beramiz va unga raisollar kelti-
ramiz.

Banax fazosida kompakt operatorlar. Bizga X — Banax fazosi va
M C X to'plam berilgan bo‘lsin. Agar M to‘plamdan olingan ixtiyoriy {x,}
ketma-ketlikdan A da yaginlashuvehi gismiy kebma-ketlik ajratish mumkin
bo'lsa. M ga kompakt to ‘plam deyiladi (21.6-ta’rifga qavang). Agar N to‘plam-
ning yopig'i [V] kompakt to‘plam bo'lsa. u holda N nishiy kempakt to‘plam
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deyiladi (21.7-ta'rifga garang). To'plam nisbly kompakt bo'lishi uchun uning
to'la chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli (21.5-teoremaga garang). Chekli
o‘lchamli fazolarda to‘plam kompakt bo'lishi uchun (21.4-teoremaga qarang)
using chegaralangan va vopig bo'lishi zarur va yetarlidir. Asosiy funksioual
fazolardan biri Cla, b] fazodir. Bu fazodagi to‘plamning nishiy kompaktlik
kriteriysi Arsela teoremasi (21.6-teoremaga garang) yordamida bayon qilin-
gan. 7, p > 1 fazoda to‘plam nisbiy kompakt bo‘lishining zarur va yetarii
shartlari 21.8-teoremada keltirilgan.

Chekli o'lchamli fazolarda aniglangan chizigli operatorlardan fargli o‘laroq,
cheksiz o‘lchamli fazolardagi ixtiyoriy chizigli operatorning spektrini tofla o'r-
ganish ancha giyin masaladir. Lekin kompakt operatorlarning spektrini to‘la-
roq o‘rganish rumkin. Kompakt operatorlar xossalariga ko'ra chekli o‘lchamli
operatorlarga o‘xshab ketadi va ularning spekiri yetarlicha aniq tavsiflanadi.
Burdan tashqari, kompakt operatorlar ko'plgb tatbiqlarga ega, masalan in-
tegral tenglamalar nazariyasida. Bu nazariyaning bir gismini biz keyingi 37 —
40) - paragrafiarda keltiramiz.

35.1-ta’rif. Agar A€ [(X, Y) va dimImA < oo bo'lsa, u holds A ga
chekli o'lchamli operator deyiladi. Agar dimImA =n bo‘lse, v holda A ga
n olchamli operator deyiladi.

35.2-ta’vif. Bizga A: X — Y operator bevilgan bo‘lsin. Ager A operaior
X dagi her qunday chegurelangan to‘plamni Y dagi nishiy kompakt to ‘plamge
akslantirsa, u holde A kompakt operator yoki to‘la waluksiz operator deyiladi.

Chekli o'lchamli fazolerda to'plam kompakt bo‘lishi uchun (21.4-teorema)
uning chegaralangan va yopig bo'liski yetarli va zarurdir. Demak, chekli o’lcham-
li fazodagi har qanday chegaralangan toplam nisbiy kompaktdir va aksincha
{21.1-natijaga qarang).

35.1-teorema. A: C" — C" chizigh operator kompaktdir.
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Isbot. C” fazoda aniglangan chizigqli A operatorning chegaralanganligi
34.1-teoremada ishotlangan edi. A chegaralangan operator bo'lganligi uchun,
har ganday chegaralangan to‘plamni yana chegaralangan to'plamga o‘tkazadi.
Har ganday chegaralangan to‘plam esa chekli o‘lchamli fazoda nishiy kompakt-
dir. Demak, 4 : C" — C" chiziqli operator kompaktdir. A

35.2-teorema. A € L(X, Y), dim/mA < oo bolsin. U holda A
kompakt operator be lade.

Isbot. A chegaralangan operator bo'lganligi nchun ixtiyoriy chegaralangan
M to‘plamni yana chegaralangan A(M) to‘plamga akslantiradi. Ma’lumki,
A(M) < ImA va dim ImA < oo bolgani uchun A(M) nisbiy kompaktdir.
Demak, A — kompakt operator. A

35.1-misol. C* Evklid fazosidagi [z = z birlik operatorni kompaktlikka
tekshiring.

Yechish. Birlik operatorning chizigliligi 29.1-misolda ko‘vsatilgan. 35.1-

teoremaga kora Ix =1z, z € C" birlik operator kompakt bo‘ladi. A

Cheksiz o'lchamli fazolarda kompaktlik talabi uzluksizlik talabidan ancha
kuchliroq hisoblanadi. Hozir biz uzluksiz, lekin kompakt bo'lmagan operatorga
misol keltiramiz.

35.2. H Hilbert fazosidagi /x = z birlik operatorning kompakt emasligini
ko‘rsating.

Yechish. Birlik 5})eratorning uziuksizligi uning chegaralangan ekanligidan
kelib chiqadi (29.1-nisclga qarang). Endi uning kompakt emnasligini ko‘rsatamiz.
H dagi B8, 1] := {# € H:|[¢]| £1} birlik yopiq sharni qaraymiz. Bu
to‘plam chegaralangan to'plam bo‘ladi, uning [ akslantirishdagi tasviri {aksi)
o‘ziga teng. Lekin birlik shar nishiy kompakt emas. Buni ishotlash uchun £
da ixtiyoriy {¢,} ortonormal sistemani olamiz. Ma'lumki, ixtiyoriy n € N
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uchun ¢, € B[¢, 1]. Agar n # m bo‘lsa. u holda
“én - @m“z = (Cf)n — Om. Pn— d)m) = (d’m @n) + (Qf)ma d’m) =2

Bu yerdan ko'rinadiki {9, } ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin emas. Demak, birlik shar B[#, 1] nisbiy kompakt
to'plam emas ekan. Bu o'z navhatida birlik operatorning kompakt emasligini
bidiradi. A

Cheksiz o'lchamli Banax fazolarida birlik sharning nisbiy kompakt to‘plam
emasligi quvidagl lemmadan kelib chigadi.

35.1-lemma. X — chizigli novmalaengan fazo va 2y, Ta, ..., %n, ... lor
X dagi chizigli evkli sisterna bo‘lsin. X, bilan x1, Zg, . .., ¥p elementlorning
chizigli gobig‘idan tashkil topgan qism fazoni belgiloyiage. U holde quyidagi

shartlarni gonoctlantiruvche yy, Yz, . ... Un, - - - vektorlar movjud:

t\)h—

D) lwnll=1; 2)vne Xn;  3) p(n. Xno1) = mf [[l,f,, —zfl >

Ishot, Lemma shartiga ko'ra xy, 2g, ..., 2y, ... elementiar sistemasi chi-
zigli erkli. Shuning uchun, x,, ¢ X,—1 va X,—) ning yopiq chizigh ko'pxillilik
ekanligidan p(,, Xp-1) = a > 0 bo‘ladi. Shunday z* € X,_, element

mavjudki ||z* — z,[| < 2¢ bo‘ladi. U holda
o < ol — ") Knoy).

Natijada

'

Yn =

ot — 1z,
vektor 1-3 shartlarni qanoatlantiruvehi vekror bo'ladi. yy vektor sifatida 21/ ||z
vektorni olish yetarli. A
Bu lemmadan foydalanib, cheksiz o'lchamli Banax fazosidagi yopiq birlik

sharda yotuvchi shunday {v,} ketma-ketlik qurish mumkinki, {|yn — Uml] >
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1/2, n #m shart bajariiadi. Bunday ketma-ketlik o'zida birorta ham yagin-
lashuvchi gismiy ketma-ketlikni saglamaydi. Demak, cheksiz o‘lchamli Banax
fazosidagi birlik shar nisbiy kompakt to‘plam emas. Bu yerdan quyidagi natija
kelib chigadi.

35.1-natija. Agar X — cheksiz olchamli Banax fazosi bo‘lse, u holda 1 :
X — X, [z =21z operator kompokt emas.

35.3-ta'rif. X, Y — Banaz fazolari bo‘lsin, Ager A : X — Y chizigh
aperator X fazodagi birkik sharni Y fazodagi nishiy kompakt to‘plamga aks-
lantirsa, A guo kompakt operator deyilodi.

35.3-ta'rifga teng kuchli bo'lgan quyidagi ta’rifni keltiramiz.

35.4-ta’rif. Bizga A € L(X, Y) (X, Y — Bunax fazolari) operator va
irtiyoriy {zp,} C X chegaralangan ketma-kethik berilgan bolsin. Agar {Azn}
ketma-ketlikdan yaginlashuvehi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa. u
holde A ga kompakt operator deyiladi.

35.3-misol. Berilgan har bir n € N uchun
g =
Apily — fy, Auz = (oqxy, @, ..., 0%, 0,0,...)

operatorning kompaktligini ko‘rsating.
Yechish. A, operatorning kompakt ekanligini ko‘rsatishda 35.2-teoremadan
foydalanamiz. Chunki A, chegaralangan operator va dim/md, = n < oc.

Haqiqatan ham,

n n
22 =Y cxl? . 2, o2 2 g2
| Anzll® = 2 lag - 24l < max |ax| ?—1 rel” < mmax lag|”-f] = 1%

Demak, A, chegaralangan va uning normasi uchun
Anll € max |ax
I 40ll < max lal

tengsizlik o‘rinli. A, operatorning qivmatlar sohasi IrnA, esa {ej, ez, ...,en}

vektorlar sistermasidan hosil bo‘lgan qism fazo bilan ustma-ust tushadi. Shu-
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Qr,

ping uchun dim /'mA, = n. 35.2-teoremaga ko‘ra, 4, kompakt operator
bo'ladi. A
35.4. Ly[—m, w1}, p > 1 fazoda quyidagi integral operatorning kompakt-
ligini ko‘rsating.
]
(AN@) = | eoslz 1) 1(v) d
Yechish. Dastlab A operatorning chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz.

p
dx <

| AF P = / / “oos(s =) f(a) dy

s[i{[_ilcos(x—y)l" dy}s o [ 1Py

Bu yerda biz Gvolder tengaligidan foydalandik. p va ¢ lar (19.16) shart

bilan boglangan. Agar |cos(x — y) | < 1 tengsizlikni e’tiborga olsak,
-~ a H -~
[AFIP <2m-@m)a || fIP = [Afll<2r | £

ega bo'lamiz. Bundan || 4] < 27 ckanligi kelib chigadi.

\

gar biz cos(x — y) = cos« cosy -+ sinz siny ayniyaidan foydalansak,

(Af)(z) =coszx /cosyf(y) dy+sinzx /sin-y f(y) dy = acosz + Psinz

tenglikka ega bo'lamiz. Bu yerds

T T

a= / cosy f(y)dy, B = / siny f(y) dy.
-_—T j—?r

Demak, ixtiyorly g = Af element cosz va sinz laruing chizighi kombinat-

siyasi shaklida tasvirlanadi. Bundan dim/mA = 2 ekanligi kelib chigadi.

Demak, 35.2-teoremaga ko‘ra A operator kompakt bo‘ladi. A
Mustagil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. C® va ¥y fezolarda birlik shar nisbiy kompekt to‘plam be ‘ladimi?
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2. &, fazoda Az = (z1,272,423,0,...) operatorning o‘lchamini toping.

3. 4 fazodagi birlik sharning A: ly — &, Ax = (a’:l, 27 12y,37 13,0, .. )

akstantirishdegi tasverening nishiy kompakt o ‘plam bo lisheni ko ‘rseting.
4. Chekli o'lchamli operatorlarga misollar keltiring.
36-§. Kompakt operatorlarning asosiy xossalari

Bu paragrafda biz kompakt operatorlar to‘plamini chizigli normalangan fa-
zo tashkil gilishini ko‘rsatamiz. Agar X Banax fazosini Y Banax fazosiga
akslantiruvehi barcha kompaki operatorlar to‘plamint K(X, Y) orgali belgi-
laymiz va uni Banax fazosi bo'lishini isbotlaymiz.

36.1-lemma. Agor Y Banaz fuzosi bolsa. K(X, Y) te'plam L(X, Y)
chizigli normalangan fazoda chizigli ko‘pxillilik boladi.

Isbot. Lemmani isbotlagsh uchun kompakt operatorlarning yigiindisi va
songa ko'paytmasi yaca kompakt operator bo‘lishini ko‘rsatish yetarli. Faraz
qilaylik, A, B € K(X, Y) va {z,} C X ixtiyorly chegaralangan ketma-ketlik
bo'lsin. {(A+ B)zn} C Y ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkinligini ko‘rsatamiz. A kompakt operator bo‘lgani uchun
{Az,} ketma-ketlikdan yaginlashuvehi {Az,,} gismiy ketma-ketlik ajratish
mumkin. B konipakt operator bo‘lgani uchun {52, } ketma-ketlikdan yagin-
lashuvehi {Bzn, } qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Demak. {(A+B)zn, }
ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bundan A + B operatorning kompalkt
ekanligi kelib chiadi (35.4-ta’rifga garang). Kompakt operatorning songa ko'~
paytmasi yana kompakt operator bo'lishi shunga o‘xshash ko‘rsatiladi. A

Endi K(X, Y) gism fazoning yopiqgligini isbotlaymiz.

36.1-teorema. Agor Y Banaz fazesi bo'lsa, u holds K(X, Y) ham Bo-
nax fezosi bo‘ladi.
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Isbot. Faraz gilaylik, {A,} C K(X,Y) ixtiyoriy fungpmentai ketma-
ketlik bo'lsin. A, € K (X, Y) ekanligidan Ap € L(X, Y) ekanligi kelib chiqa-
di. (X, Y) fazoning tolaligidan (31.1-teoremaga yarang) {An} fundamen-
tal ketma-ketlikning biror A € L(X, Y') operatorga yaqinlashishi kelib chiqa-
di. Endi limitik operator A ning kompaktligini isbotlaymiz. Buning uchur
chegaralangan {x,} C X ketma-ketlik ganday bo‘lmasin, {Az,} C Y ketma-
ketlikdan yaqiniashuvehi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkinligini ko‘rsatish
kifoya.

A; kompakt operator bo'lgantigi uchun {A;x,} ketma-ketlikdan yvaqin-

lashuvehi gisiniy ketma-ketlik ajratish munkin,

xil), xgl LS (36.1)

qismiy ketma-ketlik shunday bo‘lsinki, { A_lxﬁ}’} ketma-ketlik yaqinlashuv-

chi ho'lsin. Endi 1/1256,(11)1 ketma-ketlikni qaraymiz. As kompakt operator
L J (

bo‘lganligi uchun shunday { ,L‘(z)l “(l)} qismiy ketma-ketlik ajratish

mumkinki, {_421 } ketma—lferlm yagindashuvchi bo‘ladi. Bu holda iAlT I

ketma-ketlik ham yaqginlashuvchi bo ladi. Yuqoridagidek mulohaza yurgizib,

{:1:5.2 )} ketma-ketlikdan shunday ()} qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin-

ki, bunda !Alz(")l { 423,(") } { A J'(J)} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo'-

ladi. Bu jaravonni cheksiz davorn ettiramiz va

1{1) , :L':(,,z) ™, (36.2)

e
diagonal ketma-ketlikni olamiz. Bu ketma-ketlikni Aj, Ay, ..., An, ... ope-
ratorlar yaginlashuvchi ketma-ketliklarga o'tkazadi. (36.2) ketma-ketlikni A
operator ham vaginlashuvehi ketma-ketlikka o‘tkazishini ko‘rsatamiz. ¥ Ba-
nax fazosi bo‘lgantigi uchun {Axgn)} ketma-ketlikning fundamental ekanligini
ko‘rsatish kifoya:

“Ar,(f') _ Ax%n)%! _ il4rgv) — Aprl® 4+ Ar® — Agzl™ 4 Agalm — Aa.',(;”)” <
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IIA.’I'(") - nhx(")

+ |4 — A + | Al - Al (363)

’csl")} C X ketma-ketlik (,hr‘g,dfalcuw an bo‘lganligi uchun, shunday ¢ > 0

mavjudki, btiyoriy n € N da

l < C bo'ladi. Ixtiyoriy € > 0 sor uchun

k € N somi shunday ta,nlayznizki,
ﬁ,
3¢

tengsizlik bajarilsin. Shunday ng soni mavjudki, barcha n, m > ng lar uchun

14— Al < =

! 3
“Akxs,") — Akxs,’,")i‘ < % .
Bu shartlar bajarilganda (36.3) dan quyidagiga ega bo'lamiz

C’ Y=g,
30 +3+30

IA:I:(”) A'xm)” — 0. Bu esa {AJ,( } ketma-

ketlikning fundamental ekanligini ko'rsatadi. ¥ to'la fazo bo‘lganligi uchun u

|0 — a2l <

Demak, n,m — oo da

yvaqginlashuvchi. Demak, A4 — kompakt operator. A

36.1-natija. Ager {A,} C K(X,Y) (Y— Banav fazosi) ketma-ketlik
A operatorga norma bo‘yicha yaginlushsa, u holda A ham kompakt operator
bo ladi.

Natijaning isboti 36.1-teoremaning ishotidan bevosita kelib chigadi.

36.2-tearema. Agar A € K(X) vo B € [(X) (X— Banaz fazosi)
bo‘lsa, u holda AB wva BA operatoriar ham kompakt operatorlar bo‘ladi.

Isbot. Agar M C X to‘plam chegaralangan bo‘lsa, u holda B(M) ham
chegaralangan to‘plam bo‘ladi. A kompakt operator bo‘lgani nchun A(B(M))
to'plam - nisbiy kompakt to‘plamdir. Bu esa AB operatorning kompakt ekan-
ligini isbotlaydi.

Endi BA operatorning kompaksligini ko‘rsatamiz. Buning uchun chega-
ralangan {z,} C X ketma-ketlik ganday bo‘lmasin, {BAx,} C X ketma-
ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkiniigini ko‘rsatish
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yetarli. 4 kompakt operator bo'lgani uckmn {Az,} ketma-ketlikdan yagin-
lashuvchi {Azn,} qisiniy ketma-ketlik ajratish mumkin. 8 operator uzluksiz
bo'lgani uchun {BAz,,} ketina-ketlik han yaqinlashuvehi bo‘ladi. Demak,
BA kompakt operator ekan. A

36.2-natija. X cheksiz o'lchumili Banax fazos: bo'lsin. U holde A €
K(X) operatorning chegarolangan teskarisi mavjud emas.

Isbot. Teskaridan faraz qilaylik, yani A~! mavjud va chegaralangan bo‘l-
sin. U holda / = A7!A hirlik operator cheksiz o'lchamli X Banax fazosida
kompakt bo‘lar edi, bu esa 35.1-natijaga zid. Bu garama-qarshilik natijani
isbatlaydi. A

36.3-teorema. Kompukt operatorga go‘shina operator kompaktdir.

Isbot. Bizga X Banax fazosini o‘zini-o'ziga akslantiruvehi A4 kompakt
operator berilgan bo‘lsin. A4 ga go‘shma bo‘lgan A* operator X* dagi har
ganday chegaralangan to‘plarani nishiy kompakt to‘plamga akslantirishini ko'r-
satamiz. Normalangan fazodagi har qanday chegaralangan to‘plam gandaydir
sharda saglanadi, shuning uchun A* operator X* dagi birlik shar $* mi (35.3-
ta'rifga garang) nighiy kompakt to‘plamga o tkazishini ko‘rsatish yetarli.

* dagl uzluksiz funksionallarni X fazoda emas, fagat koinpakt —,4_.(37—
to'plamda aniglangan funksional sifatida qaraymiz. Bu yerda S to'plam X
dagi birlik ghar. Bu holda S* dagi funksionallarga mos keluvchi funksiyalar
to‘plarni P tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz bo'ladi. Hagiqatan
ham, agar {l|| <1 bo'lsa, u holda

sup_|p(«)] = sup le@)l < llell-supff Azl < |4,
z€A(5)

[ez) =) <lell - llz-yll<liz-9l.

Arsela teoremasiga ko'ra, ® to‘plam O [ S'), fazoda nisbiy kempakt to‘plam

bo‘ladi. Uzluksiz funksivalar fazost U [A(S)’ dagi ¢ to'plam X™ fazodagi
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A*(5*) to'plamga izometrik bo'ladi. Hagigatan ham, agar g5, g2 € 5* bho'lsa,
1 holda
140, — A"gal] = sup [(A%g1 — A%, )| = sup [(g1 — gn. Ax)] =
zes zcS§

= sup |[{g1 — g2, %)l = p(a1, 92).
2z A(S)

¢ nisbiy kompaki to‘plam bo‘lgasligi uchun u to'la chegaralangan bo'ladi. Oz

ok

navbatida, unga izometrik bo‘lgan A*(S*) to‘plam ham tofla chegaralangan
bo‘ladi. Demak, A*(S*) - nisbiy kompakt toplam. A

36.4-teorema. X Banaz fazoside A kompakt operator va iztiyoriy p > 0
son berilgan bo‘lsin. A operatorning abselyut giymati bo'yicha p den katia
bolgan zos giymatleriga mos keluvehi chizighi erkli xos wvektorlarining soni
cheklidir.

Isbot. Avvalo shunt ta’kidlaymizki, A operatorning nolmas A xog qiymati-
ga mos keluvchi xos vektorlaridan tashkil topgan Xy fnvariant gism fazo chek-
li o'lchamli bo‘ladi. Hagigatan ham, agar X = Ker(A — AJ) gism fazoning
o‘lchami ckeksiz bo‘lganda edi, u holda A operator X, gism fazoda va demak,
butun X da kompakt bo'lmas edi. Shu sababli, teoremaning ishotini yakun-
lash uchun, agar {\,} — kompakt A4 cperatorning nolmas, har xil xos giymat-
larining ixtiyoriy ketma-ketligi bo‘lsa, u holda A, — 0 ckanligini ko‘rsatish
yetarli. O'z navbatida A1 ketma-ketlik chegaralangan bo'ladigan har xil A,
xos giymatlarning cheksiz ketma-ketligi mavijud emasligini ko‘rsatish yetarli.

Faraz qilayiik, bunday ketma-ketlik mavjud bolsin va z, vektor A, xos
qiymatga mos keluvchi xos vektor bo'lsin. Ma'lomki. 2y, 129,..., %5, ... vek-
torlar chizighi erkli bo'ladi. X, bilan 2y, s, ..., 2, vektorlarning chizigli go-
big'ini beigilaymiz, ya'ni X, to‘plam

n
-

y= 0Tk
k=1

ko‘rinishdagi elementlardan tashkil topgan. Har bir y € X, uchun quyidagiga
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egamis

1 A 2": i: c)zk)\k f—'l{ (1 Ak r
;. = QOLTE — o — & —_— .
y N, Y s kTk < . k %; k S k

Bu yerdan ko‘rinadiki,

1
Yy — S‘—Ay S X"_l.
n

Endi {yn} ketma-ketlikni shunday tanlaymizki,

N | b

1) Yn € Xn; 2) “yn“ =1 3) p(yn, Xn—l) = z‘:l;}f ; “yn - :L‘” > ;

shartlar bajarilsin (bunday ketma-ketlikning mavjudligi 35.1-lemmada isbot-
langan). Agar {A;!} ketma-ketlik chegaralangan bo'lsa, u holda {)\,T Yyn }
ketma-ketlik X da chegaralangan borladi. Lekin shu bilan birga, {A(M\; )}
ketma-ketlik o'zida birorta ham yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketikni saqgla-

maydi. Hagigatan ham, ixtiyoriy n > m da

Yn Ym 1 YUm 1
Al -4 ~—) Ay — (g — A A(—— >1
(e) =2 (32) | = o (st 4 (32))] 23

Chunki
1 "Ym \
- —A Al— e X,
Un )\n Yn + ( o )i n—1
Hosil gilingan garama-qarshilik teoremani isbotlaydi. A

36.1-misol. ¢; Banax fazosida
X 1 1
Al = b, Ax =z, =22, .., ~Zp....
2 n .

operaiorni qarayroiz. Uning kompaktligini ko‘rsating.
Yechish. Agar biz A operatorga tekis yaginlashuvchi kompakt operator-
lar ketma-ketligi mavjud ekanligini ko‘rsatsak, u hoida 36.1-natijaga ko'ra, A

kompakt operstor bo'ladi. A,, operatorlarni quyidagicha tanlavimiz:

1
"éln . gl - gl: f'lniU = (Ih %.‘1‘2\ IR .;—lll'n, 0, 0, N ) .
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A, operatorlarning chizigliligi oson tekshiriladi. Ularning chegaralangan ekan-

ligini ko‘rsatamiz.

< Y lmls< =l

1<k<x:

Ap]| = Z ;:l'k

1<k<n

Bu yerdan [|A,|] < 1 tengsizlik kelib chigadi. 35.3-misolda ko‘rsatilganidek
dim ImA, = n tenglik o'rinli. Demak, A, chegaralangan va n— o‘lchamli
operator. 356.2-tecoremaga ko'ra, A, kompakt operator. Bundan tashqari A,
operatorlar ketma-ketligi A operatorga tekis vaqginlashadi. Hagigatan ham,

A= Anzil = 3

n+i<k<mc

| 1 1

-1 < — S < —Flf.
kui_n+l |Tk!_n+l”f“
nHi<k<oo

Bu yerdan

, 1
”44— j1n|| < m — 0, n— oG

ekanligini olamiz. 36.1-natijaga ko‘ra, A kompakt operator bo'ladi. A

Hilbert fazolarida kompakt operatorlar. Yuqorida biz Banax fazosida
aniglangan kompakt operatorlar hagida so‘z yuritdik va wlarning ba’zi xos-
salarini isbotladik. Hozir biz bu ma'lurnotiarni Hilbert fazosidagi kompakt
operatorlarga taallugli bo‘lgan ayrim faktlar bilan to‘ldiramiz.

Bizga {1 Hilbert fazosi, uning = nugtasi hamda {z,} C H ketma-ketligi
berilgan bo'lsin.

36.1-ta’rif. Agar wtiyoriy v € H uchun "]lII;J (%n, y) = (2, 9) boisa,
{zn} ketmo-ketlik = ga kuchsiz yoki kuchsiz ma’node yagqunlashuvchi deyilads

w 5 - .
v T, — x shoklda belgilonadi.

36.2-ta’rif. Agar 7}111‘10 Haxn — z|| = 0 bo'lsa, {z,} ketma-ketlik x go kuch-
& ma’noda yczqz’nl(zshuvc}aé deyiladi ve xp ~ ¢ shaklda belgilanadi.
Endi H Hilbert fazosida kuchsiz ma’nodagi nishiy kompakt to‘plam sa’rifini
berarniz.
36.3-ta’rif. Agar M C H to‘plamming istigoriy {v,} ketma-ketligidan
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kuchsiz ma'node yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo'lsa,
M ga kuchsiz ma’nodagi kompakt to‘plam deyiladi.

Quyidagi tasdiqui isbotsiz keltiramiz.

36.5-teorema. M C H to‘plam kuchsiz ma'noda kempakt bo Tishi uchun
uning chegarelangan bo tishi zarur vae yetorfidir.

Biz har ganday chegaralangan to‘plammi nisbly kompakt to‘plamga akslan-
tiravehi A operatorni kempakt operator deb atadik. 36.5-tcoremaga ko'rta H
dagi hamina chegaralangan to‘plamlar (va faqat ular) - kuchsiz kompakt. De-
mak, Hilbert fazosidagi kempakt operatorlarni har qanday kuchsiz kompakt
to'plamni nisbiy kompakt to‘plamga o‘tkazuvchi operator sifatida aniglash
mumbkin. Va nihoyat, ayrim hollarda Hilbert fazosidagi operatorlarning kom-
paktligini tekshirishla quyidagi ta’vif qulay.

36.4-ta'rif. Ager H Hilbert fozoside aniglangan A operator har gan-
day kuchsiz yaginlashuvchi ketma-ketlikni kuchli yoginlashuvchi ketma-ketlikka
okslantirsa, u holdu A kompekt operator deyiladi.

Haqiqatan ham, bu shart bajarilgan bo'lsin va M C H chegaralangan
to‘plam bo'lsin. M to‘plamning har ganday cheksiz gism to*plami o'zida kuch-
siz yaqiniashuvehi ketma-ketlikni saglaydi. Agar bu ketma-ketlik A operator
ta’sirida kuchli yaginlashuvchi ketma-ketlikka o‘tkazilsa, u holda A(M) — nis-
biy kompakt.

Aksincha, A —kompakt operator va {x,} ketma-ketiik 2 clementga kuch-
siz ma'noda vaqinlashsin. U holda {Az,} ketma-ketlik o‘zida kuchli yaqin-
lashuvehi gismiy ketma-ketlikni saglaydi. Shu bilan birga {Az,} ketma-ketlik,
A ning uzluksizligiga ko'ra, Ar ga kuchsiz vaqinlashadi. Bu yerdan kelib
chigadiki, {Ax,} ketma-ketlik bittadan ortig limitik nuqtaga ega emas. De-
mak, {Az,} vaqinlashuvchi ketmna-ketlik.

Endi hiz o‘z-0'siga qo'shma ho'lgan kompeakt operatorlarni batatsilrog o'r-
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ganamiz. Xususan, bunday operatorlar uchun chizigli algebra kursidan ma'lum

bo‘lgan matritsalarni diagonal ko‘rinishga keltirish haqgidagi teoremaga o‘xshash

Hilbert-Shmidt teoremasini ishotlaymiz. Avval quyidagi tkkita tasdigni ishot-
laymiz.

36.2-lemma. H kompleks Hilbert fozosidagi oz-0°ziga qo‘shma bo‘lgan
chegaralangan A operatorning barcha xos giymatlari hagiqiydir.

Isbot. Hagiqatan ham, Ax = Az tenglama z # € yechimga ega boflsin.

1) holda
Az, ) = (A, ) = (Az, z) = (z, Ax) = (z, A\z) = A(z, 2).

Bu yerdan A = \. A
36.3-lemma. O%o072ige qo'shma chegaralongan operatorning har zi zos
giymatioriga mos keluvchi xos vektorlori o'zaro ortogonaldir.
Isbot. Haqgigatan hain, agar Az = Ax, Ay = py, hamda A—u # 0

bo'lsa, u holda

Mz, y) = (Az, y) = (2, Ay) = (=, py) = plz, ).

Ba yerdan (A — u) (2, y) =0, ya'ni (2, y) = 0. Demak, zly. A
Endi quyidagi fundamental teoremani isbaotlaymiz.
36.6-teorema (Hilbert-Shmidt). H Hilbert fazosida kompakt, o‘z-o'ziga
qo‘shma, chizigh A operator berilgan bolib, {A,} - uning barcha nolmas zos
quymatlari ketmao-ketligi bo'lsin. U holde H fuzodo shu zos qiymatlorge mas
keluvchi zos vektorlardan iborat shundoy {dn} ortonoermal sistema mavjudki,

har bir £ € I element yagona usuida
=Y am+¢
k
ko ‘rinishda tesvirlanads, bu yerda & vektor AE = Q sharini ganoatlentirads.
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AL =D Mg
k

Agar nolmas ros quymatiar soni cheksiz bo‘lsa, u kolda

lim A, = 0.

Nn—00
Bu asosly teoremani isbotlash uchun bizga quyidagi yordamchi tasdiqiar
kerak bo'ladi.
36.4-lemma. A kompakt operator va {€.} ketma-kethik ¢ elementga

kuchsiz yoginiashsin. u holda

Q(n) = (Aln, &) — (AL, &) = Q(8).
Isbot. Ixtiyorty » natural son uchun
[(A&n, &) — (A&, )] = |(A&n, &n) — (AL, &n) + (AL, &) — (AL, 91 <
< [(An, &n) — (AL &)l + (AL, &) — (AL, 6)].
Ikkinchi tomondan,
(A&, &) — (AL, &n)l = (A — AL &) < 1&n |- | AlSn — O]

va

(A, &) — (4,9 =

(A6, & — Ol = (6, A (G — NI < €N A (& — I
Ma'lumki, || &, || sonlar ketma-ketligi chegaralangan va

Jim (JA (¢ — ¢ -9l =0,

bo‘lganligi uchun, n — oo da
|(Aéan, &a) — (AL, &) — 0. A
36.5-lemnma. A — 0%-0zigu go'shma chegaralangan operator ve (A€, €) =
Q&) bolsin. Agar |Q(&)| funksional birlik sharning & nugtaside racksi-
mumge erishsa. « holda (&,¢) =0 ekanligidon
(4507 C) = (&)’ [i‘:) =0
387
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~

tengliklar kelib chigadi.
Isbot. Ravshanki, ixtiyority € € I uchun Q (&) = (4¢,8) € R. Agar
|Q (€)] funksional birlik sharning & nuqgtasida maksimumga erishsa. u holda

li6ol] = 1. Haciqatan ham, agar {{&i < 1 bo'lsa, u holda

2 ()= (4 () 72) | = s sl > @1

1l 77 NIl Zoll
Bu munosabat |Q ()| nivg maksimal giymat ekanligica zid. Endi ¢ € H

1
{1501

vektor & ga ortogonal bo‘lgan ixtiyoriy element bo‘lsin. Bu element vordami-

da £ elementni quyidagicha qurawiz

g—_ Sotal
y1+laf - ¢l
Bu yerda a —ixtiyorly kompleks son. ||£|l = 1 ekanligidan |||} = 1 kelib
chiqadi.
1 [~ e . N
Q (&) = ——F——3 |Q (%) + 2Rea (A&, ¢) + |a|" Q (¢
© = e [9(6) +2Rea (46, ¢) 1P Q)|

bo‘lgani uchun, yetarlicha kichik ¢ larda
Q(8) = Q (&) + 2 Rea (A&, ¢) + O(c).

Oxirgi tenghikdan ko‘rinib turibdiki, agar (A&,¢) # 0 bo‘lsa, a ui shunday
tanlash mumkinki, |Q (&)} > |Q(&)] tengsizlik bajarilacdi. Bu esa |Q (&)]
maksimal giymat ekanligiga zid. A

36.6-lemma. Agar A— o'z-0‘ziga go'shma chegaralangan operator bo‘lib,
[(A£,8)] = |Q (&) funksional birlik sharning & nugtasida moksimumga erish-
sa. u holda biror A soni uchun A& = A& tenglik o'rinli.

Isbot. 36.5-letnmaga ko‘ra. & vektorga ortogonal bo‘lgan
Mg :={{ € H:(%,¢) =0}
gism fazo A operatorga nishatan invariant bo‘ladi. A—o'z-o'ziga go'shma
operator bo'lganligt uchun Mg qism fazoga ortogonal bo'lgan, bir o‘lchanili
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My={£ € H: £= &} qismfazo ham A ga nisbatan (33.1-lemmaga qarang)
invariaut bo‘ladi. Bir olchamli fazoda har qauday chizigli operator songa
ko‘paytirish operatoridir. Demak, A&y = A& tenglik o‘rinli. A
36.6-teoremaning ishoti. Biz ¢ elementlarni ularga mos keluvchi xos
givmatlarning absolyut giymatlari kamayib borishi tartibida induksiya bo'yi-
cha quramiz:
Pl 2 gl 20 2 ] 2
¢ eclementni qurish uchun [@Q (£)] = |(A€, §)| funksionalni garaymiz va uni

hirlik sharda maksimumga erishishini isbotlaymiz.
Sy = sup |(A§,¢)|
féll<1
va &1,&2,...— keima-ketlik nchun, ||&)| <1 va
lim [(A&n, &)l = St
N—0C

bo'lsin. Birlik shar H da kuchsiz kompakt bo'lganligi uchun {&,} dan biror
¢ elementga kuchsiz vaginlashuvchi gismiv ketma-ketlik ajratish mumkin. Ba

holda ||¢]] € 1 va 36.4-lemrmaga ko‘ra

Biz ( elementni ¢; deb qabul gilamiz. 36.5-lemma isbotiga ko'ra ||| =
i)l = 1. Bu holda 36.6-lemmaga ko‘ra Ady = Aoy, bu yerdan |[A] =
1121 g y

[(Ady, 91)] = Sy. Endi Ay, Ag, . .., Ay x08 giymatiarga mos keluvehi ¢y, @, . . .,

@p xo0s vektorlar qurilgan bo'lsin. |Q(£)] = |(AE&, €)| funksionalni
- . I .\
My = H oM ({ée}iy)
qism fazoda garaymiz. M gismfazo A operatorga nisbatan invariant {chunki
M ({gr}pz,) invariant va 4 o'z-0'ziga qo‘shma operator). |(A€, €)| funksional
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Pni1 € Mnl da maksiimumega erishsin. 36.6-lemmaga ko‘ra u A operatorning
xos vektori ho'ladi, va'ni Ady1 = A\pp1@nit-
Bu yerda quyidagi ikki hol bo'lishi mumkin.
i) Chekli qadamdan so‘ng, biz shunday M, gism fazoga ega bo'lamizki,
bu fazoning barcha £ elementlarida (A€, €) = 0 bo'ladi.
it) Ixtivoriy n € N uchun M} gism fazeda (A€, €) #
¢ Birinchi holda 36.6-lemmadan kelib chiqadiki, A operator M, qism fazoni
nolga o‘tkazadi, ya'ni M, gism fazo A = 0 xos qiymatga mos keluvehi xos
vektorlardan iborat. Bu holda qurilgan {¢,} vektorlar sistemasi chekli sundagi
elernentdan iborat.
likkinehi holda xos vekiorlaming {&,} ketma-ketligi hosii bo'lib, ularaing
har biri uchun A, # 0. Bu holda A, — 0 ekanligini ko‘rsatamiz. {¢dn} ketma-
ketlik (har qanday ortonormal sistema kabi} nolga kuchsiz vaginlashadi, chunki
ixtiyorly f € H uchun uning Furye koeffitsiyentiari ¢, = (f, ¢) uchun
o0
Dolal <SP
n=1
munosabat o‘rinli. Qator yaqginlashishining zaruriy shartidan nlgxi (fidn)=0
ekanligi kelib chigadi. A operatorning kompakﬂigidan A, = Ay, ketma-

ketlik nolga kachli ma'noda yaginlashadi, ya'ni

nlin}o = wliq_ln |2a] = 0.

Quyidagicha belgilash kiritamiz
€1 -~ oo _ g4
M*=HoeM{hle,) =M.
n=|
Faraz qilaylik, M~ bo‘sh bolmasin. Agar € € M- va & # 0 bo'lsa, u holda

ixtivoriy n € N uchun

(A€, )] < JAal - JIE 11
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Bu yerdan limitga o‘tsak.

(Ag,€) =0.
36.6-lemmani M* gism fazo aclun qo'llab. A€ = 0 ga ega bo'lamiz, ya'ui
KerA = M*. {¢y} sistemaning qurilishidan ko'rinib turibdiki, ixtiveriy € €
H=Ma M’ vektor

('; = § (/k([,;.. +£ é.l = M'L = K&TA
k

ko‘rinishda tasvirlanadi. Bu yerdan
Aé = E AkCEDK. A
k

Endi H da kompakt operatorlarga misollar keltiramiz.

36.2. /5 Hilbert fazosida {an} ga ko'paytirish operatorini, ya’ni
Atly — by, Az = (a1, oo, . . ., Gap, - . )
operatorni garaymiz. A € K(f) bolishi nchun

lim a, = 0 (36.4)

Nn—00
shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Isbot. Yeterlligi. (36.4) shart bajarilsin. Agar biz A operatorga tekis
vaginlashuvchi korapake operatordar ketma-ketligi mavijud ekanligiui ko‘rsata
olsak, 1 holda 36.1-natijaga ko'ra, A kompakt operator bo‘ladi. 4, operator-
larni quyidagicha quramiz:

A A

An: b — s, Apz = (a121, 0222, ..., ana, 0,0, .. ).

35 3-misolga ko'ra, har bir n € N da A, operatorlar kompakt. Bundan
tashqari A, operatorlar ketma-ketligi A operatorga tekis yaginlashadi. Hagi-
qatan ham, 29.9-misolga ko'ra
A — Apll = sup |agl.
n<k<co
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Bundan va (36.4) shartdan

lim ||A— Ayjl=lim sup |ax]=0.
NG ) 700 n<k<oa

Demak, 36.1-natijaga ko‘ra, A kompakt operator bo'ladi.

Zaruriyligi. Faraz gilaylik, A kompakt operator bo'lsin. U holda nolga
kuchsiz yaqinlaskuvchi ixtiyorly {2,} C f3 ketma-ketlik uchun Az, ketina-
ketlik nolga kuchli yaqginlashuvehi bo‘ladi. Nolga kuchsiz yaginlashuvehi ketma-
ketlik sifatida £ fazodagi crtonormal bazis {e,},_, ni ((23.8) ga garang)
olamiz. 34.3-misolga ko'ra, Ae, = a,e, tenglik orinki. {Ae,} ketma-ketlik-

ning nolga yaginlashishidan

lim [|4enll = lim llepe,l] = lim |a,| {len]l = Lim [an] =0
7200 ' n--oc 0--+00 n-->00
ni olamiz. Demak, (36.4) shart bajariladi. A

36.3. 35.4-misolda qaralgan integral operatorni, ya'ni
(Af)(x) = / cos(z —y) f(y)dy, [ € Le[—n,n]
J—W
operatorni garaymiz. A operator Hilbert-Shmidt teoremasi shartlarini ganoat-
lantiradimi?

Yechish. A operatorning kompaktligi 35.4-misclda ko‘rsatilgan edi. 33.4-
misolda {s[a, 8] fazoda K (2, y) yadroli integral operatorning qo‘shmasi topi-
lih, integral operatorning o'z-oziga qo'shma bo'lishining zarur va yetarli sharti
(33.14) ko‘rinishda bo‘lishi keltirilgan edi. Qaralayotgan A operator uchun
(33.14) shartning bajarilishini tekshiramiz.

Bizning holimizda K (z. y) = cos(zx — y) bo‘lgani uchun

K(z, y) = cos(z — y) = cos(y — z) = cos(y — z) = K(y, )

tenglik o'minii. Demak, A = A*. Shunday gilib, A operator Hilbert-Shmidt
teoremasi shartlarini qanoatlantiradi. A
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36.4. 36.3-misolda garalgan A operatorning xos giymat va xos funksiya-

larini toping.

s

Yechish. Xos qiymatgs nishatan tenglama Af = Mf, ya'ni
A
| oste =) 1) du = 1 (a)
—%
tenglarnant qaraymiz. Bu tenglarani quyidagicha ham yozish mumkin.

Af(z) =cosz j/ cosy f(y) dy + sinzr/ siny f(y) dy =

—r -
= @cosx + Fsinz. (36.5)
Bu verda _
o= / cosy f(y)dy, 3= / siny f(y)dy. (36.6)
o= Bt

Hcki holni alohida qaraymiz: i) A=0, §) A # 0.
i) Bu holda acosz + fSsinz = 0 ga ega bo'lamiz. u(x) = cosz va

vi(z) = sinz elementlar chizigh boglanmagan, shuning uchun o = 3 = 0.

Demak, (36.6) ga ko‘ra,

I[ﬁ cosy f(y) dy =0, ,/K siny f(y) dy =0 (36.7)

n J—x

bo'ladi. {36.7) shartni qancatlantiruvehi elementlar to‘plami A operatorning
yadrosini tashkil giladi. Boshqacha aytganda, {36.7) shartni qancatlansiruvehi
elementlar to‘plami ui(z) = cosz va v1(z) — sina elementlarga ortogonal
gism fazo. Bu qism fazoda
L (u () = —=cosnz | {v (z) = L sin -n'c\{ h
\/2’/~ [ VT /{-n;z, 111 NG )yjnzz

sistema ortonormal hazis bo'ladi. Demak, dimKerd = co. Shunday ekan
A =0 soni A operator uchun cheksiz karrali xos qiymat bo‘ladi.

Endi A £ 0 bo'lsin, ya'ni i1} holni qaraymiz. (36.5) dan foydalansak, Af =

Af tenglamaning yechimi f uchun quyidagi ko‘rinishni olamiz:

flx)= % cosx + -g sin.x. (36.8)
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Bu yerda a va 8 koeflitsiyentlar noma'lumliar, chunki nlar islapayotgan f
funksiyaning integrali orqali ifodalangan. Agar hiz f ning (36.8) ifodasini
{36.6) ga qo‘ysak, @ va 3 noma'lumlarga nisbatan quyidagi tenglamalar sis-
temasiga ega bo'lamiz:

2

X a I a8 . p Tex
— b -— ? b —— IZ m——
o ;]xcosy !_A cosy | Ssiny| dy =~
,6=-fxsiny iLX osy—l—:\-smy dy_—ﬂ/\'\ .

Bu tenglama fagatgina A = 7 da nolmas yechimga ega. Bu holda o va 2 lar

sifatida ixtiyorly souni ofish rounkin. (36.8) ga ko‘ra
f(z)=Cicosz+ Cysing (36.9)

element A = xos gqivmatga mos keluvchi xos funksiya bo'ladi. Demak, A —
7l operatorning yadrosi ikki o‘ichamli gism fazo ekan. Bundan ) = 7 xos
giymatning karraligi 2 ga teng ekanligi kelib chigadi. A
Agar biz 36.3-misolda qaralgan A operatorga Hilbert-Shmidt teoremasini
qo'llasak, Ay = Ay =n va A, =0, n > 3 ekanligini hosil gilamiz.
Kompakt operatorlarning rauhim sinfi sifatida Lgfe, b] fazodagi insegral
operatoriarni garash mumkin

36.5. Har bir = € Lofa, b] elementga

b
(Az)(s) = J/ K(s,t) 2(t) dt

formula bo‘yicha ta'sir qituvchi A operatorni kompaktlikka tekshiring. Bu yer-
da K(:, -) integral operaterning yadrosi, u [a, b] X [e, b] da uzluksiz funksiya.

Ko‘rsatma. A operator uchun 37-§ dagi 37.2-tcorema shartlari bajarili-
shini ko‘rsating.

Mustagil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. Ly[0. 1] — fazoda chekii o‘lchaml speratorga misol keltiring.

- 304 .
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2.

A H — H o‘zozigs qo‘shma, cheguralangan operator. m va M
sonlar (Axz, x) funksionalning birlik sherdagi aniq quyi ve eniq yugori

chegaralari bo'lsin. 0(A) C [rn, M] munoscbatni isbotlang.

O‘%-oziga qo‘shma, chegaralangan A operator uchun m, M € o(A)

munosabgini isbotleng.

Shunday o‘z-oziga qo‘shma, chegaralangan A operatorga misol keltir-

ingki. o(A)N(m, M) =10 bolsin.
(O‘z-ozige go‘shma. chegaralangan A : H — H operator uchun

sup [(Ax, z)| =51=1] Al
fzi=1

tenglikni isboilong.

u — [0, 1] kesmade uzluksiz funksiya. 1[0, 1] fazoda (Af)(z) =
u(z) f(x) tengldk bilen amiglangan A operatorga go‘shma operatorni
toping. Natijani u(x) = cosz + ¢sinw bo‘lgan holda tekshirib ko‘ring.

Lo[—m,w] Hilbert fazoda aniglangan

X
(AN = [ (14 coszeasy) ) d
—7
operatorning o z-ozige qo‘shma va kompaki ekonliging ko‘rsating. |(Ax, z)| =
Q)] funksionalning birlik shardagi uniq yuqori chegarasini toping. A

opergtorning noldan fargli zos giymatlari sonini toping.
Lo[—7, 7] Hilbert fazoda berilgan

(Af)(x) = .11; Z 21—" /rr cosnz cosny f(y) dy
n=1 -

operatorning 0'z-ozige qo‘shina ekanliging ko‘rsating. Kompakilikka tek-
shiring. Noldan farghi zos giymatlarini toping. Ularga mes xos funksiyae-
larning {Pn} sistemasini quring. Bu opergtorga Hilbert-Shmidt teore-
masini gollang va M+t gism fazoning tavsifini bering.
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37-§. Chizigli integral tenglamalar

Futksional fazoda (masalan, Cle, ¥, Lola, ], Cofa, 3] ) tenglama beril-
gan bo‘lib, noma’lun element funksiyvadan iborat bo'lsa, bunday tenglama
funksional tenglama deyiladi. Agar funksional tenglamada noma’lum funksiya

integral ostida bo‘lsa, u holda tenglama integral fenglauma deyiladi. Masalan,

d(s) = f,K(.S, i) g(e(t), t) di

tenglama ¢ ga nishatan imtegral tenglamadir, bu yerda K'(s, ), a(s, t) —
berilgan funksiyalar.

Integral tenglamadagi ifoda noma’lum funksiyaga nisbatan chiziglt bo'lgan
holda tenglama chizigli integral tenglama deyiladi. Quyidagi tenglamalar chi-

zigli integral tenglamalarga misol bo‘ladi:

b
/ K(s,t) o(t)di + f(s) =0, (37.1)

o(s) = /{:‘ K(s, t) &) dt + f(s). (37.2)

Bu yerda ¢ noma’lum funksiya. K (s, t)va f(s) malum funksiyalar. {37.1)

va (37.2) tenglamalar mos ravishda birinchi va ikkinchi tur Fredholm tengla-
malari deyiladi.

Kususan, K(s, t) funksiya t > s giymatlar uchun K (s, ) = 0 sharbu

ganoatlantirsa, u holda {37.1) va {37.2) tenglamalar mos ravishda

[ K(s, 6) 0) dt + £(s) =0, (37.3)

Ja

. :

é(s) = / K(s, 1) 8(0) dt + £(5) (37.4)

a
ko‘rinishlarga ega bo‘ladi. Bunday tenglamalar berinchs va dkkinchi tur Volter-
ra, tenglamalor: deyiladi. Volterra tenglamalari Fredholm tenglamalarining
xususiy holi bo'lsada, ular alohida o‘rganiladi, chunki Volterra tenglamalari
o'ziga x0s bo‘lgan xossalarga ega.
396

www.ziyouz.com kutubxonasi



Agar (37.1)-(37.4) tenglamalarda f funksiya nolga teng bo‘lsa, bu tengla-
malar bir jinsli deyiladi.

37.1-misol. Quyidagi

f(s) = ./Oszsi_(%;dt, 0<a<l, f(0)=0)

tenglama ¢ noma'lumga nisbatan Abel tenglainasi deyiladi. Bu tenglama Vol-
terra tenglamalarining xususiy holi bo‘lib, 1823 yilda N. Abel tomonidan qa-

ralgan, umng yechimi

Ki) = sin am /”t f’(s)di
mJy (t—s)te
ko‘rivishga ega.

Biz bu yerda faqat ikkinchi tur Fredholm tenglamasini qaraymiz. Lyfa. b]
kowpleks Hilbert fazosida ikkinchi tur Fredholm tenglamasini, ya'ni (37.2)
tenglainani olamiz. Bu tenglamada f ma’hum, ¢ noma’lum funksiyalar bo'lib,
ular Lyfa, b] fazoning clementlari deb faraz qilinadi.

(37.2) tenglamaning yadrosi deb nomlanuvehi K (s, t) funksiyadan quyida-

gilarui talab qilamiz, v — o‘lchovli va
borb
J{ /{ 1K (s, ) dsdt < oo (37.5)

shartni ganoatlantirsin, ya'ni K (s, t) kvadrati bilan integrallanuvchi funksiya.

Lela, 0] fazoda auiglangan
(T¢)(s) = Jﬁ K{(s, t) o(t) dt (37.6)

operatorni qaraymiz. Bu operator K yadroli Fredholm operatori deyiladi.
(37.2) tenglamani o‘rganish shu operatorning xossalarini tekshirishea kelti-
ciladi.

Navbatdagi teoremalarni ishotlashda biz integrallash tartibini almashtirish
haqidagi Fubini teoremasining natijasidan foydalanamiz. Fubini teoremasi nati-
jasining qayidagi bayoni biz uchun qulaydir.
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37.1-teorema (Fubini). Agar |K (2, y)|? funksiya [a, b x [a, 8] kvadratda

integrallanuvechi bo'lsa, u holda deyarii barcha x € {a, b] (y € [a, 8]) lurda

[} b
/ [K (2, u) P dy ( / |K(z, v) | dx

integral movjud va quyidagilar o‘rink

b b b b b b
//]K(m, y) |2 drdy= /dx/lK(a’:, Y) [ dy = /dy/]h’(:y, y) |2 dx.
a @ o a a a

37.2-teorema. Agar K(z, y) yadro (37.5) shartni gancetlantirse, u holda
Lofa, b] fazoda (37.6) tenglik bilan aviglanuvchi 1' operaior kempekt va uning

normasi vchun quyidagi tengsizbik o ‘rinli

1 < V/ | [ | / bu((s, B dsdt. (37.7)

Isbot. Avvalo shuni ta’kidlaymizki, Fubini teoremasi va (37.5) shartga

ko‘ra, deyarli barcha s lar uchuu

b
;/ K (s, 1) dt

2

integral maviud. Boshgacha aytganda, K(s,t) funksiya ¢ ning funksiyasi
sifatida deyarli barcha s larda Ls[a, b] fazoge arashli. Kvadrati bilau in-
tegrallanuvehi funksiyalarning ko‘paytmasi integrallanuvchi bo'lgani uchun,
(37.6) ning o‘ng tomonidagi integral deyarli barcha s lar uchun mavjud, yani
¥(s) = (T¢)(s) funksiya deyarli hamma yerda aniglangan. ¥ € Lsfa, b]
ekanligini ko'rsatamiz. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko'ra, deyarli barcha
s lar uchun )

L (5.0 )

<

~

1
[W(s)f = |
{
b /Y
s/len a [C160P de= fol? /u«sm
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tengsiziikni olamiz. Qxirgi ifodani a dan b gacha s bo'yicha integrallab va
K (s, t)|2 dan takroriy integralni ikki karrali integralga almashtirib, quyidagi

tengsizlikka ega bo'lamiz

b b b
TP = / ke()Pds < |41 / / 1K (s, )I? dtds

Bu yerdan |z/)(a)|2 ning integrallanuvchanligi va (37.7) tengsizlik kelib chigadi.
Endi T operatorning kompaktligini ko‘rsatish qoldi. {¢,} sistema Lya, b]
fazoda to‘la ertonormal sistema bo'lsin. U holda {¢,(8) ¥n(t)} ko'paytmalar
sistemasi La([e, 4] X [a, b]) fazoda to'la ortonormal sistemani tashkil qiladi

va demal,
O o

f((é-, t) = }: Zamnlf"m(s) U“'n([‘)
m=1 n=1

yoyilma o‘rini. Endi

NN
y t) = Z >_4 l777171’%”777,(5) "rbn(t)

m=1 n=1
vadroga mos Fredholm operatorini 1y bilan belgilaymiz. Bu operator kom-
pakt, chunki u chegaralangan va Lgfa, b} fazoni chekli N— oflchamli gism

fazoga aksiantiradi. Haqgiqatan ham, ixtiyoriy ¢ € La[e, b] uchun

(Ind)(s) = ’[b Ky(s, t) &(t)dt =

N
-S S tntm(s) / f)z/',,(t)df_LQ/’m(e) Zamn -
m= ln-—l

bu yerda b, = J‘“ F(t) wn(t) dt. Demak, Ty operator Lp[a, b] fazoni ¢y, 43, .. .,
iy funksivalarning chizigli qobig' bo‘igan N— oflchamli qism fazoga aks-
lantiradi. K (s, t) funksiya K(s, t) funksiyaning {¢m(s) ¥a(t)} sistema
bo‘yicha Furye qatorining qismiy yig'indisidan iborat. Shuning uchun, N -
oo da

b
/J'/ [K (s, t) — Kn(s. ) dsdt — 0.
a Ja
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Endi {37.7) tengsizlikni 1" — Iy operatorga qo‘llasak,

o b
=1l < v// / |5 (s,t) — Ky(s,t)|2dsdt — 0, N — oo.

Shunday qilib, {In} kompaki cperatorlar ketma-ketiigi norma bo‘vicha 1'
operatorga yaginlashadi. Kompakt operatoriarning asosiy xossalari mavzusida-
gi 36. l-nasijaga asosan f ham kompakt operator bo‘ladi. A

Eslatmalar.

1. 37.2-teoremaning isboti davomida biz shu narsani o‘rnatdikki, har gan-
day Fredholm operatori chekli o'lchainli operatorlarning norma ho'yicha limi-
tidir.

2. 1y, 1y —(37.6) ko‘rinishdagi ikkita operator va K;, K —ularga mos
keluvchi yadrolar bo'lsin. Agar barcha ¢ € Lfa, b] lar uchun 116 = U3¢
bo‘lsa. u holda deyarli hamma yerda K(s,t) = Ky(s, t). Haqiqatan ham,

agar barcha ¢ € Lpfe, b] lar uchun
b
(11— T36)(s) = / (Ky(s.2) — Kas, 1)) @{t)di = 0
bo'lsa, deyarli barcha s € [a, b] larda
b
[ 15,0 = iate, Pt =
va demak,
b b
1K) — Kol|* = / / [K1(s,t) — Ka(s,t)|*dsdt = 0.

Bu yerdan bizning tasdig'imiz Ky(s,t) = Ka(s,t) kelib chigadi. Ma’lumki,

Ly ([a, bJ?) fazoda ekvivalent funksiyalar bitta element sifatida qaraladi, shu-

ning uchun aysish mumkinki, integral operatorlar bilan yadrolar o‘rtasidagi
mostik o‘zaro bir givmatlidir.
37.3-tecrema. 1" — K{s, t) yadro bilan aniglanuvchi Fredholm opera-
tori bo'lsin. U holdu unge qo’shma bo‘lgan 1™ operator K(t,s) yadro bilon
amglanadi.
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Isbot. Fubini teoremasidan foydalantb, quyidae;iga ega bo‘lamiz:

rb ¢

(Tf.9) —/ {j K{(s, t)f(i)dt}g(s)ds—/ / K(s,t) f(t)dtg(s)ds =

/ I/ K(s,t)g( ﬂ)ds}j(t dt = /bf(s){./:mg(f)dt}‘“:(f:T'g)-

Bu yerdan

b
(T*g9)(s) = / K(t, s)g(r)dt
v a
tenglik. ya'ni teoremaning tasdigi kelib chigadi. A
Xususan, (37.6) ko'rinishdagi 1’ operator Ls[a, b] fazoda o'z-0‘ziga qo‘shina.

ya'ni 1™ =" bo'lishi uchun ({33.14} ga garang)

K(s.1)= h(t,¢) (37.8)

shartning bajarilishi yetarli va zarurdir. Hagiqly Hilbert fazosi (va demak
hagiqiy K yadro) qaraladigan holda 0'z-0'ziga qo‘shinalik sharti bo‘lib, K(s. t)
= K(t, s) tenglik xizmat giladi. {37.8) shartui ganoatlantiravchi yadrolar sim-
metrik yadrolar deyiladi.

Hilbert-Shidt usuli. Endi (37.8) shartni qanoatlantiruvchi yadroli integ-

ral tenglamani ofrganamiz. Yuqorida aytilganidek, bu holda

b
(Te)s) = | K(s.0pmoy

o‘z-0‘ziga qo‘shma kompakt operator. Demak, bu operatorga Hilbert-Shmidt

teoremasini go‘llash mumkin. (37.2) tenglamani qisqacha
¢e=19+f (37.9)

ko‘rinishda yozamiz. Hilbert-Shmidt teoremasiga asosan. 7' operator uchun
{ n} ko8 giymatlarga mos keluvehi xos fucksiyalarniug shunday {¢,} ortonor-
mal sisternasi mavjudki, ixtiyoriy € € Lafa, b] element yagona usul bilan
=N "ty +¢, €eKerT
y4a L H - b
n=1
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ko‘rinishda ifodalanadi. Shunday gilib,
F= bt f, [€ Ker't, (37.10)
n=1

deymiz va (37.9) tenglamaning yechimini

b= }: Tptly + &, ¢ € KerT, (37.11)
i |

ko‘rinishda izlaymiz. (37.10), (37.11) yoyilmalarni (37.9) za qo‘yib,
an% + ‘f’l = Zl’n/\nd'n + Z: batn + f,
Nl n=1 n=1
tenglamaga kelamiz, ya'ni
S (= A)Tathn + & =S buthy+ f.
n=1 n=1

Bunday yoyilma yagona bolgantigi sababli
& =f, zo(1=A) =Dy, n=1,23,....

Agar ), # 1 bo'lsa, u holda z, = b,(1 — A\,)~1 va A, =1 bo'lsa, b, = 0.

Ko'rinib turibdiki, A, =1 holda b, = 0 shart (37.9) tenglamaning yechim-
ga ega bo'lishi nchun yetarli va zarurdir. Bunday A, = 1 uchun z, — ixtiyoriy.
Shu bilan quyidagi teorema isbotlandi.

37.4-teorema. Agar 1 soni T operator uchun zos giymut bo‘lmasa, u
holda (37.9) tenglama iztiyoriy f uchun yagona yechimga ega. Agar 1 soni
' operator uchun zos giymat bo‘lsa, u holda (37.9) tenglama yechimga ega
bo‘lishi uchun f funksiya 1 sonige mos keluvch: barcha zos funksiyalerga
ortogonal bo lishi yetorli va zarurdir. Bu holde (37.9) tenglama yechimlarining
soni cheksizdir.

37.2. Ly[—m, n] Hilbert fazosida

b3

u(z) = 2—/;_- _r(l + cosrecosyyu(y)dy + f(x) := (L)) + f(xr) (37.12)
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integral tenglama berilgan. Parametr A € R ning qanday giymatlarida 15
uchun bir soni xos gilymat bo‘ladi?
Yechish. Qaralayotgan integral tenglamaning yadrosi
A
K(x,y)= 2—(1 - cos x cosy)
7
haqigiy qiymatli va simmetriklik shartini ganoatlantiradi, ya’ni
K(z,y)=K(y,z) <<= 15=1\
Endi xos giymat uchun tenglama 7hu = u ni qaraymiz, va'ni:
> [ uwiy+ 5 cose [ cosyutu)ay = u(e) (37.13)
— u(y)dy + — coszx CosY U = u(z). .
27r_7ryy27r J_"’yyy
Agar biz (37.13) da

a= /H u(y)dy va B= | cosyu(y)dy (37.14)

belgilashlarni kiritsak, u holda u(x) uchun quyidagi ifodani clamiz:

A A
€)= —a+-—p3cosz. 1
u(x) 2Tra+27r;300s (37.15)
{37.15) ni (37.14) ga qu'yib,
J/ dy = 2w, /_/ cosydy =0, /_/ cos’ydy =7 (37.16)

tengliklardan foydalansak, o va @ larga nisbatan quyidagi tenglamalar sis-

temasint olamiz:

T A A
a= | (— a—|—2—7rﬂ cosy) dy = a.

S \ 27
. A A A

= s — —f3 cosy } dy==p.

3 _j. cosy (27? o+ 2”/) cosy> Y 2,6
Bu tenglamalar sistemasi nolmas yechimga ega bolishi uchun uning determi-

nanti A(A) ning nol bo‘lishi zarur va yetarlidir, ya'ni
A

AN =0-A)(1- -2~):0. (37.17)
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{37.17) dan A =1 yoki A = 2 larni olamiz. Demak, A parametraing Ay = 1
va Ay = 2 qiymatlarida 1) uchun 1 seni xos qiymat boladi. Endi Tyu =
u va Tou = v tenglamalarni yechamiz. Yuqorida hayon qiiingalﬂardan bu
tenglamalarning yechimlari mos ravishda ui(z) = C va Up(z) = C - cosx
(C = const) ekantiklari kelib chiqadi.

37.3. 37.2-misolda qaralgan (37.12) integral tenglamags A ¢ {1; 2} bo‘lgan
holda 37.4-teoremani qo'llang va (37.12) integral tenglamani yeching.

Yechish. Agar A ¢ {1; 2} bo'lsa, u holda 73 operator uchun bir xos
giymat emas, 37.4-teoremaga ko'ra, {37.12) integral tenglama istalgan f &
La[—m, 7] da yagona yechimga ega. {37.14) belgilashdan foydalansak, (37.12)

tenglarnani quyidagicha yozishimiz mumkin:
A A
u(x) = f(x) + -2~;a + 57—[(} COSZ. (37.18)

(37.18) ni (37.14) ga go'yib, (37.16) tengliklardan foydalansak, o va 3 larga

nishatan quyidagi tenglamalar sisternasin olamiz:
(

[ o= T F)dy + e,

-7
T A
A= [ cosyfy)dy+30.
\ -
Bu sistemna A ¢ {1; 2} da yagona yechimga ega va
l r
o= —- f f()dy,

8= 5 )‘fCOSJI(l/)dZ/

@ va (3 larning bu giymatlarini {37.18) ga qo'yib, (37.12) tenglamaning yechi-

mini olamiz:
n

u(z) = f(z) 4 "“"“‘—/f(ll)dll+—-2—~l-)~‘coaar/cos v f(y)dy. (37.19)

-7

37.4. 37 2-misolda qaralgan tenglamani A = 1 bo'lgan holda, ya'ni
1 T
u(z) = > / (1 + cosx cosy)u(y)dy + f(x) (37.20}
N J—-r
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tenglarnani yeching.

Yechish. Agar A =1 bo'lsa, u holda 7'\ operator uchun bir xos qiyinat
ho'ladi. 37 4-teoremaga ko‘ra. (37.20) tenglama yechimga ega bo'lishi uchun
f funksiya 7w = v tenglamaning barcha yechimlariga, ya'ni u(z) = const
ga (37.2-misolga qarang) ortogonal bo'liski zarur va yetarli. Demak, (37.20)

tenglama yechimga. ega bo'lishi uchun
o B tel )

<

_x Fy)dy=0 (87.21)

shartning bajaxilishi zarur va vetarli. Agar biz (37.14) belgilashdan foydalansak

?

(37.20) tenglamani quyidagicha yozishimiz mumkin:

w(z) = f(x) l 2 ~ BCOSJ (37.22)

7.22) ni (37.14) ga qo'yib, (37.16) va (37.21) tengliklardan foydalansak, o«

A

va (3 larga nisbatan quyidagi tenglamalar sistemasini olamiz:

a=q,
3=2["_cos y [(y)dy.

Bu yerdan ko‘rinib turibdiki, o sifatida ixtiyoriy sonni olish mumkin. Bu
qiymatlarni {37.22) ga qo‘yib, (37.20) tenglamnaning winumiy yechimini hosil

qilamiz:

u(z) = f(z) + % /x cosx cosy f(y)dy + C.

=7
Bu yerda C— ixtiyoriy o‘zgarinas son.

Mustagil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. Lo[—w, u] Hilbert fozosida

l T

(du)a) = 1 | costz ~ syutu)ay
-

integral operator normasing 37 2-teoremadan foydalanib baholang.
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2. 37.3-teoremadan foydulanib, Lo[—=, 7] fazodu
(Au)(z) = /* (cosz siny + ¢ sin z cos ¥ ju(y)dy
S
integral operaiorge qo‘shina operatorni toping.
3. Lo[—m, w1 Hilbert fazoside quyidagi integrol tenglomani yeching:

re
u(x) =sinr+ // cos z sinyu(y)dy.
J—7

4. Pargmeir A € R ning qundoy giymatlarida
X
y{z) = f(z)+ A [ (24 cosz cosy)u(y)dy
-X

integral tenglama ixtiyoriy f € Lo[—w, ] de yagona yechimge ega

bo‘ladi?
5. Lo[—m, 7| Hilbert fazosidu
l x
u(z) = f(z)+ ;r-/ cos x cos yu(y)dy
-

integral tenglama berilgan. Tenglama yechimga ega bo‘ladigan f lar to‘p-
lamani tavsiflang. Bu to’plam gism fozo tushkil giladiti? Agar w qusm fazo

tashkil qilsa, uning o‘ichamini foping.
38-§. Fredholm teoremalari

Bu yerda ham yugorida korilgan
6=To+f (38.1)

tenglamani o'rganishni davorn ettivamiz. Navbatdagi mmilohazalarda 1" ope-
ratorning integral ko'vinishi emas, balki fagat uning kompaktligi muhim rol
o‘yraydi. Shuning uchun A Hilbert fazosida birorta 4" kompakt operatorni
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olib, (38.1) ko'rinishdagi tenglamani o'rganamiz. Buning uchun A = [ —

operatorni kiritgan holda (38.1) tenglamani

Ap=f (38.2)
ko‘rinishda yozamiz. (38.2) tenglama bilan bir gatorda bir jinsli bolgan

Adp =0 (38.3)
tenglamani va bularga qo‘shma bo'lgan

A =g (38.2%)

Atp, =0 (38.3%)

tenglamalarni garaymiz. Bu yerda A* operator A operatorga qo‘shma, ya'ni
A= =1y =1-1"
Quyida isbotlanadigan teoremalar Fredholm teoremslari debh nomlanib. shu
to'rt tenglamaniug yechimlari orasidagi bog‘lanishlarni ifedalaydi.
38.1-teorema. (38.2) tenglama yechimgo ega bo'lishi uchun [ vektor
(58.3* ) tenglamaning har bir yechimiga artogonal bo lishi zerur va yetarli.
Isbot. KerA va ImA lar A operatorning mos ravishda yadrosi va giy-

matlari sohasi, ya'ui
KerA={re H:Ax =0},
ImA={y=Ax:zxe H} — A(h’)

ekanligini eslatamiz. Malumki, A wsluksiz bo‘lgani uchun KerA to'plam H
ning yopiy qism fazost bo'ladi. ImA ham H uing yopiq gism fazosi ekanligini
isbotlaymiz. {y,} C ImA ketma-ketlik biror y € H elementga yaqginlashuv-

chi bo'lsin deb faraz qilaylik. Demak,
Yn=Arp=2n —T0y —vy (38.4)
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shartni qanoatlantiruvchi {x,} ketma-ketlik mavjud. z, vektorlarni KerA
fazoga ortogonal deb hisoblash mumkin. aks holda x, ning o‘miga z, =
Ty — priy vektoriarni olish mumking bu yerda prz,, element x, vektorning
KerA oism fazoga proyeksiyasi. Bundan tashqari, {z,} ketma-ketiik chega-
ralangandir. Aks holda ||z,l] — oo deb hisoblash mumkin, demak, (38.4) ga
asosan

(T N |
Tl I(llrnll> T (385)

munosabat orinlki.

Tkkinchi tomondan {z, [z, ™"} ketma-ketlik birlik sharga tegishli bo‘lgani
va 1" kompakt operator ekaniigi tufayli bivor {z,,} qismiy ketma-ketlik uchun
T (1‘,,. Hxnkﬂ'l) ketma-ketlik biror 2 elementga yaginlashuvchi bo'ladi. Bun-
dan {38.5) ga asosan {H:z:n,c![_1 -:L‘m} ketma-ketlik ham shu z elementga

=1),

yaginlashuvchi bo'ladi. Ravshanki, ||z|| = 1, (chmnki “Ha".nﬁ" Ty
Az=z-1z=

= Jim [l e, = Jim ¢ (gl w0,) = Jim A (leni™ 1) =0,

va'ni z € KerA. Ammo har bir z,, element Ker4 ga ortogenal edi, demak,
zl KerA. Buikki munosabatdan z = 6 kelib chiqadi. Bu || z|| = 1 tenglikka
zid. Bu ziddiyat {z,} ketma-ketlikning chegaralangan ekanligini ko‘rsatadi.
1" operator kompakt bo‘lgani uchun {7'v,} ketma-ketlikdan yaginlashuvchi
bo‘lgan {T'x,,} qismiy ketma-ketlik ajratish mmumkin. (38.4) ga asosan {xp,}
ketmna-ketlik ham yaginlashuvchi boladi. Bu lmitni z bilan belgilasak, u
holda

y = lim Az, = lim Az, = A(lim z,) — Az.
n--oo R [ St ¥

Bu yerdan y € ImA ckanligi kelib chiqadi. Demak, IrnA yopiqdir. 36.3-
teoremaga asosan, 1™ operator ham 7' bilan bir qatorda kompakt bo'lgani

sababli, ImA* ham H ning yopiq gism fazosi bo‘ladi.
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Endi biz quvidagi munosabatlarni isbotlaymiz:
KerA®ImA*=H, (38.6)

KerA*@&ImA=H. (38.7)

Ravshanki, Kerd va ImA* ozaro ortogonal gisra fazolardir. Hagigatan,

ixtiyoriy h € Ker A va x € # uchun
(h, A"z) = (Ah,z) = (9,2)=0.

Ma'lumki, /mA* ga ortogonal har qanday qism fazo (I A*) ! ning qismidir.
Shunday ekan, Ker A C (ImA™)*. Agar biz (ImA*)- C Ker A ekanligini
ko‘rsatsak, (38.6) tenglik ishot bo‘lgan bo‘ladi. Faraz gilaylik, z vektor ImA*

ga artogonal bo'lgan ixtiyoriy element ho'lsin, u holda barcha © € H uchun
(Az,2) = (2, A'z) = 0.

Demak, Az = 0, ya'ni 2 € KerA. Bundan (ImA*)* C KerA ekanligi
kelib chigadi.

Xuddi shunday, KerA® = (ImA)" tenglikni ko‘rsatib, (38.7) tenglikning
isbotiga ega bo‘lamiz. (38.7) tenglikdan 38.1-teorema bevosita kelib chigadi,
va'ni f € ImA bo'lishi uchun f1 Ker A* bo'lishi yetarh va zarurdir. A

Har bir & natural son uchun H* orgali /m AF fazoni belgilaymiz, xususan

H'=Im A. H* ning tuzilishidan ravshanki, A(H*) = H*¥! va
HOH'DH?D -

38.1-teoremani isbotlash davornida ko‘rsatilganidek, har bir H¥ vopiqdir.
38.1-lemma. Shunday 3¢ notural son meyjudki, barcha k > jy uchun
H¥ = HE tenglik o°rink.
Isbot. Teskaridan faraz qilaylik, hamma H* fazolar har xil bo‘lsin. Bu
holda shunday {2} ortonormal sistema mavjudki, Tp € H* va xpl H*H
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Demak, ixtiyorty 1,k (I > k) sonlar uchun
Ty — 4oy = —xp + (27 + Az — Axy).
Bu yerda 2; + Az — Ar; € H*¥! bo'lgani uchun

Vg — Tal® = | ail® + || 2+ Awe — Amff® > 1,

ya'mi {1z} ketma-ketlikdan yaginlashuvehi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin

emas. Bu esa 1' operatorning kompaktligiga zid. A

38.2-teorema (Fredholmn alternativasi). Yo (38.2) tenglama ixtiyoriy f €
H uchym yagona yechimga ega, yo (38.3) tenglamaning noldan fargli yechimi
mavjud.

Isbot. Agar KerA = {8} bolsa (yani (38.3) tenglama noldan fargh
yechimga ega bo‘lmasa), u holda A o'zaro bir qiymathi akslantirishdir. Shuning
uchun, agar H' = ImA # H deb faraz qilsak, ulolda H2 # H1, .. . H¥H £
H* munosabatlar ixtiyorly & uchun ovinlidir. Bu esa 38.1-lemmaga zid. De-
mak, IrnA = H, yani (38.2} tenglama ixtivoriy f uchun yagona yechimga
ega.

Agar (38.2) tenglama ixtiyoriy f uchun yagona yechimga ega bo‘lsa. u Lol
da Im A= H va (38.7) munosabatga asosan Ker A" = {#}. Bu tenglikdan
vuqoridagidek /m A* = # munocsabat kelib chiqadi. Endi (38.6) munosabat-
dan foydalansak, Ker A = {6}, ya'ni {38.3) tenglama fagat noi yechimga ega
ekanligi kelib chigadi. A

38.3-teorema. (38.3) wa (38.3") tenglamulorning chizighi erkli bolgan

yechimlari soni chekli va o‘zaro tengdir. Boshqacha gilib aytganda,
dim Ker A =dim Ker A* < .
Isbot. KerA fazoning o‘lchami cheksiz deb faraz gilaylik. Buholda Kerd
da cheksiz elementli {z,} ortonormal sistema mavjud. x, € KerA, ya'ni
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Az, =2, — T, = 8 ho'igani sababli, z, = 1'z,. Demak,
|T2n = Tamll = |20 — 2mli = V2, n£m.

Bu yerdan kelib chigadiki, {1'z,} ketma-ketlikdan yaginlashuvehi gismiy ket-

ma-ketiik ajratish mumkin emas. Bu esa 1° ning kompaktligiga zid. Shunday

qilib, dim A'er 4 < oo ekan. Xuddi shunday dim KerA* < oo ekanligi ishot-

lanadi. Faraz qilaylhk,
dimKerA=p, dimKerd* =y
bolib, 1 < v bo'lsin. Endi KerA va KerA* fazolardan mos ravishda
{01,020} C Ker A wa {dy,9,...,4,} C Ker 4

ortonormal hasizlarni tanlab olamiz va

12
Sz =Ax 4 E(‘Ji, @5);
i=1

operatorni qaraymiz. S operator A operatorga chekli oflchamli operatorni
qo'shish natijasida hosil bo‘lgantigi sababli, S operator uchun ham yugorida
A uchun isbotlangan barcha tasdiglar o'rinli. Bu operator uchun Sz = ¢

tenglama faqat nol yechimga ega. Haqigatan han,

"
Sr=Ar+ Y (z,;)0; =6 (38.8)
g=1

I3
bo'lsin, u holda (38.7) muncsabatga asosan AzL Y (x. ¢;)y;. Bu yerdan va
=1
(38.8) tenglikdan
m
Ar =0 va Z(J‘, T (38.9)

i=t
ga oga bo'lamiz. {y), 4. ...,¢.} sistemaning ortogonalligidan (chizigli erkliligi-

dan) hamda (38.9) dan barcha j € {1,2,...,u} larda
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tengliklarni olamiz. Shunday gilib, bir tomondan @ € KerA, ya'ni © vektor
{1, b2, .. .,¢’>,‘} vektorlarning chizigli kombinatsiyasidir, ikkinchi tomondan,
z bu vektorlarga ortogonal. Bundan 2 = . Demak, KerS = {f}. 38.2-
teoremani S operatorga qo‘llagan holda f = ¢, 1 deb olsak,

23

Ay+ > (Y, ¢ =¥

i=1
tenglama biror ¥ yechimga ega bo‘ladi. Bu tenglikning ikkala qismini ¥,4y
vektorga skalyar ko‘paytirsak, 0 = 1 ziddiyat hosil holadi (chunki I AL KerA*
va Ay € ImA, ¢, € KerA*). Demak, p < v farazimiz ziddiyatga olib
keldi, ya'ni g > v ekan. Xuddi shunday, A operator o'rniga A™ operator
olinsa, 4 < v tengsizlik ishotlanadi. Demak, @ = v. A

Yugoridagi teoremalarda biz T'—1 operatorga teskari operatorning mavjud-
lik shartlarini ko‘rdik. Ravshanki, 38.1-38.3-teoremalar 1'— X (X # 0) ope-
ratorlar uchun ham orinlidir. Fredholm teoremalaridan quyidagi natija kelib
chigadi.

38.1-natija. Kompakt operaiorning spektridan olingan ixtiyoriy neldan
Sargli son bu operator uchun chekli karroli wos qiymatdir.

Isbot. Faraz gilaylik, nolmas A € o(T") bo'lsin. U holda 38.2-teoremani
1'— Al operator uchun go‘llab ('—Af) f = 0 tenglama noldan fargli yechimga
ega ekanligiga kelamiz. Bu yerdan A #£ 0 soni 1’ operatorning xos giymati
ekanligi kelib chiqadi. 38.3-teoremaga ko‘ra dim Ker (I'— M) =n < oc. Bu
esa A soni I' operatorning n — karrali xos giymati ekanligini bildiradi. A

Misol sifatida ajralgan yadroli integral tenglamalarni qaraymiz.
é(s) = Jfb K (s,8)0(t)dt + (s). (38.10)
a

Fredholm integral tenglamasining yadrosi

K(s,t)= En: Pi(s)Qilt) (38.11)
=1
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ko‘rinishga ega bo‘lsa, u holda K(s, t) ajralgan yadro deyiladi. Bu yerda
F;, Q; funksiyalar Lofa, b] fazodan olingan. Ravshanki, £y, £, ..., F, funksi-
yalarni chizigli erkli deb hisoblash muinkin, aks holda K (s, t) yadroui chizigli
erkli bo'lgan £y, B, ..., 5 (i < n) lar orqali ifodalash murkia. (38.11) teng-

likdan foydalanib, (38.10) tenglamani quyidagi ko'rinishga keltiramniz:

n b
o(s) = 3 R() [ Qa0+ 1(9).
i=1 va

Agar biz .
j/ Qi{t)o(t)dt = ¢;, i € {1.2,...,n}

helgilashlarmi kiritsak. u holda (35.10} tenglama
>3 . )

n

o) = 3 a:P2() + f(s) (38.12)

]

ko‘rinishga keladi. ¢ funksiyaning bu ifodasini berilgan integral tenglamaga

go‘ysak,
> ak (Q>+f<*>—Zf’(5>/ Qu(?) Zqﬂa(t)mr) e+ f(s),
=1 j=1
ya'ni
Z‘b g ")—ZP(S) _4_%% +bi (38.13)
=1 j=1

ko'rinishdagi tenglikka kelamiz. Bu yerda
b /b
w= [ AOPO@ b= [ Qs
a a

Endi Fj(s) fanksiyalar chizigh erkli ekanligini hisobga olsak, (38.13) munosa-
batdan quyidagi tengliklar kelib chigadi:
q,zZa.-,-q,-+b,-, e€{1,2,...,n}. (38.14)
=1
Agar biz bu chizigli tenglamalar sistemasini ¢; larga nisbatan yechsak, u holda
(38.12) tenglikdan &(s) funksiva ham topiladi. Shunday qilib, ajralgan yadroli
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integral tenglamani yechish masalasi (38.14) chizigli tenglamalar sistemasini
yechish masalasiga teng kuchli. Bunday tenglamalar yechimlarining xossalari
bizga chizigli algebra kursidan ma’lum.

Yugorida bayou gilingan Fredholm teoremalarini chekli o'lchamh fazolarda,
quyidagicha bayon qilish mumkin.

38.4-tegrema. Az =y,
A=(ay), ,7€{1,2.....,n}, x=(v,- -, Ta)y Y= (¥1s---;Yn)

chizigli tenglumalar sistemasi yechirnga ega bo Hshi uchun u vekior qo'shma
bir jinsti
Az =0(A" = (7))

tenglamening burcha yechimlurige ortegonal bolishi yetarli va 2arurdsr,

38.5-teorema. Agar A matritsaning deferminantl noldun fargli bo'lsa,
u holda Az = v tenglama iztiyoriy v uchun yagona yechimga ega. Agar
A matritsaning determinanti nolga teng be‘lsa, w holda bir jinsli Az = 0
tenglama noldan forgli yechimga ega.

38.6-teorema. A = (a;;) va A* = (@) matritsolarning ranglari o'zaro
teng. Xuddi shunday bir jinsli Ax = 0 wa A*z = 8 sistemalerning chizighi
erkli yechimlari soni ham o°zaro teng.

Ko'rinib turibdiki. ajralgas vadroli Fredholm tenglamalar uchun Fredholm-
ning 38.1-38.3 teoremalari yuqoridagi 38.4-38.6 teoremalardan keiib chigadi.

38.1-misol. ' operatorni Lo[—m, 7] fazoda quyidagicha aniqlaymiz

(TH(e) = J/ (1 + coszcosy+ 3sinwsiny) f(y)dy. (38.15)

T

Bu operatorni o'z-o'ziga qo‘shima va kompaktlikka tekshiring, uning xos aiy-
mat va xos funksiyalarini toping.
Yechish. Qaralayotgan operatorning yadrosi
K(z,y) =1+ cosxcosy+3sinzsiny
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£

haqigiy qiymath va (37.8) shartni ganocatlantiradi. Demak, 1" o'z-0'ziga qo‘sh-
ma operator ekan. Integral operator 7' ning yadrosi {37.5) shartni qanoat-
lantiradi, shuning nchun 37.2-teoremaga ko'ra 1 kompaks operator bo‘ladi.
Endi 1" operatorning xos giymatlarini topamiz. Buning uchun xos qiymatga

nishatan tenglama yozamiz:

Tf=zf <= I/ (14 coszcosy + 3sinzsiny) f (v)dy = zf(x).

Bundan
Kis 7.'" s
¢f(x) =/f(y)dy—|—cos3r/ cosyf(y)d'g+3sinxfsinyf(y)dy (38.16)
- —3r -

tenglikka kelamiz.
i) Agar (38.16) tenglikda z = 0 bo'lsa, u holda 1, cosz, sinz funksi-
i erkli ekanligidan quyidagi

3
£L

valarning chigi

r s fakis
/ fw)dy =0, { cosy f(y)dy =0, { sinyf(y)dy =0  (38.17)
- Jx J—7r
tengliklarga ega bo'lamiz {38.17) tengliklar f funksiyaning 1, cosz, sinz

elementlarga ortogonal ekanligini bilditadi. Malumki Lo[—7;#] fazoda bu
elementlarga ortogonal bo‘lgan cheksiz ko'p chizigli erkli elementlar mavjud,
buiar:

{cosnz, sinnz}ie,.

Demale, 1'f = 0- f tenglama cheksiz ko'p chizigli erkli yechimlarga ega ekan.
Bu esa o'z navbatida z = 0 soni 1" operator uchun cheksiz karrali xos qiymat
ckanligini hildiradi.

Agar (38.16) tenglikda z # 0 bo‘lsa. u holda xos funksiya f uchun

quyidagi ko‘rinishni olamiz

fla)y= [a +bcosz + 3esinz]. (38.18)
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Bu yerda

f(w)dy, b=/' cosy f(y)dy, c=/ sinyf(y)dy. (38.19)
- - J -
f ning (38.18) ifodasini (38.19) ga qo'yib, a. b, ¢ larga n

, ra nisbatan quyidagi
tengiamalar sistemasiga ega bo'lamiz

-

2
a=- f[a +beosy + 3csinyldy = il

1 b
¢ b=~ J cosyla+ beosy + Jcsinydy = —, (38.20)
l -"’r IS .o dew
- } siny|e + bcosy + Scsinyjay = ——
<5

Biz bu yerda {1, cosz, cos2z, sinz} funksiyalar sistemasining ortogonal
ekanligidan hamda

1 . 1
cos’y = 5[1 +cos2y], sin’y= 5[1 — cos 2y]
ayniyatlardan foydalandik. (38.20) tenglamalar sistemasi nolmas yechimga ega
bo‘lishi uchun, uning determinanti

A(2) = (1—-2ﬁ> (1—1;) (1—2‘->
nolga teng bolishi

4
zarur va yetarli.

<
1Y

Agar z = 27 bo'lsa, u holda A(z) =

0 bo‘ladi. Bu helda (38.20) dan
= ¢ = 0 va o— ixiiyoriy son ekanligini olamiz. Endi (38.18) dan xos funksiya
f(z) = C = const bo'lishiga kelamiz

Agar z

bo‘lsa, u holda A(z) = 0 bo‘ladi. Bu holda (38.20) dan

o = c¢=0 va b— ixtiyoriy son bo‘ladi. (38.18) dan esa xos funksiya uchun
f(x) = C - cosz ko'rinishni clamiz

Xuddi shunday z = 37 xos qiymatga mos keluvehi xos funksiya f(z)
C sinz ekanligini olamiz

Shunday «ilib, biz (38.15) formula bilan aniglangan 1' operatorning o'z
o‘ziga qo'shma ekanligini ko'rsatib, uning barcha xos giymatlari va xos funksi-
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yalarini topdik. z =0 cheksiz karrali xos gqiymat, qolgan r, 27 va 37 sonlar
bir karrali xos qiymatlar ekan.

38.2. T operator (38.15) tenglik bilan aniglangan bo'lsin. Parametr A € C
ning qanday qiymatlarida

Tf—M=g (38.21)

tenglama ixtiyoriy g € Lg[—m, 7] da yagona yechimga ega holadi?
Yechish., A =1'— A1 operatorga 38.1-teoremani qo‘ilaymiz. 38.1-misol-
dax ma'lumki, A € €\ {n;2n;37} bo'lsa Ker A* = Ker (I'— X1) = {6}.
Demak, barcha A € C\{m;2m; 37} larda (38.21) tenglama ixtiyorly g €
Lo [—7, 7] da yagona yechimga ega. Agar A= 7 (A=2mr, A =37) bo'lsa, u
holda {38.21) tenglama yechimga cga bo'lishi uchun g € Ly [—wn, 7] funksiya
Tu—mu =0 (I'v—2re =0, Tu—37u = 0) tenglamaning yeckimi
u(z) = Ccosz (u(z) =C, u(x)= C sinz) funksiyaga ortogonal bo‘lishi
zarur va yetarlidir. A

Mustagil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. Ajralgan yadroli integral tenglumaga misollar keltiring.
2. Isfa, b] fozoda

() = F(z)+ A J/ " o)yl de

integrel tenglamani yeching. Bunda @ va ¥ furksiyelor uzluksiz bo b,

(,%) =0 shartni qutoatlantiradi.

3. Parametr A € R ning gandoy qiymatloride
n
u(x) =sinzTA / (cos zcost — sin x sin t)u(t)dt
-x
tengluma yagone yechimga ega? Qanday qiymatlarda tenglama yechimga
ega emas? Qanday giymatlarda tenglama cheksiz ko'p yechimga ega?
417
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4. A: Ly[—m, 7] — Le[—m, 7] operator yadrosining o‘lchamini toping:

(Au)(x) = u(zx) — -}(—/ﬂ (2 + cos(x — I)) u(t)dt.

-

39-§. Ketma-ket o'rniga go‘yish va ketma-ket yaginlashishlar usuli
Ushbu paragrafda Cle, b] fazoda berilgan Fredholm operatori

b
(T u)(z) :/ K(z.t) w(t)di, (39.1)

ni, Volterra tipidagi integral operatorni, ya'ui

(V u)(z / K (z. 1) u(t)dt. (39.2)

operatorni va ular bilan bog'liq ((37.2) va (37.4) ga qarang)
b
u(z) = f(r)+ A/ RN, t)u(t)dt, (39.3)

w(zx) = f(z) + A /‘z K(r, t)u(t)de (394)
Ja
integral tenglamalarni garayiniz. Butun 39-paragraf davomida f dan uziuk-
sizlik. K dan esa uzluksizlik va simmetriklik shartlarini talab gilamiz. ya'ni:
A) K(z,t) = K(t,x) 2 0 va K € C([a, b] X [a, b]) haqiqgiy qiymatli
funksiya;
B) f e C[a, ¥ hagigiy giymatli funksiya.
Faraz qilaylik, Fredholm tipidagi integral operatorning ¢ # 0 nuqtadagi

rezolvenitasini topish talab qgilingan bo‘lsin, ya'ni
(T = ulyu(a) = (z) = / R (2.0 u(t)dt — () = ()
tenglamani, yokt bu yerda A = u~' va f(z) = —p~Yp(x) deb olsak, u holda
u(x)=A /b N(z, ) u(t)dt + f(x)

118

www.ziyouz.com kutubxonasi



tenglamani ya'ni {39.3) ko‘rinishdagi tenglamani yechish masalasi qo‘yiladi.

Biy ushbu paragrafda Cla, b] fazoda X parametrli ikkinchi tur Fredholm
integral tenglamalarini yechish usullari bilan shug‘r{lllarlamiz. Dastlab Fred-
holm va Volterra tipidagi integral tenglamalar uchun ketma-ket o‘rniga qo'yish
ustlind bayon gilamiz. Keyin esa A paramettli ikkinchi tur Fredholin integral
tenglamalarini ketraa-ket yaqinlashishiar usuli bilan yechamiz. 40-paragrafda
esa integral tenglanialarni Fredholin tomonidan berilgan yechish usulini batafsil
hayon gilamiz.

Dastlab integrallash chegsralari o'zgarmas bo'lgan hol, ya'ni Fredholm ti-
pidagi operatoriar qatnashgan (39.3) tenglamani qarayraiz.

Qayd etish joizki, agar (39.3) tenglamaning biror uzluksiz u(z) yechimi
mavjud holsa, u holda K (z, ) uzluksiz hunksiya ekanligidan f(z) funksiya-
ning ham uzluksiz ekanligi kelib chigadi. Shuning nchun biz B) shartni kiritdik.

Yadroni iteratsiyalash. Ma'lumki, (39.3) tenglik bilan aniqlangan 7'
operator - Fredholm operatori, K(z,t) esa Fredholm operatorining yadrosi

deyiladi. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

Ki(x,t) = K(z,t),
Koz, t) = ﬂ;K(m, s) K (s, t)ds, i (39.5)

. oo v

Ky(z,t) = f“b K(x, s)Ky_y(s, t)ds.

Bu ko‘rinishda qurilgan Ky, Ky, ..., K, funksivalarga K (z, ¢{) yadroni ite-
rotsiyalori deyiladi. Tekshirish qiyin emaski, K,(z, t) iteratsiya 1™ integral
operatorning yadrosi bo‘ladi.

(39.5) formulani ketma-ket qollab, A, uchun quyidagi ifodani olamiz:

b b
Kfn(:rc,t):]/ / K(x,8)K (s, 82) -+ K (801, t)dSpy -+ - dsy. (39.6)
Ja a
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(39.6) formulaga asosan quyidagi munosabat o‘rinli
Kniplz, t) = jfh Ka(z, $)Kp(s, t)ds. (39.7)
Ja

39.1. Ketma-ket o‘rniga go‘yish usuli. Endi (39.3) tenglamaning o‘ng

tomonidagi u(t) funksivaning o‘rniga uning

b
u(t) = f(O) + /\/ K(t, ty)u(ty)dt, (39.8)
a
ifodasini qo‘yib, quyidagini hosil gilamiz:

b )
u(z) = f(z) + A / Kz, t)[f@t)+ A / K (t, t)u(ty)dt]dt =
Ja Ja

b b
= f(z)+ A J/ K(z,t)f(t)dt + A2 Jf‘ K(z,t) '[ K (t, ty)u(t))dtydt =
a a Ja

= F(@) + AT (@) + V(1 2u)(z).
Bu tenglamaning o‘ng tomonidagi v ning o'rniga, uning (39.8) ifodasini qo*~
yamiz:

b
u(x) = f(x)+ A }/ K(x,t)f(t)dt+
b 73
+2 [ K(z,t) /ﬁ K@, 8)[ft) + A\ / K (4, t2)ultg)dty)dt dt =
Ja Ja Ja
= f(2) + M f)(z) + (L2 f) () + (1% u)(z).

Bu yerda biz yadroni iteratsivalash formulalaridan foydalandik. Ushbu jara-
yonui davom eisirib, n —o‘rniga qo‘yishdan keyin, biz quyidagi tenglamani

olamiz
w(z) = f(@)+ AT F)() +--- + AU f)(z) + AP )(z). (39.9)
Shunday qilib, biz quyidagi cheksiz gatorni o‘rganish masalasiga kelamiz:
F(@)+ AT @)+ X))+ + AT f)(z) + - (39.10)
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Bizning faraziizga asosan bu qatorning har bir hadi [a, b] kesmada uzluksiz
funksivadan iborat. Demak, agar bu qator [a, b] kesmada tekis yaqinlashuvehi
bolsa. u holda uning yig'indisi biror uzluksiz funksiyani aniglaydi.

K(z, t) va f(x) funksiyalar mos ravishda [a, b] x [a, 8] kvadrat va [a, b]
kesmada uziuksiz bo‘lganligi uchun Veyershirass teoremasiga ko‘ra quyidagilar
o‘rinli:

|K(z, )| € M.¥(x, t) € [a, B] x [a, B], |f(x)] < My V2e€la, b (39.11)
(39.10} qatorning n + 1 —chi hadidan iborat bo'lgan, A*(1™ f)(x) ifodani
quyidagicha yozib olamiz:

(L )(a) =
) b
= \" J( K(z,t) J{f K(t,t1)--- / K(tn—2,tn—1) [(tn—1)dln—1 - - - dtydt.

Ja

(39.11) ga asosan X"(1™ f)(x) ui quyidagicha baholash mumkin
A" ) ()] < I MM (b — a)™. (39.12)

Umumiy hadi (39.12} korinishdagi bahoga ega bo'lgan gator yaqginlashuvehi
bo‘lishi uchun

MM —a) <1
shartuing hajarilishi yetarli. Demak, (39.10) qator A parametrning

1
M(b—a)

tengsizlikui ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida tekis yaginlashuvehi bo‘ladi.

|Al < (39.13)

Agar {39.3) tenglama biror u(z) uzluksiz yechimga ega bo‘lsa, u holda u

(39.9) tenglamani ham qanoatlantiradi. v ning [a, b] kesmada uzluksizligidan
u(e)| < My, Yz ela bl. (39.14)
tengsizlik kelib chiqadi. U hoida
A ) (E)] < AT M (B — o)t
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Agar (39.13) tengsiziik bajariladi deb faraz etsak, u holda
& 1

lim A" (1™ y)(2) = 0.

Agar biz (39.9) da n — oo da limitga o'tsak
u(z) = f(z) + MT )(2) + AL )() + -+ (" f)(z) + -

tenglikni hosil qilamiz. Demak, biz har bir n da (39.9) tenglamani qanoat-
lantiruvchi w(x) funksiya (39.10) ko‘rinishdagi qator shakiida tasvirlanishiga
ishonch hosil gildik.

Bevosita o'rniga qo‘yish yordamida ko‘rsatish mumiinki, (39.10) qator yi-
g‘indisi bo'lgan u(x) funksiya (39.3) tenglamani qanoatlentiradi. Buning uchun
(39.10} qatorning yig‘indisini u(«x) bilan belgilab. bu tenglikuing ikkala qis-
mini AK(2, ) ga ko'paytirik: va hosil bo'lgan tekis yaginlasluvchi gatorn

hadlab integrallaymiz. U holda hiz quyidagilarmi hosil gilaniz:
& Y quyrdag 1

~b rb b
A / K{z, t)u(t)dt = A Il K(z.t)[f(t)+ A / K(t,t) f(G)dty + - |dt =

= /\/b K(z, f)f(t)(]t+,\2f K(x, 1) /b K(t. 1) f(t)dtydt+- - = u(r)—f(z).
a a a

Demak, haqigatan ham (39.10) qatorning yig'indisi u(z), (39.3) tenglamani
qanoatlantirar ekac. Shunday qilib, quyldagi teorema isbot gilindi.

39.1-teorema. Agar A) va B) shartlar hamda (39.13) tengsiziik bajaril-
sa. (39.3) integral tenglamaning yagona uzluksiz yechimi mayjud. Bu yechim
[a, B] da absolyut va tekis yaginlashuvchi (39.10) qator yig indis: bilan ustma-
ust tushadi.

Ushbu W

u(x) = f(r)+ / K(x,t)u(t)dt (39.15)

tenglama (39.3) tenglamaning A = 1 a‘bo‘]gan xususly holidan iborat. Ush-
bu holda ham biz yugorida keltivzan mulohazalarimiz hech biv o‘zgarighsiz
takrorlanadi.
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Qayd etish joizki, (39.3) integral tenglama (39.13) tengsizlik bajarilnasa
ham uzluksiz yechimga ega bo'lishi mumkin. Bunga quyidagi misolda ishonch

hosil gilish mumkin.

u(r) = —é— - Eli t l/ol(x + Lyu(t)dt

integral tenglama uehun [AM(D — @) = 2 > 1 bo'lib, tenglama u(z) = =
ko'rinishdagi uzluksiz yechimga ega.

Volterra tipidagi integral tenglamalar. Endi biz Volterra tipidagi ope-
ratorlaming rezolventasini topish masalasini qaraymiz. Quyida keltirilgan tas-
diglardan shu narsa kelib chigadiki, Velterra operatorining rezclventasi noldan
farqll barcha nugtalarda mavjud va chegaralangan bo‘lar ekan.

(39.4) Volterra tenglamasinizg o‘uy tameniga u(t) fucksiyaning ifodagini

ketma-ket qoyib, quyidagini hosil gilamiz:
w(z) = f(x) + AV F)(@) + -+ NV F) () + XV u) (). (39.16)
Ummmiy hadi A*(V* f)(z) bo‘lgan
F@)+ AV £)(x) + X2VE) () 4 oo+ A V) (2) - (39.17)

funksional qatorni qaraymiz. (39.11) tengsizlik bajarilganda (39.17) qatorning

umumiy hadini quyidagicha baholash mumkin:
b
R () < A = — " < prag = . )

Urnumiy hadi
(b—a)

v [N qn
A" M M o
bo'lgan mushat kadli gator A, My va M larning barcha giymatlarida yagin-
tashadi. Shuning uchun (39.17) funksional gator absolyut va tekis yaginlashadi.

Agar (39.4) integral tenglama biror uzluksiz 4(z) yechimga ega bo'lsa, u
holda bu yechim (39.16) tenglamani ham qanoatlantiradi. (39.16) ning so'nggi
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qo‘shiluvchisi A+ (V"+lu)(z) uchun quyidagi baho {z € [a, b]) o'vinli:

. n+l1 b— a)n+1
)\n+1 Vn+1 Mx) < A n+1A4_ j\-fn+1 (T a) < I\ n+l1 v, M l(
| ( U)( )l ~— ] l u (TL+ 1)| - I My ! (n ¥ l)'

Bundan quyidagi limitik munosabatni olamiz:
lim AV y)(z) = 0.
n- oo

(39.16) da n — oo da limitga o‘tib, biz (39.4) tenglamani qanoatlantiruv-
chi u(z) funksiya (39.17) gator ko'rinishida ifodalacishini hosil gilamiz. Xud-
di yuqorida ko'rsatilgani kabi, (39.17) qator yig'indisi u(z) funksiya (39.4)
tenglamani qanoatlantirishini isbotlash mumlkin. Demak, biz quyidagi tasdigni
igbotladik.

39.2-teorema. Agar A) va B) shartler bajorilse, u holdn burcka A lar
uchun (39.4) integral tenglama yagona uzluksiz yechimga ega. Bu yechim [a, Y]
da absolyut va tekis yaginlashuuchi (39.17) qater ko 'rinishida ifodalanadi.

Bu verda olingan natijalarni o‘zgarishsiz ravishda

w(x) = f(z)+ /z K(ax, tyu(t)dt

tenglamaga A =1 deb tadbiq etish mumkin.

39.2. Ketma-ket yaginlashishlar usuli. Shuni qayd etish joizki. ketnia-
ket yaginlashighlar nsuli yugorida bayon qilingan keima-ket o‘mniga go'yish
usulidan: farg giladi. Ketma-ket vaginlashishlar usulida Cle, b} daxn ixtiyory

ug funksiyani olamiz va uni (39.3) tenglama o‘ng torsonidagi u(t) ning o‘rniga

qgo‘yib )
u(x) = f(zx) + )\/ K(x,t) up(t)dt
a
ni olamiz. Hosil qilingan uy(z) furksiya ham A) va B) shartlarga ko'ra [a, 8]

kesmada uzluksiz funksiya bo'ladi. {38.3) tenglama o‘ng tomonidagi «(t) ning

o'rniga wy(¢) ni qo'yib
b
ug(x) = f(z) + ,\/ K (x, ug()dt
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ni hosil gilamiz. Bu jarayonni davom ettirish natijasida biz

uo(), wi(z), UZ(Q")’ veey Un(T), cee
funksiyalar ketma-ketiigini hosil gilamiz. Agar biz (39.1) Fredholm operatori
ko‘rinishidan foydalansak, u holda yugoridagi ketma-ketlikning hadlari mos
ravishda quyidagi tengliklar hilan aniglanishi kelib chiqadi:

u(e) = F(2) + M uo)(z) |

Un—1(2) = f(&) + AT up_2)(z)
un(z) = f(&) + MT up_y)(2).
Bu tengliklardan u,(2) uchun quyidagini hosil gilamiz
un(z) = () + M7 1)) + X(T2f) (@) + - + A HT) (@) + Ra(2).
Bu yerda
Ra(z) = A™(F"up){z).
ug(x) funksiyaning uzluksizligidan E,(z) uchun quyidagi bahoga ega bo‘lamiz:
|Ba()] < AP MM (b — o)
Bu yerdan, (39.13) tengsizlik bajarilgan holda quyidagi limitik munosabat
kelib chigadi:
lim £,(x) =0.
=300
(39.10) qator {39.13) shartda absolyut va tekis vaqginlashadi. Shuning uchun
n ning ortishi bilan u,(z) ketma-ketlik {39.10) qator yig'indisi bo‘lgan u(z)
funksiyaga tekis yaginlashadi, ya'ni
lim up(z) = u(zx).
00

Ushbu jarayonda hosil gilinayotgan har bir u, () funksiyva tanlangan ug(z)
funksiyaga bogliq bo'lib, lekin w(x)— limitik funksiva uy(z) funksiyaning tan-
lanishidan bog'liq emas.

) 425 )
www.ziyouz.com kutubxonasi



Endi biz yechimni yagonaligini ishotlaymiz. Faraz qilamiz, vana bitta v(x) #
u(x) yechim mavjud bo'lsin. ug(z) sifatida shu v(z) funksiyani o‘zini olamiz.
ya'i ug(x) = v(x). U holda ravshanki, har bir un(z) funksiya v(z) bilan
ustma-ust tushadi va o'z navbatida ularning limiti yana v(z) funksiyadan
iborat bo'ladi. Yuqorida ta'kidlaganimizdek, un(z) larning limiti u(x) . ug(x)
ning tanlanishidan bog'liq emas. Bu esa u(z) = v(z) ekanligini anglatadi. Bu
zidiik qaralayotgan tenglama yechimining vagonaligini isbotlaydi.

Fredholm tenglamasining Volterra tomonidan berilgan yechimi.

39.1-ta’rif. Agar M(b— a) <1 shart bejerilsa, ushlu
—(Ki(z,t) + Ko, t) -0+ - + Kplz,t)+--+) (39.18)
qutor ebsolyut va tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Uning yig‘indisi k(z, t) funk-
siya K(x, t) yadroning o zaro toldiruvchi funksiyasi deb atalads.
Bu yerda K,(x,t) lar (39.5) tenglik hilan aniglanadi.
O'zaro to'idiruveni funksiya k(z. t) quyidagi tenglikiarni qanoatlantiradi:
b )
K(z,t)+k(z,t) = ,/ K(zx,s)k(s,t)ds = / k(z,s)K(s,t)ds.  (39.19)
Ja Ja
Hagigatan ham,

—K(xr,t) —k(z,t) = r Kz, )[K)(s,t) + -+ + Kpa(s, ) + -+ ]ds =
Ja

b
= [ [Ku(m,9) + - Kaa(2,8) + - JKy(s.0)ds.
g

Bu tengliklarda gia}{vadrat qavs ichidagi ifodalar (39.18} ga asosan mos ravishda
—k(s, t) va —k(z, s) ga teng bo'lib, bu (39.19) ni isbotlaydi.

Fredholm tenglamasi, ya'ni (39.3) tenglamaning A = 1 bo'lgan holda
Volterra tomonidan berilgan yechish usulini bayon qilamiz.

Faraz qilaylik, k(z, t) funksiya K(z. () yardroning o‘zaro to‘ldiruvchi

funksiyasi, u(x) esa {39.15) tenglamaning uzluksiz yechimi bo‘lsin, ya'ni

b
u(t) = F(2) + 1/ K (8, t)u(ty)dty.
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Bu tenglikining ikkala gismini k(z, £)— o'zaro toldiruveli funksiyaga ko'paytirib,
t o‘zgaruvchi bo‘yicha [a, b] kesmada integrallaymiz:

b b b
/ u(f)k(;r,t)rll:/ k(x,t) f(t)dt + /b/ R(a, t)K (L, ty) dt u(ty)dt; =

= /rb k(z,t) f(t)dt + J/ b[K(a:, t1) + k(z, )] w(t)dty.

Ja

Bu yerda biz {39.19) munosabatdan toydalandik. Oxirgi tenglikdan esa

b
/ K(e, 0) f(1) dt + / K (i, 8) w(t) de = 0 (39.20)

ni olamiz. (39.15} ga asosan

f K(x. tyu(t)dt = u(r) — f(z)

a

be'lib. uni (39.20} ga qo'yib, quyidagi ifodani olamiz:

b
u(z) = f(x) — / k(x, 1) f(1)d1. (39.21)

Shunday qilib, agar (39.15) integral tenglama biror uzluksiz yechimga ega
bo'lsa, u yagona bo‘ladi va (39.21) tenglik bilan ifodalanadi. Demak, biz
quyidagi tasdiqui isbhotladik.
39.3-teorema. A), B) ve M(b— a) < 1 shartler bajordsin, (39.15)
tenglama yagone uzluksiz yechimga ega vo u (39.21) formulu bilan ifodalanudi.
Integral tenglamalarni yechishga doir misollar. Eundi biz integral
tenglamalarni yuqorida keltirilgan usullar bilan yechishga doir misollar kelti-
raraiz.
39.1-misol. Quyidagi
r
w(x) =1+ / u(t)dt (39.22)
Jo
integral tenglaman: kebina-ket o‘rniga qo‘yish usuli bilan yeching.
Yechish. Bu Volterra tipidag integral tenglama. 39.2-teoremaga ko‘ra u
barcha A larda vagona yechimga ega. Bu integral tenglama uchun ketma-ket
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orniga qo‘yish usulini go‘llash mumkin. Bu misolda f(2) = 1. Eadi (V" f)(z)
larni hisoblaymiz:
~ T

(V £)() = /2 f(ode = /0 “d=s,

T

(V2f)(z) = / ’ / () ddt = / g |ty — / =2
’ o Jo Jo Jo 2

40
Xuddi shunday (V3f)(z) ni hisoblash mumkin.

V) = [ dy [t /'t ds= | dy / Y [ gy =
' Jo “Jo Jo JoJo Jo 2 7 3V
va, hokazo
"
(V" H@ =
Shunday qilib, qaralayotga (39.22) integral tenglama yechimi quyidagi ko‘rimshga
ega ekan

Qay?

()"
21 n!

w(z) =1+ e+ oot o= (39.23)

Osongina ko‘rsatish mumkinki, w(z) = e funksiya istalgan A uchun (39.22)
tenglamani ganoatlantiradi.

Endi (39.22) integral tenglamani ketma-ket yaqinlashishlar usuli bilan yecha-
miz. Ravshanki, dastlabki g yaginlashish sifatida biz ixtiyorly funksiyani
tanlaskimiz muinkin. ue(z) = 0 deb olamiz. U holda (39.22) tenglamaning
o‘ng tomonidagi u(t) o'rniga ug ni qo‘yib birinchi yaqinlashish wuy(z) uchun
u{x) = 1 ni clamiz. Endi u(t) o'ruiga wi(t) ni qo'ysak, 2-chi yaginlashish
ug(x) =1+ Az ni olamiz. Shu kabi

rT L 1
ug(z) =1+ A A ug(t)dt =14+ A A (1+A)dt =14 rz+ 5)‘2;1:2.

Bu jarayonni davom ettirib n + 1 — gadamda

1
Unr(z) =14+ e +--- Ar gty ,f'—A"af"
121

* (n—1)!
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ni hosil gilamiz. Bu tenglikda n — oo da limitga o‘tib

lim u,(x) = e
n—0oC

(39.22) integral tenglama yechimini olamiz.

Demak, barcha A € R lar uchun (39.22) integral tenglamaga ketma-ket
yaqinlashishlar usulini go‘llash mumkin va hosil bo'lgan {u,(z)} ketma-keilik
(39.22) integral tenglama vechimi bo‘lgan u(z) = €*® ga vaqinlashadi.

39.2-misol. Quyidagi

b
u(z) = f(z) + /\/ w(x)p(t)u(t)dt (39.24)
a
integral tenglamani yeching. Bunda ¢ va % funksiyalar uzluksiz bo‘lib
%)
j/ w(t)d(t)dt =0 (39.25)
a

shartni gatoatlantiradi.
Yechish. (39.24) integral tenglamani ketma-ket o'rniga qo'yish usuli bilan

yechariz. Buning uchun
b
u(t) =)+ A J/ o(t)w(s)u(s)ds
ni (39.24) ning o‘ng tomonidagi w{t) o‘rniga qo'yamiz:
u(x) = f(z)+ A f w(x)w(t) {f(t) + A j/'b Lp(t)z,u(s)u(s)ds} dt =
b 1 rb
(L) (t)dt | / (s )u(s)ds.

Agar (39.25) shartdan foydalansak u(z) uchun quyidagi ifodani olamiz

= f(z) + Mg(x) / b'@"}(t‘)f (e)ds + Nop(x) {/ |

23

b
u(z) = f(z)+ Ap(x) j/ P(t) f (t)dt. (39.26)

Bu tenglikning o‘ng tomoni u(r) ga bogliq emas, keyingi o'rniga qo'yishiar
vana {39.26) tenglikka olib keladi. Demak, ixtivoriy A € R uchun (39.24)
integral tenglamaning yechimi (39.26) ko‘rinishda ho'lar ekan.
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Endi {39.24) integral tenglamani ketma-ket yaqinlashishlar usulidan foy-
dalanib yecharmiz. Boshlang'ich yaqiulashish sifatida ug(z) = f(2) ui olamiz.
U holda birinchi yaginlashish

b
u(z) = f(z) + Mp(z) / P(t) f(t)dt (39.27)
Ja
boladi. wy(z) ni (39.24) ning o'ng fomoniga qo'yib ug(x) uchun quyidagini

olamiz

b b
uz(z) = f(x) + dp(z) / P(t) {f(t) + }\go(t)/ Q,L'(s)f(s)ds} dt =

b b h
= f(z) + Ao(z) / P(E)f(t)dt + Np(x) {/ gﬁ(ﬂ:)qjﬂ(i)dﬁ} f ¥(s)f(s)ds.
o ' (39.28)
Ortogonallik sharti bo‘lgan (39.25) dan foydalanib, (39.28) dan ua(z) = wy(z)
ga kelamiz. Xuddishunday up(z) = uy(x), 7 > 3 tenglikka kelamiz. Dernak.
biz (39.24) integral tenglamaga ketma-ket yaginlashishlar usulini qo‘llab, biz
ikkinchi hadidan boshlab o'zgarma bo'igan
~b
un(@) = £(2) + 2e(2) | w0y @)t
fuuksional ketma-ketlikka ega ho‘ldik. Bundan
T}n& up(x) = w(x).
Demak, istalgan A € R da {39.24) tenglama yagona vechimga ega va u
{39.27} tengiik bilan ifodalanadi.
Mustagil ishlash uchun savel va topshiriglar

1. Fredholm tipidagi integral tenglamaning umumiy ko ‘rimishini yozing

[

Volterra tipidagi integrol tenglomaning umumiy ko rinishini yozing.
3. Cl—n, 7] fazoda

£
w(x) =sinz+ A [ cosxcost u(t)dt

—7

integral tenglamani ketina-ket o‘rniga go‘yish usuli bilan yeching.
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4. C[-w, 7] fazoda
T
u(x) =sinz + A / sin r sintu(t) dt
J—n
integral tenglamani ketma-ket yaginlashish usuli bilan yeching.
5. Parametr M € R ning gunday giymatierida
rT
u(z) =sinz+ A JI (cos x cost — sin xsin t)u(t)dt
-

integral tenglama vehun (89.18) tengsizlik bajariladi.
40-§. Integral tenglamalarni Fredholms usuli bilan yechish

Biz bu paragrafda (39.3) integral tenglamaning Fredholn tomonidan beril-
gan yechish usulini bayon gilamiz. Butun 40-paragraf davomida f dan kvadrati
bilan integrallanuvchanlik shartini, K dan esa 39-§ dagi A} shartning bajari-
lishind talab gilamiz. Bu shartda 37.2-teoremaga ko'ra (39.1) tenglik bilan
aniglangan ' operator lLgfa. §] fazoda o'z-0'ziga qo‘shma, chegaralangan va
kompakt bo'ladi.

Endi Fredholm tomonidan berilgan vechish usulida muhim o'rin tutadigan

Fredholm determinanti A(X) va Fredholm wminorini D(x,t; ) ni keltivarniz:

AN =1+ }:(—1)"’1‘1—7: An, (40.1)
n=1 )

K(ty,t1) K. ta) -+ K(lﬁl,tn)

K(tg, ty) K{ta,ta) -+ K(ta,tn) divdtn - dt
tydty - -- di,.

-
3
i
;\\,
-
;\
>

K(tn, tl) 1((17,1, '['/2) s K(tn, f,,)

x ntl
D(z.;A) = MK (v, ) + 3 (-1 )"An' Ba(z, 1), (40.2)
n=1 :
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K(z,t) K(z,t1) -+ K(x,tn)
Ba(z,1) = /b b .f((tl,t) I((t‘l,tl)...}{'(tl.,tn)

a

dty - dly.

K t) K(tn 1)+« K (t, tn)

Bu funksivalarga K(z, y) yadro orqali quriigan {39.3) integral tenglamaga
mos Fredholm determinanti va minors deyiladi. Keyinckalik (39.3) integral
tenglamaning yechimini topish jarayonida muhin ahamiyatga ega bo‘ladigan

Fredholmning 2 ta fundamental munosabatini keltirib utamiz:

D(z, 4 0) — AK (2, )A(A) = A jﬂ K(s,t)D(x, s; A)ds, (40.3)

D(z,t;2) — AK(z,t)A(N) = /\J[b Kz, s)D(s,t; N)ds. (40.4)
a
(39.3) integral tenglamaning Fredholm tomonidan berilgan yechimi Fredholm
determinacti va minori bilan uzviy hog'liq. Ushbu qatorlarning yaqginlaghishi-
i, ularning umumiy hadlarini biror yo'l bilan baholash orgali ko'rsatiladi.
Buuing uchun biz quyidagi Adamar teoremasidan foydalanamiz.

40.1-teorema (Ademar). Ushbu

birbia- - b1

bot bag+++ boy

“ee

bn,l bﬂ2‘ .t bnn

algebraik deiermwnantning hor bir by hadi haqigry bo Ui,
bl <M, i=1,...,n, k=1,...,n
tengsizlikni qanoctantirsin. u holde |B] < M™/n™ tengsizlik orinls.
Adamar teoreniasi quyidagi lemma yordamida isbotlanadi.
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40.1-lemma. Agoer

ay daiz- - Qi

G2y Qg Q2p

_A =

Qny Gp2*** Gan

algebraik determinantning har bir ag, hadi hogigiy bo'lib

n
Zlaikizﬁl, E=1,...,n

i)
tengsizlikni qunoatlontirsa, |A| <1 tengsizlik orinki.

Bu lemmaning isbotini keltirmaymiz, lekin » = 2 va n = 3 ba'lgan
hollardagi geometrik talginini berarniz. Tekislikda bir uchi koordinata boshi
0(0,0) da qoigan uchlari Pi(z1,71), FPo(z2,¥2) hammda Ps(x3,y3) nugtalar-
da bo‘lgan parallelogrammning yuzini topish masalasi go'yilgan bo'lsin. Bu

parallelogrammuning yuzi

Iy %1

Z2 Yo |

S=|4], A=

formula bilan hisoblanadi. Agar OF va O[% vektorlar uzunliklari birga
teng, ya'ni z? + y§ = 23 + v = 1 bolsa, u holda bu paralielogrammning
vuzi 1 dan oshmaydi. Xuddi shunday uch olchamli fazoda OPy(zy, 11, 21),
OPy(x2, 92, 22) va OPs(ws,ys, z3) vektorlar yordamida hosil gilingan paral-
lelepipedning hajmi
Ty h A1
V=14, A=|z4 1
T3 Y3 23
formmla yordamida hiscbianadi. Ma'lumkim birlik |[OF| = 22 + 42+ 2 =
1, ¢ = 1,2, 3 vektorlar yordamida qurilgan parallelepipedning hajmi birdan
433

www.ziyouz.com kutubxonasi



oshmaydi. Hajm 1 ga teng bo'lshi uchun vektorlarning ortogonal bo‘lishi
zarur va yetarlidir.

40.1-teoremaning isboti. Quyidagi helgilashni kiritamiz:
b221+b?2+'-'+bfﬂ,=sh ?'=1,2,.-..“4

Quyidagi ikkita hol bo'lishi mumkin.

1-hol. g; lardan bir yoki bir nechtasi nolga teng, masalan s; = 0. U holda
barcha k =1,2,...,n lar uchun by = 0 bo'lib, bundan esa determinantning
bitta satr elementlari nol bo‘lganligi uchun bu determinant nolga tengligini,
ya'ni £ =0 ni olamiz. Bu holda teorema tasdig'i bajariladi.

2-hol. s; lardan birortasi ham nolga teng emas. U holda ixtiyorly ¢ =

1,2,...,n uchun s; > 0 o‘rinli. Endi B determinantni quyidagicha tasvir-

laymiz:
bu e b
B =818 8, : Do e eaad
! ny  bng ban
|

VS /%n . \/Sn

Uning har bir satr elementlari uchun

b \2 biz \? / bin \
(—‘) +(—-2-) bt {2} =1, i=12....n
83 Si \ v/

tenglik o'rinli, ya'ni 40.1-leama shartlari bajariladi. Bundan esa

Bl < /5152 ¢,

tengsizlikning o'rinli ekanligini clamiz. Teorema shartiga asosan byl < M

bo‘lgani uchun ¢; < nM? bo'lib, bundan kerakli
|IBi < M™/n»

tengsizlikni olamiz. A
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Ushbu teoremadan foydalanib & (z,1) yadro |K(z,t)| < M tengsizlikm
ganoatlantirsa, unga mos {40.1) gator bilan aniglanuveki A{X) Fredholm de-
terminanti A parametrning barcha qiymatlarida yaginlashuvchi bo‘ladi. Agar
biz (40.1) ui darajalt gator sifatida qarasak, uning vaginlashish radiusi K =
oc bo'ladi. Bundan A(A) funksiyaning kompleks tekislikda analitik funksiya
ckanligi kelib chigadi. Xuddi shunday (40.2} qator bilan aviglanuvchi D(z,2; 2)
Fredholm minori ham A parametrning barcha qiymatlarida va har bir (z,y) €
[a, b] x [a, b] da absolyut, [a, b] x [a, b] da tekis yaginlaskuvchi bo'ladi. De-
mak. uning yig'indisi bo‘lgan D(z,¢; A) funksiya (x, t) bo‘yicha uzluksiz va
X parametrning analitik funksiyasi bo‘ladi.

{39.3) integral tenglamaning Fredholm tomonidan beriigan yechimi quyida-
gi 40.2, 40.4 va 40.5-teorcmalarda o'z ifodasin topgan.

40.2-teorema. A) shart bajaridsin va A(X) # 0 bo'lsin. U holda iztiyoriy
f € Lofa, b] da {99.3) integral tenglama

u(r) = f(z) + K(l—\—) f LNz, t; A} f(t)dt (40.5)

formula bilan ifodolanuuchi yagone yechimga ega.
Isbot. Faraz qilaylik, {39.3) tenglama u(z) yechimga ega bo‘lsin. Uni

quyidagi ko‘rinishda yozih olamiz
b
w(t) = [(t) + N / K (t, syu(s)ds. (40.6)
Ja
(40.8) tenglikui ikkala gismini D(z, ¢; \) ko'paytirib t— o‘zgaruvchi bo'yicka
a dan b gacha integrallab, natijada

/4' Dz, t; N u(t) dt =
Ja

b b
= F Dz, t; ) f(t) dt+ X / ! D(x.t; AYK (2, s)u(s)dsdt (40.7)

ju J a Ja
tenglikui hosil gilamiz. [kki karrali integral ostidagi ifoda ¢ va s lar ho'yicha
integrallanuvehi be'lganligi uchun. Fubini teoremasiga (37.1-leoremnaga qarang)
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ko‘ra, unda integrallash tartibini o‘zgartirish mumkin. Uni quyidagicha yoza-
miz
b I b

/ u(s) l)\ / K(t,s) D(z,t;A) dt} ds. (40.8)
(40.3} Fredholm fundamental munosabatiga ko‘ra (40.8) ni quyidagicha yozish
mumkin \

J/ {D(z, s; A) — AA(A) K(x, s)} u(s)ds.

a

Bu tengiikka ko‘ra {40.7) tenglama ko‘rinishi quyidagicha bo'ladi

b
/ Dz, ;N u(t) di =

b )

b
:/.D(m,z‘,;)\)f(t)dt—ir /D(:r,s;)\)-u(s)ds—)\A(,\)/ K(z, s)u(s)ds.

a

Agar hiz
/ Dz, t; M) u(t)dt = ; D(x, s; A)u(s)ds
Ja 7 Q
ayniyatni hisobga olsak oxirgi tenglikdan quyidagini olamiz:
b
A / Kz, t)u(t)dt = D, t; A) f(t) dt.

A _}‘: K(z,t)u(t)dt ning bu ifodasini (39.3) ga qo’yib

1
w(@)= f@)+ ——= | DN f(0)d
).

ni olamiz. Demak, (39.3) tenglamaning butiyoriy yechini (40.5) ko'rinishga ega
ekan. Bu 40.2-teoremani isbotlaydi. A

Bt teoremadan natija sifatida aytish mumkinki, agar A(X) # 0 bo'lsa,
(39.3) integral tenglamaga mos bir jinsli integral tenglama faqat nol vechimga
ega bo'ladi.

40.1. Bir jinsli tenglamaning yechimi. Endi (39.3) iutegral tengla-

maga mos bir jinsli tenglamani, ya'ni
b
u(r) = A ji K (x, t)u(t)dt (40.9)
a
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tenglamani qarayiniz. Quyidagi tasdiq o'rinli.
40.3-teorema. Agar A(Xg) = 0 wva D(z,t; ) aynan nol funksiya

ho tmasa, u holda shunday lo € [a, b] mavjudki, D(x,19; Ao) funksiyo
b
u(z) = Ao / K (x, t)u(t)dt (40.10)

tenglamaning aynon nolga teng ho‘lmagan wzluksiz yechimi bo Teds.

Isbot. (40.10) integral tenglamaning vechimini topish uchun barcha A
larda o‘rinli bo‘lgan Fredholmning (40.4) fundamental munosabatidan foy-
dalanamiz. Teorema shartida (40.4) munosabat

b
Dz, t; ) = Xo Jl K (z,8)D(s,t; Mo)ds (40.11)
a
ko‘rinishni oladi. Tecrema shartiga ko‘ra tg € [o, b] ni shunday tanlash
murokunki, L(x,tg; A\g) aynan nolga seng bo'lmagan funksiya bo‘iadi. (40.11)
munosabat barcha ¢ € [a, b] larda, xususan, £ = ¢y bo‘lganda ham o'rinli,
ya'ni

b
D(@. to; M) = Ao J/ K(z, 8)D(s, to; Ao)ds.
Q

Bu esa LMz, tp; Ag) funksiya (40.10) integral tenglamaning yechimi ekanligini
anglatadi. Yugorida keitirilgan Adamar teoremasidan ko‘rinadiki, D(x, ;)
funksiya barcha @,t € [o, b} larda tekis yaginlashuvchi va hadlari uzluksiz
funksiyalardan iborat qator yigfindisi sifatida nzluksizdir. A

40.1-ta’rif. Agar biror A = Ao uchun A(Xg) = 0 bodsa, Ay go K(z, 1)
yodroning zarakieristik som deyiladi. (40.10) tenglamaning nolmas yechimi
eso. K(z, t) yadroning Ao zarekteristik songa mos fundemental funksiyas
deyilads.

Agar Ag— K(x, t) yadroning xarakseristik soni bo'lsa, n holda u = 1/X¢
soni {39.1) tenglik bilan aniglangan 1’ operatorning xos qiymati bo‘ladi. K(z,t)
vadroning fundamental funksiyalari, 7' operatorning xos funksiyalari bo‘ladi.

P
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40.3-teoremada D(z,1;Ap) aynen nolga teng emas shartini A'(Ag) # 0
shart bilan almashtirish mumkin. Buning ucnun biz barcha A larda o'tinki

ho'lgan quyidagi tenglikdan ([10] ga garang) foydalanamiz
b
/ D(z, 73 \)dz = =\ &'(A). (40.12)
Ja

Faraz gilaylik, A(N\g) = 0 va A'(Ag) # 0 bo‘lsin. Ma'lumki ((40.1) ga qarang),
A(0) =1 shuning uchun g #£ 0. Agar biz (40.12) formulada A = Ag  desak,
uning o'ng tomoni noldan fargli bo‘ladi, shunday ekan uning chap tomoni
ham nolmas bo'ladi. Bundan D(z, z;\g) aynan nolga teng cmasligi va o'z
navhatida D(x, £;Ag) ning ham aynan nolga teng emasligi kelib chigadi.
Agar A(Xg) = 0 hilan birgalikda D(z, t;X9) = 0 bo'lsa, u holda (40.16)
bir jinsli tenglamaning nolmas vechimlarini topish uchun yugori fartibli mi-
norlarni garashga to‘g'ri keladi. Yuqori tartibli minorlarni kiritish uchun biz

quyidagi belgilashlardan foydalanamiz:

K (Sl, tl) K (31, '[32) v ]&,(Sl, tn)
81, 92...., 8y 1((527tl) .K(Sz, t2) o K(Sz,tn)

(40.13)
ll! LZ;‘“: tn

K (S", tl) K (Sm 12) e /\’(Sm tn)

va

b b VIR N SR
=/ / k{ ™" L ") dly e di (40.14)
a va yla--‘v?'patlﬁ"',tn

Xususan n=0 da

Xy, I2,....Tp Ty, ¥2,..-.Ip

By (40.15)

Y1; ¥2.--;Yp Y1, Y2, -5 Yp
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U holda A(A) ning p — tartibli minori quyidagicha aniqlanadi

Ty, L9y ey Tpy A ot Aptn Ty, Toy. .., T
v ™" v \:Z(—u" — By P )=
U1, Y2+ ¥Yp: A /, n=0 Tb. \ Y, Y2, -yt

= Dp(z,u; A) (40.16)
Xususiy hol p =1 da Dy(z,y; \) = D(x,y; ). Takidlash joizki, agar biror

i # 7 wchun z; = ;7 bo'lsa, u holda (40.13} tenglik bilan aniglangan

/ TL, 2. ..., Tp \

K| ]
\ylvy27 1?]’12/

determinantning ¢— cli va j— chi satrlan bir xil bo‘ladi va natijada

Xy, T z \

1y L2y - <

K Pl1=0
\ yl.‘ y27 ~:(/p

bo'ladi. Bundan Dp(x, y; A) = 0 ekanligi kelib chigadi. Xuddi shunday biror
i # 7 uchun y; = y; bo'lsa ham Dy(x,y; A) = 0 bo'ladi. Agar {40.13) tenglik
bilan aniglangan
Tyy Iy ..y Tp
Y. %2, ---» Up
determirantda z; bilar: x; ning o'mini almashtirsak (40.13) determinantda
i— chi va j— chi satrlarning o‘rmi almashadi, bu esa (40.13) determinantning
ishorasini o‘zgartiradi. Bu xossa p — tartibli minor Dp(x,y; A) uchun ham

oinli, ya'ni agar biz p — tartibli minor

/ A

Ty, Toy ooy Ty A Y )
]_')( b 7} = Doz, g A)
\‘ 1, Y2..- ., yp: A

da ({40.16) formulaga garang) 2; bilan 2; ni o‘ruini almashtirsak, p — tartibli
minor Dy(z,y; A) ning faqat ishorasi almashadi.
Fredholmning umumlashgan fundamental munosabatlari quyidagilar:

Iy, X2, ..., Tp, A

D

N Y2..--5 Yps A
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LN Ty oo Zamts Lagls- -y Tpy A
=Y (U)TNK (g yg) D | T \
\ YU oo Y1 YptLs - Yp A

+

a=1
b /1‘ Tey, x \\
s Tamls Tay Ladls « oy Ly A
A f K(t,’yf;)l)( : b e Tt P )dt. (40.17)
Ja Ute oo Yo be Ypaty oo Upe A
\ ; /
0 Ty, X2y .. Tp A _
Yi, 2y -+ ypy’\
P X 21, e Taely Lokl - oy Tpy A
= Z(—l)"”’/\ K(za,yp) D
3=1 \ Yiy - Y-, Yp4+15 - - -, y)»)‘ /

Tpy oo o5 Loty b Totly -y Zyp,

+A / ' K(2art) D ( i) dt.  (40.18)

Yty o5 Ys—1, YBy Yp+1s -+ -y Yps
Yuqorida keltirilgan (40.12) muncsabat quyidagi umumiy munosabatning xu-
susiy holidir

b b /
[ Ty, Ty ...y 2p, A
//u b 27 day - dzy = (—1PXRAD(X). (40.19)
J J T1, Lo, ... Tpy A

{40.17)-(40.19) tengliklarning isboti [10] da keltirilgan. Faraz qilaylik, Ag soni
A(X) = 0 tenglamaning ildizi bolsin. Ma'hunki, A(0) = 1 shuning uchun
Mo # 0. A(N) analitik funksiya bo‘lganligi uchun Ag uning chekli » karrali

noli bo‘ladi, ya'ni
Ad) =0, A'(g)=0, ..., AN =0 AP #0.

Agar biz (40.19) formulada A = XA va p = r desak. u holda (40.19) ning
o'ng tomoni nolmas bo'ladi. Deinak, unizg chap tomoni ham nolmas, bu esa
o'z navbatida p— tartibli Lp(z,2; Ag) minorning aynan nolmas ekanligini
keltirib chiqaradi. Bu yerdan Dp(2,y; Ag) ning aynan nol funksiya emasligi
kelib chigadi. Agar Ag soui A(X) funksiyaning r karrali noli bo‘lsa, u holda
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shunday ¢ < 7 natural son mavjudki, quyidagilar bajariladi:
AlNg) =0, D(z,u;\)=0,.... Doz, y;00) =0

bo'lib, £,(x,y; M) aynan nolmas bo‘ladi.
y g\, Y3 A0) aY

40.2-ta’rif. Yugoride anglungan q soniga Ao warokteristik sonning kar-
raligi degiladi.

Shuni ta'kidlaymnizki, simmetrik yadrolar uchun ¢ = r tenglik o‘rinli. Xusu-
san bizning holimizda haw ¢ = r bo'ladi.

Dy(x,y: ho) avnan nolmas funksiva bo‘lganiigi uchun shunday a; = i

a\T,Y;N0) & y g 3 B

Y1 =Yy, Y2 = Ya-..,Yg = Y, nugtalar mavjud

S — . —_ !
.’Lz — (Ez,...,.lfq —.I:q,

/ / '3
h.oxh, . 2l A
1 21 vg 0 0
yl 2 I\ #
10 y2?--')yqv'0

D
ho‘ladi. Endi Fredholmuing (40.18) wmumiashgan fundamental munosabatida
A=)y, p=gq va

JE—— — A v — . pa——

=2, oy Taol =Thoy Ta =L, Tapl = Thypeeos Tq =Ty,
Iy — ! — — A — a4 — a2
N=Yn v Yol T Yo1r Yo = Yoo Yotl = Yoq1s -+ Yg = Yy

desak, quyidagi tenglikka ega bo'lamiz

The oo Tpoge Ty Tpypee-- Ty A

D W ’ o A =
yl* RN ya—-lv yui ya-f-l?"" y'p
) ! ’ ? ’
Ty oo Ty L X T Ay
=)\ / K(z,t) D /’ b T dt.  (40.20)
Ja .l/l, ey y],j-l’ y'a, gi3+l’ ey yq, /\0

{40.20) tenglikning ikkala qismini noldan fargli bo‘lgan

’

- ' '

AT S
~ 1 IREERE 0
D oo

LA =1 (3:' l]" \ )
. g\L s 4,10
y/l* yé"-'vy;»Ao
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ho'lamiz va

/ ! !
Ty o T Ty Ly gy ey T

’
- g Ao
] ' ! ’ / )\

Yo - Y1 Yo Ygarr - Yp Ao/

Dy(z', 45 2o)

belgilash kiritib, barcha o =1, 2, ..., ¢ larda quyidagiga ega bo‘lamiz

palz, M) = (40.21)

b
oal@0) = o [ K20l V) (10.22)

(40.22) tenglik @) (2, Ag), @a(x, M), - - -, 9g(x, o) lar bir jinsli (40.10) tengla-
maning yechimlari ekanligini bildiradi. Bu yechimlar uzluksiz va {40.21) ga

ko‘ra

(40.23)

1 1, agar a=73
900(1'2%)‘0) = {

0, agar o # 8.
40.1-lemma. Bir jinsli (40.10} tenglamaning yechimlari sistemasi
1(z, Ao). wa(x, Ng), ..., pa(x, No) chiziglhi erklidir.
Isbot. Faraz gilaylik,

Croa(z, ho) + C22(2, Ag) + - -+ + Cyipy(, Ao) =0
tenglik biror C, Cy,...,C, sonlar uchun o‘rinli bo'lsin. So‘nggi tenglikda
r =z, desak, (40.23) ga ko'ra (', =0, a = 1. 2, ....¢ ga ega bo'lamiz. A
Ma'lumki bir jinsli tenglama vechimlari yig'indisi va songa ko'payimasi
vana yechim bo‘ladi. Shuning uchun
u(z) = Cro1(z, Ao) + Ca2p2(, Ao) + - -+ 4 Cyipg(, No) (40.24)
funksiya ixtiyoriy Cy, Cs,....Cy sonlar uchun (40.10) bir jinsli tenglamaning
yechimi bo'ladi. Endi (40.10) bir jinshi tenglamaning ixtivoriy yechimi {40.24)
ko‘rinishga ega ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, v(z) bir jinsli (40.10)
tengiamaning hiror yechimi bo'lsin, ya'ni

v(t) — Ao J/b K(t, s)u(s)ds= 0 (40.25)
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bo'lsin. U holda ixtiyoriy H(z, t) uzluksiz funksiya uchun quyidagi ayniyat

o'rinli

/f {v(t).H(;z?, t)— Ao .[bh”(t, s)v(s)H (z,t) dc} dt = 0. (40.26)

(40.25) dan (40.26) ni ayirib, quyidagiga ega bo‘lamiz
h
v(x) =X J/ N(z.t)v(t) dt, (40.27)

bu yerda
MN(z,t) = K (z,t)— H(z, t) + Xo J[b K(s,t) H(x,s)ds.
a

Endi Fredholmning (40.17) umumlashgan fundamental munosabatida A =
Ag, P = q+1 va gy = T, Y1 =¥y desak va x; hilan x; ning o'rni almash-
ganda Dp(x,y; Ag) ning ishorasi almashinishini hisobga olsak, quyidagiga ega

bo‘lamiz

Ty Ly ey Tge A \ ) 'm,..‘,m,.,.,m,)\
1, y g 0|=/\0A'(:T:,y)D(-L o 9> N0

yvyh""yq’)\o \yl_’"'yyﬂv"'iy(j))‘ﬂ

D

q
Tiyee s Tamly Ty Togls - - Tqy Ap
— E X K(2a,v) D
=1 Yty - - s Yoy Yoo Yotls- -5 Ygo N0

/ \
{ T, 20 .., Lgy Ag ) ds.

b
12 | K(s,9)D (40.28)
Ja S, ¥ - Yy )‘0 /
(40.28) tenglikda
/ / / /
Il:xla"'axq:$q7 ’l]:t. ?/1:?/'17---,?/.]:?!,1

almaghtirish qilainiz, hamda (40.28) tenglikning ikkala gismini noldan fargli
bo'lgan

) ’

Ty, .Cz,...,.’l‘q./\o

YL Yoo Yg Mo

D := Dy(2',¥/; M)
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ga bo‘lamiz va

7 !
LN (TR 7% Ao

D . /
y* yl) IR RN ’\0
H(z,y) = - 40.29
(z,9) Dy(z'.9"; o) ( )
belgilash kiritib quyidagiza ega bo‘lamiz:
1
D MK (o, 2o) =
o=l

= MK (x, t)— H(z, 1)+ XN jf' K(s,t) H(z,s)ds. (40.30)

4030)‘ teng hkllinﬁ' O’Ug; tomont ,)\ f\lr x, ¢ ga teng. 4026 a-‘-'tiya,t lxtlyo}ly
k 5 5 = 0 ’ = = JAROARR )
H z, ¢ UZhlkSiZ filllksi o U;Chull ()‘rilﬂi (’/dl Shunill‘ U.Chuﬂ blZ unt 4_0;29\

? } tel }

tenglik bilan asiglangan H(x, t) bilau almashtiramiz. Natijada

q
AoV (, t) = Z "‘\0!\/(37;7 t)gﬁa(xv )\0)

a=}
tenglikni olamiz. AN (%, t) ning bu ifodasini {40.27) tenglikning o'ng tomoni-
ga qo'yib,

q b
v(z) = Yo Y falz, Y0) / K (2, t) v(t) dt

o=l

tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan v(z) ning (40.24) ko'riniskda tasvirlaniski ke-
lib chigadi. Shunday gilib, biz Fredholmmng ikkinchi fundamental teoremasiui
ishotladik.

49.4-teorema. Agor A = N soni K(x, 1) yadroning g karrall zarekieris-
tik soni bo‘lsa. v holda (40.19) bir jinsli tenglama q ta chizighi bog’lanmagan
Yoz Xg)y @ =1,2,..., g yechimlorge ega beladi va ixriyoriy u(x) yechin
wlarning chiziqli kombinatsiyasi ko ‘rinishida tasvirlanadi, yo'ni u(x) yechim
uchun (40.24) tenglik o’vinli.

Bu chizigli boglanmagan @.(r, Ao), @ = 1. 2,...,¢ vechimlar sistemasi
(40.21) tenglik bilan aniglanadi.
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40.2. Bir jinslimas tenglamaning wmumiy yvechimi. Hozir biz bir
jinslimas (39.3) integral tenglamaning wmumiy yechimini beramiz. Agar A(X)
# 0 bo'lsa, (39.3) integral tenglama yagona yechimga ega va u (40.5) tenglik
bilan aniglanadi. Endi (39.3) bir jinslimas integral tenglamani A(A) =0 hol-
da yechishga harakat qilamiz. 38.1-tcoremaga ko'ra (39.3) tenglama yechimga
ega bo'lishi uchun f € Lafa, b] funksiva (40.9) bir jinsli tenglamaga qo‘shma
tenglamaning barcha yechiinlariga ortogonal bo‘lishi zarur va yetarli. Biz sim-
metrik yadrolarni {(37.8) shartga qarang), ya'ni 1" = 1™ holni garavapmiz.
Bu holda (40.9) bir jinsii tenglamaga qo‘shma tenglama (40.9) tenglamaning
o'zidan iborat. Faraz qilaylik, A = Ag soni K (=, t) vadroning ¢ karrali
xarakteristik soni bo'isin, u holda {40.10) bir jinsli tenglama ¢ ta chiziqli
bog'lanmagan .(z, Ng), a =1, 2,...,q yechimlarga ega bo‘ladi. Bu holda
(39.3) tenglama yechimga ega bo'lishi uchun f € Lofa, b] funksiya {40.10)
bir jinsli tenglamaning barcha yechimlariga ortogonal bo‘lishi zarur va yetarli,
va'ni

b
/ f(@) ooz, Xo)dz —0, a=1,2,...,q. (40.31)

Faraz qilayiik, (40.31) shartlar bajarilgan bo'lsin, u holda 38.1-tcoremaga ko‘ra
(39.3) tenglama yechimga ega bo‘ladi. Bu teorema yechimning mavjudligini
beradi xalos. Yechimni topish esa oson masala emas. Hozir biz yechimni top-
ishning Fredholm tomonidan berilgan usulini bayon qilamiz. Faraz gilaylik,

(40.31) shartlar bajarilgan bo‘lsin. U holda

q b
Z/\OK(:r;,:z?)/ Ft)palt. N)dt = 0 (40.32)
a=1 va

ayniyatga ega bo'lamiz. A\g K (2, 2)) = A K (2, x) ifoda ¢ ga bog‘liq bo'lma-
J &d ©y 0 y Loy 0 o <3
ganligi uchun uni integral tagiga kivitish mumkin, ya'ni

hY

/ b 3 Ao () el /\0)} f(tydt = 0. (10.33)

=] )
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(40.30) dan hamda K (x,t) = K (¢, z) shartdan foydalanib (bz holda H (x,{) =
H(t, z) bo'ladi) (40.33) ni quyidagicha yozish mumkin

b g
0= J_/ K(z,t)f(t) dt — J/ H(z,t)f() dt+

a
b b
+)\0/ @) {/ K(z,s) H(s,1) a’.s} dt. (40.34)
So‘nggi go‘shiluvchi
b b
Ao / / F{) K(z.3) H(s,t)dsdt

Ja Je

ni quyidagicha ham yozish mumkin: bunda ¢ va s larni joyini almashtirib

b b
Ag ’/ / F(s) K(z,t) H(z,s) dt ds

a Ja

)w/ab K(z,t) {/ab H(t, ¢) f(s) d.s'} dt.

Bu ifodani (40.34} ga qo’yib va birinchi va oxirgi hadlarni birlashtirib quyida-

yoki

giga kelamiz:

b b b
0= )\O/K(:v,t) {f(f:)Jr/H(iz,s)f(s)ds]‘ d‘é—/H(:zr,t)f(t) dt. (40.35)
a \ [ I a
Agar biz
b
w() = FO+ | Ht.s) £(s)ds
yoki .
ug(z) — f(z) = / H(z,s) f(s)ds (40.36)
desak, u holda {40.35) quyidagi ko'rinishga keladi:
b
up(z) = f(z)+ Ao / K (z,5) up(s)ds.

Shunday qilib, {40.31) shartlar bajarilganda {39.3) tenglamaning A = Ay da
hech bo'imaganda bitta (40.36) tenglik bilan aniglanuvehi ug(z) yechimi mav-

jud. Endi (39.3) tenglamaning harcha yechimlarini topamiz. Faraz qilaylik.
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(39.3) tenglama A = Xg da vo(z) dan farqli «(2) yechiniga ham ega bo‘lsin.
U holda u(z) — up(z) (40.10} bir jinsl tenglamaning yechimi bo‘ladi. 40.4-

teoremaga ko‘ra
u(x) — ug(x) = Crepi(x, M) + Ca wa(, Ag) 4+« + Cyepg(, Ag).

Bu yerda €, Cs, . .., Gy ixtiyoriy o‘zgarmasiar. Ma'lumki. bir jinslimas teng-
lamaning uraumiy yechimi, uning hiror xususly yechimi bilan bir jinsh tengla-
maning wnumiy yechimi yig'indisidan iborat. Shunga ko‘ra (39.3) tenglama-

ning A = Ap dagi umumiy yechimi
b
u(z) = f(z) + / H(z.1) f(t) di+

+Cro1(x, Ag) + Ca walir, Ag) + + -+ 4+ Cg g, Ag) (40.37)

bo'ladi. Shunday gilib biz Fredholinning uwchincli fundamental teoremasini
isbotladik.

40.5-teorema. Agar A =Xy soni K(z, t) yodroning g karrali zarakte-
ristik soni bo‘lsa, u holde (39.3) tengloma wmuman olganda yechimlarga ega
emus. Bu tenglema yechimgo ega bo lishs uchun (40.81) shartiorning bujarili-
shi zarur va yetarli. Agar (40.81) shartlar bajarilsa, u holda {39.8) tenglama
cheksiz ko'p yechimlargs ega bo‘lib, wlar (40.37) formula bilan aniglenad:.
(40.37}) du Cy, Cs, ..., Cy ixtiyoriy ozgarmaslar, wo(z, M), «=1,2,...,9
lar (40.21) formuly bilan, H(z,t) funksiya (40.29) tenglik bilan aniglanadi.

Integral tenglamalarni yechishga doir misoliar. Endi biz integral
tenglamalarui Fredbohn usuli bilan yechishga doir misclar qaraymiz.

40.1-misol. Lo[—mn, 7] fazoda

,u

u(z) = [(€)+ A _// (1 + cos z cos yyu(y)dy

integral tenglamaga mos Fredholm determinanti va Fredholm minorini toping
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Yechish. Bu integral tenglamaniug yadrosi K (z,y) = 1-+cosz cosy hagi-
qiy giymatli va simmetriklik shartini ganoatlantivadi, ya'ni K(z,v) = K(y, z).
Endi (40.1) formula yordamida A,, n € N koeffitsiyentlarni hisoblaymiz:

rT i
= / K(x,2)de = f/ (1 +cos®z) dx =21 + 7 = 37,
=7 o =7

Xuddi shunday Ag koeffitsiyent hisoblanadi:
/ ds /

K(z,2) K(z,9) | '
K(y,z) K(y, J)

rT T
= / a’x [ {(1+ cos® ) (14 cos®y) — (1 + cosx cos y)?] dy =

- -
:z/ dz / (cos | cos?y —2cosx cos y) dy =272 4 272 — 0 =472
-7
Intrgral te nglama, vadrosining rangi 2 bho'lganligi uchun, barcha n > 3 larda
Ay =0 bo‘ladi. Shuning uchun determinant A{A) quyidagiga teng bo‘ladi:
. 1 1
AN = 1—/\A1+§/‘\2A2 = 1—37r)\+—2-)\2-4772 = (rA—1)(2mA—1). (40.38)
Integral tenglama yadrosining rangi 2 bo‘lganligi uchun, barcha n > 2 larda
Bp(z, 1) =0 tenglk o’rinli. By(z,t) uchun esa quyidagl

. |
By(z.1) = /‘ l K(z,t) K{x,t1) i ity =
;_,’ K(t,t) Kt 1) |

=27+ 7)(1+cosx cos t) — 2w —neosx €os L =7+ 2w cos x ¢os ¢.
tenglik o'rinli. Shunday qilib D(z,¢; A) uchun quyidagiga ega bo'lamiz:
Dz, t;0) = MK (,8) — A2 By(x,t) = M1 + cos x cos t)—

~ X7+ 2mcos z cost) = A(1—7mA)+A(1—27)) coszcost. (40.39)
40.2-misol. K(z,y) = 1 + cosxcosy yadroning xarakteristik sonlari va
fundamental funksiyalarini toping.
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Yechish. Yadroning xarakteristik sonlari bu A{X) ning nollaridir. 40.1-
misolda K(z,y) = 1+ coszcosy yadroga mos Fredholm determinanti to-
pilgan. Uning nollari ((40.38) ga qarang) A\ = 771 va Ay = (27)7! lardir.
Demnak, ular K(z, y) yadroning xavakteristik sonlari bo'ladi. Bu Ay va A
nugtalarda birinchi tartibh rainor 1)(z,#; A) noldan fargli bo‘lganligi uchun
bu xarakteristik soularning karraliklari birga teng, ya'ni bir jinsli tenglamaning
yechimlari to‘plami bir o‘lchamli chizigli fazodir. (40.39) ga ko‘ra bu xarakte-
ristik sonlarga nos keluvehi fundamental funksiyalar quyidagicha bo'ladi:

1
wlz, A = D(a,0; 7)) = —o oS T, Y(x, Ag) = D(x.0;A2) = 4%

40.3-misol. Ly[—n, 7] fazoda

u(x) =sinz+ A ' (1 + cosz cosy)u(y)dy. (40.40)

Bir jinslimas integral tenglamani A = Ay = 77! bo‘lganda 40.5-tecremadan
foydalauib yeching.

Yechish. Qaralayotgan integral tenglana yechimga ega bo'lishi uchun ozod
had f(x) = sin x {40.40) ga mos bir jinsl tenglamaning barcha yechimlariga
ortogonal bolishi zarur va yetarhdir. (40.40) ga mos bir jinsli tenglamaning
wmumiy yechimi 40.2-misol va 40 4-teoremaga ko‘ra Cp(x, \y) ko'rinishda

bo‘ladi. Bu holda ortogonallik sharti bajariladi. Hagigatan ham.

o /” f2)p(ze M)de=C /r sin x (-1 oS x\} dr =0.
Y J-x \ J

Endi (40.40) tenglamaning unumiy yechimini topish ucln biz (46.29) tenglik
bilan aniglanuvehi H(z,!) funksiyani qurishimiz kerak. Buning uchun esa
hizga (40.16) tenghk bilan aniglanuvehi ikkinchi tartibli minor Da(x, 85 A)
kerak bo‘ladi. Integral tenglama yadrosining rangi 2 bo‘lganiigi uchun, barcha
n > 1 larda

X, T2
B,

in
=

t1. g
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ayniyat o’rinli. Bundan (40.16) ga ko'ra
Ty, To. A Ty, T
D ( 1) 42 A\ — )\% B() ( 142
\ L i M \t, B2

tenglikka kelamiz. Murakkab bo‘lmagan hisoblashlar shuni ko'rsatadiki

Zy, Lo

i1, b
= co8 1 €os i+ cos x5 cos 19 — COS 1 €OS T3 — COS T3 €OS &)
tenglik o'rinli. Natijada biz

Ty, T2, ’\1

b, to, A1
=72 {cos z1 cos &1 + cos x3 cos fy — CcOS 2y €OS 2 — COS T3 COS tl)
tenglikni olamiz. U holda H(x,t) quyidagiga teng bo'ladi:

D I,O,)\] )
) t) 0’/\1

H(x,t) = ————t = — = (cos z cos t+1—cos z— cos ().

D(0,0; Ay) -
Endi (40.36) yordamida xususiy yechim wug(x) ni topamiz:
rr
up(z) = f(z) + Jf H(z.s) f(s)ds =sin x+0 = sin 2.
-
40 5-teoremaga ko'ra wmnumiy yechim
u(x) = up(x) + C oz, M) =sin x4 C'cos .

Mustaqil ishiash uchun savol va topshiriglar

1. (39.3) integral tenglamage mos Fredholm determinanti va minori ganday
aniglonadi.
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2.

~
o

w(z) =sinz+A [ 7_; (2 cosx cost—sinzsint)u(t)dt integral tenglamaga

mos Fredholm determinanting foping.

u(z) = sinz + A f (3cosz cost — Ssinxsint)u(t)dt integral tengle-

maga mos Fredholm mimormi toping.

K(x,t) = coszcost — 2sinxsint yadroning warakteristsk sonlari va
ularga mos fundomental funksiyelaring toping.
Quuidagi
1 x
u(z) = sinz 4 = / (cosx cost — sinx sintyu(t)dt
s
-7

integral tenglame winumiy yechiming 40.5-teoremadan foydalanib toping.

Agar K(z, t) yadro (38.11) ko ‘rinishda (rangi n bo‘lgan ujralgan yadre)

bolsa, borcha k > n larde Agpy =0, Bi(x,1) = 0 bolishini isbotlang.
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Additiv operator - 292

Additiv funksional - 239
Akslantirish - 12
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Lebeg teoremasi (integral belgisi osti-
da limitga o'tish) - 125,156,139
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O
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To'plamlar algebrasi - 36
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