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I B O B .  XATOLEK NAZARIYASI

l.l-§ . Xatoliklar manbayi va klassifikatsiyasi

Ixtiyoriy matematik masalani sonli yechishda biz aniq yechimga 

ega bo‘lmasdan, balki yechimni u yoki bu darajadagi aniqhkda topa- 
miz. Demak, natijadagi xatolik qanday hosil bo‘lganligini aniqlash 
lozimdir.

Har qanday matematik masalaning qo‘yilishida turli miqdorlar 

(parametrlar) qatnashadi. Bizni qiziqtirgan yechimni topishimiz uchun 
masalada qatnashuvchi parametrlaming qiymati berilgan bo‘lishi 
kerak.

Misol uchun,

? = f ( x , y )

differensial tenglamaning konkret xususiy yechimini topish uchun 

y(x0) ~ y 0 — boshlang‘ich shart berilgan bo‘lishi kerak. Bundan tash- 

qari, differensial tenglamaning o ‘ng tomoni f ( x , y )  ba’zi para- 

metrlarga bog‘liq bo‘lsa, ularning qiymatlari ham berilgan bo'lishi 

shart. Berilgan masalaning bizni qiziqtirgan yechimini topish uchxm, 
masalada qatnashuvchi barcha parametrlami dastlabki ma'lumotlar 
deb ataymiz. Tabiiyki, topilishi kerak boTgan (bizni qiziqtirgan) 

yechim dastlabki maMumotlaming funksiyasi boTadi. Ko‘pincha 

dastlabki maTumotlar yoki tajribadan, yoki biron-bir boshqa masalani 

yechishdan hosil boTadi. Har ikki holda ham dastlabki maTumot- 

laming aniq qiymatiga emas, balki uning taqribiy qiymatiga ega 
boTamiz. Shuning uchun dastlabki maTumotlaming berilgan har bir 
qiymati uchun masalani aniq yechganimizda ham, baribir taqribiy
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natijaga ega bo‘lamiz va natijaning aniqligi dastlabki m a’lumot- 
laming aniqligiga bog‘liq bo‘ladi.

Aniq yechim bilan taqribiy yechim orasidagi farq xato deyiladi. 

Dastlabki m a’lumotlaming noaniqligi natijasida hosil bo‘lgan xato 
yo'qotilmas xato deyiladi. Tabiiyki, bu xatolik berilgan masalani 
yechuvchiga bogTiq boTmay, to‘la-to‘kis berilgan maTumotlaming 

aniqligiga bogTiqdir. Agar boshlang‘ich maTumotlaming aniqligi 

m a’lum boTsa, matematik masala yechimining xatoligini baholay 

bilish kerak.
MaTumki, ba’zi matematik ifodalar tabiat hodisalarining ozmi- 

ko ‘pmi ideallashtirilgan modelini tasvirlaydi. Shuning uchun tabiat 

hodisalarining aniq matematik ifodasini (tenglamalarini, formulasini) 

berib boTmaslik bois, natijada xato kelib chiqadi. Bundan tashqari, 
biron masala aniq matematik formada yozilgan boTsa va uni bu 
ko‘rinishda yechish mumkin bo‘lmasa, u holda bu masala unga 

yaqinroq va yechish mumkin boTgan masalaga almashtiriladi. Buning 

natijasida hosil boTadigan xato metodxatoligi deyiladi.
BoshlangTch berilgan masala sonli yechilishi mumkin boTgan 

masalaga almashtirilgan boTsa va, hatto, boshlang‘ich qiymatlar aniq 
boTsa ham aniq yechimga ega boTa olmaymiz. Bu holat quyidagicha 

izohlanadi: birinchidan, masalada turli irratsional sonlar qatnashishi 

mumkin, tabiiyki, ulami taqribiy qiymatlariga almashtiramiz; 
ikkinchidan, hisoblash jarayonida oraliq natijalar yaxlitlanadi. 
Hisoblashlar jarayonida hosil boTadigan xatolik hisoblash xatoligi 
deyiladi.

Shunday qilib, yechimning to'liq xatoligi, ya’ni berilgan masa- 

laning aniq yechimi bilan amalda topilgan taqribiy yechim orasidagi 

farq yo‘qotilmas xato, metod xatoligi va hisoblash xatoligidan iborat 
boTar ekan.
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1.2-§. Absolut va nisbiy xatolar

Agar A -  biror miqdoming aniq qiymati bo‘lib, a uning m a’lum 

taqribiy qiymati bo‘lsa, u vaqtda a sonning absolut xatotigi deb 

Aa=| A - a j  ga aytiladi. Absolut xatolik faqat nazariy ahamiyatga 

egadir, chunki ko‘pincha biz A  ning qiymatini bilmaymiz, shuning 

uchun Aa ni ham bilmaymiz. Lekin Aa ning o‘zgarish chegaralarini 

ko‘rsatishimiz mumkin. Bu chegaralar taqribiy a sonni topish usuli 
bilan aniqlanadi. Masalan, biz o‘lchashni oddiy chizg‘ich bilan 

bajarsak, absolut xatolik, odatda, 0,5 mm dan oshmaydi, agarda shu 

ishni shtangensirkulda bajarsak, absolut xatolik 0,1 mm dan 

oshmaydi.
Absolut xatodan kichik bo‘lmagan har qanday songa taqribiy a 

sonning absolut timit xatosi A(a) deb aytiladi. Bu ta'rifdan 

| A - a |<A(a), bundan esa a -  A(a) < A < a  + A(a) kelib chiqadi.

Absolut xato va limit absolut xato hisoblash xatoligini baholash 

uchun yetarli emas. Misol uchun, ikkita og'irlik o ‘lchanganda 

^ = 1 0 0 ,2 ^ 1 0 ,2  g va /m2 =12,6 ±0,2 g natijalar hosil bo‘lsin, bu yerda 

har ikkalasida limit absolut xatolik bh  xil bo‘lishidan qat’i nazar 

birinchi o ‘lchash ikkinchi o ‘lchashdan ancha aniqdir. Aniqlikni 

yaxshiroq baholaydigan tushuncha kiritamiz.
Absolut xatoning taqribiy sonning absolut qiymatiga nisbati

taqribiy sonning nisbiy xatosi 8a deb aytiladi:
c Aa oa=-|-r.

Xuddi yuqoridagidek limit nisbiyxato  8(a) tushunchasi kiritiladi:

8(a)= A(a)

H "
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Limit nisbiy xatolik yordamida A son quyidagicha yoziladi:

A - a { \ ±  5(o)).

Bundan keyin biz limit absolut xato va limit nisbiy xatoni qisqacha 
absolut va nisbiy xato deymiz. Absolut xato ismli, nisbiy xato ismsiz 

miqdordir. Odatda, nisbiy xato protsentlarda yoziladi.
Sonning ifodasidagi (yozilishidagi) chap tomondan birinchi noldan 

farqli raqamidan boshlab barcha raqamlar va saqlanilgan razryadlami 

bildiruvchi oxirgi nollar taqribiy sonning ma 'noli raqamlari deyiladi.

Agar Aa < -^lom_n+l tengsizlik bajarilsa, u holda taqribiy

a = a OT - 10m + a m+1-10'”-1 + ••• + a m+„_1 • io'"“"+1 + •■■, 

sonning birinchi n ta m a’noli raqami ishonchli raqamlar deyiladi.

Taqribiy son a ning ishonchli raqamlari soni bilan uning nisbiy 

xatoligi orasida quyidagi

bogTanish mavjud.

Isboti. Taqribiy a son n ta ishonchli raqamga ega boTganligi uchun 
uning ko‘rinishi quyidagicha boTadi:

a = a m lOm + a m+l • 10m_1 + • • • + • 10m_"+1 + • • •,

bu yerda a m >1.

A a = —10m_"+1 
2

boTib, bundan

A > a - -  10w_"+1 
2

boTadi.

a ni undan katta bo‘lmagan a m 10m songa almashtirsak, bu 

tengsizlik yanada kuchayadi:
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— 1 om_n+I ——
2 ~ 2

^4>a„-10m- - 1 0 m-"+l= —10m| 2 a  ^  | (1)
- * >v m 10"~ )  y

Bu tengsizlikning o‘ng toraoni n = 1 da eng kichik qiymatga ega 

bo'ladi, shuning uchun

A * - l O m(2am- \ ) ,

bo'ladi. 2am -  l=a,„ 4- (am - l ) ^ a m ligidan

(2)

bo'lib

A 2 -  a m10"2 "*

Il0 '”- fl+l5a = — <-4---------
lal 1—a_,-10m a ™t r

ta ’kid o'rinliligi kelib chiqadi.

Natija 1. Taqribiy a sonining limit nisbiy xatoligi deb

1 / 1
5(a)=— 1 —  \ 

a m\ l 0 l (3)

ni olish mumkin, bu yerda a m *■ 0 boTib, a taqribiy sonning birinchi 

m a’noli raqami.
Natija 2. Agar taqribiy a sonning ishonchli raqamlar soni ikkidan 

katta boTsa, amaliyotda 8(a)= —!—j JL2a m \ 10 n- 1
(4)

deb olish o'rinli.

Haqiqatan, (1) da ishtirok etuvchi  ̂ sonni e’tiborga olmasak

ham boTadi. U holda

/J>I-10m- 2 - a „ = a m 10”

boTib, bundan
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5(a) <
a - 10'

bo'ladi.

1.3-§. Funksiya xatoligi

Faraz qilaylik, uzluksiz differensiallauuvchi

funksiya argumentlarining taqribiy qiymatlari x( va ulaming absolut 

xatoliklari Ax(, / = 1,2,...,« m a’lum bo‘lsin. Berilgan funksiyaning 

limit absolut Au va limit nisbiy 8u xatoligini topishni ko‘raylik.
Bu masalani hal etish uchun quyidagi shartlar o‘rinli bo‘lishligini 

talab etamiz:

1. Qaralayotgan sohada /  uzluksiz differensiallanuvchi boMib, 
xususiy hosilalari sekin o ‘zgaruvchi bo‘lsin.

2. Argumentlaming absolut xatoliklari aytarli katta emas, nisbiy 
xatoliklari yetarlicha kichik boMsin.

U holda Lagranj formulasiga ko‘ra

bu yerda % = (&xA 2,...,%n) esa Q q , ^ , . v a  (xx,x2,...,xn) 

nuqtalami birlashtiruvchi kesmaga tegishli qandaydir nuqta.

Funksiyaga qo‘yilgan birinchi shartlarga asosan, 8f( \)  ni df(x)
gadxj dxj

almashtirish mumkin:
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Bundan

A(«)=£
1=1

3/(x)
3x,

AU ,).

Endi nisbiy xatoligini chiqaramiz:

dx;
f ( x )

■A(x().s ,_. A(m) /
8(M)= T 7 7 ^ r £

|/(*)| ,=i
Bu formulaning quyidagicha ko‘rinishi ham ishlatishadi:

of(x)

8(m) = Z
i=i

Sf(x)
8x,

f ( x )
a (x,-) = z K }

i=i

df(x)
8xj

f ( x )
8(Xj).

Bobga tegishli tayanch iboralar: yo‘qotilmas xato, metod xatoligi, 
hisoblash xatoligi, to‘liq xatolik. Taqribiy son, absolut xatolik, nisbiy 

xatolik, limit absolut xatolik, limit nisbiy xatolik, m a’noli raqamlar, 

ishonchli raqamlar, funksiya xatoligi.

Savollar
1. Y o‘qotilmas xato, metod xatoligi va hisoblash xatoligi tushun- 

chalarini izohlang.
2. Hisoblash jarayonida hosil bo‘ladigan to‘liq xatolik nimalardan 

iborat boTadi?
3. Taqribiy sonning absolut, nisbiy xatoliklarini ta’rifini ayting.

4. Limit absolut xatolik va limit nisbiy xatolik ta’rifini ayting.

5. Taqribiy sonning ma'noli va ishonchli raqamlari ta’rifini ayting.
6. Taqribiy sonning ishonchli raqamlari soni bilan uning nisbiy 

xatohgi orasidagi bogTanishni isbotlang.
7. Funksiyaning limit absolut va limit nisbiy xatoliklari formulasini 

chiqaring.
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Misol 1. y  = sin x funksiyaning x ning aniq qiymatidagi limit 

absolut xatoligini aniqlang.

Yechish. M a’lumki, berilgan funksiyani jc ning darajalari bo‘yicha 
Teylor qatoriga yoyilmasi quyidagicha:

y  = s in x =  Y (-1)
k=o

k X
_2*+l _2*+Ijc3 x5 , x~----------- X --------1------f— 1 ) -----------------

(2k+\)\ 3! 5! '  (2k+\)\

y  = sinjc ning taqribiy qiymatini hisoblash uchun bu qatorda chekli 

miqdorda hadlarini olish kifoyadir, ya’ni

.  .  "  t  r 2*+l
y  = (sinjt) =

k=o (2k+\)\

Bu yaqinlashuvchi qatoming absolut xatoligi
I \2n+3

y - y <
(2«+3)!

ekanligi bizga m a’lumdir. Demak, limit nisbiy xatolik
|2n+3

A(y).
(2«+3)!

ga tengbo‘ladi.

Misol 2. Quyida berilgan

[ 2x + y  = 0,

|l0~5x + y  = l

tenglamalar sistemasini o‘nlik sanoq sistemasida to‘rtta raqam aniq- 

ligida amallami bajamvchi kompyuterda yeching.

Yechish. Qo‘l ostimizdagi kompyuterda sonlar 0, X|X2x3x4 • 10/J 

ko'rinishda ifodalanadi, bu yerda: 0 <  x, < 9, i = 1,2,3,4. Berilgan

sistemaning aniq yechimi:
100000

20001 -0,4999975, 200000
200001

0,999995.
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Ikkinchi tenglamadan

x = I 0 5y - 1 0 s

ga ega bo ‘lamiz. Birinchi tenglamadan (2 -105 + l ) j  = 2 -105 ekanligi 

kelib chiqadi yoki 0,200001-106 y =  0 .2 -106 bo‘ladi. Noma'lum y  

oldidagi koeffitsiyent bizning kompyuterda 0,2000- 106 ko‘rinishda 

ifodalanadi. Hisoblashlardagi yaxhtlash evaziga shu ko‘rinishga ega 

bo‘lamiz, natijada y  -  0,1-101 = 1 bo ‘lib, x  = 0 ga ega bo'lamiz.

Ishlatilgan algoritm aqlbovar qilmaydigan xatoliklarga olib kelsa, 
bunday algoritrnlar sonli noturg'un deb ataladi.

Misol 3. Agar n soni o ‘miga 3,14 desak, limit nisbiy xatolik 

qanday bo ‘ladi?

Yechish. a m = 3 va n = 3 bo‘lganligi uchun (4) formulaga ko‘ra,

1
600

bo‘ladi.

Misol 4. a = V22 da nechta raqam olsak, nisbiy xatohk Sa = 0,001 

bo‘ladi?

Yechish. 8a < —  j ) formuladan foydalanamiz. a = ^22  ning

birinchi raqami a m = 4 va 8a = 0,001 bo‘lganligi uchun

1
410

- ^ < 0 ,0 0 1

b o iib , bundan 10" 1 > 250, n > 4 bo iad i.

Agar y/22 da 4 ta raqam olsak, uning nisbiy xatoligi 0,001 bo iad i.
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Misol 5. a = 24253 taqribiy sonning nisbiy xatoligi 0,1% bo‘lsa, 
uning nechta raqami ishonchli bo'ladi?

Yechish. 8 a = -^ ^ = 0 ,0 0 1 , Aa=a-8a=24253-0,001=24,3 = 2,43-10, 
100%

A a < ^ 1 0 m_n+1 bo‘lsa, a sonining birinchi n ta m a’noli raqami 

ishonchli bo‘lar edi. Bu yerda m = 4 bo‘lganligi uchun 

2 ,43-1 0 < i l 0 4_"+1 dan n = 3 desak bo‘ladi. Berilgan sonni 

a = 243-102 deb yozish maqsadga muvofiqdir.

Misol 6. Agar ;q = 12,2 va x2 = 73,56 bo‘lib, ulardagi barcha 

raqamlar ishonchli bo‘lsa, U  = x, • x2 ko‘paytmada nechta ishonchli 

raqam bo‘ladi?
Yechish.

A(jq) = ^101_3+1 = 0 ,05 , A(x2) = ^-101_4+1 = 0,005.

Bundan, 8(«) = + = 0,0042, « = 897,432
W  X, x2 12,2 73,56 ’ ’

bo‘lib, A(m) = m - 8(m) = 897,432- 0,0042 = 3,6 bo'ladi. A M < |l0 m_"+1

tengsizlikda m = 2 bo ‘lib, n = 2 ekanligi kelib chiqadi. Demak m 

kamida 2 ta ishonchli raqamga ega va uni u = 874 ± 4  deb yozish 
maqsadga muvofiqdir.

Misol 7. Agar shar diametri d  = 3,7 s m ± 0,5 sm bo‘lsa, shar hajmi

V = j7 id 1 ning limit absolut va limit nisbiy xatoligi qanday bo‘ladi?
6

„  . . . d v  1 ,3 _ d v  1 ,2 _Yechish. —— = — d* = 8 ,4 4 ,—  = — n d 1 =21,5.
cm 6 dd 2
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A(V) = dV
dn

j An[+ • |Ac?j = 8,44 ■ 0,0016 + 21,5 ■ 0,05 =

= 0,013 + 1,075 = 1,088, A ( F ) s l , l  sm3.

Demak, V = — ncP  =  27,4 sm3 ±1,1 sm3,
6

i nxx
b(V) = - ^  = 0,0397 = 0,04, 8(F) = 4% . 

Javob: A(F) = l ,lsm 3, 5(V) = 4% .

Misol 8. To‘g‘ri to ‘rtburchakning tomonlari a = 5 m , b « 200 m 

bo‘lsin. A(S) = 1 m2 dan oshmasligi uchun A(a) = A(b) qanday 

bo‘lishi kerak?

Yechish.

S  = a-b  , A(S )  = b- A(a) + a- A(b) = A(a)(a+ b).

A (a)=  < 0,005, A(a) = 5m m .
a+o 205

Javob: A(a) = A(b) = 5 mm.

Misollar.
U = f ( x r,x2,x3) funksiyada X j=5,48; x2 = 2,45; x3 = 0,863 

boTib, A rj= 0 ,0 2 ; Ax2 = 0 ,0 1 ; Ax3 = 0,004 boTsa, U  funksiyaning 

absolut, nisbiy xatoliklarini va uning limit absolut, limit nisbiy xato- 
liklarini hamda ishonchli raqamlarini toping.

l  u  -  xrx2 /j u  — x 1 Xr'
48jc3 4

2 . U -  h X2. 5 . U ~ x‘ ? .
V X3 x3

3 U — xi 'x2 6. U -  X' X2 .
48x3 x3
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7. U =

8. u  =

9. U  =

10. U

11. U --

12. U -

13. 0  =

•*r*2 14. U -  x'+x*
\IXS (x2-x 3)x,

sfxl‘X2 15 u  -  ^ X'+X2
xi s[*i

sjxi‘x2 l 6 . U - x'(Y Xi)

= jXl'X2 
V '

_ (*l+*2)*3
X 7- X ,

_ x?(x2+x3)
Xj-JC2

. V*

>/*

17. f /  = - i

18. t /  =

s]x 2 + x 3 

_  X3N/X j-X 2

x2+x3

19 (*i+*2)2
2x,

20. U = - ? £ h .
4x?
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I I B O B .  FUNKSIYALARNIYAQINLASHTIRISH

Funksiyalarai yaqinlashtirish masalasining qo‘yilishi

Funksiyalarai yaqinlashtirisli masalasi qo‘yilgan talabga (shartga) 

qarab turlicha bo'ladi. Hisoblash matematikasida keng qo'llaniladigan 
usullardan ba’zilarini eslatib o ‘tamiz. Xususan, interpolyatsiyalash, 

o‘rtacha kvadratik m a’noda yaqinlashtirish, tekis yaqinlashish va 

splayn yaqinlashish. Literpolyatsiyalash fimksiyalami yaqinlashtirish 
nazariyasida olingan natijalami fimksiya jadvalini zichlashtirish, sonli 
differensiallash va integrallash, matematik fizika masalalarining 

to‘rdagi analogini qurishda keng qo‘llaniladi.

2.1-§. Algebraik interpoiyatsiyalash masalasining qo‘yilishi

[a,b\ oraliqda turli n + 1 ta xk , k  = 0,1,...,« nuqtalarda f ( x )  

funksiyaning qiymatlari f { x k), k  = 0,1,...,« berilgan bo‘lsin. Darajasi 

n ga teng shunday

Ln(x)=a0 + a^x-i----- t-a„r" (1)

algebraik ko‘phad qurilsinki, u

a0 + a{xk +--- + anxkn = f ( x k) , k  = 0,l,...,n  (2)

shartlami qanoatlantirsin.

(1) chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining determinanti 

Vandermond determinantidir, u noldan farqli, chunki xk , 

k  = 0,1,...,« lar turli. Demak, (1) ko‘phadning koeffitsiyentlari (2) dan 

bir qiymatli ko‘rinishda topiladi.

15
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£„(•*,) = /(*;)> * = 0,1,...,/* (3)

shartni qanoatlantiradigan Ln(x) ko‘phad f ( x )  fiinksiyaning jjc:.}"

tugun nuqtalar yordamida qurilgan interpolyatsion ko ‘phad  deyiladi.

Bu interpolyatsion ko‘phadning ko‘proq ishlatiladigan ko'rinishi -  
Lagranj formulasini keltiramiz. Uni quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

L n ( x ) = t h k ( x ) f ( x k )  (4)
*=0

(3) ga asosan

f  bk (xd f ( xk) = f ( xi )> i = 0 , l , - ,n
k=0

bo‘ladi.

Bu munosabatlar o‘rinli bo‘lishi uchun bk(x) funksiyalar quyidagi 

shartlami bajarishi kerak:

(0 , i * k  
bk (x  ) = <

[1, i = k, i -  0,1,...,«.

Bulardan ko‘rinib turibdiki, har bir bk(x) [a,b\ da n tadan kam 

emas nolga ega bo‘ladi. Biroq Ln(x) darajasi n ga teng bo‘lgan 

algebraik ko ‘phad bo‘lganligi uchun bk(x) ning darajasini n ga teng 

ko‘phad ko‘rinishida izlash maqsadga muvofiqdir. Uni quyidagicha 
yozamiz:

b k  ( * )  =  A  ( X ~  X o ) ( X ~  Xl ) ■' • C* -  X k - l ) ( X  - x t +l ) ’ " ( x -  X n )  ■ 

bk(xk) = 1 shartdan

A k ~ '  =  ( x k ~ x o ) ( x k  ~ x \ )  - ( x k - x k - 1 X X  - * * +i )■ ■ ■ X  - * „ )

n f
kelib chiqadi. Agar w„+1X  = ^O^eb olsak, ®„+1 X ) = X '

i=0
bo‘ladi va (4) ko‘phad
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(5)w - i — /(»,)
t=o ( x - x t )-at„t (xk) 

ko‘rinishga ega bo‘ladi va uni Lagranj interpolyatsion ko'phadi

deyiladi. (5) d a g i ----- M"+l- X'------ ko'phad interpolyatsiyalashning
(x-xk\ m j x(xk)

fundamental kophadlari deyiladi, ba'zan uni xk nuqtaning ta 'sir 

etuvchi ko‘phadi deb ham aytiladi.

2,2-§. Interpolyatsiyalash xatoligi

Biz f ( x )  fiinksiyani interpolyatsion Ln(x) ko‘phadga almash- 

tirganimizda

*.(x) = f ( x ) - L f x ) ,

xatolikka yo‘l qo‘yamiz. Bu interpolyatsiyalash xatoligi deyiladi. 

Tugun nuqtalarda xatolik nolga teng. \a ,b \  ga tegishli ixtiyoriy x  

nuqtadagi ilbdasini topamiz va baholaymiz. Buning uchun quyidagi 

funksiyani qaraymiz:
9  (z) = f ( z ) - L n( z ) - K &n+f z ) (1)

bu yerda z e . \ a , b \ , K -  o‘zgarmas va

« V i  ( z )  =  ( z  ~  x n ) { z -  x ,  )•■ ( z  -  x n) . (2)

(l)dagi o ‘zgarmas K  ni 9(x) = 0 shartdan topamiz:

js _  f  (x)~Ln(x)

f ( z )  funksiya \a ,h \ da n + 1 marta uzluksiz differensiallanuvchi 

boTsin deymiz. 9 (z) fimksiya \a ,h \  da n + 2 ta nuqtada nolga teng, 

ular x ,x 0,x^,...,xn. Roll teoremasiga asosan, 9 '(z) \a ,b \ ga tegishli 

n + 1 ta, 9”(z) n ta nolga ega boTadi va hokazo._9,fl'_)(z) \a ,b \  da
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kamida bitta nolga ega bo'ladi, ya 'ni cpln+l)(^) = 0, \ a ,b \  (1) dan

n + 1 marta hosila olib, z = £, desak, quyidagiga ega bo‘lamiz:

/ ("+I,£ ) = / : - ( « + i ) ! (4)
(3) va (4) dan

f ( x )  -  L (x) = ------ — ■ co , (x)
J '  n '  («+l)! B+I'' J (5)

kelib chiqadi. Bundan

\ f ( x ) (6)

bahoga ega bo‘lamiz, bu yerda M„+l =sup| / l"+lj( r )  j.
M ]1 1

2.3-§. Nyuton interpolyatsion ko‘phadi

Bizga \a ,b \  da aniqlangan f ( x )  fimksiyaning \a ,b \ ga tegishli 

turli {xk }̂ =Q nuqtalarda qiymatlari m a’lum bo‘lsin.

Quyidagicha aniqlangan

x M ~ x i ’
z = 0 ,l , . . . ,« - l ,

miqdorlar birinchi tartibli ayirmalar nisbati deyiladi, ular yordamida 
aniqlangan

f  (  v  v  v  \ __ f ( x M ’Xi+2) ~ f ( x i ’Xi+\)J V-*/ > -*i+l > a/+2 / >
Ai+2

i = 0 ,1 ,...,« -2

miqdorlar ikkinchi tartibli ayirmalar nisbati deyiladi.

Yuqori tartibli ayirmalar nisbati ham shunday aniqlanadi, masalan, 

£-tartibli /(jc,.,x,+1,...,^+t) va / ( x i+1,xi+2,...,x,+i+1) ayirmalar nisbati 

m a’lum bo‘lsa, (k +1) -tartibli ayirmalar nisbati
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/(•* /C*±1 i-̂ i+2 >--->-*i+*+l y f i xi’xi
x i + k + \ ~ x i

'Xi+k̂

aniqlanadi, i = 0 ,1 ,...,« -A :-l.

Ayirmalar nisbati quyidagi xossalarga ega.
1- xossa. Algebraik yig'indidan olingan ayirmalar nisbati 

qo‘shiluvchilardan olingan ayirmalar nisbatlarining yig‘indisiga teng.
2- xossa. 0 ‘zgarmasni ayirmalar nisbati belgisidan tashqariga 

chiqarish mumkin.

3- xossa. Ayirmalar nisbati o‘z argumentlariga nisbatan simmetrik 

funksiyadir.
4- xossa. ra-darajali algebraik ko‘phaddan olingan A:-tartibH ayir- 

malar nisbati, agar k > m  bo‘lsa nolga, k = m da o'zgarmasga va 

k <  m bo‘lsa argumentlariga nisbatan ( m - k )-darajali simmetrik 

biqinsli ko‘phadga teng.
Interpolyatsion ko‘phad Ln(x) ning boshqa formasini chiqaramiz. 

Biming uchun Lagranj interpolyatsion ko‘phadi Lr (x) dan x0 nuqtani

ishtirok ettirib, birinchi tartibli ayirmalar nisbatini olamiz:

L,n\X’X0}~' »

bundan

L„(x) = Ln(Xo) + Ln(X’Xo)(X - Xo) ( ! )

hosil bo‘ladi.

Endi Xj nuqtani qo‘llab,

r / v v v >, _  L„(x,Xo)-Ln(x0,Xi)
,, ,,

ni hosil qilamiz. Bundan

L„ (x, x0) = Ln (x0 ,Xj) + Ln (x, x0, Xj )(x -  x,) (2)

bo‘ladi. (2) va (1) dan esa
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(4)

L„ (■*) L„ (x„ ) — Lf: (Xq , Xj )(x Xq ) + L„ (x, JCg, Xj )(x )(X X, ) (3)

hosil bo‘ladi.

Mana shu yo‘l bilan ketma-ket hamma nuqtalami qo‘llab, 

Lr (x) dan ayirmalar nisbatini topamiz va natijada quyidagiga ega 

bo‘lamiz:

K  ( * )  =  L n ( x o )  +  4 ( * o » * i X * - * o )  +

+ L„(x0,xA,x2) ( x - x Q) ( x -  xY) + ...+

+L„(x0,x1, . . . ,x„)(x-x0) ( x - x 1) - - - ( x - x ri_1) +
+L„ (x ,x0,xu ..., xn)(x -  x0)(x -  Xj) • • • (x -  xn)

Ln(x) ko'phadning darajasi n ga teng bo‘lganligi uchun 4-xossaga 

asosan

Zn(x,xo,Xi,...,*„) = 0
bo‘ladi va Ln(xk) - f ( x k), k  = 0,1,...,« ekanligini e ’tiborga olsak

(4) ifoda quyidagi ko‘rinishga keladi:

L„(x) = f ( x 0) + f ( x 0,x{) ( x - x 0) + /(x ^ x ^ x ^ X x -x 0X x - x ,)+ ...

+ /(^ ,^ , . . . ,x „ ) (x -x 0) (x -x I) . .- (x -x H_1).

Agar x0 < x, < ...< xn bo‘lsa, (5) ifodani Nyutonning oldga 

interpolyatsiyalash formulasi deyiladi.

Agar interpolyatsiyalashga tugun nuqtalami xn > xH_, > ... > x\ > x0

tartibda jalb qilsak, Nyutonning ortga interpolyatsiyalash deb 
ataluvchi

k ( x )  = f ( x „ )+ f (x n, x ^ l\ x - x n) + f ( x n,xn_x,xr̂ 2) ( x - x nf x - x n_x) +...

+f(xn, x ^ 1,...,x0) ( x - x t)---(x-x„). 

formulasiga ega bo‘lamiz.

Interpolyatsiyalash xatoligi

*-„(x) = f ( x ) - L „ ( x ) ,  

ekanligini nazarga olsak, u  holda (4) dan

(5)

(6)
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ekaxiligiga ishonch hosil qilamiz. Bundan, o ‘z navbatida,

, ,  x / (n+i)«f ( x , x n,...,x„) = —------i---
’ ° ’ ’ (h+1)!

hosil bo‘ladi.
Interpolyatsion ko‘phadning Lagranj hamda Nyuton formasi bilan 

tanishdik, ular yagona ko‘phadning yozilishi jihatdan ikki xil 

ko‘rinishidir.

Nyutonning (5) interpolyatsion ko‘phadi / (jc) funksiya uchun
2

f ( x ) = f ( x 0) + ( x - x 0) f ( x 0) + ^ ^ - f ( x 0) + ...+

Teylor formulasining ayirmali analogidir.
Agar tugun nuqtalar berilgan boTib, bir nechta funksiyani 

interpolyatsi}ulash lozim boTsa, interpolyatsion ko‘phadni Lagranj 

formasini ishlatish, bordi-yu bitta funksiyani interpolyatsiyalashga 

tugun nuqtalami ketma-ket jalb qilish talab etilsa, Nyuton 
interpolyatsion formulasini ishlatish maqsadga muvofiqdir, chunki 

hisoblash jarayoni ancha kamayadi.

Agar {xk | -  interpolyatsiyalash tugun nuqtalari

xk = x0 + kh, k  = Q,l,...,n ko'rinishda boTsa (funksiya jadvalini tu- 

zishda ishlatiladi) va ulami interpolyatsiyalashga jalb etish tartibi be- 
rilishiga qarab interpolyatsion ko'phadning turli formalari kelib chi- 

qadi. Bu holda interpolyatsion ko‘phad ifodasida boshqa miqdorlar -  

funksiyaning chekli ayirmalari ishtirok etadi.

Faraz qilaylik, y  = / ( x) funksiyaning h qadam bilan xk = x0 + kh,

nuqtalarda f ( x k) qiymatlari berilgan boTsin, k  = 0,1,...,«.
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Quyidagicha aniqlangan

f k+l- f k =Afk , k  -  0 ,1 ,...,«-1

miqdorlar birinchi tartibh chekli ayirmalar deyiladi. Xuddi 
shuningdek, yuqori tartibli chekli ayirmalar aniqlanadi:

Ayirmalar nisbati bilan chekli ayirmalar orasida quyidagi 
bog‘lanish mavjuddir:

bu yerda h = jct+1 - xk, k  = 0,1,...,»—1.

Nyutonning oldga (5) va ortga (6) interpolyatsion formulasida 
qatnashuvchi ayirmalar nisbatini (7) ga asosan chekli ayirmalarga 
almashtirsak, mos ravishda teng oraliqlar uchun Nyutonning birinchi 
(oldga) va ikkinchi (ortga) interpolyatsion ko‘phadlari hosil bo‘ladi. 
Ularni keltiramiz:

A"/*  = A (A -1/ i ) = A m~lf k+i - A m~lf k, k  = 0 ,1 ,...,« -m + 1.

1>“-’ (7)

4 ° W  = /o + ̂  ( * -  Jto) + ( x - x 0) ( x - x 1) +
( 8)

+ ̂ ( x - xo ) (x - x 1) ( x - x 2)+...+ ̂ ( x - x 0) ( x - x l) - - i x - x n_l),+

(9)

Interpolyatsiyalashga tugun nuqtalami quyidagicha

X-„, •••, X_2, X_̂ , X0, X̂ , X^,..., Xn
2n + l. . .  5 3 1 2 4 ... 2«

( 1 0)

yoki

x_„,..., x_2, x_j,x0, x2, ..., x„

2« ... 4 2 1 3 5 ... 2« + l (11)
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tartibda jalb etilsa, mos ravishda teng oraiiqlar uchun Gaussning 
birinchi (oldga) va ikkinchi (ortga) interpolyatsion ko‘phadlarini hosil 

qilamiz. Bu ko‘phadlami chiqarishni o‘quvchiga havola etamiz.
Interpolyatsiyalashni amalda qo‘llaganda uning qoldiq hadini 

baholashning har doim ham uddasidan chiqmaslik mumkin, chunki 

qoldiq had ifodasida interpolyatsiyalanuvchi funksiyaning yuqori 

tartibli hosilasi qatnashishi masalani ancha murakkablashtiradi. 
Shuning uchun ham yetarlicha ko‘p tugunlar olinganda interpolyatsion 
ko‘phadning interpolyatsiyalanuvchi funksiyaga yetarlicha yaxshi 

yaqinlashishiga ishonch hosil qilish amaliy interpolyatsiyalashda katta 

ahamiyatga ega. Shu bois ham, interpolyatsiyalash jarayonining 

yaqinlashishi masalasi tug‘iladi. Bu yo‘nalishda ko‘p tadqiqotlar 
qilingan, ulami maxsus adabiyotlardan topish mumkin.

2.4-§. Teskari interpolyatsiyalash

Amaliyotda ko‘pincha funksiyaning berilgan y  qiymatiga mos x 

argument qiymatini topish masalasi tez-tez uchrab turadi. Bu masala 
teskari interpolyatsiyalash metodi bilan hal qilinadi. Agar funksiya 

jadvalining qaralayotgan oralig‘ida y  = f ( x )  monoton bo‘lsa, u  holda 

bir qiymatli x  = tp(y) (/((p (y))= y) teskari funksiya mavjud bo‘ladi. 

Bu holda teskari interpolyatsiya cp(y) funksiya uchun odatdagi 

interpolyatsiyalashga keltiriladi. x  = tp(y) ni topish uchun Lagranj 

interpolyatsion formulasidan foydalaniladi:

x = L n(y)  = £ Xi------ -------------- .
'=° ( f -^ ->© «+1 (y .)

Buning qoldiq hadi quyidaga teng boTadi:

cD("+1)rvi
q>(T) -  k ( y )  = (H+1) f C0"+' (y )
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Agar f ( x )  monoton bo‘lmasa, u  yoki bu interpolyatsion formulani 

yozib, argumentning m a’lum qiymatlaridan foydalanib va funksiyani 

ma'lum deb hisoblab, hosil bo‘lgan tenglamani biron-bir metod bilan 
argumentga nisbatan yechiladi.

Ln(*) = y
tenglamani yechib x  topiladi.

2.5-§. Interpolyatsion ko‘phadIarning qoldiq hadi bahosini 
minimallashtirish masalasi. Chebishev ko‘phadlari

Faraz qilaylik, /  (x )e  Cn+1 \ a’b\ bo‘lsin. \a ,b \ da

interpolyatsiyalash tugun nuqtalari jc0,x, , . . . ,x„ lar qanday tanlansa, 

f ( x ) funksiyani interpolyatsiyalashdagi maksimal xatolik eng kichik 

qiymatga ega bo‘ladi, degan savol chiqishi tabiiydir. Bu masala ancha 

murakkabdir va uni faqat xususiy holdagi / (x) lar uchungina yechish 

mumkin. Biz ancha sodda masalani yechishni ko‘ramiz, ya’ni 

x(, i = 0,1,...,« tugun nuqtalar \a ,b \  da qanday joylashganda 

max|con+1(x)| miqdor eng kichik bo‘ladi, degan savolga javob bera-
[a,b\

miz. Agar max|oon+1(x)| eng kichik qiymatga erishsa, interpolyatsiya
[a,b\

xatoligi (6) (2.2-§) ham minimal qiymatga ega bo‘ladi.

Soddalik uchun oraliq [-1,1] bo‘lsin. Bizga Chebishev 

ko‘phadlari kerak bo‘ladi. B u k o ‘phadlar [-1,1] oraliqda

Tn(x) = cos(n arccosx), n = 0,1,... (1)

formula bilan aniqlanadi. Xususan, n = 0, 1 da

T0 (x) = cos(0 arccos x) = 1, (2)

7j (x) = cos(l arccos x) = x (3)
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ga ega bo‘lamiz. Chebishev ko‘phadlari uchun

Tn+l(x) = 2xTn( x ) - Tn_l(x) (4)

rekurrent munosabat o‘rinli, bu quyidagi
cos (n + l)(p = 2 coscp cos ncp -  cos(n -  l)q> 

ayniyatdan tp = arccosx desak kelib chiqadi.

Chebishev ko‘phadining xossalari.

1- xossa. Jufl (toq) n uchun Tn(x) da x  ning faqat juft (toq) 

darajalari qatnashadi. Bu (2)-(4) formulalardan osongina chiqariladi.

2- xossa. Tn(x) ning bosh koeffitsiyenti n > 1 da 2”' 1 ga teng.

Bu ham (2)-(4) formulalardan chiqariladi.

3- xossa. Tn(x) (-1 ,1) intervalda turli n ta haqiqiy ildizlarga ega,

ular quyidagilar:

- cos (2i+i)n 
2 n ’ i = 0,1, n - 1 .

Haqiqatdan, Tn(xt) =cos(narccosx() = c o s -—=0,  i = 0 ,l,...,n -l.

4-xossa. maxlT’ fx_)| = 1 bo iib ,
[ -u ]1 " ' -  1 •

T„(xm) = ( -  l)m, (5)

bu yerda xm = cosy ->  m = 0,l,...,n.

Haqiqatdan, (l)ga ko‘ra Tn(xm) = cosmiz = (-1)” , |r„(x)j<l, x e [ - l , l ] .  

Demak 4-xossa o ‘rinli.

5-xossa.

T„ (x) = 21_" Tn (x), n >1 (6)

ko‘phad, bosh koeffitsiyenti birga teng bo igan  n-darajali ko‘phadlar 

ichida [-1,1] da moduhning maksimumi eng kichik b o igan  yagona 

ko‘phaddir. 1
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Isboti. Teskarisini faraz qilamiz, ya’ni Pn(x) = xn+a,x"~1 + --- + a„ 

ko‘phad mavjud boTib, u

max \P„ (*)| < m fx | f  (x)| = 2l~n (7)

tengsizlikni qanoatlantirsin. U holda (6) ga asosan, fn(x) ning bosh 

koeffitsiyenti birga teng boTib, f n( x ) - P n(x) darajasi n - 1 ga teng 

ko‘phaddir. (7) ga asosan, Tn( x ) - P n( x ) ^ 0. Bundan tashqari, (5)--(7)

formulalarga asosan, Tn( x ) - P  (x) n +1 ta xm = cos~ , m = 0 ,1,...,n.

nuqtalarda noldan farqli va almashuvchi ishorali qiymatlar qabul 

qiladi. Bu esa, o ‘z navbatida, darajasi n dan kichik Tn( x ) - P n(x) 

ko'phad kami deganda n ta nuqtada nolga teng boTishligini anglatadi. 
Bu ziddiyat 5-xossani isbot etadi.

5-xossaga asosan Chebishevning ko‘phadlari Tn(x) noldan eng kam 

og ‘uvchi ko ‘phad  deyiladi.

[-1,1] oraliqda interpolyatsiyalashning tugun nuqtalar sifatida 

Tn+t (x) ko‘phadning ildizlari

Xi=COS^2 n+2’ i = 0’l’ " ’n (8)

lami olayhk. Unda interpolyatsiyalash qoldiq hadida ishtirok etuvchi 

bosh koeffitsiyenti birga teng boTgan n + l-darajali ko‘phad 
quyidagicha boTadi:

a>-+1(x) = 2 - r B+1(x).
U holda 4-xossaga asosan interpolyatsiyalashning qoldiq had 

bahosi

max
[ -u ]

\ f { x ) ~ L n(x)\<, M„+i
(«+l)! 2"

ko'rinishga ega boTadi, bu yerda M n+

(9)
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5-xossaga asosan, (9) bahoni bundan yaxshilab bo‘lmaydi. 
Interpolyatsiyalashning tugun nuqtalari (8) ko ‘rinishda bo‘lganda 

(9)ni o‘ng tomonini kichraytirish mumkin bo‘lmagani uchun (8) nuq- 

ta lar[-1,1] oraliquchun optimal tugun nuqtalar bo‘ladi.

Agar ixtiyoriy | a,b\ oraliquchuninterpolyatsiyalashko‘rilganda

x  = -j[ ( b - a ) t  + b + aj, t = ( 2 x - b - a )

almashtirish yordamida \a ,b \  oraliq [-1,1] ga o ‘tadi, bu holda 

Tn+X{t) ningildizlari

X‘ = a) C° S ^2^+2 + b + a )’ 1 = 

ko‘rinishda bo‘ladi. Demak

max
[a,b\

j b - a T
lM+1 max

[-1.1]
( b - a r

ga teng, interpolyatsiyalashning xatoligi bahosi esa quyidagicha 

boiadi:

max m - L n{x) |<
(/7+1)!

(b-a)n+1
/>2«+l

2.6-§. Oraliqda algebraik ko‘phadIar orqali o‘rta kvadratik
yaqinlashish

Faraz qilaylik, f ( x )  funksiya p (x ) ^  0 vazn bilan \a ,b \ oraliqda 

kvadrati bilan integrallanuvchi bo isin , ya’ni

\ p ( x ) f 2(x)dx
a

mavjud bo isin . Bunday funksiyalami L2p[a,k\ fazoga tegishli 

deyiladi. Bu funksiyani
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Pn W  =  W o  ( * )  + <¥Pi ( * )  +  ■■■ +  a„(p„ ( * )  (1)
umumlashgan ko‘phad bilan o ‘rta kvadratik m a’noda yaqinlashtirish 

masalasini qaraylik, ya'ni a0,au ...,a n koeffitsiyentiami shunday 

topaylikki,

8 n = ) p ( x i f ( x ) - P H( x j f dx  (2)

ifoda eng kichik qiymat qabul qilsin.

Bu yerda {<p*(x)}”=0 da yetarlicha silliq va hisoblash uchun

qulay bo‘lgan chiziqli bog‘liqsiz funksiyalar sistemasidir. {(^(x)}”^  

fimksiyalar sistemasi \a ,b \ da Chebishev sistemasini tashkil etadi, deb 

hisoblaymiz. 8„ funksiya a0,ax,...,a n larga nisbatan kvadratik 

ko‘phad va 8„ > 0 bo'Igani uchun uning minimumi mavjud, bu 

minimumni topish uchun

f ^  = 0, k = 0,l,...,n
d a k

chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yechish kerak bo'ladi. Bu 
tenglamalar sistemasi quyidagi ko'rinishga egadir:

)/>(*)
a
b
jp(x)

J
*=0

/ W | | (p0 (x) dx = 0,

1 a
£  a*<P*(*) -  f ( x ) | !■ q f x )  dx = 0,
Ir—n U/fc=0 (3)

\p{x) I a * P t W -
Jt=0

/W ||-«p„ (x) dx = 0.

Agar Lzp[a,b\ fazodan olingan ixtiyoriy ikki tp(x) va v)/(x) 

fiinksiya skalyar ko‘paytmasini (<p,i(/) orqali belgilasak:
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b
(cp, \|/)= Ji?(*)«p(jc)v|/(*)«fe,

a

(4)
u holda (3)ni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

« o (9 o . <Po) +  <h (<Pi» <Po) + ' '  ’ +  a„(<f>„ .<Po) =  (/.<Po). 
ao(<Po><Pi)+Oi(q>i»<Pi) +  - " +  «»(<P».<Pi) =  (/»<Pi)» /Cv

ao(<Po» <P») +  (<Pi» <P») +  • • • + « „ (<P»» <P») =  ( / » 9 » ) -  
Bu sistema yagona yechimga egadir, chunki uning determinanti 

Gram determinantidir. Chiziqli bog‘liqsiz funksiyalar sistemasidan 

tuzilgan

o9-O^9; ( 9 i » 9 o )  " • ( 9 „ » 9 o )

r „  = ( 9 0 .9 1 ) ( 9 i » 9 i )  •■■ ( 9 » » 9 i )

( 9 o » 9 » ) ( 9 i » 9 » )  •• ■ ( 9 b » 9 „ )

determinant Gram determinanti deyiladi va uni noldan farqliligini 

ko'rsatamiz. Faraz qilaylik, aksincha, ya’ni TB = 0 bo‘lsin. U  holda

(5) sistemaga mos keladigan bir jinsli chiziqli algebraik tenglamalar 

sistemasi

«o((Po»(Pi) + «i(<Pi»9i)+"-+an(9„»(P/):;:0. / = 0,1,...,« (6)

kamida bitta trivial bo‘lmagan yechimga ega bo‘lishi kerak, ya’ni

shunday a(),ax,.. . ,a n sonlar topilishi kerakki, ulaming kamida bittasi

noldan farqli b o ‘lib, (5) sistemani qanoatlantirsin. (6) sistemaning

tenglamalarini mos ravishda a0,ax,.. . ,a n largako‘paytirib yig'amiz va

(4) ni e'tiborga olsak, quyidagi hosil bo‘ladi:

b 2 
j/7(x)[ a0cp0 (x) + axcpj (*) + ■■■ + ancpn (*)] dx = 0.
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Bunday boMishi mumkin emas, chunki {<p*(*)}*_„ chiziqli 

bog‘liqsiz funksiyalar sistemasi bo‘lib, a0,au ...,a n larning kamida

bittasi noldan farqliligi sababli [a0([)0(jc) + ajCp,(x) + ■•■ + a„(p„(x)]2

ko‘phad aynan nolga teng emas. Demak, Gram determinanti noldan 
farqli va (5) sistema yagona yechimga ega.

Agar \a,b\  oraliqda p(x)  > 0 vazn funksiya bilan {(pt (x)}" 0 

funksiyalar sistemasi ortogonal ko‘phadlar sistemasini, ya'ni

( ‘P * W » « P / ( * ) )  =  0> k * l

tashkil etsa, u  holda (5) tenglamalar sistemasining har bir tenglamasi 

bitta noma’lumga bog‘liq bo‘lib, ak koeffitsiyentlar quyidagicha 

aniqlanadi:

Ou = k  = 0,1,

Agar {(p*(jr)}” 0 \ a ,b\ da p(x)  > 0 vazn funksiya bilan ortonormal 

ko‘phadlar sistemasini tashkil etsa, u holda ak koeffitsiyentlar 

quyidagicha aniqlanadi:
b

ak =  (/»<p*) =  J/>(*) / ( * )  <p*(*) <*» k  =  o , i , . . . , « .
a

Bu holda eng kichik og‘ish

S„2= \p(x)
J 2Z o , ‘P, W - / W l '  dx =

a J=0 'j
b ft b ft n b
\ p ( x ) f  (*)<* -  2X at \ p ( x ) f  (xkpicA+ 'Z 'L a,ak\p (xyVi(x'yVk(x)dx =
a /=0 a 7=0A:=0 a

b\p (x ) f ( x ) d x -2 ± a ?  + ± a ,2,
/*0 1=0

ya’ni
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f> n
8„ = \ p { x ) f  (x)dx -  2  aA

a k =0

bilan xarakterlanadi.

Quyida hisoblash matematikasida ko‘p qo‘llaniladigan ortogonal 
ko‘phadlar sistemalarini keltiramiz [11].

Y akobi ko‘phadlari. Quyidagi

2 nl cbc L J

ko‘phadlar Yakobi ko ‘phadlari deyiladi. Ular [-1,1] oraliqda

/7 (X )-(1 -X )a (l+X )p ,

vazn funksiya bilan ortogonal ko ‘phadlar sistemasini tashkil etadi. 

IJlaming normalari:

| =  ^  J  0  -  * ) “  0  + * ) P [ P ‘° ’P) ( * ) ] *  d x =

_  '  2a+p+1r(q+w+l)r(P+w+l) Y 1
«!(a+p+2n+l)r(a+P+«+l) |j

Ular uchun quyidagi rekurrent formula o ‘rinh:

(a  + P + 2n)(a + P + 2« + l)(a  + P + 2« + 2)xP],a’P)(x) =

2(« + l)(a  + p + n + l)(a  + P + 2«)P^af } (x) +

+(P2- a 2)(a + p + 2« + l )P ^ f )(x) +

+ 2(a + «)(p + «)(a + p + 2« + 2)P£f:1 (*).
Lejandr ko‘phadlari. Yakobi ko ‘phadlarining a  = p = 0 va 

p(x)  = 1 bo‘lgandagi xususiy holi Lejandr ko'phadlari deb yuritiladi 

va ular Rodriga formulasi

1 d” 2
2”n\dx

bilan aniqlanadi. Ulaming normalari

7 ( *  - » ) ’
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Ln\x ) d x  =

bo‘lib, rekurrent munosabat esa
(n + \)Lnkfx ) = ( 2 n  + \)- x ■ Ln( x ) - n L n_}(x)

dan iborat.
Chebishevning birinchi tur ko‘phadlari. Ular quyidagicha 

Tn(x)= cos(narccosr), [x| < 1,

aniqlanib [-1,1] oraliqda p(x) = ( \ - x 2) 2 vazn bilan ortogonal 

ko'phadlar sistemasini tashkil etadi. Bu ko'phadning normasi 

/7—y— \y /n , agar n = 0 bo‘lsa,

\ - 1 \ l - x 2 n > 0 b ° ‘Isa,

ga teng. Rekurrent munosabat esa

Tn+i(x )  = 2 - x -  Tn(x) -  Tn_}(x)

formula bilan aniqlanadi.
_i

[-1,1] da p(x)  = ( \ -  x 2) 2 vaznda kvadrati bilan integrallanuvchi 

f ( x )  funksiya uchun Chebishevning birinchi tur ko'phadlari 

yordamida topilishi lozim bo‘lgan eng yaxshi yaqinlashuvchi
n
X akTk(x) ko‘phadning koeffitsiyentlari quyidagi formulalar bilan
t=o
aniqlanadi:

a0 = — j/(cos0)c/9 , ak = — \ f  (cos0 )coskQdd (k  > 1).
n 0 710

Eng kichik og‘ish esa

= J-1 -
■+ o.

formula bilan ifodalanadi.
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Chebishevning ikldnchi tu r  ko‘phadIari. Bu ko‘phad [ —1,11

oraliqda p(x)  = \ / l -  x2 vazn bilan ortogonal ko‘phadlar siste- 

inasini tashkil etadi va u.. sin(«+l)arccosx _  T„+[(x) „ _ n , ^
V h ?  "  «+l ’ ”

formula bilan aniqlanadi. Uning normasi

ll«-ll = ^  J>/l —oe2 u2( x ) d x = ^

ga teng bo‘lib, rekurrent munosabat

Un+x ( X )  =  2 x U n ( X ) ~ Un - \ ( X )

dan iboratdir.

| —1,1] oraliqda p(x) = 4 l —x 2 vaznda kvadrati bilan integral- 

lanuvchi / ( j c )  funksiya uchun Chebishevning ikkinchi tur ko‘phadlari 

yordamida tuzilgan eng yaxshi yaqinlashuvchi ko‘phadning koef- 

fitsiyentlari

1ak = — [ /(c o s0 )s in 0 s in (i + l)0a'0, k = 0,1,...,71-u
formula bilan hisoblanib, eng kichik og‘ish miqdori esa

8 .a = J-lL
/ (x) “ X a ku k (■x)|"| ' h - x 2 dx = jV l-x 2 / 2(x)dx -  — Y^al

«  -----------  -V  .............

formula bilan aniqlanadi.

L agerr ko‘phadlari. Bu ko‘phad [ 0 ,o o )  oraliqda,

p(x)=e~x xa , a  > -1  vazn bilan ortogonal bo‘lgan ko‘phad

L„la)(x) = ( - l

formula bilan aniqlanadi. Buning normasi
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K i  = / j X“e^  [ 4 U) w ] 2 dx = j n \ T ( a  + n + \) 

ga teng bo ‘lib, ular uchun

4+1 w  -  o -  « -2n - !)4a) (x)+»(<*+«)4a) (x)=°
rekurrent munosabat o ‘rinlidir.

Agar /(x )e [0 ,o o )  bo‘lib, p(x)=e~x xa vaznda kvadrati bilan 

integrallanuvchi bo‘lsa, u funksiyaga o ‘rta kvadratik m a’noda eng 

yaxshi yaqinlashuvchi ko‘phadning koeffitsiyentlari

j x ae~xf ( x ) L {a)(x)dx, k = 0,
* fc!r(a+£+i) 0

formula bilan aniqlanadi.

E rm it ko‘phadlari. Bu ko‘phadlar (-oo,+oo) oraliqda p(x) = e~ 

vazn bilan ortogonal bo‘lgan ko‘phadlar sistemasini tashkil etib

H n(x) = ( - \ )"e x2 £ , e ~ ' 2 

formula bilan aniqlanadi. Uning normasi

\Hn\ = J e ? H l(x)dx  = ^ 2  nn \ ^

1

2X

ga teng bo‘lib, uning uchun

H n+\ (*) = 2xH„ (*) -  2nH»-\ (x )
rekurrent munosabat o‘rinli.

2
Agar f ( x )  funksiya (-oo,+ooJ oraliqda p(x)  = e~x vaznda kvad- 

rati bilan integrallanuvchi bo‘lsa, unga o ‘rta kvadratik m a’noda eng 

yaxshi yaqinlashuvchi ko ‘phadning koeffitsiyentlari

a , =

formula bilan aniqlanadi.
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Ortogonal ko‘phadlar haqida to‘liqroq m alum otlam i [20], [21] dan 
topish mumkin.

2.7-§. Jadval bilan berilgan funksiyalarni o‘rta kvadratik 
ma’noda yaqinlashtirish

Bizga y  = f ( x )  funksiyaning \ a ,b | ga tegishli turli 

nuqtalarda qiymatlari berilgan bo‘lsin. Bu funksiyani u yoki bu maq- 

sad uchun interpolyatsiyalashdan boshqa qulay va qandaydir ma’noda 

aniq analitik ko‘rinishini [ a, h] oraliqda topish kerak bo‘lsin. Inter- 

polyatsiyalash apparatidan foydalanish quyidagi ikki sababga ko‘ra 

rnaqsadga muvofiq emas. Birinchidan, agar tugun nuqtalar soni katta 

bo‘lsa, u holda interpolyatsion ko‘phadning ifodasi qo‘pollashadi 

(juda ko‘p hisoblashlar o‘tkaziladi). Ikkinchidan, jadvaldagi qiymat- 
larda tasodifiy xatoliklar mavjud bo‘lsa, bu xatoliklar interpolyatsion 
ko‘phadda to ‘g‘ridan-to‘g ‘ri ishtirok etib, funksiyaning haqiqiy 

o ‘zgarish holatini akslantirmaydi.

Bizga \a ,b \  da aniqlangan va chiziqli bog‘liqsiz 

cp0(x),cpj(x),...,cpm(x) m < n  funksiyalar sistemasi berilgan bo‘lsin. 
Ular orqali

m
( l )(=0

umumlashgan ko‘phadni quraylikki,

k 2 = i [ f ( x k) - V m(xk)]2 (2)
k=0

ifoda eng kichik qiymat qabul qilsin. Agar f ( x k) larning aniqligi bir

xil emasligi m a’lum bo‘lsa, vazn deb ataluvchi pk > 0, J p t  = l lami
k=0

kiritib,
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(3)A2 = Zft[/(x*)-Pm(̂ )]2
k—0

ning minimumini topish kerak bo‘ladi.

(3) larga nisbatan kvadratik ko‘phad, undan

ak, k = 0,1,...,m larga nisbatan xususiy hosilalar olib nolga 

tenglaymiz.

8A
2Z  (*,)]• <P*(^) = 0, k = 0,1,..., m

8ak ;=o
n n

va / i  = Z  A 9 / x/)(Pt(Ji:1); P* = Z a /O ^ K ? /* ,)  belgilashlami kiri-
i=0 i=0

tib, ak larga nisbatan

a 0̂ 00 + a i l̂O ■*.......am^m0 = Po

I a 0*̂ 01 + a l^ll ■* ° m ^ m \  ~  Pl
1 (4)

la0̂ 0m + a\S\m + • • • + am̂ mm = P m
chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Bu tengla- 
malar sistemasining determinanti Gram determinantidir. U noldan

farqli, chunki {cpt (x)}J=o funksiyalar sistemasi chiziqli bog‘liqsiz va 

x., i = 0,1,...,« tugun nuqtalar turli. Demak, (4) yagona yechimga ega.

2.8-§. Kubik splayn bilan yaqinlashish

Quyidagi to ‘rt shartni qanoatlantiruvchi ushbu S3(x) funksiya 

interpolyatsion kubik splayn deyiladi:

1 . Har bir [x;,x;1 ] (i = 0 ,« -l)  oraliqda S3(x)e ff3(p) -  darajasi 

uchdan oshmaydigan ko‘phadlar to ‘plami.

2. C2[a,b].
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3- ^ C O ^ /C O  (?'=o,« -1).

4. S'(x) uchun

s;(fl)=s;(6)=o (l)

chegaraviy shartlar o‘rinh.

Sj(x) [jc,_!,jc,] kesmada uzluksiz bo‘lganligidan x,_, < x< x, da ushbu

h , ri.
(2)

lenglikni yozish mumkin. Bu yerda ht = x,. -  x,._,, M, = S’’(xi ). 

(2) tenglikni ikki marta integrallaymiz:

6 h. ' 6 h,

bunda A, va B, integrallash doimiylari bo‘lib, ular ta’rifhing uchinchi 

shartidan topiladi, ya’ni (3) da x = x,_,, x = x, deb, mos ravishda

+ a, = / m, M ,^ + / ? ,= /

larni hosil qilamiz. Bundan A t va B t ni topib (3)ga qo‘yib, quyidagiga 

cga bo‘lish mumkin:

* , ( * ) =  M , _ ,

(*, -  *)’ , Af ( x - x ,_ , f  , (  r M_,//,2 '|(x, -  x)
6/3. 6A. +  /w - 6 ) h,

' f  M,hf (x —x,_|) (4)

(4) dan hosila olamiz:

(*/"*) . . /  (+~x.-i) | / ~ / - i  A/,-M,_| ^  (5)
2/i;

37
www.ziyouz.com kutubxonasi



(5) ni [x,,jci(1] kesma uchun yozamiz:

s ; M  , - U, t k -3)! t L c J i  «. t„, ,6,
2«,+1 M 2hM hltl 6 M V 7

Ta’rifning ikkinchi shartiga ko‘ra ^ / ( jc) va S3 (x) funksiyalar

\a,b\  da uzluksiz. S^(x)  ning xx,x2, . . . ,x n_x nuqtalarda uzluk-

sizligidan foydalanib, (5) va (6) tengliklardan quyidagi n - 1 ta 
tenglamaga ega boTamiz:

. h. . f  - f  f - f
(7)-  A / ._ i  +  ^ - 4 -  M ,  +  — M 1+1 =  _  J i  f - \

6 M 3 ' 6 ' ",+l V j

Bu tenglamaiami (1) bilan toTdirib hamda

h

«,=4, 6, = 4 ^ , c, = 4±l, ^ = L
6 3 ^hI /l, (8)

belgilashlami kiritsak, u holda M u M 2 , . . . , M n_ { nomaTiunlami topish 

uchun

ZjjA/j + CjM 2 = c/j]

a2M x + b2M 2 + c2M 3 = c/2 

a2M 2 + i 3M3 + c3M 4 = d3

J

(9)

a n - \ ^ J  n - l  +  ^ n - i ^  „-\ — d „ _\

tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Bu tenglamalar sistemasining 
matritsasi (8) ga ko‘ra salmoqli bosh diagonalga ega boTganligidan 

ixtiyoriy f  (i = 0,n) uchun yagona yechimga ega [1].

(9) tenglamalar sistemasi haydash usuli bilan yechiladi. Uni quyida 

keltiramiz:

Pk = akJk-x + hk (?o = 0)»

9k =  uk
Pk

d k ~ a k u k- 1
Pk

u0 = 0 (k  = l , n - l )
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yordamchi miqdorlami hosil qilamiz. So‘ng

M k =qkM k+]+uk {k = n -  2 ,l),

M n-\ =  U n-\

dan M n_x,M n_2, . . . ,M x lami aniqlaymiz.

Bobga tegishli tayanch so'zlar: interpolyatsion ko‘phad, inter- 

polyatsiya xatoligi, ayirmalar nisbati, chekli ayirmalar, interpolyatsiya 
xatoligi, teskari interpolyatsiya, o ‘rta kvadratik yaqinlashish, splayn, 
haydash usuli.

Savollar va topshiriqlar
1. Algebraik interpolyatsiyalash masalasining qo‘yilishi va yechim- 

ning yagonaligini tushuntiring.
2. Interpolyatsion ko‘phadning Lagranj formasini yozing.

3. Interpolyatsiyalashning fundamental ko‘phadlarini yozing.

4. Interpolyatsiyalashning qoldiq hadini yozing.
5. Ayirmalar nisbati va ulaming xossalari.
6. Interpolyatsiyalashga tugun nuqtalami jalb etish tartibiga ko‘ra 

qanday interpolyatsion ko‘phadlar hosil bo‘ladi?

7. Chekli ayirmalar va ularning xossalari.

8. Ayirmalar nisbati bilan chekli ayirmalar orasidagi bog‘lanish.
9. Teng oraliqlar uchun Nyutonning birinchi (oldga) va ikkinchi 

(ortga) interpolyatsion ko‘phadlarini tuzing.
10. Ayirmalar nisbati bilan hosila orasidagi bogTanish qanday?

11. Gaussning birinchi va ikkinchi interpolyatsion ko‘phadlarini 

yozing.
12. Teskari interpolyatsion masalani hal etishni tushuntiring.

13. T (x) = cos(«arccosjc),« = 0,1,.... Chebishev ko‘phadlari uchun 

rckurrent formula chiqaring.
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14. Chebishev ko‘phadlarining xossalari.
15. Oraliqda algebraik ko'phad orqali o ‘rta kvadratik yaqinlashish 

masalasining qo‘yilishi.

16. Gram determinantining nolga tengmasligini tushuntiring.

17. Chebishevning birinchi va ikkinchi tur ko‘phadlarining nor- 
masini hisoblang.

18. Lejandr ko‘phadlarining normasini hisoblang.

19. Agar {<p4(jt)}^ [ a / ]  da p(x)  ^  0 vazn funksiya bilan orto-

normal ko‘phadlar sistemasini tashkil etsa, o ‘rtacha kvadratik ma'no- 

da yaqinlashuvchi ko‘phadning koeffitsiyentlari
b

ak = ( f , ^ k) ^ \ p ( x ) f ( x ) ^ k(x)dx, * = 0,l,...,n
a

formula bilan eng kichik og‘ish miqdori esa

K  = J/> (*)/2( * )< f r~ E ^
a  <=0

formula bilan aniqlanishini ko‘rsating.

20. Kubik splayn ta’rifini ayting.

Misol 1. / (x) = \[x  funksiyani x0 = 100, jq = 121, x2 = 144 

nuqtalami ishlatib, ikkinchi tartibli Lagranj interpolyatsion ko‘phad 
bilan approksimatsiya eting va xatolikni x = 116 bo‘lganda baholang. 

Yechish.

(o3(jt) = (x - 1 00)(x - 1 2 1 ) ( x - l  44), 

co'3 (x) = ( x -  I2 l)(x  -1 4 4 ) + ( x - 1 00)(x -144 ) + ( x -  100)(x -1 2 1 ), 

«3(100) = 11-44, 003(121) = -21-23, co3 (144) = 44*23.

Li(x)  _  (-*—121)(x—144) 1Q+ (x-100)(x—144) j { + (x-100)(x-121) ^
11-44 -21-23 4423
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1 — 3
f ( x )  =  - - x  2, f { x )  =  - x

5
2

max
[100,144]

i r w i = f i o o “2 = | . i o - 5

|V n 6 - / ( 1 1 6 ) |<  -lO -5- —1(116 —100)(116 — 121)(116 —144)| = 
I 1 8  3 !

= —-10-5-16- 5-28 = 
16

1,4-10,-3

max J/ * ( x)|

Bu | f ( x ) -  L2 (jc)| < l100-144̂ -------|co3(jc)| bahodan foydalanib

topildi.

Agar [100,144] oraliqda xatolikning eng katta qiymatini ko‘rsatish 

lozimbo‘lsa

max |/ '( x ) - L 1(x )|^
[100,144] '' 1

max
[100,144]

\ f (x ) \

3 !
max

[100,144]
|co3(x)|

lormula bilan baholanadi yani

max | / ( x) - L , ( jc)|<  - 1 0 '5-  max |«)3(x)| «  2 ,5 -10~3
[100,144] ^  w  2 W |  8  3  [100,144]' 3V n

Misol 2. y  = cosxfunksiyaning jadvali h = 5° qadam bilan 

10',35’ J oraliqda berilgan:

X 1 0 ’ 1 5 ' 2 0 ' 2 5 ' 3 0 ' 3 5 '

cosx 0,9848 0,9659 0,9397 0,9063 0,8660 0,8192

c o s i r  va eos36c ni taqriban toping.
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Yechish.
Quyidagi chekli ayirmalar jadvalini tuzamiz:

X cosx Ay

10° 0,9848
-0,0189

15° 0,9659
-0,0262

20" 0,9397
-0,0334

25“ 0,9063
-0,0403

30“ 0,8660
-0,0468

35" 0,8192

A2y A3y AV A 5y
-0,0073

-0,0072

-0,0069

-0,0064

0,0001

0,0003

0,0004

0,0002

0,0001
- 0,0001

cosll° ni hisoblash uchun x0 =10° va x = ll°  deb olamiz. 

Yuqoridagi jadvalda A4y  lami taxminan o‘zgarmas deb olamiz.

9
x - x 0 _  i r - io °

= 0,2. Nyutonning birinchi interpolyatsion formu-

lasiga ko‘ra jadvaldagi tagiga chiziqcha tortilgan chekli ayirmalarni 
ishlatib quyidagiga ega boiam iz.

cos 11° = 0,9848 + 0,2 ■ (-0,0189) + Q’2'(0,8) ■ (-0,0073) +

0,2- (—Q,8> (—1,8)
3!

2!

0,0001 = 0,9816

Eslatib o ‘tamiz, to‘rt xonali matematik jadvaldagi qiymat ham 
shunday.

cos36° ni hisoblash uchun xn = 35° va x = 36° deb olamiz.

Unda q - X *« = ^6 ^ 35 - 0 ,2  boiad i. Nyutonning ikkinchi

interpolyatsion formulasida jadvalning quyi og‘masida joylashgan 

(tagiga ikki chiziq tortilgan) chekli ayirmalar ishtirok etadi.
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cos 3 6° = 0,8192 + 0,2 • (-0,0468) + • ( -  0,0064) +

0 9 1 9 1 S
+ ’ ’ • 0,0004 = 0,8091

3!

To‘rt xonali matematik jadvalda esa cos36° = 0,8090.

Misol 3. Jadval bilan berilgan fiinksiyaning Lagranj ko‘phadi bilan 

yaqinlashtiring:

X 0 1 2 5

m 2 3 12 147

Yechish.

/>(*) = !  / ( x <) = ( t~l)(j:~2)(x~5 ) o+
i=o t jr—JT, )cl>'4 ( JC( ) (_l)(_2)(-5)

,(.r-2)(x-5) _ 3+  x(x-lXx-5) _ = x3 + x2 -  x +  2.
l-(-l)(-4) 2-1-(-3) 5-43

Misol 4. sinx ning x = 0, dagi qiymatlari berilgan
6 4 3 2

71 . . .
boTsa, sin— ni hisoblashdagi xatolikni baholang.

Yechish. n = 4 boTib, xatohkbahosi

M5
~5\

-max

(sinx )(v)

boTadi, bu yerda

M , = max

' N
1 i  i  i  i  5 i  1 rr

max -c o s x  < 1

°4j
_ I .  _ _  ____ ____

4 _  5! 12 12 4 6 12 4 125
6,25 6,25

10103 300 75 25

124 20736

4 1 2 ’

= 0,0003 = 0 ,3-10“3

4 125 125 4124
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Misol 5. S (n )~  l2 + 22 + ...+  n1 ni hisoblash uchun formula 

chiqaring.

Yechish. Agar S(n) n ga nisbatan £-tartibli algebraik ko‘phad 

b o isa , (A: +1)-tartibli chekli ayirmalar nolga teng boiad i. Chekli 

ayirmalar jadvalini tuzamiz.

Jadvaldan ko‘rinib turibdiki, S(n) = P3(n) ekan, ya’ni

^  (H) = P3(n) = 1 + 4 ^  + -5(w~1)(w~2) + 2(”-l)(”- 2)(”Z?> = 
3 1! 2! 3!
6+24w-24+l5«2-45k+30+2m3-12w2+22k-12

2wJ+3n2+n _  n(n+l)(2n+l)

Misol 6. h = 0,001 qadam bilan [ 1; 10] oraliqdagi sonlaming 

natural logarifmlari berilgan. Chiziqli interpolyatsiyalashning xato- 
ligini baholang.

Yechish. Nyutonning birinchi interpolyatsion formulasining 
xatoligidan foydalanamiz:

Ri (x ) = (x -  x, )(x -  xM ),

!/?, (jc)I ^ -m a x \ ( x - Xi) ( x - x M )\<-■!■ —  = —  ,
1

!tf,(x)| = 0,125-1(T6.
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Misol 7. / ( j c )  = Vx funksiyani p(x) = \ - x  vazn funksiya bilan [0;l] 

oraliqda birinchi tartibli algebraik ko‘phad bilan o ‘rta kvadratik 
ina'noda yaqinlashtiring.

Yechish. P, (x) = a0 + atx -  qandaydir ko ‘phad.

Bu yerda <p0(x) = 1, <pt(x) = x . Noma’lum a0,a, -koeffitsiyentlar

fj (<Po’<Po)ao + (<Pi»9o)fli = (f><Po)
[(9o»(P i K  +  (9 i»q>i)oi = ( / > 9 1) ’

lenglamalar sistemasidan aniqlanadi;

1 x2 ‘ 1
(9o»9o)= J ( l- J r )A  = (x — - >

(9o*9i) = (9i»9o)= J ( l - x )x d c  =

(9i»9i)=  J(1 - x ) x 2dx--

✓
X3 X4

\i

3\ T
/0

x2 x3N

1
12:

( /» 9o )=  J(1 -x)y[xdx  = j ^ ,  ( / >  1)= J(1 - x ) J x x d x  = ^ .
35

I )emak, yuqoridagi tenglamalar sistemasi
f 1 1 4
, 2 Q 6 ' 15
|' I 1 4I, — an h---- a, -  —
[6 0 12 1 2 35

ko‘rinishga ega bo‘lib, uning yechimlari
8 32

an - — , a, = —
0 35 1 35

Infladi.
, 8 32P,(x) = ---- 1— x.
2 35 35
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Misol 8. _y = |x| funksiyani | —l;l] oraliqda Chebishev birinchi tur 

ko‘phadlari orqali o ‘rtacha kvadratik m a’noda yaqinlashtiring.

Yechish. Berilgan oraliqda y  = |xj fimksiya juft bo‘lganligi uchun 

quyidagicha

|X| = Z  a2m̂ 2n(X) =Ti ° 2n COS(2«arCCOSJt)
n=0 n=0

ko‘rinish o ‘rinlidir. Noma’lum koeffitsiyentlar quyidagicha 

aniqlanadi:

a =- n = 0,1,....,
2" ( ^ t o , ^ * ) ) ’

(^oW^oW) = 1 ~ r - r r  =  arcsinx^  = ^ + £  = n , 
-i v 1—JC L 1

( / , W ) =  \ - ^ ^ d x  = 2 \ - ^ - = d x  = - l 4 \ ^ x
-l Vl-x 0 '/ 1—x

2 ,

' " ' n ’

arccosx = r ]

(2n arccos x)dx =
dx = —smtdt 

\  = \ , t  = 0

= -1, t = n J

V l+cos4»/\ . 7t 
o'l 2 / ~ 2 ’

= jcos2 2ntdt ■ 
o

i | j  i
( f ^ 2n(x)) = I —cos(2«arccos x)dx = 2 } -j— y  cos(2« arccos x)dx =

-l yjl—x2 o
x  = cost ]
dx = -s in td t

x  = 0 . t  = -
‘ 2

[x = 1. 1 = 0 J

)■ = 2 [COSJcos2wJsin?r/l =2 (cos?- coslntdt = 
1 J sin? J
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|| cos(2n +1)/ +  cos(2«-  \)t\dt =  j ̂ -~j-sin(2« + 1)/ +  ^-*-^sin(2«-1  )i j

n + l1 • „  n 1 . n (-1)" (-1)'------sm(2n + 1)— i------- s in (2 « -l)-  — = -——h---------
2«+l V ' 2 2n-l  V ’ 2 2n+l 2n-l

(—l)”+1(-2n+l+2«+l) _  (—1)"+1-2
4»2- l 4«2—1

Demak,

( - l ) ^ 1̂  . 7i _  4 ( - l ) ,1+1
n = 1,2...

2” 4»2- l  2 7i(4«2- l ) '

ho'ladi. Natijada quyidagiga ega bo ‘lamiz:

II 2 . 4 "  i - l ) n+l , ,
71 B=l 4» -1

Bu tenglikda jt = ± l desak va T2n(± 1) = 1 ekanligini e’tiborga 

olsak,

”  ( - 1)” +1 _  71 I

£1 4n2- l  4 2
liosil bo‘ladi.

Misol 9. Oldingi misolda eng kam og‘ish miqdorini aniqlang. 
Yechish. Eng kam og‘ish •

i a
8 2 = ) t J * ± d x - - \ 2 a l  ” J. J i „2 2 L 0-i >/l—jc'

formula bilan aniqlanadi.

1 (H)2

o2 ^ ^
5 "  =  2 _ 2

+&= | — dx = —,
-) Vl-.v2 

2)2 '2 - 1  +
\n

H - 1)»+i f  1
7i(4«2-l)  )  j

n n 
2 ~ 2

JL . 16 1 k _  4 f  2 1
7t2 7i2(4«2- l ) 2y 2 7i [  (4n2- l ) 2lj

47
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Misol 10. Funksiya jadval bilan berilgan:

X -2 -1 1 2

m 4 2 2 4

Uni ikkinchi tartibli algebraik ko'phad bilan yaqinlashtiring. 

Yechish. Quyidagi jadvalni tuzamiz:

jc0 X x 2 x3 x 4 / f * / *
1 -2 4 -8 16 4 -8 16

1 -1 1 -1 1 2 -2 2

1 1 1 1 1 2 2 2
1 2 4 8 16 4 8 16

So St 2̂ s 3 s 4 'o A 2̂
4 0 10 0 34 12 0 36

Bundan quyidagi

S0a0 + iS| <2| + S2a2 —10

V fl + ^2ai + $3a2 ~ h 
 ̂S2 + S, ci j + S4a2 •—12

tenglamalar sistemasini tuzamiz va jadvaldagi qiymatlarini qo‘yamiz. 

4a0 + 0 -a, +10o2 = 12 j 

0- a0 +10ax + 0- a2 = 0 ^ =$ ax — 0,

10a0 + 0- ax + 34a2 = 36|j

2a0 + 5 a2 = 6 I 2
,  i c \ ^ 9 a 2 = 6, a2 = ~ ,
5a0 + 17a2 = 18] 3

„ ,  r 2 18-10 8 4
2*ci(\ — o j' — — . dr\ — .

« 3 3 3 ’ 0 3
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Misol 11. Quyida f ( x )  funksiya jadval ko‘rinishida berilgan. 

Interpolyatsion kubik splayn quring va funksiyaning x  = 0,22; 0,25; 

0,28; 0,31; 0,35 dagi qiymatlarini hisoblang.

i 0 1 2 3 4 5

0,2 0,24 0,27 0,30 0,32 0,38

/(+ ) 1,2214 1,2710 1,3100 1,3499 1,3771 1,4623

2M 0 -0 ,1 M ,  2,5699, 0,3M 4 + 2M s = 3,3378. Buyerda M ; S ”(xt) 

Yechish. h{ = 0,04; ĥ  = 0,03; f  = 0,02; /j4 = 0,02; A5 = 0,06 ekanligi 

jadvaldan ko‘rinib turibdi. M ; (/  = 0,5) lami qiymatlarini haydash 

usuli bilan topamiz: M 0 = 1,387; M, = 2,032; M 2 = 0,670; M 3 =1,289; M 4 = 1,550; M 5 = 1,436. (4), (2.8-§) bo‘yicha

interpolyatsion kubik splaynlar qurish uchun barcha m a’lumotlarga 
cga bo‘ldik. Endi har bir oraliq uchun kubik splaynlami quramiz.

1. i = 1, ya’ni [0,2;0,24] oraliq uchun:

£,(*) = A V
(*j-*)3 . M  (*-*of , '  f  Mph{

6 /j, 6/j, /o
/■ M ,/j,

7l
.2 '

'■387/n \3 2,032/• n o\3 ,------ ( 0 ,2 4 - a:) + ------- ( jc — 0,2) +
0,24'  ’ ’ 0,24 v ’

1,2214-
1,3870,042 >0,24—x

0,04
+

f
l  6 )  0,04

S3 (x) «  2,688x3 -  0 ,919x2 +1,251 x  + 0,985.

S3(0 ,22)«  2,688- 0,223 -  0,919- 0,222 +1,257- 0,22 + 0,985. 
S3 (0,22) « 0,029 -  0,044 + 0,277 + 0,985 « 1,24654.

2. i = 2, ya’ni [ 0,24;0,27] oraliquchun:

,S'3(x)=  M,
6/jj 6/̂ 2 / - m

2 s x~,— X I r
+  /2

.2' x-x,
/h 6 , 2̂

49
www.ziyouz.com kutubxonasi



« 11,289 ■ ( 0,27 -  x)3 + 3,722 • (;c -  0,24)3 + 

+42,363- ( 0 ,2 7 -  x) + 43,663- ( x -  0,24),

S3(x) * -7 ,567x3 + 6,464x2 -  0,526x +1,13.

S3 (0,25) *  -7 ,567  • 0,253 + 6,464- 0,252 -  0,526• 0,25 +1,13. 

S3(0,25) ~ -0,118 + 0 ,4 0 4 -  0,132 +1,13 « 1,284.

3. z = 3 ,y a ’ni[0 ,27;0 ,30] oraliquchun:

S3(x) = M 2(xi~x?  i ^  r  /• _  w2/»32
67*3 J 6 ,̂ + / 2 “ - 6 y A,

x3 -x
+ /3

A / / )2 jJC— x2
h

0,67 „ \3 1,289
60,03 <°’3 - 9  + ^ ( J - ° ’27) +

1,31- 0,670,03 2 ^0,3-x
0,03

1,3499- 1,289-0,032 + -0 ,2 7
6 0,03 ’

S3(x) «  3,439x3 -2 ,4 5 x 2 + l,888x+ 0,911.

£ ,(0 ,2 8 )«  3,439- 0,283 -  2,45- 0,282 +1,888- 0,28 + 0,911. 

S3(0,28)*  0 ,075-0 ,192  + 0,529 + 0,911 «1,3226.

4. z' = 4 ,y a ’ni[0 ,3;0,32] oraliquchun:

£ (* )  = M  + \ f ' / 4 - ^
’  3 6/fe 4 6K  \ 3 6 J /«4 r 4 6 H

^ - (  0,32 -  x)3 + + ^ - (  x -  0,3)3 + 1,3499 -60,02' / zionoV ’ /  ’ (.60,02
0,32-jc

0,02
- +

1,3771- 1,550,022 + -0 ,3
6 ! 0,02 ’

53 (x )« 2,175 • x3 -1,313 • x2 +1,547 • x + 0,945, 

S3(0,31) *  2,175- 0,313-1 ,3 1 3 -0,312 +1,547- 0,31 + 0,945, 

S3 (0,31) «  0,065 -0 ,126  + 0,48 + 0,945 «1,3636.

3

j
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5. /' =  5, ya’ni [0,32;0,38] oraliquchun:

S J x ) =  M, (*s~x)3 | \ f  (x~x*)
6hs 5 6hs /4 2 N

6 hc/ jJtc-* / 5 - WS*5 JC—JC4

1,55 /_ _0 -,3 1,436 / _ _-\3 1 _ -5-T-7-I 1,550,06— ------- (0 ,3 8  —  j c )  +  —------ ( j r - 0 , 3 2 )  +  1 , 3 7 7 1 — -------:—
6 0 ,0 6 V 1 60,06v ’  \ 6

2 N 0,38-x
0,06

1 ,4 6 2 3 -1,436 °’°6
jc-0,32

0,06 ’

S3(x) » -0 ,3 1 7 -jc3 +1,08-x2 + 0,781- jc + 1,027, 

^ (0 ,3 5 )  « -0,317- 0,353 +1,08- 0,352 +0,781- 0,35 + 1,027, 

S3 (0,3 5) ~ -0 ,014  + 0,132 + 0,273 +1,027 « 1,4184.

M isollar.
1. Funksiya jadval bilan berilgan:

1) jadval qadami teng emas;

2) jadval qadami teng.
Lagranj interpolyatsion ko‘phadini ishlatib argumentning berilgan 

qiymatida funksiya qiymatini taqriban toping.

1-vazifaga doir jadvallar

X .V
0,43 1,63597

0,48 1,73234

0,55 1,87686
0,62 2,03345

0,70 2,22846

0,75 2,35973

1-jadval

Variant N° X

1 0,702

6 0,512

11 0,645
16 0,736

21 0,608
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2 -ja d v a l

X y
0,02 1,02316
0,08 1,09590
0,12 1,14725

0,17 1,21483

0,23 1,30120

0,30 1,40976

X y
0,35 2,73951
0,41 2,30080
0,47 1,96864

0,51 1,78776

0,56 1,59502
0,64 1,34310

X y
0,41 2,57418
0,46 2,32513

0,52 2,09336

0,60 1,86203
0,65 1,74926
0,72 1,62098

Variant N» X
2 0,102
7 0,114
12 0,125

17 0,203

22 0,154

3-jadval

Variant Na X

3 0,526
8 0,453
13 0,482

18 0,552
23 0,436

4-jadval

Variant Na X
4 0,616
9 0,478
14 0,665

19 0,537
24 0,673
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5 -ja d v a l

X y Variant X

0,68 0,80866 5 0,896

0,73 0,89492 10 0,812
0,80 1,02964 15 0,774

0,88 1,20966 20 0,955

0,93 1,34087 25 0,715

0,99 1,52368

2-vazifaga doir jadvallar

1-jadval

X y Variant N° X
1,375 5,04192 1 1,3832
1,380 5,17744 6 1,3926

1,385 5,32016 11 1,3862

1,390 5,47069 16 1,3934

1,395 5,62968 21 1,3866

1,400 5,79788

2-jadval

X ^  1 Variant N° X
0,115 8,65729 2 0,1264

0,120 8,29329 7 0,1315

0,125 7,95829 12 0,1232

0,130 7,64893 17 ; 0,1334

0,135 7,36235 22 0,1285

0,140 7,09613
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3 -ja d v a l

X y Variant N° x  j

0,150 6,61659 3 0,1521

0,155 6,39989 8 0,1611

0,160 6,19658 13 0,1662

0,165 6,00551 18 0,1542

0,170 5,82558 23 0,1625

0,175 5,65583

4-jadval

1 » y Variant N° X

0,180 5,61543 4 0,1838

0,185 5,46693 9 0,1875

0,190 5,32634 14 0,1944

0,195 5,19304 19 0,1976

0,200 5,06649 24 0,2038

0,205 4,94619

5-jadval

I x y Variant JV° X

0,210 4,83170 5 0,2121

0,215 4,72261 10 0,2165

0,220 4,61855 15 0,2232

0,225 4,51919 20 0,2263

0,230 4,42422 25 0,2244

0,235 4,33337
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2. 1-vazifa. Chiziqli interpolyatsiyani qo‘llab, funksiyaning 

berilgan nuqtadagi qiymatini toping. Buning uchun Bradis jadvalidan 

oltita qiymat oling, chekli ayirmalar jadvalini tuzing va chiziqli 
interpolyatsiyalashni qo‘llash mumkinligiga ishonch hosil qiling.

Nel. a) sin0,1436; b) cosl,1754.

Ne2. a) sin 0,2453; b) cosl,0938.

Ne3. a) sin0,4456; b) cos 1,0045.

Ne4. a) sin0,6235; b) cos 0,9464.

Ne5. a) sin 0,7243; b) cos 0,8675.

Ne6. a) sin 0,8453; b) cos 0,4324.

Ne7. a) sin 0,9675; b) cos0,3436.

Ne8. a) tg 0,4052; b) cos 0,7645.

Ne9. a) tg 0,4527; b) cos 0,7466.

N ell. a) tg0,3G83; b) cos 0,8235.

Nel2. a) tg 0,3864; b) cos 0,9222.

Nel3. a) tg0,3224; b) cos 0,8465.

Nel4. a) sin 1,0236; b) cos 0,2267.

Nel5. a) sin0,9057; b) cos 0,2632

2-vazifa. Funksiya jadval bilan berilgan. Kvadratik interpolyatsiya- 

ni qo‘llab, funksiyaning berilgan nuqtadagi qiymatini aniqlang. 
Kvadratik interpolyatsiyalashni qo‘llash mumkinligini aniqlang.

X y Variant Ne X

1,675 9,5618 1 1,6763

1,676 9,4703 2 1,6778

1,677 9,3804 3 1,6785
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1,678 9,2923 4 1,6794
1,679 9,2057 5 1,6801
1,680 9,1208 6 1,6816
1,681 9,0373 7 1,6822
1,682 8,9554 8 1,6837
1,683 8,8749 9 1,6849
1,684 8,7959 10 1,6853
1,685 8,7182 11 1,6868
1,686 8,6418 12 1,6773
1,687 8,5668 13 1,6788
1,688 8,4931 14 1,6813

15 1,6845

3. f ( x )  funksiyaning qiymatlari quyidagi jadvallarda berilgan. 

Kubik interpolyatsion splayn quring va ko'rsatilgan nuqtalarda funk- 

siyaning qiymatini hisoblang. Hisoblashlarda M ; = S"  ( x f  deb 

hisoblang.

1.

i 0 1 2 3 4 5
+ 0,1 0,15 0,19 0,25 0,28 0,30

/(*,) 1,1052 1,1618 1,2092 1,2840 1,3231 0,3499

2M 0 + M, = 3,3722, 0,5M 4 + 2M S = 3,3614, x = 0,20.

2 .

i 0 1 2 3 4 5
A- 0,2 0,24 0,26 029 0,32 0,38

/(*,) 1,2214 1,2712 1,2969 1,3364 1,3771 1,4623

2M 0 + 0,1M ,= 2,5699, 0,3 M4 + 2 M 5 = 3,3378, x =  0,31
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3.

i 0 1 2 3 4 5

0,1 0,13 0,17 0,20 0,25 0,28

f(x.) 0,0998 0,1296 0,1692 0,1987 0,2474 0,2764

2M 0 + 0,5Mj = -0,2644, 0,4M 4 + 2M 5 = -0 ,6580 , x = 0,15.

4.

i 0 1 2 3 4 5

0,1 0,15 0,18 0,22 0,28 0,30

/ w 1,1052 1,1618 1,1972 1,2461 1,3231 0,3499

2M 0 + M X =3,3722, 0,5M 4 + 2M 5 = 3,3614, x = 0,16.

5.

i 0 1 2 3 4 5
^  ' 0,2 0,24 0,27 0,30 0,32 0,38

/(* ,) 1,2214 1,2710 1,3100 1,3499 1,3771 1,4623

2M 0 + 0,1M, = 2,5699, 0,3M 4 + 2M , =3,3378. x = 0,26.
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I IIB O B .  I N T E G R A L L A R N I T A Q R I B I Y  H I S O B L A S H

Aniq integralni hisoblashda qo‘llaniladigan

\p (x ) f ( x )d x  = f  Akf ( x k ) (1)
a k =0

taqribiy tenglik kvadratur formula  deb ataladi. Bu yerda p(x)  > 0 

bo‘lib, uni odatda vazn funksiya, xk va Ak (k  = 0,1,...,«) lar mos 

ravishda kvadratur formulaning tugun nuqtalari hamda 
koeffitsiyentlari deyiladi.

K  ( / )  = \ p ( x ) f ( x )  d x -  X  Akf ( x k )  (2)
a  k =0

kvadratur formulaning qoldiq hadi deyiladi.
Ta’rif. Agar (1) kvadratur formula m-darajali ixtiyoriy algebraik 

ko‘phadlar uchim aniq bo‘lib, / ( x ) - x m+l uchun aniq bo‘lmasa, u 

holda uning algebraik aniqlik darajasi m ga teng deyiladi.
Biz quyida algebraik aniqlik darajasiga ega bo‘lgan kvadratur 

formulalar bilangina tanishamiz.

3.1-§. Interpoiyatsion kvadratur formuMar

Faraz qilaylik, [ a,b\ oraliqda o‘zi va n + \ tartibgacha hosilalari 

uzluksiz bo‘lgan f ( x )  funksiyadan p(x)  > 0 vazn funksiya bilan 

olingan integralni taqribiy hisoblash lozim bo‘lsin. Buning uchun 

J a,b] ga tegishli va turli bo‘lgan xk, k = 0 ,l,...,/? tugun nuqtalar olib 

f ( x )  fimksiyaning n-tartibli Lagranj interpolyatsion ko‘phadini 

tuzamiz, ya’ni
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(3)f ( x )  = L„(x) + * „ ( f , x )

y(l»+l) /c  \
Imi yerda * „ ( / »  = ^ . ( jc- jc0)(x - x,)---(x - xJ  -L agranj inter-

polyatsion ko‘phadining qoldiq hadi. (3) tenglikning ikki tomonini 

p(x) vazn funksiyaga ko‘paytirib, \ a,b\ oraliq bo‘yicha integrallasak,

\p ( x ) f ( x ) d x =  } p (x )X ------------------- f ( x k)dx+ \p ( x ) n n( f , x ) d x
„  a * = 0 (J C -X t ) t 0 „ +1 ( Xk ) a

ui hosil qilamiz. Agar interpolyatsiyalash yetarlicha yaxshi o'tkazilgan 

boisa, % „ ( / »  x e  | a,b\ uchun kichik miqdordir, undan olingan 

integralning qiymatini ham kichkma deb, tashlab yuborsak

\ p ( x ) f ( x ) d x  = Z  Akf ( x k) (4)
a *=0

kvadratur formulaga ega boiam iz. Bunda

Ak = \p ( x) -------------------dx, £ = 0,1,...,«
« (x-xk)ea „+i(xk)

Yuqorida ko ‘rsatilgan tartibda hosil qilingan (4) formula, odatda, 

interpolyatsion kvadratur formula  deyiladi va uning algebraik aniqlik 

darajasi n ga teng. Uning qoldiq hadi

* .< /> = r A ;  / ' " " ( O  *( n + l ) \ a

ko‘rinishga ega. Bunda con+1(x) = ( x - x 0)(x -x j) -  - (x -x „ ).

Eng sodda kvadratur formulalar bilan tanishamiz. Bu yerda 

p(x) = l.
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\ f ( x ) d x  = ( Z ) - a ) / | j  °  ‘rta t° ‘g  ‘ri to ‘rtburchaklar formulasi. 

Uning qoldiq hadi

( / ) =  \ f ( x ) d x  -  ( b - a ) f i ^ - \

ni topish uchun f ( x )  ni \a ,b \  da ikkinchi tartibli uzluksiz hosilaga 

ega deb faraz qilamiz. U holda Teylor formulasiga ko‘ra:

bu yerda x < ^ (x )<  Bu tenglikning har ikkala tomonini a dan 

b gacha integrallasak,

kelib chiqadi, chunki

Ra( j ) = \ bi x - ^  r ^ ) d x  

i
a ' ' '

2

<3+6 I
~2~'j

(5)

dx = 0.

Integral ostidagi | x - 1 funksiya o ‘z ishorasini saqlaydi,

shuning uchun (5) integralga umumlashgan o‘rta qiymat haqidagi 

teoremani qoTlash mumkin:

' (6)w ) = f2 J\ 2 24a v ■ f

bunda m <  L < M ,  m = min f ( x ) ,  M  =  max f " ( x ) , f"(x)  uzluksiz

boTganligi uchun Koshi teoremasiga ko‘ra shunday £ e [ a , 6 | 

mavjudki,

L = f ( Z ) -
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Endi (6)

(7)

ko‘rinishga ega bo ‘ladi.

Qoldiq had bahosi: |/?0( / ) |  ^  ^ ^ —m ax |/* (.t) |. 

2 .  n =  l ,  x0 = a, x^=b, (d2(x) = ( x - a ) ( x - b ) ,

. 'rX—b  , a  , rA—u  , is—u

O O

j/ (x) dx = ^  a^( f ( a )  + f  (b)) -  trapetsiya formulasi,
(i

/?, ( / )  = f ( x  ~ b ) f ( f ) d x .
a

| a,b] oraliqda ( x - a ) ( x - b ) < Q  bo‘lganligi uchun o‘rta qiymat 

Imcjidagi umumlashgan teoremani qo‘llasak,

rX-a , b-a

R\(f )  = \ f " ( Q  \ (x -a ) (x -b )d x  = -
(b-a) f „

12 /" (£ ) (8)

ImMadi, bunda [cr,fe].

Qoldiq had bahosi: |/?j ( / ) |  < -~ -m a x  |/" (x ) |.
12 [«,i]

?>. n = 2,x0 = a, X j = ^ ,  x2 = b, co3(x) = ( x - a ) [ x - ^ - \ ( x - b ) ,

a+b \

11 J a-b  V 6  1 J b-a a-b  3 v ’
■ ( - ) “-*) '

A2 — j '
i.( x~ ^ r ) x- a)

2 2 

b-a
b-

r)b-a)
dx =

61www.ziyouz.com kutubxonasi



\ f ( x ) d x  = ^~~~\ f { a )  + ^ f [ — — \ +  f i f )  ) ‘ Simpson kvadratur 

formulasi. Uning qoldiq hadini keltiramiz:

W )  = J - ~ t f (4)(Z,\ a < ^ < b .

Qoldiq had bahosi:

4. Umumlashgan kvadratur formulalar. Taqribiy integrallash for- 

mulasining xatoligini kamaytirish maqsadida amaliyotda umum- 

lashgan kvadratur formulalardan foydalaniladi. Buning uchun \a ,b \

oraliqni h = uzunlikda teng N  boTakka boTamiz. Har bir

\x k,xk+\ ] qismiy oraliq uchun o‘rta to‘g‘ri to ‘rtburchaklar formulasini

qoTlab, ulami = lar bo‘yicha yig‘ib chiqsak, umum-

lashgan o‘rta to‘g ‘ri to ‘rtburchaklar formulasi kelib chiqadi:
b N - 1 xk+l
\ f i x ) d x -  Yj \  f ( x ) d x  =

k=0
(9)

Buning qoldiq hadi R0 um ( / )  ni esa har bir qismiy oraliq uchun 

o‘rta to‘g‘ri to‘rtburchak formulasining qoldiq hadlari yig‘indisiga 

teng boTadi:
(h-a'? N~]

\ um( f )  = (- ^ ' L f & k )  (io )
24 N k=o

buyerda xt <4t <xM .

Ikkinchi tartibli hosilaning uzluksizligidan, Koshi teoremasiga 

binoan shunday £ ,e \a ,b \  mavjudki,
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Im'ladi. Demak, (10) quyidagicha bo‘ladi

(b -a f 1
^ O . y . u ( f )  — 9 J  V's/— a 2

2 A N Z N
r & ) = - ^ w )

Qoldiq hadi bahosi:

K . ( / ) | ^ l * o < / ) | -

Agar har bir | jca , ] qismiy oraliq uchun trapetsiya formulasini

(|o‘llasak, umumlashgan trapetsiyalar formulasiga ega bo‘lamiz:

1/ M d x s i t f l f ( x 0) + f ( x N) + 2 X  / ( * j ) | j -

Uning qoldiq hadi

\ u M ) = ~

(|oldiq hadning bahosi esa

(b -a f
12 N 2

K u n U t ^ H f t

ko‘rinishga ega.

Endi \a ,b\  oraliqni teng 2A bo‘lakka bo ‘lamiz va har bir [% _2,JC2* | 

k = 1,2,..., N  qismiy oraliqqa Simpson formulasini qo‘llasak,

b N  x2 k

j' f ( x )d x = Y ,  J f ( x ) d x  =
k=1

(b-a)
6 N

x2k-2

N N - 1
f ( a )  + f ( b )  + 4 £  f ( x 2k̂ ) +  2 X  f ( x 2k)I.

. k=l k=1 U

hosil bo‘ladi. Bu formulaning qoldiq hadi

2880A
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uning bahosi 

ko‘rinishga ega.

3.2-§. Gauss tipidagi k v ad ra tu r form ula

Quyidagi kvadratur formulani qaraymiz:

j p ( x ) f ( x ) d x  = £ A k f ( x t ), (1)
a k=\

bu yerda p(x)  > 0 vazn funksiya, Ak , xk, k  = 0,1,...,« noma’lumdir. 

Bu noma'lumlami shunday aniqlash lozimki, (1) ning algebraik 

aniqlik darajasi 2n - 1  ga teng bo'lsin. Quyidagi teorema o ‘rinlidir.

Teorem a. (1) kvadratur formulaning algebraik aniqlik darajasi 

2/7 — 1 ga teng boiishligi uchun uning tugun nuqtalari \a ,b \  da 

p(x)  > 0 vazn funksiya bilan //-darajali ortogonal ko‘phadning 

ildizlari boiishligi zarur va yetarlidir.

Isboti. Zamriyligi. Faraz qilaylik, (1) ning algebraik aniqlik dara- 
jasi 2 « - l  bo isin . Tugun nuqtalami turli deb hisoblasak, (1) ning 

interpolyatsiyaligi ta ’minlanadi. Teoremadagi ortogonal ko‘phadni 

P„(x) deb belgilaylik. Darajasi n dan kichik bo igan  ixtiyoriy ko‘phad 

Q(x) ni olib, f ( x )  = ¥ n(x)Q(x)  deylik. Bu ko'phadning darajasi 

2 « - l  dan ortmaydi. Shuning uchun ham uni (1) formula aniq 
integrallaydi:

\p(x)V„ (*) Q(x) d x = f , A k ? n(xk) Q(xk).
a k=\

Bu yerda, shartga ko‘ra, integral nolga teng, o ‘ng tomon ham nolga 

teng boiishligi uchun Pn(xk)= 0, k  = 1,2,...,« shartlar bajarilishi
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kiTiik. Q(xk) k ning barcha qiymatlari uchun nolga aylanmaydi, 

limnki u darajasi n dan kichik ixtiyoriy ko‘phad. Demak, 

l*„( v* )= 0, k  = 1,2,...,« bo‘lsa, yuqoridagi tenglik bajariladi.

Yetarliligi. Faraz qilaylik, (1) interpolyatsion va P„(x) p(x)>  0 
vu/n bilan ortogonal ko‘phad bo‘lsin.

Endi (1) ning algebraik aniqlik darajasi 2 « - l  ligini ko‘rsatamiz. 
Agar f ( x )  darajasi 2 « - 1 dan katta bo‘lmagan ko‘phad bo isa , uni

f ( x )  = P„ (x) Q(x) + R(x) (2)
ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda 0(x) va R(x) larning darajasi 
ii dan kichik. Bu tenglikning ikkala tomonini p (x)  ga ko‘paytirib, 
n dan b gacha integrallaymiz:

b b b
\p (x ) f( x )d x =  \p (x )¥ n(x)Q (x)dx+  |/7(x)/?(x)<ix:.
a a a

Shartga ko‘ra, o‘ng tomondagi birinchi integral nolga teng, ikkin- 
chi integraldagi R(x) darajasi n dan kichik ko‘phad bo‘lganligi, 
( l)n in g  interpolyatsionligi va (2) dan f ( x k)= R (xk) ekanligini 

c'tiborga olsak,

\p (x ) f( x ) d x  = f  4 t f ( xk)
a *=1

kelib chiqadi. Shu bilan yetarlilik sharti ham isbotlandi.
Endi ortogonal ko‘phadning nollari haqidagi teoremani ko'ramiz.

Teorem a. | a,/)j oraliqda p (x) > 0 vazn funksiya bilan ortogonal 

bo‘lgan P„(x) ko‘phadning barcha ildizlari haqiqiy, turli va (a,b) 

intervalga tegishli.
Isboti. P„(x) ning (a,b) ga tegishli toq karrali ildizlarini 

deb belgilaylik. Teorema isbotlanishi uchun m = n 

ckanligini ko‘rsatish kifoyadir, chunki bundan P„(x) ko‘phadning 

boshqa ildizlari yo‘qligi va ulaming turliligi kelib chiqadi. Teskarisini 

faraz qilaylik, ya’ni m < n hoTsin. Ushbu
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Qm(x) = t ( x - ^ )
H

ko‘phadnituzamiz. m < n  bo‘lganligiuchun

lp (x ) -? J x )-Q m(x)dx = 0
a

tenglik o ‘rinli bo iish i kerak, ammo P J x )-Q m(x) ko‘phad [a,h] da 

ishora saqlagani va \ a ,b\ da chekli nuqtalarda nolga tengligi sababli 

yuqoridagi integral noldan farqli. Bu ziddiyat teoremani isbotlaydi.
Shunday qilib, (1) ko‘rinishga ega b o igan  kvadratur formula 

mavjudhgini ko‘rdik. Ba-zan (1) Gauss tipidagi kvadratur formula deb 
ham ataladi, chunki Gauss (1) formulani xususiy holda, ya’ni orahq 
| -1,1] , vazn funksiya p (x ) - 1  boiganda keltirib chiqargan.

Gauss tipidagi kvadratur formula quyidagi xossalarga ega.
1- xossa. (1) kvadratur formulaning tugun nuqtalari va koef- 

fitsiyentlari har qanday tanlanganda ham (1) ning algebraik aniqlik 
darajasi ortmaydi.

2- xossa. (1) kvadratur formulaning barcha koeffitsiyentlari 
musbatdir.

3- xossa. Agar [a,b] chekli va f ( x )  bu oraliqda uzluksiz b o isa , u  

holda Gauss tipidagi kvadratur formula yaqinlashadi:

lim Z A f ' f ( x ™ )  = ] p (x ) f( x )d x
”-*a> k=1 a

3.3-§. Chebishev tipidagi k v ad ra tu r form ula

Kvadratur formula

\p (x ) f( x )d x  = A £  f ( x k) (1)
a k =1

ko‘rinishga ega bo isin . Bu yerda p (x)  > 0 vazn lunksiya. (1) for- 

mulaning nom aium  parametrlari A  va xk,(k. = \,2 ,...,n) lar b o iib ,
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ulami shunday topaylikki, (1) ning algebraik aniqlik darajasi n ga teng 
bo‘lsin. Quyidagicha belgilash kiritamiz:

\xm^ \ p ( x ) x mdx, m — 0,1,2,... (2)
a

Agar f ( x )  = 1 desak, (1) dan (2) ga asosan

A  =
n

bo‘ladi. Endi f ( x )  = x m, m = 1,2,...,« deb, quyidagi nochiziqli 

tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:

k =1
m = \,2,...,n (3)

(1) kvadratur formulaning tugunlari (3) tenglamalar sistemasining 

yechimlari bo‘lar ekan. (3) tenglamalar sistemasini yechish o ‘miga 

quyidagicha ish tutamiz.
Faraz qilaylik, (1) ning tugun nuqtalari n  tartibli

0)n (x) = (x -  xk) = x” + axx n + a2x" -i---- 1- an (4)
k=\

ko'phadning nollari bo‘lsin. (4) dan hosila olamiz:

( 5 )
1=1 x ~x,

c a (x) = n x ”-1 + ( n - 1) axx*~2 + ( n -  2) a2x n~i + ■ ■ ■ + an_, . (6)

(5) va (6) ning chap tomonlari bir xil, demak o‘ng tomonlari ham 

teng, ya’ni jc ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlar o ‘zaro 
teng bo‘lishi kerak. Buning uchun (5) ning o‘ng tomonidagi bo‘lish va

n
yig‘ish amalini bajaramiz va Sm = , m = 1,2,...,« belgilashni

k =1

kiritib.
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Sr + ax = 0,

+ ®\S\ + 2 ^  = 0?

S^ + Ô Ŝ  2̂*̂ 1

S  + &\S 1 + G'yS 9 + — h fio. — 0n 1 tt—1 z n—z n

Nyuton munosabatlari deb nomlanadigan formulalami hosil qilamiz. 
Bulardanketma-ket ax,a2,...,a n lamianiqlaymiz, so‘ng

x" + axx" ' + a2x ”  ̂+ • • • + an — 0

tenglamani yechib, x,,x2, . . .,x^ lami topamiz. Agar xk,{k=\%...,n) lar 

haqiqiy va turli bo‘lsa,

jp (x ) f( x )d x  £  — f , f ( x k) (7)
a n  k =1

ko‘rinishga ega kvadratur formula berilgan n uchun qurilgan bo‘ladi 
va uni Chebishev tipidagi kvadratur form ula  deyiladi. (7) kvadratur 

formula vazn funksiya p(x)* 1, oraliq [-1,1] bo‘lganda n =  1,2,...,7 

uchun Chebishev parametrlari qiymatini ko‘rsatgan.

Eslatib o ‘tamiz, keyinchalik n = 8 va « ^ 1 0  bo ‘lganda co„(x) = 0 

tenglama ildizlarining orasida haqiqiy bo‘lmaganlarining ham mav- 
judligi isbotlandi [11].

Bobga tegishli tayanch so ‘zlar: kvadratur formula, tugun nuqtalar, 

koeffitsiyentlar, qoldiq had, algebrailt aniqlik darajasi, interpolyatsion 

kvadratur formula, umumlashgan kvadratur formula, Gauss tipidagi 
kvadratur formula, Chebishev tipidagi kvadratur formula.

Savollar va topshiriqlar
1. Kvadratur formula ta ’rifini keltiring.

2. Kvadratur formulaning algebraik aniqlik darajasi.
3. Interpolyatsion kvadratur formula ta’rifi.
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4. 0 ‘rta to‘g‘ri to ‘rtburchaklar formulasi va uning qoldiq hadi.

5. Trapetsiya kvadratur formulasi vauning qoldiqhadi.

6. Simpson kvadratur formulasi va uning qoldiq hadi.
7. Umumlashgan trapetsiya va Simpson kvadratur formulalari va 

ulaming qoldiq had bahosi.

8. Gauss tipidagi kvadratur formula.

9. Ortogonal ko‘phadlaming ildizlari haqidagi teorema.
10. Gauss tipidagi kvadratur formula xossalari.
11. Chebishev tipidagi kvadratur formula.

12. Nyuton munosabatlari.
13. Lejandr ortogonal ko‘phadlarini aniqlaydigan formulani 

yozing.
14. Chebishevning birinchi tur va ikkinchi tur ko‘phadlarini aniq- 

laydigan formulani va rekurrent munosabatlami yozing.

15.

X 1 0 0 0 ... 0 0 0

1 2 j c 1 0 0 ... 0 0 0

0 1 2 j c 1 0 ... 0 0 0

0 • • • 0 ... 1 2 j c 1

0 ... ... ........... 0 1 2.

2 j c 1 0 0 0 ... 0 0 0

1 2 j c 1 0 0 ... 0 0 0

0 1 2 j c 1 0 ... 0 0 0

0 0 ... 1 2x 1

0 ... 0 ... 0 1 2x

ekanligini ko‘rsating. Determinant tartibi n ga teng.
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I f ( y \  n
16. \ -^ J = d x  = f ( x )  kvadratur formulaning algebraik aniqlik

-lVl-X2 i=l '

darajasi eng yuqori bo ‘lganda c, = c2 = ... = cn = — bo‘lishini 

ko ‘rsating.

17. Quyidagi ayniyatlarni isbotlang:

2Tn (x ) ■ Tm (*) = T„+m (x ) ~ T„-m (*), n> m ;

2{T„(x))2 = l + T2n(x);

2 { \ - x 2) { U ^ ( x ) ) 2 = \ - 2 T ln(x);

2Tn(x )U ^ (x )  = Uln^(x );

2 {x2- t i u ^ x y j ^ x ) ^  Tn+m( x ) - T  n_m(x), n> m .

Bu yerda Tk(x) va Uk(x) lar mos ravishda Chebishevning birinchi 

va ikkinchi tur ko‘phadlari.

18. J J ^ - T f  (x)dx = X  sin2 / ( c o s \  kvadratur for-
_J,V l+x 2w+lj^, 2 /i+ r  \  2«+l /

mulaning algebraik aniqlik darajasi 2n - 1  ekanligini ko‘rsating.

1 d xMisol 1. J----  integralni umumlashgan trapetsiya formulasi bilan
o 1+JC

10~2 aniqlikda hisoblang, qadam h ni qoldiq had bahosidan toping. 

Yechish. Umumlashgan trapetsiya formulasini yozamiz:

Berilgan misolda a = 0, h = \, f ( x )  = 1
1 + J C

(1+x)3'
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I um( / ) l ^  — — r m a x l / " ( :*:) l =  — - ^ m a x| J\ l 2 N i  J0 ,] K V )\ U N 2 [0,1] (i+xy
1

12N 2 6 N 2 :

1 £10“2 =>7V> 5, /2 = 0,2.
6Ar

Demak, j ^ = ]|; [ / ( 0 ) + / ( l )  + 2 (/(0 ,2 )+ /(0 ,4 )+ /(0 ,6 ) + /(0 ,8 ))] =

_ J_
~ 10

1 + -  + 2I — + — + — + —H = —-6,9562=0,69.
2 [l,2  1,4 1,6 1,8 ) \  10 ’ ’

Misol 2. Yuqoridagi integralni n = 4 da Chebishev tipidagi kvad- 

ratur formula bilan hisoblang.

Yechish. x  = 0,5 • (1 + 1) almashtirish bajarsak,

/ = J
dt

3+2

bo‘ladi. Bu integralni Chebishev kvadratur formulasi bilan n = 4  da 

hisoblaymiz:

/ -  'f d t ~  ! v  1 
“  \  3+2 “  4 w  3+2,. ‘

Bu yerda tt , 2 = 1,4, g> ^(t)  = t* + + a 2t2 + a^t + ko‘p-

hadning nollari bo ‘lishi kerak. Uning koeffitsiyentlari Nyuton 

munosabatlaridan topiladi:

5, + a, -  0,
S  ̂ + a3S3 + 2a2 — 0,

S2 — a | Sn + uj S\ r  = 0,

( S J + a ^  + a2S2 + a3Sr + 4 a4 = 0.

B u y e rd a S m = £ C  =!*„,■— , w = l,4.
k= 1 M'O
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1 , r M

-1

H-iy
/+1

M

2 _ 2 
M-o = 2, p.( = 0, H-2 — y» M-3 — M-4 — y>

'S'i = 0, S2= | ,  S 3=0,

. . . 2  
Bulardan foydalanib, yuqoridagi sistemadan av = 0,

a3 = 0, «4 = —  va ©4(0  = /4 -  - / 2 + — ekanligini aniqlaymiz. Uning 

ildizlari:

-0 ,79465, ,2 - v —= _ /5-2^5 ^  Q 18759,

f 5-2>/5
15

= 0,18759, 14
5+2V5

15
= 0,79465.

Berilgan integralni hisoblaymiz:
1 4 1 >

I  = - Y -  1 1 1 1 , 1 ^  1+ .. + .. ______+ -
2 i~i 3+7; 2 V 2,20535 2,81241 3,18759 3,79465

= 0,69.

Misol 3. Y=  f - + -  integralni Gauss kvadratur formulasi bilan
51+x'

n = 5 dahisoblang.
Yechish.

jc = 0,5 ■ (1 + /)

almashtirish qilsak, quyidagiga ega bo‘lamiz:

3  = 2- }
dt

4+(l+ t f  '

[ —1, 1] oraliqda p (t) = 1 vazn fimksiya bilan ortogonal bo‘lgan

ko‘phad Lejandr ko‘phadi deyilishi va u
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p<t) = —  —  (f2 - l ) "
" 2 nn \ d f  *

lurmula bilan aniqlanib, ular uchun

4  + T)Pn+l( t) - ( 2 n  + i y t - P n(t) + n- Pn_v(t) = 0 

rckurrent formula mavjudligini bilamiz. Bundan foydalanib, quyida- 

gilarni hosil qilamiz.

P0(O = l,/J (O  = '.  ^ ( 0  = “ (3/2 - l ) ,  P 3(t) = ^ - (5 t3- 3 t ) ,  

p4(0  = - •  (35tA -  m 2 + 3), P5 = -•  (63t5 -  10t3 + 150 .

P5(t) = 0 ni yechib, kvadratur formula tugunlarini aniqlaymiz:

U = -
70+4120  

126
= -0,9061798, t2 = - 70-Vl 120 

126
= -0,5384693,

t3 = 0 , /4 = -? !  =0,5384693, t5 = - t 2 = 0,9061798.

Gauss kvadratur formulasining n = 5 dagi koeffitsiyentlarining qiy- 

inatlari quyidagicha:
4 = 4  = 0,2369269,

4  = 4  = 0,4786286, 4  = 0,568889.

Integral ostidagi funksiyaning tugun nuqtalardagi qiymatlari esa 

quyidagicha:
/ 4 )  = 0,2494511, f ( t 2) = 0,2373599, f ( t 3) = 0,2, 

f ( t 4) = 0,1570626, f ( t 5 ) = 0,1310011.

Endi berilgan integralning taqribiy qiymatini hisoblaymiz:

3  = 2 X 4 / 4 )  = 0,7853982.
i=i

Berilgan integralning aniq qiymati esa

3  = — = 0,785398163... 
4

ga teng.
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M isollar.

1) Aniq integrallami umumlashgan o‘rta to‘g ‘ri to ‘rtburchaklar for- 

mulasi va umumlashgan trapetsiya formulasi bilan « = 10 da 
hisoblang.

2) Aniq integrallami Simpson kvadratur formulasi bilan « = 10 da 
hisoblang.

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8 .

9.

10.

1,6

»  Jhd x

o,b v 2 jc +1

2,7

1) I
d x

u j -

1,2 y jx 2+3,2 

d x

l V2x2+1,3 
1,6

1) 1-7
0,8 V27T+1
1.4

1) 1 - 7 - ,0,8 \ 2 x

1,2

1) 1

+3

o,4 2+0,5x2

2,1 j-i) i^Hi,4V3x -1
2, 4

i) 1
1,2 \Jo ,5 + x2

1,2

1) 1
0,4\l3+X2 
1,5

D J-7
c£c

0,6 V +1

2 ) f  -s ( x+ 2 ) cA .
1,2

2,4
2 ) J (x + l)s in ^ £ £ c .

1,6

2)
J jc2+10,2

1,4

2) I0,6
1,2

COSJC

JC+1
d x .

2 )  |  -Jx  c o s (x 2) d x . 0,6
2) I

r ig(+2+i) dx .
0,8

1,2
2) J

sin(2jc) iir .

2) J

0,8 X 

1,2 COSX
------- c
jc+20,4

1,2
2) |  (2;c+0,5)sinxcifc.

0,4

2) J
tg(xz+0,5) 

q}4 2 x  +1
d x .
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3,5
I I . 0  J

d x

1,312. 1) J
0,5

V *2-1 ’
d x

2,6 ,
13. 1) 1,2 V *  + 0 ,6
14. 1)

2f  dx

!> V3x2+1
1,8f dx

15. 1) I - r y - ;
0,8 Vx +4

,x 2f  dx
16. 1) J

1,6 t] x 2+ 2,5

17. 1)
o&c

i,2-\/x2+1,2

18. 1) J -
dx

3,2\/0 ,5xZ+1

1,7
19. 1) J

dx

1,8 ^2 x2+0,30,82
20. 1) J

dx

i,2\jo,5x2+l,5

2,1
2i. i) j . 2 — ;

1,3 V3jc2-0,4
2,6

22. t) J
,4 \J l ,5 x 2 + 0,7  ’1,4

0,5
23. 1) J

cfr

o,15-\/2x2+1,6

0,98 .
2) J SinJC

0,18
1,8

Jt+1

2 )  J V jc+ 1 cos(jc2) c6:.
0,2

2 )  J jc2 lgctcic.
1,4

2 ) 7 ! ^ ) * .
1,4 X+1

2)
i i  » 1
1,6

2) J (x2+l)sin(;c-0,5)cfc.
0,8

2) ar
J 9 v1,2

2)
0,5 *+ l

^  2 f s i n ( x 2 - l )  ,
2 )  i m r * -

2) J (x+l)cos(x2)ci<:.
0,2

0,72 ___
2) J \Jx+l tg(2x)cfe .

0,6

1,2

0,8 x*+l
2,8

„  r'cosjc
2)

2) j f ^  + l l s i n ^ -
1,2 V Z y Z
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IV B O B .  A L G E B R A I K  V A  T R A N S S E N D E N T  

T E N G L A M A L A R N I T A Q R I B I Y  Y E C H I S H

4.1-§. Ildizlarni a jra tish

Agar algebraik yoki transsendent tenglamaning ko‘rinishi yetar- 
licha murakkab bo‘lsa, uning ildizlarini aniq topishning har doim ham 
iloji bo‘lavermaydi. Bundan tashqari, uning ba'zi koeffitsiyentlarining 
taqribiyligi m a’lum bo‘lsa, ildizlarini aniq topish masalasi o ‘z 
m a’nosini yo‘qotadi. Shuning uchun ildizlarni taqribiy topish metod- 
lari va ulaming aniqhk darajasini baholash muhim ahamiyatga ega.

Tenglamalaming ildizlarini taqribiy topish uchun qoTlaniladigan 
usullarda uning ildizlari ajratilgan, ya’ni shunday yetarli kichik 
oraliqlar topilganki, bu oraliqda tenglamaning bittagina ildizi 
joylashgan, deb faraz qilinadi. Bu oraliqning biror nuqtasini bosh- 
lang‘ich yaqinlashish deb, tanlangan metod bilan berilgan aniqlikda 
topish mumkin. Demak, tenglama ildizlarini taqribiy topish masalasi 
ikki qismdan iborat:

1) ildizlami ajratish, ya’ni shunday oraliqchalarni ko‘rsatish 
kerakki, unda tenglamaning bitta va faqat bitta ildizi boTsin;

2) ildizning taqribiy qiymati -  boshlang‘ich yaqinlashishni 
berilgan aniqlikda hisoblash.

Matematik analizdan maTum boTgan quyidagi teoremalardan 
ildizlami ajratishda foydalaniladi.

Teorem a. Agar f(x ')  funksiya \ a,b\ dauzluksiz boTib, oraliqning 

oxirlarida turli ishorali qiymatlami qabul qilsa, u holda f ( x )  = 0 

tenglamaning bu oraliqda hech boTmaganda bitta ildizi bor. Agar 
f ( x )  mavjud boTib, u \a ,b \ da ishorasini saqlasa, u  holda \ a,b\ da 

f ( x )  = 0 ning ildizi yagonadir.
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Teorema. f ( x ) funksiya \a .b \  da analitik bo‘lib, /(« ) •  f ( b ) < 0  

shart o‘rinli bo‘lsa, / (x) = 0 tenglamaning \a ,b \ da yotadigan ildiz- 

lari sonitoqdir.

4.2-§ Algebraik tenglamalarning haqiqiy ildizlarini ajratish

Algebraik

/ (x) a  aQx n + o1xM_1 -l----- b an = 0 (o0 0) (1)

tenglama ildizlarining soni va ulami ajratish masalasini ko‘raylik.
Dekart teoremasi. Karraliklarining karrasi bilan hisoblaganda (1) 

lenglamaning musbat ildizlari soni

O0 , O i ,  —  > a n

koeffitsiyentlar sistemasida (nolga teng koeffitsiyentlar e ’tiborga 
ohnmaydi) ishora almashtirish soniga teng yoki xmdan juft songa 
kamdir.

Gyua teoremasi. (1) tenglamaning koeffitsiyentlari haqiqiy boTib, 
uning barcha ildizlari haqiqiy boTsa, koeffitsiyentlar uchun

al > ak-\-ak+1> i = 1,2,..., w — 1
tengsizliklar o‘rinli.

(1) tenglamada a0 & 0, an ^  0 deb hisoblaymiz.
Teorema 1. Agar

A -  max , A. = max a k

«0 ' 0<&<rc-l an
boTsa, u  holda (1) tenglamaning barcha ildizlari

r - —!— <|jr|<l + A  = R (2)
I+Ztj 11

halqa ichida yotadi.
Isboti. Faraz qilaylik |zj > 1 boTsin. Modulning xossasiga ko‘ra
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> \a„x 1 - A _i_ _L 
N + W2 i '1

> \anx \ - a a 3 =
H' \anx

-l-A  1

C|-l Ij’

Agar |x| > 1 + A  deb olsak, u  holda |/(x ) | > 0 tengsizlik kelib 

chiqadi, ya’ni x  ning shunday qiymatlarida f ( x )  ko‘phad nolga 

aylanmaydi, demak (1) tenglamaning ildizi yo‘q. (2) tengsizlikning

chap tomonini ko‘rsatish uchun x = — deb, f ( x )  = —  g (y )  ga ega
y  y"

bo‘lamiz, bu yerda g(y)  = any n + a„_1y n‘l + • ■ ■ + <30. Yuqorida isbot 

qilinganiga ko‘ra, g( y)  ko‘phadning y t  = — ildizlari
x k

tengsizlikni qanoatlantiradi, bundan esa

1**1 > 1i+4
kelib chiqadi.

Bu teoremadagi r v a i -  (1) tenglama musbat ildizlarining mos 
ravishda quyi va yuqori chegaralaridir. Xuddi shuningdek, - R  va - r  -  
manfiy ildizlarning mos ravishda quyi va yuqori chegarasi bo‘ladi.

Teorem a 2. (Lagranj teoremasi.) Agar (1) tenglamaning manfiy 
koeffitsiyentlaridan eng birinchisi (chapdan hisoblaganda) ak bo ‘lib, 

B  manfiy koeffitsiyentlaming absolut qiymatlari bo‘yicha eng kattasi 
bo‘lsa, u holda musbat ildizlaming yuqori chegarasi

R = l + k l —  ’
\  «0

n
X

son bilan ifodalanadi.
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Isboti. Bu yerda ham x > l  deb olamiz. Manfiy bo‘lmagan 
ax,a2,.. . ,a k_\ lami nol bilan almashtiramiz, ak,aM ,... ,a n lami esa 

-B  ga almashtirsak / ( jc) ko‘phadning qiymati kamayishi mumkin. 

Shuning uchun

/ (x) >  a0x" -  x " - *  +  j c " - * ' 1 H—  + 1 )  =

= anx n - B xn-i¥X- \
x—l

tengsizlikka egabo‘lamiz. Bundan esa x > l bo‘lganda 

/ ( jc) > a0x n -  B   ------ ->  a0xn -
x-1

- * + i

x—1

- |  a0x*-1( x - l ) - B | > ^ - i r  % ( x - l )  - 5

x > l  +kl—  = R

kelib chiqadi. Demak,

bo'lganda / ( x )  > 0 ga ega bo‘lamiz, ya’ni (1) tenglamaning barcha x +

musbat ildizlari x + < R tengsizlikni qanoatlantiradi.
Teorem a 3. (Nyuton teoremasi.) Agar x = c > 0  uchun 

f k\ c ) >  0, k  = 0,\,...,n  shart o ‘rinli bo‘lsa, R = c ni (l)ning musbat 
ildizlari uchun yuqori chegara deb olish mumkin.

Isboti. Teylor formulasiga ko‘ra

m = t ^ - ( X- c ) k . .
i=0 k'. r

Shartga ko‘ra, x > c bo‘lganda summaning har bir hadi musbatdir. 

Demak, (l)ning barcha x+ musbat ildizlari x+ < c tengsizlikni 
qanoatlantiradi.

Agar quyidagi ko'phadlarga

/  (*) = ( - ! ) " / ( - * )  = a0x " - a ix n-' + a2x”- 2 + -  + (-1)"% ,

/ 2 W  = X" f ( ^ ) = anX" + ««-1*"'* + •••+%>

X
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M x) = ( - * ) " / ( - " )  = anx" ~ + ' ' '  + (“ l)"ao

yuqoridagi teoremalami qo‘llab, f ( x ) ,  f ( x ) ,  f 2(x), f ( x )  larning 

musbat ildizlarining, mos ravishda, R ,R V R2,R 3 yuqori chegaralari 

topilgan bo‘lsa, u holda (1) tenglamaning hamma musbat ildizlari

—  ^ x ' < R va barcha manfiy ildizlari —R, ^  x~ < — tengsizliklami
K2 '

qanoatlantiradi.

4.3-§. Tenglamalarni yechishda iteratsiya metodi

Berilgan f ( x )  = 0 tenglamaning ildizlari ajratilgan bo‘lsin. 

Iteratsiya metodini qo‘llash uchun f ( x )  = 0 tenglamani

x = (p(x) (1)
kanonik ko‘rinishga keltiramiz. Ildiz yotgan oraliqdan ixtiyoriy nuqta 
olib, izlanayotgan ildizning dastlabki yaqinlashishi deb, quyidagi 
ketma-ketlikni (iteratsion jarayonni) hosil qilamiz:

*b = 9 C V i). n = 1’2 , -  (2)
Agar

limjca=S (3)

mavjud va cp(x) funksiya uzluksiz bo‘lsa, (2) tenglikning har ikkala 

tomonida limitga o ‘tsak,

k = lim xn = limcpOt^Q^W lim xn) = (p(£,),
«—>00 «—>00 \  n — /

ya’ni

4 = 9 f i)
hosil bo‘ladi. Demak, £, berilgan tenglamaning ildizi ekan va uni (2) 

yordamida talab qilingan aniqlikda topish mumkin. (3) limit mavjud 
bo‘lgan holda, iteratsiya jarayoni yaqinlashuvchi deyiladi. Quyidagi 
teorema iteratsion jarayonning yaqinlashishini ko‘rsatadi.
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Teorem a. Faraz qilaylik, cp(jt) funksiya va boshlang‘ich yaqin- 
lashish x0 quyidagi shartlami qanoatlantirsin:

1) cp(x) fanksiya

|x - x 0|< 8  (4)

oraliqda aniqlangan bo‘lib, bu oraliqdan olingan ixtiyoriy ikkitax v ay  
nuqtalar uchun cp(x) Lipshits shartini qanoatlantirsin:

|cp (x )-cp (y )|< ^ |x -y | (0 < <7 < 1); (5)

2) quyidagi tengsizliklar bajarilsin:

| * o - q > ( * o ) | S Tl, . (6)

U holda (1) tenglama (4) oraliqda yagona £, ildizga ega bo‘lib, 

{xn} ketma-ketlik bu yechimga intiladi va intilish tezligi

P )

tengsizlik bilan aniqlanadi.
Isboti. Ixtiyoriy n uchun x» ni qurish mumkinligini va x» (4) 

oraliqda yotishligi hamda

\ x „ ^ - x „ \ < y \ q n (8)
tengsizlik bajarilishini induksiya metodi bilan ko‘rsatamiz.

Agar n = 0 bo‘lsa, x, = cp(x0) bo‘lgani uchun (8)dan (6) hosil 

bo‘ladi, ya’ni

lxi ~ xo I -  i
bo iad i, bundan esa

|x i _  x o | -  i  <  T^-  -  S 1 1 1 -q
hosil bo iib , x, (4) oraliqda yotishligini ko‘rsatadi. Faraz qilaylik, 

Xj,x2, . . . ,x n lar qurilgan bo iib , ular (4) oraliqda yotsin va

|x jt+, - x * | £  i q k ( k  =  0 , 1 , . . . , « - 1 )
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tengsizliklar bajarilsin. Induksiya shartiga ko‘ra, x„ (4) da yotadi, cp(x) 

(4) da aniqlangan, shuning uchun ham x„+1 = (p(xn) ni qurish mumkin. 

Teoremaning birinchi shartidan

k+l “  * .  | = t * 1 \Xn -  Xn-11
kelib chiqadi. xn_x va x„ uchun induksiya shartiga ko‘ra, 

|x„ -  x ^ j  < r\qn~l o ‘rinli, demak |xn+1 -  x„\ < q qn. Bu xn,xn+1 lar uchun

(8) ifoda o ‘rinliligini ko‘rsatadi.

k + i  -  - x* I+ h  -  I ■+ ■ ■■ ■■ ■+ k  -  * 0 k
i «+i |

<r\qn +r\qn~x + -- + r| = q — ------< r i-----^ 8
1-9 i- q

tengsizhk xn+1 (4) oraliqda yotishini ko‘rsatadi.

Endi {xn} ketma-ketlik fundamentalhgini ko‘rsatamiz. (8) tengsiz- 

likka ko‘ra, ixtiyoriy p  natural son uchun

k  \Xn+P ~ Xn+p-11 + | V p -1 “  Xn+P-2 | + ' ' '  + |*«+l “  ■*„
< r\qn+p-x + r\qn+p- 2 + ■ • ■ + r\qn = r\qn(\ + q + ■ ■ • + qp~l) =

= r| qn b V  < j L
l-q  1-q 9

n

yoki

\Xn+p - Xn\< ^ V n- (9)

Bu tengsizlikning o ‘ng tomoni p  ga bog‘liq emasligidan va 
0 < q < 1 bo‘lganidan {x„} ketma-ketlikning fundamentalligi va uning 

limiti £, = lhn xn mavjudligi kelib chiqadi. {xn} ketma-ketlik (4) ora-

liqda yotganligi uchun £, ham shu oraliqda yotadi. (5) shartdan 

(p(x) ning uzluksizligi kelib chiqadi, shuning uchun ham xn+1 = (p(xn) 

tenglikda limitga o ‘tib, £, (1) tenglamaning ildizi ekanligini ko‘ramiz.
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Topilgan ildiz yagonadir. Faraz qilaylik, £, (1) tenglamaning (4) 

oraliqdagi boshqa ildizi boTsin. (5) ga ko‘ra,

|4 - ! ; | = |c p £ ) - c p £ ) |< ^ - S | ,

0 < q < 1 boTganligi uchun bu munosabat \  = £, boTsagina bajariladi.

(9) tengsizlikda p  —>oo limitga o ‘tsak, (7) tengsizlik kelib chiqadi. 

Teorema isbot bo'ldi.
Eslatma. Faraz qilaylik, x = cp(jc) tenglamaning ildizi £, yotgan 

qandaydir ( a ,b ) oraliqda cp'(x) ishora saqlasa va |cp'(x)| < q < \  shart 

o'rinli boTsa, u holda agar cp'(x) musbat boTsa

=cp(x„_,), (»  = 1>2,...), x0e  (a,b)  (10)

ketma-ketlik £, ga monoton yaqinlashadi, bordi-yu cp'(x) manfiy 

boTsa, (10) ketma-ketlik £, ildiz atrofida tebranib unga yaqinlashadi. 

Haqiqatanham, 0£<p’(x)<q<l boTib, x0<£ boTsin. U holda 

Xj -£ , = cp(x0) -  cp(^) = (x0 -  ̂ )cp'(c) < 0 , 

bu yerda c e  [x0,^ ] , bundan

h  -  = | u  -  ̂ )<p'(c)| ̂  <i k  -  s | < K  -  k I ■•

Demak,
x0 <x, < 4 .

matematik induksiyaga asosan

x0 < X, < x2 < • • • < \

ga ega boTamiz.
Shunga o ‘xshash natija x0 >£, boTganda ham kelib chiqadi.

Endi -1  < - q  < cp'(x) < 0 holni ko‘rib chiqamiz.

Faraz qilaylik, x0 < £, boTib, x, = cp(x0)e  (n ,6 ) boTsin, u holda

X, - 4  = cp(x0) -c p (0  = (x0 -£)cp'(c) > 0 , 

boTadi, bxmdan x, >£  va |x, — < |x0 - ^ j  ligi kelib chiqadi.
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Shu mulohazalami xu x2,..., yaqinlashishlaruchun qaytarsak,

x0 < x2 < x4 < \  < ■ ■ • < x3 < xt

hosil bo‘ladi, ya’ni ketma-ket yaqinlashishlar £ atrofida tebranib, 

unga yaqinlashadi.
Bu ikkala holning geometrik talqinini quyidagi rasmda izohlaymiz.

4.4-§. iNyuton metodi

Faraz qilaylik,
f ( x )  = 0 (1)

tenglamaning \a ,b\ oraliqdagi yagona ildizi 2, bo‘lsin. f ' {x)  va 

/ " ( jc) lar noldan farqh bo‘lib, \a,b\ da ishora saqlasin. xn<=\a,b\ 

bo‘lib, £ ning taqribiy qiymati bo‘lsin, ya’ni

S = *„ + £„, (2)
s n xatolik va uni kichik miqdor bo‘lsin deb hisoblaymiz. Teylor 

formulasiga asosan

0 = f ( Xn + S j  = f ( xn)+ E„ ' / ( * „ )
taqribiy tenglikka ega boTamiz, Bundan en = - f(xn)

/ K )
boTganligi

uchun (2) dan ildizning navbatdagi taqribiy qiymatiga ega boTamiz:
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(3)'T»+l X n
/ w
f ( * n )

(«  = 0,1,2,...).

(3) ketma-ketlikni qurishda boshlang‘ich yaqinlashish x0e [n ,h ]  

bo‘lib, / ( x 0) • f ( x 0 ) > 0 shartni qanoatlantirishi maqsadga muvo-

Hqdir.
(3) ketma-ketlikning geometrik talqini quyidagidan iborat: 
x„+1 ning qiymati y  = f ( x )  funksiya grafigining (x „ ,/(x „ ))  

nuqtasiga o ‘tkazilgan urinmaning O X o‘qi bilan kesishgan nuqtasining 
abssissasiga tengdir. Shuning uchun ham Nyuton mefodi urinmalaf 
metodi deb ham ataladi.

(3) formula bilan topilgan ketma-kethk (1) tenglamaning ildizi 
4 ga boshlang‘ich yaqinlashish x0 o ‘ng tomondan monoton yaqin- 

lashishini quyidagi rasmdan ko‘rish mumkin.

Nyuton metodining yaqinlashish tezligini quyidagicha baholash 
mumkin. Teylor formulasidan

o = m  = f(* n )+ / o o e  -  *n) + -  *„)2,

buyerda q , E, va x„ oralig‘ida joylashgan.

Bundan, = xn -%  ’
f ( x n ) n S 2  f ( x n )

X n )
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Demak,

"+l " f ( x H) 2 f ( x n) n)

Agar m = m in |/ '(x ) |, M  = m ax |/"(x )|, \a ,b \ xn va £, ni o ‘z ichiga
[a,b\  [a,b\ •

olgan hamda f ( x ) ,  f ”(x) ishorasini o ‘zgartirmaydigan oraliq bo‘lsa, u 
holda

ga ega bo ‘lamiz. Bu Nyuton metodining yaqinlasbish tezligini 
ko‘rsatadi.

Eslatma. Agar iteratsiya usuhda

deb olsak, Nyuton metodi hosil bo‘ladi.

Agar \a ,b \  da f ( x )  kam o‘zgarsa, u holda (3) formulada 

/ '(* „ )  = / ' ( x 0) deyish mumkin va natijada Nyuton metodining 

modifikatsiyasi

H  ( »  =  0,1,2,...) (4)

hosil boiadi. (4) formula bilan hisoblash jarayoni o ‘tkazilsa, har bir 
qadamda f ( x )  ning qiymatini hisoblanmaslik qulaylik tug‘diradi. Bu 

qulaylik, ayniqsa f ' ( x )  murakkab boiganda yaqqol seziladi.

4.5-§. Yuqori tartibli iteratsion metod qurishda 
Chebishev metodi

Faraz qilaylik, f  (x) -  0 tenglamani [ a, b\ da yagona ildizi x  = £, 

mavjud b o is in  va f ( x )  funksiya hamda uning yetarlicha yuqori 

tartibli hosilalari uzluksiz bo isin . Bundan tashqari, x& \a ,b \ da 

f ' ( x )  ^  0 bo isin . U  holda f ( x )  bu oraliqda ishora saqlaydi va f ( x )
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monoton funksiya bo‘lib, x  = g( y)  teskari fimksiyaga ega bo‘ladi. 

I'eskmi funksiya g(y)  f ( x )  ning o ‘zgarish sohasi [c ,J ]  da aniq- 

langan b o iib , / (x) qancha uzluksiz hosilaga ega b o isa , u  ham shun- 

cha uzluksiz hosilaga ega boiadi. Teskari funksiya ta’rifiga ko‘ra, 

x = g(y)  ( x e [a ,6 ] ) ,  y  = f ( g ( y ) )  (y e  [c ,d \)

Demak,
a  = g (0 ) . (1)

Agar y e  j c ,d \  bo isa , u holda Teylor formulasidan

a = g(0) = g(y -  y) = g(y) + T. (-1)* 8 '/  + ( -  0P 8 ^  y p,
k=1

a  = x + § ‘(-1)* ^ V Cx) + ( -D P gW ({ W )/ PW  
*=i P!

ni hosil qilamiz. Agar

J p ) t

9 , W  =  x + £ ' ( - 1 ) '
k=\

.* g(k\f(x))

deb belgilasak, u  holda
x = cpp(x)

lenglama uchun x = £, yechim bo iad i, chunki

/*w

<p, £ ) = 4  + I H ) *  = $ .
k=\ kl

(2)

bu yerda rj e  [ 0,y \ . (2) da y  = f  (x) va g(y)  = x  ni nazarda tutib,

Bundan

= j  = \ ,2 , . . . ,p - \

boiganligi sababli

xn+i=W p(xn)’ n = 0,1,2,...; X0e[a,&] (4)

iteratsion jarayon p-tartibli deyiladi. Agar x0 c, ga yaqin b o isa , u 

holda (4) bilan aniqlangan {xn\ ketma-ketlik £, ga yaqinlashadi. 

Haqiqatan ham, <fp(f)  = 0 boiganligi uchun £, ning shunday atrofi
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topiladiki, u yerda ]̂ 'p (x)j < q < 1 bo ‘ladi. Bundan x0 £, ga yetarlicha

yaqin bo‘lsa, {xri] iteratsion ketma-ketlikning yaqinlashishi kelih 

chiqadi.

Endi x  = g ( f ( x ) \  dan ketma-ket hosila olamiz:

g ' ( f ( x ) ) f ( x )  = 1,

f 2 (x)  + g '(/(*))■  f ( x )  = 0,

£ " ( / « ) •  / 3W  + 3g " ( f ( x ) }  f ( x y  f ( x )  + g ' ( f ( x ) \  f ( x )  = 0,

Bundan ketma-ket g ’( f ( x ) ) ,  g”( f ( x ) ) , ..., g ip l)( f ( x ) )  larni va 

shu bilan birga cp^/x) ni aniqlaymiz. (4) iteratsion jarayonni p  ning bir

nechta konkret qiymatlarida ko‘rinishini keltiramiz:
P = 2

/(* .)X .  . =  X .  -
f ( x f

X „ , = x _ -

p = 3

f ( x j  /-(-*„)•/ 2(*„) 
f (x„) 2 [ f ( x n) f  ’

P = 4

= A
/(* .)  f ( x j - f ( x j  
f ( x j  2 [ f (x„) f

f(x „ )  3[f(x„)]2- f ( x „ ) - r ( x „ )  

12 \f ' (x„)j
Bular mos ravishda 2-, 3- va 4-tartibli iteratsion jarayonlardir. 
Bobga tegishli tayanch so ‘zlar. ildizlami ajratish, ildizlar 

chegarasi, iteratsion jarayon, yaqinlashish tezligi, iteratsion jarayon 
tartibi, yuqori tartibli iteratsion metod.

Savollar va topshiriqlar
1. Algebraik yoki transsendent tenglama ildizlarini taqribiy topish 

masalasi necha qismdan iborat?
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2. \a ,b \ da f ( x )  = 0 tenglamaning ildizi yagona bo‘lish!igi uchun 

qanday shart bajarilishi kerak?
3. Algebraik tenglamaning musbat ildizlari soni haqidagi Dekart 

teoremasini ayting.
4. Gyua teoremasini ayting.
5. Algebraik tenglamaning barcha ildizlari yotadigan sohani ayting.
6. Algebraik tenglamaning musbat ildizlarining yuqori chegarasi 

haqidagi Lagranj teoremasi.
7. Algebraik tenglamaning musbat ildizlarining yuqori chegarasi 

haqidagi Nyuton teoremasi.
8 . Algebraik tenglama manfiy ildizlarining quyi va yuqori 

chegaralai i qanday aniqlanadi?
9. Iteratsiya metodining mohiyatini ayting.
10. Qanday shartlar o ‘rinli bo‘lsa, [xn] ketma-ketlik aniq ildiz 

£, ga monoton yaqinlashadi (geometrik talqinini ko‘rsating)?

11. Qanday shartlar o ‘rinli bo‘lsa, {xn] ketma-ketlik aniq q ildiz

atrofida tebranib yaqinlashadi (geometrik talqinini ko‘rsating)?
12. Iteratsiya metodining yaqinlashish tezligi.
13. Nyuton metodi.
14. Nyuton metodida boshlang‘ich yaqinlashish x0 qanday aniq- 

lanadi?
15. Nyuton metodining yaqinlashish tezhgi.
16. Qanday shart o ‘rinli bo‘lsa Nyuton metodining modifi- 

katsiyasini ishlatgan ma'qul?
17. Chebishev metodi.
18. Uchinchi tartibli iteratsion jarayonni hosil qiling.
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Misol 1. /  (x) ss x 4 -  5x2 + 8x — 8 = 0 tenglamaning haqiqiy ildizlari 

chegarasini toping. Haqiqiy va kompleks ildizlar sonini aniqlang.
Yechish. Teorema 1 ga asosan, a0 = 1, <4 = 8. Demak, R = 1 + 8 = 9, 

ya’ni tenglamaning haqiqiy ildizlari ( -9 ,9 )  oraliqda joylashgan.

Lagranj teoremasini qoTlasak, a0 = 1, k  = 2, B  = 8. Musbat ildizlar 

uchun yuqori chegara

i? = l + ^  = l+ 2 V 2 < 4

boTadi. Berilgan tenglamada x = - x  almashtirish qilsak, 

/ i  (*) = / ( —x) = x4 -  5x2 -  8x -  8 = 0 tenglama hosil boTadi. Lagranj 

teoremasiga ko‘ra bu tenglamaning musbat ildizlarining yuqori 
chegarasini aniqlaymiz: a0 = l, k  = 2, B = 8 boTib, i?, < 4  ligi kelib

chiqadi, ya’ni ildizlar ( -4 ,4 )  oraliqda yotadi.

Endi Nyuton teoremasini qoTlab ko‘ramiz:

/  (x) = x ' — 5x2 + 8x -  8, 

f  (x) = 4x3 -1 0 x  + 8, 

f ( x )  = 12x2 -1 0 ,

/ w(x) -  24x, 

f IV(x) = 24.

Bundan ko‘rinib turibdiki, x > 2  uchun / (t)(2 )> 0 , k  = 0,1,2,3,4, 

demak, c = 2 musbat ildizlaming yuqori chegarasi ekan. Endi 
/  (x) = 0 tenglama uchun ildizlaming yuqori chegarasini topamiz:

f ( x )  = x4 - 5 x 2 —8x —8, 

f  (x) = 4x3 - 1 0 x - 8 ,  

f ( x )  = 12x2 - 1 0 , 

f  (x) = 24x , 

f \ V (x) = 24.
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> 0 , k  = 0,4 shartlar x > 3 uchun bajarilishini anglash 

qiyin emas. Demak, berilgan tenglamaning barcha haqiqiy ildiziari 
(-3; 2) oraliqda yotar ekan.

Yuqorida berilgan tenglamaning kompleks ildizlari bor-yo‘qligini 
Gyua teoremasidan aniqlash mumkin.

/ (x) ning koeffitsiyentlari
1, 0, 5, -  8, 8

sonlardan tuzilgan sistemada

al > ak - \ 'ak+1» * = 1.2,3
shartlar o ‘rin bo‘lsa, barcha ildizlar haqiqiy, aks holda kompleks 
ildizlar mavjud bo ‘ladi. Berilgan misolda k = l uchun ko‘rsatilgan 
shart bajarilmaydi. Demak, tenglama 2 ta haqiqiy, 2 ta kompleks 
ildizga ega.

Misol 2. / ( x )  = x3 -  2 0 x + 12 = 0 tenglama ildizlarini ajrating va 

ajratilgan ildizlami iteratsiya, Nyuton metodlari bilan aniqlaydigan 
jarayonni ko‘rsating.

Yechish. Ildizlar chegarasini Lagranj teoremasiga ko‘ra aniqlaymiz:
[9 Q

c/0 = 1, k  = 2 , a2 = - 2 0 ,  R' < 1+ < 5,5, tenglamada x = - x

almashtirish o ‘tkazib, hosil bo‘lgan tenglamaga Lagranj teoremasini

qo'llasak, o0 = l ,  k  = 2 , B = 20, R + <1 + < 5,5  bo‘ladi. Demak,

berilgan tenglamaning haqiqiy ildizlari ( -5 ,5 ;  5,5) oraliqda yotadi. 

Quyidagini aniqlaymiz:

X -5 ,5 -5 -4 0 1 4 5 5,5
sign/(x) - - + + - - + +

Ya’ni berilgan tenglama 3 ta haqiqiy ildizga ega bo‘lib, ular 
( - 5 ; - 4 ) ,  (0 ;l) va (4,5) oraliqlardajoylashgan.
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Iteratsiya metodi. A) ( - 5 ; - 4 )  oraliqdagi ildiz uchun berilgan

tenglamani x =  y 2 0 x  - 1 2  = (p(x) ko‘rinishga keltiramiz, chunki

max kp'(x)| : max 
I-5.-4J

20

3^/(20x-12)2
< 20 < 20

3^922 3-4,5
80 l 

243 ^ 3

bo‘ladi. Hisoblashjarayoni

•*„+i = Zl20xn - l 2 ,  n = 0,1,....

formula bilan tashkil etiladi, bu yerda x0 ixtiyoriy bo‘lib, [ - 5 . - 4 ]  

oraliqqa tegishli.

B) (0 ;l) oraliqdagi ildizuchun

x  = -x 3+ 1 2

20
= ( p ( x )

deb olamiz, chunki

max !(p'(x)|=max
[0.1] 1 1 [04]

3x2
20

< ± < 1
20

boiadi. Hisoblashjarayoni

formula bilan tashkil etiladi va x0 sifatida [0;l] ga tegishli ixtiyoriy 

qiymatni olish mumkin.

D) (4,5) oraliqdagi ildiz uchun ham hisoblash jarayoni

*„+i = V20x« ~ 12> « = o,i,....

formula bilan amalga oshiriladi, x0 ixtiyoriy bo‘lib, [4, 5] oraliqqa 

tegishli.

Nyuton metodi: / '( x )  = 3- x2 - 2 0 ,  f " ( x )  = 6- x 

A) ( - 5 , - 4 )  oraliqdagi ildiz uchun / ( x 0)- /" (x 0)> 0  shartni tek- 

shiramiz:
/ ( - 5 )  < 0, / ( - 4 )  > 0, / " ( -5 )  < 0 , / " ( - 4 )  < 0. 

/ ( - 5 ) - / " ( - 5 ) > 0  bo‘lganligi uchun r 0= - 5  boMadi.
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Xuddi shuningdek, B) (0;1) oraliq uchun x0= 0 ,  D) (4;5) oraliq

uchun x0 = 5 bo'lishligini aniqlaymiz va uch holda ham

n+l
= r  „ = n \

iteratsion jarayon bilan ildizning taqribiy qiymati berilgan aniqlikda 
hisoblanadi.

M isollar.
Tenglamalar ildizlarini ajrating va ajratilgan ildizlami iteratsiya, 

Nyuton va vatarlar metodlari bilan aniqlang (e = 10“3 aniqlikda).

1. x2 -  5 sinv = 0.

2. s in v - 1 /jc =  0.

3. l g x - c o s x  = 0.

4. 4x -  5 ln x  = 5.

5. ex -  10 x = 0.

6. 0,25x3 + x —2 = 0, xe  [0,2].

7. 3 x -4 1 n x -5  = 0, xe [2 ,4 ] .

8. co s |—j - 2 s i n |—j + — = 0, x e  [1,2].

9. x - -
1

3+sin(3,6x)
=  0, x e  [0,1].

10. e* 1 - x 3 —x  — 0, xe  [0,1].

11. arccos x -  + /l-0 ,3 x 3 = 0 , x e  [0,1].

12. a/ i - 0 ,4 x2 -  arcsin x = 0, x e  [0,1]

13. 3x -1 4  + e* -  e~x = 0, x e [ l ,3 ]

14. y jlx 2 + l ,2 - c o s x -1  = 0, xe  [0,1].
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15. 0,lx2 — xlnx = 0, jce[l, 2].

16. ex -e ~ x -  2 = 0, x e  [0,1].

17. "s/l — x  — tg x = 0, x e  [0,1].

18. l - x  + s in x - ln ( l  + x) = 0, x e [0 , 2].

19. x3 -  2 jc2 + jc -  3 = 0.

20. x3 -  2 x2 + 3 x -  5 = 0.

21. x4 -  5x3 + 2 x2 -  1 0 x +  1 = 0 .

22. x3+ x =  1000.

23. x4- 2 x 3 + x 2— 12x + 20 = 0.
24. x4 + 6x3 + x2 -  4x -  60 = 0.
25. x4-  14x2-  40x -  75 = 0.
26. x4 - x 3 + x 2-  1 lx + 10 = 0.
27. x4- x 3 -2 9 x 2- 7 1 x -140 = 0.
28. x4 + 7x3 + 9x2 + 13x -  30 = 0.
29. x4+ 3x3-2 3 x 2- 5 5 x -  150 = 0.
30. x4-  6x3 + 4x2 + lOx + 75 = 0.
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V B O B .  C H I Z I Q L I A L G E B R A I K  T E N G L A M A L A R  

S I S T E M A S I N I Y E C H I S H

5.1-§. Metodlar Idassifikatsiyasi

M a’lumki, ham tatbiqiy, ham nazariy matematikaning ko ‘pgina 
masalarini hai qilishda chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini 
yechishga to ‘g ‘ri keladi. Masalan, funksiyani interpolyatsiyalash yoki 
o ‘rta kvadratik m a'noda yaqinlashtirish masalalari chiziqli algebraik 
tenglamalar sistemasini yechishga keltiriladi.

Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini hosil qilishning asosiy 
manbalaridan biri uzluksiz funksional tenglamalarni chekli-ayirmali 
tenglamalar sistemasi bilan yaqinlashtirishdir.

Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yechishda foyda- 
laniladigan metodlami ikki gumhga ajratish mumkin: aniq va ite- 
ratsion metodlar.

Aniq metod deganda shunday metod tushuniladiki, uning yor- 
damida chekli miqdordagi arifmetik amallami aniq bajarish natijasida 
masalaning yechimi topiladi. Ko‘pincha, bu ikki bosqichdan iborat 
bo‘ladi. Birinchi bosqichda berilgan tenglamalar sistemasi u yoki bu 
m a’noda soddaroq tenglamalar sistemasiga almashtiriladi. Ddrinchi 
bosqichda almashtirilgan soddaroq tenglamalar sistemasi yechilib, 
noma’ lumlaming qiymati aniqlanadi.

Iteratsion metodlar chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining 
yechimi ketma-ket yaqinlashishlaming limiti ko‘rinishida izohlanishi 
bilan xarakterlanadi.

Iteratsiya metodlarini qo‘llaganda faqat ulaming yaqinlashish- 
larigina emas, balki yaqinlashishlaming tezligi ham katta ahamiyatga 
ega.
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5.2-§. Gauss metodi

Bu metod bir necha hisoblash sxemalariga ega. Biz Gaussning 
kompakt sxemasigina bilan tanishamiz.

Quyidagi sistema berilgan bo‘lsin:

0,i*, +a]2x2 + .... + alnxn = a]n+i 

+ a22x2 + ....+  a2nxn = a2n+l
( 1)

+ fl,2*2 + ••••+ omx„ = aan+}

Faraz qilaylik, au + 0 (yetakchi element) bo‘lsin deb, sistemaning 

birinchi tenglamasidan

x, + h ^ x 2 + tigx3 + ... + b\"xn = b\"u  (2)

ni hosil qilamiz, bu yerda

(2) dan foydalanib, (1) sistemaning qolgan tenglamalaridan x\ 
noma’lumni yo‘qotish mumkin, ya’ni (2)ni ketma-ket 
a2i,au ,...,ant larga ko‘paytirib, mos ravishda, ikkinchi, uchinchi va 

h.k. tenglamalaridan ayirsak, natijada quyidagi sistema hosil bo‘ladi:

bu yerda

a 22X 2 +  a 22X 2 +  -  +  fl2'nX n =  f l2 ,!,+ l >

i ...............................................

[ a n2X 2 +  a n l X i  +  -  +  a Z >Xn =  a ^ n+l

4 "  = a,j ~ aA ';
,(D

(3)

(3) tenglamalar sistemasida a22 *  0 deb, yuqoridagidek jarayonni

bajarsak,
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sistemaga kelamiz, bu yerda

( ^ 3 ) .

Shu jarayonni n marta bajarish mumkin bo‘lgan bo‘lsa, (1) 
tenglamalar sistemasi

Xi + b\\]x 2 + b ^ x z +  • • ■ + b ^ x n =  ,

^ X2 -t" £̂ 23 **3 ' ^  U2n x n u 2,n+1 > ^

[

ko'rinishga keladi. Bu tenglamalar sistemasidan ketma-ket 
xn, xn_i,..., Xj lar aniqlanadi. (1) dan qadamma-qadam (4) ko‘rinishga 

kelish Gauss metodining to‘g‘ri yo‘li, (4) dan ketma-ket 
xn, xn_y,• • ■, jq lami aniqlash Gauss metodining teskari yo‘li deyiladi.

Faraz qilaylik, Gauss metodida to‘g‘ri yo‘lning m (m <  n) ta 

qadami bajarilishi mumkin bo‘lgan bo‘lsin, u  holda quyidagiga ega 
bo‘lamiz:

■■ + b(m)xn = b(m)mn n m,n+i ’

a(m) x  +a m + l,m + lA m +l +
(5)

l a{m> x  + * •u n,m+\x m+\ ^ + < £ ? * .= < C .
bu verda

„(«)
.  (m ) _  “ mj 
Umj J m )  ' a(m) = a(m' u -  a("ij ij im -{)b(m)mj > ( i , j> m  + 1).

Gauss metodida bajarilishi mumkin bo'lgan qadamlaming soni 
m ga teng bo'lgan bo‘lsa, bu shuni anglatadiki, (5) sistemaning 
ikkinchi tenglamasidan boshlab yetakchi elementni ajratish mumkin 

emas, chunki barcha a(m) (i, j  = m + 1,• • •, n) lar nolga teng.
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Agar (5) da a\"\.y = 0 (/' = m + 1,■■■,«) nolga teng bo‘lsa, (5) bitta 

tenglamadan iborat bo‘ladi.
Endi barcha qadamdagi birinchi tenglamalami birlashtirib,

JC, + b$>x2 + b $ x 3 + ■■■ + b\l>xn = b\]lA

j *2 +  +  • • ■ +  h 2 n X „  =  h 2 , l l

'l Xn, + h!ZLlXm+t + ’' • + “ ^ml+t
sistemani hosil qilamiz. Bundan xu x2,...,xm lami xm+l,xm+2,...,xn lar 

orqali ifodalab olishimiz mumkin. Bu holda (1) cheksiz ko‘p yecliim- 

ga ega bo‘ladi. Agar (5) da (m + 1< i < n) laming hech bo‘lma-

ganda birortasi noldan farqli bo ‘lsa, u  holda ( 1) yechimga ega emas 
bo‘ladi.

5.3-§. Kvadrat ildizlar metodi

Faraz qilaylik,
Ax = b (1)

chiziqli algebraik tenglamalar sistemasida A  simmetrik matritsa 

bo‘lsin, ya’ni A' = ] ajt | = A. Soddalik uchun kvadrat ildizlar metodini

shu holda bayon etamiz.
A matritsa simmetrik boMgani uchun uni

A = T'T (2)
ko‘rinishida yozish mumkin, bu yerda

h i " hn 1 *11 0 .. ■ o J
T =

0 t22 • "■  *2n
> T  =

h i t22 . . 0

0 0 • ■ • tnn J J l n h  n •• C J
T' ni T  ga ko‘paytirib, ttj lami aniqlash uchun quyidagi teng- 

lamalarga ega boMamiz:
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\j hihj + h fa j + • • • + t j j j  -  atJ , (i < j )

ll/n + t i i  + '••+ ^  =  a ,t

Bundan ketma-ket

Ai — \Jai i ’ hj — ! , ( j  > 2),

<
t„ = J a, , - X t L  0 < i* n ) ,

V k=l

t, = -

j-1
at/—£  kj

k=1 0‘< y).

[/,-,- = 0 agar i > 7' bo‘lsa

larni aniqlaymiz.
(1) sistema yagona yechimga ega bo ‘ ladi, agar /„ *  0 , i = 1,2, ■ ■ •, n 

bo‘lsa, chunki

det,4 = detT"- detT = (detT)2 = (tu t21---tnn)2 * 0 ,

(2) ni e’tiborga olsak, (1) sistema ikkita T'y = b va Tx = y  tenglamalar 

sistemasiga ekvivalent bo‘ladi. Bu tenglamalar sistemasini ochib 
yozamiz:

tn y, = b{

i tnTi + /22k  ~ 2̂ 
1

lti„y,+ t2„y2 + ---+ t„Ky„ = bn

va

/j jjtj + tl2x2 + I- tlnxn -  y x

, h i x2 + - + t2nxn = y 2

{tnnXn = y n
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(4) dan ketma-ket,

h
y ' = t ’ MI

h~  £  lki}'k
(6)

t;;
( Z > 1 )

lami topamiz. Topilganlardan foydalanib (5) dan ketma-ket

x = A .

y r  I  {,kxkx  _ ----k-i+l-----  (j < n\
{ tu v '

lami aniqlaymiz.

Shrnii eslatib o‘tish lozimki, agar qandaydir s-satr uchun d < o  

boTsa, mos ravishda t .  elementlar mavhumboTadi.5J

Metodni bu holda ham qoTlash mumkin.

5.4-§. H aydash usuli

Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining matritsasi uch dia- 
gonalli boTgan holni qaraymiz:

6,Xj + cyx2 — dx 
a2xx + b2x2 + c2x2 = d2 

^aiX2 + b3x3 + c3x4 = d3

a n - l X n -2 +  fy > -lX n - l  +  Cn-\X n ~  ^ n - l ’

l anXn + hnXn = dn
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Bu tenglamalar sistemasining kengaytirilgan matritsasini yozaylik.

'bi C2 0 0 ... 0 0 0 d x N

a2 b2 c2 0 ... 0 0 0 d2
0 «3 K c3 ... 0 0 0 d3

(2)

0 0 0 0 ... C-1 d„-\
0 0 0 0 ... 0 K dn ,

(1) tenglamalar sistemasini quyidagicha kompakt shaklda yozamiz: 

akx,._x + bkxk + ckxk+x- d k ,ax = 0 ,c „ = 0  (£ = 1,2 ,...,«). (3)

(1) ni Gauss metodi bilan yechamiz va metod to ‘g‘ri yo‘lining 
barcha qadami bajarilgan boisin , u  holda (2) quyidagi ko‘rinishga 
kelgan boiadi:

f  1 P l 0 0 ... 0 0 0 91 N
0 1 p 2 0 ... 0 0 0

0 0 1 P s 0 0 0 ?3

0 0 0 0 ... 0 1 P n -1<in-\

v° 0 0 0 ... 0 0 1 <1* y
Bu yerdagi p k va qk lar haydash koeffitsiyentlari deyiladi va ulami 

aniqlaydigan formulani chiqaramiz.
Gauss usuhning teskari y o ii  yordamida nom aium lam ing qiymat- 

larini topish mumkin. Ular quyidagi rekurrent formula bilan aniq- 
lanadi:

xk =qk- p kxk,t, k = n - \ ,n -2 ,. . . , \ .  (4)

(1) va (4) dan foydalanib, xk ni jq+1 orqali ifodalaymiz:

ak ( qk-X ~  Pk-\Xk) + bkxk + ckxk+] = dk,

bundan
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dk~akQk-\_______ ck
h ~ akPk-l h ~ akPk-\

\t+I-

( 1) ning birinchi tenglamasidan p t, q, laming qiymatini 

aniqlaymiz. Qolgan haydash koeffitsiyentlari (4) va (5) ni taqqoslash 
natijasida hosil bo‘ladigan rekurrent formula yordamida aniqlanadi:

A - —  n  —  _L  rt —  C* n —  “ k a k9k-\ 1 .  _  n 1

"l ^  vk~akPk- 1 bk~akPk-\
Demak, (1) ko‘rinishga ega tenglamalar sistemasini yechisbda (6) 

formulalar yordamida haydash koeffitsiyentlari hisoblanadi, so‘ng (4) 
formulalar orqali ketma-ket lar aniqlanadi. Bu me-

tod ikki qismdan iborat: (6) formula yordamida tashkil etiladigan 
hisoblash jarayoni haydash usulining to 'g 'ri yo 'li, (4) bilan bajari- 
ladigan hisoblash jarayoni esa haydash usulining teskariyo ‘li deyiladi.

(1) ko‘rinishdagi tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega bo ‘- 
lishi uchun yetarli shart ak *  0 , ck *  0 , k  = 2 ,3 , . . . ,n - l  bo‘lib,

diagonal elementlar salmoqli boiishidan iborat, ya’ni | > |z/A | + |ct j, 

k  = \,2 ,...,n  tengsizliklaming kamidabittasida qa’tiy tengsizlik o‘rinli 
bo iish i kerak.

5.5-§. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yechishda 
iteratsion metodlar

Iteratsion metodlarni qurishda vektor va matritsalaming norma- 
lari va limitlari tushunchalari qatnashadi. Shu sababli ular haqidagi 
ma'lumotlami keltiramiz.

x  vektorning normasi deb, quyidagi uch shartni qanoatlantiruvchi 

haqiqiy |Uf songa aytiladi.

1) |U|| ̂  0 va jc = 0 bo‘lgandagina ||jc!| =  0 ;

2) har qanday a  son uchun ||axf = |a||UI|;
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3) | jc +  jj | ^  ||jc|| +  ||y|| uchburchak tengsizligi.

x  = (x ,,x2,x3,---xn)1 vektoming yuqoridagi shartlami qanoat- 

iantiruvchi va ko‘proq ishlatiladigan normalardan uchtasini keltiramiz.

1. Kubik norma: ||x|, = max |x,-1 ■

2. Oktaedrik norma: |x|| = £  I*-1 •
1=1

3. Sferiknorma: jU||3 = ^ZU<l •

Bu normalar uchun birinchi va ikkinchi shartlaming bajarilishi 
bevosita ko‘rinib turibdi. Uchinchi shartni tekshiramiz:

Birinchi norma uchun:

|U + y||, = maxU, + y1|^maxU1| + max|y,j = |U||, +||y||..
11 111 1 <<<n1 1 1 <,i<,n 1 1 1 < /£ « 1 ............... " 111

Ikkinchi norma uchun:

IU+y\\2=Z  I xi+ y( M Z  U-1+ Z  MI= I MIj + IMI2 ■/=L /=1 1
Uchinchi norma uchun Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan.

IU+yI3 = JlU, + y,| ^JZU-I + JlU,l =H +IU i

ga ega bo‘lamiz.
A kvadrat matritsaning normasi deb, quyidagi shartlami 

qanoatlantiruvchi haqiqiy songa aytiladi:

1) ||/4||> 0  va A  = 0 bo‘lganida ||̂ 4|J = 0;

2) ixtiyoriy a  soni uchun ||a^(|| = |a |||/l ||;

3 )  | | ' M N 4 + M I ;

4) | A- S ||<  ||/i||-1|5||, xususan ||/4/’||^  |U|jr ,/7 -  natural son,

Agar har qanday kvadrat matritsa A uchun va oicham i matritsa 
tartibiga teng bo igan  ixtiyoriy x  vektor uchun
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H N I 4 I M I  (!)
tengsizlik bajarilsa, u  holda matritsa normasi vektoming berilgan 
normasi bilan moslashgan deyiladi.

Har qanday A  matritsa uchun A x  vektor normasining uzluksizligiga 
ko‘ra [7]

||^|| = m a x ||^ || (2)

tenglikda maksimumga erishiladi, ya’ni shunday xia) vektor topiladiki, 

|x l0)l| = l va |lArt0,l| = |U||
tenglik bajariladi.

(2) tenglik bilan kiritilgan matritsa normasi vektoming berilgan 
normasiga bo ‘ysungan deyiladi.

Quyidagi teorema o'rinli bo‘ladi [7].
Teorem a. Matritsaning bo‘ysungan normasi:
1) norma ta’rifining to‘rtta shartini qanoatlantiradi;
2) vektoming berilgan normasiga moslashgan;
3) vektoming berilgan normasiga moslangan boshqa har qanday 

normasidan katta emas.
Vektorlarning yuqorida kiritilgan normalariga bo ‘ysungan matritsa 

normalari mos ravishda quyidagilardan iborat:

IUII = max V Ia;l I -  kubik norma, (3)
11 Ki<*, , , 1 '

= m axY \ait\— oktaedrik norma,
*■ |_|

||̂ 4|| = -  sferik norma,

bu yerda 7., A 'A  matritsaning eng katta xos soni.

Faraz qilaylik,

= (* ;* ’,j S*’,-* :,* ’ )' ( k = 1 ,2 ,—) 

vektorlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Agar n ta chekli

(4)

(5)
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jc( =  l i m x , (* ) ( i  =
k —>°o

limitlar mavjud bo‘lsa, u  holda x  = (x y,x2,---xn) vektor {x ik)}

vektorlar ketma-ketligining limiti deyiladi va bu ketma-ketlikning o‘zi 
x  vektorga yaqinlashadi deyiladi. -

Shu kabi -

Aik)= W \  ( U  = 1,2,...,»; k  = 1,2,...)

matritsalar ketma-ketligi berilgan bo‘iib, n2 ta chekli au = lim af'*1 t—>ap •

limitlar mavjud bo‘lsa, u holda A = [ at) ] matritsa { A lk)} matritsalar 

ketma-ketligining limiti deyiladi.
Bu ta’rifga ko‘ra, agar matritsalardan tuzilgan cheksiz qator qismiy 

yig‘indilari ketma-ketligining limiti mavjud bo‘lsa, u holda qator 
yaqinlashuvchi deyiladi. Bu limit qatoming yig‘indisi deyiladi.

Vektor normasi tushunchasiga asosan vektorlar ketma-ketligining 
yaqinlashishini quydagicha ta'riflash mumkin.

Agar

lim |U -  II - 0
b o isa , u  holda {jc(t)} vektorlar ketma-ketligi x  vektorga yaqinlashadi, 
deyiladi.

Bu ta 'r if  yaqinlashishning oldingi ta ’rifiga ekvivalentdir, buni 
quyidagi teorema izohlaydi.

Teorem a 1. Ushbu

limxw = 0
k —>ao

bo iish i uchun

lim||jc-jcw|| = 0
bo iish i zamr va yetarlidir.
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Xuddi shuningdek, matritsalar uchun ham lim A(k) = A  bo‘lishi
jfc—>co

uchun lim ||/l(*) -  /l|| = 0 boMishi zarur va yetarlidir.

Endi quyidagi

E  + A + A 2 +--- + A k + -  (6)
matritsali geometrik progressiyaning yaqinlashuvchi bo‘lishligi 
shartlarini keltiramiz.

1- lemma. Ushbu

lim Ak =Q
k-> oo

o‘rinli bo'lishi uchun A matritsaning barcha xos sonlarining modullari 
birdan kichik bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu yaqinlashish belgisi amaliy masalalarda ancha noqulaylikka 
ega, chunki A  matritsaning barcha xos sonlari haqida m a’lumot talab 
qilinadi. Shuning uchun amaliyotda qulayroq b o igan  quyidagi yetarli 
shartni keltiramiz.

2- lemma.
lim Al = 0

oo
o'rinli bo iish i uchun A matritsaning kamida biror normasi birdan 
kichik bo iish i yetarlidir.

Jsboti. Yuqorida ta'kidlangandek, lim A k = 0 o ‘rinli bo iish i uchunk-*oo

biror normada lim|U* -  o|| = 0 bajarilishi yetarlidir.
/f—>Q0

Ammo

ik-o»=ikikiuir.
Demak, biror normada IMII<1 bo isa , u  holda lim Ak = 0 boiadi.

k —>ao
3- lemma. Matritsaning barcha xos sonlarining moduli uning 

normasidan ortmaydi.
Isboti. Xos son tarifiga ko‘ra shunday x  + 0 vektor mavjudki, 

Ax = Xx boiadi.
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Bundan ||/4x|| = |A.||U||. Lekin ||Jx||<|UII-||x|| bo‘lganligi uchun

UI<IUII.
Yuqorida berilgan (6) matritsali geometrik progressiyaning yaqin- 

lashishiga doir teoremalami keltiramiz.
Teorem a 2. (6) qatoming yaqinlashishi uchun

lim A k = 0
k—► «

ning bajarilishi zamr va yetarh. Bu holda E - A  matritsaning teskarisi 
mavjud bo‘lib

E  + A + A 2 + ---+Ak + ■■■ = ( £ - A y 1 
tenglik o ‘rinli bo‘ladi.

Isboti. lim A k -  0 shartning zaruriyligi ayon, chunki sonli qatorlar
£—>oo

uchun shunga o ‘xshash shart zarur bo‘lib, /i-tartibli matritsaning 

yaqinlashishi matritsa elementlaridan mos ravishda tuzilgan n 2 ta 
sonli qatorlaming yaqinlashishiga teng kuchlidir. Yetarliligini 

ko‘rsatamiz va (6) ning yig‘indisi { E - A f l ga tengligini topamiz. 

Agar lim A k = 0  bo‘lsa, u holda 1-lemma ga asosan A  matritsaning

barcha xos sonlari A,, lar modullari bo‘yicha birdan kichik. Demak, 

E - A  matritsaning xos sonlari 1 -  (f = 1,2, - - - w) boMib, ular noldan 

farqli. Shuning uchun ham d e t(is-  A) ^  0. Bundan esa E - A  

matritsaning maxsusmasligi va (E - A )~1 ning mavjudligi kelib 
chiqadi.

Endi

{E + A + A 2 + --- + A k) ( E - A )  = E - A k+l 

ayniyatni o ‘ngtomondan {E -  A f '  ga ko‘paytirsak,

E  + A + A 2 + • •■ + A k = {E - A f 1 - A k+1{ E - A f 1 bo‘ladi. Bu tenglikda 

k  ni cheksizga intiltirib, limitga oMamiz va lim A ^  = 0 ni e ’tiborga
£-> oo

olib
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E  + A + A 2 + - - + A k +--- = (E -A )~ '
ga ega bo'lamiz. Shu bilan isbot tugadi.

(6) qator yaqinlashishini yetarli sharti 2-lemmaga asosan 
quyidagicha izohlanadi. Bu shart amaliyotda ancha qulaydir.

Teorema 3. (6) qator yaqinlashishi uchun A matritsaning biror 
normasi birdan kichik bo‘lishi yetarlidir.

Quyidagi teorema (6) qatoming yaqinlashishi tezligini aniqlaydi. 
Teorem a 4. Agar ||J|| < 1 bo‘lsa, u  holda

| | ( £ - ^ r ' - ( E  + A + A2 + - -  + A k) ||<;
,ii*+i

i-IMII ■
Isboti. Agar |U j |< l  bo‘lsa, (6) qator (E - A ) 1 ga yaqinlashadi,

shuning uchun ham

’ ( E -  A y ' - ( E  + A+ A 2 + ■■■ + A k) = A k+' + Ak+2 + ■■■
va

\ ( E - A ) - ' - ( E  + A + A 2 + -  + A k)\ = 

Teorema isbot bo‘ldi.

5.6-§. Oddiy iteratsiya metodi

Faraz qilaylik,

Ax = b

chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi biror usul bilan

x  = Bx + c

( 1 )

(2)

ko'rinishiga keltirilgan boTsin. Ixtiyoriy x(D) vektor olib uni 
boshlang‘ich yaqinlashish deylik. Agar keyingi yaqinlashishlar

x tk) = Bx(k) + c , k  = 0,1,-•• (3)
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rekurrent formulalar yordamida aniqlansa, bunday metod oddiy 

iteratsiya metodi deyiladi. Agar (3) ketma-ketlikning lirniti x* mavjud 
bo‘lsa, bu limit (2) sistemaning (shu bilan (1) sistemaning ham) 
yechimi bo‘ladi.

Haqiqatan ham (3) da limitga o ‘tsak, x  -  Bx + c kelib chiqadi. 
Oddiy iteratsiya metodining yaqinlashishini quyidagi teorema 

ko‘rsatadi.
Teorem a 5. (3) oddiy iteratsion jarayon ixtiyoriy boshlang‘ich 

x(0) da yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun B  matritsaning barcha xos 
sonlarining modullari birdan kichik bo‘lishi zarur va yetarh.

Isboti. Zarurligi. Faraz qilaylik, lim x (k) — x* mavjud bo‘lsin. U

holda x* = Bx* + c . Bundan (3)ni ayirsak, quyidagilarga ega bo ‘lamiz: 

x*- x «  = B(x - x (k~l)) = B \ x * - x « - Z)) = ... = B k( x - x(0))

Endi x* -  x(0> vektor k  ga bog‘liq boTmaganligi uchun 

x* -  x(*> = B k(x* — x(0)) 

tenglikda k  - »  oo limitga o‘tsak,

limfi^ = 0
k-+ ao

kelib chiqadi, bundan 1-lemmaga asosan B  matritsaning barcha xos 
sonlarining modullari birdan kichikligi kehb chiqadi.

Yetarliligi. (3) orqali aniqlangan barcha yaqinlashishlami boshlan- 

g ‘ich yaqinlashish x '0) va c vektorlar orqali ifodalaymiz: 

x(/c) = Bx(k~]) + c = B(Bx(k~2) + c) + c =

= B 2x (k' 2) + (E  + B)c = •■■ = B kx (0) + (E + B + B 2 + ■■■ B k~] )c 

Endi, faraz qilaylik B ning xos sonlarining moduli birdan kichik 
boTsin. U holda 1-lemmaga ko‘ra, lirn B k = 0 , 2-teoremaga asosan

lim (E  + B + B 2 + --- + B k~i) = ( E - B y x tenghklar o ‘rinli boTadi.
k-¥  00
Demak, x<0) qanday boTishidan qat’iy nazar x (k) yaqinlashuvchi 
ketma-ketlik ekan.
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Bu teorema nazariy jihatdan foydali, lekin amaliyot uchun 
yaramaydi. Quyidagi teorema B matritsaning elementlari orqali 
iteratsion jarayon yaqinlashishining yetarli shartini ko‘rsatadi.

Teorem a 6. (3) iteratsion jarayon yaqinlashuvchi bo‘lishligi uchun 
B  matritsaning biron normasi birdan kichik bo‘lishi yetarli.

Jsboti. Agar ||Z?|| < 1 bo‘lsa, 3-lemmaga asosan B  matritsaning 

barcha xos sonlarining moduli birdan oshmaydi. Bundan 1-teoremaga 
ko‘ra oddiy iteratsion jarayonning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi.

Natija. (3) iteratsion jarayon yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun B 
matritsa elementlari quyidagi

•ss jS K  H 1 (4)

max V  |/)j < 1 (5)

V
fM

 ______ (6)

tengsizliklaming birortasini qanoatlantirishi yetarlidir.
(1) tenglamalar sistemasini (2) ko‘rinishga keltirish masalasiga 

to ‘xtalib o‘tamiz.
Agar au 0 bo ‘lib, quyidagi

max X k  I < |a,, | (7)‘ j=\ '

n | | . .
max X \o» | < a,-i (8)

i t=v ‘ "
<*j

tengsizliklaming birortasi bajarilsa, u  holda (2) quyidagi ko‘rinishda 
bo‘ladi:
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i \  « |2  « nXj = 0- Xj — — X') — —x,
al 1 " au ’

x2 = —̂-Xj -  0- x2 — f^3_x3------
«22 u22

f k v  .i_A_ x ,, ,
«n fljj

Cl'Jy,
—  +
a 22 ' a 22

ya'ni

B

_  « » l a «2 ^  _  a «3 w• •̂'1 _ * *
1 a nn a nn a nn

0- xm + —

0 - _ a 13 al«
“ii a ll ••• «11

a 21 - 0 - a 23 «2 n
a 22 «22 • • • a 22

a n\ a n2 _ ^«3

a nn a„„nn a nn ••• 0

1

J

c = A_ A
J

■ fl! 1 a 22 a nn J

bo‘lib, ixtiyoriy x(0)da (3) iteratsion jarayon yaqinlashuvchi bo'ladi.
Agar (7), (8) tengsizliklaming hech qaysisi bajarilmasa, (1) teng- 

lamalar sistemasi ustida shunday chiziqli almashtirishiar qilish kerak- 
ki, yuqoridagi tengsizliklaming birortasi bajarilsin. Xususan, berilgan 
tenglamalardan shundaylari ajratib olinadiki, bu tenglamalarda biror 
noma'lum oldidagi koeffitsiyent moduli bo‘yicha shu tenglamaning 
qolgan barcha koeffitsiyentlari modullarining yig‘indisidan katta 
bo‘lsin. Ajratilgan tenglamalar shunday joylashtiriladiki, ularning 
moduli bo ‘yicha eng kattasi diagonal koeffitsiyentlari bo‘ladi. Qolgan 
tenglamalardan va ajratilganlardan yuqoridagi prinsipni saqlagan 
holda o ‘zaro chiziqli erkli bo‘lgan chiziqli kombinatsiyalar tuziladi va 
bo‘sh satrlar to‘ldiriladi. Shu bilan birga boshlang‘ich sistemaning har 
bir tenglamasi yangi sistema tenglamalarini tuzayotganda ishtirok 
etishi shart.
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5.7-§. Zeydel usuli

Faraz qilaylik, bizga
x = Bx + c

ko‘rinishdagi tenglamalar sistemasi berilgan bo ‘lsin, bu yerda ||fi|J < 1. 

Zeydel metodini oddiy iteratsiya metodining qandaydir modi- 
fikatsiyasi deb qarash mumkin. Uning asosiy g‘oyasi quydagidan 

iborat: x**+1) noma'lumni topishda x[*+I),X2*+l), - l a m i  ishlatish. 

Uni quyidagicha yozish mumkin:

x r ^ i b y x y + c ,
>1

X..(*+1) _= bl2X,.(*+l) + 1  &,,*<*>+ c
j=2

r ( * + l )
xi

i-l
=  S  b ir

,(*+!) +zv!‘,+ci
j='

X.( * + l)  _ n± b njx f ^  + bmx ? + c n
7=1

(* = 0,1,...)

t Qddiy iteratsiya metodining yaqinlashuvchi bo‘lishiga doir teorema 
Zeydel metodida ham o ‘rinliligini ta’kidlab o‘tamiz.

Iteratsion jarayon xatoligini baholash masalasini ko‘raylik. 
x  = B x+ c  chiziqli sistema uchun

x(A+l) = fixa ) + c  (4 = 0,1,—)

iteratsion jarayon bo ‘lsin. Ikkita ketma-ket yaqinlashishlar orasidagi 
farqni ko‘raylik:

x(M+,) - x(m> = Bx(m) + c - ( B x ^  + c) = B(x(m) - x(m~X)) = ■■■= Bm(x(l) - x(0)).

Buning normasi

IU(M+1) -  jc(m)II = |.Sm(x(1) - x(0))|| ^  llsir IU(1) -  x(0)|| (9)
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lio‘ladi. Endi ixtiyoriy natural p  > 1 uchun x(*+p) -  x (k) farqning 
normasini hisoblaylik. •

|j r<*+p) _  ^*) || < ||x(*+l) -  x(t) || + ||x(*+2) _ jc(*+I) | + — i- ||x(*+p> — x(*+ p+l> | <

£ llsf ||x(,) -  x(0) ||( 1 +1|5|| + ll̂ ll2 + • ■ ■ + ||sr ‘) = • ||jSf |U(,) -  * (0) ||
Bu tengsizlikda p -> oo da limitga o ‘tsak

II*
< _ H

i- lla l
tx(,|' - x <0)

ga ega bo‘lamiz. Bu iteratsion jarayonning yaqinlashish tezligini 
ilbdalaydi.

Chiziqli algebraik tenglamalami yechishda boshqa usullar haqidagi 
ma’lumotlami [2], [5], [7], [13] lardan topish mumkin.

Bobga tegishli tayanch so ‘zlar: aniq metodlar, iteratsion metodlar, 
liaydash usuli, vektor va matritsalar ketma-ketligi, oddiy iteratsiya, 
iteratsion jarayon tezligi.

SavolJar va topshiriqlar
1. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yechishda aniq 

metodlami izohlang.
2. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yecliishda iteratsion 

inetodlami izohlang.
3. Gauss metodi.
4. Gauss metodida to‘g‘ri yo‘lning barcha qadamlari bajarilmasa bu 

nimani anglatadi?
5. Kvadrat ildizlar usuli.
6. Matritsasi uch diagonalli chiziqli algebraik tenglamalar siste- 

inasini yechishda haydash usuli.
7. Qanday shartlar o ‘rinli bo ‘lganda haydash usulini qo‘llash 

mumkin?
8. Vektor normasining ta ’rifi.
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9. Vektoming kubik, oktaedrik va sferik normalari.
10. Matritsa normasining ta’rifi.
11. Matritsaning kubik oktaedrik va sferik normalari.
12. Matritsani vektoming berilgan normasi bilan moslashgan nor- 

masi.
13. Matritsani vektoming berilgan normasiga bo‘ysungan normasi.
14. Oddiy iteratsiya.
15. Oddiy iteratsion jarayon yaqinlashuvchi bo‘lishligining zaruriy 

va yetarli shartlari nimalardan iborat?
16. Oddiy iteratsion jarayon yaqinlashuvchi bo‘lishining yetarli 

sharti nimadan iborat?
17. Zeydel usuli.

Misol 1. Quyidagi chiziqli tenglamalar sistemasini Gauss usuli 
bilan yeching.

2  j q —  x 2  + 4 x3+ 3 x 4 =  1 0 ,

4 x i + X 2  +  3 x 3 -  6 x 4 = 0 ,

6 x 1 —  2 x 2  +  2 x 3 -  4 x 4 = 6 ,

[ 1 0  X ] + x 2 - 5  x 3 + x 4 =  5

Yechish. Berilgan tenglamalar sistemasining kengaytirilgan mat- 
ritsasini yozamiz va 2-4-tenglamalardan 1-tenglama (yetakchi) yor- 
damida xi ni yo‘qotish natijasida hosil bo ‘ladigan kengaytirilgan 
matritsani aniqlaymiz. Yangi sistemada 2-tenglama (yetakchi) yor- 
damida 3^4-tenglamalardan x2 yo‘qotish natijasida chiqadigan ken- 
gaytirilgan matritsani aniqlaymiz va nihoyat hosil bo‘lgan sistemaning 
uchinchi (yetakchi) tenglamasi yordamida to ‘rtinchidan x3 ni yo‘qo- 
tamiz, natijada berilgan sistemaning matritsasi yuqori o‘ng uchbur- 
chak matritsaga keladi. Undan ketma-ket x4, x3, x2, x  ̂ laming 
qiymatini aniqlaymiz. Buni quydagi sxemadagi algoritmda 
ko‘rsatamiz:
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' 2 -1 4 3 ioN/  (yetakchi) 2 -1 4 3 10 N
4 1 3 -6 0 II  + / x  (-2)=>J7 0 3 -5 -12 -20
6 -2 2 -4 6 / / / + /  (-3) => III 0 1 -10 -13 -24

, 10 1 -5 1 5 J IV + I(-5)= > IV 6 -25 -14

'2 - 1 4 3 10 >

m + n  (-i/3)=> /zz 0 3 -5 - 1 2 - 2 0

TV+II(-2)=>IV 0 0 25
3

- 9 52
3

v0 0 -15 10 - 5

' 2 - 1 4 3 10
0 3 -5 - 1 2 - 2 0

IV + III(-9/5)= > IV = > 0 0 - 25 - 9 52
" T T

0 0 0 131
T ~

131
“T  )

1 1

2

2 1,5 1 0  '

0 1 5
3

- 4 2 0

3
0 0 1 27

25
52
25

0 0 0 1 1 J

= 1, 

1*2 =-l»
x3 =l, 

1*4 = 1 -

Misol 2.

4x, + 4x2 -  2+3 = 7, 

-( 4xj + x2 + 6x3 = 8, 

^ —2x  ̂+ 6 x2 + 2 x3 = 5

tenglamalar sistemasini kvadrat ildizlar metodi bilan yeching. 
Yechish. Tenglamalar sistemasining matritsasini

A — T 'T

ko‘rinishda yozib olamiz, bu yerda T  yuqori o ‘ng uchburchak 
nratritsa, T' esa uning transponirlangani bo‘lib, T  ning elementlari 
quyidagicha aniqlangan:
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t ii~  yjan -  2, t n  -  -j2- -  2 , tl3 — - - -  = - l ,
'n *ii J

t 22 = yja 22 ~ t  =y/ J —4 = iy f 3 ,

4 _ a23~tn 'tn  6_2-(-i) 8it-JI----------------— ----- y=--------r-~
‘ 22 i #  73 ’

t33=yla33~ t?3-t223 = ^ 2 - ( - 1 ) 2- | '- * L '|2 = J Y '

Endi

r 7 '
/

8

v5 ,
V

2 0 

2 1^/3 0

___8 i_  [6 7

J l  V"3

J'l ' 7 '

J 2 = 8
, 5v y

tenglamalar sistemasini yechamiz: 

2 7 i= 7 =>>’i=3,5,

2 y x +  i J J  y 2 = % => ^ 2 = -
7 3 ’

^  4 i y 2 + ^ l y ^ ~ 5 ^ y ^ - 5+3’5 + S l7 3  \  7 3 .
33,5

Bulardan foydalanib

r  JC=y : 0 z‘7 3  -

0 0 

tenglamalar sistemasidan

8i

73

/ «
V 3

V  'X, " 3,5 '

x 2 = i

” 7 3
v*3 . r67

J v V  12 J

116www.ziyouz.com kutubxonasi



*3 = 2 ’
1 8  1 ,x7 = ----+ ------=1,

2 3 3 2

2;^ + 2jc2-  x3=3,5 ^>jcj =  ^-|3,5 - 2 + ^ j= l

ekanligi kelib chiqadi. jc = (1 ,1 ,0 ,5)' berilgan sistemaning aniq yechimi.
Shuni ta’kidlash lozimki, A  matritsa simmetrik va musbat 

aniqlangan bo‘lsagina T  matritsa diagonal elementlari haqiqiy va 
musbat bo‘ladi.

Misol 3. Quyidagi tenglamalar sistemasini haydash usuli bilan 
yeching:

5X]-3jc2 =8,

^Xj+Sxj + x^^O,

' x2 + 4 x j -  2x4=3,
[x3- 3 x4=-2 .

Yechisk. Sistemaning kengaytirilgan matritsasini yozamiz:
5 3 0 0 8 '
3 6 1 0 1 0

0 1 4 - 2 3
0 0 1 -3 - 2 ,

Diagonal elementlar salmoqliligi ko‘rinib turibdi. (6) formula 
yordamida aniqlanadigan hisoblash jarayoni (to‘g‘ri yo‘l) natijasi 
quyidagidan iborat:

c, 3 c2 1 5
Pi = IT  =7  > P2= 1 1 = ---- T T  =  TT ’hi 5 b2- a 2P\ g_ 3 3 21

f t  =
c 3

b3- a 2p 2
-2

21

42
~79’ P < =

c4
b4- a 4p 2 = o,

8
5 ’
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10- 3-8
" 2 - a 2 4 i  _  5 _  26

b2- a 2Pi 6 - —  21 ’
5

03 =
d3- a 3q2 3-

b3 — a3p  2 4  
21

26
21 _  37
" 795

0 4  =
i/4- a 4^ 3 - 2-

37
79

b4- a 4p 3
- 3 - 42

79

=  1 .
(4) yordamida amqlanadigan hisoblash jarayoni (teskari yo‘l) 

natijalari esa quydagicha:

* 4 = 9 4= 1> * 3 = 0 3 - / V * 4  = ^ H - ^ |  ) 1 = 1.

2 6  5  1 1 8 3  1 1*2 = 9 2~ P 2 X3 = — - — -l = l, Xj = ^ 1- p 1-X2 = - - - - l = l .

Berilgan sistemaning aniq yechimi x  = (1,1,1,1)'

M isol 4. A x - b  tenglamalar sistemasini iteratsiya metodini 

qo‘llash uchun kanonik ko‘rinishga keltiring:

A=

Yechish. Bu tenglamalar sistemasi matritsasining diagonal ele- 
mentlari salmoqli bo‘lgani uchun uning tenglamalarini mos ravishda 

10, 25, - 2 0 ,1 0 ,  - 2 0  Sonlarigabo‘lib, uni quyidagi

x = B x + c .

"10 1 - 3  -2 1 1 f  6 N

-1 25 1 - 5 -2 11

2 1 -2 0  2 -3 , b= -19

0 1 -1  10 -5 10

1 2 1 2 -2 0 J ,- 3 2 ,
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ko‘rinishga keltiramiz, bu yerda

‘ 0 -0 ,2 0,3 0,2 -0,1 1 '0 ,6  "

0,04 0 -0 ,04 0,2 0,08 0,44

0,1 0,05 0 0,1 -0,15 , c= 0,95

0 -o ,i 0,1 0 0,5 1

0,05 0,1 0,05 0,1 0 j ,1 .6  ,

Bu misol uchun 5.6-§ dagi (4) formula bilan aniqlangan yig‘indilar 
mos ravishda 0,8; 0,36; 0,4; 0,7; 0,3 bo‘lib, j|B |= 0 ,8 < l ekanligi

kelib chiqadi. Demak, ixtiyoriy dastlabki yaqinlashish x ^  olib

^ M ) = B ^ k)+ c ,  k  = 0,1,...
jarayonni tuzib, sistemaning taqribiy yechimini berilgan aniqlikda 
topish mumkin.

Misol 5. Quyidagi sistemani oddiy iteratsiya metodini qo‘llash 
uchun kanonik ko‘rinishga keltiring:

2 jCj - 3 x2 + 6 x3 + 20x4=10, I  

X[ + 2 j::2- 1 5 x3+3x4=17, II
- 8 x j— x2 + 10x3 + 19x4=10, III  

11x, - 9 x2- 2 x3 -  x4= 6 , IV

Yechish. Bu sistemada quyidagi almashtirishni bajaramiz:
I - I I I = >  1 0 x , - 2 x 2- 4 x 3+ x 4=0,

7 F - /  + // /= >  x,—7 x, + 2 x3- 2 x4=6,

II  x! + 2x2-1 5 x 3 + 3x4=7,

I  2X(-3 x2 + 6 x3 + 20x4=17.

Hosil bo‘lgan sistema matritsasi sahnoqli diagonal elementlarga 
ega, shuning uchun bu sistema tenglamalarini mos ravishda 
1 0 , - 7 ,  -1 5 , 20 sonlariga bo‘lib, bu sistemani x= B x+ c  ko‘rinish- 

ga keltiramiz, bu yerda ||/?|| =0,7<1 bo‘ladi.
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!

5 xj- x2 + 2 x3=8,

<{ xx + 4 x2-  x3= - 4 ,

^Xj + x2+ 4 x3=4

tenglamalar sistemasini iteratsiya metodi bilan 1 (T3 aniqlikda yechish 
uchun nechta iteratsiya o ‘tkazish kerakiigini aniqlang.

Yechish. Berilgan tenglamalar sistemasini quyidagi ko‘rinishda 
yozib olamiz:

Xj =0-Xj + 0,2-x2-0 ,4 -x 3 + l,6, 

j x2= -  0,25- Xj + 0- x2 + 0,25- x3-1 ,

^ x3= — 0,25-Xj-0,25- x2 + 0- x3 + 1.

Quyidagi iteratsion jarayonni yozamiz:

x{*+,) = 0- x,(i) + 0,2- x(*} -0 ,4 -  x(*} +1,6,

{ x(*+1)= -  0,25- x,(i) + 0- x(i) + 0,25- x(i) - 1 ,

^x(*+l)= - 0,25-x(i)-0 ,25- x(fc) +0- x(i) + l.

Agar boshlang‘ich yaqinlashishni x(0)=p (ozod hadlar ustuni) 
desak, xatolik bahosi quyidagi

Misol 6.

( 1)

(2)

ii H II++
c_xM  k M — maxlft

11 1-  a  is,sn|K'

ko‘rinishdabo‘ladi. (1) sistemaning matritsasi
' 0 0,2 - 0 ,4 '

a  = -0 ,25  0 0,25
-0 ,25  -0 ,2 5  0

ko‘rinishga ega bo‘lib, uning normasi

a  ^ max
1 11 !<:;<: 3

Z  | °ff||= m ax[0,6;0,5;0,5]=0,6

gateng. max|8,|=maxj 1,6:1—l|:l 1=1,6.' '' K'i-ci'' 1 1 >1S/S3'
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Berilgan aniqlikka erishish uchun o ‘tkaziladigan iteratsiyalar sonini

esa

II a
iii+l

H !a  II liiS3
tengsizlikdan topiladi, uni

Ofc + l) lg ||a |k lg

max B, <8=10

10—3-1—| oc |

m axlp/l

ko‘rinishda yozib olamiz. | a  |=  0,6, m ax|p,|=l,6 ekanligini 

e’tiborga olsak,
- 3 t ie o.25_ u

lg0,6

bo‘ladi. Quyida ketma-ket iteratsiya natijalarini keltiramiz. 

Boshlang‘ichyaqinlashish-  ,

1- iteratsiya- x ^  = ( 1;-1,5;0,85)';

2 -  iteratsiya-  jiH =  (1,11; -1 ,0375; 1,0375)';

3 - iteratsiya- x ^  = ( 0,9775; -0 ,9 7 9 4 ;0 ,9794)'.

4- iteratsiya - x  ̂  =  ( 0,9925; -  0,9995; 0,9995 )'.

3

Misol 7. Oldingi 6-misolda x ^  = (1,6; —1,1)' deb, Zeydel metodi 

bo‘yicha sistemani yeching:

x j ^ O - x j ^  + O ^ x ^ - O ^ x W  + l,6=0,2 (- l)-0 ,4-1+1,6=1, 

x (21} = ■- 0,25 • x + 0- 2 jc (20) + 0,25x (30) -1  = 0,25 ■ 1 + 0,25-1 ■ -1= -1, 

x ^ - O ^ - x j ^  + O^- x (21}+ 0- x (3O) + l = - 0 , 25-1-0,25- (—1)+1=1.

^ x f V x 2^ x 3̂ )  =( 1, — 1,1) berilgan sistemaning aniq yechimi. 

Zeydel metodi bir qadamda aniq yechim qiymatini beradi.
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M isollar.
Tenglamalar sistemasini oddiy iteratsiya usuli bilan 0,001 aniqlikda 

yeching.

Jfel. {

l

xx = 0 ,23x, -  0, 04x2 + 0,2 lx3 -  0,18x4 +1,24; 

x2 = 0,45x, -0 ,2 3 x 2 + 0,06x3 -0 ,88 ; 

x3 = 0,26xj + 0,34x2 -  0,1 lx3 + 0,62; 

x4 = 0,05xj -0 ,2 6 x 2 + 0,34x3 -0 ,1 2 x 4 -1,17.

JVo2.

x, = 0,21xj +0,12x2 -  0,34x3 -0 ,16 x4 -0 ,64 ;  

x2 = 0,34x, -0 ,0 8 x 2 +0,17x3 -0 ,18 x4 +1,42; 

x3 = 0,16xj + 0,34x2 + 0,15x3 -  0,3 lx4 -  0,42; 

(x4 = 0,12x, -  0,26x2 -  0,08x3 + 0,25x4 + 0,83.

x, = 0,32xj -  0,1 8x2 + 0, 02x3 + 0,2 lx4 +1,83;
x., = 0,16x, + 0 , 1 2 x 2  - 0 , 1 4 x 3  + 0,27x4 -0,65; 

>&3.< ‘
x, = 0,37x, + 0,27x2 -  0,02x3 -0 ,2 4 x4 + 2,23; 

[x4 = 0,12x, + 0,21x2 -0 ,18 x3 + 0,25x4 -1,13.

Jfa4.

x, = 0,42x3 -  0,32x2 + 0,03x3 + 0,44; 

x2 = 0 ,l lx ,  -0 ,2 6 x2 -0 ,3 6 x3 + 1,42; 

x3 = 0,12xj + 0, 08x2 -  0,1 4x3 -  0,24x4 -  0,83; 

(x4 = 0,15x, -0 ,3 5 x 2 - 0 ,1 8x3 -1 ,42.

J*<5.

Xj = 0,18xj -0 ,3 4 x2 -0 ,1 2 x3 + 0,15x4 -1,33;

; x2 = 0,1 lxj + 0,23x2 -0 ,15 x3 + 0,32x4 + 0,84; 

1 x3 =0,05xj -0 ,1 2 x2 + 0,14x3-0 ,18 x4-1,16; 
(x4 = 0,12xj + 0, 08x2 + 0, 06x3 + 0,57.

x, = 0,13x, + 0, 23x2 -  0, 44x3 -0 ,0 5 x4 + 2,13;
x, = 0,24x, -0 ,31 x3 + 0,15x4 -0,18;

Jfo6. < ‘
x3 = 0,06xj + 0,1 5x2 -  0,23x4 + 1,44;

[x4 = 0,72xj -  0,08x2 -  0,05x3 + 2,42.
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JVo7. i

JV « 8 . <{

JVo9. <j

JVelO.

JVall.

JV°12.

JVel3.

x, = 0,17^ + 0,31*2- 0,18x3 + 0,22x4 - 1,71;
x2 = -0,21X[ + 0,33x3 + 0,22x4 + 0,62; 
x3 = 0,32xj -0 ,18 x2 + 0,05x3 -0 ,1 9 x4 -  0,89; 
x4 = 0,12xj + 0,28x2 -  0,14x3 + 0,94.

Xj = 0,13xj + 0 , 2 7 x 2  - 0 , 2 2 x 3  - 0 , 1 8 x 4  + 1 , 2 1 ;  

x2 = -0,21x, -  0 , 4 5 x 3  + 0,1 8x4 -  0,33; 

x3 = 0,12x, + 0 , 1 3 x 2  - 0 , 3 3 x 3  + 0,18x4 -0 ,48 ;  

x4 = 0,33x^0,05x2 + 0 , 0 6 x 3  - 0 , 2 8 x 4 - 0 , 1 7 .

x, = 0,19xj -  0 , 0 7 x 2  +  0 , 3 8 x 3  -  0,21x4 — 0,81; 
x2 = -0,22^! + 0 , 0 8 x 2  + 0,1 lx3 + 0 , 3 3 x 4  -  0,64; 
x3 = 0,51x, -0 ,0 7 x 2 + 0,09x3 ~ 0 , 1 1 x 4  +1,71; 
x4 = 0,33x, -0 ,41x2 -1,21.

Xj =- 0,22x2 -  0,1 lx3 + 0,31x4 + 2,7;
jX2 = 0,38x^-0,12x3 + 0,22x4-1,5;

1 x3 = 0,1 lx, + 0,23x2 -0 ,5 1 x4 + 1,2;
[x4 = 0,17xj -0 ,2 1 x2 + 0,31x3-0,17. 

x, = 0,07%, - 0,08x2 + 0,1 lx3 - 0,18x4 - 0,51; 
j x2 = 0,18x, + 0,52x2 + 0,21x4 + 1,17;
1 x3 = 0,13xj + 0,31x2 - 0,21x4 - 1,02;
[x4 = 0,08xj - 0,33x3 + 0,28x4 - 0,28.

X j  =  0 , 0 5 x ,  - 0 , 0 6 x 2  - 0 , 1 2 x 3  +  0 , 1 4 x 4  - 2 , 1 7 ;  

x 2  =  0 , 0 4 x ,  -  0 , 1 2 x 2  +  0 , 0 8 x 3  +  0 , 1  l x 4  +  1 , 4 ;  

x 3  =  0 , 3 4 x ,  +  0 , 0 8 x 2  -  0 , 0 6 x 3  +  0 , 1 4 x 4  -  2 , 1 ;  

[ x 4  =  0 , 1  l x ,  +  0 , 1 2 x 2  -  0 , 0 3 x 4  -  0 , 8 .  

x ,  =  0 , 0 8 x ,  -  0 , 0 3 x 2  -  0 , 0 4 x 4  - 1 , 2 ;  

j  x 2  =  0 , 3 1 x 2  +  0 , 2 7 x 3 -  0 , 0 8 x 4  +  0 , 8 1 ;

1 x 3  =  0 , 3 3 x ,  -  0 , 0 7 x 3  +  0 , 2 1 x 4  -  0 , 9 2 ;

[ x 4  =  0 , 1  l x ^  +  0 , 0 3 x 3  +  0 , 5 8 x 4  +  0 , 1 7 .
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JC, = 0,12jtj -  0, 23x2 + 0, 25x3 -  0,1 6x4 +1,24;

JMel4.
, x 2  =  0 , 1 4 x ;  +  0 ,  3 4 x 2  - 0 , 1 8 x 3  +  0 ,  2 4 x 4  -  0 , 8 9 ;  

x3 =  0 , 3 3 x j  +  0 , 0 3 x 2  +  0,16x3 -  0 , 3 2 x 4  + 1 , 1 5 ;

[x4 = 0,12xj -0,05x2 + 0,1 5x4 -0,57.

Xol5.

x, = 0,23^! -0,14x2 + 0,06x3 -0,12x4 + 1,21; 
t x2 = 0,12xj + 0, 32x3 -0,1 8x4 -  0,72; 
x3 = 0,08xj -  0,1 2x2 + 0,23x3 + 0,32x4 -  0,58;

[x4 =  0 , 2 5 x 3 +  0 , 2 2 x 2  +  0 , 1 4 x 3 + 1,56.

X9I6.

x, = 0,14X] +0,23x2 + 0,18x3 + 0,17x4 -1,42; 

t x2 = 0,12xj — 0,1 4x2 + 0, 08x3 + 0,09x4 — 0,83; 

x3 = 0,16x, + 0,24x2 -  0,35x4 + 1,21;

[x4 = 0,23xj -  0,08x2 + 0,05x3 + 0,25x4 + 0,65.

Jfel7. i

No 18.

Xj = 0,24xj + 0,21x2 + 0,06x3 -0 ,3 4 x4 +1,42; 
x2 = 0,05xj + 0,32x3 +0,12x4 -0,57; 
x3 = 0,35xj -0 ,2 7 x2 -0 ,0 5 x4 + 0,68;

[x4 = 0,12x, -0 ,4 3 x 2 +0,04x3 -0 ,21 x4 -2 ,14 . 

r x, = 0,17Xj + 0, 27x2 -  0,1 3x3 -  0,1 lx4 -1,42; 

x2 = 0,13xj -0 ,1 2 x2 + 0,09x3 -0 ,0 6 x4 + 0,48; 

x3 = 0,1 lx, + 0,05x2 -  0,02x3 + 0,1 2x4 -  2,34; 

[x4 = 0,13xj + 0,18x2 + 0,24x3 +0,43x4 + 0,72.

X«19.

Xj = 0,15xj + 0,05x2 -  0,08x3 + 0 ,14x4 - 0,48; 
j Xj = 0,32x, - 0 ,1 3 x2 - 0,1 2x3 +°,1 lx4 +1,24; 
x3 = 0,17x, + 0,06x2 — 0,08x3 + 0,12x4 + 1,15; 
[x4 0,21xj - 0,16x2 + 0,36x3 - 0,88.

■Nh20.
Xj = 0,28x2 -  0,17x3 + 0,06x4 + 0,21; 

t x2 =  0,52xj + 0,12x3 + 0,17x4 -1,17; 
x3 = 0,17xj -  0,18x2 + 0,21x3 -  0,81;

[x4 = 0,1 lxj + 0,22x2 + 0,03x3 + 0,05x4 + 0,72.
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N s 2 1. <!

JVb22.

JVb23.-{

x3 

[x4 

X,

X.

X

[x4

X i  =

x2 =

X, =

X ,  =

JVb24. \

JVb25

Nb26.^

JVb27.

Xj = 0,52x2 + 0,08x3 + 0,1 3x4 -  0,22;
= 0,07^! -0 ,3 8 x2 -0 ,0 5 x3 +0,41x4 + 1,8;
= 0,04xj + 0,42x2 + 0,1 lx3 -  0,07x4 -1,3;
= 0,17xi + 0,18x2 -  0,13x3 + 0,19x4 + 0,33. 

= 0,0 lxj + 0,02x2 -0 ,6 2 x3 + 0,08x4 — 1,3;
= 0,03xi + 0,28x2 + 0,33x3 -0 ,0 7 x4 +1,1;

= 0,09x, + 0,13x2 + 0,42x3 + 0,28x4 — 1,7;
= 0,19x, -0 ,23x2 + 0,08x3 + 0,37x4 + 1,5.

= 0,17x2-0,33x3 + 0,18x4 -1,2;
0,1 8x2 + 0,43x3 -  0,08x4 + 0,33;
0,22x, + 0,18x2 + 0,21x3 + 0,07x4 + 0,48; 

[x4 = 0,08xi + 0,07x2 + 0,21x3 + 0,04x4 -1,2. 

0,03xj -  0,05x2 + 0,22x3 -  0,33x4 + 0,43; 
= 0,22xi + 0,55x2 -  0,08x3 + 0,07x4 — 1,8;
= 0,33xj +0,13x2 -  0,08x3 -0 ,0 5 x4 -0 ,8 ;

= 0,08X] +0,17x2 + 0,29x3 +0,33x4 + 1,7.

= 0,13xj + 0 ,22 jc2 -  0,33x3 + 0 ,07x4 + 0,11;
= 0 ,45x2 — 0,23x3 + 0 ,07x4 -  0,33;
= 0,1 lxj -  0, 08x3 + 0>18x4 + 0,85;

[x4 = 0,08xj + 0,09x2 + 0,33xs + 0,21x4 -  1,7.

0,32xi -  0,16x2 -  0,08x3 + 0,15x4 + 2,42; 
0,16xi -  0,23x2 + 0,1 lx3 -  0,21x4 + 1,43; 
0,05X] -  0,08x2 + 0,34x4 -  0,16;

[x4 = 0,12X] + 0,14x2 -  0,18x3 + 0,06x4 +1,62.

= 0,08x2 -  0,23x3 + 0,32x4 + 1,34;
= 0,16xj -  0 ,23x2 + 0, 18x3 + 0,16x4 -  2,33; 
= 0,15xj + 0,12x2 + 0,32x3 -  0,18x4 + 0,34; 

[x4 = 0,25xj + 0,21x2 — 0, 1 6 x3 + 0,03x4 + 0,63.

x3

1*4 
X, =
x2
Xo :
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x, = 0,32x, + 0,23x, - 0,05x4 -1,12;
?fc28. 2 1 3 4 ’ ’

x3 = 0,16x, -0 ,0 8 x2 -0 ,12 x4 + 0,43;
[x4 = 0,09xj + 0,22x2-0 ,13 x3 +0,83.

x, = 0,34x2 + 0,23x3 -  0,06x4 +1,42;
x2 = 0,1 lxt -  0,23x2 -  0,18x3 + 0,36x4 -  0,66;

N®29.
x3 = 0,23xj -0 ,12 x2 + 0,16x3 -0 ,3 5 x4 + 1,08; 

[x4 = 0,12*3 + 0,12x2 -0 ,4 7 x 3 + 0,18x4 + 1,72.
M;30.

= 0,06xj + 0,18x2 + 0,33*3 + 0,16*4 + 2,43;
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V IB O B .  M A T R I T S A N I N G  X O S  S O N  V A  X O S  

V E K T O R L A R I N I  H I S O B L A S H

6.1-§. Umumiy m ulohazalar

Nazariy va amaliy masalalami yechishda ko‘pincha matritsaning 
xos sonlarini topish talab qilinadi. Masalan, chiziqli algebraik teng- 
lamalar sitemasini iteratsion metod bilan yechishda va bu metodning 
yaqinlashishi va yaqinlashish tezligi matritsaning moduli b o ‘yicha eng 
katta xos sonining miqdoriga b o g iiq  edi.

Agar biror x  vektor uchun
Ax = Xx

tenglik bajarilsa u holda X son A kvadrat matritsaning xos soni 
deyiladi. Bu tenghkni qanoatiantiradigan noldan farqli x  vektor 
A  matritsaning X soniga mos keladigan xos vektori deyiladi.

a \ \  ^ a\2 •• • a \n~l ° \n

D(X)= det (ri -  XE) - ^21 #22 ^  . • ■ a 2n-\ ‘hn = 0 (1)

a nl a m  •• • C,nn-\ a n n ~ ^

tenglama A matritsaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

det (A  -  XE) = (-1)" ( r  -  p lXn~' -  p 2Xn-2 -  PiXn~3------- p n) (2)

A matritsaning xos yoki xarakteristik ko 'phadi deyiladi.
Matritsaning barcha xos sonlari va ularga mos xos vektorlami 

topish masalasi xos qiymatlarni to ‘liq muammosi deyiladi. Xos son- 
larning bittasi yoki ulaming bir qismini va mos ravishda xos vektorini 
topish xos qiymatlarning qismiy muammosi deyiladi.

Agar A matritsaning baicha xos sonlarini topish masalasi qo‘yilgan 
bo'lsa, u holda uning xarakteristik tenglamasi D(X) = 0 ni tuzish 

kerak bo‘ladi. Buning uchun (l)dagi determinantni hisoblash lozim.
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Algebradan ma'lumki, (2) xarakteristik ko‘phadning koeffitsiyentlari 
p t lar A  matritsaning (-1)' 1 ishora bilan olingan /-tartibli bosh 

minorlarining yig‘indisiga teng:

n

P \ = P j  = -Z
j = 1 J< k

va hokazo. Demak

p „ = { - v r i te tA .

(4)
Bundan ko‘rinadiki, A matritsaning /-tartibli bosh minorlarining 

soni C'n ga teng. Matritsaning tartibi n bo'lganligi uchun (2) ko‘p- 

hadning koeffitsiyentlarini topishda tartiblari har xil bo‘lgan

a a LJJ jk  
°kj akk

. Pi = -  £
j< k < l

att aJk
% a kk a kl

av ° lk a U

(3)

z c ;  = 2 - - i
i=l

ta determenantlami hisoblash kerak. Yetarli katta n uchun bu masala 
katta hisoblashlami talab etadi.

Viet teoremasidan foydalanib, quyidagi

+ ^2 + - " + ^ n = Pl
(5)

W H = H  r 'P n
tengliklarni hosil qilamiz. Buni (3)ning birinchisi va (4) bilan 
taqqoslasak,

+ ^2 + " '  + ^n = aU + a22 H----- Varm-SPA,
\  ■ X2 •••kn = det A

kelib chiqadi.
Bundan, xususan, quyidagi kelib chiqadi: matritsaning birorta xos 

soni nolga teng bo‘lishi uchun uning determinanti nolga teng bo‘lishi 
zamr va yetarlidir.
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6.2-§. Krilov metodi

A  matritsaning xarakteristik tenglamasini quyidagicha yozaylik:

r  _ Plr - '  -  p2v ~ 2 -  p3v ~ 3 - - Pn = o. (i)
M a'lum ki (Gamilton-Keli teoremasi), har qanday matritsa o ‘zining 

xarakteristik tenglamasini qanoatlantiradi, ya’ni

A n -  p ,A n~l -  p 2A"-2 -  p 3A n"3 ------- p„E = 0. (2)

Endi ixtiyoriy noldan farqli vektor olamiz va

y(k) _  Aky {K), k  = 0,1,...,« vektorlami hosil qilamiz. (2) ni o‘ngdan 

y (0) ga ko‘paytirsak, quyidagi vektor tenglama hosil bo‘ladi:

■+pny (Q) = y (n)
Bu ifodani ochib yozaylik:

p o t * + p J r * +

1 P)y(in~l) + P2y(i~ 2) + ■■+P.yF = A m). (3)

{P ) / r X)+ P2y(r 2)+ - + p ny (: ) = y (: ).
(3) tenglamalar sistemasining determinanti faqat

y<n-1)>y" 2)>” ->.V<0) vektorlar chiziqli erkli bo‘lgandagina noldan 
farqli bo‘ladi, chunki uning ustunlari shu vektor kordinatalaridan 
tuzilgan.

Agar (3)ni yechishda Gauss metodining to ‘g‘ri yurishidagx barcha 
n ta qadam bajarilgan bo‘lsa, (3) sistema quyidagi

P i  +  b t i P i  +  b n P i  + ' ■ +  b l n P n = d i ’

j P 2 + b n P i  +  ■ ■ + b 2 n P n = d 2 ’ (4)

{

IIs:

uchburchak shaklga kelgan bo‘ladi va (3) ning determinanti noldan 
farqli bo'ladi. Demak, (4) danketm a-ket p n,p n_\,---,px lar aniqlanadi,

129www.ziyouz.com kutubxonasi



ya’ni (1) tenglamaning koeffitsiyentlari topilgan bo‘ladi. Bu teng- 
lamani yechib, A.!,A.2, . . . ,k n lar, ya’ni A  matritsaning xos sonlari 

topiladi.
Endi xos vektorlar x t (i = \,2,...,ri) lami topish masalasini 

ko‘ramiz. Buning uchun y ik)(k = 0 , l , . . . ,n - l )  lami x U) vektorlar 
orqali yoyib olamiz:

/ ^  = ± ^ ^  = ± 0 ^ ^ ,  k  = 0 , \ , . . . , n - \ .  (5)
i=l i=l

Quyidagi ko‘phadni tuzamiz:

9i(^-) =  ^ n ' +  3 H—  + ?n-ii’ i = \,2 ,.. . ,n  (6)
y (k), (k = 0,l,2,...,n-l) vektorlami mos ravishda q„_u, q„-2i> 

.. . ,qu, \  larga ko‘paytirib chiziqli kombinatsiyasini yozamiz va (5 )-

(6)lami e ’tiborga olsak quyidagiga

y " - 0 + % y {n~2)+ <?2,y""3)+ •••+ ^ - i , y o>= ^9 ,(^1  y ’ +
+c2<?i(k2)x(2) + • • • +

ega bo‘lamiz.

Agar = / = 1,2,3,...,« desak, q>f(Xy) = 0, />  j  bo‘l-

ganhgi uchun (7) ifoda

+ quy™  + q2iy in-3) + - + q n_u/ 0) = i = 1 ,2,...,«

ko‘rinishga keladi. Demak, A matritsaning x(i) xos vektori noldan 
farqli ko‘paytuvchi miqdorida aniqlangan bo‘ldi. q}i koeffitsiyentlar

esa xarakteristik ko‘phadning koeffitsiyentlari orqali

?0; —
qp = ^ q j -u  + Pj' J = i,2 ,. . . , « - i .

rekurrent formula yordamida topiladi.
Agar (3) tenglamalar sistemasini yechishda Gauss metodining 

to ‘g ‘ri yo‘lini faqat m ta ( m < n )  qadami bajarilsa, u holda
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vektorlar chiziqli erklidir. Shuning uchun (3) teng-
lamalar o ‘m iga quyidagi

i
r f - l)+ p , v r 2)+ - + ^ / ) = / ),

z / - ,)+ r f - 2)+ - + p m/ ) = / °
tenglamalar sistemasidan m ta chiziqli erkli tenglamalami ajratib olib, 

Pm,pm_l,.--,Pi koeffitsiyentlami topamiz. So‘ng Xm + p iXm~'+ p2X*~2 +

+p-iXm~i ----- 'r p m =■ 0 tenglamadan Xx,X2,.. . ,Xm lami topamiz.

Xm + pft"~x + p p .m~2 + p 3Xm~3 H----- 1- pm ko‘phad A matritsaning

minimal ko ‘phadi deyiladi.
Xos vektor esa quyidagicha topiladi:

x(,)=P11/ ) + ...+POT/ - 1), /  = l,2 ,...,W,
bu yerda

Pim=l
P l J B - l  =  k j —

P im -2  = ^ i  ~  P \ ^ i  ~  P l

p,1= ^ r ' - M r 2- - - / v 1

6.3-§. Danilevskiy metodi

Bu metodning asosiy g‘oyasi berilgan A  matritsani o‘xshash 
almashtirishlar yordamida Frobenius

P \ P l P 3 ■• •  P n - 1 P n

1 0 0  • 0 0

0 1 0  ■■• 0 0

0 0 0  ■■■ 1 0
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normal formasiga keltirishdan iboratdir. A  va R  o‘xshash bo‘lganligi 

uchun, ya’ni P  -  S~lA S  ular bir xil xarakteristik ko‘phadga ega, ya’ni 
det(/l -  XE) = det(P -  XE).

R  matritsaning xarakteristik ko‘phadini osongina yozish mumkin. 
Haqiqatan ham

px- X  p 2 p 3 ... Pn- 1 Pn
1 -X 0 ••• 0 0

d e t(P -X £ ) = 0 1 - X  ••• 0 0

- 0 0 0 ••• 1 -X

ni birinchi satr elementlari bo‘yicha yoyib chiqsak:

det(P -X E )  = (Ry-  X)(-X)n l -  R2(-X)"~2 + R3(-X)^3 + ... + ( - 1 ) " ^  „ = 

= (-1 )n(Xn -RyXn~ ' -  R2Xn2 - . . . - R „ )

bo‘ladi. Demak, R  matritsaning birinchi satr elementlari R x< R2< R 3< .... 
Rd lar mos ravishda uning xos ko'phadining koeffitsiyentlaridan iborat 
ekan.

A  matritsani R  matritsa ko‘rinishiga keltirish uchun ketma-ket n - 1 
marta o ‘xshash almashtirish yordamida A  matritsaning satrlarini oxirgi 
satridan boshlab mos ravishda R  matritsa satrlariga o‘tkaziladi.

Faraz qilaylik, A  matritsaning an n_x elementi noldan farqli bo‘lsin 

va uni ajratilgan element deymiz. A  matritsani o‘ng tomondan

0 0 0 0 1
1 ■■■ 0 0 0

g n, 2 . . .  ° n ,n — 2 1 a n,n

a n,n- 1 a n,n— 1 a n,n—I a n,n- 1

0 0 0 0 1 |

m atritsagako‘paytiramiz, natijada

1

0

A C .=
un, 1 

a n,n—l 
0
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AM n.\ = B  =

b n b n  . . .  ^ln-l b ln

b 2i b ? i  ■■ ■ b l n _ x b 2n

»■-1,1

.
1 

.

■ ■ b n_ i „_i b n- \ ,n

0 0  • 1 0

hosil bo‘ladi. Matritsalami ko‘paytirish qoidasiga ko‘ra, B  matritsa- 
ning elementlari

b g =  a i i ~ a i^ - y  =

/= 1 ,2 ,...,« .
un,n- 1

formulalar yordamida aniqlanadi.
Hosil bo 'lgan B  matritsa A matritsaga o ‘xshash bo‘lishi uchun 

chapdan M~\{ matritsani B  martitsaga ko‘paytirish kerak:

M-nl ,A M n, x =M-n\ B .

Bevosita tekshirib ko'rish bilan M n\  quyidagi ko‘rinishda 

bo‘lishligiga ishonch hosil qihnadi:
1 0  ... 0 0

0 1 .
1
.. 0 0

° n \ a n2 ' • a n ,n- 1 a n.n

0 0  . . 0 1

C  = M n\ B  deb belgilaylik. M n\  B  matritsaning oxirgi yo'lini o‘z- 

gartirmasligi yaqqol ko‘rinib turibdi. Demak, C  matritsa

c n C .2 c l „ - l ^ l n

C 2I C 22 C2 „ - l C 2n

Cn - l , l C n-1,2 C« -I ,n -1 C n - l j i

0 0 1 0
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ko‘rinishida bo‘ladi. Ko‘paytirish amali B  matritsaning faqat (n — 1) 
satrini o ‘zgartirishini anglash ham qiyin emas. Bu yerda

cij = bij, / = l ,2 , . . . ,« - 2 ,  j  — 1 ,2,...,«

n

c*-i., = I « n * \>  2 = 1,2,...,«
k=1

hosil bo ‘lgan C matritsa yl matritsaga o‘xshash va uning oxirgi satri 
kerakli ko‘rinishga keltirilgan. Shu bilan metodning bitta qadami 
bajarildi. Endi ajratilgan element Cn.lt„.2^  0 bo‘lsin deb, C mat- 
ritsaning ( « - l )  satrini Frobenius formasiga keltirish uchun birinchi 
qadamdagi amallami C martitsaning (n - 1) satri uchun bajarish kerak, 
ya’ni

D  = M~]_2 CMn_2

amallami bajarish kerak. Bu yerda

1 0 0 0 0

0 . . . 0 0 0 0

CH—1,1 c n-l,n-3 1 *7i~l,rr-1 Cn,n

c n - l,n - l ••• cn-l,n -2 — i ,fj—2 ^n - \,n -2 c n—l,n-2

0 0 0 l 0

0 . . . 0 0 0 1 J

1 . . .  0 0 0 1

0 . . .  0 0 0

* C =
c n -1,1 • • • Cn-l,n--2 Cn -l,n -l Cn-l,n

0 . . .  0 1 0

.  0 . . .  o 0 1 J
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Shunday qilib, D  matritsaning oxirgi ikkita satri Frobenius 
formasiga keltirilgan bo'ladi. Shu jarayon n — 1 marta bajarilishi 
mumkin bo‘lsa, A matritsa Frobenius normal formasiga keltirilgan 
bo‘ladi, ya’ni

M ^ ' M 2 ' ■■■M~'_{A M n_ x - - M 1 M x = P

Bundan foydalanib,

D(X) = det(A -X E )  = det(P -X E )  = Xn - p xXn~' - p ^ lT 2 - p J S ~ '-------Pn

ni hosil qilamiz. D(X)=0 tenglamani yechib, A,,,A.2,...,X n lar aniq- 

lanadi.
Danilevskiy metodida ajratilgan element nolga teng bo‘lsa, bu hol 

noregulyar hol deyiladi. Bu holda Danilevskiy metodi bilan almash- 
tirish jarayonini davom ettirib bo‘lmaydi.

Faraz qilaylik, A matritsani Frobenius ko‘rinishiga keltirishda 
( n - k )  qadambajarilgan bo‘lib, quyidagi

dn d\2 ... d u  .•• <Kn

dix dn ... 0 ... 0 0

dk\ dk2 -  du  .■■ dkn_x dk,n
0 0 ... 1 ... 0 0
0 0 ... 0 ... 0 0
0 0 ... 0 . . 1 0
0 0 ... 0 . . 0 0

matritsa hosil bo'lgan va dkk.x = 0 bo‘lsin. Bu yerda ikki hol bo‘lishi 
mumkin:

1-hol: dkk_i dan chapdagi biror element dke*  0, 1 < l < k -  l bo‘lsa, 
D matritsaning (£-1) ustunini /-ustun bilan, shuningdek, (£-1) yo‘lini 
/-yo‘l biln ahnashtiramiz. Hosil bo‘lgan martitsa D  matritsaga 
o‘xshash bo‘ladi va Danilevskiy metodini davom ettirish mumkin.
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2-hol. c/fe=0, / =1 bo‘lsin. U h o ld a D

d u d \ 2 d \k - 1 j d lk ■ • d \ n_\ d \„

d 2 i ^22 d 2k - \ i d 2k
1)

■- d 2n_\ d 2n

d k - i , i ^ k - 1,2 d k - l , k - l 1 *4-l, k - \ • • d k_j d k- \ ,n

0 0 0 \ d k .k • • d k n _\ d k ,n

0 0 0
1
! 1 
1

•• 0 0

0 0 0 : o •• 1 Q

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Demak, det(^-/i£)=det(D]-/L£)det(D2- l£ ) .  
D2 matritsa Frobenius normal formasiga ega. Danilevskiy metodini D\ 
matritsaga qo‘llab6 uni Frobenius normal formasiga keltiriladi.

Endi xos vektomi topish masalasini ko‘raylik. Faraz qilaylik, 
A  matritsaning, ya’ni R  matritsaning ham barcha xos sonlari topilgan 
bo'lsin. R matritsaning berilgan X xos soniga mos y=(y\, y 2,-.., y„)' xos 
vektorini topamiz. Py Xy boiganligi uchun (P -  XE)y = 0 yoki

=  0 .
p x- X P2 P2 ••• Pn-1 Pn 1 | V

1 -X 0 ••• 0 0 72
0 1 -X  •■■ 0 0 * 73

. 0 0 0 ■• • 1 -X J .7 » ,

Buni ochib yozaylik:

(Pi ~  *-)7i + p2y 2 + - + p ny n = °5
y x- X y 2 = 0,

= (!)
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Bu sistemadan

y n - 1 =  tyn ,

y n ~ 2  = 2̂y n,

y> = V ly„
ni topamiz. Xos vektor xossasiga ko‘ra y „=1 deb olish mumkin, u 
holda

yi = W U

yn-1 = A, (2)

y>,= l

ga ega bo‘lamiz. (2) ni (l)ning birinchisiga qo‘ysak, u

D(X) = X n -  PlXn-' -  P2k n- 2 -  /J3k fl- 3------- p„ = 0

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu esa hisoblash jarayonini nazorat qilishga 
xizmat qiladi.

P  = • • • m - ^ a m • ■ ■ M 2M {,

M ; ' M - 2 ' - M ^ A M ^ - M 2M , y  =  X y

tenglikni chapdan M\ ga, so‘ng M2 ga va h.k, oxirida M„.\ ga 
ko‘paytirsak,

x  =  M n \ M ^ 2 . . . M \ y

ekanligi hosil bo‘ladi. M a’lumki, M\ matritsa y  vektoming birinchi 
koordinatasini o ‘zgartiradi, M2 esa M\y  vektoming ikkinchi koor- 
dinatasini o ‘zgartiradi. Shu jarayonni n 1 marta takrorlasak, x  vek- 
toming hamma koordinatalari hisoblangan bo‘ladi. Bu yo‘l bilan nore- 
gulyar holning ikkinchi variantida xos vektomi topib bo‘lmaydi. 
Bunday holatda xos vektomi, misol uchun, Krilov metodi bilan topish 
m a’quldir.
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6.4-§. Matritsaning moduli bo‘yicha eng katta xos son va unga 
mos xos vektorini topish

Faraz qilaylik, A  matritsaning barcha xos vektorlari chiziqli erkli 
bo‘lsin. Bu holda A matritsa oddiy strukturaga ega deyiladi.

1-hol. A matritsaning xos qiymatlari quyidagi tengsizlikni 
qanoatlantirsin

(1)
Biz A,| ning taqribiy qiymatini topish usulini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy 

noldan farqli y (0) vektor olib, uni A matritsaning xos vektorlari x(J) lar 
bo‘yicha yoyamiz:

y 0)= v (' >+ 6 2*(2)+ . . . + v (''\

bu yerda b; lar o ‘zgarmas sonlar. y o) vektor ustida A k matritsa 
yordamida almashtirish bajaramiz:

y ik) = Aky (0) = t  bjAkx (j) = t  bjXkx (J).
j =1 M

Bundan Ax(j) = XjX(i) ligini e’tiborga olsak,

y (k) = t b j X kx (j) (2)
j =i

bo‘ladi.
Endi n o‘lchovli vektorlar fazosida /,,/2, ...,/„ bazis olamiz. Bu 

bazisda x(j) vektomi yoyib yozamiz:

x U) = t x tJlt . (3)
i= l

Endi (2) dan (3) ga asosan

j .  i ' - i

ni hosil qilamiz. Bunda yig‘ish tartibini o ‘zgartirib,

y w  = t l , t b j \ kjX, (4)i=l j= \
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ga ega bo'lamiz. Ichki summa /, ning koeffitsiyenti, demak u y (k) 

vektorning /-koordinatasidir. Bundan quyidagini yoza olamiz:

(5)

Xuddi shuningdek,
7=1

(6) ni (5) ga nisbatini olib,

^ +1) _
y \<*> A,jcakf +b2xl2l\+.:+bnxm'kk

(6)

(7)

ga ega bo‘lamiz.
Endi b\Xi\ ̂  0 deylik, bunga erishish uchun y <0) vektomi va 

/,, /2,..., /„ bazisni kerakli ravishda tanlash kerak.

(7) ni quyidagicha

" bjXj, 
1+2  —

yjM) _ ,  ~ ' > 2  Va
.,(*) 1 _ j.Ti n b,X.,

7=2 V il V^I
yozamiz. Bu yerdan k  -> °o da (1) ga ko‘ra

(*+D
l i m ^ - j v r -  =  A ,, ,  /  =  1 , 2 , . . . , «  
*-»«> yj*

kelib chiqadi. Demak, yetarlicha katta k  lar uchun
vC*+0

X., 1 = 1,2,...,« ( 8)

deb olishimiz mumkin.
Aniqlangan ga mos xos vektor sifatida u[k) ni olish mumkin. 

Haqiqatan, (2) ga ko‘ra .

X0)+ t — \ —  1Ub\ U i J  j
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bo‘ladi. Yetarlicha katta k  lar uchun

y (k) = b X x 0)

taqribiy tenghkka ega bo‘lamiz. xos vektor j c ( I )  dan sonli
ko‘paytuvchiga farq qilyapti, demak, y  k t xos songa mos keladigan 

xos vektordir. U  A  matritsaning X, xos soniga mos keluvchi jt(l) xos 

vektorining yo‘nalishiga yaqin bo‘ladi. (8) ning o ‘ng tomoni 
i= l,2 ,....n  lar uchunberilgan aniqlikda bir xil bo‘lishligi 'kt va jc(I) ga 

yaqinlashganlik darajasini anglatadi.
2-hol. A  matritsa xos sonining moduli bo‘yicha eng kattasi karrali 

bo‘lsin ,ya’ni k } = k 2 = k 3 = ... = k s . Quyidagi

| l̂| > |^'i+l|— | î+2| —
tengsizlik bajarilsin. Bu holda (7) tenglik

y f '  {bixn+b2xi2+...+bsxis)k\+bs+ixis+{kks+i+...+bnxink kn

(9)

( 10)

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bunda blxi l+b2xi2+... + bsx is^  0 deb faraz 

qilamiz va (10) ni quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

1

2 i ____ __  ^
a-i — '

y r

b{Xii+b2xi2+- ■ -+bsxis j = s + 1
I  bjXy ' h .

M  /

\k+)

i+ -
i

I  t>iXijblxn+b2xi2+--+bsxisj=s+i ■ 

Bundan k  —> co da (9)ga ko‘ra
V^i )

1

k

limt-WD
(t+l)

y>
,(*> = A„ / = 1,2,...,«

kelib chiqadi. Demak, yetarlicha katta k  lar uchun

i = l,2 ,...,n

deb olishimiz mumkin. Bu esa (8) taqribiy tenglikning o‘zginasi, \  ga 

mos vektor deb, 1 -holdagidek y {k) ni olishimiz mumkin. Boshlang‘ich 

y (0) vektomi boshqacha olsak, boshqa xos vektorni topish mumkin.
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3-hol. A  matritsaning xos sonlari quyidagi shartlami qanoatlan- 
tirsin:

A-i — X2 — A,3 —... — Xr — Ar+1 — A,r+2 = ... = -A r+ p ( 1 1 )
va j .

W  = 0 2 )
Bu holda yuqoridagi jarayondan foydalanilmaydi, chunki (5) quyi- 

dagi ko ‘rinishga ega bo‘hb,
r r+p n

y f ) - T b jxipJl+ Z  bJxij{ - \ ) X +  I  bfyX),
j =1 j= r+1 j= r+ p+ \

birinchi va ikkinchi summada A, ning tartibi bir xil, lekin k  ning o‘z-

garishi bilan ikkinchi summa o‘z ishorasini o‘zgartiradi. Shuning uchun

nisbat &-+oo da limitga ega bo ‘lmaydi. Bu holda yj2t* va y j2k+1) 

yoki yj2k~l) va y j2k+,) dan foydalanib, Af ni topish mumkin:
(2 i+ 2)

y±____~ i
(2t) ~ A1> / = 1,2, ,n

y(2k+1)
yoki -7 21-iy” ’ ?' = l>2v , / / -

}'i

A  matritsaning Aj va -A, xos sonlariga mos keladigan vektorlari 

esa mos ravishda y (*+l) + A(y (*l va y (*+1) -  \ y ^ k) bo‘ladi. Haqiqatan 

ham, misol uchun _y(*+l) + Ajy (k) vektomi (11) ni e'tiborga oigan holda 

(2) ga ko‘ra quyidagicha yozamiz:

y*+l)+A,y*)=Af+l £  b / j ) +(-1)*+1 Af+l £  b / j )  + £  hyA*+v y)+
/=1 j= r+1 j= r+ p+1

+Af+1 i  b j X (J) +  (-l)* +1Af "£ b j X U )  +  A, £  bjXkxU) =
y=l j= r+ l j=r+ p +1

= 2Af+1£ h / ' ) + ±  bj{Xx + A; )A*x(') .
7=1  j= r+ p+ l
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Bundan esa, (12)ni nazarga olib

y * +i)+ V v w = ^ +1 ± 2 b jX(j)+ t  ( v + v O l r 1 h / »
j= l j= r+ p+ 1V ' V ^ l /

ga ega bo‘lamiz. Demak, yetarlicha katta k  uchun

y ^  + X,y(k) = X k+ '±2bjX(J)
j =i

bo‘ladi. Xuddi shuningdek,

\k

'£  2 b / »
j=r+1

ekanligi ko‘rsatiladi.
Agar r va p  yoki ulaming birortasi birdan katta bo‘lsa, dastlabki 

vektor y(0) ni o‘zgartirib boshqa xos vektorlarni topish mumkin.
4-hol. A  matritsaning moduh bo‘yicha eng katta sonlari kompleks 

yoki modullari bilan o ‘zaro yaqin bo‘lgan holni ko‘ramiz. Faraz 

qilaylik, a.j va X2 xos sonlar qo‘shma kompleks sonlar bo‘hb, quyidagi 
shartlar o'rinli bo‘lsin:

|X] | = |X2| ^ |X3| ^ |a4| > ■ •• ^ |x„|.
Quyidagi taqribiy tengliklar

/ k) = b X x tl) + b2k k2x i2),
< y i+1) = b^X^+'x^ + b2Xk2+' x(2\  (13)

mavjudligiga ishonch hosil qilish qiyin emas. Bular orasida

y *+2) + A.2) y i+1)+/i,x2y * )= o (i4>
chiziqli bog‘lanish o ‘rinhdir. Agar hisoblash jarayonida

y (k\  y * +l), y * +2) vektorlar orasida

y (k+2) + py(k+') + qy(k) = 0 (15)

chiziqli bog‘lanish borligini ko‘rsak, u holda A,j va X2 lar

m2 + pu  + q = 0 (16)
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kvadrat tenglamani qanoatlantiradi. (16) kvadrat tenglamaning 
koeffitsiyentlari quyidagi determinantlardan aniqlanadi:

1 y f y ' f
u ytk+ 1) y {r = 0, i ± j ,  i , j  = \ ,2 ,.. . ,n (17)
u 2 / + 2 ) y (r

Demak, (17) dan p \ a q  topiladi, (16)dan esa X,, va k 2 aniqlanadi, 

so‘ngra (13) dan foydalanib xos vektorlar quyidagicha topiladi:

/ ‘+1) -  k y k)= b2x 2k (x 2 -  x, )x (i),

Eslatma. Birinchi va ikkinchi hollarda y o) vektoming ite- 
ratsiyalarini topish lozim edi. Shu jarayonni tezlashtirish uchun quyi- 
dagicha yo‘l tutiladi:

A , A 2, A 4, A s . . .  A 2*

matritsalar ketma-ketligini hosil qilamiz.
M a’lumki,

Y \  = SpA,
/=i

= S p A 2
/=1

Bundan foydalanib, misol uchun 1-holda

lardan

ekanligi kelib chiqadi.

H K ^ S p A ,
1=1

=  S p A
i=l

2‘  + l
> ~ SPA A1 -

S p A *
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Bobga tegishli tayanch so ‘zlar: xos son, xos vektor, xos 
qiymatlaming to‘liq muammosi, xarakteristik ko‘phad, minimal 
ko‘phad, Frobenius normal matritsasi.

Savollar va topshiriqlar
1. Matritsaning xos soni va xos vektori tushunchasi.
2. Matritsatiing xarakteristik ko‘phadi.
3. Xarakteristik ko‘phad koeffitsiyentlari bilan matritsa bosh 

minorlari orasidagi bog‘lanish.
4. Xos sonlarning barchasining yig‘indisi hamda ko‘paytmasi 

nimaga teng?
5. Xos qiymatlarning to‘liq va qismiy muammolari.
6. Krilov usuli bilan xarakteristik ko‘phad koeffitsiyentlarini 

topish.
7. Krilov usuli bilan xos vektorlami topish.
8. Matritsaning minimal ko‘phadining koeffitsiyentlarini topish 

qanday bajariladi?
9. Danilevskiy metodining asosiy g ‘oyasi.
10. Danilevskiy metodida xos vektomi topish.
11. Noregulyar hollar.
12. Noregulyar holning qaysi variantida xos vektorlami Dani- 

levskiy metodi bilan aniqlab bo'lmaydi?
13. Moduli bo‘yicha eng katta xos son yagona bo‘lganda uni va 

unga mos xos vektomi topish.
14. Moduli bo‘yicha eng katta xos son karrali bo‘lganda 

(A,,=A,2 = I^-jI > | A, J+1 j £■■■> | k n | hol) uni va unga mos xos 

vektomi topish.
15. Xos sonlar uchun X  =X, = •••=A,,=-A, •••=-X _i z z  r+ i r  + j.

va | ,j = |A, r+p |>|X r+p+I | |A.w | shartlar o ‘rinli bo‘lganda xos

son va xos vektomi topish.
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16. X , va X 2 qo‘shma kompleks sonlar bo ‘lib 

|A.,| = | k 2 |>|A, j | > |k 4 1 ^•••> | k B | shart o‘rinli bo‘lganda xos son va 

xos vektomi topish.

Misol 1.

A=

' l 2 4 '  

2 1 2 
v4 2 i .

matritsaning xos qiymatlari va xos vektorlarini Krilov usuli bilan 
toping.

Yechish. Noldan farqli y (0) =( v |0) >y(20) , y ^ )  vektor olib uning

iteratsiyalari y ^ =A y ^  , (A :=l,2 ,3) ni aniqlaymiz. y (0)=( 1,0,0)' 

bo‘lsin, u  holda y (l) = ̂ y (0)= ( l ,2 ,4 ) ', y (2) = zfy(1) = (21,12 ,12)', 

/ 3> = ,4y(2)=(93,78,120)' bo‘ladi. Endi p xy ^  +p2y ^  +P2y^b)=y(3) 

vektor tenglamani tuzamiz:
"21 N f  n r n ■ '  93 "

12 Pi + 2 P 2 + 0 P 3 = 78

J 2 , , 4 , >
O_

y 120

yoki

2 1 P l+ P l+P3=93 ’
(1 2 /?i + 2/72 = 78 ,

^12/7, + 4 p 2 = 120.

Bundan /? ,= 3 ,/> 2= 2 1 , / j3=9 ekanligini topamiz. Berilgan 

matritsaning xarakteristik ko‘phadi
D (X )= X 3- 3 X 2- 2 \ X - 9

ko‘rinishda bo‘lar ekan. D (A )= 0 tenglamani yechamiz:
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X3- 3 X 2-2 1 X -9 = 0 .

X = - 3  tenglamaning bitta ildizi ekanligini ko‘rish qiyin emas. 

Qolgan ikkitasi >»2-6 A .-3 = 0  ning ildizlari. Shunday qilib, berilgan 

matritsaning xos sonlari k ^ = - 3 , X 2= 3 - y [ l 2 , X 3=3 + ,J l2  ekan.

Endi xos vektorlami topishga o‘tamiz.
X j uchun:

^ = V - 3 V - m - 9 = x , _ 6 x _ 3
X,- X i X+3

demak, q n = - 6 ,  q 2X= - 3  ko‘rinishda (pj(X)= X 2 + q n X + q2l ekan. 

Xos vektor
r  i n ' ( 1  ) r ( l , - u , 2 )  +  n  „ ( ' )  . n  „ ( 0 )
c i (Pi ,A i m  - y +  <iny +(h\y 

ko‘rinishda topilgan edi.

, ( 2)

r 21 > r n r n

+ 9n y (n + 9 2i >'<0) = 12 - 6 - 2 -3 - 0

, 1 2 ; , 4 . , 0 ,
" 2 1 - 6 - 3 f  12

1 2 - 1 2 + 0  

1 2 - 2 4  + 0 /  , - 1 2 ,
X2 uchun:

9 : ( X ) = J ^ = X 2- J T 2 X - 3 ( 3  + J l 2 )  ,

0

9i2 yj 12 ? ?22 — 3 + ^ /l2  ).

k (2, + ? ,2 y (,) y 22 y ( 0)  _

' 2 1 ' r r r n ' 1 2 - 4 ^ 1 2  '

12

,1 2 ,

- J u - 2

,4 >

-  3( 3 + y f u  )• 0

, 0 ,

1 2 - 2 ^ 1 2

1 2 - 4 J I 2v v /
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a,3 uchun:

V 3M =m = X * + J n X - 3 ( 3 - J i 2 ) ,

<7i3 =  -\l 1 2  > <723 =  —^(  ̂— \ f l 2

y (2) + <h3 y 0) + Vn y w  =

' 21 > r n ' r ' \2 + 4y[\2 "

12 + y l 2 “- 2 - 3 ( 3 - - 4 n \ 0 = \2 + 2 jY2
12 \ 4 . , 0 , 12 + 4 /1 2  ^

Misol 2. A =

'5  30 -48  
3 14 -24  
 ̂3 15 -25

\

matritsaning xos son va xos vektorlarini Krilov usuli bilan topilsin. 

Yechish. _y(0)=(1,0,0)' bo‘lsin, u holda y (' ] = ( 3; 3)',

_y(2) = ( - 2 9 ;  -1 5 ; -1 5 ) ' , y 3) = (125; 63; 63)' bo‘ladi. Endi quyidagi

- 2 9  p^ + 5 p 2 + p 3 = 125, 

<j - 1 5 >̂j + 3/72= 63,

 ̂—15 p } + 3 p  ̂  =63.

sistemani tuzamiz. Ikkinchi va uchinchi tenglamalar bir xil, demak 

j (0), _y(1) , y (1\  _y(3) vektorlar chiziqli bog‘liq. Shuning uchun 

_y(0), y ()), y (2) largabog‘liq

5 P i + P 2 = - 2 9 ,

ll 3/., = -15
sistemani tuzamiz. Bundan /?, = - 5 ,  p 2 = - 4  bo‘ladi. A,2+5A,+4 

ko‘phad A  matritsaning minimal ko‘phadidir, Undan 
A,, = — 4, A, 2 = - 1  ni topamiz. k 3 ni topish uchun, bizga ma’lum
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+ + ̂ 33—A/j + ^2  + ̂ 3

munosabatdan foydalanib
5 + 1 4 - 2 5  = - 4 - l  + A,3, A,3= - l

ekanligini aniqlaymiz.
Xos vektorlar

* ( o = p ,1y o ,+ p , 2 / ,\  / = u
ko‘rinishda izlanadi, bu yerda P/i , P ,2= l ; /=1,2

^( ,)= p „ / , ) + p 12 y ,)= (^ 1- P i ) y o,+ i - / )=<-4+5)

*( 2) = P2j y {0) + P22 y (']=( ̂ 2 ~P \) y  “J+!■ y 1J =( - 1+5 )„(0-1 (“U l-v l1):

( l ) <51 f 6 l
0 + 3 = 3

,3 , , 3 .

' r p O 9 '
0 + 3 = 3

J j , 3 ,

jc<3) ni topish uchun y <0) vektomi boshqacha tanlash kerak. 

Xususan, .y(0,=( 0; 1; 0)' desak y (1) = (30,14,15)' bo ‘ladi.

*(3) = ( ^ 3- / ’i)-

x <3)=( 30; 18; 15) bo‘lar ekan.

'O ^ '3 0  " f ° ' '3 0  N '3 0  N
1 +1- 14 = ( - 1 + 5 ) 1 + 14 = 18

vO j , 1 5 , , 0 , , 1 5 , ,15  J

Misol 3.

f 1 2 4

A= 2 1 2

,4 2 1

barcha xos sonlari va 3
qiymatlarning to ‘liq muammosini Danilevskiy metodi bilan aniqlang.
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Yechish. A/2 =

1 0 0 ' f  1 0 0 "
a3i 1 °33 = -2 1 1

a32 a32 a3l 2 ~ 2

, 0 0 1 V° 0 1 J
Endi A  matritsa ustida M 2 almashtirish bajarsak, matritsaning 

oxirgi yo‘li normal Frobenius ko‘rinishiga keladi:

'1 2 4 N' 1 0 0 \ '- 3 1 3 ‘
1 1 1 3

M 7 = 2 1 2 - 2 0z 2 ~2 2 2
4V 2 1 y 0 0 1 0 1 0V V J

'' 1 0 0 0 o N

m 2-I _
a 3\ a32 a 33 = 4 2 1

{ 0 0 0 0X 0

Endi A M 2 matritsani chapdan M 2 ga ko‘paytirsak, hosil bo‘lgan 

matritsa A ga o ‘xshash bo‘ladi:

"1 0 o N ' - 3 1 3 N ' - 3 1 3 '

A- M 7 = 4 2 1 . 0
1 3 — - 1 2 6 15L 2 2

lo 0 K ! o 1 0 v 0 1 0 s

= C.

Hosil bo‘lgan C matritsa A ga o ‘xshash bo‘ldi, uning ilckinchi 
yo‘lini normal Frobenius ko'rinishiga keltiramiz:

r j _ c 2 2 c 23 f  1 1
- 1

C 21 C 21 C 21 12 2 4
M , = 0 1 0 = 0 1 0

0 0 1 , l  o 0 K

( - 1 1 5 ' fi_ 1 3 ^
'  -3 1 3 ' 12 2 4 4 2 4

C- M,  = -12 6 15 0 1 0 - 1 0 0

, o 1 o , , o 0 K 1 0
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C21 C 22 C 23 '- 1 2 6
151

m ; '  = 0 1 0 - 0 1 0

0
V

0 1 J , 0 0 K

1 3 N
-1 2 6 15 4 2 4 '3 12 9"

M ? - C - M x = 0 1 0 1 0 0 = 1 0 0
n 0 0 1 y 0 1 1 o ,

Hosil bo'lgan matritsa normal Frobenius ko‘rinishida, uning 

xarakteristik tenglamasi Z)(X)=A.3-3A .2-21A .-9  ko‘rinishda 

boiad i. Krilov metodida ham u shu ko‘rinishda edi, ya’ni uning 

nollari X l = - 3 , ' k 2= 3--yJ l 2 , ' k 3=3 + y[l2 bo iish i ravshan. P  mat-

ritsaning xos vektorlari ^ f ,A. , 1)', / = 1,2,3 edi. A  ning xos 

vektorlari esa x {,) = M 2 M x /=1,2 ,3  ko‘rinishdaboiadi:

jc(l, = A/2M ,y (1) = M 2-

f  _1_
12 
0

n 0 

1 0 0

- 2  -  - -
2 2

0 0 1

J_ _
2 4
1 0 

0 1

f - l ' 
- 3  

1

I> V

9

- 3

1

f - l
0

v l

= M ,
-1

- 3

1

v

x (1)= ( - l ;  0; l )  vektor Krilov usulida topilgan xos vektordan 

o‘zgarmas ko‘paytuvchi songa farq qilyapti. Xuddi shunday x (2) va 

x (31 larni aniqlashimiz mumkin.
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Misol 4.

A=
3 1 1

1 2 0 
1 0 2

matritsaning moduli bo‘yicha eng katta xos sonini va unga mos xos 
vektorini verguldan keyin to‘rt xona aniqlikda toping.

Yechish. Noldan farqli ixtiyoriy y <0) =( y (0) , y f ^  , y f ] ) vektor olib 

uning iteratsiyalari y (k+)) = Ay ^ k), k  =1,2,.... lami hosil qilamiz. 

_)ri0)= (l;  0 ;0y  bo‘lsin. U  holda misol uchun y (5,=( 683;341;34l)

_v(<!)=( 2731; 1365; 1365) bo‘ladi va jarayonni shu yerda to ‘xtatamiz.

1365
(5)~^l edi.

>',(6 )  2 7 3 1

>1
rs> 683

»3,9985, y f
341

»4,0029,

>(,6)
> f

1365
_34T

»4,0029.

Ko‘rinib turibdiki, bu nisbatlar to ‘rt soni atrofida tebranyapti, 
demak natijalami o ‘rta arifinetigini X , deb olish mumkin.

*.! = ! (  3,9985 + 8,0058)=4,0014.

X , ga mos keluvchi xos vektor

y (5)= h , X f j c (,)

taqribiy tenglikdan topilar edi, ya’ni > (5  ̂ vektor xos vektor r ( 11 dan 

sonli ko‘paytuvchiga farq qilyapti, demak > (5  ̂ X, ga mos keladigan 

xos vektordir.

(683; 341; 341) -  X j ga mos keluvchi xos vektor.
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M isollar.
Vazifa 1. Krilov usuli bilan matritsaning xos sonlari va xos 

vektorlari topilsin. Xos sonlar to ‘rtta, xos vektorlar esa uchta ishonchli 
raqamlar bilan topilsin.

'  1 1,5 2,5 3,5"
1,5 1 2 1,6

Jfel. A =
2,5 2 1 1,7 '

,3,5 1,6 1,7 1 ,
f  1 1,2 2 0,5"

1,2 1 0,4 1,2
X»2. A =

2 0,4 2 1,5 '
1,2 1,5 1 J

f  1 1,2 2 0,5"

1,2 1 0,5 1
JVb3. A =

2 0,5 2 1,5 '
.0,5 1 1,5 0 ,5 ,

"2 ,5 1 -0 ,5  2
1 2 1,2 0 ,'

JVb4. A =
-0 ,5 1,2 -1 1,5

s 2 0,4 1,5 1

'  2 1 1,4 0,5"
1 1 0,5 1

JVb5. A =
1,4 0,5 2 1,2 '

.0,5 1 1,2 0 ,5 ,

 ̂ 2 1,2 -1 1 '

1,2 0,5 2 -1
X26. A =

-1 2 -1 ,5 0,2

, 1 -1 0,2 1,5,
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JV°7. A

JV2 8 . A

JV°9. A

JV°10. A

JV2 II. A

JV°12. A

JV°13. A

f 2 1,5 3,5 4 ,5 '

1,5 2 2 1,6
3,5 2 2 1,7

V4,5 1,6 1,7 2
f 1 0,5 1,2 1

0,5 2 -0 ,5 0

1,2 -0 ,5 -1 1,4

V-1 0 1,4 1
f 1,2 0,5 2 r

0,5 1 0,8 2 1

2 0,8 1 1

V 1 2 1 2 ,

'0 ,5 1,2 1

O
'N

O

1,2 2 0,5 1,2
1 0,5 1 1

.0,5 1,2 1 2,2 J

1,6 1 1,4 1 \

1 1 0,5

1,4 0,5 2 1,2
1\ 2 1,2 0,5 y

'2,4 0,5 2 1 \

0,5 1 0,8 2

2 0,8 1 0,5

, 1 2 0,5 1.2 ,

'0 ,5 1,2 2 1 \

1,2 2 0,5 1,2
2 0,5 1 0,5

, 1 1,2 0,5 1,6 ,
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'1,8 1,6 1,7 1,8 N
1,6 2,8 1,5 1,3

Xol4. A =
1,7 1,5 3,8 1,4 '

.1,8 1,3 1,4 4 ,8 ,

' 1 1,5 1,2 0,5"
1,5 2 0,4 2

Xol5. A =
1,2 0,4 1,5 1,4

.0,5 2 1,4 1,3 ;

Vazifa 2. Danilevskiy metodi bilan matritsaning xos sonlari va xos 
vektorlari topilsin. Xos sonlar to‘rtta, xos vektorlar esa uchta ishonchli 
raqamlar bilan topilsin.

"1,7 2,8 0 ,3 ' '1,7 0,4 2 ,8 '

Jfel. A = 2,8 1,2 0,6 . Jfe2. A = 0,4 3,2 1,2 .
,0,3 0,6 U ,8 1,2 0 ,5 ,

"2,3 1,4 0 ,6 ' '2 ,3 3,5 1 ,4 '
No3. A = 1,4 1,7 0,5 . M4. A = 3,5 0,4 0,6 .

,0,6 0,5 1,3 0,6 1,3 ,

"0,6 1,3 1 ,7 ' "3,7 0,3 1 ,2 '
N°5. A = 1,3 2,5 0,8 . Xe6. A = 0,3 2,4 0,8 .

0,8 1.4, ,1,2 0,8 ! ,5 ,

^3,2 0,5 1 ,2 ' '4,1 0,4 1 ,3 '
N°7. A = 0,5 1,4 2,3 . Ne8. A = 0,4 2,2 1,7 .

,1,2 2,3 0 ,6 , .1,3 1,7 0 ,5 ,

"2,3 0,7 0 ,6 ' '1,5 0,8 2,9^
N°9. A = 0,7 3,4 1,2 . NelO . A = 0,8 3,4 2,2

,0 ,6 1,2 1.7, .2,9 2,2 0,4 ,
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r i,8 2,4 0,5" "0,7 1,5 3,2"
Jfoll. A = 2,4 1,3 0,7 . Jfoi2. A = 0,7 2,3 1,3

,0 ,5 0,7 1 ,6 , 1,3 0=4,

"2,4 3,5 0,7" "2,3 1,7 0,8"
JTsl3. A = 3,5 1,2 0,4 . JVel4. A = 1,7 0,5 1,2

,0 ,7 0,4 1=3 J ,0,8 1,2 1=9 J
"2,4 1,3 0,5 "*

Jf2l5. A = 1,3 0,8 2,4

v°,5 2,4 3,3y

Vazifa 3. Moduli bo‘yicha eng katta xos sonni to ‘rtta ishonchli 
raqam bilan toping. Unga mos xos vektomi esa uchta ishonchli raqam 
bilan aniqlang.

"2,1 1 U
N

"2,4 1 1,4"

lls
1 2,6 1,1 N°2. A = 1 2,9 1,4

,1,1 U 3=1, ,1=4 1,4 3=4,

"1,3 0,4 0 ,5 ' "1,6 0,7 0,8"
Jfo3. A = 0,4 1,3 0,3 . N°4. A = 0,7 1,6 0,3

,0,5 0,3 !,3 ,0,8 0,3 1=6,

'2,2 1 1,2" "2,5 1 1,5"
Jfs5. A = 1 2,7 1,2 N°6. A = 1 3 1,5 .

,1=2 1,2 3=2, ,1=5 1,5 3,5 ,

"1,4 0,5 0 ,6 ' "1,7 0,8 0,9"
Jf»7. A = 0,5 1,4 0,3 . N°8. A = 0,8 0,7 0,3

,0,6 0,3 0,9X 5 0,3 U ,
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M9. A --

Jfell. A =

2,3 1 1,3 "2,6 1 1,6
1 2,8 1,3 . JfelO. A = 1 3,1 1,6

1,3 1,3 3>3 . 1,6 3,6

"3,5 1 2,5 "1,8 0,9 1
1 4 2,5 . Jfel2. A  = 0,9 1,8 0,3

U>5 2,5 4,5 J 1 1 0,3 1,8 J

"1,5 0,6 0 ,7 ' "2,7 1 1,7"
JV°13. A = 0,6 1,5 0,3 . N»14. A = 1 3,2: 1,7 •

,0 ,7 0,3 1,5 , v U 1,7 3 ,7 y

' 1,4 1,2 -1 ,3 '

m s .  a  = 1,2 0,9 0,4 .

- u 0,4 0,8 ✓
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V IIB O B .  O D D I Y  D I F F E R E N S I A L  T E N G L A M A L A R  

U C H U N  K O S H I M A S A L A S I N I T A Q R I B I Y  Y E C H I S H

Ilmiy va tadbiqiy masalalarda ko‘pincha shunday oddiy differensial 
tenglamalar uchraydiki, ulaming umumiy yechimini oshkor 
ko‘rinishda ifodalash mumkin emas. Yechimi oshkor ko ‘rinishda 
topiladigan differensial tenglamalar sinfi ancha tor. Masaian, 
ko‘rinishi soddagina bo‘lgan

y' = x  + x 2 + y 2
differensial tenglamaning umumiy yechimini elementar funksiyalar 
orqali ifodalab bo‘lmaydi. Bu yechim ancha murakkab tarzda kasr 
tartibli Bessel fimksiyalari orqali ifodalanadi. Ko‘p hollarda yechim- 
ning hatto shunaqa ifodasini ham bilmaymiz. Shuning uchun ham 
bunday tenglamalami u yoki bu taqribiy metod bilan yechishga to ‘g ‘ri 
keladi.

Taqribiy yechim analitik ko‘rinishda yoki jadval shaklida 
izlanishiga qarab taqribiy metodlar analitik va sonli metodlarga 
boTinadi.

Oddiy differensial tenglama uchun Koshi masalasi va chegaraviy 
masala qo‘yiladi. Koshi masalasini yechish chegaraviy masalani 
yechishga nisbatan ancha yengildir. Shuning uchun ham ayrim 
hollarda chegaraviy masala Koshi masalasiga keltirib yechiladi. 
Analitik metodlarga ketma-ket yaqinlashish (Pikar metodi), darajali 
qatorga yoyish, Chapligin, Nyuton-Kantorovich, kichik parametrlar 
metodlari kiradi. Ayniqsa, keyingi paytlarda EHMlaming rivojlanishi 
bilan aniqlik tartibi yuqori boTgan sonli metodlarga e’tibor kuchaydi. 
Shu bilan bir qatorda analitik metodlar hozir ham o‘z tatbiqini 
yo‘qotgani yo‘q. Masalan. Koshi masalasini ko‘p qadamli ayirmali 
metodlar bilan yechishda jadvalning boshidagi qiymatlami, odatda, 
analitik metodlar bilan topiladi. 1
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7.1-§. Ketma-ket yaqinlashish usuli

Faraz qilaylik, [ x0, X  | oraliqda

y ’ = f ( x , y ) ,  (1)

J 'K )  = To (2)
Koshi masalasi berilgan bo‘lsin. Bu masala yechimini quyidagicha

X

yn(x) = y0+ \f[t,y(t)\dt
H

y0(t)=y0, » = 1,2,...
(3)

aniqlangan ketma-ketlik ko‘rinishda izlaymiz. (1) ning o ‘ng tomoni 
m a’lum shartlami qanoatlahtirganda, (3) ketma-ketlikning limiti (1) 
(2) masalani qanoatlantirishi differensial tenglamalar kursida. ko‘r- 
satilgan. Bu metodning amaliy qiymati yuqori emas. Uning kam- 
chiligi, har bir keyingi yaqinlashishni topishda integrallash amalini 
bajarish kerak bo‘ladi. Bundan tashqari, integrallashni aniq baja- 
rilmaydigan hollar uchraganda uni taqribiy ravishda hisoblash kerak 
bo'ladi, bu esa, o‘z navbatida, ko‘p hisoblashlami talab etadi. Shuning 
uchun ham ketma-ket yaqinlashish metodi boshqa metodlarni qo‘l- 
layotganda yordamchi metod sifatida qo'llaniladi. Ketma-ket yaqin- 
lashish metodini hech qanday qiyinchiliksiz di f'ferensial tenglamalar 
sistemasiga qo‘yilgan Koshi masalasiga qo‘llash mumkin.

7.2-§. D arajali qa to r metodi

Bizga

y' = f (x , y ) ,  (l)

y(xo) = yo (2)
Koshi masalasi berilgan bo‘lsin.

Faraz qilaylik, f ( x , y )  funksiya (x0,y0) nuqtada analitik bo‘lsin, 

ya’ni u shu nuqtaning biror atrofida Teylor qatoriga yoyilsin:
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(3)
p = 0 P '

bu yerda y ip)(xa) lami murakkab funksiyani differensiallash qoi- 

dasiga ko ‘ra ketma-ket hisoblab topiladi va (1), (2) ning yechimini 
taqriban quyidagi

n v (P )(-r  \
y(x) ~ y n(x) = X  y  , 0 ( x - x 0)p (4)

p=0 P '

ko‘rinishda olinadi. Agar \ x - x0| k ich ikbo‘lmasa, umuman n-><x> da 

y n(x) ning limiti y(x)  ga yaqinlashmasligi ham mumkin yoki 

yaqinlashish juda sust bo‘ladi. Bunday holda quyidagicha ish qilinadi.
Faraz qilaylik, taqribiy yechimning x0 + / nuqtadagi qiymatini 

topish lozim bo‘lsin, bu yerda / > 0 va ancha katta [x0, x(j + /] oraliqni 

xt, i = 1,2,...,yV -1 nuqtalar yordam ida/Vtabo‘lakkabo‘lamiz, ya’ni 

XQ < JCj < x2 < ... < xn = x0 + / .

(4) formuladan foydalanib, taqribiy yechimning xj nuqtadagi 
qiymati y i x j  ni hisoblaymiz. Endi (4) ni X| nuqta uchun yozib, 

y(x2) ni hisoblaymiz. x2 nuqtani boshlang‘ich nuqta deb, y(x3) ni 

hissoblaymiz, bu jarayonni xN = x0 + l nuqtaga yetguncha bajaramiz. 

Agar m a x l j q - j q J  yetarlicha kichik bo‘lsa, (4) formulani yuqorida
1 <i<-N

ko‘rsatilgan algoritm bo ‘yicha qollash  maqsadga muvofiqdir. Bunday 
algoritm juda ko‘p hisoblashni taqozo etadi. Shuning uchun darajali 
qator metodini, odatda, xq ga yaqin nuqtalarda taqribiy yechimni 
topish uchun qo‘llaniladi.

Shuni alohida ta ’kidlash lozimki, (4) ni shundayligicha qo‘llasak, 
darajah qator metodi analitik taqribiy metoddir, (4) ni qadamma- 
qadam xn i -  1,2,..., /V -1 nuqtalardagi yechimi qiymatini yuqorida 

ko ‘rsatilgan algoritm asosida qo‘llasak, unda u sonli metodlar qatoriga 
o ‘tadi.
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Bu metodni yuqori tartibli differensial tenglamaga hamda diffe- 
rensial tenglamalar sistemasiga qo‘yilgan Koshi masalasini yechishga 
qo‘llash mumkin.

7.3-§. Ayirm ali m etodlar

Faraz qilaylik, bizga quyidagi Koshi masalasi berilgan bo‘lsin
y' = f { x , y ) ,  (1)

y{xa) = y Q. (2)

Bu masalani | x 0, X |  orahqda yechish talab etilgan bo'lsin.

Berilgan kesmahi N  ta teng bo‘lakka bo‘lamiz:

Xi = x 0 + ih, i = 1,2,...,N, N  = ^ f ^ ,  h > 0 .
h

(1), (2) Koshi masalasini yechish

y(x) = y 0 + )  f ( t ,  y(t)) dt (3)

integral tenglamani yechish bilan teng kuchlidir. Biroq (3)da integral 
ostida noma’lum funksiya qatnashishi masalani murakkablashtiradi. 
Ketma-ket ikkita nuqtadagi yechimning orasida quyidagi munosabat 
o‘rinlidir:

l n+l

y (xn+i) = y (xn)+ J  y '(x )dx.  (4)
xn

^ « +i) ni topish uchun y(xn) v a y'{x) = f ( x ,y { x ) )  ni \ x a,xn+l] 

oraliqda bilish kerak. y'(x)  ning taqribiy qiymatlari faqat x0,xu .. . ,xn 

nuqtalardagina bizga m a’lum. Shuning uchun (4)dagi integralni taq- 
ribiy hisoblashga to ‘g ‘ri keladi. Bu integralning qanday hisoblanishiga 
qarab berilgan Koshi masalasini yechadigan taqribiy u yoki bu metod 
hosil bo‘ladi.
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7.3.1. Adams ekstrapolyatsion metodi

Faraz qilaylik, (1), (2) Koshi masalasining yechimi k  + 1 ta 
oraliqdan chapda yotgan xn_k,xn_i + xn nuqtalarda 

ma’lum bo isin . U holda y ’(x) ning ham bu nuqtalardagi qiymatlari 

m aium  boiadi.
(4) da x  = xn + uh almashtirish bajarsak, u

y ( * „ + 1 ) = y n + h ly'(xn+ uh)du (5)

ko‘rinishda boiad i. y '(xn + uh) fimksiyani uning k  + 1 ta qiy- 

matlaridan foydalanib, Nyutonning ikkinchi interpolyatsion ko‘phadi 
bilan ekstrapolyatsiya o ‘tkazamiz, ya’ni

y'(xn + uh) = y ’(xn) + ^  Ay' (xn_t) + A2y' (xn_2 ) + ■•• +

u(u+ \ y - i u + k - \ )  A* y (jC[|_t ) + * k ( u ) ,
(6)

bu yerda

* > + * * • '

xn-k<£> =  U u)< xn + 0 < M < 1 .  

(6) ni (5) ga qo‘yib integrallash amallarini bajarsak,

yn+i = y(xn)+h y' ( X n )  +  \  A/  (Xn-\ ) + ^ 2y' (Xn- 2  )  +
(7)

+ -A  y '(xn_3) + - -+CkA y '(xn_k) \ + R k,

ga ega boiam iz. Bunda

c k = ) u{u+* : ^ k± d u ,
n k\ (8)

R, = '■i*. («)<*< - ■

0
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Rk ning ifodasidagi integralda «(w  + l)•■■(« + £) [0,1] da ishora 

saqlaydi, demak, o‘rta qiymat haqidagi teoremaga asosan va 
y*"2,(jc) ni uzluksiz deb, qoldiq hadni

** = hk+2Ck^ 2\ l ) ,  Xn_k < l <  (9)

ko‘rinishda ifodalash mumkin. Uni baholasak

( 10)
l*o.-U'

ga ega bo‘lamiz. Agar h > 0 yetarlicha kichik bo‘lib, Koshi masa- 
lasining yechimi esa (k + 2) -tartibli uzluksiz hosilaga ega bo isa ,

Rk = o(hk+2) kattalikni e’tiborga olmasak ham boiadi. (7) da Rk ni

tashlab yuborsak, Adams ekstrapolyatsion metodi deb nomlanuvchi

>v,+i = yn + h / , 1 A . 3 , 3  i 25 1 . 4 ,y n + ^ A>»-i+ y^A Vn- 2  + gA yn-3 + ^ A yn-4 +
( i i )

,5 f iyUo/ a6 / j2 /j a7 , \k t 1
288 ’ n ~ J  60480 17280 " k  -I17280

formulaga ega boiam iz.
(11) formulada yuqori tartibli chekli ayirma xn_k nuqtada hisob-

langanligi uchun hisoblash jarayonini n - k  dan boshlash rnumkin, 
ya’ni x0,Xi, . . . ,x k nuqtalardagi yechimning qiymatlari (jadvalning 

boshlangich qismi) topilgan boiishini taqozo etadi.
(11) da k -  0 desak, hisoblashning eng sodda, ya’ni jadvalning 

boshlangich qismini qurish talab etilmaydigan

y n+\ = y n + h f ( x n,y n) (12)

qoida hosil bo iad i. Buni Eyler metodi deyiladi. Uning oddiy 
geometrik ma'nosidan uni siniq chiziqlar metodi deb ham ataladi. (12) 
qoidaning xatohgi h2 tartibga egaligi (10) dan ko‘rinib turibdi va 
uning aniqligi ancha past.

Eyler metodidan aniqligi yuqori bo‘lgan va (11) ko‘rinishga ega 
bo‘lgan boshqa formulalar jadvalning boshlang‘ich qismi ya,yt,...,yk 
lami qurishni talab etadi. Adams ekstrapolyatsion metodining xatoligi
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bahosida noma?lum yechimning yuqori tartibli hosilasi modulining 
maksimumi qatnashishi uni amaliyotda qo'llash imkonini kamaytiradi. 
Amaliyotda k v a h  lami tanlashda quyidagiga amal qilinadi.

Hisoblashlarda qatnashuvchi eng so‘nggi chekli ayirma tanlangan 
aniqlik chegarasida o ‘zgarmas bo‘lishiga erishish kerak. Buni quyi- 
dagicha izohlash mumkin: (11) formulada birinchi tashlab yubori- 
ladigan had berilgan aniqlikdagi hisoblash natijasiga ta’sir qilmasligi 
kerak.

k  ning o ‘sishi bilan (11) formula hadlarining moduli bo‘yicha 
kamayishi h<  1 bo‘lganda, asosan chekli ayirmalar modulining 
kamayuvchanligi evaziga bo‘ladi, ya’ni

AV „-* = o(/»*).
Adams ekstrapolyatsion metodini birinchi tartibli oddiy differensial 

tenglamalar sistemasiga qo‘yilgan Koshi masalasini yechishga 
qiyinchiliksiz qo‘llash mumkin. Buni quyidagi masalada ko‘rsatamiz:

\ . y '= f { x ,y , z ) ,  y (x0) = y0,

12' = g (x ,y ,z ) ,  z(x0) =z0.

Bitta tenglama holidagiga o ‘xshash ko‘rinishda y(x)  va z(x)  

fiinksiyalar uchun (7) formula tipidagi tenglikni yozish mumkin:

y ( X n+l )  =  y ( X n )  +  h

z(xn+l) = z(xn) + h

y'(X n) + \ Ay'(Xn-l) + • ■ • + C kA 'V ( * „ -* ) ] j + Rk’

Z' (Xn ) + 2 ^  ) + •■■+ CkA z' (xn_k )|j +lo. P1Rl.

Rk, Rl lami e’tiborga olmasak, bulardan (11) ga o ‘xshash

=  y n +  h y 'n  +  \  A y 'n - 1 +  ‘ ' • +  C k A k y 'n -k  | j  *

Z„+1 = Z n + h Z'n +  ^  t e ' n - l  +  - - ' +  C k A k ^ n - k  |j

hisoblash formulasiga ega bo‘lamiz.
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7.3.2. Adams interpolyatsion metodi

Bu metodda ham yechimning taqribiy qiymatini y n gacha 

aniqlangan deb, yechimning taqribiy qiymati yn+1 = y(xn̂ )  ni topish 

masalasi qaraladi. Yechimning xn+1 nuqtadagi qiymatini aniqlash 

uchun 7.3-§ dagi (4) formuladan foydalanimiz, lekin y '(x)  ni 

| xn’xn+\ | oraliqda interpolyatsiyalash uchun jadvalning boshlang‘ich 

qismidagi uning qiymatlari va xn+1 nuqtadagi qiymatini ham ishtirok 

ettiramiz, ya’ni interpolyatsiyalash amali o ‘z m a’nosini saqlashini 
ta’minlaymiz. Shu bilan Adams metodlarining farqi izohlanadi.

Faraz qilaylik, (1), (2) Koshi masalasining yechimlari

x n-k+ \ ’ x n - k + i ’ - - - ’ x n+\ da aniqlangan bo‘lsin. (4) formulada

x  = xn+1 + uh almashtirish o'tkazsak, u  quyidagi
o

y (xn+i) = y n + h \ y ( xn + uh)du
-1

ko‘rinishga keladi va y'(xn + uh) ni Nyutonning ikkinchi inter- 

polyatsion ko‘phadiga almashtiramiz:

y ( Xn + uh) =  y '( Xn+1) + ^ A/  (x n ) +  A  V ( V , ) +  ‘ ‘ +
m ( « + 1 )  - - ( m + * - 1 )  a *

(13)

k\ A ) + * * ( « ) .

bu yerda

* „ (“ ) =
, k+\ m ( m + 1 ) - ( m + A )  ( * + 2 )  / c  \  

(*+l)! y

U holda

y (Xn+\)= y (Xn)+ h y'(xn+ \)-2 Ay ( x» ) ~ u A y '(xn-\)-

y  (x„,2) + - +  CjA y  (xn_i+1) ] + i?*.
(14)
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Bu yerda

k  ) M

= *+2 % ( , ^ D - ( ^ )  / ^ ^ ) d u .
* _J, (Ar+l)! '  V̂ '

(14) da qoldiq hadni tashlab yuborsak,

yn+1 = yn + h » 1 . i 1 . 2 f 1 . 3 f 19 . 4  fk n+l ~ 4 > 'n - —A y „_ , - — A yn_2 - — A yn_3 -

1 6 0

12
2 7 5

2 4 1 9 5

2 4

3  *  5  f  8 6 3  1 5  > ^  /  ^  a  ^  ^ . 1 / '“*  a  ^  f

“  TZrt ̂  kn-4 — 50450 ^ ^ * -5  ~  ■>/« loc ^  kn-6  H Fk kn-t+l

(15)

ko‘rinishga ega va Adams interpolyatsion metodi deb nomlanuvchi 
algoritmga ega bo‘lamiz. (15) formula bo‘yicha hisoblash jarayoni 
to ‘g ‘ridan-to‘g ‘ri o‘tkazilmaydi, chunki u

kn+1=<p(jn+)) (16)
ko‘rinishdagi tenglamadir, bu yerda

<p(kn+)) = 4 1 +EC/ V(^n+i,kn+))+
V 1=1 J

+F(xn’ xn- 1 > • ■ ■ > y n > y H-i > • ■ ■ > y n-k+i)

ko‘rinishga egabo ‘lib, F(x„,jcn_l,...x n_;t.1,y„,yn_1,. . . ,y n_3, 1) funksiya

argumentlariga nisbatan m a’lum funksiyadir. (16) tenglama iteratsiya
metodi bilan yechiladi, chunki u iteratsiya metodini qo‘llashdagi

kanonik ko‘rinishga ega. Agar yechimning m a’lum bir atro-
d y

fida uzluksiz bo‘lsa, u holda boshlang‘ich yaqinlashish yaxshi tan- 
langan bo‘lsa yetarlicha kichik h uchun iteratsion jarayonning 
yaqinlashishini ta’minlash mumkin. Odatda, h shunday tanlanadiki, 
berilgan aniqlikka erishish uchun bitta yoki ikkita iteratsiya yetarli 
bo‘lishi kerak. Shuni alohida ta’kidlaymizki, boshlang‘ich yaqin-
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lashish deb, (7) formula bilan topilgan qiymat maqsadga muvofiqdir. 
Amaliyotda Adamsning (7) va (15) formulalari hisoblash jarayonida 
ketma-ket navbati bilan ishlatiladi. Shuning uchun (7), (15) formulalar 
prediktor-korrektor deb ham ataladi.

Adams interpolyatsion metodini ham birinchi tartibli oddiy diffe- 
rensial tenglamalar sistemasiga qo‘yilgan Koshi masalasini yechishda 
hech qanday qiyinchiliksiz qo‘llash mumkin.

K o‘pincha hisoblash jarayonini osonlashtirish uchun (7) va (15) 
formulalarda ishtirok etuvchi chekli ayirmalar fiinksiyaning qiymatlari 
orqali ifodasiga almashtiriladi va k ning berilgan qiymatlarida Adams 
ekstrapolyatsion hamda interpolyatsion formulalari mos ravishda 
quyidagi ko ‘rinishda bo‘ladi:

* = °> y„+i = y„ + h f ( x„>y„l
yn+i = y„ + h f ( xn+i>y„+if

k  = i, y„+i = y„+h 

y„ + 1 = y„ + h

1  f  -  f  .12 Jn J n—\

l , 1 f  1
Jn+1 + 2 y ” jj ’

k = 2> y n + l ^ y n + ^ f n - M f n - l  + Sfn-z]’ 

y n+l = y» + Jf[ 5 f n +l + 8/„ -  f n - 1  | .

k=x y n+i =y„ + J f[5 5 /„ - 5 9 /n_, + 37/„_2 - 9/„_3], 

X , +. = y ,  +  9fn +l + 1 9 / „  -  5/„_, + /„_2] ,

Yechimning x„+l nuqtadagi qiymatini topishda undan farqli va 

bittadan ko‘p bo‘lgan nuqtadagi yechimning qiymatlari ishtirokida 
topiladigan metodlar ko ‘p  qadamli metodlar deyiladi. Xususan, 
Adams metodlari ko ‘p qadamh metodlardh.
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7.3.3. Eyler va Eyler-Koshi usullari

Yuqoridagi (7) formulada k -  0 bo‘lgan holda hisoblash jarayoni

y n+i = yn + h f n ( 16)
formula bilan tashkil etiladi. Buni Eyler taklif qilgan, shuning uchun 
bunday hisoblash jarayoni Eyler metodi deb yuritiladi.

Eyler usulining quyidagicha modifikatsiyasi mavjud.
Avval quyidagi yaqinlashish

y„+y2 = y n+ \ f n= y n+ \  / ( * „ ,  y„)

hisoblanadi, so‘ng

y n+, =  y n + hf n+y2 (17)

formula yordamida xn+i nuqtadagi yechimning taqribiy qiymati topil- 

adi. Bu yerda

=4'■+4 f-a  =f ix-+hr y- +4
(17) ifoda Eyler usulining modifikatsiyasidir.
Eyler-Koshining modifikatsiyalangan metodi quyidagicha aniq- 

lanadi.

Avval y n+i = y n + h f n
hisoblanadi, so‘ng x„,, nuqtadagi yechimning taqribiy qiymati

y n+1 = y n + f n + /«+:) (18)
formula bilan aniqlanadi. Bu yerda

frt-yl f  {p^n+l^yn-\-lf ‘

Agar (1), (2) masalaning taqribiy yechimini = y„ + h f ( x n,y n) 

deb, uni quyidagi

y i a "  =  y k + \ ( f ( x n, y n) + f ( * n+,>yn+\))> * = <u... (19)

iteratsion jarayon bilan berilgan aniqlik miqdorida topilsa, (19) ifoda 
Eyler-Koshining iteratsion metodi deyiladi.
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7.3.4. Runge-Kutta metodi

(1), (2) masalani yechish uchun (5) ni qulayhk uchun indekssiz 
quyidagicha

i
y (x  + h) y(x)+ h l f ( x  + uh ,y (x  + uh))du (20)

o
ko‘rinishda yozib olamiz. j

Bu yerdagi integralni kvadratur formulalar yordamida taqribiy 
hisoblash mumkin emas, chunki integral ostida noma'lum funksiya 
qatnashyapti. Uni quyidagicha hisoblaymiz. Buning uchun uch 
guruhdan iborat

a 2,a 3,.. . , a r ; (a )

P2 1 ?

P31’ P32’
(P)

Prl’Pr2 ’ ’ ■ 'jPjt-I

Pu P l ’ ■ -» Pr { P )

hozircha noma'lum parametrlami kiritamiz va bular yordamida 
(20)dagi integralni kvadratur summaga o'xshash chekli summaga 
almashtiramiz:

y(x  + h ) - y ( x ) =  Ks (21)
1=1

bu yerda

K x = h f ( x , y ) ,

K 2 = h f ( x + a 2h ,y  + $ n K x),

K 3 = h f ( x  + a . h , y  + $3lK i+ $ 22K 2),

K r = h f ( x  + a r h ,y  + p rl K t + $r2K 2 + - ■ + P„-i*r-i)-
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Agar ( a )  v a (P )  guruh parametrlar tanlangan bo‘lsa, K x,K 2, . . . ,K r 

miqdorlar ketma-ket hisoblanadi.
(21) taqribiy tenglikning xatoligi

<Pr(*) = A y ~ i P i K i 
1=1

bo‘lsin. (1) ning o‘ng tomoni yetarhcha silliq bo‘lsa, u holda (pr(h) 

funksiya ham yetarlicha tartibgacha uzluksiz hosilalarga ega bo‘ladi. 
Demak, quyidagi Makloren formulasini yoza olamiz:

S IjJ 7 $+1 o<e<i. (22)
j=0 J m

Agar (a), (P), (p) guruh parametrlarini tanlash evaziga

(p^(0) = 0, y = 0,l,...,5 va <p(/ +1)(0 )* 0  bo ‘lishini ta’minlasak, (21)

formulaning xatoligi
r,$+l

m (h) = - — cp(rs+1)(0/j) 
TrV ’ (j+l)!Tr ’

ko‘rinishda bo‘lib, uning qadami h ga nisbatan tartibi 5+1 ga teng. 
Odatda, s ni Runge-Kutta metodining aniqlik darajasi deyiladi. 
Noma’lum (a), (p), (p) guruh elementlarini quyidagi talablardan 
topamiz. (21) ning chap va o‘ng tomonini h ning darajalari bo‘yicha 
yoyilmasida ixtiyoriy f ( x , y )  va h uchun imkoni boricha h ning 

yuqori darajasigacha hadlar bir xil bo‘lishini talab etamiz.
Boshqacha aytganda,

<Pr (h)=y(x + h) - y ( x )  -  i p t K f h )i=1
funksiya

cpr (0) = tp^ (0) = • • • = <p(l) (0) = 0, cp(i+1) (0) *  0

xossalarga ega bo‘lib, (a), (P), (p) gumh elementlari shunday 
tanlanishi kerakki, ixtiyoriy h va f ( x , y )  uchun s mumkin qadar katta 

bo‘lsin. .
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Umumiy holda (a), (P), (p) guruh parametrlarni aniqlaydigan 
tenglamalar sistemasini yozish ancha murakkab bo‘lganligi uchun 
Runge-Kutta metodi bilan bir qadamli qoidalaming r ning to ‘rtta 
qiymatidagisini topish masalasini ko‘ramiz. 

r - 1  bo‘lsin, unda (21)
y (x  + h ) - y ( x )  = p xh f ( x , y )

ko‘rinishda bo‘ladi. Bundan

<Pi (h) = y (x  + h)~ y(x) -  Pl h f ( x ,  y )  

ekanligini ko‘ramiz. Bundan hosilalar olamiz

<p',(h) = y '(x  + h ) ~ Pl f ( x , y ) .

V\(h) = }f(x + h ) .

cp"(0) = y"(x) miqdor Pl parametrga bog‘liq emas va Pl ni tanlash 

hisobiga nolga aylanmaydi. (p/(0) = y ' ( x ) -  Pl f ( x , y )  = (1 - P]) f ( x , y )  

miqdor ixtiyoriy f ( x , y )  uchun P] = 1 bo'lganda nolga teng bo‘ladi. 

Demak, (21) r  = 1 da Px = 1 bo ‘lsa

y (x  + h) -  y(x) = P] h f ( x ,  y ) 

ko‘rinishda bo iib , uning xatoligi esa (22) ga asosan

% ( h ) =  y<Pl(eA) = y / ( * + e A ) ,  O<0<1

boiadi. Birinchi tartibli Runge-Kutta metodi Eyler metodi bilan 
ustma-ust tushar ekan.

Endi r = 2 bo isin . (21) formula

y(x+ h)-y (x)= PlKx + p2 K2 = hP]f ( x ,y )  + hp2f  (x + a2h,y+fi2if (x ,y ) )  

ko‘rinishda boiadi.

p , , p 2, a 2,P 21 parametrlami aniqlash uchun y (x  + h ) - y ( x )  va 

Pl Kx + Pl K2 lami h ning darajalari bo‘yicha yoyilmasini topamiz:
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y(x  + h)~ y (x )= ~ y (x )  + + ~ y m(x) + o(h4) =

2 “  3 ■" (23)
= h f + ^ ( f x ^ f - f y ) + ^ f ^ 2 f - f v + f y( f x + f - f y))+o(h4) 

p xK x + p 2K 2 = h p J ( x ,y )  + hp2f { x  + a 2h ,y  + $2Xh f (x ,y f )  =

= KPi  + P i ) + K p 2 ( a  J x + P2Xf -  f y ) + (24)

+ y /> 2 (<*!/„ + 2 a 2p21/ -  / „  + p2, / 2 • / w ) + o(h4).

(23) va (24) yoyilmalarda ixtiyoriy f ( x , y )  uchun hadlar h ning 

iloji boricha yuqori darajalarigacha ustma-ust tushsin, deb talab 

qilamiz. Bu ikki yoyilmani taqqoslasak, p x, p 2, a 2, P21 lami topish 

uchun quyidagiga ega boiam iz:

¥  ■■ P\ + P2 = \,

h fx  '■ ^ >

h2f - f y : f tP 2i = y

Yuqoridagi (23), (24) yoyilmalaming ko‘rimshidan m aium ki, 

r = 2 da kiritilgan p x, p 2, a 2, P21 parametrlami tanlash evaziga

ixtiyoriy f ( x , y )  uchun h3 li hadlaming bir xil bo‘lmasligini ko ‘rish 

mumkin. Demak, yuqoridagi p x, p 2, a 2, p 21 larga bog‘liq uchta 

tenglamadan p 2 *  0 deb

P\ = \ -  p 2, u 2 = $ 2l = ^

lami aniqlaymiz. Odatda, p 2 ni shunday tanlanadiki, hosil bo‘ladigan 

formula hisoblashlarda qulaylikka ega bo‘lishi kerak.

Misol uchun Pi=~^ bo‘lsin, unda p x = ^ ,  a 2 = P 21 = 1 bo‘ladi va 

quyidagi ikkinchi tartibli
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y (x  + h) = y (x ) + 1  ( f ( x ,  y )  + f ( x  + h , y  + K x)) 

formula hosil bo‘ladi.

Agar p 2 =1 desak, unda = 0, a 2 = P2, =  j  bo‘ladi va

y (x  + h) = y(x) + h f ^ x  + 1 , y  + 1  f ( x , y )  j

ikkinchi tartibli hisoblash formulasiga ega bo‘lamiz.
r = 3 bo‘lganda kiritilgan a 2, a 3,/>], P2I,P3I,P32 parametrlar

uchun bajarilishi kerak bo'lgan shartlami keltirish bilan chega- 
ralanamiz, chunki (23) va (24) tipidagi yoyilmalar r = 3 da bundan 
ham katta ko'rinishda bo‘ladi. Ular quyidagicha

Pi + Pi + Pi = 1 >
1

p 2a 2 + p 3a 3 = - ,

Pi a 2 + Pi®-'s
£
3 ’

P2a 2p32 — 6 •

P31 P32 ~ a 3> 

P21 = a 2
ko‘rinishga ega. Bu tenglamalar sistemasini yechimlaridan 
quyidagilar:

a 1
2 ~ r a 3 P 2 I — P 31 ~  ^ 32 _

1 2 l
A  = g> P2 = y  P3 = £-

biri

Bu parametrlar bilan aniqlangan uchinchi tartibli Runge-Kutta 
metodi

y(x  + h) = y(x) + \ { K \  + 4K2 + K 3) 

ko‘rinishda bo‘lib, bu yerda

172www.ziyouz.com kutubxonasi



Ky = hf{x, y), K 2 = h f [ x  + ^ , y  + ^ K x\,

K 3 = h f ( x + h ,  y - K ^  + lK ^) .

Bundan boshqa yana bir formulani keltiramiz: 

y (x  + h) = y (x)  + ±(K , + 3K3)

K x = h f(x ,y ) ,  K 2 = h f [ x  + ^ , y  + ^ K x\,

K , = h f [ x  + \ h , y  + \ K 2 \.

Endi r = 4 bo‘lganda eng ko‘p ishlatiladigan to ‘rtinchi tartibli 
metodni keltiramiz:

y (x + h )  = y(x) + ^(A:, + 2 K 2 + 2K3 + K 4),

bu yerda

K x = h f(x ,y ) ,  K2 = h f [ x  + ~ , y  + j K x\,

K 3 = h f [ x + \ , y  + \ K 2}, K 4 = h f ( x  + h ,y  + K 3).

Yuqorida chiqarilgan birinchi, ikkinchi, uchinchi va to ‘rtinchi 
tartibli metodlami birinchi tartibh differensial tenglamalar sistemasi 
uchun Koshi masalasini taqribiy yechishda qo‘llash mumkin. 
Masalan, quyidagi Koshi masalasi berilgan bo‘lsin: 

y'i = f i ( x ,y v y z, - - ; y n)>

J , ( * o )  =  ^ 0 >  ‘ =  1’ 2 ........ n

r = 1 da hisoblash jarayoni quyidagicha amalga oshiriladi: 
y, (x +h) = y t (x) + h f  (x, y 3, y 2 = 1,2,..., n .

r = 2 da esa formulalar

y t (x+ h)  = y, (x) + y  ( K n + K a  ),

Kii = ¥ ( x , y i , y 2,—,y K),
Ki2 =h f(x+  h?y\ + K u ,y 2 + K 2l, . . . , y n + K ni), i — l,2,...,n 

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
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Runge-Kutta metodi bilan qurilgan metodlarda yechimning bitta 
nuqtadagi qiymati ishtirok etishi bois ular bir qadamli metodlar 
deyiladi.

7.3.5. Runge-Kutta metodi xatoligining bosh hadi va uni 
baholashda Runge qoidasi

Tartibi S  ga teng Runge-Kutta metodi bilan Koshi masalasini 
yechishda har bir qadamdagi xatolik miqdori

<1

ga teng bo‘lib, tartibi h edi. Agar differensial tenglamaning o‘ng 
tomoni ancha murakkab boTsa, bu xatolikni baholash amaliyotda 
ancha qiyinchiliklami tug‘diradi. Metodning jam i xatoligi tartibi esa 
h s ga teng boTadi [8], ya’ni

y(x„ )= y„+ p(xn) h s + o (h s+l). ( i)

Agar p (x n)+0  boTsa, yetarlicha kichik h uchun p (xn) h s miqdor
metod xatoligiga ancha yaxshi yaqinlashgan boTadi. Bu miqdor, 
odatda, xatolikning bosh hadi deb ataladi. Xatolikning bosh hadi 
xatolikni toTiq xarakterlamaydi, lekin uning miqdori metod xatoligi 
miqdorini yaxshi tasavvur etishga imkon beradi.

(1) formula yordamida xatolikning bosh hadini aposterior baholash 
qoidasi mavjud, uni Runge qoidasi deb ataladi.

Faraz qilaylik, [ x 0,X j oraliqning £, nuqtasida tartibi S  ga teng

metod bilan h = h , va h = h 2 qadamlarda yechimning y^ va y^

taqribiy qiymatlari topilgan boTsin.
Agar h , va h 2 yetarlicha kichik boTsa, unda (1) ga asosan

y(£> )-yhi =p(£,)h U

y ( ^ ) - y h2 =p(z>)h l
taqribiy tengliklarning xatoliklari ancha kichik boTishligini kutish 
mumkin. Bundan
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(2),  y* - y ^
h l - h f

ligini aniqlaymiz. Demak, hisoblashlami h - h x, h = h 2 qadam bilan £,
nuqtagacha bajarsak, xatolikning bosh hadining taqribiy qiymatlarini
ikkala holda ham aniqlagan hoMamiz:

7 s y \  ~yf>2 7 s
1 ^ 2

Agar bu miqdorlar berilgan aniqlik s dan katta bo‘lsa, quyidagi 
taqribiy tenglik

IpU)|a; yn-y*z
K - K

dan tegishli shartlami bajaradigan qadamni ko‘rsatish mumkin:

h „ w s e hn—hf
yh~yh2

Agar h r = h, h 2 = 2h boMsa, (2) formula

ko‘rinishda boMib, metod xatoLigi uchun

<3)

taqribiy ifodaga ega boMamiz. Bu formula asimptotik xarakterga ega 
boMib, kafolatlangan bahoni bermaydi. Shunga qaramasdan, u  amaliy 
nuqtayi nazardan ko‘pincha yaxshi natijalami beradi.

Shu narsani ta’kidlash lozimki, (3) formulada yaxlitlash xatoligi 
inobatga olinmagan. Shuning uchun, hisoblash jarayonida yaxlitlash 
xatoligi salmoqli boMsa, xatolikning bosh hadini baholashda (3) ni 
qoMlab boMmaydi.

Agar (3) ni quyidagicha

yozsak, (4) ning o‘ng tomoni yechimning aniq qiymati y  ga, y  h va 

y  2h dan ko‘ra ancha yaqinroq boMishligiga umid qilish mumkin.
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Bobga tegishli tayanch so ‘zlar: bir qadamli metod, ko‘p qadamli 
metod, Runge qoidasi.

Savollar va topshiriqlar
1. Koshi masalasini taqribiy yechishning usullari.
2. Ketma-ket yaqinlashish usuli.
3. Datajali qator metodi.
4. Ayirmali usullardan Adams ekstrapolyatsion metodi.
5. Adams interpolyatsion metodi.
6. Birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalar sistemasi uchun 

Adams metodlari.
7. Eyler va Eyler-Koshi usullari.
8. Eyler-Koshining metodi.
9. Runge-Kutta metodi.
10. r= 1, r=2  bo‘lgandagi hisoblash formulalarini chiqaring.
11. r= 3, r=4  bo‘lgandagi hisoblash formuialarini yozing.
12. Xatolikni baholashda Runge qoidasi.

Misol 1.
y ’= x + y ,  (1)

y(0)= l  (2)

Koshi masalasining [ 0;0,4] oraliqda /2=0,1 qadam bilan Eyler usu- 

lida yechimini toping. Taqribiy yechim va aniq yechim orasidagi 
farqni hisoblang. Analitik yechim y (x )= 2 e x - x - 1 .

Yechish. Differensial tenglamaning o ‘ng tomoni / ( x ,y )= x + y ;  

boshlang‘ich maTumotlar: x 0 = 0 , y  0 = 1; 

yechim izlanyotgan [a,Z>] oraliq: a= 0, b= 0,4; 

oraliqningboTinish soni: n=4, h=0,l.
Quyidagi

x M =Xj + 0,l; A y ' ^ O ^ X '  + y; ) ;  y j+1= y ,+ A y ; ( i= 0 ,l ,2 ,3 )  

rekurrent formulalardan foydalanib ketma-ket quyidagilami topamiz:
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1- qadamda (i  = 0): x , = 0 ,l;  y , = l+ 0 ,l (0 + l)= l , l ,

2- qadamda (/' = l): x 2= 0 ,2 ; y  2 =1,1 + 0 ,l (0 ,1+1,l ) = l ,22,

3- qadamda (i = 2); x s=0,3; y 3 =1,22+0,l ( 0,2+1,22)=1,362,
4 -  qadamda (/ = 3); x 4= 0 ,4 ; j 4= l ,362+0,1(0,3+1,362)=1,5282. 

d  . = j  j ( x  ;) - y |  deb belgilaymiz va hisoblasblarimiz natijalarini

jadval ko‘rinisbida keltiramiz:

i X, y< y(*d dt
1 0,1 1,1 1,110342 0,010342
2 0,2 1,22 1,242806 0,022806
3 0,3 1,362 1,399718 0,037718
4 0,4 1,5282 1,583649 0,055449

Misol 2.
y'=x+y

y ( o)=i
(1)
(2)

Koshi masalasini [ 0;0,4] oraliqda h=0,\  qadam bilan Eyler-Koshi 

usuli bilan yeching.
Yechish. x 0 = 0, y 0= 1 deb, Eyler-Koshi metodini indeks i uchun 

quyidagicha yozamiz:
x M =x i+h, y i+)= y ;+ A y r: 0=0,1,2,3),

A j ' f 4 ( * i(1,+ * ? ) ) ,  Kf ^h- fXx^y, ) ,  Kf>=h- f (xi+h, yi+ K ? \

Yechilyotgan masala uchvm
/ = 0 ;  X i = x 0 + /2=0+0 , l ;  X<,l)= / * ( x 0+ y o)=O ,l - ( O+l )= O ,l ;

K f = h ( x 0 + h + y 0+K ^) =O ,\ - (0+0,1+1+0, l)= 0 ,12;

A j '0= j ( A'o,, + ^ i 2,) 4 ( 0 * , + 0*12)=O.H;

y i=y  o+Ay0=1+0d i=idl -
Xuddi shunday hisoblashlarni qolgan qadamlar uchun bajaramiz, 

xatolik d t=\y(x,-)-+,-| va hisoblashlar natijasini quyidagi jadvalda

keltiramiz:
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i x ( K][\ a T , - i y  i y ( X i ) d i

1 0,1 0,1 0,12 0,11 U i 1,110342 0,000342
2 0,2 0,121 0,1431 0,13205 U4205 U42805 0,000756
3 0,3 0,144205 0,168626 0,156415 1,398466 1,399718 0,001252
4 0,4 0,169847 0,196831 0,183339 1,581804 1,583649 0,001845

Topilgan taqribiy yechim xatoligi | y 4- y  (x4 )|«  0,002 dan ortmaydi.

Misol 3. Yuqoridagi misolni to ‘rtinchi tartibli Runge-Kutta usuli 
bilan yeching.

Yechish.

xi+i= x i+ h, K f = h f ( x ity t), K \2)= h f  Xi + ^ y f + ̂ -  L

K )3)= A / | + ̂  |, K ^ = h f { x i +h , y ^ K f ) ,

Ay i= \ ( K f  + 2 K f  + 2 K f +K f ) ,  y M = yi + Ay,  (/= 0 ,1 ,2 ,3 ).

x 0 = 0, y 0=l  deb nitopamiz:

?=0; x ,= x 0+A=0+0,l; A ^ /z /c ^  + y ^ O ^ O + l^ O ,!;

ô2)= |̂xo+̂ +̂ ôl) j=0,1(0+0,05+1+0,05)=0,11;

Ki3) = /z|x0+|/?+y0 + |K<2)j=0,1(0 + 0,05 +1 + 0,055) = 0,1105;

K (04) = h (x0 + h, y 0 + K f )  = 0 ,l(0 +  0,1 + 1 + 0,1105) = 0,12105;

Ay0 =^( K  [,')+ 2Aj2) + 2A$3) + A$4)) = ̂ (0,1+2- 0,11+2- 0,1105+0,12105) =

= 0,110342;

y ,= yo .+  A y 0« 1 +  0,110342 = 1,110342.
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Shunday hisoblashlami keyingi qadamlar uchun ham bajarib 
hisoblash natijalarini esa quyidagi jadvalda keltiramiz:

i X,- *<!> K y t
1 0,1 0,100000 0,110000 0,110500 0,121050 0,110342 1,110342
2 0,2 0,121034 0,132086 0,132638 0,144298 0,132468 1,242805
3 0,3 0,144281 0,156495 0,157105 0,169991 0,156912 1,399717
4 0,4 0,169972 0,183470 0,184145 0,198386 0,183931 1,583648

Topilgan taqribiy yechim xatoligi 0,000001 dan ortmaydi. 
Taqqoslash uchun uchta metod bilan yechilgan bitta masalani 

tugun nuqtalardagi yechimning taqribiy qiymatlarini va aniq 
yechimning qiymatlarini quyidagi jadvalda keltiramiz.

i X, Usullar bo‘yicha topilgan y, qiymati Aniq yechimi 
y^x^=2.£x —x —1Eyler Eyler-

Koshi
Runge-
Kutta

i 0,1 u 1,11 1,110342 1,110342
2 0,2 1,22 1,24205 1,242805 1,242805
3 0,3 1,362 1,398466 1,399717 1,399718
4 0,4 1,5282 1,581804 1,583648 1,583649

M isollar. Koshi masalasini [0 ;lJ oraliqda h= 0,1 qadam bilan 

yechimini Eyler, Eyler-Koshi va Runge-Kutta usullarida toping.
Ne 1. /  = x + y 2,y (0 ) = 0,5. 

Ne3. /  = 2x + y 2, y(0) = 0,3. 

Ne5. /  = 0,2x + / .y (0 )  = 0,l.

Ne 7. y' = x2 + 2y, y(0) = 0,1.

Ne 9. y' = x2+ y2,y(0) = 0,7.

Ne 11. /  = 0,3x + y 2, y(0) = 0,4. 

Ne 13. /  = x + 0,3y2, y(0) = 0,3.

Ne 2. /  = 2x+ 0 ,ly2, y(0) = 0,2. 

Ne 4. /  = x 2 + xy, y(0) = 0,2.

Ne 6. /  = x2 + y, y(0) = 0,4.

Ne 8. y '=xy + y 2, y ( 0) = 0,6.

Ne 10. /  = x2 + 0,2y2, y(0) = 0,2.

Ne 12. /  = 0,lx+0,2y2,y(0) = 0,3. 

Ne 14. /  = 2x2 + xy, y(0) = 0,5.
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JV° 15. y  = 0,lx2+ 2xy,y(0)=0,8.

JV° 17. y  = 3x2+0,lxy, y(0) = 0,2.

JVo 19. y  = x2 + 0,l/,>-(0) = 0,7.

Xo 21. y  = 0,2jc2 + /,> > (0) = 0,8.

JVe 23. y  = xv + 0,l/,y(0) = 0,5. 

JVe25. y  = 0,l^v + 0,3^2, >;(0) = 0,2. 

JVe 27. y  = xy +  0 , 2 y 2, y(0) = 0,7.

JV° 29. y  = 3x + 0, l / , j ( 0) = 0,4

JV° 16. y' = x 1 + 0,2^, >’(0) = 0,6.

JV° 18. y  = jc2 + 3xv,j(0) = 0,3.

JV° 20. /  = 2x2 + 3 y 2, / 0 )  = 0,2. 

JV° 22. y =0,3^+0,1/,j<0)=0,3. 

JV° 24. y  = Q,2xy +  y 2, j(0) = 0,4. 

JV° 26. y  = 0,3;g; + j 2, j ( 0) = 0,6. 

JVe 28. y = 0,lx2 + 2 / , _y(0) = 0,2. 

JV° 30. y  = 0,2jc + 3 /,j(0 )  = 0,2.
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V IIIB O B .  O D D I Y  D I F F E R E N S I A L  T E N G L A M A L A R  
U C H U N  C H E G A R A V I Y  M A S A L A L A R N I  T A Q R I B I Y

Y E C H I S H

8.1 -§. Masalaning qo‘yilishi

Faraz qilaylik, quyidagi n-tartibli oddiy differensial tenglarna
( 1)

berilgan bo‘lsin. Uning y  = y(jc) yechimini \a,b\  oraliqda topish talab 

qilinsin. Bu oraliqda k  ta xt (i = 1,2,...,k) nuqtalar olamiz:

a < x{ < x 2 < Xj < ■ ■ ■ < xk < b .

Yechim y(x)  va uning (n - 1) -tartibgacha hosilalarini 
xt (i = \,2,...,k) nuqtalardagi qiymatlaridan qandaydir qoidaga binoan 
tuzilgan quyidagicha tenglamalar berilgan bo‘lsin:

7 = 1,2,...,«,

va quyidagicha masalani qo'yamiz:
| a,b\ oraliqda (1) tenglamaning (2) shartlami qanoatlantiradigan 

yechimi topilsin.
Bu k  nuqtali masala deyiladi. Agar k  = 1, x t = a bo‘lganda, Koshi 

masalasi kelib chiqadi. Agar k  = 2, x{ = a ,  x2 = b bo‘lsa, bunday 
masala chegaraviy masala deyiladi. Va nihoyat qaralyatgan k  ta 
nuqtalardan m tasi (2 < .m < k)  turli bo‘lsa, u holda (1), (2) m nuqtali 
(yoki ko ‘p  nuqtali) masala deyiladi.

Chegaraviy yoki ko‘p nuqtali (1), (2) masalaning yechimi 
mavjudligi hamda yechimning yagonaligi isbotlangan, deb faraz 
qilamiz.

Agar differensial tenglama va chegaraviy shartlar chiziqli bo‘Lsa, 
(1), (2) masala chiziqli chegaraviy ( k  = 2)  yoki ko‘p nuqtali chiziqli 
(k  > 2) masala deyiladi.
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Differensial tenglama hamda chegaraviy shartlaming kamida 
bittasi nochiziqli bo‘lsa, (1), (2) masala nochiziqli chegaraviy ( k  = 2) 
yoki ko‘p nuqtali nochiziqli (k  > 2)  masala deyiladi.

Chiziqli chegaraviy yoki ko‘p nuqtah masalada differensial teng- 
lama va chegaraviy shartlar biijinsli bo‘lsa, u  holda (1), (2) birjinsli 
chegaraviy yoki ko‘p nuqtali masala deyiladi. (1) yoki (2) ning 
birontasi birjinsli bo‘lmasa, (1), (2) masala birjinsli bo‘lmagan masala 
deyiladi.

Bir jinsli masala trivial ( y ( x ) * 0 )  yechimga ega. Lekin uning 
trivial bo‘lmagan yechimlarini topish ham ko‘p hollarda katta aha- 
miyatga ega. Buning uchun (l)ga yoki (2)ga biron parametr kiritib, 
shu parametrga bog‘liq bo‘lgan notrivial yechim topiladi.

Parametrning bu qiymatlari masalaning xos sonlaridir. Ularga mos 
keladigan yechimlar masalaning xos funksiyalari deyiladi.

8.2-§. Ikkinchi tartibli chiziqli chegaraviy masalani Koshi 
masalasiga keltirish

Faraz qilaylik, \ a,b\ oraliqda

y"(x) + p(x)y '(x )+  q(x)y(x)=  f ( x )  (1)
differensial tenglama berilgan bo ‘lib, uning

a oy(a)+a \ y ( a)= A, |oto| + |ctj| ^  0, 

^ y ( b ) + ^ y ' ( b ) = B ,  |po| + |p ,|* 0 . (2)

chegaraviy shartlami qanoatlantiradigan yechimini topish masalasini 
ko‘ramiz.

Yechimni
y(x) = cu(x)+ z(x)  (3)

ko‘rinishda qidiramiz, bu yerda c -  konstanta, u(x) esa (1) ga mos 
keluvchi

u"(x) + p(x)u'(x)  + q(x)u(x) = 0 (4)
bir jinsli tenglamaning noldan farqli yechimi, z(x)

z"(x) + p (x)z '  (x)+ q(x)z(x)=  f ( x )  (5)
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tenglamaning qandaydir yechimi. (3) bilan aniqlangan 
y(x) = cu(x)+ z(x)  yechim ixtiyoriy c da (1) ni qanoatlantirishiga 
ishonch hosil qilish qiyin emas. Ixtiyoriy c uchun (2) ning birinchisi 
o ‘rinli bo‘lishini talab etamiz, u  holda

c a 0u(a) + a 0z(a)+ c a x u'(a) + a ,  z '(a)=A
bo‘lib, undan

c \ a 0u(a) + a l u '(a j \+ a 0z(a) + a^ z ' ( a ) - A  (6)

hosil bo‘ladi. Bu tenglik ixtiyoriy c larda o ‘rinli bo'lishi uchun 
quyidagi tengliklar bajarilishi kerak:

a 0 u(a) + a j  u'(a) = 0, 

a 0z(a) + a  ,z '(a )= A  
Agar ixtiyoriy c *  0 uchun

u(a) = a x c, u'(a) = - a 0 c (8)

deb olsak, unda (7) ning birinchisi o ‘rinli bo‘ladi, uning ikkinchisining 
o ‘rinli bo‘lishligini ta'minlash uchun a 0 + 0 bo‘lganda

z(a) = — , z'(a) = 0 (9)

va a ,  *  0 bo‘lganda

z ( a )  = 0 , z'(a) = —— ( 1 0 )

deb olish mumkin.
Shunday qilib, u(x) (4) biijinsli tenglamaning (8) shartlarni 

qanoatlantiradigan Koshi masalasining yechimi bo‘lib, z(x)  esa (9) 
yoki (10) shartlami qanoatlantiradigan (5) tenglama uchun Koshi 
masalasining yechimidir. Shu bilan birga y(x) = cu(x)+z(x)  funksiya 
(2) chegaraviy shartni ixtiyoriy c uchun x = a nuqtada qanoatlantiradi. 
Ikkinchi chegaraviy shartni y(x) = cu(x)+z(x)  funksiya qanoat- 
lantirsin desak, undan c ning qiymati kelib chiqadi, ya’ni 

[P0 u(b) +P, u'(b)}c+ p0 z(b) + P, z'(b) =B

bundan
2?-P„z(A)-M(6)

P 0m(A) +  P \u '(b)
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bosilbo iad i. Buyerda P0w(6) + (S^u'(b) + 0 shart bajariladi, deb faraz 
qilinadi.

Shunday qilib (1), (2) chegaraviy masala (4), (8) va (5), (9) (yoki
(10)) Koshi masalasini yechishga keltirildi.

Shuni ta'kidlash lozimki, agar P0 w(/>)+Pj u'(b)± 0 bo isa , (1), (2) 
chegaraviy masala yagona yechimga ega bo iad i, aks holda bu masala 
yo umuman yechimga ega emas, yoki cheksiz ko‘p yechimga ega 
boiadi.

8.3-§. Chekli-ayirmali metod bilan ikkinchi tartibli chegaraviy 
masaiani yechish

Faraz qilaylik, \ a,b\ da quyidagi

U y )  = / 0 ) + p (x )y '  (*)+ q(x)y(x)=  / O )  0 )
«0 / « ) + « ]  y (a ) = A ,  ja0j + |a ,|^ O , (2)

P o J ' ( * ) + P i / ( 6 ) = 5 .  | P o | + | P . h O  (3 )

chegaraviy masala berilgan b o iib , u  yagona yechimga ega boisin . 
\a ,b\  oraliqni h = ( h - a ) / N  qadam bilan teng N  bo iakka bo iib ,

{xi }”_o to r hosil qilamiz:
a =■ jc0 < < x2 < ■ • ■ < xN = b . (4)

i \NEndi (1) ni x.,x2, .. . ,xN̂  nuqtalarda, ya’ni {+,}(_0 to‘ming ichki 

nuqtalarida, (2) va (3) ni mos ravishda x0, xN nuqtalarda qaraymiz. 

(1) da x  = Xj i = \ ,2 , . . . ,N - l  desak,

y"(Xi)+ p ( xi ) y ( xi)+ q(x/)y(Xi)= f ( x t), i = \ , i , . . . , N - \ ,  (5)
hosil bo iad i. Bu yerda / (* ,) ,  / ( * , )  lami y(x)  funksiya qiymatlari 
orqali approksimatsiya qilamiz. Buning uchun xt nuqta atrofida y(x)  
to‘rtinchi tartibli hosilaga ega, deb hisoblaymiz va quyidagi 
yoyilmalami hosil qilamiz:

Mx,.+1) = ^ .  + /i)= M xp+ ^/(x i) + | / ( x , ) + | / ' ( x i) + | / /K'(xj +0/1), (6)
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0 < 0 < 1, 0 < 0j < 1.

Bulardan quyidagilarga ega bo‘lamiz:

- l ^ l t y ^ L = y ' i X j ) + o ( h X  (8)
n

r M -y i* : - , )  =y .{ X i > m , (9)
h

y(xi+\)-y(xi-\) _ y ’(x \+0(h2) . (10)
2 h

Bulaming chap tomoni mos ravishda o ‘ng hosila, chap hosila va 
markaziy hosila deb ataladi. Shunga o‘xshash y  (x;) uchun

(H )

formulani hosil qilish mumkin.

Endi (5)dan (10), (11) larga asosan

X y n H y X - s - i (12)
h“ ln

ni hosil qilamiz, bundan esa

i -  -  \ 2 - h2<i(xi ) \y (x , )+ J ,l + ~^p(xi )y .y(-rl>l) = (13)
= h2f ( x i) + o(h/l), i = l ,2 , . . . ,N - l

ko‘rinishga ega bo‘lgan (5) ning to‘ming ichki nuqtalaridagi 
approksimatsiyasi hosil bo‘ladi.

Shuningdek, (2), (3) chegaraviy shartlaming (8), (9) formulalami 
ishlatib approksimatsiyasini topamiz:

(ao /z -a^ jK x o ) + a , y(x,) = h A  + o{h2), (14)

-P i ^ (^ - i )  —(Pi + /2P0)y(x„) = hB+ o(h2) . (15)

Endi (13), (14), (15) lardagi o(h%) va o(h2) lami tashlab yuborib 
hamda quyidagi belgilashlami kiritib
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Ci = 2 ~h  q(x,), Bi =\ + - p ( x l), y{xt) = y lt

a, hA p, hB
Xi = z ~ z r ’ =71— X 2 = ~ J T ’ M- 2a^-hoiQ Pi+*Po ’ 2  Pi+^PoAa0- a j '

quyidagi tenglamalar sistemasini

7o = Xi 7i +Mu 1

4>Vi - C y,  + B,yM = h 2f i ,  i =

)

(16)

y N -  x.2 yN~\ +M2

hosil qilamiz.
Bu tenglamalar sistemasining matritsasi uch diagonalli. Bunday 

sistemalami yechish uchun odatda haydash usuli qo‘llanadi. (16) ning 
yechimini quyidagi

y i+i = aMyi + bM , i = 0 , l , . . . ,N - l  (17)
ko‘rinishda izlaymiz, bu yerda aM ,bM lar noma'lumlar. (17) dan 
quyidagilarga ega bo‘lamiz:

yi = a,y,-i + b, ,

y i+1 = aM y t + bM = a, aM yt-i+aM bt+bM .
Bu ifodalami (16) ga qo‘ysak,

[ 4  -  ", (C., -  B,aM ) ] y M + [6,.(B,aM -C ])  + B,bM -  hl f {]  -  0 

hosil bo‘ladi. Agar

a, = 4 __  f j  =  B' bM  h2f j  J 2
D  „  » ui n  D -  ’  * * > * ' v > - ' v  1c r Biat*t Ci ~ Bi a M

bo‘lsa, yuqoridagi tenglik o ‘rinli bo‘ladi. aN va bN lami esa (16) ning
oxirgi tenglamasidan va (17) da i = N - 1  bo‘lganda topamiz:

aN=Xi,  bN = B2-
(16) ning birinchisi va (17) da / = 0 desak

.. _  xA+Vi yo - ......l-Xi a\

hosil bo‘ladi.
Shunday qilib, (16) tenglamalar sistemasini haydash usuli bilan 

yechish algoritmini hosil qildik:
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4  u _  A A n-^y; 1
CrB,a , > ’

aN ~ X 2’ >̂n = V-2, } (l^ )

y » 1  =  O i + i ^ , - + * > + i .  / = o , i , . . . , j v - i

y ° / ( l -X  i«i) j

Bu algoritm bo‘yicha y, lar chegaraning chap nuqtasidan boshlab 
ketma-ket topiladi, shuning uchun (18) formulalar chapdan haydash 
formulalari deyiladi. Xuddi shuningdek, o‘ngdan haydash formu- 
lalarini chiqarish mumkin:

? = _ _ 4__„ _ r \A ~hlfi
’ i+1 C ^ A ,  ’ " +' C - ti, 4  ’

5 i = X p  n i  = M - i ,

X- = SwXi+i + Hi+i, i = 0 ,l,...,iV -1

Agar a (. koeffitsiyentlar moduli bo‘yicha birdan kichik bo‘lsa, u 
holda (18) haydovchi formulalar turg ‘un deyiladi.

Quyidagi teorema o‘rinlidir.
Teorem a. Agar

1

}> (19)

J

4  > 0, Bt > 0, C, > 4  + B', i = l,2 ,...,iV -l;

o < X p  x2 < 1
shartlar bajarilsa, u holda haydashni bajarish mumkin va u turg‘un bo‘ladi.

Isboti. Haqiqatan ham, 0 < aN = i 2 < 1 ekanhgi teorema shartidan 
kelib chiqadi. Faraz qilaylik, 0 < al+1 < 1 bo‘lsin, u holda

0 < a, = 4-
( c - 4 - 4 ) + 4 + ( i - a i+1)4

<1

bo‘ladi, chunki maxraj suratdan katta. Demak, i = 1,2,...,7V — 1 uchun 
0 < at < 1. Endi 0 < < 1 shart 0 < at < 1 bilan birgalikda y 0 ni
aniqlaydigan formulada maxraj noldan farqligini ta'minlaydi.
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8.4-§. Taqribiy ana lidk  m etodlar

Ba’zi bir tatbiqiy masalalami yechishda to ‘r usulini emas, balki 
yechimni, taqribiy boTsada, analitik ko‘rinishda topish talab etiladi. 
Bunday hollarda yechimning aniqligi darajasi yuqori bo‘lishligi talab 
qilinmaydi, ammo aniq yechim o'rniga shunday funksiyani qurish 
talab etiladiki, u chegaraviy shartlami qanoatlantirishi kerak hamda 
differensial tenglamaga bogTiq boTgan qandaydir munosabatlaming 
bajarilishini talab etadi. Yuqoridagi talablarga javob bemvchi fiinksiya 
taqribiy ravishda differensial tenglamani ham qanoatlantiradi. Bu 
munosabatlami hosil qilishda qo‘yiladigan talablarga qarab turli 
metodlar hosil boTadi.

8.4.1. Kollokatsiya m etodi

Faraz qilaylik, quyidagi
L(y)  / (x) + p (x )y  (x) + q(x)y(x)  = f ( x )  (1)

le(y) = ^o y (a )+ a . iy \a )= A ,  |a 0| + | a , | * 0 3 (2)

h ( y )  = Po kW+P, A b ) =  B, |p0| + |p,|  ̂0. (3)
chegaraviy masala berilgan boTsin. Bu masalaning taqribiy yechimini

n

y„ ( /= < p 0 (*) + Z  ckVk W  (4)
k=l

ko‘rinishda izlaymiz, bu yerda tyk(x) (k  = 0,1,...,«) -  maTum 
funksiyalar boTib, ular hozircha

U<Po) = 4  '4(<Po) = S, lat ot ) = lbto t )  = 0 ,k  = l2 ,. . . ,n  
shartlami qanoatlantirishi talab qilinadi. U holda ixtiyoriy 
ct ( k  = l,2,...,n) lar uchun y n(x) (2), (3) chegaraviy shartlami 
qanoatlantiradi, ammo u differensial tenglamani qanoatlantirmasligi 
mumkin, ya’ni

L( yn) ^ f ( x ) .

y„(x) (l)n ing aniq yechimi y(x)  bilan aynan bir xil boTgan hol 

bundan istisno. L (y n) = f ( x )  tenglikni \a ,b \  ga tegishli turli
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jc,,x2,...,jcn nuqtalarda bajarilishini talab qilsak, nom a'lum  
ck (k  = 1,2,...,«) parametrlami topishuchun

f l ckL((pk(xi)) = / ( x ^ - L ^ i x ^ ) ,  i = l,2,...,/i (5)
k =1

ko‘rinishga ega chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini hosil 
qilamiz. Bu tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega bo ‘lishi 
uchim (x) ( k  = 1,2,...,«) lar quyidagi shartlami qanoatlantirishi 
kerak:

1) bu funksiyalar chiziqli bog‘liqsiz bo‘lishi kerak;
2) p(x), q(x), f  (x) funksiyalar [a ,b | da uzluksiz bo‘lsa,

cpj(x)e C2[a ,6 | bo‘lishi kerak;

3) (PfcOO (k  = 1,2,...,«) funksiyalar yordamida hosil qilingan 

sistema L(<pk(xf) (k  = l,2,...,n) ixtiyoriy va turli x, ( /=  1,2,...,«) 

nuqtalar uchun Chebishev sistemasini tashkil qilishi kerak.
T a ’rif. Agar [a,b\ ga tegishli va turli x t (i = 1,2,...,«) nuqtalar 

uchun
(Pl(Xi) cp^Xj)

(p,(x2) (p2(x2)
<p«(*l)

9 B(*2) * 0

<Pi(*J <P2 (■*■») ••• <P„(*J
bo‘lsa, (pt (x) (k  = 1,2,..,,«) funksiyalar sistemasi [ a,b\ da Chebishev 

sistemasini tashkil etadi deyiladi.
Endi (5) ni yechib, noma’lum parametr ck (k  = 1,2,...,«) lami 

topamiz va (l)-(3 ) chegaraviy masala yechimini
n

4=1

ko‘rinishda topgan bo‘lamiz.
Shuni eslatib o‘tamizki, bu metoddagi

L(yA*))\x x = 1 ((p0W )L=;r + 5>*£(tP*to)IX-Xj >X=X,
i = l,2,...,«
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shartlaming bajarilishi L ( y n(x)) ning L(q>k(x )) funksiyalar sistemasi 

bo‘yicha xt (i  = 1,2,...,«) nuqtalarda interpolyatsiyalanishini angla- 

tadi. Bunday interpolyatsiyalash mumkin va yagona boiishlig i uchun 
| a , 6 | d a  L(tyk(x))  funksiyalar sistemasi Chebishev sistemasidan 

iborat boiishlig i kerak.

8.4.2. Kichik kvadratlar metodi

Faraz qilaylik, H  -  haqiqiy Gilbert fazosi bo isin . H  da zich D(A)  
to‘plamda aniqlangan, qiymatlari H  ga tegishli chiziqli operatomi A 
deb belgilaylik va

Ay = f  (1)
tenglamani ko‘raylik. Bu yerda f e H v a yechim y e  D(A). (1) teng- 
lama yechimga ega b o isin  deylik.

(1) tenglamaga quyidagi

J( y )  = \ \ A y - f f  (2)
funksionalni mos qo‘yamiz va (1) ni yechish masalasini shu funk- 
sionalni D(A)  da minimumga erishtiruvchi elementni aniqlash 
masalasiga almashtiramiz, ya’ni

m jn  J ( y ) = J ( y )  =  0 .

Bu tenglamadan ayonki, y  Ay = f  tenglamaning yechimi bo‘ladi. 
Ay = f  tenglamani yechish o‘miga (2) funksionalning minimurnini 
topishga asoslanib, Ay = f  tenglamani yechish metodi kichik 
kvadratlar metodi deyiladi.

J ( y )  funksionalni quyidagicha minimumga erishtiramiz. D(A) ga 

tegishli chiziqli erkli {cp̂  (jc)} funksiyalar sistemasini tanlaymiz va (1) 

tenglamaning yechimiga «-yaqinlashishni
n

(3)
k =1

ko'rinishda izlaymiz. Noma’lum ct (k = 1,2,...,«) koeffitsiyentlar
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J ( y n) = \ Ay , - f f
funksional minimumga erishsin deb topiladi.

Biz quyidagi
L(y)  = / ( x )  + p (x)y '(x )+  q(x)y(x)=  f ( x )  (4)

L ( y ) = a oy(a)+ a iy'(a) = A ’ la o|+la i h ° 5 

h i y > % m + M V ) = B ,  !Po|+|Piko 

chiziqli chegaraviy masalani kichik kvadratlar metodi bilan yechish 
sxemasini keltiraxniz.

Quyidagi shartlami qanoatlantiruvchi tyk(x) ( k  = \,2,....,n) funk- 

siyalar sistemasini qaraymiz:

1- <P*(*)e C2[a,b]. ;

2 -  /a(<Po) = ^» /i(9o) = -®» la(qk) = Ib(<pk) = 0 ,k  = l,2,...,n. ■.

3. Ixtiyoriy chekli n uchun {cp^Cx)}”^  funksiyalar sistemasi chiziqli 

erkli.
4. <pk( x ) ( k  = \,2,...,n) C2[a,Zi] d a to ‘liq b o ‘lsin.

(4), (5) chegaraviy masalaning taqribiy yechimini (3) ko‘rinishda 
izlaymiz. (3) funksiya (5) chegaraviy shartlami ixtiyoriy n va 
cx,c2,. . . ,cn lar uchun qanoatlantiradi. cx,c2,.. . ,cn lami shunday 
tanlaylikki,

...............
minimal qiymatga ega bo‘lsin.

Ma'lumki,

\L{yn) - f t = ( L{yn)~ f  A y * ) ~  f ) =
-\2

= 1
.. T

Z ' (9 o )+ E c * M q > * W )- / (x ) | j  dx = j ( c x,c2,...,c„).

Bundan c; (/ = 1,2,...,«) lar bo‘yicha birinchi tartibli xususiy hosi- 
laiar olib nolga tenglaymiz va hosil b o ‘lgan chiziqli algebraik teng- 
lamalami hosil qilamiz:
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a /
dct

2 j  Z ( 9 0( x ) ) + f  c t Z,(cpi ( x ) ) - / ( x ) | | z ( 9 i (jc))c6r =  0,

1 = 1,2,...,».
Buni quyidagicha yozamiz:

Z A k ck = - Bi’ i = l,2,...,n (6)
t=i

bu yerda

4 *  =  4  =  W < P * W ) ^ ( 9 ,■ ( * ) ) * .  Bi =  j [ ( £ ( < P o ( * ) ) - / t o ) -  Z,(cp,(x))]c&,
a a

/, /c = 1,2,...,«.

(6) tenglamalar sistemasining matritsasi {Z.(cpt (x))}^  ̂ funksiyalar 

sistemasi uchun tuzilgan Graxn matritsasidir.
(6) tenglamalar sistemasining yechimga ega bo‘lishi faqat |cpt (x)} 

funksiyalar sistemasining xususiyatlariga bog‘liq bo‘lmay, qarala- 
yotgan chegaraviy masalaga ham bog‘liq ho‘ladi, xususan,

L(y) = 0, y(a) = 0, y(b) = 0 (7)
bir jinsli chegaraviy masala faqat trivial yechimga ega bo‘lishi kerak.

Quyidagi teorema o‘rinli.
Teorem a. Agar (7) chegaraviy masala faqat nol yechimga ega 

bo‘lsa, u holda (6) chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining 
matritsasi maxsusmas bo‘lib, (6) yagona yechimga ega.

8 .43. G alerkin metodi

Bu metodda ham kichik kvadratlar metodidagi (4), (5) chegaraviy 
masalani yechishdagi {cpt (x)} funksiyalar sistemasiga bog‘liq shartlar 
o ‘rinli deb hisoblanadi. (3) ko‘rinishdagi taqribiy yechimning 
cv c2,. . . ,cn parametrlari bu metoddaquyidagi shartlardan topiladi: 

{L(y.(x))-f(x) > <Pi(x)) = b, 1 = 1,2,...,«.
Buni quyidagicha yozamiz:

E C*(M 9*M ) , 9 ,W )  = ( / W - - t ( 9 o W ) » 9 i W ) »  / = 1,2,...,»k~\
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Bu chiziqli algebraik tengiamalar sistemasini yechib noma’lum 
parametrlami aniqlaymiz va (4), (5) chegaraviy masalaning taqribiy 
yechimini

n
K ,0 )  = lG-<P*M*=1

ko‘rinishda aniqlagan bo‘lamiz.

Bobga tegishli tayanch so ‘zlar: k  nuqtali masala, chegaraviy ma- 
sala, ayirmali metod, haydash usuh, turg‘unlik, taqribiy analitik 
metodlar.

Savollar va topshiriqlar
1. Chegaraviy masala tushunchasi va ularning turlari.
2. Ikkinchi tartibli chiziqli chegaraviy masalani Koshi masalasiga 

keltirish.
3. Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalami to‘r sohadagi approlc- 

simatsiyalari. Approksimatsiya tartibi.
4. Chekli -  ayirmali metod bilan ikkinchi tartibli chegaraviy masa- 

lani vechish.
5. Haydash usuli algoritmini hosil qiling.
6. 0 ‘ng va chap haydash usullarini tushuntiring.
7. Haydash usulining turg‘unlik tushunchasi.
8. Kollokatsiya metodi.
9. Kichik kvadratlar metodi.
10. Galerkin metodi.

Misol 1.
y" -  2xy' - 2 y  = - 4 x ;

X 0 ) - / ( 0 )  = 0;

'1  'j
-  =1,7840.

.2

A n iq y e c h im :  y { x )  =  x  +  ex
2
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Yechish. h = 0,1 bo‘lsin. Bu yerda p(x)  = - 2 x , q(x) = 2, 
f ( x )  = - 4 x ,  a 0 = 1 , a ,  = - l ,  ^  = 0, P, = 0, B = 1,7840.

Tenglamani xt i = 1,2,3,4 nuqtalarda, ya’ni to‘ming ichki 
nuqtalarida, chegaraviy shartlaming esa chegaraviy nuqtalarda 
approksimatsiyasini yozamiz va quyidagi

J o  =  + B i >
A,.v,-| - c,y, + Byi+1 = h2f ,  i = 1,2,3,4, (1)

sistemani hosil qilamiz, bu yerda

A i = l - f ;K * ,- )  = l - - y ( - 2 * i) = l+ 0 ,lx i., 

B,- = 1 + ~^p{xi) = 1 + y  ( - 2 X, ) = 1 -  0,1*,,

q  = 2 -  /?2? (x;.) = 2 -  0,01- ( -2 )  = 2,02,

0,1,

(2)

X i  =
n___ -1

aj -ha0 -1-0, H 1,1
1

“  1 1 » l1!
hA _ kO _ fl

ha0-o. j 1+1

y 2 = — — —  =  — = 0 ,  p 2 =  hB =  ■° ’1' 1,7840 =  1 7R40
' ‘2 Pj+ZiPo 0+h-l ’ r2  /iPo+pj 0+0,11 ’ ’

h 2f  =  0 , 0 1 - ( - 4 x i )  = - 0 , 0 4 * : . ,  1 = 1 ,2 ,3 ,4 .
(l)n i (2)ni e ’tiborga olib, haydash usulini qo‘llab yechamiz. Uning 

yechimini y M  = a M y t + hM , i = 0,1,2,3,4 ko ‘rinishda izlaymiz.
Haydash koeffitsiyentlari esa

« ,= 7 ^ + — . 1.2.3,4
c r Hiai+i c r BiaM

(3)

formulalar bilan aniqlanadi. a5 va b5 lar esa y 5 = x 2y4 + p 2 va 

y5 = a 5y 4 + b5 lardan topiladi. Ular a 5 = x 2 = 0, b5 = p 2 = 1,7840.

Endi (3) formula yordamida ketma-ket aA,b4, lami
hisoblaymiz:

Aj, 1 + 0 , 1 - 0 , 4 1,04
C4-ZJ4u5 _  2,02-(l-0,04) • 0 ~  2,02

A2__  . 1+ 0,1 - 0,3

= 0,51485, 

1,03
C3-S 3fl4 2 ,02-(l-0 ,l-0,3)-0,51485 1,52070

0,67732,

U4 ~
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a2 A2
C2—B2a2

4
C.x—Bxa2

1+0,1-0,2
T,02-(1-0,1- 0,2)- 0,67732

______ 1+0,1- 0,1______
2,02-0-0,1-0,1)-0,75147 "

1,02
1,357223

1,01

- = 0,75147,

1,27904
= 0,78964,

_  B f b s - t f f ,  _  Q-0,1- 0,4)-1,7840+0,01- 4- 0,4 _  g55?6
4 C4-B«as 2,02 ’

B2b4-h 2f 2 _  0-0,1- 0,3)- 0,85576+0,01- 4- 0,2 
C3-B 3a4~ ~  1,52070

0,55369,

bi =
B2-b3-h 2f 2 _  0-0,1- 0,2)- 0,55369+0,01- 4- 0,2 

C2-B 2a3 ~  1,35723
0,40422,

, _  Bxb2-h 2f  _  Q-0,1- 0,1)- 0,40422+0,01- 4- 0,1 _  Q g 16QQ 
” Cx-B xa2 1,27904 ’

(l)ning birinchi ifodasidan va y x = axy 0 + bx dan y 0 = 1,10199 
ekanligi kelib chiqadi. Endi y x, y 2, y 3, y 4 lami va (1) ning oxirgisi 
ifodasidan y 5 ni aniqlaymiz. Ulami keltiramiz: 

y x =1,18617; y 2 =1,27548; y3 =1,33283; y 4 =1,54196; =1,7840.

Misol 2.
y ” (x) + 2xy'(x) -  2y{x)  = 2,

y c o ) = - 2 ,
y(l) + / ( l )  = 0

chegaraviy masalani « = 2 da kollokatsiya metodi bilan yeching. 
Yechish. cp0(x) ni cp0(x) ~ b  + cx ko‘rinishda izlaymiz:

q>00 0  = c, cp'o(0) = -2  => c = -2 .

cp'0 (1) + cp'o(l) = 0 => b + c + c = 0 => b = 4.

Demak, cp0(x) = 4 -2 x . cp*(x) (k = 1,2,...,) funksiyalar

q>'t (0) = o | 

q>*a) + cp't (l) =  oJ

shartlami qanoatlantirishi kerak.
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cpt (x) = bk + xk*' desak, bk koeffitsiyentni ikkinchi tenglamadan 
topamiz:

1 + bk +(A: + 1) = 0=> bk = - ( k  + 2), (pk (x) = xk+1 -  (k + 2). 

Yechimni y2(x) = 4 -  2x+ q (x2 - 3 ) + c2(jc3 - 4 )  ko‘rinishda izlaymiz. 

Uf?o(x))* L(<p{(*)), i(<p2(x)) lamihisoblab, R(x,c,,c2) nitopamiz: 

<Po(*) =  4 ~ 2 x ,  cp'oW  =  - 2 > t p o ^ )  =  °=.

£(<Po (x)) = <Po (x) + 2x<Po (x) -  2cp0 (*) = - 4 x -  8 + 4x = - 8 ,  

cPi(x) = x2 — 3, <p[(x) = 2x, cp"(x)=2,

L(cp, (x)) = cp*(x) | +2jkp'1(jc) -  2cpj (x) = 2 + 2jc- 2x - 2 ( x2 -  3) = 2jc2 + 8, 

<p2(x) = x 3- 4 ,  cp'2(x) = 3jc2, cp2(x) = 6x,

L(<p2 (x))= cp' (x)+ 2xcp2 (x) -  2cp2 (x)= 6x + 2x ■ 3x2 -  2x3 + 8 = 4x3 + 6x + 8, 

R(x, c,,c2) = L(cp0 (x)) -  f ( x )  + CjZ(cp, (x)) + c2Z(cp2(x)).
1 3Kollokatsiya nuqtalarini xx = —, x2 = -  deb olaylik, u holda 

quyidagilar hosil boiadi:
^(<Po(xi)) = -8 , X(cp0(x2)) = -8 , / ( x , )  = / ( x 2) = 2,

i ( * P , ( x i ) )  =  2 -  8  =  8 ^ ,

L( c p / x ^ ^ - ^  + S ^ ^ ,

L(cp2(xi)) = 4 — + 6 - -  + 8 = 14 —  .VH2V 64 4 16
Natijada

65 153 in
---- C, H---------C , = 10)'
8 1 16 2 i
73 .—C| "1—r~rC2 — ^227

16

1

tenglamalar sistemasiga ega boiamiz, bundan c, =1,6510, c2 = -0,3570 
ekanligini aniqlaymiz va taqribiy analitik yechim

y 2 (x) = 4 -  2x +1,6510(x2 -  3) -  0,3 570(x3 -  4) 
ko‘rinishda topilgan boiadi.
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Misol 3.
L(y) = y"(x) + 2 xy'(x) -  2 y(x) = 2, 

l0(y) = y'(O) = -2 ,

ii(y)= vO)+/(!) = o
chegaraviy masalani n = 2 da kichik kvadratlar usuli bilan yeching.

Yechish. Kollokatsiya metodi bilan bu masalani yechganimizda 
cp0(jc), (Pj(jc), cp2(jc) lar aniqlangan edi, shuningdek, L(cp0(x)), I(cp,(x)), 
Z(cp2 (x)) lar ham hisoblangandi.

Ulardan foydalanib, (6) sistemaning koeffitsiyentlarini hisoblaymiz:
i l i

A,, = ]L1 (cpj (x))dx = {(2x2 + 8)2dx=  j(4x4 + 32x2 + 64)dx =
0 0 0

4 32 ^= -  + —  +64 =
5 3

1132
" i T ’

i
A,2 = Aii = |(2x2 + 8)(4x3 + 6x + 8) dx = 

o 
i

= J(8x5 + 16jc3 + 16x2 + 32x3 + 48x + 6Y)dx =
o
8 48 16 48 320

: -  +  —  +  — +  —  + 6 4  =  ;
6 4 3 2 3

i i
A12 = J(4x3 + 6x + 8)c£c=J(16xfi + 36x2 + 6 4 + 48x4 + 64x3 + 96x)dx =

o o
16 36

_ 7 + 3
+ 64 + 48 64---- 1------1-

5 4
96
2

5316. 
35 ’

i l
B, = J (L(cp0 (x)) -  2)L(cpj (x))dx = J (-8  -  2)(2x2 + 8 )dx = 

0 0

= -10 -260

1 1
B2 = J(L(cp0(x))-2)Z,(cp2(x))c/x= J(-10)(4x3 + 6x + 8 )dx =

0 0
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Endi (6) tenglamalar sistemasini yozamiz:

1132 320 260]____ /> A_____— ______ 11
1 5

320

c, + T l
c, + ^ c ,  = 120l

J>=>c, = 0,7556, c2 s  0,2779

3 5  " z  '  J
Berilgan chegaraviy masalaning taqribiy analitik echimi 

y 2 (x ) = 4 - 2 x  + 0 ,7 5 5 6 0 2 - 3 )  + 0 ,2779(x3 - 4 )  

ko‘rinishda bo‘ladi.

Misol 4.
y ” + v + x  = 0

y(0) = y(l) = 0
chegaraviy masalani n = 3 da Galerkin metodi bilan yeching.

Yechish. (pt (x) funksiyalar sifatida quyidagilami olamiz:

<P o W  =  0 , (p,(x) =  x ( l- x ) ,  (p2(x) =  x2( l - x ) ,  ..., (pB(x) = x " ( l-x ) .
Taqribiy yechimni n = 3 da3 3

y3 (x) = £  ckq>4 (x) = £  ckx  (1 - x)
4=1 4=1

ko‘rinishda izlaymiz. Nomalum ck (k = 1,2,3) lami quyidagi 

£  c*(£(<Pt(*))><P/(*)) = ( /0 )4 P ,(x )) , i = 1,2,3
4=1

tenglamalar sistemasidan aniqlaymiz. Buning uchun, aw al 
L (yk(x)), (k = 1,2,3) lami hisoblaymiz, so‘ng yuqoridagi tenglamalar 
sistemasidagi skalyar ko‘paytmalami hisoblaymiz:

(p,(x) = x - x 2, (p,f(x)= l - 2 x ,  (pj”(x) = -2 , Z.((pj(x)) = —2 + x —x2, 

(p^xOx2-.*3, (p2 (X02X-3X2, (p/O T ^-bx, Z((P2(x))= 2 - 6x+x2- x3, 

(p3(x) = x3 - x 4, (p3 (x) = 3x2- 4 x3, <P3*(x) = 6 x -1 2 x 2,

Z,((p3(x)) = 6 x -1 2 x 2 + x3 - x 4,

(L((Pi(x)),(P!(x)) = J(—2 + x -  x2) (x -  x2)<Zr = - — ,

198www.ziyouz.com kutubxonasi



(£(<p2 0 0 ) >  <Pi (*)) = J(2 -  6 x  + x2 -  x3)(x -  x 2 )dx = —— ,
n

(Z (c p 3 ( x ) ) , c p , ( x ) )  =  J ( 6 x - 1 2 x 2 +  x 3 - * 4 ) ( x - j t 2 )<i»i: =  - 19

(Z/(cp, (jc)),cp2 (*)) = J(~2 + x  -  x 2 )(x2 -  x 3 )dx =
20’

(i(cp2 (jc)),<p2(*)) = J(2 -  6x  + x2 -  x3)(*2 -  x3 )dx = -

(X (c p 3 ( j c ) ) ,c p 2 ( j c ) )  =  J ( 6 x - 1 2 x 2 +  jc3 — jc4 ) ( jc2 — Jc3 )<aZx: =  — — , 
o 840

(L(cp, (x)),cp3(x)) = J(-2  + x -  x2)(x3 -  x 4)dx = - 19
210’

(Z (c p 2 ( x ) ) , c p 3 ( x ) )  = J ( 2  -  6 x  +  x 2 -  x 3 ) ( x 3 - x 4)dx =
0 84U

(Z(cp3(x)),cp3(x)) = J ( 6 x -  12x2 + x3 - x 4)(x3 -  x4)<Zc = - 103
1260’

I
( f ( x ) ,  CP](X)) = ( x ,x  x2) = J(x3 -  x 2)dx =

0 12

(/(*).q>2(*)) = \x(x2 ~ xl )dx =

(/(x),cp3 (x)) = Jx(x3 -  x 4)dx = -  -J-.

Nomalumlami aniqlaydigan tenglamalar sistemasini yozamiz:
3 3 19 1 |
10 1 20 2 210^ 12 
i  n  70 i

— C, + — c ,+ — c3 = — , \^>c, s 0,1971, c, =0,1473, c3 = 0,0234.
20^ 105 2 840 3 20 f 1 ^  ’ 3 ’
19 79 103 1

210 1 840 2 1260 3 30 J

o

o
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Taqribiy analitik yechim
y3 (x) = 0,197 lx(l -  x) + 0, \A13>x2 ( \ - x )  + 0 ,0234x3 ( x - 1) =

= x(x  - 1)(0,1971 + 0,1473x + 0 ,0234x2) 
ko‘rinishga ega boTamiz.

Eslatma. Differensial tenglamadagi p(x), q(x), f ( x )  fimksiyalar 
murakkab boTganda Galyorkin yoki kichik kvadratlar usulidan ko‘ra 
kollokatsiya yoki haydash metodini qoTlab, chegaraviy masalani 
yechish maqsadga muvofiqroq boTadi. Agar p(x), q(x), f ( x )  lar 
jadval ko‘rinishida berilsa, haydash usulini qoTlagan ma’qul boTadi.

M isollar.
Vazifa 1. Chekli ayirmalar usuli bilan chegaraviy masala 

h = 0,1 da yechilsin. Hisoblash 10~3 aniqlikda olib borilsin.

y" + — + 2y  = x. f  - x f  + 2y = x+ l.
x

JV ’ JTo2. jy(0,9)-0,5y(0,9) = 2,]

It (1,2) = 1. J'

X o3.[ y(0,5) + 2y(0 ,5 ) = l , |  N° 4.
i / ( 0 ,8 )  = l,2. J

y" + xy' + y  = x + 1. y" + 2 y '-  —= 3.

^ 4 - f, y(0,2) = 2, [
|.0,5y(0,5) —y(0,5) = 1.J

^ 2 5 . { / (0 ,6 )  = 0,7, |
[y(0,9) -  0,5y'(0,9) = l.|*

y" + 2 y '- x y  = x 2. y" -  y' + -— = x + 0,4.
X

N- 6 - [ y(l, 1) -  0 ,5y '(1,1) = 2, 
1/(1,4) = 4.

JV° 7.
/ - 3 /  + ^  = l.

X
f,y( o,4)= 2 , |
\y (0 ,7 ) + 2 /(0 ,7 )  = 0,7.J

JVs 8.

/  + 3 / -  —= x + l .
x
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y " - Z -  + 3y = 2x2.

9- r  7 (1 )+ 2 /(1 )= 0 ,6 , |

17(1,3) = 1. I

y" + l , 5 y ' - x y  = 0,5. 

NslO. [ 2y (l,3 ) -  /(1 ,3 )  = 1, | 

|7(1,6) = 3. |

y" + 2 xy' — y  = 0,4.

Ns 11. f} 27(0,3)+ /(0 ,3 )  = l , \  JVol2.

I / (0 ,6 )  = 2. J

/ - 0 , 5 * /  + 7  = 2. 

(7(0,4) = 1,2, |

[7(0,7) + 27'(0,7) = 1,4. j

y" + ^ - - 3 y  = 2.

K2l3- f , / (0 ,8 )  = l,5,

127(14) + /(1 ,1) = 3.

7" +  2 x 27 ' +  7  = x. 

JVol4. [ 2 t (0 ,5)- / ( 0 , 5 )  = 1,1

1 /0 ,8 )  = 3. J

y" — 3xy + 2y  = 1,5. 

JV o l5 .f/(0 ,7 ) = l,3, |

10,57(1) + / ( ! )  = 2.]

y" + 2xy' - 2 7  = 0,6.

N0 I 6 . [ / ( 2 )  = 1,
[0,47(2,3) -  /  (2,3) = 1.

y" +—-0 ,4 y  = 2x. y " --%- + 0,87 = x.
x 2x

^ ?17‘ (.7(0,6)—0,3/(0,6) = 0,6,J 'V9l8‘ f 70,7) +1,2/(1,7) = 2, |
1 /(0 ,9 )  = 1,7. J ] . / (2 )  = 1- I’

y " - ^  + xy = 2. y" + 0,8y' - x y  = l,4.

Nq 19‘ (7(0,8) = 1,6, | ^ 2 0 .  [7(1,8) = 0,5, j

137(1,1) -  0 ,5 /( l ,  1) = 1 • |  ̂2y(2,l)  + /(2 ,1 )  = 1,7. J

JV«21.

/  + 2 / - y _ i

[ 0,57(0,9) + / ( 0 ,9 )  = 1,]

|7(1,2) = 0,8. J

JVo22.

>’ 2y _ x
7 _ T + T ” 2‘
(1,57(1,3) - / ( 1 ,3 )  = 0,6, [
(27(1,6) = 0,3. |
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/ - 0 ,5 y '  + 0,5xy = 2x. y" + 2 y ' - \ ,5 x y  = - .

N °25 .(y '( l)  = 0,5, I » 2 4 .  ry(0>8) = 1> '  ,

\ 2 y ( l ,5 ) - y ' ( l ,5 )  = 2 .\  j , ( u )  + 2y 0 , l ) = l . /

/  + 2 x y '- l ,5  = x. / ~ — +0,5y=2x

•N® 25. [ l,4y(l,l) + 0,5j/(l,l) = 2, | N°26. f 0,4j<0,2 )-(0 ,2 )= 1 ,5 ,

V ( l ,4 )  = 2,5. | ) y (0i5)=0i4. [

y" + 0 ,6xy '-  2y  = l . /  + ^ - - y = ~ .
2x  x

N ,2 7 . ( y ( l ,5 )  = 0,6, | M  28. ,

12^(1,8) -  0 ,8 /(1 ,8) = 3. J jo, 5 /0 ,9 )-l, 2 /(0 ,9)=1. f’

y" - 0 , 5 x 2y' + 2y  = x 2. / - x /  + 2xy = 0,%.

-N"2 29. f^ ( l ,6 )  + 0 ,7 /( l ,6 )  = 2 ,| Nb 30. f y i ,2 ) - 0 ,5 / ( l ,2 )  = l,] 

lv ( l ,9 ) -0 ,8 . J 1 /0 ,5 )  = 2. f

Vazifa 2. 1-vazifadagi chegaraviy masalani h = 0,05 da haydash 
usuli bilan yeching.

Vazifa 3. 1-vazifadagi chegaraviy masalani « = 2 da kollokatsiya, 
Galerkin va kichik kvadratlar usullarining birortasi bilan yeching.
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JXBOB. XUSUSIY HOSILALI DIFFERENSIAL 
TENGLAMALARNI TAQRIBIY YECHISH

9.1-§. Umumiy tushunchalar

Xususiy hosilali differensial tenglamalar matematik fizika, gidro- 
dinamika, akustika, texnikaning turli sohalarida keng tatbiqqa ega.

Tabiaida sodir boTadigan turli hodisalar, odatda, xususiy hosilali 
differensial tenglamalar orqali ifodalanadi. Xususiy hosilali 
differensial tenglamalami integrallash masalasi oddiy differensial 
tenglamalami integrallashga qaraganda ancha murakkabdir. Bunga 
sabab, birinchidan, xususiy hosilali differensial tenglamalar oddiy 
differensial tenglamalarga nisbatan har xil va murakkabroq jara- 
yonlarning ifodalanishi boTsa, ikkinchidan, boshlangTch va chega- 
raviy shartlarning turlicha qo‘yilishi hamda masalaning oTchovidir. 
Xususiy hosilali differensial tenglamalaming yechimini kamdan-kam 
hollarda oshkor ko‘rinishda chekli formula shaklida topish mumkin 
boTadi. Shuning uchun ham xususiy hosilali differensial 
tenglamalami taqribiy yechish metodlari muhim ahamiyatga egadir.

Bayon tushunarli, hisoblash sxemasi va algoritmi soddaroq boTishi 
uchun biz ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali 
differensial tenglamalarga e’tiborimizni qaratamiz. Tenglamaning tipi 
va chegaraviy shartlaming xarakteriga qarab har xil masalalar 
qo‘yiladi. Shu munosabat bilan ikkinchi tartibli chiziqli differensial 
tenglamalar klassifikatsiyasiga to‘xtalamiz.

8 2u
L(u) = ct(x ,y)-r  + 2b(x,y)  „

d x oxdy
. du

, . d2u ^ ,, .du
+ c(x, y ) - ^ - + 2 d  (x, y ) —  + 

8 y ox
(1)

+ 2e(x ,y )— + g (x ,y )u  = f ( x , y )
dy
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tenglama D  sohada berilgan bo‘lsin. Bu yerda a(x ,y ) ,  b(x,y) , . . . ,  

g (x ,y )  — koeffitsiyentlar va f ( x , y )  -  ozod had. Bu funksiyalar yopiq 

D  = D  u  T  sohada aniqlangan. G -  D  sohaning chegarasi. Agar D  

sohada h(x,y)  = b2( x ,y ) - a ( x ,y ) c ( x ,y ) < 0  bo isa , L(u) = f ( x , y )  

tenglama elliptik tipga, 8(jc,y) > 0 b o isa  giperbolik tipga, 8 (x,y) = Q 

b o isa  parabolik tipga ega deyiladi. Tenglamaning tipiga qarab har xil 
chegaraviv masala qo'yiladi. Masalan, tenglama elliptik tipga oid 
bo isa , chegaraviy shartlar quyidagi ko‘rinishda boiadi.

Birinchi tur chegaraviy shart:

u(x,y)\r = q ( M ) .  (2)

(1) ning (2) shartni qanoatlantiradigan yechimini topish Dirixle 
masalasi deyiladi. Bu yerda M -  G dagi nuqta.

Ikkinchi tur chegaraviy shart quyidagicha
du

3b
= <?(M) (3)

b o i i b , ------ normal bo‘yicha hosila. (1) ning (3) shartni qanoatlan-
dn

tiradigan yechimini topish Neyman masalasi deyiladi.
Uchinchi tur chegaraviy shart esa

a ( ^ k ) ^  + P(*. V)w|j =q>(M ) (4)

ko‘rinishida bo iib , a ( x ,y ) ,  P(x,y) -  m aium  funksiyalar, ular

[ a 2(x ,y )  + p 2(x,y) j > 0 shartni bajaradi. L(u) = f  tenglamaning (4)

ni qanoatlantiradigan yechimini topish masalasi uchinchi chegaraviy 
masala deyiladi.

Biz quyida xususiy hosilali defferensial tenglamalami taqribiy 
yechish usullaridan biri -  to‘r metodi bayonida asosiy boshlang‘ich 
m a’lumotlami keltirish bilan chegaralanamiz.
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Bizga (1) ko‘rinishidagi tenglama berilgan bo‘lsin. Bu tenglamani 
yuqorida ko ‘rsatilgan uch turdagi chegaraviy shartlaming birini 
qo‘shib qaraymiz. Chegaraviy masalaning D  sohadagi yechimini 
topish ko‘pincha juda murakkab bo‘ladi yoki yechimni chekli formula 
ko‘rinishida ifodalab bo‘lmaydi. Shuning uchun ham hisoblash 
amaliyotida yechimni D  sohaning barcha nuqtalarida emas, balki D 
sohaga tegishli ma’lum nuqtalar to‘plamida yechimning taqribiy 
qiyroatini topish masalasiga almashtiriladi. Shunday nuqtalar to‘plami 
to ‘r deb nomlanadi. Bunday nuqtalar chekli bo‘lib, D  sohani taqriban 
almashtirishi kerak. Dk deb to ‘r nuqtalarining to‘plamini belgilaymiz.

Dh ga tegishli nuqta bo‘lsin, u^x^yj)  esa u(x ,y )  funk- 

siyaning shu nuqtadagi qiymati. Bunday qiymatlar soni chekli. Ulami 
topish umuman mumkin va ular differensial tenglama, chegaraviy 
shart, D  soha va uning chegarasi G orqali ifodalanadi. Shu m a’lu- 
motlar asosida differensial tenglamaning chegaraviy shartning xossa- 
larini akslantiradigan va iiix^yj)  qiymatni taqriban hisoblash 

imkonini beradigan munosabatlarini qurish to ‘r metodining g ‘oyasidir.
Chegarasi G bo‘lgan D  soha berilgan bo‘lsin. Oxy tekisligida

x ,= x 0 + ih, y } = y 0 + jh , ( i , j  = 0,+l,+2,...)

parallel to ‘g ‘ri chiziqlar oilasini o ‘tkazamiz. Bunda h, l mos ravishda 
abssissa va ordinata yo  ‘nalishlaridagi qadamlar deyiladi. Bu to ‘g ‘ri 
chiziqlaming kesishgan nuqtalari tugunlar deyiladi. Tugunlar to ‘plami 
esa to ‘m i tashkil etadi.

Agar ikkita tugun Ox o ‘qi yoki Oy o‘qi bo‘ylab, shu yo‘nalishda 
bir-biridan bir qadam uzoqlikda joylashgan bo ‘lsa, ular qo'shni 
tugunlar deyiladi.

9.2-§. Elliptik tipdagi tenglamalar uchun chegaraviy
rnasalalarni to‘r metodi bilan yechish
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Faqat D  sohada yotgan tugunlar to ‘plamini qaraymiz. Agar biror 
tngijnning to‘rttala qo‘shni tuganlari to ‘plamda yotsa, u holda bu 
tugun ichki tugun nuqta deb ataladi. Ichlri tugunlar to‘plami to ‘r soha 
deyiladi va Dh orqali belgilanadi. Agar tugunning hech bo‘lmaganda 

bitta qo‘shnisi Dh da yotmasa, u holda bu tugun chegaraviy tugun, 

ulaming to ‘plami esa to ‘r sohaning chegarasi deyiladi va Fh orqali 

belgilanadi. Agar Dh va r h to‘plamlar birgalikda qaralsa, u holda u 

yopiq to ‘r soha deyiladi va Dh = Dh u  r h orqali belgilanadi.

Dh to‘r ustida aniqlangan w(x,y) funksiya uchun utj = u (x i, y j 'j 

belgilash kiritamiz va har bir ( i, j )  = (x,, y f ) tugun uchun (1) da 

qatnashadigan hosilalami bo'lingan ayirmalar orqali ifodalaymiz. Ular

quyidagilar:

( $ 0
_  u(xM ,y j )-u(Xi,yj) (

(5)
' ox>(xi,yj) h

( ? )
_u(x„yj)-u(xM ,yj) (

(6)
\ ° x !(+•>>) h

_  u( xi+\ ,y j ) - u( xi- \ , y j ) ( C ( h 2 ) (7)
\OX!(Xiiyj) 2  h

/ \
du _  u( xi ,y J+\ ) - v (xi ,y j ) (

(8)

l - l\ 8x!(x.
(8u\ _  u(xhyj)-u(xityH ) +

_ u{xhyj*\)-u(xoyj-1) + 0 (f2)
, 21 1 *i,yj)

du

(9)

( 10)

'd2u '  
cx2

u (xi+1 , y j  )-2 u (x , , y j  )+u(Xj_x, y j )
+ Q(h2), ( 11)*i,y j)
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w > U )

u(xM,yj+]y u (x ^  ,yJ+x)-u(x,+x ,yH )
4hl

i O (fi + / 2) ,  ( 1 3 )

Endi (1) tenglamani (jcf,>>.) nuqtada to ‘r tenglamaga o ‘tkazamiz. 

Quyidagi

ai xi>yi) = ati> K ^ y d ^ b y , . . . ,  f (x, ,y ,)  = fy

belgilashlami kiritamiz, (7), (10)—(13) formulalarni qo‘llab, quyi- 

dagiga

u (xi,yi)  va hokazolar u ( x , y ) funksiyaning (x ;,v ,) nuqtadagi 

aniq qiymati. Agar (1) ning yechimi D  sohada uzluksiz to ‘rtinchi 
tartibgacha hosilaga ega b o isa , u holda yetarlicha kichik h va / da 

(14) dagi 0 ( h 2 + l2) ni e’tiborga olmasak ham boiadi. Unda to‘r 

tenglamani quyidagicha yozish mumkin:

bu yerda deb, u (x ,y )  funksiyaning ( x,.,y ,) nuqtadagi taqribiy

qiymati belgilangan.

[ m ^ ^ K ^ u ^ y ^  + Oth2 + l2) = (14)

ega boiam iz, bu yerda
A / X w , ) )  -  A^uix^y j)  + ByUfx^yj) + Diju(xi,y j ) + E ^ x ^ y j )  + 

+Fiju(xi, y j ) + Gij (w ( x ,y ,) -  u(x ,„x, y ,+l) -  u(xM, y ^ )  + u(x ,_A, y }_x)) 

bo iib ,

A h(u») = fij (15)
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Tashlab yuborilgan 0 ( h 2 + l2) had xatolikni bildiradi, ya’ni to ‘r 

sohaning ichki nuqtasida L(u) differensial operatomi to‘rda aniq- 

langan A (utj) operator 0 ( h 2+ l2) aniqlikda approksimatsiya etadi. 

Approksimatsiya etishga jalb etilgan nuqtalar sxemasi quyidagicha:

i- 1 J + 1 i,j+ 1 /+1 , j+ 1

i j
■ ■

>■■■■ ■ .......... i

im "*m m m m mm *m m m mm ^^^^

........ ... 1

i - l j - l  i j - 1 i + l j - l

Agar (1) da b(x,y) = 0 boTsa, unda to‘r tenglama

L,(uv) = f y (16)

ko‘rinishida boTadi, bu yerda

£*(«*) = 4 U M ,J  + + Dnui.j+1 +  E j U, . j - \ + F yUy

va differensial operatomi to‘rda aniqlangan operatorga almashtirishda 
jalb qilinadigan nuqtalar sxemasi esa quyidagi ko‘rinishda boTadi:

'-1 ,J<

U+1

i,J i+l,j

U-1
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9.3-§. Chegaraviy shartlarni approksimatsiya qilish

Faraz qilaylik, Dirixle masalasini yechayotgan bo'laylik va 

chegaraviy shart u\T -  cp(M) bo‘lsin. Qulaylik uchun tomonlari h dan 

iborat bo‘lgan kvadrat to‘m i qaraylik:

Bu chizmada M e  r ,  B e  F h, A e  Dh bo ‘lib, M {x ,y ) ,  5 (x  + 8 ,y ), 

A(x + j ,  y ) , MB  = 5 < h , j  = h + h.

Agar 5 « h  bo‘lsa, cp(i?) = cp(M) deb olinadi va bu usul chega- 

raviy shartni to ‘ming eng yaqin tuguniga ko'chirish deyiladi. Bunda 
qo‘yiladigan xatolikni ko'raylik. Buning uchun u(B) ni Teylor 

qatoriga yoyamiz:

u(B) = u(M ) + ^u'x(t„y) = cp(M) + j }u'x(^ ,y ) ,

bu yerda x <£, < x + 8 . Endi 8 <h  ni e'tiborga olsak, oddiy 

ko‘chirishdagi xatolik o(h) boTadi, ya 'ni cp(5) = cp(M) dega- 

nimizdagi xatolik o(h) boTar ekan.

Agar approksimatsiyaga A e  Dh ni ham qatnashtirsak, tabiiyki, 

u(B) ni hisoblashdagi xatolik kamayadi. Buning uchun quyida- 

gilardan foydalanamiz:

u(B) = cp(M) + ̂ u x(M )  + ^ * 4 ( M )  +...
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u(A) = cp(M) + (M ) + ^  (M )  + .../■

Bulardan u'x(M )  ni yo'qotsak, quyidagiga

A(d(M)+5m(j4) . ,2 ,
u(B)=  , s ' + o ( r )/2+6

ega bo‘lamiz. Agar h yetarlicha kichik bo‘lsa, o(/z2) hadni e'tiborga 

olmasa ham bo'ladi. Unda

*<p(M)+8m(^)
= ------ S 8--------

deyish mumkin. Bu formula ko‘pincha Kollas formulasi deyiladi.

9.4-§. To‘r tenglamalar sistemasi yechimining mavjudligi

Faraz qilayhk, bizga chegarasi r  bo‘lgan Q sohadagi Dirixle 
masalasini

L(u) = + d (x ,y )^+ g (x ,y )u = f(x ,y )  (1)

ko‘rinishga ega tenglama va

« |r =q>(Af) (2)

chegaraviy shart uchun yechish kerak bo‘lsin. Q = Q U r  da 
a(x ,y )>  0 , b (x ,y )>  0 shart bajarilsin, demak, (1) elliptik tipga ega, 

shuningdek, Q da g (x ,y )< 0  bo ‘lsin deymiz. To‘g‘ri burchakli 

to‘rtburchak to‘r  olamiz. h va /, mos ravishda, to‘ming qadamlari. 
Tenglamani to ‘r sohaning ichki (x^y^) tugunidagi approksimatsiyasi 

uchun besh nuqtali sxemani (9.2-§ ga qarang) ishlatamiz. Chegaraviy 
shartning approksimatsiyasi uchun to‘ming eng yaqin tuguniga 
ko‘chirish (9.3-§ ga qarang) usulini qoTlaymiz:

Ln(",>) = A,um j  + + Cyu^ , + DijUjj_x - Evuv f v (3)
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bu yerda Aij= - \  +— , B u= - \ — \ ,  Cu = -y -  
J Sj h2 2 h ,J h2 2 h 'J l2

2 o„

‘J
21

ÎJ £<j ~*~ 1.2
■<l A

h2 i2

u,i lr„ = (p(M*)

D =
'J 12 21 ’

(4)

bu yerda M *e F bo‘lib, M* chegaraviy nuqtaga eng yaqin nuqtani 
bildiradi. (3) tenglama Cih to'plamning har bir nuqtasi uchun o ‘rinli 

bo‘lganligi uchun bunday tenglamalar soni nomaMumlar soniga teng 

boiadi.
(3), (4) formulalar bilan aniqlanadigan chiziqli algebraik teng- 

lamalar sistemasini yechish mumkinhgini ko'rsatamiz. Shu bois unga 
mos quyidagi

A .(ty) = 0 , ^ l r = °  (5)

bir jinsli tenglamalar sistemasi faqat trivial yechimga egaligini 
ko‘rsatamiz. Buning uchim h va / yetarilicha kichik boiganda Aiy, Bif,

Cif, Dif, E tj lami musbat deb hisoblaymiz.

Teorem a 1 (maksimum prinsipi). Faraz qilaylik, cô . lar da 

berilgan qandaydir miqdorlar (coiy ^  const) va Lh (cov) £  0 shart o'rinli 

boisin . U holda coy. lar Q /( da musbat maksimumga ega b o ia  

olmaydi. Agar Lh(co(> ) < 0 shart Clh da o ‘rinli bo isa , unda coy. lar 

Q a da manfiy minimumga ega b o ia  olmaydi.

Isbot. Teoremaning birinchi ta ’kidining isbotini keltiramiz. 

Lk(fOy) > 0 shart Q h da o ‘rinli bo isin , ya’ni coy lar Cih to ‘plamda 

musbat maksimumga erishmasligini ko‘rsatish kerak. Teskarisini faraz 

qilamiz, ya’ni (v*,y*)e Q„ uchun (ohi = M  >0  bo isin . Bu nuqta 

shundayki, to‘rtta qo‘shni nuqtalarining kamida birortasida co(r,y) 

fiinksiyaning qiymati M dan qafiyan kichik. Unda
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~  4 t f r o i + 1 ,/ +  ^ U ^ k -il  +  Q / ® W + 1  +  E kfi* U-l E Ua U <

<  ( 4 t f  +  B U +  C/d +  D kl ~  E u ) M  =  S u M  ^  0

boiadi, chunki Ak1, Bu , Ckl, Dkl, Ekl musbat va g u < 0 edi. Bu zidlik 

teoremani isbotlaydi. Teoremaning ikkinchi ta ’kidi shu kabi isbot- 
lanadi.

Isbotlangan teoremaga ko‘ra, to ‘rda aniqlangan <n funksiya o‘zi- 

ning musbat maksimumiga va manfiy minimumiga faqatgina r* da 

erishishi mumkin.

Teorem a 2. Agar g ( x ,y ) Q  da musbat boTmasa, Akl, Bkl, Ckl, 

Du , Ekl lar musbat boTsa, u holda (3), (4) tenglamalar sistemasi 

yechimga ega va yechim yagonadir.

Isbot. (5) tenglamalar sistemasi trivial yechimga egaligini 
ko‘rsatish kifoyadir, ya’ni barcha v:j = 0. Ln(v:j) = 0 boTganligi

uchun 1-teoremaning ikkala sharti Lh(oa(;/.) > 0 yoki Lh(a )^ )< 0  

bajarilgan deyishimiz mumkin. Birinchi ta'kidga ko‘ra, u.. lar o ‘zining 

musbat maksimumiga I 'n da erishadi, lekin v:J |rn = 0 boTganligi

uchun Vy lar ichida musbati yo‘q. Ikkinchi ta'kidga ko‘ra, Vy lar 
ichida manfiy yo‘q, degan xulosaga kelamiz. Shiming uchun v:J = 0 

ayniyatga kelamiz. Demak (5) tenglamalar sistemasi trivial yechimga 
ega. Bundan (3), (4) tenglamalar sistemasi yechimga ega va uning 
yagonaligi kelib chiqadi. (3), (4) tenglamalar sistemasini oddiy 
iteratsiya yoki Zeydel usuli bilan yechish mumkin [7]. Masalan, oddiy 
iteratsiya usulida (3) ni

4 / By C,j D/j fy
Eij Eij J

(6)

ko'rinishda yozib ohsh kerak. To‘ming qadamlarini shunday olish 
lozimki, Akl, Ba , Ckl, Du , Ekl lar musbat boTsin. (6) ning har bir
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tenglamasining o ‘ng tomonidagi koeffitsiyentlaming barchasi musbat 
bo‘lib, ulaming yig‘indisi birdan qat'iy kichik, chunki 

4 +Bij+Cij+ Dij - g y  =Ey,

ya’ni
4  + Btj + CtJ + D0 < EtJ.

Bu esa, oddiy iteratsiya usulining yaqinlashuvchi bo‘lishligining 
yetarli shartidir [7].

Shuni ta’kidlash lozimki, murakkabroq to‘r tenglamalar sistema- 
sining yechimga egaligini ko‘rsatish ancha qiyin va uni hal qilish 
uchun ancha nozik matematik bilimlami jalb etish kerak bo‘ladi.

9.5-§. Xatolikni baholashda Runge qoidasi

u ( x ,y ) deb 9.4-§dagi ( l )  -(2) chegaraviy masalaning aniq yechi- 

mini, uh(x,y) deb esa shu masalaning qadamlari h va l  bo‘lgan to‘r 

metodi bilan taqribiy yechimini belgilaymiz. To‘r metodida ko‘pincha 

z h(x ,y )  = u ( x , y ) - u h(x,y)

xatolikning h ga nisbatan tartibi m a’lum boTadi, ya’ni

£/,( x ,y )  = K (x ,y )h p (1)

ko‘rinishda boTib, bu yerda K(x,y) -  Q da musbat chegaralangan 
qandaydir fimksiya, p  esa musbat son. Qadam 2h boTganda

E2h(x ,y )  = K (x ,y )(2 h Y  = 2P K (x ,y )h p = 2ps h(x ,y )  (2)

ga ega boTamiz. Aniq yechim uchun

u(x,y)  = uh(x ,y)  + eh(x ,y ) ,

u(x, y )  = u2h (x, y )  + 2P h(x, y)

formulalarga ega boTamiz. Bundan
uh(x,y)-u2h(x,y)e*(x,y) = -

2 p - \
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ko'rinishida bo‘lgan xatolikni ifodalaydigan formulaga ega bo‘lamiz. 
(1) va (2) umuman olganda taqribiy xarakterga ega, shuning uchun (3) 
ham taqribiydir. (3) ning qulayligi shundaki, uni har doim hisoblash 
mumkin va

qiymat uh(x ,y ) dan aniqroq boiishini kutish mumkin. Amaliyotda 

quyidagicha ish tutiladi: taqribiy yechimni berilgan tugunlarda h va 2h 
qadamlar bilanhisoblab, uh(x ,y )  va u2h(x,y)  qiymatlar taqqoslanadi. 

Agar ular berilgan aniqlikda ustma-ust tushsa, u holda taqribiy yechim 
uh(x,y)  deb olinadi. Aks holda h qadamni ikkiga bo‘lib, 

uA(x,y)qiym at hisoblanadi, so‘ngra aniqlikning yetarliligini bilish

uchun yuqoridagidek ish tutiladi.
Agar chegaraviy shart Kollas formulasi bo‘yicha approksimatsiya 

qilingan bo‘lsa, 9.4-§dagi ( l)-(2 ) chegaraviy masalani yechishdagi 
xatolikning tartibi h ga nisbatan p  = 2 bo'ladi. Bu holda

9.6-§. Parabolik tipdagi differensial tenglamalarni to‘r usuli
bilan yechish

Faraz qilaylik, r = { 0 < j c < l , 0 < f < 7 }  sohada ushbu

parabolik tenglamaning (issiqlik o ‘tkazuvchanlik tenglamasining)

uh(x ,y )  = uh(x ,y)  + »h(x<y)~u2h^,y)
2p - \

2

bo'ladi.

( 1 )

m ( x , 0 )  =  <p(jc) (2)
boshlang‘ich shart va
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«(o,o = v|/0(0 u{i,o  = Vi(0 (3)
chegaraviy shartlami qanoatlantiradigan yechimini topish talab 
qilinsin. Bu yerda cp(jc), v|/0 (?), vp, (t) -  berilgan funksiyalar. ( l)-(3 ) 

masalaning yechimi mavjud, yagona yechim u(x,t)  esa kerakli 

tartibgacha hosilalarga ega deb hisoblaymiz.
Ayirmali sxema qurish uchun T sohani x  va t koordinatalar

bo‘yicha mos ravishda h -  — ,T T_
~K

qadamli to‘g ‘ri to‘rtburchak to ‘r

bilan almashtiramiz. (x^ tj ) ,  i = 0,1,..., A, j  -  (),\,...,K nuqtalar to‘p-

lamini to ‘r sohaning tugunlari deymiz.
Quyidagi

(x,,t0), i -  0,1,.. . ,N , (x0,tj)  va (xN,t j) ,  j  = 0,\,...,K

tugunlari to‘r sohaning chegaraviy tugunlari, qolganlari esa to‘r 
sohaning ichki tugunlari deyiladi.

Endi (1) ni (xt,tj)  nuqtada approksimatsiya qilish uchun va

hosilalami 
dx2

l' 8 u  \  _  u ,j+ \ ~ u ,j

U f ' W y ) "  t

d 2u

~3x2
_  u i + \ j - l u i j+ u ,- \ j

(4)

(5)

taqribiy formulalar bilan almashtiramiz. (4) va (5) ni (1) ga qo‘yamiz, 
hamda (2) va (3) ning approksimatsiyasini yozamiz, natijada quyidagi 
ayirmali masalani hosil qilamiz:

=  +  ^ ^  i  =  \ X . . . , N - \ ,  j  = 0 ,\ , . . . ,K - \  (6)

m , o  =  ( P d  /  =  0 , 1, . . . ,  A f  

u Nj = V i y .  7 = 0 , 1 , . . . , £ - 1  .

(7)

(8)
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(6), (7), (8) chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi bo'lib, teng- 
lamalar soni noma'lumlar soniga tengdir. Agar y-qatlamdagi yechim- 
ning qiymatlari ma'lum bo‘lsa, ( j  +1) -qatlamdagi yechimning qiymati

u v +i = u a  + p-(«i+ij  ~ 2 u v  + mM / ) + i f :J, i =  1,2,...,N - 1 (9)

formula bilan aniqlanadi. m0;+i va uNjJtX lar mos ravishda v(/oy+l va 

Vl7+i ga teng. Shuning uchun (6), (7), (8) sxema oshkor deyiladi.

Quyida ayinnali sxemaning turg‘unligi va yaqinlashishi uchun 
zarumiy shartni chiqaramiz. Xususan, (6), (7), (8) sxemani r<0,5h2 

shart o ‘rinli bo‘lsagina qo‘llash mumkinligini ko‘rsatamiz. Buning 
uchun (6) ga mos

utj+\~ukj _  uk+\j~2ukj+uk-lj ( 10)

biijinsli tenglamani ko‘ramiz. (10) ning xususiy yechimini

u(f  = qJe,m ( 11)

T

ko‘rinishida izlaymiz, bu yerda i -  mavhum bir, cp -  ixtiyoriy haqiqiy 
son va q -  aniqlanishi lozim bo‘lgan nom a’lum son. (11) ni (10) ga 
qo‘yib va eltkp ga qisqartirib

q -1 _ e ^ - 2 + e - ^
1 h1

ni hosil qilamiz, bundan

q = 1 -  4a sin2 — 
2

( 12)

ekanligini topamiz. (11) ko‘rinishdagi yechim uchun mos 

Mjo(vp) = e,kî  boshlang‘ich shartlar chegaralangan.. Agar cp ning 

qandaydir qiymatida (11) dagi q moduli bo ‘yicha birdan katta bo isa , 
u holda /-> oo  da (11) cheksiz o‘suvchi bo iad i. Bunday holda (10) 

ayirmali tenglama noturg‘un deyiladi, chunki yechimning 

boshlangich shartlarga uzluksiz bogiiq lig i buziladi. Agar \q\ < 1
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bo‘lsa, (11) ko‘rinishdagi yechimlar j  ning ixtiyoriy qiymatida 
chegaralangan boiganligi uchun (10) ayirmali tenglama turg‘un 

deyiladi. (10) tenglama uchun \q\ < 1 shart ixtiyoriy (p uchun faqat 

a < 0 , 5  boigandagina bajariladi. Demak, (6), (7), (8) ayirmali 

sxemani x < 0 ,5 h2 shart bajarilgandagina qoilash  mumkin. Bunday 

ayirmali sxema shartli turg‘un deyiladi.
Endi oshkormas sxemani ko‘ramiz. Buning uchun (x,,/y),

O k p 'y i)*  (* K + i)’ nui tlami (!) ni approksimatsiya qilish

uchun jalb etamiz va natijada
Ml/+1_Ml/ _  H/+1/+1- ^HyVl+ttj—1/+1  ̂ -)

" ^  + A+1’ 7 = 0, 1, , K - \

w,o =9/. 1 = 0,1,...,IV,
W0;+l “ Voz+l’ MA/+1 = H'l/+1> j  =

(13)

ko'rinishidagi oshkormas sxemaga ega boiam iz. Bu sxema x bo ‘yicha 
birinchi, h bo‘yicha ikkinchi tartibli approksimatsiyaga ega. (13) ni 
quyidagicha yozamiz:

aw/+i/+i -  ( i + 2a K + i  +  « m/+i/-1 +  u ij =  K + i  ’

i = l ,2 ,...,iV -1, 7 = 0,1.....a : —1 (14)

Mo/+i = Vo/+i’ Mî +i = Vi/+i’ 7 — Oj1’---)̂  —
(14) chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi, uning matritsasi uch 

diagonalli, uni haydash usuli bilan yechish mumkin, chunki diagonal 
elementlari salmoqli.

(14) ayirmali sxema turg‘unligining zaruriy shartini chiqaramiz. 

Buning uchun

Mi/+I Mi/ _  Mi+ly+l 2Mj |+ l+ Mi- l /+ l

x h2

bir jinsli tenglamaning xususiy yechimini (11) ko ‘rinishda izlaymiz va 

natijada
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<7 = | l  + 4 a -s in 2^ )  , a  = ±

ga ega bo‘lamiz. Demak, ixtiyoriy cp, t, h  larda |g| < 1, ya’ni (13) 

ayirmali sxema absolut turg‘un. Absolut turg‘un sxemaning afzalligi 
shundaki, to‘r qadamlariga hech qanaqa shartning yo'qligidir. Bu, o‘z 
navbatida, hisoblashdagi talab qilingan aniqlikni ta’min qilish uchun h  

va t lami tanlash imkonini beradi.

9.7-§. Giperbolik tipdagi tenglamalarni to‘r metodi 
bilan yechish

Bizga

L(u)  m a ( x , ~ +  c(x,y ) ° ^  + d ( x , y ) ^  +  g (x , y )u  = f ( x , y )  (1) 
dx 3y ox 8y

ko‘rinishidagi tenglama berilgan bo‘lsin, bu yerda a, b, c, d, g, f  -  
m a’lum biror G sohada ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi 

funksiyalar, n (x ,y ) esa topilishi lozim funksiya. G sohada 

a (x ,y )  h (x ,y ) > 0 shart o‘rinli deymiz, ya’ni (1) giperbolik tipga ega. 

Bundan tasliqari, aniqlik uchun a [ x ,y ) , b (x ,y )  G da musbat bo‘lsin 

deb hisoblaymiz.
Quyidagi masalalami ko‘ramiz.

Koshi masalasi: G = {y > 0 ,  -  o o < x < o o |  sohada ikki marta uzluk- 

siz differensiallanuvchi shunday u (x ,y )  funksiya topilsinki, G sohada 

(1) tenglamani qanoatlantirib, y  = 0 to ‘g ‘ri chiziqda

"l^o = *P W , = V W  (2)
+ 1̂=0

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantirsin, bu yerda ‘P W , M, (JC) _ 
berilgan m a'lum  funksiyalar.
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Aralash chegaraviy masala: G = { 0<  y  < Y ,a  < x  < P} sohada ikki 

marta uzluksiz differensiallanuvchi shunday u (x ,y )  funksiyani topil-

sinki, u G da (1) tenglamani qanoatlantirib, y  = 0 to‘g‘ri chiziqda (2) 

boshlang‘ich shartni va x = a ,  x = p to‘g ‘ri chiziqda quyidagi uch 

turdagi chegaraviy shartlami birortasini qanoatlantirsin:
A) birinchi tur chegaraviy shartlar:

Ml = a = ° a (^ ) »  mL p (3)

B) ikkinchi tur chegaraviy shartlar:
du
dx

_vp
a ( } ) ' dx x=a

= % O 0 ; (4)

D) uchinchi tur chegaraviy shartlar:

CT° ( >' ) i ^ + C T ,( >;) M lj =  Fa [y  )>|̂

t , ( v ) | + t , W ^  = r (1(r ),|j
(5)

bu yerda cp, T , r  berilgan funksiyalar va a 0, a , ,  t0, r t lar

|5000| + |5i00|>0 va |ToOO| + hOO|>0
shartlami qanoatlantiradi.

1. Koshi masalasini yechish.
(1), (2) Koshi masalasini to ‘r metodi bilan yechish masalasini 

ko ‘ramiz. Qadamlari h va / bo‘lgan to ‘g ‘ri to‘rtburchak to ‘r olamiz:

Ghi ={ xi = i = 0,±1,±2,..., h > 0, y } = j l ,  j  = 0,1,2,..., I > 0 | 

va (1) tenglamani to‘r  sohaning ichki ( ,  y ,) tugunida approksimatsiya 

etishuchun (x ,,y ; ) , (xj±1, y ; ), (x(.,y>±l) nuqtalami jalb qilamiz.

Natijada quyidagi

L n ( Ui j )  “  A ijUi , i \  +  B -lUi h  1 +  C VUM  j  +  +  E ijUij =  f i j> ( 6 )

i=  0 ,± 1 ,± 2 , ...; y = l,2 ,...,
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ko‘rinishidagi to ‘r tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz, bu yerda
d„b:. d:: b„A. = —l + _ L R.. = V

" l2 21 ’ " y l2
a„ Ca

D = - f - •j E  =
V h2 2 h ’ v

aH cv
21 2 h ’

2a„ 2b„
+ S,j ■2

Agar (l)ning yechimi qaralayotgan sohada x  va y  o'zgaruvchilar 
bo'yicha to‘rtinchi tartibgacha hosilalari uzluksiz va chegaralangan

bo‘lsa, u holda (l)n i (6)ga o‘tkazishdagi xatolik Rtj{u) = o{h2 + l2)

ko‘rinishida boiadi.
(1) boshlangich shartlami

uio =  <Pi» un =  /vPi + um> i =  0, ±  1, ±  2 , . . .  (7)

ko‘rinishidagi to ‘r funksiyalar bilan approksimatsiya qilamiz. Ikkinchi 
boshlangich shart approksimatsiyasining xatoligi rt(u) = o(l) bo‘- 

lishligi ayondir. Shunday qilib, (1), (2) differensial masala (6), (7) to ‘r 
masalaga o‘tkazildi.

(7) formula utj to ‘r funksiyaning j  = 0 (nolinchi qatlam)da va j  = 1 

(birinchi qatlam)da qiymatlarini topish imkonini beradi. j  > 1 

bo'lgandagi ui} ning qiymatlarini esa (6) formula bilan aniqlanadi. 

Bunda / shunday bo‘lishi kerakki Atj < 0 ligiga erishish zarur.

Endi = a  qanday bo‘lishligini aniqlaymiz. Bu savblga to‘liq 

javob olish maqsadida quyidagi Koshi masalasini ko‘ramiz:'

d2u d2u
dx2 5y2

= 0, (8)

u\ =(p(x), —'y=0 ^  >' Qy = * f W .
y=0

(9)

Bu yerda G = { y  > 0, —oo < x  < oo | .
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Bu holda (6) to ‘r tenglama

( 2r / \ 1 i i i f:
= ~ + 1J 0 ( 10)

ko‘rinishida boiadi, (7) esa o ‘zgarishsiz qoladi. Koordinatalari 

(x^y^)  b o igan  S  nuqtada (8), (9) masala yechimining qiymatini 

hisoblash talab qilingan boisin .

M aium ki, (8) tenglamaning S  nuqtadagi yechimining qiymati 

( xi > y j ) nuqtadan o ‘ tuvchi

y - y j  = x - x t, y - y j ^ - x + x ,

xarakteristikalar y = o to ‘g ‘ri chiziqda ajratadigan kesmadagi shartlar 

bilan, ya’ni AB  kesmadagi boshlangich shartlar bilan bir qiymatli 
aniqlanadi. (8) tenglamaning xarakteristikalari o‘zaro perpendikular 
b o iib , Ox o ‘qi bilan 45° va 135° burchaklami tashkil etadi. ASB 
uchburchak (8) differensial tenglamaning aniqlanganlik uchburchagi 
deyiladi. Agar to ‘r funksiyaning S  nuqtadagi yechimi u:J ni (10)

formula yordamida hisoblasak, u  boshlangich shartni CD kesmadagi 
qiymatlari orqali ifodalanadi. Bu kesma S  nuqtadan o‘tuvchi va Ox 
o‘qi bilan ZSC D  = arctga va ZSD B = a rc tg (-a ) tashkil etuvchi 

to ‘g‘ri chiziqlar hosil qilgan uchburchak CSD ning asosidir. Bu
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deyiladi. Yuqoridagi chizmada ZSA D  < Z S C D , tgZSC D  = a  = — > 1
h

bo‘lgan hol keltirilgan. Bunday hol, ya’ni a  = — > 1 quyidagi sababga
h

ko‘ra yaroqsizdir. Agar boshlang‘ich shartlami AC  va DB  kesmalarda 
0‘zgartirsak, (8), (9) differensial masalaning yechimi G sohada, 
jumladan, S  nuqtada o ‘zgarishi kerak. Ammo (10), (7) ayirmali 
masalaning yechimi esa o ‘zgarmay qoladi. Demak, a  >1 bo'lganida 
(10), (7) ayirmali masalaning yechimi h -»  0, t  -> Oda (8), (9) Koshi 

masalasi yechimiga yaqinlashmaydi. Shuning uchun to ‘r sohaning 
qadamlari nisbati shrmday bo‘lishi kerakki, a  < 1 bo‘lsin, ya’ni AASB 
ACSD ning ichida bo‘lishi kerak. Shuni eslatamizki, umumiy holda 
differensial tenglamaning aniqlangan uchburchagi egri cbiziqli 
uchburchakdan iborat bo‘ladi, ammo bu uchburchak ayirmali 
tenglamaning aniqlanganlik uchburchagi ichida yotishi lozim.

Endi chegaraviy masalani to‘r usuli bilan yechish masalasini 
qaraymiz. Faraz qilaylik, (1) tenglamaning (2) boshlang‘ich shartlami 
va (5) chegaraviy shartlami qanoatlantimvchi yechimini topish 

masalasi berilgan bo‘lsin. Berilgan G = | 0 <  y <  7 ,a  < x<  J3} sohani

qadamlari h va / bo‘lgan to‘r  bilan qoplaymiz. To‘ming ichki tugun- 
larida tenglamaning approksimatsiyasini, chegaraviy tugunlarida esa 
(2) va (5) shartlaming approksimatsiyasini qilamiz. Tenglama

o (h2 + 12) xatohk bilan (2) boshlang'ich shart o(h) chegaraviy shart- 

lar o(l) xatolik bilan approksimatsiya qilingan bo‘Iadi. (1) ning 

approksimatsiyasi uchun (x^y,) ,  (x,+1,y i), ( a >K±i ) tugunlar jalb etil- 

gan. Natijada quyidagi ayirmali tenglamalar sistemasi hosil boiadi:

Ln(« *)- + + c a uM , + Dijui-y  + Eijuu = f . j .  (I1)
i = 0,l,2,...,Ar, j  = 0,1,...,M  (.Ml = Y)

uchburchak (10) ayirmali tenglamaning aniqlanganlik uchburchagi
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« t o = 9 i ’ « n  =  t y ,  +  « « .  i = (12)

Oj

lo>

U i j - U 0 J

+ ^\jUOj -  ^a /’

{ N j ~ u N - \ j

(13)

Bu (11), (12), (13) to ‘r masala (1), (2), (5) chegaraviy masalani 
tenglama bo‘yicha o(/2 + /*2) boshlang‘ich shartlami o{h), chegaraviy

shartlami esa o(l) xatolik bilan approksimatsiya qiladi. To‘r masalani 

qatlamlar bo‘yicha yechish mumkin. Haqiqatan ham, ;  = 0 va j  = 1 

bo‘lganda (12) bilan uj0, u n i = 0 , l , . . . ,N  lar topiladi. So‘ng, / ni

tanlash hisobiga Atj = ~ jT  + ^ J <  0 boTishligini ta’minlab, (11) for-

muladan foydalanib un ,u 22, . . . , u N_l2 larning qiymatini aniqlaymiz, 

(13) dan esa u02, uN2 aniqlanadi. Shunday qilib, j  = 2 da, ya’ni ikkin- 

chi qatlamda laming qiymatlari barcha tugunlarda aniqlanadi. 

Keyingi qatlamlardagi tugunlarda ham utj ning qiymatlari shu kabi 

aniqlanadi.

Bobga tegishli tayanch so ‘zlar: to‘r  soha, ichki nuqta, chegaraviy 
nuqta, to‘r  funksiya, approksimatsiya xatoligi, oshkor sxema, 
oshkormas sxema, turg‘unlik, ayirmali tenglamaning aniqlanganlik 
uchburchagi.

Savollar va topshiriqlar

1. Ikki o ‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial 
tenglamalar klassifikatsiyasi.

2. Elliptik tipdagi tenglamaga qo‘yiladigan chegaraviy shartlar turlari.
3. To‘r sohani qurish.
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4. Qo‘shni tugunlar tushunchasi.
5. To‘r sohaning ichki tugunlari.
6. To‘r sohaning chegaraviy tugunlari.
7. Y opiqto‘r soha.
8. Birinchi tartibli hosilalarni boTingan ayirmalar orqali ifoda- 

laydigan formulalami chiqaring va qadamga nisbatan xatolik tartibini 
ko‘rsating.

9. Ikkinchi tartibli hosilalarni bo‘hngan ayinnalar orqali ifoda- 
laydigan formulalarni chiqaring va qadamga nisbatan xatolik tar- 
tiblarini ko'rsating.

10. A h(uy) = fy  to‘r tenglamani hosil qilishda qatnashadigan tu- 

gunlar sxemasini ko‘rsating.
11. Lh (uy) = f tJ to‘r tenglamani hosil qilishda ishthok etuvchi 

tuguiilar sxemasini ko‘rsating.
12. Chegaraviy shartlami approksimatsiya etish usullarini chi- 

qaring, qadamga nisbatan xatolik tartibini ko‘rsating.
13. Maksimum prinsipi.
14. To‘r tenglamalar sistemasining yechimi mavjudligi.
15. Xatolikni baholashda Runge qoidasi.
16. Parabolik tipdagi tenglama uchun qo‘yilgan chegaraviy masa- 

lani yozing.
17. Ayirmali masalani chiqaring.

18. Qanday sxema oshkor deyiladi?
19. Oshkormas sxemani chiqaring.
20. Oshkor sxemaning turg'unligining zamriy shartini chiqaring.
21. Oshkormas sxemada hosil boTgan tenglamalar sistemasini 

yechish qanday bajariladi?
22. Qanday sxemalar shartli turg‘un, absolut turg‘un deb 

nomlanadi?
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23. Oshkormas sxema turg'unligining zamriy shartini chiqaring.
24. Giperbolik tipdagi tenglamalar uchun Koshi masalasi.
25. Chegaraviy masalalar turlari.
26. Koshi masalasini to ‘r usuli bilan yechish.

27. Qadamlar nisbati -f = a  qanday bo'lishining tahlili.
h

28. Chegaraviy masalani to‘r usuli bilan yechish.

Misol 1. G = {0 < x  < 1, 0 < t < 0,025} sohada

du _  d2u
(1)dt dx2 ’

w(x,0) = sinmc, 2)
w(0,t) = w(l,t) = 0 (3)

differensial masalani to ‘r metodi bilan h = 0,1, a  = 0,5 bo‘lganda 
oshkor sxemadan foydalanib yeching.

Yechish. a  = 0,5 bo'lganligi uchun x = 0,005 bo‘ladi. Berilgan 

masalani ayirmali masalaga o ‘tkazamiz, u quyidagicha:

Mi,y+I = ' i =  1)2,...,9, j  =  0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,

ui0 ^sinrcx,. = sina:- 0,11, i = 1,2,...,10,

Mo7 = wioy = °. 7 = 0,1,...,5.

0 ')

(2')

(3')

Jadvalga boshlang‘ich va chegaraviy qiymatlami yozamiz. 
Ulaming simmetriyasidan foydalanib jadvalni faqat x = 0; 0,1; 0,2; 

0,3; 0,4; 0,5 lar uchun toidiram iz. Yechimni birinchi qatlamdagi 

qiymatlarini ( l')  da j  = 0 desak,

_  “<-l,0+“i+l,0
z,1 -  2

formula bilan hisoblaymiz. Bu qiymatlami jadvalning ikkinchi yo iiga  
joylashtiramiz.
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Endi ( l ')  da j  = 2 deb,

formula bilan yechimning ikkinchi qatlamdagi qiymatlarini topamiz 
va jadvalning uchinchi yo‘liga yozib qo‘yamiz. Shu tariqa t ning 

0,005; 0,010; 0,015; 0,020; 0,025 qiymatlari uchun yechimning qiy- 

matlarini aniqlaymiz.

j
X

t
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0 0 0 0,3090 0,5878 0,8090 0,9511 1,0000

1 0,005 0 0,2939 0,5590 0,7699 0,9045 0,9511

2 0,010 0 0,2795 0,5316 0,7318 0,8602 0,9045

3 0,015 0 0,2658 0,5056 0,6959 0,8182 0,8602

4 0,020 0 0,2528 0,4808 0,6619 0,7780 0,8182

5 0,025 0 0,2404 0,4574 0,6294 0,7400 0,7780

Misol 2. Quyidagi
8 u  _  d 2u

8 t  8 x 2  ̂ (1 )

u ( x ,  0) =  4 x ( \  -  x )  ^2)

u (0 , t )  = u ( l , t )  = 0  ^

chegaraviy masalani haydash usuli bilan h = 0 ,1 , / = 0,01 deb 

yeching.

Yechish. h = 0,1, l = 0,01 bo‘lganligi uchun a  = -^- = 1 bo‘ladi.

Berilgan chegaraviy masalani ayirmali masalaga o ‘tkazamiz: 

u m , j + i  -  3 " v + i +  »K jfi + u ij =  0 , i =  1, 2 , . .. ,  10; j  =  0 , 1 , 2 , . . . ,  ( l ')
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«rt>  = 4 x i ( { -  x i ) ’ 
U 0 j  =  « 1 0 /  =  0  ■

(2 ')

(3')

Haydash usuliga ko‘ra ( l ')  ni

U ij+ 1 ~  a ij+\ ( ^ i j + i  + U i + l J + \ ) (4)

ko‘rinishiga keltiriladi, bu yerda atj+], /^.+1 miqdorlar quyidagicha 

ketma-ket aniqlanadi:

Keyin (3') dan «10 .+1 = 0 ligi m a’lum bo‘lganligi uchun (4) dan 

uij+t larni i = 9, 8 ,..., 1 deb topiladi.

Shunday qilib, u {x ,t)  ni tj dagi qiymatlari m a’lum bo‘lsa, 

/ = / .+1 dagi qiymatlarini haydash usuli bilan topish mumkin. Ilisob 

lash natijalarini jadvalda akslantiramiz. Jadvalning birinchi yo‘lidn 

Mi0(i = 0,1,... ,10) larni yozamiz, (5) formula bo‘yiclia 

fln =0,3333, =um=4xx( l - x t ) = 0,?>6.

Endi (6) da j  = 0 deb

va hokazo.
an va bn larni jadvalga yozamiz. Bu hisoblashlar haydasli i i s i i  

yo‘li deyiladi. Haydash usulining teskari usiili <|iiyi-

(5)

(6)

= 0,3750 ; blx
O

= axibu +u2Q = 0,12 + 0,64 = 0,760

= 0,3810; b3l = a2Xb2l + u3Q = 0,3810- 0,7600 + 0,84 = 1,1250
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chegaraviy shartdan

«n(i=  9 ,8 ,...,l)  lami (4) formula yordamidahisoblaymiz: 

u9l = a9i(^ 9i + Mio.i)= 0,3818- 0,8120 = 0,3100,

«8i = a8i ( i 8i + w9i) = 0,3818-(1,1860 +0,3100) = 0,5712,

Mn  = « 1 . ( ^ 1 + M 2 i )  =  ° > 3 3 3 3 .  ( 0 , 3 6  +  0 ,  $ 7 1 2 ) i =  0 , 3 1 0 G .

i 0 1 2 3 4 S 6 7 8 9 1 0

M/0 0 0,3600 0,6400 0,8400 0,9600 1,0000 0,9600 0,8400 0,64QQ 0,3600 0

an 0 0,3333 0,3750 0 3 8 1 0 0 3 8 1 8 0,3818 0,3818 0,3818 0,3818 0,3812 0

bn 0 0,3600 0,7600 1,1250 1,3890 1,5300 1,5440 1,5440 1,1860 0,8120 P

ua 0 0,3100 0,5715 0,7640 0,8820 0,9210 Q,8820 0,8820 0,5715 0,3100 9

Shunday qilib, birinchi qatlamda joylashgan tugunlarda yechim- 
ning taqribiy qiymatlari topildi. Keyingi qatlamlardagi tugwnlarda 
yechimni aynan shu amallami bajarib topiladi, 1 i

Misol 3. Quyidagi

d2u _  d2u
a ?  ~a/

u(x,0) = 0,2- x - (1 - x ) -  sin(TTJc), = 0,

w(0,y) = 0, u ( \ ,y )~ 0 .

(1)

(2)

(3 )

Chegaraviymasalani to‘rm etodi bilan h = l ~ 0 , \  debyeching. 

Yechish. Differensial masalani ayirmali masalaga p ‘tkazamiz.

U i . M  +  O ' )
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ul0 = 0 ,2 ■ x( • (1 - X' ) • sin(rtx,.), = 0, (2')

1(^ = 0, um j= 0 . (3')

Ayirmali tenglama ( l')  ni / = 0 dayozamiz:

Mil  =  Ui+1,0 +  M i-1 ,0  ~ U i , - U

Buiidan va (2') ning ikkinchisidan m , ni yo'qotsak,

M.I = “n-i,o~wi-i,o

HoSil bo‘ladi. Natijada quyidagi

u U +1 =  “ n u  +  u i - i j  ~  u u - 1» J  =

Ma) =0,2- X,. ■ (1 -  X,.) • sin(7tx,), un = - 

w0/ = °» mio/ = 0> y = ° , i ,—5

i = l,2 ,...,9^ (4)

)
ayirmali tenglamdlar sistemasiga ega bo‘lamiz. Hisoblash natijalarini 

jadvalga joylashtiramiz. Jadvalning birinchi yo‘liga M>'° larning 
qiymatlarini yozamiz, ikkinchi yo‘liga esa birinchi yo‘ldagi qiymal- 

lardan foydalanib, u‘< laming qiymatlarini joylashtiramiz. Keyingi 
qatlamdagilami ( l')  dan foydalanib aniqlaymiz. Masalaning simmet- 

riyasini e'tiborga olib, natijani faqat 0$x<0,5 o r a ] j q  uchun 

keltiramiz.

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0 0 0,0056 . 0,0188 0,0340 0,0457 0,0500
i 0 0,0094 0,0198 0,0323 0,0420 0,0457

21 0 0,0142 0,0229 0,0278 0,0323 0,0340

3/ 0 0,0135 0,0222 0,0229 0,0198 0,01 89

41 0 0,0080 0,0135 0,0142 0,0095 0,0050

51 0 0 0 0,0001 0 0,0001
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Misol 4. Quyidagi

d2u
dy2

d2u—j + x + y ,

m(x,0) = (1,5- jc2 + l,2)sin(7u ), — I ,  = 0,U ,dy 'y=° ’ ’

w(0,y) = M(l,y) = 0

(2)

(3)

differensial masalani to ‘r usuli bilan h = l  = 0,1 bo‘lganda yeching. 
Yechish. Bu masalani ayirmali masalaga o ‘tkazamiz:

ui,j+1 = um j  + ~ ui j - 1»+0,01( ^  + y t), ( l')

7 = 1 ,2 , . . . ,  9, j =  1 ,2 , 3 ,4 ;

ui0 = a,5- X2 + l,2)sin(7T- xj), un = ut0 + 0,1- 0,1-xt, (2')
7 =  1 ,2 ,. . . ,1 0 ;

u 0 j  =  «10J  =  ° >  J  =  0,1,2,3,4,5. (3’)
Natijalami jadval ko‘rinishida keltiramiz. Jadvalning 1-ustunida 

chegaraviy shartlami yozamiz, birinchi yo‘lda (2') ning birinchisidan 

UjQ lami aniqlab yozamiz, ikkinchi yo‘lga esa (2') ning ikkinchisidan

topilgan u,| ning qiymatlarini yozamiz. So‘ng ( l')  da j  = 1- deb uchin-

chi yo‘lni to ‘ldiramiz. j '=  2 ; '3 , 4 dagi qiyiriatlaf ( l ')  ”da 
aniqlanadi.

yj/Xi 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0 0 0,3754 0,7406 1,0800 1,3696 1,5750
l 0 0,3764 0,7426 1,0830 1,3736 1,5800

21 0 0,3702 0,7228 1,0412 1,2994 1,1792
31 0 0,3514 0,6738 0,9452 0,8538 1,0268
41 0 0,3086 0,5798 0,4934 0,6816 0,5374
51 0 0,2344 0,1352 0,3242 0,1860 0,3464
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t

Misollar.
Vazifa 1. G = { 0 < x < 0 ,6 ,  0 < /< 0 ,0 1 }  sohada

8u _  d 2u 

dt dx2 ’
u(x,0) = f ( x ) ,  u(0, t) =cp(/), u(0,6, t) =i|/(0- 

differensial masalani lo ‘r metodi bilan h = 0,1, a  = 1/6 bo‘lganda 

oshkor sxemadan foydalanib yeching.

Ne 1. u (x ,0 )= cos2x , t t ( 0 , '0 = l - 6 / ,  « (0 ,6 ,0 = 0 ,3 6 2 4 .

Ne 2. m(x,0) = x ( x  + 1), m(0, 0  =0, m(0,6, 0 = 2 /+  0,96.

Ne 3. u (x ,0) = 1,2 + lg(x + 0,4), u(0, /) =0,8 + /, u(0,6, /) =1,2. 

Ne4. w (x,0)=sin2x, m(0 ,/)= 2 /,  m(0 ,6 ,/)= 0 ,9 3 2 .

Ne 5. m(x,0) = 3 x (2 -x ) , u(0, /) =0, u(0,6, /) = / + 2,52.

Ne 6. w(x,0) = 1 -  lg(x + 0,4), u(0, /) =1,4, w(0,6, /) = / +1.

Ne 7. w (x,0)=sin(0,55x+0,03), w(0, /) = / + 0,03, w(0,6, /) =0,354. 

Ne 8. w(x,0) = 2 x ( l-x )  + 0 ,2 , w(0, /) =0,2 , w(0,6, /) = / + 0,68. 

Ne9. w (x ,0)=sinx+ 0,08 , u(0, t) =0,08 + 2/, w(0,6, /) =0,6446. 

Ne 10. w(x,0) =cos(2x + 0,19), w(0, /) =0,932, w(0,6, /) =0,1798. 

Ne 11. w(x,0) = 2x(x + 0,2) + 0,4, w(0,/) =2/ + 0,4, w(0,6, /) =1,36. 

Ne 12. w (x,0)=lg(x + 0,26) + l ,  w(0,/) =0,415+/, w(0,6 ,/)  =0,9345. 

Ne 13. w (x,0)=sin(x + 0,45), w(0,/) =0,435- 2/, w(0,6 ,/) =0,8674. 

Ne 14. w(x,0)=0,3 + x(x + 0,4), w(0, /) =0,3, m(0,6, /)= 6 / + 0,9. 

Ne 15. m(x,0 )= (x -0 ,2 ) ( x + 1) + 0,2, w(0, /) = 6/, m(0,6, /) =0,84. 

Ne 16. w(x,0) = x(0,3 + 2x), m(0, /) =0, u(0,6, /) =6/ + 0,9.
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JVo 17. w (jt,0 )= sin(x+0,48), w(0, /) = 0,4618, w(0,6,/)=3?+0,882. 

Xo 18. w(x,0) = sin(x + 0,02), w(0, /) =3/ + 0,02, w(0,6, /) =0,581. 

JVo 19. w(x,0) =cos(x  + 0,48), w(0, /)=6/+0,887, w(0,6,/)=0,4713. 

JVo20. w (x ,0 )= lg (2 ,6 3 -x ), w (0 ,/)= 3(0 ,14-/), w(0,6 ,/)  =0,3075. 

Jfo 21. w(x,0) = 1,5- x ( l - x ) , w (0 ,0  = 3 (0 ,5 - /) , w(0,6, /) =1,26. 

N°22. w (x,0)=cos(x + 0,845), w (0,/)=6(/+0,ll), w(0,6 ,/) =0,1205. 

JVe 23. w(x,0) = lg (2,42 + x ) , w(0,/) =0,3838, w(0,6,/) = 6 (0 ,08 -/). 

JVe24. w(x,0)=0,6 + x (0 ,8 -x ) , w (0 ,/)= 0 ,6 , w(0,6,/) =3(0,24+/). 

JVe25. w (x,0)=cos(x + 0,66), w(0,/) = 3/+0,79, w(0,6 ,/)  =0,3058. 

JVe 26. w(x,0) = lg(l,43 + 2x), w(0, /) =0,1553, w(0,6,/)=3(/+0,14). 

JVe 27. w(x,0)=0,9 + 2 x ( l-x ) ,  w(0,/) = 3 (0 ,3 -2 /), w(0,6,/)=1,38. 

JVe 28. w(x,0) = lg(l,95 + x ), w (0,/) = 0 ,2 9 -6 / ,  w(0,6 ,/ )  =0,4065. 

JVe29. w(x,0) = 2cos(x + 0,55), w(0,/) =1,705, w(0,6, /)= 0 ,817+3/. 

JVe 30. w(x,0) = x ( l - x )  + 0,2, w(0. /) =0,2, w(0,6, /) =2(/ + 0,22).

V azifa2 . G - (0<  x <  1, 0 < /< 0 ,5 }  sohada

d2u _  d2u 
~ d ? ~  0 ? ’

w(x,0) = / (x ) ,  ^-|,=0 = O (x), 

w(0,/) = tp(/), w(l,/) = ii/(/).

differensial masalani to ‘r  usuli bilan h = l = 0,1 bo'lganda yeching.

JVe 1. / ( x )  = x (x + 1), <D(x) = cosx, cp(/) = 0, v|/(/) = 2(/ + l ) .

JVe 2. / ( x )  = x c o s t c x ,  <D(x) = x (2 -  x), tp(/) = 2/, ip(/) = - l .

JVe 3. / ( x )  = co s^ - , <D(x) = x2, cp(/) = 1 + 2/, \g(/) = 0.
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JVo 4. / (x )  = (x + 0,5)(x-1), $(x) = sin(x+0,2), (p(/) = /-0 ,5 , \j/(/) = 3/. 

JVe 5. / ( x )  = 2x(x + l) + 0,3, <5(x) = 2sinx, cp(/) = 0,3, \j/(/) = 4,3 + /.

JVo 6. / (x )  = (x+ 0,2)sin y ,  O(x) = 1 + x2, (p(/) = 0, \)/(0 = 1,2(/ + 1).

JV« 7. / ( x )  = xsinrtx, O(x) = (x + 1)2, cp(/) = 2/, \\i(t) = 0.

JV» 8. / ( x )  = 3 x ( l-x ) , 0 (x )  = cos(x + 0,5), <p(/) = 2/, \j/(/) = 0.

JVs 9. / (x) = x(2x -0 ,5 ) ,  O (x) = cos 2x, (p(/) = t 2 , \]/(/) = 1,5.

JVe 10. / ( x )  = (x +1)sintcx, 0 (x )  = x2 + x, (p(/) = 0, \j/(r) = 0,5/.

TCV
JVo 11. / ( x ) = ( l - x ) c o s — , 0 (x )  = 2x + l, (p(/) = 2/ + l, \j/(/) = 0.

JV» 12. / ( x )  = 0 ,5x(x+ l), 0 (x )  = xcosx, (p(/) = 2 /2, \j/(f) = 1.

JV» 13. / ( x )  = 0,5(x2 + 1), 0 (x )  = xsin2x, cp(/) = 0,5 + 3/, \j/(/)= I .

JV» 14. / (x) = (x + l)sin-^-, O(x) = l - x 2,(p(/) = 0,5/, \j/(/) = 2.

JVo 15. / ( x )  = x2 cos tcx, O (x) = x2 (x +1), (p(/) = 0,5/, \|/ (/) = / -  !.

JVo 16. / ( x )  = (1 -x2)costix, O(x) = 2x + 0,6, (p(/) = 1 + 0,4/, \p(/) 0. 

JVa 17. /(x )  = (x+0,5)2,0 (x ) = (x+l)sinx,(p(/) = 0,5(0,5+/), \|/(/) = 2,25. 

JVe 18. / (x )  = l ,2 x -x 2,0 (x )  = (x+0,6)sinx,(p(/) = 0, \j/(/) = 0,2 + 0,5/. 

JVo 19. /(x )  = (x+0,5)(x+l),0(x) = cos(x+0,3),(p(/)=0,5,\j/(/) = 3 -2 /. 

JVe 20. /(x )  = 0,5(x+ 1)2, 0(x) = (x+0,5) cos 7tx, (p(/) = 0,5, \j/(/) = 2 -  3/. 

JVe 21. / ( x )  = (x+ 0,4)sin7tx, 0 (x )=  (x +1)2, cp(/) = 0,5/, \j/(/) = 0. 

JVo 22. / ( x )  = (2-x)sin7tx , O(x) = (x + 0,6)2, cp(/)= 0,5/, \j/(/) = 0.

JVo 23. / ( x )  = xcos™-, O(x) = 2x2, (p(/) = 0, \[/(/) = /2.
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No 24. f ( x ) =  (x+0 ,4)cosy , O(jc) = 0,3(x2 +1), cp(0 = 0,4, = 1,2?.

-N5 25. f ( x )  = ( 1 - jc2 )  + x, O(x) = 2sin(x + 0,4), cp(/) = 1, v|/(0 = (t + 1 )2. 

-N2 26. / (x) = 0,4(jc+0,5)2, 0(x)= xsin(x+0,6), cp(/)=0,1+0,5t, \\i(t) = 0,9.

27. /(x) = (x+0,5)2 costdc, O(x) = (x+0,7)2, cp(0 = 0,5, v)/(0=2/ -1,5. 

>To 28. / (* )  = (x + 2)(0,5x +1), <£ (x) = 2 cos ( x + ̂  j ,

» 9 (0  = 2 , \|/(0 = 4 ,5 -3 f.

■Ns 29. / ( x )  = (x2 + 1)(1 -  x), <I>(x) = 1 -  sinx, 9 (0  = 1, v|/(0 = 0,5/. 

.No 30. f ( x ) = (x + 0,2) s i n y , O(x) = 1 + x2, 9 (0  = 0,6t ,  vj/(0 = 1 2.
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