
ЎЗБЕКИСТОН РЕСПУБЛИКАСИ ОЛИЙ ВА ЎРТА 
МАХСУС ТАЪЛИМ ВАЗИРЛИГИ

МИРЗО УЛУҒБЕК НОМИДАГИ 
ТОШКЕНТ ДАВЛАТ УНИВЕРСИТЕТИ

Г.Ҳудойберганов, А.Ворисов, Ҳ.Мансуров

КОМПЛЕКС АНАЛИЗ
(Маърузалар)

ТОШКЕНТ

«УНИВЕРСИТЕТ»

1998

www.ziyouz.com kutubxonasi



Маэкур қўдланма университетларнинг математика, 
механика, тадбиқий математика ва информатика йўна- 
лишлари бўйича бакалаврлар тайёрлайдиган факуль- 
тетлар талабалари учун мўлжалланган.

Қўлланма бакалаврлар учун мўлжалланган ўқув 
дастури асосида ёзилган бўлиб, унда комплекс ўзга- 
рувчили функциялар назарияси баён этилган.

©  “ Университет”  нашриёти - 1998

www.ziyouz.com kutubxonasi



СЎЗ БОШИ
Ўзбекистон Реепубликаси Олий Мажлисининг IX сессиясида 

Президентимиз И.А.Каримовнинг «Баркамол авлод 
Ўэбекистон тараққиётининг пойдевори» мавзусидаги сўзлаган 
нутқида «Келажак авлод ҳақида қайғуриш, соглом баркамол 
наслни тарбиялаб етиштиришга интилиш бизнинг миллий 
хусусиятимиздир» деб таъкидланди.

Мазкур сессияда таълим-тарбия тизимининг истиқболини 
белгилаб берувчи кадрлар тайёрлашнинг миллий дастури қабул 
қилинди. Миллий дастурнинг мақсади, ваэифалари ва уни рўёбга 
чиқариш босқичлари белгилаб берилди. Жумладан, таълим 
дарсликдан бошланиши, дарслик яратишга энг илғор, энг 
шарафли вазифа сифатида қараш кўрсатиб ўтилди.

Маълумки, Мирзо Улуғбек номидаги Тошкент Давлат 
университети Олий таълимнинг 22 йўналиши бўйича малакали 
кадр(мутахассис)лар тайёрловчи республикамизнинг етакчи олий 
ўқув юрти ҳисобланади. Шу муносабат билан университетлар 
учун мазкур йўналишлар бўйича меёрий ҳужжатлар: давлат 
таълим стандартлари, ўқув режалари, дастурлар ишлаб чиқилди, 
нашр қилинди ва ўқув жараёнига тадбиқ этилди. Навбатдаги 
долзарб, масала ушбу бакалаврлар тайёрлаш ўқув дастурлари 
асосида замон талабига жавоб берувчи дарслик ва қўлланмалар 
яратишдан иборатдир. Бу масалани ечиш борасида университет 
профессор-ўқитувчилари томонидан қатор режа ва тадбирлар 
белгиланди. Талабаларни ўқув қўлланмалари билан тезкорликда 
таъминлаш мақсадида тажрибали профессор-ўқитувчилар 
томонидан муайян фанлар бўйича маърузалар матни нашрга 
тайёрланиб, чоп этила бошланди.

Ушбу қўлланма математика, механика, тадбиқий математика 
ва информатика йўналишлари бўйича бакалаврлар тайёрлаш 
ўқув режасининг асосий фанларидан бири -  комплекс 
ўзгарувчили функциялар назарияси (Комплекс анализ)га 
бағишланган. Уни ёзилишида юқорида қайд этилган ўқув 
дастури асос қилиб олинди. Муаллифлар кўп йиллар давомида 
талабалар учун ўқилган маърузалар, олиб борилган амалий 
машғулотлардан фойдаландилар. Маърузалар матни чоп этишга 
тайёрлангунга қадар бир неча маротаба синовдан ўтказилди. 
Муаллифлар ҳар бир маърузани, мавзуни қисқа, математик 
қатъий, ўз навбатида талаба томонидан ўқишли бўлишига 
эришишни ўз олдиларига мақсад қилиб қўйдилар.
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Мазкур қўлланма саккиз бобдан иборат. Унда дастлаб 
комплекс сонлар, комплекс аргументли функциялар лимити, 
узлуксизлиги; голоморф функциялар, элементар функциялар ва 
улар ёрдамида бажариладиган акслантиришлар, сўнгра 
комплекс аргументли функцияларнинг интеграллари, Коши 
теоремаси, Кошининг интеграл фюрмуласи, даражали ҳамда 
Лоран қаторлари, голоморф функцияларнинг ҳоссалари, 
чегирмалар аа уларнинг татбиқлари баён этилган.

Айни пайтда, бакалаврлар учун мўлжалланган ўқув 
дастурида комплекс анализнинг давом, геометрик принциплар 
бўлимлари бўлмаганлиги сабабли биз уларнинг баёнини кейинги 
босқич мутахассислик (магистрлар) учун ёзиладиган қўлланмага 
қолдирдик.

Китоб қўлёзмасини ўқиб, унинг яхшиланишига ўз 
хиссаларини қўшган профессор А.Саъдуллаевга, доцентлар 
Б.Шойим-қулов, Т.Тўйчиевларга муаллифлар миннатдорчилик 
билдирадилар.

Қўлланмадаги камчиликларни бартараф этишга ва уни 
яхшилашга қаратилган фикр-мулоҳазаларини билдирган ҳам- 
касбларга муаллифлар олдиндан миннатдорчилик изҳор 
этадилар.

4

www.ziyouz.com kutubxonasi



1 -Б О Б

КОМПЛЕКС СОНЛАР

1-§. Комплекс сон тушунчаси

Текиспикда Декарт координатапар системаси берилган 
бўлсин. Абсциссалар ўқида жойлашган нуқталар тўпламини к х, 
ординаталар ўқида жойлашган нуқталар тўпламини к у орқапи 
белгилайлик.

Ихтиёрий X еК.х , у е К у ҳақиқий сонлардан (х,у) жуфт- 
ликни ҳосил қиламиз. Бунда, агар у = 0 бўлса, (х,0) = х деб 
қараймиз. Бундай жуфтликлардан ташкйл топган

Сш {(х,у):х е К.х,у е Ку} »

тўпламда арифметик амаллар киритилиши мумкин.
Агар (х „у ,)е С . (х2,у2) еС-жуфтликларучун х ,= х 2, 

у, -  у2 бўлса, бу жуфтликлар ўзаро тенг дейилади ва (х „у ,) =
-  (ха ,у2) каби белгиланади.

Ушбу (х ,+ х 2,у ,+ у 2)еС  жуфтлик (х „у ,) ҳамда (ҳ2,у2) 
жуфтликлар йиғиндиси дейилади ва (х „у ,) + (х2,у2) каби 
белгиланади:

( х , , у , )  + ( х 2.у 2 ) = (х ,  + у , , х 2 + у 2 ).
(х „у ,) жуфтликдан (х2,у2) жуфтликнинг айирмаси деб 

шундай (х,у) жуфтликка айтиладики,
(х,у)+(х2,у2) = (х „у ,) (1)

бўлади. Бу айирма
(х,у) = (х „у ,)-(х 2,у2)

каби ёзилади. (I) дан
(х + х2,у + у2) = (х „у ,)

•а демак,
Х+Х2=Х| X = -  Х2

у + у2= у , у = у, -  У2 
бўлиши келиб чикади. Демак,

(XI, У1) -  (Х2 ,уг)=( XI -  Х2, у, -  У2>.
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Ушбу
(X, Х2-У, У2 , X, У2+ Х2У1) 6 С

жуфтлик (х,,у,) ҳамда (хг.уг) жуфтликларнинг кўпайтмаси дейи- 
лади ва

(Х1,У1)-(Х2 .У2)
каби белгиланади:

(X, ,У,) (Х2 ,У2)= (X, Х2-  У, У2, X, У2+ Х2У,). (2)
(х,, у,) жуфтликнинг (Х2,у2)жуфтликка нисбати деб шундай 

(х, у) жуфтликка айтиладики,
(Х2 ,У2) (Х , у)=(х,, у,) , (Х^+У^ > 0)

бўлади. Нисбат

(х,у) = (Х1.У1)
(х2,У2)

каби белгиланади.
(1) дан фойдаланиб (2) ни ҳуйидагича ёэамиз:

(х2 X -  У2У, Х2 У+ У2Х)= (X, . у,)
Бу тенгликдан

Х2Х-У2У=Х,
Х2У+У2Х=У,

яъни

бўлиши келиб чиқади.

г _ х 1х 2 +У,У2 ,
х 2 + У 2

г. Х2У1 -Х 1У2 У 2 2
х2 +Уг

Демак,

(Х1.У1) ( Х1Х2 +У1У2 Х2У1 -Х 1У2 #
(х2 .у2) I  х |+ у | ’ х |+ у |

Шундай қилиб, С тўплам элементлари устида тўрт амал - 
қўшиш, айириш, кўпайтириш ва бўлиш амаллари киритилади. Бу 
амаллар қуйидаги хоссаларга эга:

1°. Коммутативлик:
(х ,. У,)+(Х2 ,у2)= (х2 ,у2)+ (X, , у,),

(х ,. У,) (Х2 ,у2)= (Х2 ,У2)-(Х,, У,).
2°. Ассоциативлик:

[(х, ,у,)+(х2 ,уг)]+ (х3 .уз)= (х,.у,)+ [(Х2.У2) + (х3 .уз)],
[(XI, у,)-(Х2 ,у2)] (Х3, У3)=(Х,. у,) [(Х2 ,У2)-(Хз, Уз)] •
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3°. Дистрибутивлик:
[(х1.уО + (Х2>У2)]-(хЗ.Уз) = (х1.У1ХхЗ.Уз) + (х2.У2ХХЗ.Уз)

хоссалар содда исботланади. Биз улардан бирини, масалан,
3 -хоссанинг исботини келтирамиз.

Равшанки,
(х1.уО + (х2.У2) = (х1 + х2.У1+Уг)- 

Унда, бир томондан
[(х..уО+(х2*уО ](хз.у О =:(х> +х»*у> +у О*(хз*у О ”

=((х. +х2)хэ ~(У. +У2)Уэ. (х . +х2)Уэ +(У. +У2)хэ) =

= (х ,хэ +х2хэ “ У.Уэ -У 2Уэ> х.Уэ +х2Уэ +У.хэ +У2хэ) 
иккинчи томондан эса

(х..У.Ххэ*Уэ)+(х1*У1Ххз*У0 = (х>хэ-У 1У*>х1Уз+хэУ|)+
Ч Х1ХЭ-У2Уэ.Х2Уэ+ХэУ2) =

= (х 1хз -У.Уэ + х2хэ -УгУэ.Х.Уэ + хэУ2 +Х2Уэ + хэУ.) 
бўлишини топамиз. Бу ва (1), (2) муносабатлардан 3°-хоссанинг 
исботи келиб чиқади.

Юқорида келтирилган
С = {(х ,у ):хе К х,у е К у}

тўплам элементлари устида арифметик амалларнинг
бажарилиши ва уларнинг 1 -3°- хоссапарга эга эканлиги, табиий 
равишда С тўплам элементини сон деб қараш имконини юзага 
келтиради.

Одатда, С тўплам элементи (х,у) жуфтлик комплекс сон 
дейилади ва у битта харф билан белгиланади:

2 = (х,у)
Демак, С тўплам комплекс сонлар тўпламини ифодалар 

экан.
Маълумки, Ух е К.х учун

(х,0) = х .
Бу эса ҳақиқий сон комплекс соннинг хусусий холи эканини 

билдиради. Демак, Кх с С .

2-$. Комплекс соннинг кўринишлари

1°. К о м п л е к с  с о н н и н г  а л г е б р а и к  кў -  
р и н и ш и. Ушбу (0,1) е С комплекс сонни олиб, уни 1 орқали 
белгилайлик:

(0,1) =  1 .
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Равшанки,
(0,1) (0,1) = 1-1 = 12

бўлади. Кўпайтириш қоидасидан фойдаланиб топамиз:
(0,1) • (0,1) = (0 • 0 -  М , 0 • 1 +1 • 0) = (-1,0) *  -1.

Демак,
12 * -1 ._

Квадрати -1 га тенг бўлган ҳақиқий сон мавжуд бўлмаганлиги 
сабабли 1 ҳақиқий сон эмас. Уни мавҳум бирлик деб 
юритилади.

Энди (0,Р) е С комплекс сонни олайлик, бунда р - ихтиёрий 
ҳақиқий сон. Бу сонни қуйидагича

(0,р) = (Р'0-0-1, р-1 + 0-0) (3)
ёзиш мумкин. Равшанки,

(Р-0-0-1,р-1 + 0-0)=(Р,0)(0,1) (4)
бўлади. Агар

(Р,0) = Р, (0,1) =1
бўлишини эътиборга олсак, унда (3) ва (4) муносабатлардан

(0,Р) = р -(= ;-р
эканлиги келиб чиқади.

Демак,
(а,0) = а ,  (0,1) = 1, (0 ,р )= 1 -р .  (5)

Энди ихтиёрий (х,у) е С комплекс сонни олайлик.
Уни қуйидагича

(х,у) =(х,0) +(0,у)
ёзиш мумкин. (5) муносабатлардан фойдаланиб

(х,у) = х + 1ў
бўлишини топамиз. Бу комплекс соннинг алгебраик кўринишини 
ифодалайди.

Шундай қилиб, ихтиёрий г = (х,у) комплекс сонни 
г = х+1у (6)

кўринишда ёзиш мумкин экан. Одатда комплекс соннинг (6) 
кўриниши унинг алгебраик кўриниши дейилади. Бунда х - 
ҳақиқий сон 2 комплекс соннинг-ҳақиқий қисми дейилади ,ва у 
Ре2 каби белгиланади:

^х = Кег
(Ке лотинча КеаИз - «ҳақиқии» деган маънони англатувчи сўздан 
олинган).

У ҳақиқий сон 2 комплекс соннинг мавҳум қисми дейилади 
ва у 1шг каби белгиланади:

У <ТЙ12
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( |ш лотинча 1тад1паг1П5 - «мавҳум» деган маънони англатувчи 
( 9*Д*н олинган).

Комплекс соннинг бу кўринишда икки 
21 = х1+ ‘У1* 2 2 = х2 + ‘Уг

номилекс сонларнинг тенглиги, йиғиндиси, айирмаси, кўпайтмаси 
аа иисбати қуйидагича

Ч  = 22 '<=> Х1 = х2 * У1 =У2 
21 + 22 = (х1+х2)+ (у1+у2)1 
21-22 =(Х ,-Х 2 ) + (У1-У2)1

21 • 2г = (Х,Х2 -  У,У2 ) + (Х,У2 4 У1х 2 )«
2, _ х 1 Ҳд +У1У2 , { *2У \  ~ У 2 х 1 
2 х 2 + У2 х 2 + У 2

бўлади.
Ихтиёрий 2 = х +1у комплекс сон берилган бўлсин.

Ушбу х - 1у комплекс сон г = х + 1у комплекс соннинг қўшмаси 
дейилади ва г каби белгиланади:

2 = X -  1у .
Қуйидаги тенгликлар ўринлидир:

1) 2 + 2 = 2х. _______ _
2) 21 + 22 = 2, 22 * 2, -  2 2 = 2, — 2 2

2, • 22 — 2, • 22 *

4) (1 1 1 -1 1 . ( г 7 ^ 0 )
Ь г  1 ‘  г 2 ’

5) (2) =2.

Бу тенгликлар тўғрилигини кўрсатиш қийин эмас. Биз улар- 
дан бирининг, масалан гх +ъ̂  =  2, + 2  ̂ тенгликнинг ўринли бўли-
шини кўрсатамиз.

Айтайлик,
21 = х1+‘У1» 22 = Х2 + 1у2

бўлсин. Унда
2, = X, - )у,, г2 = х 2 -  1у 2

бўлади. Равшанки,
2,+ 2, =(Х, -ОГ^+^Х^-ТУ^^СХ, +Х2)-(у ,+ у2)1

Демак, _____
21+22 =(Х1 +Х2)-(У 1 +у2)1

9

www.ziyouz.com kutubxonasi



Иккинчи томонда
(X , + Х , ) - ( У ,  + у 2)1 = (х, -1 у ,) + (Х г -1У2) = *| +  2» 

бўлади. Кейинги тенгликдан
2, + 2̂  = 2, + 22

бўлиши келиб чиқади.
1 - э с л а т м а . п т а  г1,22,...,2|| комплекс сонларнинг йиғин-

диси ҳамда кўпайтмаси юқоридагидек киритилади ва улар учун 
мос хоссалар ҳамда тенгликлар ўринли бўлади. Жумладан 

2, + 2 2 + ...+  2 в *  2| + 27+ .. .+ 2п,

2, • 2, •...•2, = * , ■2г-...-2я ,
бўлади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу (2 + 1)3 комплекс соннинг ҳаҳиқий
ва мавҳум қисмини топинг.

Равшанки,
(2 + 1)3 = в + 3 -4-1 + 3 -2 -12 + 13

Агар
13 = — 1, I3 =  I2 • 1 = -1

эканйни эътиборга олсак, унда
(2+1)3 =2 + 1Н

бўлишини топамиз. Демак,
Кв(2 + 1)3 = 2, Ц 2  + г)3 = и

2. Ушбу
2, =1 + л/3'1, 2 2 ^ 1 -л/З-!,

комплекс сонларнинг йиғиндиси, айирмаси, кўпайтмаси ва 
нисбатини топинг.

Юқорида келтирилган қоидалардан фойдаланиб топамиз: 
г1 + 22 = (1+л/з-1)+ (1 -< Д -1) = (1+ 1)+ о /з -.У З )-1 = 2,

21 -  22 = (1 + V? • о -  (1 -  л/з • 0 = (1 -1 ) + (>/з + -*/з ) • 1 = 2^31,

гг ■ 22 = (1 + л/з -I) • (1 -  л/з -0 = (1 • 1) + л/3(-ч/з». (-1) +

+(1 -(-л/З) + >/з • 1)1 = 4 + 0-1 = 4,

2^ 1 + л/з) 1-1 +  л/3(--»/3) л/З -1 -1 - ( -л /3 ) .
2 ,=  1 - ^ 1  "  I1+ (- ,/3  )* + 1 *+ (--Л )*

-2   ̂ 2л/з. 1 , -Л- .
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З.Ихтийрий

*1 ж *1+> У1. *2=Ха+» У2. (Х2+У2>0)
нпмплекс сонлар учун

21 _ 2! - ^
2̂ х |+ у |

Аўлишини кўрсатинг.

нисбатнинг сурат ва махражини = х2 - 1У2 га кўпай- 

тирамих
XI 2г*2
22 (Х2 + 1У2ХХ2 - 1У2)

Раашннки,
(Х2 +1УгХх2-1У2) = (Х2 Х2 -У2 ' (~У2)) + (*2(“ У2) + Х2У2)'» =

= х |+ у | + 0-1 = х |+ ) |.
Натижада,

г 1 _ г 1 -22 

22 Х?+у|
бўлади.

2°. К о м п л е к с  с о н н и н г  т р и г о н о м е т р и к  
к ў р и н и ш и .  Ихтиёрий

2 = X + 1у (6)
комплекс сонни олайлик. Текисликда, координаталари х ва у 
бўлган М(х,у) нуқтани қараймиз (1-чизма).

11
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Маълумки ,0 М  шу М нуқтанинг радиус-вектори дейилади. 
Бу радиус-векторнинг узунлиги г , унинг Ох ўқи билан ташкил 
этган бурчаги <р бўлсин (1- чиэма).

1-чизмада тасвирланган ОМВ тўғри бурчакли учбурчакдан 
топамиэ:

х = Г-СОЗф, у = г-апф. (0^ф < 2к)
Унда (6) комплекс сон қуйидагича

2 = Х+1у = Г-СОвф+1-Г-ЯЛф = Г(СОЯф+1-ЯЛф) (7)
ифодаланади. Одатда комплекс соннинг бу ифодаси унинг 
тригонометрик кўриниши дейилади. Бунда г мусбат сон 2 
кбмплекс соннинг модули дейилиб, |г| каби белгиланади:

г = |т), ф бурчак эса г комплекс соннинг аргументи дейилиб, 
аг§2 каби белгиланади: ф = агдг.

Яна ДОМВ дан, Пифагор теоремасига кура

г = |г| = ^х2 +У2 (0 £ г < +<») (8)
ҳамда

18ф _ яъни ф = агсф— (9) 

бўлишини топамиз.
Демак, г  = х + 1у комплекс соннинг модули (8) формула, 

аргументи эса (9) формула ёрдамида топилади.
М и с о л л а р .  1. Ушбу

2 = -1  + л/3.1
комплекс соннинг модулини ҳамда аргументини топинг.

Берилган комплекс сонда х  =  - 1 ,  у  =  >/3 булади.
(8) ва (9) формулаларга кўра

=2>

»8Ф = — = - У З ,

бўлади.
2. Ушбу

2 = ----

ЯЪНИ ф =
2п

1

комплекс сонни тригонометрик кўринишда ифодаланг.

12
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А«|1ИЛ1«н комплекс сонда х =

2
Лўллди. У ҳолда (7) формулага кўра берилган комплекс сон 
қуйидаги

1 у/з. . (  2% . . 2 *4)
2 2  V 3 ъ )

фигонометрик кўринишга эга бўлади.

3*. К о м п л е к с  с о н н и н г к ў р с а т к и ч л и  к ў р и н и ш и .  
Фараэ қилайлик, г еС соннинг модули г (0£г<+оо) аргумен-

1И эса ср (0 <, ф < 2х) бўлсин. Унда бу комплекс сон

2 = г(сОвф + »• ЗШф)

григонометрик кўринишга эга бўлади.
Комплекс анализ курсида муҳим бўлган қуйидаги

е'9  = созф + 1 -зтф  (10)
Эйлер формуласидан ( (10) тенгликнинг исботи З-боб, 5-а да 
келтирилади) фойдалансак, г комплекс соннинг ушбу

2 =ге‘ф (11)
ифодасига келамиз. Бу комплекс соннинг кўрсаткичли ифодаси 
дейилади.

Шундай қилиб, биз мазкур параграфда комплекс соннинг 
турли кўринишларини келтирдик. Қаралаётган масаланинг та- 
лабига қараб комплекс соннинг у ёки бу кўринишидан фойда- 
ланилади.

Масалан, иккита
гх = г,е1ф1, 22 = г2е,ф2

комплекс сонлар учун 2̂  • ва -^- *0 ) ларнинг ифодалари

содда кўринишга эга бўлади:
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2,'22 =Г,вкр* • г2в ^  = г,12е‘(ф|+‘р̂ , (12)

2, Г,в!<Р' Г1 _НЧ>1 -Ч>2)в • (13)
Ч  т2еир’ *2

Юқоридаги (12), (13) муносабатлардан куйидаги хулосалар ке- 
либ чиқади:

1°. Иккита г, ва 22 комплекс сонлар кўпайтмасининг моду- 
ли шу сонлар модулларининг кўпайтмасига тенп

аргументи эса шу сонлар аргуменларининг йиғиндисига тенг. 
агв(2, • г^) = агд 2! + агв 2^.

2°. Иккита г, ва 2;  комплекс соклар нисбати (г , *  0)
Ч

нинг модули шу сонлар модулларининг нисбатига тенп

N М’
аргументи эса шу сонлар аргументларининг айирмасига тенп

аг|
2 2

= агв2, -агвг2.

3-§. Комплекс сонни даражага кўтариш ва 
ундан илдиз чиқариш

Айтайлик г1(22 2„  комплекс сонлар берилган бўлсин.
Иккита комплекс сонлар кўпайтмаси сингари бу п та комплекс 
сонлар кўпайтмаси

2 , •2 2 - , 2 п = Г, - Г2 ... Гп ( 14)

бўлади. Бунда 2 к =  г к е , фк , к = 1,2,...,п. Хусусан 
г, = 22 =...= 2„  = г бўлса, (14) тенглик ушбу

2 " = (15)
кўринишга эга бўлиб, бу г комплекс соннинг п - даражаси 
дейилади.

Равшанки,
Г И в ,пя» = ГП(с08Пф+1-$Ш Шр).

Демак,
2П = ГП(с08Пф +15ШПф) . (16)
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г-

Одятл* (16) формула Муавр формуласи дейилади.
Айтайлик, ге С  комплекс сон ва тайинланган п е К  сонлар 

Ларилган бўлсиа 
Ушбу

5“ = г  (17)
тангликни қаноатлантирувчи £ комплекс сон г  комплекс сон-

дан олинган п - даражали илдиэ дейилади ва у у[г каби белги- 
ланади:

5 = Ч£.
Берилган комплекс сон қуйидаги

2 = г(с05<р+18т<р) (18)
григонометрик кўринишда бўлсин.

4 комплекс сонни ушбу
4 = р(со8тр + 18тхр) (19)

кўринишда излаймиз.
Унда (17), (18) ва (19) муносабатларга кўра

[р(с08\|/ + 18ШЧГ)]9 = г(сО$ ф + 1 5Ш ф)

бўлади.
Энди

[р(с08\р + 1 5Ш \р)]" = р"(с08П\(/ + I 81П П\)/) 

формулани эътиборга олиб, қуйидаги
р П(с05П\|/ + 181П П\р) = г(с05<р + 181П ф)

тенгликка келамиз. Ундан
р "  совпц/ = г совф ^о )
Р "  81П П ф  =  Г В1П ф

бўлиши келиб чиқади.
Бу тенгликларни квадратга кўтариб, сўнг уларни ҳадлаб 

қўшиб топамиз:
р2"(со82п\|/ + 5т2п\|/)= ^(сов^ф + вт^ф) =>

=> р2п = г2 => р = т̂.
Топилган р нинг қийматини (20) тенгликлардаги р нинг ўрнига 
қўйсак, ушбу

СО$П\р = С08ф 
8ШП\|/ = 8Шф

тенгламалар ҳосил бўлади.
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А г*р маълум бўлган
со«(а + 2ктс) = со$а
яп(а + 2кх) = япа (к = 0,±1,±2,...) 

тенгликларни эътиборга олсак, унда
п\у = ф + 2кя,

яъни

Фк =
Ф+2кх (к = 0,±1,±2,...)

бўлишини топамиз.
Демак, изланаётган £ = р(со8ф+1$тф) комплекс соннинг 

модули
Р = *Уг.

аргументи эса
Ф + 2кя

4 4 “ - --------п
бўлар экан. Демак

$ = 45 = $(г(со8— +1$шф+2к* ) (к = 0,1,2....п -1 ) (21)

бўлади.
М и с о л. Ушбу 4-1. илдизнинг барча қийматларини топинг. 
Аввало г=-1€С сонни тригонометрик кўринишда ёзиб ола- 

миз. Равшанки, бу соннинг модули 1 га, аргументи эса х га 
тенп

|-1| = 1, аг£(-1) = я
Демак,

-1=  1(со$я + 1$тя).
(21) формулага кўра

4ГТ /  х + 2кя . . я+2кя) ,,У-1 = 1̂ со$— - — + 1$т— - — ^ (к = 0,1,23)

бўлди. Бу тенгликдан фойдаланиб топамиз:
я . . я -Д  .45

^  4 4 2 2
к = 0  бўлганда 

к =  1 бўлганда 

к = 2  бўлганда 

к = 3  бўлганда

Зя . . Зя 45 .45 г, =со$—  + ш п—  = —-— + 1— : 
1 4 4 2 2

5я . .  5я 45 .45= со$—  + 1$ т—   -------- 1— ;

7я . .  7я 45 .452, =со$—  + |$ т—  = -------1— .
3 4 4 2 2
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4-§. Комплекс сонларни геометрик тасвирлаш.
Комплекс текислик. Риман сфераси

Ихтиёрий г  (геС ) комплбкс сонни олайлик. Бу сон (х,у) 
жуфтлик билан аниқлансин:

I г  = (х,у) ( х € К х, у е К у).
Текисликда абциссаси х  га, ординатаси эса у га тенг бўлган 

нуқта г комплекс соннинг геометрик тасвири дейилади (2- 
чиэма).

©
2

У

2-чизма

Хусусан, (х,0) = х кўринишдаги комплекс соннинг (ҳақиқий
соннинг) геометрик тасвири абциссалар ўқида жойлашган нуқта 
бўлади. (0,у) = у| кўринишдаги комплекс соннинг (соф мавҳум
соннинг) геометрик тасвири эса ординаталар ўқида жойлашган 
нуқта бўлади.

Абциссалар ўқи ҳақиқий ўқ, ординаталар ўқи эса мавҳум ўқ 
деб юритилади.

Демак, С тўпламдан олинган ҳар бир комплекс сонга те- 
кисликда, бу сонни геометрик тасвирловчи битта нуқта мос ке- 
лар экан.

Энди текисликда ихтиёрий нуқта олайлик. Унинг абциссаси 
х, ординатаси у бўлсин. Бу сонлардан тузилган (х,у) жуфтлик 
битта комплекс сонни аниқлайди. Олинган нуқтага шу комплекс 
сонни мос қўйиш билан текисликдаги ҳар бир нуқтага битта 
комплекс сон мос келишини аниқлаймиз.

Шундай қилиб, комплекс сонлар тўплами С билан текис- 
ликдаги барча нуқталар тўплами орасида ўэаро бир қийматли 
мослик ўрнатилади. Бу эса С тўпламнинг геометрик тасвирини 
текислик деб қараш имконини беради. Бундай текислик ком- 
плекс сонлар текислиги деб аталади ва у ҳам С каби белгила- 
нади.

2-64 17
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Комплекс сонни бошкача ҳам тасвирлаш мумкин. Бунинг 
учун К 3 фаэода Декарт координаталар системасини

олиб, унда маркази ^0,0,- -̂) нуқтада, радиуси у  га тенг бўлган

ушбу

8 = |(4,П,С)еЯ3:^ + п 2 + ^ - | ) 2 (22)

сферани қараймиз. Равшанки, бу сфера 0£ ўқни (0,0,0) ҳамда 
(0,0,1) нуқталарда кесади. Сферанинг (0,0,1) нуқгасини Р ҳарфи 
билан белгилаб, уни қутб деб юритамиз.

Айтайлик. о |  ҳамда От| координата ўқлари мос равишда 
комплекс текисликдаги ҳақиқий ҳамда мавҳум ўқлар билан уст- 
ма-уст тушсин (3-чизма).

Ихтиёрий г  комплекс сонни олайлик. Унинг комплекс те- 
кисликдаги тасвири бўлган г нуқта билан сферанинг Р нуқтасини 
тўгри чизиқ кесмаси ёрдамида бирлаштирамиз. Бу тўғри чизиқ 
сферани М нуқтада кесади (3-чизма). Бу нуқта г комплекс сон- 
нинг сферадаги тасвири дейилади.

Келтирилган қоидага кўра комплекс текисликдаги ҳар бир 
нуқтага (комплекс сонга) сферада битта нуқта мос келишини 
кўрамиз.

Энди сферанинг ихтиёрий А  нуқтасини (Р нуқтадан бошқа) 
олайлик. Р ва А  нуқталар орқали тўғри чизиқ ўтказамиз. Бу 
тўғри чизиқ комплекс текисликни бирор нуқтада кесади.Уни 
сферанинг А  нуқтасига мос қўямиз. Бу қоидага кўра сферадаги 
ҳар бир нуқтага комплекс текисликда битта нуқта мос келишини 
кўрамиз.
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Шундай қилиб, комплекс текисликдаги барча нуқталар 
|унлами билан (С  билан) сферанинг 3\{Р} нуқталари тўплами 
У«аро бир қийматли мосликда бўлар экан.

Шуни таъкидлаш лозимки, .комплекс текисликдаги г  нуқта 
кпордината бошидан уэоқлаша борган сари унинг сферадаги 
1асаири Р нуқтага (қутбга) яқинлаша боради.

Агар комплекс текисликда 2 = со деб аталувчи «нуқта» 
(чпксиз узоқлашган нуқта) олинса ва уни сферадаги Р га мос 
келувчи нуқта деб қаралса, унда

С = С и { 2 = оо)
(ўплам билан 3  сфера нуқталаридан иборат тўплам ўзаро бир 
қийматли мосликда бўлади:

$~ С
Бу мослик комплекс текисликнинг стереографик проекцияси 
дейилади.

Одатда С тўплам кенгайтирилган комплекс текислиқ, 3  сирт 
эса Риман сфераси деб аталади. Сферадаги нуқта координата- 
лари билан комплекс текисликдаги мос нуқта координаталари 
орасидаги боғланишни топиш қийин эмас.

Айтайлик, комплекс текисликдаги г  = х+1у нуқтага 5  сфе- 
радаги А = А (5 ,л .О  нуқта мос келсин (3-чиэма).

Равшанки, Р = Р(0,0Д)е$ ҳамда г = х + 1у е С нуқталар 
орқали ўтувчи тўғри чизиқ тенгламаси (параметрик тенгламаси) 
қуйидагича

[4 = 4*.
П = *у. (23)
С = 1 -*

бўлади, бунда 1=0 бўлганда Р нуқта, »=1 бўлганда эса г нуқта 
ҳосил бўлади.

Комплекс текисликдаги г нуқга координатапари х ва у лар 
маълум бўлганда А  нуқтанинг координаталари 4.П.4 лар қуй- 
идагича аниқланади.

Маълумки, А = А(4,г\,4) нуқта ҳам (23) тўғри чизиқда ҳам 3  
сферада ётади. Шуни эътиборга олиб, 5 = 1х, п = 1у, 4 = 1 - * 
ларни сфера тенгламаси

даги 4 , п ва 4 ларнинг ўрнинга қўйиб топамиз:
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Демак,

2У 2 + 1 .
4

=5• * ( м

4 = (х  =

п = ‘ У =

С = 1 -  1

1 => I = ■
1 + 2 '

1 + |г|
У

1 + |г|

2 ’

,2 ’ (24)

1 + | г Г
бўлади.

Сферадаги А  нуқтанинг координаталари лар
маълум бўлганда текисликдаги г  нуқтанинг координаталари х ва 
у лар қуйидагича аниқланади: (23) тўғри чизиқ тенгламасидан

* - 1- С
бўлишини топиб, уни (23) системанинг биринчи иккита тенглама- 
сидаги 1 нинг ўрнига қўямиз:

4 = (1 -С )х ,
Л = ( 1 - О у .

Бу тенгликлардан

бўлиши келиб чиқади.
Комплекс текисликда

21=х1+*Ун 21=Х2 +1У2
нуқталарни олайлик. Бу нуқталарга мос келувчи сферадаги 
нуқталар, яъни уларнинг стереографик проекциялари 

^1 = А ^ ^ ! ,  1)],£)), А 2 = А 2(£2 .па.Сг)
бўлсин.

Ушбу

а(21,г2)= |2 ,-2 2| = ^ 2 -Х г)2 +(у2 -У 1)2 

миқдор 2] ва г^ нуқталар орасидаги масофа (Евклид масофа- 
си) дейилади.
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А, А,(^,,л,-Сг) ва А , = А2(^2,п г.^2) нуқталар орасидаги 
мш.офа г, ва г2 нуқталар орасидаги сферик масофа деб ата- 
/мдивау р ^ . г ^ )  каби белгиланади.

Равшанки, А, = А ,^ , , ! ] , . ^ , )  ва А 2 = А г ^ .П г .С г )  нуқталар 
оросидаги масофа

9(21,22) = ^/(^2 - £ 1) +(Л2 _Т)1) +(Сз ~С])
бўлвди (қаралсин, [1], 14-боб, 1-§).

Юқорида келтирилган (23) формулага кўра

4 ,= - '1

«3 =

1+1*1

X.

>2 ' л -  У'П1 -7 Т Т ’ 1+2,
с,=-

1 + 2 ,

1 + К Г  ^ Г + М 2 '
С2 =' 1̂Р

1 + М '
бўлишини эътиборга олиб г, ва г2 нуқталар орасидаги сферик 
масофани топамиз:

Р(*1.*2) =
^1  + | г Г  • 1/

(25)
1 + г ,

Кенгайтирилган комплекс текислик С да г2 =оо бўлган ҳолда 
(25) формула

р(г,оо) = — —  (26)

кўринишда бўлади.

5-§. Комплекс текисликда чизиқлар ва соҳалар

1°. К о м п л е к с  т е к и с л и к д а  ч и з и қ л а р .  Эгри 
чизиқ геометриянинг дастлабки, айни пайтда муҳим тушунчала- 
ридан бўлиб, уни текисликда нуқтанинг узлуксиз ҳаракати нати- 
жасида қолдирган изи деб қараш мумкин.

Ҳаракатдаги нуқтанинг координаталарини х ва у дейилса, 
равшанки, улар бирор 1 ўзгарувчининг узлуксиз функциялари 
бўлади:

|х  = х(1), 
(У = У(0

(а < I < Р)
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Айни пайтда (х,у) жуфтлик комплекс сонни иФ°А 
сабабли, уни

2 =  Х + 1 у

кўринишда ёзиш мумкин. Натижада
2 =  X +  1У =  Х (1) +  1У(Т) =  2(Т)

бўлади.
Демак,

2 = 2( 1),  (а*1<;р) аларига
функция Га,б1 сегментни комплекс текислик нУ*'

,  . ^текисликда
акслантиради ва бу нуқталар туплами эса комплекс 1 изИқНИНГ
эгри чизиқни ифодалар экан. Бунда г 0 = г(а) эгри м 
бошланғич нуқтаси, гх = г(Р) эса этри чизиқнинг сўнги I 
нуқгаси бўлади (4-чизма).

ва
Агар г(а) = г(р) бўлса, яъни эгри чизиқнинг 6оиУ'аНҒИ̂ п 

охирги нуқталари устма-уст тушса, бундай эгри чизИ* 
Д в й ^ и .  и 4]

Агар г  = г(1) эгри чизиқда 1 ўзгарувчининг иккита >
ва 12 (Ц *  12) қийматларйга мос келадиган 2(*2) 83 2
нуқталар ҳам турлича бўлса, у ҳолда эгри чизиқ Ж орД ^ .
п « и и л з п и  Б л н п / я и а  и и л и ^  а и т г з и л з  ^ л п п а и  ии^И ГИ

сег-
деиилади. Бошқача қилиб аитганда Жордан чизиғи ('

. Натижа-
ментни ўзаро бир қииматли ва узлуксиз акслантириш
сидаги аксидан иборат бўлар экан.

2°. К о м п л е к с  т е к и с л и к д а  о ч и қ  вЭ 
т ў п л а м л а р .  С о ҳ а л а р .  Бирор г0 е С нуқта
мусбат сонни олайлик.

1 - т а ъ р и ф .  Ушбу
| г - 20 ( < е

ё п и  қ 
ҳамда 6
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■

'«•исиаликни қаноатлантирувчи г (г е С) нуқталардан иборат 
'Уплам 20 нуқтанинг атрофи (е-атрофи) дейилади ва О(го,е) 
кайи белгиланади. Демак,

У ( 2 0 ,е )  = {х  е -С :|г  -  20 | <  е } .

Шунга ўхшаш е С нуқтанинг атрофи ( е -атрофи) тушунчаси
киритилади:

( ; ( 2 0 , е )  = | г  б С : р ( г , г 0 ) <  е |

Ушбу
{ г  е С : 0 <  | г -  г 0 | <  е ^

( { г  е С:0 < р ( г , г 0 ) < е

тўплам 2о е С е с | нуқтанинг ўйилган атрофи дейилади.

Фараз қилайлик, комплекс текислик С да бирор 0  тўплам 
берилган бўлсин.

2 - т а ъ р и ф .  Агар г 0 е Б нуқта ўзининг бирор атрофи 
билан шу Э тўпламга тегишли бўлса, 20 нуқта Э тўпламнинг
ички нуқгаси дейилади.

3 - т а ъ р и ф .  Барча нуқталари ички нуқталардан иборат 
тўплам очиқ тўплам дейилади.

Агар г0 еС нуқтанинг ( го е С нуқтанинг) ихтиёрий ўйилган

атрофида Э с С  тўпламнинг ( О с С  тўпламнинг) камида битта 
нуқтаси бўлса, г 0 нуқта 0  тўпламнинг лимит нуқтаси дейилади.

4 - т а ъ р и ф .  Агар Э тўпламнинг барча лимит нуқталари 
шу тўпламга тегишли бўлса, Э ёпиқ тўплам дейилади. 

М и с о л л а р .  1. Ушбу
Э = |г  е С |г -  2о| < г}

тўпламни қарайлик. Бунда г0 е С берилган нуқга, г эса мусбат
сон. Бу тўплам очиқ тўплам бўлади. Қаралаётган Э тўплам мар- 
кази 20 нуқтада, радиуси г га тенг бўлган доирани ифодаг
лайди.

Ҳақиқатан ҳам, т. = х -н у , г0 = а+1Ь дейилса, унда
|г-2о | < 1 => |х-ну-(а-нЪ )| < г =>

=» ^ (х -а )2 + (у -Ъ )2 < г ^  ( х -а )2 + (у -Ъ )2 < г2. 

бўлади (5-чизма).
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2. Ушбу
В = {ге С г0 < |2 -2 0|< г1]

тўпламни қарайлик. Бунда г0 е С берилган нуқта, г0 ва г, лар 
мусбат сонлар. Бу тўплам очиқ тўплам бўлади. 0  тўплам марка- 
зи г 0 нуқтада, радиуслари г0 ва г, (г0 < г^) бўлган айланалар
билан чегараланган шаклни-ҳалқани ифодалайди.

Ҳақиқатан ҳам, юқоридагидек, г = х + (у , 20 = а +Л  бўлса, 
унда

1о < | г -  20| < г, =»' г0 < |х +«у - (а  +1Ь)| < =>

=>1Ь< ^/(х-а )2 + (у -Ь )2 < г4 ~>г| < (х -а )2 + (у  -Ь )2 < г,2. 

бўлади (б-чизма). ___  '
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Б = | ге С |г - го )  £ г|
|упл«м йпиқ тўплам бўлади.

5 - т а ъ р и ф. Атар Э с  С шундай тўплам бўлсаки, унга 
(Л1ИШЛИ ихтиёрий 2] ва г2 нуқталарни бирлаштирувчи чизиқ
шу |ўпламга тегишли бўлса, 0  боғламли тўплам дейилади. 

Масалан, ушбу
О1 = { г е С |2 - г 0|< г1},

Т>2 = { г е С |г - г о |> г 2} ,

В3 = {геС .г2 < | г - г 0|< г1}

|ўпламлар боғламли тўпламлар бўлади.
6 - т а ъ р и ф .  Агар □ тўплам ( Б с С )  ҳам очиқ ҳам 

боғламли тўплам бўлса, у соҳа деб аталади.
Юқорида келтирилган В 1( Т>2, 0 3 тўпламлар соҳа бўла-

ди, чунки уларнинг ҳар бири биринчидан очиқ тўпламлар, ик- 
кинчидан боғламли тўпламлардир.

Маълумки, тўпламнинг лимит нуқтаси шу тўпламга тегишли 
бўлиши ҳам мумкин, тегишли бўлмаслиги ҳам мумкин.

0 соҳанинг ўзига тегишли бўлмаган лимит нуқтаси унинг 
чегаравий нуқтаси дейилади.

7 - т а ъ р и ф. 0  соҳанинг барча чегаравий нуқталаридан 
иборат тўплам й соҳанинг чегараси дейилади ва сО каби 
белгиланади.

Масалан, ушбу
Б = {г  е С |г -  го| < г}

соҳанинг чегараси
дй = {г е С |г -  го) = г}

яъни маркази г 0 нуқтада, радиуси г га тенг бўлган айлана 
бўлади.

Айтайлик, Б с С  соҳа берилган бўлиб, унинг чегараси Ж  
бўлсин.

Агар дй боғламли тўплам бўлса, Э бир боғламли соҳа 
дейилади.

Қуйидаги 7-чизмада тасвирланган соҳалар бир боғламли 
соҳаларга мисол бўлади:

I. Ушбу

25

www.ziyouz.com kutubxonasi



1 - т е о р е м а  ( Ж о р д а н  т е о р е м а с и ) .  Ихтиёрий 
ёпиқ Жордан чизиғи комплекс текисликни иккита бир боғламли 
соҳапарга ажратади.

Бу теоремадан ихтиёрий ёпиқ Жордан чизиғи билан чега- 
раланган текислик бўлаги бир боғламли соҳа бўлиши кўринади.

Чегараси бир нечта ёпиқ Жордан чизиқларидан иборат 
соҳа кўп боғламли соҳа дейилади. Масалан, ушбу

0  = {2 е С г< |2 -2 , ) |< к |  

соҳа икки боғламли соҳадир (8-чизма).

9-чизмада 3 боғламли соҳа тасвирланган.

&-§. Комплеке сонлар кетма-кетлиги ва унинг лимити

Математик анализ курсида ҳақиқий сонлар кетма-кетлиги ва 
унинг лимити тушунчалари киритилиб, улар батафсил ўргани- 
лган эди. Худди шунга ўхшаш комплекс сонлар кетма-кетлиги 
ва унинг лимити тушунчалари киритилади.

Фараз қилайлик, 1 ҳар бир п (п е М) натурал сонга бирор 
2П комплекс сонни ( га е С ) мос қўювчи акслантириш бўлсин:

1 :М -> С  (п —> 2П)
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Бу акслантириш тасвирларидан тузилган
21, 22 | 2з 2П ,■*•

и(|юда комплекс сонлар кетма-кетлиги дейилади ва у {гп} каби
Пглгиланади.

Масалан,
< ! “ Н Н ] ;

1 + 1 ,
1 . 1  1 .1 1
--- Т1— , ---П — , • ■
2 2 3 3

, , — + 
п

комплекс сонлар кетма-кетлигидир.
Бирор

21 / 22 > 2п
комплекс сонлар кетма-кетлиги берилган бўлсин.

8 - т а ъ р и ф .  Агар шундай мусбат ўзгармас М сон мавжуд 
бўлсаки, Уп еИ учун ]гп| < М тенгсизлик ўринли бўлса, { г п }

кетма-кетлик чегараланган дейилади.
Масалан, ушбу

{ * „ }=
п п

------Ғ  + 1------Ғ1 + п2 1+п2

комплекс сонлар кетма-кетлиги чегараланган, чунки Уп €1̂1 
учун

бўлади.
{ г п} комплекс сонлар кетма-кетлиги ҳамда а комплекс сон 

берилган бўлсин.
9 - т а ъ р и ф .  Агар Уе > 0 сон олинганда ҳам шундай на- 

турал п0 =п0(е) сон топилсаки, барча п > п 0 сонлар учун

|2п — а[ < е (а*оо)
тенгсизлик бажарилса, а комплекс сон { г п } кетма-кетликнинг 
лимити дейилади ва

Иш 2п = а
Л -+ О С

еки

каби белгиланади.
п -> оо да г„ -+ а
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Агар { 2„> кетма-кетлик лимитга эга бўлса, у йкинлашувчи 
кетма-кетлик дейилади.

1 0 - т а ъ р и ф .  Агар ^е > 0 сон олинганда ҳам шундай 
натурал п0 =п0(е) сон тогмлсаки, барча п > п 0 натурал сонлар 
учун

12п |>е
тенгсизлик бажарилса, { г п> кетма-кетликнинг лимити чексиз 
дейилади ва

И т  г „  = оо 
п-юо

ёки
п -» ао да 2П -> оо

каби белгиланади.
М и с о л. Ушбу

{ 2П }= {« “ } (а е С,|а| < 1) 

комплекс сонлар кетма-кетлигининг лимитини топинг.
Ихтиёрий е > 0 сонни олиб, унга кўра п0 натурал сон қуй- 

идагича

п „ = п 0 (е) = |1о8|,| е |

аниқланса, ( |а|" < е тенгсизликни ечиб топилади:

|а|" < е => 1о8|,||а|° > 1о8|,| е => п > 1о8|,| е ), 

у ҳолда барча п > п0 учун

тенгсизлик бажарилади. Бу эса 2-таърифга биноан 
Н т  г п = Н т  а п = 0
П-> 00 П-* 00

бўлишини билдиради.
Энди яқинлашувчи кетма-кетликларнинг хоссаларини келти- 

рамиз.
1°. Агар { г „ } кетма-кетлик яҳинлашувчи бўлса, у чегара- 

ланган бўлади.
И с б о т. { г п } кетма-кетлик якинлашувчи бўлиб,

Н т  2П = а (а е С)
п—>оо
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лу/к:им. Унда таърифга биноан Уе > 0 берилганда ҳам шундай 
йп в N сон топиладики, п > п 0тенгсизликни қаноатлантирувчи 
барча натурал сонлар учун

|2» -а | <е
булади. Бу тенгсизликдан фойдаланиб, топамиз:

|2»| = К2» -  а) + а| 5 |2„  -  а| + |а| < е + |а|
Демак, { га } кетма-кетликнинг (п 0+1) - ҳадидан кейинги барча 
ҳадлари учун

|2„ |<  е + |а
шнгсизлик бажарилади.

Агар

«+И» 121|* I22!» • ••>  (2»0|
сонларнинг энг каттасини М десак, у ҳолда Уп е N учун

12» |* м
бўлади. Бу эса { г п} кетма-кетликнинг чегараланганлигини бил- 
диради.

2°. Агар { г п> ва {г'п} кетма-кетликлар яқинлашувчи бўлиб,

Н т 2» = а> Н т 2» =П-*О0 П—* «3
|а 6 С,а’ е с |

бўлса, у ҳолда

{2»±2 „}, {2 п -20}, (2й *  0)

кетма-кетликлар ҳам яқинлашувчи бўлиб,
1) Ш п(гп ± 20) = а ±а'П->О0\ /

2) 1йп(2» •г’„ \  = а -а’
П—*О0' /П-*вО

3) Нтф ) - 4
-»Ч 2» / а

(а *0 )

бўлади.
Бу тенгликларнин исботлаш қийин эмас. Биз улардан бири- 

ни, масалан, 1)-нинг исботини келтирамиз.
Айтайлик,

Н т 2„ — а > Н т 2» = а
П-»О0
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бўлсин. Лимит таърифига биноан Уе > 0 берилганда ҳам ^
сонга кўра шундай п0 еИ  сон топиладики, барма п > п 0 лар 
учун

|2„ - а | < |  (27)

бўлади.

Шунингдек, ~  сонга кўра шундай п0 е N сон топиладики, 

барча п>п^ сонларучун

Ц - а ' | < |  (28)

бўлади.

Энди п0 ва п0 натурал сонлардан каттасини п0 деб олсак, 
унда барча п > п0 лар учун бир вақтда (27) ва (28) тенгсизли- 
клар ўринли бўлади. Демак, п > п0 бўлганда

1(̂ 0 ± 2») -(»  ±»’|  = |(2„  -  » )± (2п ~ »’(  *

^ | 2 „ - » | ± | ^ - » ’| < - | + | = е
бўлиб, ундан

1“ п (2п ± 2’„ )  = » ± * ’П->оОУ '
бўлиши келиб чиқади.

Энди комплекс сонлар кетма-кетлиги лимитининг мавжудли- 
ги ҳақидаги теоремани келтирамиз.

Фараз қилайлик, { г п } (п= 1,2,...) комплекс сонлар кетма- 
кетлиги берилган бўлиб, г п (п=1,2,...) нинг ҳақиқий қисми 
Кегп = х „ (п=1,2,...) , мавҳум қисми 1 т г „ = у п (п=1,2,...) 
бўлсин:

г п = х п +»уп (п=1,2,...)
Натижада иккита { х п} ҳамда { у п } ҳақиқий сонлар кетма- 

кетликларига эга бўламиз.
2 - т е о р е м а .  {гп} = {хп -муп} комплекс сонлар кетма- 

кетлиги а = а +1(5 (а е С) лимитга эга бўлиши учун { х„ } ва { у„ } 
ҳақиқий сонлар кетма-кетликлари лимитга эга бўлиб,

Цш х п = а » Н т Уи=Р
П— П—>00

бўлиши зарур ва етарли.
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И г б о т .  З а р у р л и г и .  Айтайлик, { г „ } кетма-кетлик 
лиминя ата бўлсин:

НШП-+00
Ню ( * „  +х у п) = а + 1Рп-ио

/1имит таърифига биноан Уе > 0 берилганда ҳам шундай 
«„ « N сон топиладики, барча п > п0 лар учун

|2П ~ * | < е
твигсизлик бажарилади.

Раашанки,

I2» ' аН ( х п + т у „ ) - ( «  + Ф)| =

= К*п ~ а ) + К У п  - Р ) |=  ^ ( х “  _ а ) 2 + (у " - р ) 2 '
Демак,

>/(х « - « ) 2 + (Уп ~ Р) 2 < е •
Кейинги тенгсизликдан

( х п -  а ) 2 < е 3 , (у  „  -  р )2 < е 2 .
яъни

|х „ - а | <  е , |у „  -  р |<  е
бўлиши келиб чиҳади. Бу эса {х п} ва { у „ }  кетмагкетликлар 
лимитга эга ва

Нш х п = а * Нш Уп =Р
0-»во п-»оо

бўлишини билдиради.
Е т а р л и л и г и .  Айтайлик, { х „ } ва { у„ } кетма-кетликлар 

лимитга эга бўлиб,
Нш хп = « » Нш Уп=Р
п->00 П—► 00

бўлсин. Лимит таърифига биноан Уе > 0 берилганда ҳам -

сонга кўра шундай п0 е N сон топиладики, барча п > в0 лар 
учун

|хп - а |< - |  (29)

бўлади.
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Шунингдек, — сонга кўра шундай п0 е N сон топиладики, 

барча п > п' лар учун

| у „ - а | < |  (30)

бўлади. Агар п0 ва п0 натурал сонлардан каттасини по деб 
олсак, унда барча п > п0 лар учун бир вақтда (29) ҳамда (30) 
тенгсиаликлар ўринли бўлади.

Равшанки
|2п -» |= |(х п + 1 у „) - («  + »Р)1 =

= 1(х„ ~а)+»(уп -  Р)( 5 |хп -а | +|уп -р|.
Юқоридаги (29) ҳамда (30) тенгсизликлардан фойдаланиб, бар- 
ча п > п0 лар учун

К  - “ Н  1хп ~о| + |у„ -Р ( < |  + |  = е 

бўлишини топамиз. Бу эса { ?п } кетма-кетлик лимитга эга ва
И т г п = а
П—»00

эканлигини билдиради. Теорема исбот бўлди.
2 - э с л а т м а .  Бу теореманинг етарлилигини яқинлашув- 

чи кетма-кетликларнинг 2в-хоссасидан фойдаланиб ҳам исбот- 
лаш мумкин.

Келтирилган теорема комплекс сонлар кетма-кетлигининг 
лимитини ўрганишни ҳақиқий сонлар кетма-кетлигининг лимити- 
ни ўрганишга келтирилишини ифодалайди.

М и с о л. Ушбу

(^п) =
Зп+2 . 2п - 5  
4п+3 5п-1

(п=1|2,„.)

комплекс сонлар кетма-кетлигининг лимитини топинг. 
Равшанки,

Зп + 2 . 2п -  52 = --------+1--------
" 4п +  3 5п-1

комплекс соннинг ҳақиқий қисми 
Зп +  2

х„  — . _ »4п + 3

(п=1.2....)

(п=1,2,...)

мавҳум қисми эса
2п - 5

У„ = 7 — г» 5п-1
бўлади.

(п=1,2,...)
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Агар
Зо + 2 _ 2 . ,

1иа х п = Н т т Г Т Т  4
2п -  5 _ £  

Нт Уп .  Нго Т Г П  " 5п->«» п->°° ЭП 1 «
эканини эътиборга олсак, унда теоре*Ааг*  
плекс сонлар кетмагкетлигининг лимкти —+1 5

берилган ком- 

га тенг бўяиши-

ни топамиз;

Н т г п
п-> «о

Н т  ( 
00 \

Зо + 2 
4п + 3

. 2 0 - 1 %  
+ 1 5 0 -1 ^

3_
"4
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2-БОБ

КОМПЛЕКС АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦИЯЛАР. 
ГОЛОМОРФ ФУНКЦИЯЛАР

1-§. Комплекс аргументли функциялар, уларнинг 
лимити, узлуксизлиги

1°. К о м п л е к с  а р г у м е н т л и  ф у н к -  
ц и я  т у ш у н ч а с и .  Комплекс сонлар текислиги С да 
бирор Е тўплам берилган бўлсин: Е с С .

1 - т а ъ р и ф .  Агар Е тўпламдаги ҳар бир г  комплекс 
сонга бирор Г қоида ёки қонунга кўра битта лу комплекс сон 
мос қўйилган бўлса, Е тўпламда функция берилган (аниқланган) 
деб аталади ва у

Г : г V *  ёки лу=Г(г)
каби белгиланади. Бунда Е функциянинг аниқланиш тўплами, г  
- эркли ўзгарувчи ёки функция аргументи, Г эса г  ўзгарувчи- 
нинг функцияси дейилади.

Айтайлик,

функция бирор Е ГЕ с  С; тўпламда берилган бўлсин, яъни Г 
қоидага кўра ҳар бир

2 = х+ :у  еЕ
комплекс сонга битта

лу=и + 1У (Ч1еЯ,уеЯ)
комплекс сон мос қўйилган бўлсин. Демак,

= и+1У = ГГх+1уў.
Кейинги тенгликдан

и = иГх,уў, \  = \(х ,у )
бўлиши келиб чиқади.

Демак, Е тўпламда ™ = Г(г) функциянинг берилиши шу 
тўпламда х ва у ҳақиқий ўзгарувчиларнинг

и = и(х,у) , 
у = \(х ,у )

функцияларининг берилишидек экан.
Одатда, и = и(х,у) функция Г(г) функциянинг ҳақиқий 

қисми, V = ч(х,у) эса Т(г) нинг мавҳум қисми дейилади:
и(х,у) = КеЦг),

У(х,у) = 1тГ(г) •
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М н 1 п л. Ушбу

фу»тциимим1 қдқиқий ва маахум.қисмларини топинг.
(1арил1ам функцияда г  = х + 1у эканини эътиборга олиб, уни

С(г) -  и+1У
қўримишдя йзиб, қуйидаги тенгликни топамиз:

2+3 Х+1У+3 [(х + 3) + 1у|(х + 5)-1у]и + IV  ----- = ----------- = 1------------- * ------------ * =
2 + 5 х + 1у + 5 (х + 5)2 +у2

х2 + у2 +8х + 15 , 2у1 " ■■ +1 ■' *1 
х2 +у2+10х+25 хг +у2 +10х+25

Двмак,

и = и(х,у) =

у = у(х,у) =

х2+у2+8х+15 . 
х2 +У2 +10х+25 

2у
х2 + у2 + 10х + 25

>ркли г  ўэгарувчи Е тўпламда ўзгарганда иг = Г(г) фукциянинг 
мос қийматларидан иборат тўплам

Ғ = (€ (г) = и + IV/ 2 = х + 1у е
бўлсиа Одатда, бу тўплам.функция қийматлари тўплами дейи- 
лади.

Демак, Е тўпламда (Е с С )
ун = 1(г)

функциянинг берилиши Оху - комплекс текисликдаги Е 
тўпламни (тўплам нуқталарини) Оиу- комплекс текисликдаги Ғ 
тўпламга (тўплам нуқталарига) акс эттиришдан иборат экан (10- 
чиэма).

Шу сабабли \у = Т(г) функцияни Е тўпламнинг Ғ тўпламга 
акслантириш деб ҳам юритилади.
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_  - <•/ , ии!Лия Е тўпламда (Е с С )  6е-Фараз қилаилик, -м = ( ( г )  ф унки
рилган бўлиб, е Еу

бўлсчи. Сўнгра Ғ тўпламда" Г /с  Й  »> " аа6а™«а « V »

. /• и Е тупламдан олинган ҳарфукция берилган булсин. Натижада, ^  ва р тўпламдан
бир 2 га Ғ тупламда битта соН

,  , __ _ __и  с̂р.уу -> мос қуиилади:олинган бундаи ™ сонга битта С, сог
Г2  ̂ ^  “

Демак, Е тўпламдан олинган ҳар 6ИР а га 6ит™  С сон еСЎ 
мос қўннянб, к ^ С  функция коснИ будади. Бундаи функция

мураккаб функция дейилади ва .
С = <р( Ғ ^

^ерилган бўлиб, Ғ эса шукаби белгиланади.
V, = ( ( г )  функция Е тўгшамда 

, ,  тлпп0м бўлсин: ¥ = { { ( г ) : г  е Е } .функция қииматларидан иборат тўпл<* _ _
л  сонга Е тупламда битта 

ғ  тупламдан олинган ҳар бир /  кция ^  фуНКЦИЯ_
2 сон мос қуиилишини ифодаловчи 
га нисбатан тескари функция дейилаЯи

г = Г 1̂ ;

^ Ф ^ Т Г н к ,  . . а д  ФУНКЦ*’  »  Г* ™ “ «а 0  =  0

рияган « п ш н . .р гу м ^н н н г Е гўяяамдан ояннган

„р я и  қиймагяарида В Д  ф ун к^я н и ^ “ «  книмагяари қам „ р -

лича бўлса, бошқача аитганда 1 2
_ функция Е тупламда биртенглик ( г г,г 2 еЕ ) келиб чиқса, ( ( г /

япроқли (ёки бир варақли) функция ^иилади.
М и с о л. Ушбу

функциянинг Е = |г  е С/|г| < 1} тўпла!
^да бир япроқли бўлишини

кўрсатинг.
Айтайлик, г ,,г2 еЕ учун

{ ( г ^ ^ т ^

яъни
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1 = 1 
2 ,- 1  г2 -1

(Црм ин. 1'йтианки, кейинги тенгяикдан
2, -1  = г2 -1

йьни «, -  I , бўлиши келиб чиқади. Демак,
Г(2,) = Г(22> ^  2, = 2,  ( 2̂ ,22 еЕ)

Цу м *  берилган функциянинг Е да бир япроқли эканини бил- 
Антди.

?*. Ф у н к ц и я  л и м и т и .  Фараз қилайлик, = { ( г )  
фумкции Е (Е а С )  тўпламда берилган бўлиб, г0 нуқта Е
(ўмламнинг лимит нуқтаси бўлсин.

3 ( А ъ р и ф .  Агар Уе > 0 сон учун шундай 5 = 8(е) > 0 сон
(пнилсаки, г аргументнинг 0 < |г—г0| <5 тенгсизликни қаноат-
лажирувчи барча ге Е  қийматларида

|£('2;-А |<е

|внн:излик бажарилса, А комплёкс сон Г(г) функциянинг 
I > 7„ даги лимити деб аталади ва

Ию С(г) = А
г-»20-

каби белгиланади.
4 - т а ъ р и ф. Агар УМ > 0 сон учун шундай 8 = 8(е) > 0 

сон гопилсаки, г  аргументнинг 0 < (г—20( < 5 тенгсизликни қано-
аглантирувчи барча ге Е  қийматларида

|Г('2;|>М
тенгсизлик бажарилса, г->  г0 даги Т(г) функциянинг лимити оо 
дейилади.

Айтайлик, 2=оо нуқта Е тўпламнинг лимит нуқтаси бўлсин.
5 - т а ъ р и ф .  Агар \/е > 0 сон учун шундай р = р(е; > 0

сон топилсаки, г  аргументнинг |г| > р тенгсизликни қаноатланти-
рувчи барча ге Е  қийматларида

|С('г;-А |<е
тенгсизлик бажарилса, А комплекс сон ( (г )  функциянинг 
г -» оо даги лимити дейилади ва 

” ”  Пш Г(г) = А
г-»оо

каби белгиланади.
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Энди, г.20 ҳамда А комплекс сонларни
2 = х + 1у,

20 =Х0 +1У0»
А = а + ф

деб, сўнг
у/ = { ( г )  = и (\,у ) + 1\(х,у)

эканлигини эътиборга олиб, 2 -+ г0 да ((г )  функциянинг А  
лимитга эга бўлиши х -+ х 0, у ->  у0 да и(х,у) ҳамда \(х ,у )  
функцияларнинг мос равишда а  ва р лимитларга эга бўлишига 
эквивалент эканлигини ифодаловчи теоремани келтирамиз. 

1 - т е о р е м а  у/ = ( ( г )  функциянинг 2 -+ г0 да Алимитга,
Й т Г (2)=А

г-*го
эга бўлиши учун

1ип и(х,у) = а  , Шп у(х,у) = р
Х-*Хо х - * х 0
У->У0 У“ >Уо

бўлиши зарур ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  Айтайлик,

Бт Ғ(г) = А
г-*1о

бўлсин. Лимит таърифига биноан Уе > 0 сон олинганда ҳам 
шундай 5 = 5(е)>0 сон топиладики, г  аргументнинг 0 < — г01 < 5
тенгсизликни қаноатлантирувчи барча г  е Е қийматларида

|Г('г;-А |<е
тенгсизлик бажарилади.

Равшанки,

| г - г 0| = >/ ( х - х 0; 2 + Г у -у0)2

бўлиб,
Г(2) - А  = [и (х ,у )-а ] + 1[у(х, у) -  р] 

|г—г0|<5
бўлишидан

|х - х 0| < 5 , |у — у0| <5
бўлиши келиб чиқади.

Иккинчи томондан қуйидаги
|и(х,у) -  а| = |Ке(Г(2) -  А)| < |Г(г) -  А| < е ,

|у(х,у) -  Р| = |1т(С(г) -  А)| < |Г(г) -  А| < е
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нн«| и«линл«р ўринли бўлади. Демак, \/е>0 сон олинганда ҳам 
шундвй в -6 (€ )> 0  сон топиладики, |х -х 0|< 5 , |у — у„| <5

Аўл(Ш1До
|и (х ,у )-а |< е ,

К х .у ;-Р |< е .
мин( ихликлар бажарилади. Бу эса

1ип и(х,у) = а , И» ^(х,у) = р
х-»хо х-»Хо
у—»У0 У-̂ Уо

•нанлигини билдиради.
Е т а р л и л и г и .  Айтайлик,

Шп и(х,у) = а  ,
Х->Хо
У-+У0

1ш у(х,у) = Р

У->У0

бўлсин. Лимит таърифига асосан, Уе > 0 олинганда ҳам, - р  га

кўра шундай 50 > 0 сон топиладики,

|х - х , | < 50, |У 'У о |< 5 о
теигсиэликларни қаноатлантирувчи ихтиёрий х , у да

| и ( х . у ) - а | < - ^ ,

шунингдек

( у ( х . у ) - Р | < ^

тенгсизликлар бажарилади. Бу тенгсизликлардан фойдаланиб, 
топамиэ:

|£ (г) -  А | = |и(х. у ) + пг(х, у ) -  (а  + 1Р)| =
= К и (х .у ; -а )  + 1(у (х ,у ) -р ) |  =

= д /(ч (х .у ;-а )2 + (у (х ,у ) -Р )2 = е.

Демак,

Теорема исбот бўлди.

Ц т Г(г) = А .
г-»го

39

www.ziyouz.com kutubxonasi



М и с о л  Ушбу

Н т
г -*  0

2 К е 2 
2

лимитни ҳисобланг.

Аавало берилган £ (г) = гК е г

N

( г * 0 )

функциянинг ҳақиқий ва

мавҳум ҳисмларини толамиз: 

Г(2) = гК ег _ (х + 1у)х

N ‘ ^+у2

= ■ +1- 7— — ■
ух2 +У2 ух^ + у2

Демак,
х2ЯеГ(2) — и(х,у) = ■' г

■у X2 + у2

Маълумки,

1 т Г ( г )  =  У ( х , у ) ху
^ + у 2 '

Ит и(х,у) = 1ип
х->0 х-*-0
у -*0  у -*0

= 0 ,

ху1йп у(х,у) = И т ■ ------ -
х-Ю  х - » 0 ^ х 2 + у 2

= 0 .

у -*0  у -*0

Унда 1-теоремага мувофиқ

1йп Г(г) = Шп — : 
2—*0 2—>0 \ц

0.

бўлади.
Юқорида келтирилган теорема комплекс ўзгарувчили функ- 

ц и я н и н г  л и м и т и н и  ўрганишни ҳақиқий ўзгарувчили функциянинг 
л и м и т и н и  ўрганишга келтирилишини ифодалайди. Маълумки, 
„Математик анализ” курсида ҳақиқий ўзгарувчили функция ли- 
мити батафсил ўрганилган. Шуни эътиборга олиб, комплекс 
ўзгарувчили функция лимити ҳақидаги тасдиқларнинг айримла- 
рини келтириш билан кифояланамиз.

Айтайлик, Ц г)  ҳамда %(г) функциялар Е тўпламда 
(Е с С ) берилган бўлиб, г 0 нуқта Е тўпламнинг лимит нуқтасн 
бўлсин.
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Д|*р
1ип Г(г) = А , Шп 8(г) = В

2—>2ц 2—>2д
Лу/Х А  У ҳолда

Н т [Г(г)±8(г)] = А ± В ,
г->го 1

1Ш1 [Г(г).8(г)] = А В ,

И т  £ 1 1 1 = ^  ( В * 0 )
г - » г 0 8 ( 2 )  В

Йулади.
3*. Ф у н к ц и я н и н г  у з л у к с и з л и г и .  Фараз қи- 

лайлик, »  = 1(г) функция Е тўпламда (Е с С ) берилган бўлиб, 
«, нуқта (гв еЕ) шу Е тўпламнинг лимит нуқгаси бўлсиа 

в - т а ъ р и ф .  Агар \/е > 0 сон учун шундай 8 = 5(е; > 0 
<;он топилсаки, 2 аргументнинг |г -го |< 8  тенгсизлигини қаноат-
лантирувчибарча ге Е  қийматларида

|Г (2 ;-Г (гв)|<е

тангсизлик бажарилса, Г(г) функция г 0 нуқтада узлуксиз деб
аталади.

(Равшанки, бу ҳолда
Н т Г(г) =Г(г0)

г-*гъ
бўлади).

Одатда, г - г ^  айирма функция аргументининг орттирмаси 
дейилади ва Дг каби белгиланади:

Дх —2“ 2д •
Ушбу

(Уг^-ГУгоЎ
айирма эса, функция орттирмаси дейилади. Уни ДГ каби белги- 
ланади:

6Г = ( ( г ) - и г о ) -
Шу тушунчалардан фойдаланиб, функциянинг г0 нуқтада

узлуксизлигини қуйидагича ҳам таърифлаш мумкин.
7 - т а ъ р и ф .  Агар Дг -> 0 да ДГ ҳам нолга интилса,

И т  ДГ = 0 
Аг->0

Г(г) функция г„ нуқтада узлуксиз дейилади.
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8 - т а ъ р и ф .  Агар Г(г) функция Е тўпламнинг ҳар бир 

нуқтасида узлуксиз бўлса, £(г) функция Е тўпламда узлуксиз
деиилади.

М и с о л. Ушбу

Ғ(г) = -  ( г  *  0)
г

функциянинг ихтиёрий 2„ еС  ( г о * 0 )  нуҳтада узлуксиз бўлиши- 
ни кўрсатинг.

Угв еС  нуқтани ( г0 * 0 )  олайлик. Бу нуқтага Дг орттирма 
бериб, функция орттирмасини топамиз:

й£ = Г ( г о + Л г ) - { (Ч )  = ------ :--------2а +Дг хо
-Д г

2о (2о+&2) ‘
Равшанки,

ШпДГ= 1ш\--------------= 0.
&2чо Дх—>0 +&г)

Демак, берилган функция Уг0 еС  нуқтада ( г 0 * 0 )  узлуксиз 
бўлади.

Айтайлик, V  = { ( г )  функция г 0 еЕ нуқтада (Е с :С )  узлук- 
сиз бўлсин:

Е т Г(г) = Г(2о)
Х-ЬХо

Сўнг
2 =  Х+1у ,

20 =Х„ +»у0,
{ ( г )  = ^ \ , у ) + 1\ ( х ,у )

дейлик.
Ушбу параграфда келтирилган 1-теоремага кўра 

ЬШ Г(2)= Г(2о)

муносабат
1-+Ч

Шп ч(х,у) = и^хо.уо),ХЧХф
у->уо

1ш» Ч х.у ) = у(Хо,у0)х->Хо
У-»Ув

муносабатларга эквивалент бўлади. Бундан эса қуйидаги теоре- 
ма келиб чиқади.
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1 г о р е м а . у у  = Г(т.) функциянинг г а нуқтада узлуксиз 
Лу/1иши учун

ЯеГ(г) = и(х,у),
1тГ(2) = у(х,у)

||»ункцияларнинг ( \ 0,у0)  нуқгада узлуксиз бўлиши зарур ва 
п«|)ли.

Демак, комплекс ўзгарувчили ((г )  функциянинг г 0 нуқтада 
у 1/|уксиз бўлиши, иккита ҳақиқий ўзгарувчили 

ЯеГ(г) = и(х,у), ЬпГ(г) = у(х,у)
||)ункцияларнинг (х0,у0) нуқтада узлуксиз бўлишига эквивалент
булар экан. Бундан, ҳақиқий ўзгарувчили узлуксиз функциялар 
ҳйқидаги тасдиқлар комплекс ўзгарувчили узлуксиз функция- 
лврда ҳам ўринли бўлиши келиб чиқади. Жумладан қуйидаги 
(всдиқлар ўринлидир:

1) Агар {(г )  ҳамда %(г) функциялар г0 нуқтада 
у 1луксиз бўлса,

{(г ){(г)±е,(г) ,( ( г )% (г ) , ----- - (§(2) * 0)
%(г)

())ункциялар ҳам г 0 нуқтада узлуксиз бўлади.

2) Агар {(г )  функция ёпиқ й тўпламда узлуксиз бўлса, 
(|>ункция Б да чегараланган бўлади, яъни шундай ўзгармас М 
(М *ос) сон мавжудки, У ге Б  учун

\ ( ( г)\ ^ м
бўлади.

3) Агар {(г )  функция ёпиқ Э тўпламда узлуксиз бўлса, 
функция модули Б да ўзининг аниқ юқори ҳамда аниқ қуйи 
чсгараларига эришади, яъни шундай гх,гг еБ  нуқталар топила- 
дики, геТ) учун

|С('2;|<(гг21; | ,
|Г(2)|>1Ғ(22 )|.

бўлади.
4) Агар { (г) функция г 0 нуқтада узлуксиз бўлса, ]Г(г)| 

функция ҳам шу г0 нуқтада узлуксиз бўлади.
бу тасдиқнинг исботи қуйидаги

||Г(2)|- |Г(20 )||< |Г (2 )- Г(20 )| . 
тенгсизликдан келиб чиқади.
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*  = $(г) функция Е тўпламда (Е с С ) берилган бўлсин.
9 - т а ъ р и ф .  Агар Уе > 0 сон учун шундай 6 = 5(е) > 0 

сон топилсаки, Е тўпламнинг |г' -  г '| < 6 тенгсизликни қаноат- 

лантирувчи ихтиёрий г  ва г ( г , г  е Е) нуқталарда

\{ ( г  ) -С ( г  ,)| < е

тенгсизлик бажарилса, { ( г )  функция Е тўпламда текис уалук- 
сиз дейилади.

3 - т е о р м а  ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  Агар Г(г) 
функция чегараланган ёпиқ тўпламда узлуксиз бўлса, функция 
шу тўпламда текис узлуксиз бўлади.

И с 6 о т. Айтайлик,
Г (г )= и (х ,у )  + 1\ ( \ , у )

функция чегараланган ёпиқ Е тўпламда (Е сС ) узлуксиз 
бўлсин. 2-теоремага кўра ҳақиқий ўзгарувчили и(х,у) ва ч(х,у) 
функциялар ҳам шу Е тўпламда узлуксиз бўлади. Айни пайтда 
бу функциялар Е да текис узлуксиз ҳам бўлади.

Унда Уе > 0 сон учун шундай 6 = 5(е) > 0 сон топиладики, 
ушбу

^1(х - х ) 2 + (у  - у " ) 2 <5  ' (1)

тенгсизликни қаноатлантирувчи ихтиёрий (х ,у  ) е Е ,
(х ,у ") е Е нуқталарда

\\1(х  ,у ) - и ( х  ,у ;  < 

У^х',у ) - \ ( х  ,у )\ <
Е

7 Г

(2)

тенгсизликлар бажарилади.
Агар 2 = х + 1у , г  = х + 1у дейилса, унда (1) ва (2) муно- 

сабатлардан фойдаланиб

- г \  = <$(х - х ” )2 + (у  - у " ) 2 < 5 ,

\ 4
\Т(г ) - Г ( г  )\ = д/ иГх ,у ) -  и(х ,у ) - [у ^ х .у О -ч(х ,у" <

бўлишини топамиз.

<
2 2

= е
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Шундай қилиб, Уе>0 сон учун шундай 5 = 5(г) > 0 сон 

1МПИЛЛДИКИ, Е тўпламнинг |2 -г " |< б  тенгсизликни қаноатлан- 

1И|1«дигон ихтиёрий г , г  ( г , г  еЕ ) нуқталарида

^ ( г ) - ( ( г  }\<ъ

(«нгсизлик бажарилар экан. Бу эса €(г) функциянинг Е да те- 
кис уэлуксиэ бўлишини билдиради. Теорема исбот бўлди.

2-§. Функциянинг дифференциалланувчилиги. 
Коши-Риман шартлари

у/ = €(г) функция Е тўпламда (Е сС ) берилган бўлсин. Бу 
I! тўпламдан г0 нуқтани олиб унга шундай Дг орттирма берай- 
ликки, г 0 + Дг е Е бўлсин. Натижада €(г) функция ҳам г0 
нуқтада

Д\у = ДҒ^г,,) = {(гц + й .г ) - { ( г 9)  
орттирмага эга бўлади.

1 0 - т а ъ р и ф .  А гарА г  -> 0 да нисбатнинглимити
Д г

ц „  ™  цп
4г->0 Дг = Дг-»0 Дг

мквжуд ва чекли бўлса, бу лимит комплекс ўзгарувчили { ( г )

функциянинг 20 нуқтадаги ҳосиласи деб аталади ва ( ' (г^ ) каби 
белгиланади:

{(хо) =
цш Г(2о + Дг)-Г(20) 

Дх—>0 Дг
М и с о л. Ушбу

{ ( г )  = г2
функциянинг Уг0 е С нуқтада ҳосиласини топинг.

г 0 нуқтага Дг орттирма бериб, шу нуқтадаги функция орт- 
тирмасини ҳисоблаймиз:

А ( ( г 0) = Г (г0 + Л г ) - ( ( г 0 ) = (20 + Д г)2 - г 02 =

= 2 г0 Аг + (А г)2 .
Унда

А ( ( г 0 )
Дг

— 220 + Дг
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бўлиб,

Нш
Д 2-»0

А Г (г0 )
Д г

бўлади. Демак, Г7г0) = 2г0.

2 г 0

1 1 - т а ъ р и ф .  Агар Г(г) функция г 0 еЕ нуқтада (г^)  
ҳосилага эга бўлса, функция г 0 нуқтада дифференциалланувчи 
дейилади.

Агар Г(г) функция Е тўпламнинг ҳар бир нуқтасида диф- 
ференциалланувчи бўлса, функция Е тўпламда дифференциал- 
ланувчи дейилади.

Айтайлик, 1(г) функция г 0 нуқтада (т^) ҳосилага эга 
бўлсин. Унда, равшанки,

бўлиб,

Пш
Д1-» о

ДГ(2р)
Д г Г’(20)

Д Г(г0 ) = Г (2 0 )Д г+  а ( г 0 .Д г)-Д г
бўлади. Бу ерда Д г->  0 да а ( г 0,Д г) ҳам нолга интилади: 
а ( г 0,Д г ) -> 0 . Натижада қуйидати тасдиққа келамиз.

4 - т е о р е м а .  Г (г) функциянинг г 0 е Е нуқтада диффе- 
ренциалланувчи бўлиши учун унинг орттирмаси Д Г (г0) ни ушбу

Д Г (г 0 ) = АДг + а ( г 0,Д г )  • Дг
кўринишда ифодаланиши зарур ва етарли. Бунда А  миқдор 
Дг ҳамда а ( г 0,Дг) ларгабоғлиқ бўлмаган миқдордир.

Биз юқорида комплекс ўзгарувчили функциянинг ҳосиласи 
ҳамда дифференциалланувчи бўлиши тушуцчаларининг кирити- 
лиши ҳақиқий ўзгарувчили функциянинг ҳосиласи ҳамда диф- 
ференциалланувчи бўлиши тушунчаларининг киритилиши каби 
эканини кўрдик. Демак, комплекс ўзгарувчили функцияларнинг 
ҳосилаларини ҳисоблашда ҳақиқий ўзгарувчили функциянинг 
ҳосилаларини ҳисоблашдаги маълум қоида ва жадваллардан 
фойдаланиш мумкин.

Баъзи қоидаларни келтирамиз:
1) Агар Г (г) = с -  сопв» бўлса, Г (г )  = 0 бўлади,
2) (к  Т(г)) = к - Г ( г ) , к = сопв1

3) ( Г ( г )± 8 ( г ) )  = Г ' ( 2 ) ± 8  ( г ) ,

4 ){Г (г)-8 (г)) = Г '( г )8 (г )  + Г (г )8 '( г )  ,
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' , ( .  г'
%2 (г )

6) Аг*р \* = { ( г ) ,Ғ  = <р(V/) бўлиб, Ғ = <р(((г)) 6ўлса, у 
Қнлда

(<р(Г(г))) = < р '( \ ч ) £ ( г )
Ау/мди.

/)  Агар \у = //гў  ва г = Г г(ту) бўлса,

( Г 1(мг))' = -т~— > ( г 7 * ; * о )

бўлади.
Гарчи комплекс ҳамда ҳақиқий ўзгарувчили функциялар ҳо- 

силалари тушунчаларининг киритилиши бир ҳил бўлса ҳам, ком- 
плекс ўэгарувчили функциянинг ҳосилага эга бўлсин дейилиши 
(бинобарин, дифференциалланувчи бўлсин дейилиши) талаби 
анча оғир талаб ҳисобланади. Битга содда мисол қарайлик. 

Ушбу
{ ( г )  = х

функцияни олайлик. Агар бу функцияни ҳақиқий ўқда жойлаш- 
ган Е тўпламда (Е с К )  қаралса, равшанки, у ҳосилага эга

бўлиб, Т (г )  = 1 бўладк
Энди { ( г )  = х функцияни комплекс текислик С да қарай- 

лик. Равшанки, бу функция учун
( ( г ) - { ( г 0) _______х - х 0

г - г 0 ~ ( х - х 0) + 1( у - у 0)
бўлади. Бу нисбат г - > 20 да лимитга эга эмас, чунки, х = х0 
у * у 0 да нисбат 0 га тенг, х * х 0, у = у0 да эса 1 га тенг. Де- 
мак, { ( г )  = х функция дифференциалланувчи эмас.

Фараэ қилайлик,
{ ( г )  = \х(х,у) + 'п (х,у)

функция бирор Б соҳада (О с  С) берилган бўлиб,
2о = х0 +1у0 е Э бўлсин.

12 - т а ъ р и ф. Агар ҳақиқий ўзгарувчили и/х, у) ва \ (х ,у )  

функциялар (хо,у0) нуқтада ((х0,у0) еК2) дифференциалланув- 

чи бўлса, { ( г )  функция г0 нуқтада ҳақиқий анализ маъносида 

(қисқача К2 маънода) дифференциапланувчи дейилади.
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М а с а л а н ,
Г(г) = |г|г + |(К *г1 т2 )2 ( х - х + х у )

функция ихтиёрий ге С  нуқтада К2 маьнода дифференциал- 
ланувчи бўлади, чунки

и(Х у) = Н2 = х 2 +уг , 

у ( х ,у )  = [к .е г  1ш г ] 2 = ( х  у ) 2

бўлиб, бу функциялар ихтиёрий ( х ,у )е К 2 нуқтада дифферен- 
циалланувчи (уларнинг барча хусусий ҳосилалари мавжуд ва 
узлуксиз).

Ушбу
Г(г) = Уяег-Ьпг ( г  = х + 'ху)

функция г  = 0 нуқтада я 2 маънода дифференциалланувчи 
эмас, чунки

и(Х у; = Ъ/*Ў,
У(х,у) = 0

бўлиб, и(х. у) функция (0,0) е К 2 нуктада дифференциалланув- 
чи эмас.

5 - т е о р е м а .  { ( г )  функциянинг г 0 нуқтада { ( г^ )  ҳоси- 
лага эга бўлиши учун

1) { ( г )  нинг 20 нуҳтада ҳақиқий анализ маъносида (К.2
маънода) дифференциалланувчи бўлиши ва

2) ушбу
д и _ д у д и _ д у 
д х  д у  '  д у  д х

тенгликларнинг бажарилиши зарур ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  Г(2;  функция нуқтада

(го еБ ) { ( г о )  ҳосилага эга бўлсин. Ҳосила таърифига кўра 

1шг ^ ^ = Ғ ’(20),
4 г-+ 0  Д2

ЯЪНИ
М ( г 0)  =  { ' ( 2 0)-А 2  + а А г  (4)

бўлади. Бу ерда
Аг = г - г 0 = (х  + 1у) - ( х с+1у0)  = ( х - х 0)  + 1( у - у 0)  =

= А х+  ̂ Ау,
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Д£(г0) = 14*) -  Ғ(2о) = [ и ( х , у )  + № (х,у)]- 
- [ и ( х 0 , у 0 ) +  1 У ( х 0 , у о ) ]  =  [ и ( х , у ) - и ( Х о , у 0 ) ]  +  

+ 1 [ у ( х , у ) - у ( х 0 , у 0 ) ] =  Ди +  1Ду
Аўлиб, а  эса Дх ва Ду ларга боғлиқ ва улар нолга интилганда 
молга интилади:

Нш а  = 0 .
Дх->0,Ду-»0

Энди { ' ( ц )  ҳамда а ларни
( \

г7го ; = а + 1Ь, 0  = 0^+102 Ь т  = Цт а^ = 0
Дх->0 Дх->0

чДу->0 Ду->0 >

деб, (4) тенгликни куйидагича ёзамиз:
Ди+1Ду = (л +1 Ь ^Д х+1Ду) + (схг + 1а 2) (А \ + 1Ау) .

Бу тенгликдан, ҳақиқий ҳамда мавҳум қисмларини тенглаб 
топамиз:

Ди = аДх -  ЬДу + а^Дх -  а2Ду,
Ду = ЬДх + аДу+ а2Дх+ а^Ду (5)

Демак, и (\.у )  ва у^х, у ; функцияпар (х0,у0) нуқтада диф- 

ференциалланувчи. Айни пайтда £(г) функция 2„ нуқтада К 2 
маънода дифференциалланувчи бўлади.

Модомики, { ( г )  функция г0 нуқтада ( ' ( ц )  ҳосилага эга 
экан, унда Дг -> 0 , жумладан Дг = Дх -> 0 (Ду = 0) ,

Дг = Ду -» 0 (Дх = о) бўлганда ҳам

А*Уг0)
Ах

нисбатнинг лимити ҳар доим { '( г ^ )  га тенг бўлаверади. (5) тенг- 

ликлар Дг = Дх (Ду = 0) бўлганда 
Ди = аДх + а,Дх
Ду = ЬДх + а 2Дх , (6)

Дг = Ду (Дх = 0) бўлганда эса
Ди = -Ь Д у - а 2Ду 
Ду = аДу + а хДу (7)

тенгликларга келади.
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(6) муносабатлардан
д и д \  _ ^
~ д 1 Г ~  * ’ ~ д Т  ~

(7) муносабатлардан эса
д п . д V------ --  -  Ь , ------ = а
д у  д у

бўлишини топамиз. Бу тенгликлардан
д и _ д \  д и _ д \  
д х д у  ’ д у д и

бўлиши келиб чиқади.
Е т а р л и л и г и .  Айтайлик Ғ(г) функция г0 нуқтада К2

маънода дифференциалланувчи бўлиб, теоремада келтирилган 
иккинчи шарт бажарилсин. и(х.у) ва \ ( \ , у )  функциялар 
(Хо.уо) нуқтада дифференциалланувчи бўлгани учун

диД и = ----- Д х + ------Д у + а ,Д х  + а  ,  Ду ,
Эх ду
д и д иД V = ----- Д х + ------Д у + (3 ,Д х + Р - ,Д у  .
дх ду

бўлади. Бу ерда Дх -> 0, Ду -+ 0 да а , ,а 2 ,Р] ,Р2 ларнинг ҳар 
бири нолга интилади. У ҳолда

ДГ(2 0 ) = Ди + хДV = —  Дх + —  Ду + а  , Дх + 
дх ду

+ а 2Д у +1
д\ д\
—  Дх + — Д у+ р,Дх + р2Ду 
дх ду

бўлади. Теореманинг иккинчи шарти
д и _ д V д и
д х 3 у д у

дан фойдаланиб топамиз:

д V
Т Т

ДТ(20) = — (Дх + 1Ду ) — 1 —  (Дх + 1Ду) + 
дх ду

+(«1 + 'Р0ДХ + («2 +>Рг)дУ = ( | ^ -  ' | ^ ) Л2 +

(«1 + ) Р 1 ) " + ( « 2  + 1Р2) — -Дг Д2
Дг
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Ьу тенгликдан эса
ЛҒ(г0) 5и . 5и , чДх , чДу

Дг дх ду 4 Аг у Д2

Ғ»улиши келиб чиқади.
Кейинги тенгликдаги

( 8)

( « ' + > Р . ) ~ - + ( а 2 +1Р г ) ^ 7

и.рода учун

( « 1 + ; р , ) ^ -  + ( = < , - и ц , ) д гДу )а, + .Р| Дх
Д 2

+ |а 2 + хР 2 Ду 1а  1 + ‘ Р 1 I + а 2 + 1Р2 РД 2

|« 11 + |Р ( | + |« т | + |Р < 8

бўлади, чунки Д2-+0 да яъни д х -*0 ,Д у -» 0  да
а, —» 0 , р, —» 0 , а^ —» 0 , Рз —» 0

Шуни эътиборга олиб, Дг-> 0 да (8) тенгликда лимитга ўтиб
Д Ғ (20 ) би . ди

Ь т  ----------------- =   --------- 1 ——
л2—» о Д 2 дх ду

бўлишини топамиз. Демак, £(х) функция г 0 нуқтада Г (т^) ҳо-
силага эга ва

• ди . диГ ( г 0 ) = ------1
дх ду

бўлади. Теорема исбот бўлди.
Теоремада келтирилган (3) шартлар Коши-Риман шартлари 

дейилади.
Э с л а т м а. Юқорида келтирилган теорема £(г) функция 

ҳосиласининг мавжудлигини тасдиқлабгина қолмасдан, уни ҳи- 
соблаш йўлини кўрсатади:

... Зи . д \  дч . ди ди . ди д \  . д \
I ( 2 0 ; = —  +1 —  = - ----- I — = т -------1 — = --- ----- ' —йх ох оу оу дх ду ду ох

М и с о л. Ушбу
£(г) = г2

функция ихтиёрий г е С  нуқтада ҳосилага эга бўладими ? 
Берилган функцияни қуйидагича ёзиб оламиз:

£(г) = (х + 1у/ = (х2 -у Ъ  + ̂ гху.
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Бундан
Ке£(г) = м (\,у ) = х2 - у 2 , 1 т£ (г) = \(х ,у )  = 2ху

бўлишини топамиз.
Равшанки, и^х, у ; = х2 -  у2, \ (х , у ) = 2ху 

функциялар У (х,у) е К 2 нуқтада дифференциалланувчи. 
Иккинчи томондан

бц
бх

2х , Зи
Зу

= -2 у  ,

бўлиб,

д \
ду

2х

би _ 6у ди _ 9у 
бх Зу ’ бу дх

бўлади. Демак, и (х,у; ва у^х.у; функциялар учун Коши-Риман 
шартлари бажарилади. Келтирилган теоремага кўра Ц г)  = г2 
функция Уг еС нуқтада ҳосилага эга бўлади.

Фараз қилайлик, Г^г.) функция ( Г ^  = иСх,у; + №(х,у>)

г„ = х0 + 1у0 еЭ (Б с С )  нуқтада К2 маънода дифференциал- 
ланувчи бўлсин. Ушбу

йи^х0,у 0  ̂+ хйуСхо.уо;
ифода 1(г) функциянинг г 0 нуқтадаги дифференциали дейи- 
лади ва <Н(г0) каби белгиланади:

Равшанки,
й { ( г 0 )  = йм (х0 ,у 0 ) + И \ ( х 0 , у 0 ) .

, дм , ди ,Ли = ---- ах + -----йу ,
дх ду }

. д\ д \ .ау = -----ах + -----<1у .
дх ду

Шуни эътиборга олиб топамиз: 

<1Г = би . би— ах + — ау
дх ду

д \  . д \ ,— йх + — йу 
бх бу

ч бх б х /

+ 1

(  би . д \ , ,
+ + — + 1-г - И у =Чбу бу/

6Г . 6Г . —  ах + — ау. 
бх бу
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Дгмак,

Қуйидаги

аг М_
Зх

<1х + — йу
ду.

2 = Х+1У , 2 = Х-1У
ухгарувчиларни олайлик. Равшанки,

<1г = <1х + 1<1у ,

0 )

йг = дх -  Шу .
Бу гснгликлардан

<1х = у (<12 + <12) , <1у = -—{йт.-<1г) (10)

булишини топамиз.
(9) ва (10) тенгликлардан

<1£ = -<1х + <1у = 4~” -̂ -(<1 2 +<12) +
дх 

дГ 1 
ду 2

дГ
ду

-(аг-аг) = 1

дх 2 
дГ_ 
дх

1 ( дГ . дГ . .
‘ ду. ЛЪ +

+

бўлиши келиб чиқади. 
Агар

ағ . д{~— •+• 1----
дх ду

йх .

д{ _ 1 Г ЗГ . ЗҒ | _ 1 ( 5и <5у | 1 Г дч Зи |
дг 2 1 дх ду) 2 1 дх ду) 2 1 дх ду)

д{ 1 ( д { . д { )  _  1 (  Зи З у ) 1 ( ду Зи4
д /. 2 V дх д у ) 2 1 дх д у ) 2 \ д х  д у )

куринишда белгиланса унда С(2) функция дифференциали учун 
ушбу

,ғ Э Ғ , д( -<11 = — ёг н— =<12 
дг дг

(гнгликка келамиз.
Айтайлик, и(х,у1 ва \(х ,у )  функциялар бирор нуқтада Ко- 

ши-Риман шартларини бажарсин:
би _ д\ ди дх
дх ду ’ ду дх

Унда (11) тенгликка кўра шу нуқтада

* = 0
бг
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£ - 0
0 2

бўлсин. Равшанки, (11) тенгликка кўра шу нуқтада
01» _ д\_ д \х ___5у
0Х 0у ’ 0у 0Х

бўлади, яъни Коши-Риман шартлари бажарилади.
Демак, бирор нуктада Коши-Риман шартларининг бажари- 

лиши шу нуқтада

* 1 = 0
0 2

тенгликнинг ўринли бўлишига эквивалент экан. Бу ҳол юқорида 
келтирилган 5 - теоремани қуйидагича ифодалаш мумкинлигини 
кўрсатади.

6 - т е о р е м а .  Т(г) функциянинг нуқтада {'(х^)  
ҳосилага эга бўлиши учун

1) { ( г ) нинг г0 нуқтада ҳақиқий анализ маъносида

( К2 маънода) дифференциаланувчи бўлиши ва
2) шу нуқтада ушбу

" - 0
0 2

тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
Агар лм = Ц г )  функция г0 нуқтада ҳосилага эга бўлса, шу

нуқтада Ё .  = 0 бўлиб, функциянинг ҳосиласи 
0 2

Аксинча, Ц г )  функция учун бирор нуқтада

дифференциали эса

Ғ ( г й)  =

0Г

Ё .  
02 ’

= — йг = Г (т^)йз. 
0 2

кўринишда бўлади.
Комплекс анализда ҳосилага эга бўлган функциялар С- 

дифференциалланувчи функциялар дейилади .
Кўп ҳолларда £ (г )= ъ (х ,у )  + п (х ,у )  функциянинг дифферен- 

циаланувчи бўлиши шартларини қутб координатала-рида 
ифодалаш лозим бўлади.

Равшанки, қутб координаталарида
X = рСОЗф , у = р8Ш(р
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бўлади.
7 - т е о р е  м а  Г(г7 функциянинг нуқтада Г (г^ )  

ҳосилата эга бўлиш и учун
1) и ва V функцияларнинг р ва <р ўзгарувчиларнинг функ- 

цияси сифатида г 0  нуқтада дифференциаланувчи бўлиши ва
2) ушбу

&и _  1 ду 9у ____1_ д\х
Зр р д<р '  др р д<р

тенгликларнинг бажарилиши эарур ва етарли.
Фараз қилаилик, V  = Г (г )  функция бирор Э соҳада 

( й  с  С )  берилтан бўлсин.
13- т а ъ р и ф . Агар { ( г )  функция г^ еО) нуқтанинг 

бирор \}<гц,ъ) атроф ида ( \1 (г0л )  с: О ) С -дифференциал- 
ланувчи бўлса, Г ( г )  нуқтада голоморф (ёки аналитик) деб 
аталади.

14- т а ъ р и ф . Агар Ц г)  функция Б  соҳанинг ҳар бир 
нуқтасида голом орф  бўлса, функция Г> соҳада голоморф 
дейилади.

Одатда Б соҳада голоморф бўлган функциялар синфи 
У (В  ) каби белгиланади .

15- т а ъ р и ф . Агар % (г) =  ^ функция 2 = 0 нуқтада

Н = Р *  г = <р (0<р<+а>. 0<<рй2х)

голоморф бўлса, { ( г )  функция «оо» нуқтада голоморф 
дейилади.

16- т а ъ р и  ф. Агар Ц г )  функция (г^ еР ) нуқтада 
голоморф бўлса ,  { (х )  функция г<, нуқтада антиголоморф 
дейилади.

Айтайлик, К.2 фазодаги Е соҳада ( Е с К 2) Ғ = Е(х.у) 
функция берилган бўлиб, у шу соҳада иккинчи тартибли 
уэлуксиз хусусий ҳосилаларга

д2Ғ(х.у) д*Ғ(х,у)
дх* ’ ду2

эга бўлсин.
17- т а ъ р и ф . Агар Е соҳанинг ҳар бир нуқтасида

д*Ғ д*Ғ 
дх2 дуг

=  0 (12)
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тенглик бажарилса, Ғ^х.у; функция Е соҳада гармоник 
Функция дейилади .

Одатда, (12Г Лаллас тенгламаси дейилади .Бу тенглама 
ушбу

л б2 а2 
Зх2 5у2

Яаплас оператори ёрдамида қуйидагича ёзилади :
ДҒ = 0

Лаплас оператори учун

д = д ‘ д 2 _ (  д_ _ . _д _)( _д_ . _
д \ 2 I  дх 1 д у ) \ д х + 1 д у )

д 4
дх *  д у * \ д х  д у ) \ д х  д у ) д гд г  

бўлишини эътиборга олсак , унда (12) тенгликни қуйидагича
а2ғ
дгдг

= 0

ёзиш мумкин.
Қуйида голоморф функция билан гармоник функциялар 

орасидаги муносабатни ифодалайдиган теоремани келтирамиз.
8-т е о р е м а. О соҳада (Б  с  С ] голоморф бўлган ҳар 

қандай Г(г) функциянинг ҳаҳиҳий ҳамда мавҳум ҳисмлари 
иСх.у^ ва у^х.у^ функциялар шу соҳада гармоник бўлади.

И с б о т. Айтайлик, Т(г) = и (х ,у )+ 1\ (х ,у )  функция О 
соҳада голоморф бўлсин. Унда

Зи _
дх ~ ду '

ди _  д \  
ду дх

тенгликлар бажарилади.
Бу тенгликлардан фойдаланиб топамиз:

Э2и а 2у д 2 и Э2у
д х 2 ^уЭх ’ д у 2 дхду

Агар
Э2 V Э2 V
дудх дхду

бўлишини эътиборга олсак, у ҳолда юҳоридаги тенгликлардан
Э̂ и Э2«

2 + ---2 ~  ®дх2 ду2
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Лулиши келиб чиқади.Бу эса и(х,у) функциянинг гармоник 
|||ункция эканлигини билдиради.

Худди шунга ўхшаш \ (х ,у )  функциянинг гармоник функция 
бўлиши кўрсатилади . Теорема исбот бўлди.

3-§. Ҳосила модули ва аргументининг геометрик 
маъноси. Конформ акслантиришлар

Фараз қилайлик.

функция бирор Б соҳада ф  с  Сх)  берилган бўлсин. Уни ( г )  
текисликнинг нуқталарини ( у/) текислик нуқталарига акслан- 
гириш деб қараймиз.

Бу ™ = Г ( г )  функция г 0 еБ  нуқтада { '( г^ )  ( { ‘ ( г ^ ) * 0 )  
ҳосилага эга бўлсин. Ҳосила таърифидан фойдаланиб, топамиз :

бўлиши келиб чиқади.
Демак, | г - 2о| етарлича кичик бўлганда | г - 2„| ҳамда

пропорционалликнинг коэффициентини ифодалайди.
= { (  г ) акслантириш ёрдамида |г —2о| = г айлана, чексиз

кичик миқдор о ф -2о|; аниқлигида

айлана сиқилади , > I бўлганда эса чўзилади .

Демак, функция ҳосиласининг модули уу = ( ( г )  аксланти- 
ришда «чузилиш» коэффициентини билдирар экан (чузилишнинг 
сақланиши).

Энди ҳосила аргументининг геометрик маъносига тўхтапа- 
миз.

\у = ( (  г )

(у/0 = ( ( г 0) ) . Равшанки , бу тенгликдан

| \ \ - \ \ 0| миқдорлар пропорционал бўлиб,
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Фараз қилайлик, = Г (г )  акслантириши г 0 нуқтанинг 

бирор атрофида ҳосилага эга бўлиб, Г '(г0) *  0 бўлсин. 
г0 нуқтадан ўтуачи силлиқ

у = { гб С г . г = г ( 0 ,а 5 1  ^ р}
эгри чизиқни олиб, унинг йўналиши бўйича шу эгри чизиққа г0
нуқтада уринма ўгказамиз. Бу уринманинг ҳақиқий ўқнинг 
мусбат қисми билан ташкил этган бурчаги <р бўлсин:

<р=ш-%г(10)
= ( ( г )  акслантириш эса у эгри чизиқни С „ текисликда 

Г  эгри чизиққа ўтказсин.
Г = е С„: \м = чу(()  = (\т{1)\, а  < I <

Мураккаб функциянинг ҳосиласини ҳисоблаш қоидасига 
биноан

»у'(Т) =  Г’( 2) - г '(0
бўлиб, I = 1 о да

^ ^ ( г о Г г О о )  ( го = * ( ‘ оА а^40 $р ) (13)

бўлади. Шартга кўра Г ( 2о)* 0  ва г(1 0) * 0  ( у нинг силлиқ- 

лигидан) бўлгани учун лу'(10) * 0  бўлади. Бинобарин, = Г(2„ )  

нуқтада Г  эгри чизиқнинг уринмаси мавжуд. Бу уринманинг 
бурчак коэффициентини у  билан белгилаймиз: \|> = ( 10) .

Юқоридаги (13) тенгликдан

а в ^ ’(!0) = агвГ’(20)+мвгОо)
яъни

\|| = о»хГ'(2о)+ф (14)
келиб чиқади.

Агар 0 = \у-ф  миқдорнинг \у = Г(г) акслантириш 
натижасида у эгри чизиқнинг нуқтадаги бурилиш бурчаги 
эканлигини эътиборга олсак, у ҳолда (14) тенгликдан г0 
нуқтадан ўтувчи барча силлиқ эгри чизиқлар бир ҳил 
0 = 0деГ'(2о) бурчакка бурилишини кўрамиз (11-чизма)
(бурчакнинг сақланиши).
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1 8 - т а ъ р и ф .  Агар ч/ = { ( г )  акслантириш г 0 нуқтада 
чўэилиш ва бурчак сақланиш хоссаларига эга бўлса , бундай 
акслантиришга г0 нуқтада конформ акслантириш дейилади.

Юқоридагиларидан кўринадики, агар '*/ = { ( г )  функция г 0

нуқтанинг бирор атрофида голоморф бўлиб, 572о>*0  бўлса, 
'л/ = Т(г) акслантириш г 0 нуқтада конформ бўлади.

Агар ун = ( ( г )  акслантириш О соҳада бир япроқли бўлиб, 
соҳанинг ҳар бир нуқтасида конформ бўлса , у Б соҳада 
конформ акслантириш дейилади.

Конформ акслантиришлар назариясида асосан қуйидаги 
икки масала ўрганилади:

1) Е соҳада (Е с С 2) ^  = { ( г )  акслантириш берилган ҳолда 
Е нинг аксини , яъни {(Е ) ни топиш;

2) иккита Е (Е с  Сг) ҳамда Ғ (Ғ с  Ст ) соҳалар берилган 
ҳолда Е ни Ғ га конформ акслантирадиган V/ = С(г) ни топиш.

Бу масалаларни ҳал қилишда қуйидаги теоремалардан 
фойдаланилади.

9 -  т е о р е м а .  (Риман теоремаси). Агар Е СЕс Сг) ва 
Ғ (Ғ с  Сп ) ' соҳалар чегараси 2 та нуқтадан кам бўлмаган
(континиум бўлган ) бир боғламли соҳалар бўлса , Е соҳани Ғ 
соҳага конформ акслантирувчи ч/ = Т(г) функция мавжуд.

1 0 - т е о р е м а .  (соҳанинг сақланиш принципи ). Агар 1(г) 
функция Е соҳада голоморф бўлиб, Т(г) *сопвт бўлса , {(Е )  
ҳам соҳа бўлади.
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3-БОБ

ЭЛЕМЕНТАР ФУНКЦИЯЛАР ВА УЛАР ЁРДАМИДА 
БАЖАРИЛАДИГАН КОНФОРМ АКСЛАНТИРИШЛАР

Мазкур бобда элементар функциялар ва улар ёрдамида ба- 
жариладиган конформ акслантиришлар билан шуғулланамиз.

1-§. Чизиқли функция

Ушбу
\у = аг+Ь (1)

кўринишдаги функция чизиқли функция (чизиқли акслантириш) 
дейилади, бунда а,Ъ лар ўзгармас комплекс сонлар ва а * 0 .

Бу функция Сг тўпламда аниқланган, унга тескари функ- 
циялар ҳам чизиқли функция бўлиб, у қуйидаги

1 Ь2 =  — XV------ (2 )
а а

кўринишга эга.
(1) ва (2) акслантиришлардан Сг ва С« текислик нуқталари 

ўзаро бир қийматли мосликда эканлиги келиб чиқади. Бунда 
2 = оо да ^  = оо бўлади ва аксинча.

Равшанки,
(аг + Ъ)'= а.

Демак,
= аг + Ь

акслантириш Сг текисликни с »  текисликка конформ акслан- 
тиради.

Ихтиёрий 2 еСг нуқтани олайлик. Бу г  нуқта (1) аксланти- 
риш ёрдамида \л/ нуқтага (\у еС«) ўтади.

Чизиқли функция ёрдамида бажариладиган акслантиришни 
аниқлаш учун аввало унинг ҳусусий ҳолларини қараймиз.

1°. Айтайлик,
уу = /  + Ь (3)

бўлсин. Агар комплекс сон вектор орқали ифодапанишини 
эътиборга олсак, унда (3) акслантириш г  ва Ь векторлар йиғин- 
диси орқали топилишини кўрамиз. Демак, бу ҳолда г  га кўра 
унинг акси уу параллел кўчириш орқали топилар экан. Бу жара- 
ён 12-чизмада тасвирланган.
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а '

12-чизма

2°. Айтайлик,
\у = е,аг (а еК.)

бўлсин. Аввало
е,а = соха +[$ша  

эканини эътиборга олиб, сўнг
2 = (т(('Св5ф + 1X1/1 (?)

тенгликдан фойдаланиб топамиз:
уу = е,аг = (сова + 18та) ■ |г| • (совф + 18т(р) =

= |г|-[со8(ф+ а) + 18ш(ф+ а)].

Демак,
|>!м| = |а ,̂ ап>\у = ф + а = ап;2 + а

бўлади. Бу ҳолда г  га кўра унинг акси \л/, г  векторни а бурчакка 
буриш билан топилар экан. Бу жараён 13- чизмада тасвирлан- 
ган.

Ф

13-чизма
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\у = кг (к  > 0)
бўлсин. У ҳолда г  га кўра унинг акси « , г  векторни чўзиш (к>1) 
ёки сиқиш (к < 1) билан топилади.

Юқорида келтирилган ҳоллардан кўринадики,
\у = аг + Ь

чизиқли функция ёрдамида акслантириш С 2 текисликдаги 
соҳани «параллел кўчириш», «бурчакка буриш» ҳамда «чўзиш 
ёки сиқиш»ни амалга оширар экан.

М и с о л л а р .  1. Учлари
А —1+ 1, В —1 + 31, С = 2+1 

нуқталарда бўлган АВС учбурчакни
«Г = 12 + 1

чизиқли функция ёрдамида акслантиринг.
Равшанки, бу уу = 12 + 1 чизиқли функция Сх тексиликдаги 

АВС учбурчакни Сл. текисликдаги А ^ С , учбурчакка аксланти-
ради. Унинг А , ,В, ,С, учлари мос равишда А,В,С нуқталарнинг 
акси бўлади:

A , = \у(А ) = 1(1 +1) +1 = 1,
B, = \\<В) = 1(1 + 31) +1  = 1 -  2,
Сг = му(С) = 1(2 + 1) +1  = 21

Демак, \у = 12+1 функция учлари 1+1; 1+Зц 2+1 нуқталарда 
бўлган АВС учбурчакни учлари 1; 1-2; 21 нуқталарда бўлган 
А ^ С , учбурчакка акслантиради (14-чизма).

3°. Айтайлик,

14-чизма

2. Сх тексиликдаги

О = {2 еСг.|2-2о| < г} 
доирани С№ текисликдаги

еС№:|\у| < 1}

бирлик доирага акслантирувчи чизиқли функцияни топинг.
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Ушбу
= г-Х о

чиэиқли функцияни қарайлик. Равшанки, бу функция Сг текис-
ликдаги

О = еСг: |г -  2о| < г | 
доирани СЖ| текисликдаги

{ш, е :{яр',| < г |

доирага акслантиради. 
Қуйидаги

1
-^1г

чиэиқли функция эса,
{^1

доирани
{\уеС №:|\у)<1}

бирлик доирага акслантиради.
Шундай қилиб, берилган Э соҳани текисликдаги бирлик

доирага акслантирувчи чизиқли акслантириш

\У=Д(2~20)
г

кўринишга эга бўлади (15-чизма).

15-чизма

Фараз қилайлик, \у = Г(г) функция бирор Е соҳада (Е с: С) 
берилган бўлсин.

Агар а е Е нуқтада
Г(а) = а
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тенглик бажарилса, 2 = а нуқта \у = Г(г) акслантиришнинг қўэ- 
ғалмас нуқтаси дейилади.

Юқорида келтирилган
= аг+Ь

чизиқли акслантириш:
1) а = 1 бўлганда г  = оо қўзғалмас нуқтага,

2) а *  1 бўлганда иккита г, = оо, г , = — қўзғалмас нуқта-
1-а

ларга эга бўлади.
М и с о л. С2 текисликдаги г0 = 1+1 нуқтани қўзғалмас қол- 

дириб, 2] = 2+1 нуқтани эса ^ , = 4 - 5  нуқтата ўтказадиган 
чизиқли акслантиришни топинг.

Топилиши лозим бўлган чизиқли акслантиришни қуйидаги 
\м = аг + Ь (4)

кўринишда излаймиз.
г0 = 1+1 нуқта қўзғапмас бўлганлиги сабабли 

аг^ + Ь = г0 (5)
бўлади. (4) ва (5) муносабатлардан

V- 2о = а(г- го)
бўлиши келиб чиқади.

21 нуқта акслантириш натижасида \л/, нуқтага ўтишидан фой- 
даланиб

\̂ 1 - 2о = а(21 - 2о)
яъни

4 -  31 -  ( I  + 1) -  а[2 +1 -  ( I + 1,)]
бўлишини топамиз. Бу тенгликдан

а = 3-41
бўлиши келиб чиқади.

Шундай қилиб, изланаётган чизиқли акслантириш 
\м = 2о+а(2 - 2„)  = 1 + 1 + (3-41)-[2-(1 + 1)] = (3-41)2-6 + 21. 

бўлади.

2-§. Каср-чизиқли функция

Ушбу
аг + Ь\м = -------
сг + 4

(6)

кўринишдаги функция каср-чизиқли функция (каср-чизиқли 
акслантириш) дейилади, бунда а, Ь, с, 4, лар ўзгармас комплекс 
сонлар ва
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а<1-Ьс*й (7)
(7) шартнинг бажарилмаслиги V/ функциянинг ўзгармас бўлиб 
қолишига олиб келади.

Ҳақиқатан ҳам,
а<1 -  Ьс = 0

бўлса, — = — (Ъ * 0 ,й * 0 )  бўлиб,
Ь 4

аг+Ь--------
сг+<1

Ь(^г + 1)
Р ________

<1(|г+1)
—  =СОП51.
а

бўлади.
Биз с*0  бўлганда

^(оо) = —, у/ ( - —) = оо, (8)
с с

с=0 бўлганда »(оо)=оо
деб қараймиз.

(6) муносабатни г  га нисбатан ечиш натижасида берилган 
каср чизиқли функцияга нисбатан тескари бўлган

г = -~ ^ -Ь- (9)
с«г-а

функцияга келамиз. Бу ерда ҳам

с*0 бўлганда, 2̂ 00) = г ( - )  = оо.,
с с

с=0 бўлганда, г(оо)=оо 
деб қараймиз.

Демак,
аг + Ь'Н ---------
сг + й

функция Сг тўпламда
-сКу + Ьг = ----------
с\у -  а

функция эса с № тўпламда аниқланган.
Айни пайтда (6) функция Сг тўплам нуқталарини с»  тўплам 

нуқталарига ўзаро бир қийматли акслантиради.
Равшанки,

V /- {  а г+  Ь4] (сг+<1)а ~(аг +  Ь)с а<1-Ьс
Чсг + <1/ (сг +  й)2 (сг + Л)2

бўлиб, бу ҳосила
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—  -  <1 С2 \ { г € С ж:г =  — , г =  оо} 
с

тўпламда чекли ҳамда (8) шартга биноан ж ' *  0. 
Демак,

акслантириш

•г+Ь
V / --------—

е г+ й

— — й • 
Сг \{ г  е Сг:г =  — , г = оо}

с
тўпламда конформ акслантирш бўлади. 

Энди

акслантиршнинг г =

аг+Ь»  = ------- (6)
сг+й

ва г=оо нуқталарда конформ бўлишини 
с

кўрсатамиз.

1) с*0 бўлсин. Бу ҳолда (6) акслантиришнинг г = - — нуқтада
с

конформ бўлишини кўрсатиш учун
1

ни қараймиз. 
Равшанки,

= —  

сг + й
^1 = аг + Ь 
> Ьс-аё 

= (аг+Ь)2
бўлиб,

» ! ( - - )  = . — *0  с Ьс -  аа

бўлади. Демак, ҳаралаётган акслантириш г  = нуқтада кон-
с

форм бўлади.
(6) акслантиришнинг г=оо  нуқтада конформ бўлишини

кўрсатиш учун
12 = ---

ч
ни қараймиз. Унда
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ЙулиЛ, х, — о бўлганда

аг+Ь а + Ьг̂  
сг+ё с + ё 2| 

Ьс-ай

*  " ( с - М ) 2

• Ьс -  а<1 „= ----г— *  0

Аўлади. Демак, (6) акслантириш г=оо нуқтада конформ бўлади.
2) с =0 бўлсин. Бу ҳолда

а Ьчу = — г + —
а а

Йўлиб, 2=00 нукта №=ао нуқтага аксланади.
а 1 1Агар г  = — , V  = —  деиилса, унда

г, >у,
аг}

а + Ьг̂  *

аа
-------------------- Г

(а + Ь г,)2
бўлиб, 21=0 нуқтада

• й „\у, = — *  0 
а

бўлади. Демак, (6) акслантириш г=оо нуқтада конформ акслан- 
тириш бўлади.

Шундай қилиб,
аг + Ьш = --------
сг + а

акслантириш Сг текислик нуқталарини С» текислик нуқталари- 
га конформ акслантирар экан.

Каср чизиқли акслантириш ёрдамида Сг даги соҳанинг ак- 
сини аниқлаш учун аааал {6) нинг ҳусусий холларини қараймиз: 

1°. (6) да
а = 0 ,Ь = 1 ,с  =  1,<1=0

бўлсин. Бу ҳолда каср чизиқли функция ушбу
1XV = —
2

кўринишга келади.
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кенгайтирилган комплекс текислик Сг да конформ акслантириш 
эканлигини кўрдик.

Энди каср-чизиқли акслантиришнинг хоссаларини келтира- 
миз.

1°. Каср-чизиқли акслантиришга тескари бўлган аксланти- 
риш каср-чизиқли бўлади, каср чизиқли акслантиришнинг су- 
перпозицияси ҳам каср-чизиқли бўлади.

(6) ва (9) муносабатлардан (6) каср-чизиқли аксланти-ришга 
тескари акслантириш каср чизиқли бўлиши келиб чиқади.

Айтайлик, иккита

= « ,(2 ) =
а^г + Ь̂  
с,г+с1,

(з,<1] — Ъ,С] ^  0),

^  = \у(\У)) = + ^2- (а2<12 -  Ь2с2 *  0)
с2\у, + а2

каср-чизиқли акслантиришлар берилган бўлсин. Бу аксланти- 
ришнинг суперпозициясини қараймиз:

а,2 + Ь,

бунда

бўлиб,

М Ю  = \У(У/)(2)) С)2 + <1)
+ Ьз

?‘а+ь».+а,
С ,2+ Й )

_ (а,а2 +с,Ь2)2 + а2Ь)+Ь2ё, аг + Ь 
(а ,^  +с,ё2)2 + с2Ь, +д,й2 сг + й

а = а,а2 + с,Ъ2,
Ь = а2Ь,+Ь2й),
С = 8|С, + с,(12, 
й = с2Ь, +й]й2.

ай -  Ьс = (а ,а2 + с,Ь2 )(с2Ь, + <1,(12) -  
~(а2Ь) + Ь2й))(а ,с2 + с ,й 2) =

= (а 1*11 — Ь)С,)(а2<12 — Ь2с2) *  0 
бўлади. Демак, \у(\*,(г)) каср-чизиқли акслантириш бўлади.

2°. Каср-чизиқли акслантириш
аг + Ь

V/ -------------
С2 + <!

Сг текисликдаги айланани ёқи тўғри чизиқни С» текисликдаги 
айлана ёки тўғри чизиққа акслантиради.
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Мяьлумки, ж = аг+Ь ҳамда лу = -  кўринишдаги аксланти-
г

|М«ш/иц)нинг ҳар бири Сг текисликдаги айланани ёки тўғри 
МИаиҳни Си, текисликдаги айланага ёки тўғри чизиққа аксланти-

Км р чиэиқли акслантириш эса чиэиқли ҳамда лу = -  кўри-
г

ИИШДМ и акслантиришларнинг бирин-кетин бажарилишидан ибо- 
|ми. 5инобарин, каср чизиқли акслантириш С2 текисликдаги 
йА/мма ёки тўғри чизиқни с«, текисликдаги айлана ёки тўғри 
циаиққа акслантиради.

Одатда, бу хосса каср-чизиқли акслантиришнинг доиравий- 
дии иоссаси дейилади.

Каср-чизиқли акслантиришнинг кейинги хоссаларини келти- 
рмшдан аааал баъзи тушунчалар билан танишамиз.

Фараэ қилайлик, комплекс текисликда 
Г = |г  еС :|2-го| = т| 

йАдама берилган бўлсин.
1 - т а ъ р и ф .  Агар г  ва г нуқталар Г айлана маркаэидан 

циққан битта нурда ётиб, бу нуқталардан айлана марказигача 
вўлга£масофалар кўпайтмаси айлана радиуси квадратига тенг
вўлс.а, I  ва г* нуқталар Г айланага нисбатан симметрик нуқга- 
лар дайилади (16-чизма).

16-чизма

вавшанки, бу ҳолда
аг%( г -  2о ;  = аг%( г - г ^ ) .

1)ли6,

ЦДАДИ-

г2

г - г 0

71

www.ziyouz.com kutubxonasi



2 - л е м м а  Берилган г  ва х нуқталарнинт Г  айланага 
нисбатан симметрик бўлиши учун шу г  ва г  нуқталар орқали 
ўтувчи ҳар қандай у айлананинг (т с  С2] г  айланага ортогонал 

бўлиши эарур ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  Айтайлик, г  ва г  нуҳталар Г 

айланага нисбатан симметрик бўлсин. Демак,
аг8(2*-го) = агв(2-2о).

|х* — хо|-|х—Жо| = г2. (16)

V

Шу г  ва г  нуқталар орқали ўтувчи у айлакани қараимиз. 26 
нуқтадан у айланага уринма ўтказамиз. Уриниш нуқтаси а 
бўлсин. Унда геометрия курсидан маълум бўлган тасдиққа кўра

|2о-а|2 = |го -  г * ) - | 2 о (17)

бўлади. (16) ва (17) муносабатлардан

|го-а|2 = г 2

бўлиши келиб чиқади.
Демак, 2о нуқтадан у айланага ўткаэилган уринманинг гоа 

қисми Г айлананинг радиуси экан (17-чиэма).
|хо-а | = Г

Бу эса Г ва у айланаларнинг ортогонал бўлишини билдиради.
Е т а р л и л и г и .  Фараз қилайлик, г  ва г  нуқгалардан 

ўтувчи ҳар қандай у айпана |у с  С2)г айланага ортогонал

бўлсин. Хусусан, бу айлана г  ва г  нуқталардан ўтувчи г  г* 
тўғри чизиқ бўлиши ҳам мумкин. Унда гг*  тўғри чизиқ Г айлана- 
га ортогонал бўлганли учун у нуқгадан ўтади, яъни
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аг%(2 -!< ,)  = аг%(г -г ^ )

ЙЙцамм,
ИийИ)1><и гомондан, геометрия курсидан маълум бўлган 

И М ицм  кўра

|* -*о |-|*  - ^ - 1 *

§1/Мди. Дпмак, г  ва г  нуқтапар Г айланага нисбатан симметрик 
| |ш и .  Ламма исбот бўлди.

) '.  Ҳар қандай
аг+Ъ1» ---------
С2 +  <1

>«ияиқли акслантириш с , текисликдаги Г айланага нисба- 

Т*и симметрик бўлган 2 ва г  нуқталарни С» текисликдаги Г 
йАлананинг акси «<Г) айланага нисбатан симметрик бўлган у<г) 
■ й »(*•) нуқталарга ўтказади.

Каср чизиқли акслантиришнинг 2°-хоссасига кўра Г айлана- 
нмнг Си текисликдаги акси \у(Г) ҳам айлана бўлади.
# аа I*  нуқталарнинг акси и<2) ва М г )  бўлсиа Бу чҚг) ва и<г*) 
иуқгад|<рнинг \м(Г) айланага нисбатан симметрик бўлишини 
иўрсагамиз.

г  ва г* нуқталар орқали ўтувчи ихтиёрий у айланани олай- 
лик. 2 ва г  нуқгалар Г айланага нисбатан симметрик нуқталар 
бўлгани учун исбот этилган леммага биноан Г ва у айланалар 
ортогонал бўлади.

Каср чизиқли акслантириш конформ бўлгани сабабли \и<Г) 
қамда «<у) айланалар ортогонал бўлади. Унда леммага кўра 
«<*)ва у Қ г)  нуқталар «<Г) айланага нисбатан симметрик бўлади. 
Косса исбот бўлди.

4*. Сг текисликда берилган турли г\, г 2, гз. нуқталарни С№ 
такисликда берилган турли \№ь \уг, ууэ нуқталарга ўтказувчи каср 
чизиқли акслантириш мавжуд ва у ягонадир.

Айтайлик,
/ » и +Ъ^  = \*(х) ---------

сг+ 4
каср чизйқли акслантириш г и х2, г г текисликдаги турли
С, нуқталарни См текисликдаги турли \уь \уэ нуқгаларга 
йкслантирсин. Унда
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V*! = М * 0  =

УМ2 = М ъ )  =

аг, +Ь 
сг, + й ’ 
аа  ̂+Ь 
сг^ +Л

\*3 = \у(г3) = аг3 + Ь 
сг3 +4

бўлади.
К^йидаги айирмаларни ҳисоблаймиз:

аг+Ь аг,+Ь  (ай-Ъ с^^х-г^) 
^  сг+4 с21+«1 (сг+^иСсг, + & )'

V, - у ,  агз +Ь ” 1 + Ь Г«<*~Ьс;гг3- г х)
3 1 сг3+<1 сг^+й (сг3+«1)('сг,+<1)’

аг+Ь аг^+Ь (а й -Ъ с Ҳ г-г^ )
^  сг+<1 сг̂  +<1 ^сг+<1̂ с 22 +<и’
^  _ ш аг3 +Ь аг^ +Ь ^ (ай -Ъ с)(гъ- г ^ )

3 сг3+<1 сгг+Л (сг3 +й)(с^2 +& )'
Бу айирмалардан фойдаланиб топамиз:

\у - \у , уу3 — уу̂  (а д -Ь сҲ г-2!) (сг+ёҲсг^ -и1).
\У -  \У2 \У3 -  \У2 (С2 + <1ХС2] + й) (аё-ЬсХ2-2|)

(а<1 -  ЬсҲг3 -  г ,) (сг3 + аҲсг; + Д)
‘ (сг3 +ах<Ж]+ ё) (ай - ЬсХг3 - г*) “

(сгд + а ҳ г - г 1) . (сг2 +<1Ҳг3 - г , )
(сг, + йХг -  г^) ' (С21 + йХг3 -  г г ) 

г-2 , 23 -21
г -^2 г3 - г ,

Демак,
\у—\у, \у3 —\у, _ г - г ,  г, - г ,
\У- \У2 \У3 - \У2 2-22 г^ -2 ,

Бу изланаётган каср чизиҳли аксланишдир.
5°. Юқори ярим текислик {г бСг:1тг> 0} ни С№ текис-

ликдаги бирлик доира |\у  еС ^:|\у|<  1} га акслантирувчи каср 

чизиқли функция ушбу

\у = е‘ч> — 4  (<р е К;1ша > 0) 
2 -а

кўринишда бўлади (18-чизма).
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18-чизма

Ҳақиқатан, юқори ярим текисликда а нуктани 
(а •  (х е С ,:1тг > 0}) олаилик. Равшанки, 6у а нуқтага ох ўқига

нисбатан симметрик бўлган нуқта а бўлади. _
Иаланаётган акслантириш г= а  нуқтани текисликдаги 

бирлик доира маркази 'м -О  нуқтага ўтказадиган бўлса, каср 
чизиқли акслантиришнинг 3°-хоссасига кўра г  = » нуқта \у = 0 
нуқтага бирлик айланага нисбатан симметрик бўлган ж=оо 
нуқтага ўтказиши лозим. Демак, бундай акслантиришни бажа- 
руечи функция

2 -  а\у = а ---- =
г - а

кўринишда бўлади. Айни пайтда бу акслантириш ҳақиқий ўқда 
жойлашган г= х  нуқтани Сж текисликдаги И  = ] бирлик айлана 
нуқтасига ўтказиши керак. Бинобарин

Н  = 1 (18)
бўлади. Демак,

н - н ^ -2 -а
(19)

(18) ва (19) тенгликлардан (г  -  ҳақиқий бўлгани учун)
|г — а| = |г—а|

бўлиши келиб чиқади. Натижада

Н - 1
яъни

а = екр (среК)
бўлади.

Шундай қилиб, юқори ярим текисликни бирлик доирага 
акслантирувчи каср чизиқли функция

1Ф 2 “  вV* = е * — »
2 -а

кўринишда бўлар экан.
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6°. Комплекс текислик С2 даги бирлик доира 

{х е С г:|2( < 1}
ни Ст  текисликдаги бирлик доира

{\уеС ж:М < 1 }

га акслантирувчи каср чизиқли функция ушбу

(ф 6 К, (а| < 1)
1 -аг

кўринишда бўлади (19-чизма).

Бирор а е {г  еС2:|2) < 1} нуқтани олиб, уни

кўринишда ифодалаймиз. Унда а нуқтага бирлик айланага 
нисбатан симметрик бўлган нуқта

= _ а1Ч> = .а = —е
I -1<р

бўлади. Изланаётган акслантириш г - а  нуқтани с ^  текисликда- 
ги бирлик доира маркази \у = 0 га ўтказадиган бўлса, каср чи-

зиқли акслантиришнинг 3°-хоссасига кўра, г = =  нуқта \у=0
а

нуқтага |\у| = 1 айланага нисбатан симметрик бўлган \у = со 

нуқтага ўтказиши лозим.
Демак, бундай акслантиришни бажарувчи функция

г -а  2 -а
XV =  а , ----- - = а -

‘ I ' 12--=
а

1-аг
(а  =  - а а , ;

кўринишда бўлади.
Энди |г) = 1 бўлганда |\у| = 1 бўлишидан фойдаланиб, қуйи- 

дагиларни топамиз:
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(чу|ши, = г).
г

Рмшмнки,
|г-а | = |г - «|

Двмяк, |«| -  1, яъни а = в“р бўлади.
Шундай қилиб, С2 тексиликдаги бирлик доирани Сж те- 

КМиликдаги бирлик доирага акслантирувчи каср чизиқли функ- 
МИК ушбу

1 -  аг
Иўринишда бўлар экан.

М и с о л л а р .  1. С2 текисликдаги 1; I; -1 нуқталарни мос 
рмишда Ст  текисликдаги -1; 0; 1 нуқталарга акслантирувчи
М« |> чиэиқли функцияни топинг.

Каср чизиқли акслантиришнинг 4°-хоссасида келтирилган
\У -« , \У3 -УУ2 _ 2 -2 ) Зз-22
ЪГ-У/2 >у3 -\У , 2-22 г3 -2 ,

?англикда
21 = 1, 2а=1, 2з=-1 

\У1=-1, \У2=0, \Уз=1.
топлмиз:

1 -0  г -1  - 1 -1
\у -0  1 - ( - 1 )  ~ 7-1 -1 -1

2 -  1= ------
21-1

Двм«к# изланаётган каср чизиқли функция
2 - 1\У --------
и -1

Ц м д и .
2. Комплекс текислик С2 да 21 = 1 + 1 нуқта учун ушбу 

| |  = >} айланага ниебатан симметрик бўлган нуқтани то-

пинг.
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Изланаётган нуқтани г \  дейлик. Бу нуқтани топишда

1̂ т^о
формуладан фойдаданамиз. 2о=0. г=1 эканлигини эътиборга 
олиб

.  1
гх = =

бўлишини топамиз. Демак,
. 1  1 1  1 . 1 .

2' 2| 1 + 1 1-
экан.

■ = ---1---1
2 2

3-§. Даражали функция

Ушбу
IV = г" (20)

кўринишдаги функция даражали функция (акслантириш) 
дейилади, бунда п - натурал сон.

Бу фўнкция бутун комплекс текислик Сг да аниқланган 
бўлиб, унинг ҳосиласи

лм' =  п • г"-1
га тенг.

Демак, (20) функция бутун текислик С да голоморф, п>1 ва 
г*0 бўлганда унинг ёрдамида бажариладиган акслантириш С\{0) 
тўпламнинг ҳар бир нуқтасида конформ акслантириш бўлади.

Сг ва С „  текисликларда қутб координаталарини кирита-
миз:

2 = ге,ч>, (г = |т|,ф = аг82) 

лу = ре'4',  (р = |\м|, ф = агв\у)
Натижада (20) акслантириш ушбу

рв14' = гпе‘ч”
кўринишга эга бўлади. Ундан эса.

бўлиши келиб чиқади. 
Демак,

р  =  Г“ ,ф  =  Пф

IV = 2
акслантириш қутб координаталар системасида ушбу
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(21)

*ксл*нтиршга ўтади. Бинобарин, (20) акслантиришни ўрганиш 
(21) акслантиришни ўрганишга келади.

(21) акслантиршдан топамиэ:
1) г = сопЛ бўлганда р = сопй бўладм. Демак, (20) аксланти- 

риш Сх текисликдаги маркази 2=0 нуқтада бўлган айланаларни 
текисликдаги маркази м =0  нуқтада бўлган' айланаларга 

акслантиради (20-чизма).

2) <р = соп51 бўлганда ц/ = сопй бўлади. Демак, (20) акслан- 
тириш Сх текисликдаги 2=0 нуқтадан чиққан нурларни, С „
текисликдаги ч/=0 нуқтадан чиққан нурларга акслантиради (20- 
чизма).

Айни пайтда (20) акслантириш <р=0 нурни (ҳақиқий мусбат 
йўнапиш бўйича олинган нурни), «р = 0 нурга, Сг текисликдаги 
Ф =а нурни эса, Сж текисликдаги <|/=п-а нурга акслантиради 
(20-чизма).

Юқорида келтирилган тасдиқлардан

соҳани (учи 2=0 нуқтада бўлган бурчакни - секторни) с „  те- 
кисликдаги

\у^Ш  = {\уеС ж:0<о/у\у<па}
соҳага (учи \у=0 нуқтада бўлган бурчакка - секторга) акслан- 
тириши келиб чиқади.

20-чизма

\У = 2,п
акслантириш Сг текисликдаги
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деб оламиз. Унда (26) акслантириш ушбу 

11 + IV = -^( гв1ф +—е-*9]

кўринишга келади. 
Равшанки,

ге

Натижада

бўлиб, ундан

19 + —е"'9 = ( г  + —̂ сокр  + 1 г̂

IV = А [ ( г  + - ]  СОЗф  + А ф ]и +

" ■ К г 4т ) СОТф,

т/лф

бўлиши келиб чиқади. 
Демак,

акслантириш ушбу

IV

1( Пи =  —I г +  —1са5ф,

(21)
Т/Лф

акслантиришга келади. (27) муносабатдан фойдаланиб, 
гиларни топамиз:

1) Сг текисликда радиуси р га (0<р<1) тенг бўлган 

2 =  ре,<р, ( 0 £ ф £ 2 я )

айланани олайлик. Жуковский функцияси ёрдамида бу 
Сж текисликдаги

1( 1)и = -^р+-^со8ф .
(о £  ф < 2ж)

чизиққа аксланади.

қуйида-

айлана
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Агар

доиилса, унда
- м  ч н

йўлиб,

и  = а р С05ф, 

V = Ьр ЛШф

и* V2 , 
—=-+-Т  = 1 
»Р ь2

бўлади. Бу текисликда фокуслари ±1 нуқтада , ярим ўқла- 
ри «р ва Ьр бўлган эллипсни ифодалайди.

Демак, Жуковский функцияси

Сг текисликдаги радиуси р (0<р<1) бўлган 

2 = ре^ (28)
айланани, Сж текисликдаги

7 * 7 - 1  <29>
*р ьр

эллипсга акслантиради (23-чизма).

2) Сг текисликда радиуси р га (р>1) тенг бўлган ушбу 

г  = р е1Ч>, (0^ф^2ж) (30)
айланани олайлик. Жуковский функцияси

бу айланани ҳам
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(31)

эллипсга акслантиради (24-чизма).

3) Сг текисликда радиуси р = 1 бўлган

г  = е|<р, (0£ф£2я)
айланани олайлик. Жуковский функцияси ёрдамида бу айлана 
С№ текисликдаги

и = согф,
V = 0

чизиққа аксланади.
Равшанки, бу чизиқ С№

(0 5 ф 5 2к)

текисликдаги [-1,1]еК кесмани ифо-
далайди.

Демак, Ж уковский функцияси Сг текисликдаги р=1 ради-
усли айланани С№ текисликдаги [-1,1]еК кесмага акслантиради. 
(25-чизма).

4) С2 текисликда

2 = ре‘“ , (О^р^+да)
яъни

(г  еСг.д/£2 = а)
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мурни олайлик. (26) акслантириш бу нурни с т  текисликдаги

Раашанки, бу чизиқ фокуслари 11 нуқтада бўлган гипербола 

бўлиб, 0 < а < ^  бўлганда (33) чизиқ гиперболанинг ўнг тар-

моғининг юқори қисмини, у  < а < % бўлганда эса чап тармо-

ғининг юқори қисмини ифодалайди.
Демак, Жуковский функцияси

(0 5 р & +ао) (32)

чизиққа акслантиради. (32) муносабатдан топамиз:

(33)

Сг текисликдаги

{г еСг:о/82 = а }

нурни С „  текисликдаги

гиперболанинг қисмига акслантиради (26-чизма).

©

26-чизма

аксланти-
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| г  е Сх:<»£ г  = -> е С ^К еч * -  0},

{2 е Сг:аг% 2 = 0} -> |\у е С „;Л е\у = [1,-юо]},

{ г  € Сг:аг% г  = л} -> {иг е С„:Яеъг =  [—со,—1]}. 
бажарилади.

Фараз қилайлик, Жукоаский функцияси

| г  е Сг:аг%г = у |  -+ [ му е С ^.Я е ^  = 0},

Сг текисликдаги турли г г ва г* нуқталарни С№ текисликдаги 
битта нуқтага акслантирсин.

Унда

г , + — = 22+ —  ( г , * ^ )
Ч Ъ.

яъки

бўлади. Кейинги тенгликдан
2 ,2 2 = 1  (34)

бўлиши келиб чиқади.
Демак, Жуковский функцияси бирор соҳада ўзаро бир қий- 

матли бўлиши учун шу соҳанинг ихтиёрий турли икки 21 ва гг 
нуқталарида х, = 1 шартнинг бажармаслиги зарур ва етарли 
бўлади.

Қуйидаги
0 1= { г е С х.|21>1},

Ог = {г  еС г:Ц  < 1}.

0 }  = {г  е Сг:1 т г  > 0 }
Бч = {г е Сг:1 т г  < 0}

соҳаларнинг ҳар биридан олинган ихтиёрий иккита турли 21 ва 
22 нуқталар (34) шартнинг бажармаслигини кўрсатиш қийин змас. 
Бинобарин, Жуковский функцияси бу соҳаларда ўааро бир 
қийматли функция бўлади.

Энди Сг текисликдаги бу Оь 1)2. йз, 1>4 соҳаларни Жуковский 
функцияси с „  текисликдаги қандай соҳаларга акслантиришини
топамиз.
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1) Айтайлик, Сг текисликда

О, в {х е С г '|я|>1}
соҳа - бирлик доиранинг гашқариси-берилган бўлсин.

Равшанки, Жуковский функцияси бу соҳада конформ 
«кслантириш бўлади.

01 соҳада ихтиёрий
{ г е С г:(г(=р,р>1}

айланани олайлик. Маълумки, бундай айлана Жуковский функ- 
цияси

(26)
ёрдамида Ст  текисликдаги эллипсга аксланади.

Агар айпана радиуси р (1,-н») оралиқда ўзгара борса, уларга 
мос эллипслар С№ текисликдаги

С „ \ { »  е(-1,1]}

соҳани ҳосил ҳилади.
Демак, (26) акслантириш Сг текисликдаги бирлик доира 

ташқариси Ог соҳани С^ текисликдаги

Си \ { » е С „ .  № е[~1.1]} 
соҳага конформ акслантиради:

ЦЕ»,) = С№ \  {>у е С „. \у е [-1 ,1]}

(27-чизма).

27-чизма

2) Сг текисликда ушбу

О, = {г е С^:]г| < 1}

соҳани - бирлик доирани олайлик. Юқоридагидек кўрсатиш 
мумкинки, (26) акслантириш ЕЪ соҳани С „ текисликдаги
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\ |лу еС^.лу е[-1,1]|
соҳага конформ акслантиради:

Ц 0 2) - С Ж\ { « 6 С ад.\у €[-1.1]}
(28-чиэма).

©

“ 5

28-чизма

3) С2 текисликда
= {2  еС 2:1тг > 0)

соҳани - юқори ярим текисликни қарайлик. (26) акслантириш бу 
Бэсоҳани Ст  текисликдаги

С№\ { лу е С ^ . у/ € [-оо,-1] о  [1,4«])

соҳага конформ акслантиради:
\^(03) »  С№ \ [лу е Сзд. ш е[-ю,-1]с|[1,4«])

(29-чизма).

29-чизма
4) Сг текисликда

= [г  еС2:1ш2< 0}
пастки ярим текисликни қарайлик. (26) акслантириш бу Б4 соҳа- 
ни Ст  текисликдаги

Счу\ { \у еСчу:№ е[-«,-1]о[1,4«])

соҳага конформ акслантиради:
\у(04) = С„, \ {\у еС „. «  е[-®,-1]и[1,+«])

(30-чизма).
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30-чизма

М и с о л л а р .  1. Жуковский функцияси ёрдамида С2 те- 
кисликдаги

?-|2бС,:|г( = 1,— <а1вг< —

ёйнинг аксини топинг.
Раашанки,

(27) муносабатга кўра
\ (  П

Ц = — |̂ Г + —^СОвф = С08ф,

1( 1) . _
V = —  ў  8Ш ф = 0

бўлади.

Агар —  < ф < —  бўлганда 
4 4

Л  Л
------ < СО?ф < ------

2 2
бўлишини эътиборга олсак, 

эканини топамиз (31-чиэма).

£ < „ < £ ; » .  о 
2 2 2 ' 2 )

\

V

/
: .ч © ©

V * ‘ -1 -Э-1 
1 /  *

Р <1 1 'А 
*х

31-чизма
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2. Ушбу

"  — ? ъ +1
акслангириш ёрдаиида Сг текисликдаги 

Р = (г  € Сг.|г( < 1|
соҳанинг (бирлик доиранинг) текисликдаги аксини топинг. 

Аввало берилган
2=

г2 +1

1
функцияни қуйидаги 

кўринишда ёзиб оламиз. Агар

десак, унда

бўлади.

V/ = •
2-XV,

доира

ни

Маълумки, { ” 3  Жуковский функцияси бирлик

Р = еСг.|^  < 1|

М |еС ^.ту , е

(тўпламга) соҳага ([-1 ,1 ] кесманинг ташқарисига) акслантиради. 
Каср чизиқли

1V/ = -
2-у/,

функция [0,1] кесмани нурга, [-1,0] кесмани эса

^-оо,—̂  нурга акслантиради.

Демак, берилган 0  соҳанинг акси

М*>) = С№ \. е^-со,-1^о^у,+оо^|

бўлади.
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5-§. Кўрсаткичли функция

Комплекс сонлар текислиги С да ихтиёрий г  ни олиб, қуйи-
даги

(Л = \,2 ,Ъ ,:)

кетма-кетликни қараймиз. Бу комплекс сонлар кетма-кетлиги 
п -+ оо да лимитга эга бўлишини кўрсатамиз.

Агар г = х -ну десак, унда

бўлади.
Энди 2П нинг модули ва аргументини топамиз:

г„ = 1 + -

У

аг82„ = 81^1 + — + 1—1 = п а ^ 1 + -  + 1^) = п-аг818—
\  п п / \  п п / 1 + —

Агар

п • агс!8 —®— = П — + р„.1 + х п + х
п

бўлишини эътиборга олсак, бундан
1ш! а„=0, ЬпРп=0

бўлиб,

Шп|гп(=  1 й п (\ + ~ )2 = е х, (:
п-м о »|-»оо\ П /
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у
Нш аг£ 2 а = Нш —-— = у (36)

п -ю о  п ч «  ^  X

П
бўлиши келиб чиқади.

Модомики, г п кетма-кетликнинг модули нинг ҳамда ар- 
гументи аг%гп нинг лимити мавжуд экан, унда гп кетма- 
кетликнинг ҳам лимити мавжуд бўлади. Равшанки, бу лимит г  
ўзгарувчига боғлиқ бўлади.

2 - т а ъ р и ф. Ушбу

2п =^1 +  ̂  (п =  1,2,3,..;

кетма-кетликнинг лимити е* функция дейилади. 
Демак,

(ге С )

(37)
функцияни кўрсаткичли функция дейилади.

Келтирилган таъриф ҳамда (35) ва (36) муносабатлардан 
кўринадики,

е? =  Шп
П-»кзо’Н “IV П)

Одатда

бўлади.

|е2| = ех, аг%ог =  у, 

е* = ех+,у = е к(соху +  15)пу)
(38)

Энди IV = е2 функциянинг асосий хоссаларини келтирамиз.
1°. Кўрсаткичли = ег функция бутун комплекс текисликда 

голоморф функция бўлади.
Ҳақиқатан ҳам.

IV = 6 = М+1У

деб, (38) муносабатдан фойдаланиб
и =  ех соз у, V = ех 51п у

бўлишини топамиз. Равшанки, бу функциялар К2 маънода диф- 
ференциалланувчи. Айни пайтда бу функция учун

^1 х ди х—  =  егсо$ у, —  = - в л л у
дк ду 3

х дч х—  = е  «иу, —  = е созу
дк ду

бўлиб,
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&1 _ сНг Эц дч
дх ду' ду дх.

бўлади (Коши-Риман шарти бажарилади).
2-боб, 2-параграфда келтирилган теоремага кўра \у = ©2 

функция С да голоморф бўлади.
2°. \* = е2 функция комплекс текислйк С нинг ҳар бир 

нуқтасида ҳосилага эга ва

= ег

бўлади.
2-бобнинг 2-параграфида келтирилган формуладан фой- 

даланиб топамиз:

|,(со!гу+»5ту)| =  ех(е£иу+15>иу) =

3°. Кўрсаткичли функция учун ушбу
вг,+г, =вг, .вг2

формула ўринли бўлади.
Айтайлик, 2} = Х[ +1у|, аи = х2 +1у2 бўлсин. Унда

ег' = ех‘ (созу! + 15ту]), е22 = е*2 (сову2 + 15ту2)
бўлади.

Комплекс сонларни кўпайтириш қоидасидан фойдаланиб 
топамиз:

е2' -е22 =ех,(со5у) +15шу1)-еХ1(е£иу2 +15шу2) =

= ех' •ех*|(и»У| +15шу1)(со5у2 +15шу2)| =

_ еХ|+Х2 ((£.<Му1 -СОЗУг -5ШУ[ *5Шу2) + |(\Шу, -СОЗу2 +005У] *5шу2)| =

= ех'+Х2[со5ГУ1 +У2;  + 15шСУ1 +у2>1] = е2|+2’
Демак,

е2' -е22 =е2,+21 
4°. Кўрсаткичли функция

ъг(2)  = е2
даврий функция бўлиб, унинг даври Т = 2то га тенг.

Эйлер формуласига кўра
е2™ = со5 2я + 15ш 2х = 1

бўлишини эътиборга олиб, ҳамда кўрсаткичли функциянинг 3°- 
хоссаси-дан фойдаланиб У г е С  учун

у/(г + 2ъ\) = е2+2™ = е2
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бўлишини топамиз. Демак,
г  + 2ча) = '*г(г).

Бу эса 'м (г) = ег функциянинг даврий функция эканини, унинг 
даври Т = 2ш га тенгпигини билдиради.

Энди \у = е2 функция ёрдамида бажариладиган акслан- 
тиришни ўрганамиз.

Кўрсаткичли функциянинг ҳосиласи учун 
у / = е 2 * 0  ( г е С )

бўлганлиги сабабли, бу функция ёрдамида бажариладиган акс- 
лантириш С текисликнинг ҳар бир нуқтасида конформ акслан- 
тириш бўлади.

Айтайлик, \у = ег функция С текисликнинг ихтиёрий турли 
г\ ва тц нуқталарини Сж текисликдаги битта нуқтасига акслан- 
тирсин. Унда

е1- = е^ .
яъни

ег’- г’ = 1
бўлиб,

гх- г г =2Ъа (V =0, ±1. ±2,...) (39)
бўлиши келиб чиқади.

Демак, XV = ег функция Сг текисликдаги бирор соҳада ўза- 
ро бир қийматли функция бўлиши учун шу соҳага тегишли 
бўлган турли 21 ва г2 нуқталарда (39) шартни бажармаслиги за- 
рур ва етарли.

Масалан, бундай соҳа сифатида
0  = { г б С :  0<Ь пг<2х} 

соҳани олиш мумкин.
Демак, ж = ег функция ёрдамида бажариладиган акс- 

лантириш бу Э соҳанинг ҳар бир нуқтасида конформ бўлиб, 
функция шу соҳада ўзаро бир қийматли экан. Бинобарин,
V/ = е2 функция ёрдамида бажариладиган акслантириш 0  
соҳада конформ акслантириш бўлади.

Энди Б соҳанинг акси \*(Б ) ни топамиз.
Ушбу

2 = X + Й (26 с г )
тўғри чизиқни олайлик. Бунда -«> < х < +оо ва т тайинланган 
бўлиб, 0 < I < 2 х . Равшанки, бу тўғри чизиқ ох ўқига параллел 
бўлиб, Э соҳага тегишли бўлади.
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\у = ег функция ёрдамида бу тўғри чизиқ Сп  текисликдаги 

\у = ех+1‘ =ех е“ (40)
га аксланади. (40)- С „ текисликдаги 0 нуқтадан чиққан 

{V/ бС№.а>8^ = т} 
нурни ифодалайди (32-чизма).

6 ©

^ _____,
' IV « Л Я ч 

*
0 “Ч в 'ч

32-чизма

1 параметр 0 дан 2п гача ўзгара борса, унда
2 = Х  +  Й -оо<Х<+оо,

тўғри чизиқлар
Э = {г  е Сг: 0 < 1тг < 2я}

соҳани ҳосил қилиб, бу чизиқларнинг V/ = ег функция ёрдами- 
даги акслари

€С№;а»х^ = 1}
нурлар эса соат стрелкасига қарши ҳаракатлана бориб, С„
текисликни тўлдира боради.

Бунда
2 = X, г = х + »2я -оо < х < +00 . 

тўғри чизиқларнинг акси мос равишда
{\у 6 С „:аг8 г  = 0}, {\у е С:аг%ч/ = 2я} 

бўлиб, улар С „ текисликда
{\у е С„. \у € /0,+оо)}

нурни ифодалайди.
Шундай қилиб

XV = ег
функция ёрдамида бажариладиган акслантириш С2 текислик- 
даги

Б = {г е Сг:0 < 1тг < 2я} 
соҳани, С№ текисликдаги
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С1У \ е С№:\̂  6 [0,-юо)}

соҳага конформ акслантирар экан (33-чизма).

ч

Энди Сг текисликда
г = 4+1у, (41)

бунда 0 < у < 2я ва 1 тайинланган бўлиб, -оо < I < +оо, тўғри 
чизиқ қисмини олайлик. Равшанки, у мавҳум ўққа параллел 
бўлиб, 0  соҳага тегишли бўлади.

V/ = ег функция ёрдамида (41) С№ текисликдаги

мг = е,+,у = е1 е,у (|\у| = е1,» ^ ^  = у ) (0 < у < 2я ) (42)
га аксланади. (42)-маркаэи 0 нуқтада, радиуси е1 га тенг ва (е',0) 
нуқтага эга бўлмаган айланани ифодалайди: (34-чизма).

а1..... я (Ғ)
»1

° ъ *

34-чизма

Демак,

^(1 + »у) = |\у еСте:|\у = е '| \|и  = е‘ |

М и с о л л а р .  1. Кўрсаткичли ™ = ег функция Сг текис- 
ликдаги

В  = 2 е Сг: 0 < Кег < 1,0 < 1 тг < -

соҳани, С№ текисликдаги қандай соҳага акслантиради ?
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2 = х +]у, ш = ре‘ф деб олайлик. Унда

р е '<р = ех+‘у
бўлиб, 0  соҳада

е° < р < е1

0 < ® < —
2

бўлади. Шуларни эътиборга олиб топамиз:

\у(0) = |\м еС№:\м = ре'ф; 1<р<е, 0 < ф < у  

(35-чизма).

2. Ушбу
\у = е2

функция ёрдамида Су текисликдаги

0  = { г &Съ:К ег>  0 , - *  < /тг<7с| 
соҳанинг С „  текисликдаги аксини топинг.

Агар г = х + 1у, \у = ре,<р дейилса, унда

бўлиб,

О = |(х,у) еК.2: х>0 ,  - ж у < х |  

р>1,  - я < ф < х
бўлади. Демак,

\м(Т)) = |\м еС№:\м =ре,<р; р > 1, - л < ф < я |  = 

= {\уеС,у:|\у(>1}» {\у еС№:\у е ( - 00, - 1/}.

6-§. Трипонометрик ва гиперболик функциялар

Тригонометрик ҳамда гиперболик функциялар кўрсаткичли 
функция орқали киритилади.

3 - т а ъ р и ф .  Ушбу
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5121 2 =С 0 5 2  =

5111 2{82 = -------  = -1

0 + е
2

е 'г -  е '

е -  е
5121 2 = ------------------ ,

21

сов2 . е 11 + е '= -------= 1 ------------
СО 5 2 е “ + в - “  51П 2 е - 6

кўринишдаги функциялар тригонометрик функциялар дейилади.
= .?;>? г  аа \м = са$2 функциялар бутун комплекс текис-лик 

С да аниқланган, \у = функция

С \ | г  е С: г  = кя + ̂  /к  = 0, ± 1, ± 2,...|

тўпламда, IV = сфг функция эса
С \ { г  еСг:2 =кж; к = 0, ±1, ±2,...}

тўпламда аниқланган*
Қуйидагича

сЬг = •

Л г = 5±2

5Ьг :

с(Ьг = сЬг ег +е"
(44)

сЬг ег + е -г «Ьг ег - е _г
аниқланган функциялар гиперболик функциялар дейилади.

Тригонометрик ҳамда гиперболик функциялар ўзаро қуйи- 
даги

С05 2 = сЬг, 81П 2 = -1 вЬ12, 1Ь2 = -И %12

сЬг = С0812, 8Ьг = -1  8НИ2, сШг = 1С1812
муносабатлар билан боғланган. Биз улардан бирини, масалан

8Ь2 = -1  .51/712

бўлишини кўрсатамиз.
(43) ва (44) муносабатлардан фойдаланиб топамиз:

8Ш1

Демак,

Л ( еН«) _ е-«(я)](= -1 (е ‘ г -  е~' г
21' >1 2х V

г -  е_г 1 ,  ---------- = — вЬг.
\ > \ 2 1

вЬг = Ч 11’и в .
• Тригонометрик функциялар кўрсаткичли функция орқали 

таърифланганидан, уларнинг кўрсаткичли функциялар хоссала- 
рига ўхшаш хоссаларга эга бўлиши келиб чиқади. Айни пайтда 
тригонометрик функциялар орасида ҳақиқий аргументли триго- 
нометрик функциялар орасидаги муносабатлар каби формула- 
лар ўринли бўлади.
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Ьи» қуйида тригонометрик функцияпарнинг баъзи хоссала- 
рини келтирамиз.

Г . Ушбу
1) 81Г? 2 + С 0 5 2 2 = 1 ,

2) 3)п(г̂  + 1%) = 5Ш2, '0057*2 + СОЗ2] ■ 51ПЪ} ,
3 ) С05(2) + 2 2 ) = С052| С0822 -511121 - 8Ш22 >

. . г л4) Г4) 5Ш^2 + — ^ = С 0 5 2, С«М^2 + -^ | = —3/И2 ,

5) .$ш(г + я) = - 8»'и2, с«м(2 + я) = -созг 
формулалар ўринли.

Бу формулаларнинг ўринли бўлишини кўрсатиш қийин эмас. 
<м -  яШ г  ва 'м=с(х г  функцияларнинг таърифларидан фойдала- 
ниб топамиз:

61П2 2 +  С 052 2
Ге'г -  о“ 'г ^ 2 Гви + е _;г' ' 2

= Г т - " 1  П - т - ]  =

е2'г -  2 + е _2'г е2'г + 2 + е ”2!г ,= --------------------- + ----------------------= 1.
-4  4

Қолган тенгликлар ҳам шунга ўхшаш исботланади.
2°. \у = тшг тоқ функция, 'м = ссв 2 эса жуфт функция бўла- 

ди.
Бу хоссанинг ўринли бўлиши \у = зтг , функцияларнинг 

таърифларидан бевосита келиб чиқади.
3°. Тригонометрик функциялар даврий бўлиб, \у = $тг, 

'м = сояг функцияларнинг даври 2я га, \у = 1§г, \у = с1§2 функ-
цияларнинг даври эса п га тенг.

Ҳақиқатан, \у = зт г функция таърифи ҳамда
е2п' = 1

бўлишини эътиборга олиб топамиз:

Ч/(г + 2п) = з т (2+ 2я) = А.^е̂ г+2п) _ е-'Гг+2я>̂  _

1 ( а 2т -а  1  ̂ е ^ - в -12 .= — е е -е  'г -т-= ------------- = з т г  = 'м(г).
211 е2 т )  21

Демак,
зт(г+2п) = зтг..

Бу эса «  = тшг даврий функция ва унинг даври 2п га 
твнг бўлишини билдиради.

\у = 1§г функция таърифидан фойдаланиб, ушбу
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еКг+я) _ е-Нг+я) е,п |е12 -е  ,г е 2’"^ 

“ (е12 +е- “  е-2П1)

: - I -
'\г . -\ ге + е

Т7 = ‘8(2)

тенгликка келамиз. Демак, 1в(г.+ ж) = 1%(г) .
Шунга ўхшаш м? = секг, » =  а§г функцияларнинг даврий 

функция эканлигини кўрсатилади.
4°. \у = 5Ш2 ва \у=сев ъ функциялар У ге С  да ҳосилага

эга бўлиб, (ляг) =сохг, (сокг) = -л 'я г бўлади.

^  = 1§2 функция Уг е С \ | г  е С 2 = кя+-^-; к = 0,±1,...| да ҳо- 

силага эга бўлиб,

М '  = СО.52 2
(45)

бўлади.
\у = с1£2 функция \/2 е С \ { г  еС.2 = кл; к = 0,±1,...} да ҳоси- 

лага эга бўлиб,

(с182)' ------- (46)
51ГГ 2

бўлади.
Ҳақиқатан ҳам,

. (  й 12 _ Чг У 1 / ■
(вш 2) = | — = - ( е 1г 

2г V
1 +  еЧг- е1г+ е '12

11 = ------------------ 0052
I  2

\ е Чг| 4 ( . , . 1- « - “ •() =

е!г- е Чг
• = -$7/12

21

Л р . Vтаърифлан.. 
рига ўхшаш х< х /^  £
тригонометрик фуй., \  
нометрик функциялар 
лар ўринли бўлади.

Я) формулапарнинг тўғрилиги

у = л и х , у = ЬЧМХ функ- 
тўлишини биламиз. 

хцияларнинг қийматлари 
'и мумкин:

<г
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4 - Б О Б

КОМПЛЕКС АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦИЯЛАРНИНГ 
ИНТЕГРАЛИ

1 - § . Интеграл тушунчаси

1 ° . И н т е г р а л  т а ъ р и ф и .  Комплекс сонлар 
1ЯКИСЛИГИ Сг да бирор силлиқ (бўлакли силлиқ) у = АВ эгри 
чиэиқни олайлик (36 - чизма ).

у = АВ эгри чизиқни А дан В га қараб

20- 21' .......2 п

нуқталар ёрдамида п та
У1.Г2.... Уп

бўлакларга ажратамиз (бунда АВ эгри чизиқнинг боши А нуқта 
г9 , охири В нуқта эса г п бўлсин.

лар ( к  = 1,2,3,...,п) узунликлари £к ларнинг
( к = 1,2,3....п ) энг каттасини X. билан белгилаймиз:

X = ^п|ах £к

Айтайлик, у эгри чизиқда { ( г )  функция берилган бўлсин. 
Ҳар бир ук да ихтиёрий £к нуқта олиб, сўнг { ( г )  функциянинг 
шу нуқтадаги Г(£к ) қийматини хк -  гк_, га кўпайтириб, ушбу

ъ =  ~ 2к—1 )
к=1

йиғиндини тузамиз. Бу йиғинди Т(г) функциянинг интеграл 
йиғиндиси дейилади.
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Равшанки, { ( г )  функциянинг интеграл йиғиндиси у эгри 
чиэиқнинг бўлинишига ҳамда ҳар бир ук да олинган 
нуқталарга боғлиқ бўлади.

1-т а ъ р и ф. Агар X -> 0 да { ( г )  функциянинг интеграл 
йиғиндиси у эгри чизиқнинг бўлиниши усулига ҳамда ук да 
4к нуқтанинг танлаб олинишига боғлиқ бўлмаган ҳолда чеқли 
лимитга эга бўлса , бу лимит { ( г )  функциянинг у эгри чизиқ 
бўйича интеграли деб аталади ва

^{(г)Л г
у

каби белгиланади. Демак,

| Г Ш г  = к ) (гк - 2к_,) (1)
у к*1

Бу ҳолда Т(г) функция у эгри чизиқ бўйича интеграл- 
ланувчи дейилади.

М и с о л. { ( г )  = 1 функциянинг боши а (а е Сг) нуқтада, 
охири Ь ( Ь е Сг) нуқтада бўлган силлиқ (бўлакли силлиқ )
эгри чизиқ бўйича интегралини топамиз.

Равшанки, Г (г) = 1 функциянинт интеграл йиғиндиси

П П
°  -  4 - 1)  = -  ч - О =

к*=1 к-1
= Ч  -  Ч  + Ч  -  *1+—+х„ -  2П_, = 2П -  2о

бўлади. Агар
Ь т о = I йг 

Х->0 1
г

ва г<) -  а, г п = Ь эканини эътиборга олсак, унда
|<!г = Ь -а  
у

бўлиши келиб чиқади.
Хусусан, а = Ь бўлса, яъни у ёпиқ эгри чизиқ бўлса

|й г  = 0 (2)
У

бўлади.
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2°. И н т е г р а л н и н г  м а в ж у д л и г и .  Энди 
номплвкс аргументли функция интегралининг мазжудлиги 
масаласини қараймиз.

Юқорида келтирилган таърифдан кўринадики, (1) интеграл 
у эгри чизиққа ҳамда унда берилган ( ( г )  функцияга боғлиқ 
бўлади.

Фараз қилайлик, у = А В  ( у с С ,)  эгри чизиқ 
г = 2/*) = х(1) + 1у(Х)

кўринишда берилган бўлсин. Бунда х(Х),у(1) функциялар 

[а,р] сегментда аниқланган, узлуксиз ҳамда узлуксиз х (1),у ( I)  

ҳосилаларга эга |х '2(1)+у'а (I) > о| т параметр а дан р га

қараб ўзгарганда г  = х(1) нуқта А  дан В га қараб у = АВ ни 
чиэа боради.

у эгри чизиқда
ГГ2) = П(Х,у)+1У(Х,у) 

функция аниқланган ва узлуксиз бўлсин.
[а,р] сегментни

(т0 < 11 < Ч <...< 1„;10 = а,1п = р) 
нуқталар ёрдамида п та бўлакка ажратамиз.

2 = 2(1;  функция бу нуқталарни у эгри чизиқ нуқга-ларига
акслантиради. ( к  = 0,1,2,.....,п) нуқталарнинг у эгри
чизиқдаги аксларини

г0>г1>22.....гп (20 =А .2п =В )
дейлик.

Натижада бу нуқталар ёрдамида у эгри чизиқ у к

бўлакларга ( к = 0,1,2,.... ,п) ажралади, ҳар бир у Е да ихтиёрий
=4к + ‘т|1с) нуқтани оламиз. Равшанки,

^ = г ( х к )  (1]с_, 5 т к 51к )
бўлади.

Энди ушбу
П

<* = Ч. к ) ' ( Ч  ~ Ч ~ г)
1-1

йигиндини қараймиз. Бу йиғиндида
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и ^ о = ^ к .П к ^ + ^ к .г ц л  
Ч  -  *к-1 = С*к + ‘Ук ) ~ (*к-1 + 1Ук-1) =

= (хк -  хк_ ,)+ 1(ук -  ук_ ,; = дхк + 1Дук 
бўлишини эътиборга ояиб топамиз:

П
о = 5 ][и (^к,т1к)+1у(^к ,г1к )]-(Дхк + 1Дук) = 

к-1
П

= »Лк) • -  у(^к . Т1к ) • Дук ] (3)
к«1 

о
+»2 ] [ у(4к .Пк) • Дхк + и(4к , пк ) - Дук ]

к-1
Бу тенгликнинг ўнг томонидаги ҳар бир йиғинди и(х.у) ва 
у(х.у) функцияларнинг эгри чизиқли интеграллари учун 
интеграл йиғиндилардир. Қаралаётган ( ( г )  = и(х,у;+1у(х.у> 
функция у эгри чизиқда узлуксиз. Бинобарин, и(х. у) ва у(х,у> 
функциялар ҳам у да узлуксиз. Демак, бу функцияларнинг у 
эгри чизиқ бўйича интеграллари мавжуд ва'

П
1йи У[и(4к,пк )Дхк - у(4к,г)к)Дук] = |и(х,у)йх-у(х,у)<1у

^“ ^ к » ! у

о
1йп У [у (4 к ,Пк)Дхк + и(?к ,Чк)Дук] = | у(х,у)<!х + и(х,у)<!у

Д- ^” к=1 у

бўлади.
(3) тенгликда X -> 0 да лимитга ўтиб топамиз:

к*1
= |  и(х,у)ёх -  У(х,у)йу + 1|  у(х,у)Дх + и(х,у)ёу 

7 7
Бундан эса X -> 0 да <т йиғинди чекли лимитга эга ва

|  С(2)с12 = | и(х,у)с!х -  у(х,у)«1у+1| у(х,у)Фс + и(х,у)Ду
7 7 7

бўлиши келиб чиқади. Натижада қуйидаги теоремага келамиз.
1 - т е о р е м а .  Агар 1(ъ) функция у  эгри чизиқда 

узлуксиз бўлса, у ҳолда бу функциянинг у эгри чизиқ бўйича 
интеграли мавжуд ва
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$((х)дх = £ \х (х ,у )д х -\(х ,у )й у+  )й х +  и(х ,у)ду
у У

Луллди.
Бу теорема, бир томондан узлуксиз функция интеграли-нинг 

маажудлигини ифодаласа, иккинчи томондан комплекс 
аргументли функция интегралини эгри чизиқли инреграллар 
орқали ифодаланишини кўрсатади.

М и с о л .  Ушбу

интегрални қарайлик, бунда у - боши а(а еС2) нуқтада, охири 
Ь(Ь е С2) нуқтада бўлган силлиқ (бўлакли силлиқ) эгри чиэиқ.

Равшанки, ( ( г )  = г  функция У эгри чизиқда узлуксиз. 
Бинобарин, бу функциянинг интеграли мазжуд. { ( г )  = г  
функциянинг У эгри чизиқ бўйича интегралини таърифга кўра 

топишда в а гп нуқталарни интеграл йиғинди ва унинг
лимитини ҳисоблашга қулай қилиб олиш мумкин. Шуни 
зътиборга олиб { ( г ) = г  функция интеграл йиғиндиси

у

П
°  = £*УСк>Н г к -2к_ !)

да Ск нуқта сифатида

£к = у ^ к  + 2к-1 )

ни оламиз. Унда

бўлиб,

Ь т о = 
Х-»0

бўляди. Демак,

у
Хусусан, Ь = а бўлса, яъни У ёпиқ чизиқ бўлса,

105

www.ziyouz.com kutubxonasi



|  гй г = 0 (4)
У

бўлади.
3 . И н т е г р а л н и н г  х о с с а л а р и .  Юқорида 

кўрдикки, узлуксиз ( ( г )  комплекс ўзгарувчили функциянинг у 
эгри чизиқ бўйича интеграли эгри чизиқли интегралларга келар 
экан. Бинобарин, комплекс аргументли функция интеграли ҳам 
эгри чизиқли интеграллар хоссалари каби хоссаларга эга 
бўлади. Уларни асосан исботсиз келтирамиз.

1) Агар { ( г )  функция У эгри чизиқ бўйича интегралла- 
нувчи бўлса, у ҳолда г -1 (г )  функция ( аўзгармас комплекс 
сон) ҳам У эгри чизиқ бўйича интегралланувчи ва ушбу

|  а((г)йг = а | Т(г)йг 
у .у

формула ўринли бўлади.
2) Агар £(г) ва %/г) функцияларнинг ҳар бири У эгри 

чизиқ бўйича интегралланувчи бўлса, у ҳолда £(г)±% (г) 
функция ҳам шу у эгри чизиқ бўйича интегралланувчи ва ушбу

/  [Г(г) ± 8(2)]ёг = |Г(2)4г± 1е(г№
У У У

формула ўринли бўлади.
3) Агар [ ( г )  функция У эгри чизиқ бўйича интеграл- 

ланувчи бўлиб,
Г=У1^У2 (У1^у2 = 0 )

бўлса, у ҳолда
|  [(г)й г = |  ((г)й г+  |  ((г)йг
У УI • Уъ

бўлади.
4) Агар ( ( г )  функция у эгри чизиқ бўйича интегралла- 

нувчи бўлса, у ҳолда

■ у' у

бўлади, яъни У эгри чизиқда йўналиш ўзгартирилса, интеграл 
ишорасини ўзгартиради.

5) Агар ( ( г )  функция у эгри чизиқда узлуксиз бўлса, у 
ҳолда
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(5)|г(г>а2 <;{|Г(2)|.|<12|
т т -

бўллди, бунда |д2) = ^Лх2 +ау2 .
Интеграл таърифига кўра

/ { (г№  = Д ^ Ё ^ к И ^  - 2к-1>»
к-1

/  |Г(г)| • |Лг) = ^ ^ | Г ( С к )| • К  -  гк_,) (6)
к-1

бўлади.
Маълумки,

Х ^ к И г ,  - г , . , )
к*1

^ Ё 1 ^ к )М 2 к -2 к- 1|
к-1

Бу тенгсиаликда А. -> 0 да лимитга ўтиб, юқоридаги (6) 
муносабатни эътиборга олсак,

/г^г^ёг ^/|Н 2)|-|а2)
т

бўлиши келиб чиқади. 
Жумладан,

М = тадг|Г(2)| 
Т

бўлганда (5) тенгсизликдан

/г(2 )а2 < м  <(у) (7)
т

бўлиши келиб чиқади.бунда ( ( у ) - у  эгри чизиқузунлиги.
Комплекс аргументли функция интегралининг кейинги 

хоссаси функциянинг эгри чизиқ бўйича интегралини унинг 
синиқ чизиқ бўйича интеграли билан яқиклаштириш мумкинли- 
гини кўрсатади.

6) Фараз қилайлик Т(г) функция Б соҳада ф  с  Сг) узлук- 
сиз бўлиб, у шу соҳага тегишли бўлган бўлакли- силлиқ эгри 
чизиқ бўлсин. У ҳолда Уе > 0 сон олинганда ҳам Б соҳага 
тегишли бўлган шундай Р синиқ чизиқ топиладики,
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|{"(2)<1г-|Ғ(2)<12 
У р

< е

бўлади.
4°. И н т е г р а л н и  ҳ и с о б л а ш .  Айтайлик, комплекс 

сонлар текислиги Сг дау эгри чизиқ ушбу
2 =  2(4) = Х(4) + |у(4) (а  5 4 £ Р)

тенглама билан берилган бўлиб, х(Ғ), у(ғ) функциялар 2°- пункт- 
да келтирилган барча шартларни каноатлантирсин. Бу эгри 
чизиқда Г(г) функция берилган ва узлуксиз бўлсин. У ҳолда 
1-теоремага кўра

| Ғ(2)±г =  | и(х,у)4х -  у(х,у)с1у +  у(х,у)4х +  и(х,у)«1у 
У У У

бўлади.
Энди бу тенгликнинг ўнг томонидаги эгри чизиқли 

интегралларни [21 19-боб, 2- § да келтирилган формулалардан 
фойдаланиб, Риман интеграллари орқали ёзамиз:

РI и(х,у)4х -  У(х,у)йу =  Ди(х(4),у(4)) • х'(4) -  у(х(4),у(4)) • у’(4)]<14,
г «

р
| у(х,у)<1х + и(х,у)<1у =  Ду(х(4),у(4)) • х'(4) +  и(х(4),у(4)) • у'(4)]<14. 
у «

Натижада
Р

|Ғ(2)<12 =  | [и(х(4),у(4)) • х'(4) -  у(х(4), у(4)) • у '(4)]* +
У «

+1Ду(х(4),у(4)) • х'(4) +  У(х(4), у(4)) • у (4)]й4 =
а

р р
= |  [и(х(4),у(4)) + 1У(х(4),у(4))]-|х'(4) + 1у’(4)]л = |  Ғ(г(4)) • г'(4)<11 

а  а

бўлади. Демак,
Р

|Г(2)<1г=|Ғ(г(4))-2'(4)<14 (8)
у «
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Шундай қилиб, комплекс аргументли функциянинг интеграли 
1'иман интеграли орқали (8) формула ёрдамида ҳисобланар 
1кан.

И з о х. (8) тенглик билан аниқланган интегрални комплекс 
аргументли функция интеграли таърифи сифатида қараш 
мумкин.

М и с о л . Ушбу

айланадан иборат (йўналиш соат стрелкасига қарама-қарши 
олинган)

7 айлананинг тенгламасини қуйидаги

у
интегрални ҳисобланг, бунда

у = {г еСг:|г-а| = р, р > 0 }

2 = 2(1) = а + ре'1 (0 < I < 2я)

кўринишда ёзиб оламиз. Унда

<1г = <1(а +ре’1) = 1реи<11 
бўлиб, (8) формулага кўра

V 0
бўлади.

Агар п *  -1 бўлса,
2я• П I

1п = 1рп+1|е и(п+1)а1 = 1рп+1-
,Н(п+1) 2л

=  0
о

бўлади.
Агар п = -1 бўлса,

о
бўлади. Демак,

0, п *-1,
2x1, п= -1

109

www.ziyouz.com kutubxonasi



1°. Коши теоремаси комплекс ўзгарувчили функциялар 
назариясининг фундаментал теоремаси ҳисобланади.

Биз ушбу параграфда мазкур теоремани ўрганамиз.
2 - т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  Агар Г(х) 

функция бир боғламли Б соҳада (Б  с  С2) голоморф бўлса, у 
ҳолда Г(г) функциянинг И соҳада ётувчи ҳар қандай силлиқ 
(бўлакли силлиқ) у ёпиқ чизиқ (ёпиқ контур) бўйича интеграли 
нолга тенг бўлади:

|  = 0.
7

И с б о т . Теореманинг исботини бир нечта босқичда 
келтирамиз.

а) у эгри чизиқ учбурчак контуридан иборат бўлсин: 
у = д (37-чизма).

2-§. Коши таоремасм

Бу учбурчакнинг периметри I  га тенг бўлсин. Бу ҳолда теоре- 
мани исботлаш учун тескарисини фараз қиламиз, яъни Г(г) 
функция бир боғламли Б соҳада голоморф бўлса ҳам бу 
функциянинг О соҳада ётувчи АВС учбурчак контури Д бўйи- 
ча интеграли нолга тенг бўлмасин:

Г(г)й2 ф 0.
д
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Ажайлик,

! ‘
Г(2)Й2 = М > 0

Лўлсин.
Д = АВС учбурчакни, унинг томонпари ўрталарини бирла- 

штирувчи тўгри чизиқ кесмалари ёрдамида 4 та
Д(1),Д(2),Д(3\Д (4)

учбурчакларга ажратамиз. Равшанки, бу учбурчак контурлари 
учун

Д(1) = аВ + В с+  са,

Д(2) = сА + АЬ + Ьс, 

Д(3) = ЬС + Са + аЬ, 

Д(4) = ас + сЬ + Ьа

бўлиб,
|  £ (г)й г = |  £ (г)й г  + |  £ (г)й г  + |  С(г)йг, 

Дш  »В Во са

|£ (г )4 г  = ^ { ( г ) й г +  ^ { ( г ) й г +  ^ { ( г )й г ,
Д'”  сА АЬ Ьс

1 $ (г )й г =  |Г(г)<12+ |£ (2 )4 г + |  Г(г)4г, 
д'" ьс с» >ь
|  { ( г )й г  = |  { ( г )й г  + |  С(2)4г + |  ((2)42

А<4> ас сЬ Ьа

бўлади. Кейинги тенгликларни ҳадлаб қўшиб топамиз: 

^ { ( г ) й г  + ^ { ( г )й г+  |  { ( г )й г+  ^ { ( г ) й г  =
д'*>

|Г (2 )42+  ^ { ( г ) й г +  | £(2)42+ |  С(2)4г+ |£ (г )4 г
аВ Вс са ЬС Са

+ ( $ { ( г )й г +  ^ { ( г ) й г  + |  £(2)4г+ |  £(г)42
\с а  ас '  '•Ьс ас >

(
|  {(х )д х+  |  Ғ(х)йх

'“аЬ Ьа

(9)
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Агар
| Г (г)й г+  | Ғ (г )й г+  | Г (г )<12 +
шВ Вс сА

+ | Г (г)д г+  |Г(г)«1г+ |Г (г)дг = |Г(г)аг, 
ль ЪС С* д

| Г(г)<1г + | Ғ(г)<1г = 0, ^ Г(г)<1г + | Г(г)<1г = 0,
са ас Ьс сЬ

| Г(г)<1г + | Г(г)<1г =  0,

бўлишини эътиборга олсак, унда‘ (9) муносабатдан

I* Г(г)<1г = Гг(г)<12 + Гг(г)йг+ Гг(г)ёг+ 1*Г(г)<12

д д<» д«» д<5' д<4'
эканлиги келиб чиқади.

Равшанки,

М = Г(2>12 й ГГ(г>12 + Гг(2)Й2 -
А «> А < »

^Г(2)Й2 + ^Г(2)<12.

Бу тенгсизликнинг ўнг томонидаги қўшилувчилардан камида бит-

таси —  дан кичик бўлмайди (акс ҳолда 
4

М = |  Ғ(2)<12 < 4  —  =  М 
4

бўлиб, М < М каби маъносиз тенгсизликка келиб қолади). 
Айтайлик,

^  Г(2)<1г М

бўлсин, бунда Дх учбурчак Д(1,,Д(2},Д(3),Д(4) учбурчаклардан

бири ва унинг периметри ~  га тенг.

Энди Дх учбурчакни юқоридаги усул билан 4 та 

Д1(1),Д1(2),Д1(3),Д1(4) учбурчакларга ажратамиз. Бу учбурчаклар 
орасида шундай Д2 учбурчак топиладики,

N1
42
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бўлади. Д2 учбурчакнинг периметри га тенг.

Бу жараённи чексиз давом эттира борамиз. Натижада
Д^.Д^.Дз.....Д„ *— (1®)

учбурчаклар кетма-кетлиги ҳосил бўлади. (10) учбурчаклар кет- 
ма-кетлиги учун:

1) Д3 з Д 2 гэД3 =>...=> Д„ г>...;

2) Д_ учбурчакнинг периметри —  га тенг ва п -> оо да
и 2П

2
3) ҳар бир Дп (п = 1,2,3,...) учбурчак учун

Гг(2 )4 2 ^ ^ - (11)
■> 4"
д"

бўлади.
1) ва 2) тасдиқлардан барча Д ,,Д 2,Д3,...,Д П,... учбурчак- 

ларга тегишли бўлган ягона г0 нуқта (г<) еБ) мавжуд бўлиши 
келиб чиқади.

Шартга кўра Г(г) функция г0 нуқтада голоморф. Демак, 
\/е > 0 сон олинганда ҳам шундай 8 = 5(е) сон топиладики,

|г —г0|<5 (12)
тенгсизликни қаноатлантирувчи барча г  лар учун 

Г(2)-Г(20)- Г (2 ) < е,

яъни

2  —  20

|Г(2) -  Ғ(г0) -  Г(гХ  2 -  г0 )| < е -|г -  г0| (13)
бўлади.

Энди (2) ва (4) формулаларга кўра

4г = 0, гйг = 0

ва П нинг етарлича катта қийматида
Дпс { г е С г:|2-20|<5}

бўлишини ҳамда (13) тенгсизликни эътиборга олиб топамиз:

8-64 113
www.ziyouz.com kutubxonasi



|Г(2)Й2 = |[Г (2 )-Г (20)-Г (2 Х 2 -2 0)]а2 5
Лп

5  | | Ғ ( 2 ) -Г (2 0 ) - Г ( 2 Х 2 - 2 0 )|<12< (14)

Дп

(11) ва (14) муносабатлардан

< е е_
4"

бўлиши келиб чиқади. Демак,
М < е-£2.

Бу тенгсизлик М > 0  деб қилинган фаразга зид (чунки, е - 
ихтиёрий мусбат сон). Зиддиятлик бўлмаслиги учун М = 0 бўли- 
ши керак. Шундай қилиб М = 0 , яъни

бўлади.
б) у эгри чизиқ кўпбурчак контуридан иборат бўлсин:

Равшанки, кўпбурчак чекли сондаги учбурчакларга ажралади ва

интеграл эса бу учбурчаклар бўйича олинган интеграллар йигин- 
дисига тенг бўлади. Учбурчаклар бўйича олинган интеграллар- 
нинг ҳар бири а) ҳолга биноан нолга тенг бўлади. Бинобарин, 
Ғ(г) функциянинг кўпбурчак контури бўйича олинган интеграли 
ҳам нолга тенг бўлади:

в) у эгри чизиқ ихтиёрий силлиқ (бўлакли силлиқ) ёпиқ эгри 
чизиқ бўлсин. Интегралнинг 6-хоссасига кўра Э соҳага тегишли 
бўлган шундай Р кўпбурчак топиладики,

л

р

р

Г(г)ёг -  ^  Г(г)4г < е
1 Р
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Пулоди, бунда е - ихтиёрий мусбат сон. б) ҳолга биноан

^  Г(2)Й2 = 0 
р

Дпмак,

Г(г)<12 < е

Ьундан эса
^  Г(г)<12 = 0 

у
бўлиши келиб чиқади. Теорема тўлиқ исбот бўлди.

1 - н а т и ж а .  Агар Г(г) функция бир боғламли Э соҳада 
(й  с  Сг) голоморф бўлса, у ҳолда Г(г) функциянинг интеграли 
интеграллаш эгри чизиғига (интеграллаш йўлига) боғлиқ бўлмай- 
ди, яъни бошланғич ва охирги нуқталари умумий ҳамда Ь 
соҳада ётувчи у , ва у2 эгри чизиқлар учун

^  Ғ(2)<12 = Г(г)<12 
Т| Т:

бўлади.
И с б о т . Б соҳанинг г0 ва г, нуқталарини бирлаштирув- 

чи ва шу соҳага тегишли бўлган ихтиёрий у , = г 0аг, ҳамда 
у 2 = г0Ьг, силлиқ (бўлакли силлиқ) эгри чизиқларни олайлик 
(38-чизма).

Бу ҳолда гоаг, ва 20Ьг, эгри чизиқлар биргаликда Ь соҳага 
тегишли бўлган у ёпиқ чизиқни ташкил этади:

У = у Г
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Унда Коши теоремасига мувофиқ

^Г(г)<1г = 0 (15)

бўлади. Интегралнинг хоссаларидан фойдаланиб, топамиз:

бўлиши келиб чиқади.
Энди Коши теоремасининг умумлашишини ифодаловчи тео- 

ремаларни исботсиз келтирамиз.
Айтайлик, Б (О с С 2) чегараланган бир боғламли соҳа 

бўлиб, унинг чегараси 90 силлиқ (бўлакли силлиқ) ёпиқ эгри 
чизиқдан иборат бўлсин.

3 - т е о р е м а .  Агар Ғ(г) функция бир боғламли В 
соҳада голоморф бўлиб, 90 да узлуксиз бўлса, у ҳолда

бўлади. Бу ерда 90 нинг йўналиши мусбат йўналиш.
Фараз қилайлик, О (О с С г) ва ўзаро кесишмайдиган 

К^Лз»—«ТГп» силлиқ (бўлакли силлиқ) ёпиқ эгри чизиқлар билан 
чегараланган кўп боғламли соҳа бўлсин (39-чизма)

(15) ва (16) муносабатлардан

(16)

Т(г)6г = ^  С(г)Лг

©

39-чизма
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Раашанки, О соҳанинг чегараси
у 0 и у , и у 2и ...и у в

бўлади. Бунда у 0 ёпиқ чизиқда йўналиш соат стрелкаси йўна- 
лишга қарши, у г ,у2> - >Уп> ёпиқ чизиқларда эса йўналиш соат 
стрелкаси йўналиши бўйича олинади (39-чизма).

Одатда бундай йўнапишда олинган чегара ориентйрланган 
чегара дейилади. Уни 90 дейлик.

4 - т е о р е м а .  Агар Г(г) функция О соҳада голоморф ва 
90 да узлуксиз бўлса, у ҳолда С(г) функциянинг дО буйича 
интеграли нолга тенг бўлади:

|г(г)4г =  0

Бу кўп боғламли соҳа учун Коши теоремасидир.
М и с о л . Ушбу

г
интегралнинг нолга тенг бўлишини кўрсатинг, бунда 

у = {г б С г:|г| =  1}

Агар О (Р с  Сг ) деб қуйидаги

0  = {гб С г: | г |< | |  

соҳа олинса, унда биринчидан

функция О да голоморф бўлади, иккинчидан қаралаётган 
у ёпиқ чизиқ О соҳага тегишли бўлади: у с й .

Унда Коши теоремасига кўра

7 7
бўлади.

2 ® . Б о ш л а н ғ и ч  ф у н к ц и я  т у ш у н ч а с и .  Фараз 
қилайлик, Г(г) функция О соҳада (О с С г) аниқланган бўлсин.

2 - т а ъ р и ф .  Агар О соҳада Г(г) функция шу соҳада 
голоморф бўлган Ғ(г) функциянинг ҳосиласига тенг бўлса, яъни

Ғ (г) = Г(г) (2 бО)
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бўлса, у ҳолда Ғ(г) функция Э соҳада Г(г) функциянинг 
бошланғич функцияси дейилади.

Агар Б соҳада Ғ(г) функция Г(г) функциянинг бошланғт 
функцияси бўлса Ғ(г)+С ҳам (С-ихтиёрий ўзгармас комплекс 
сон) Г(г) функциянинг бошланғич функцияси бўлади . . 
Ҳақиқатан ҳам,

(Ғ(г) + С)' = ғ '(2) = С(г).
Энди бошланғич функциянинг мавжудлиги ҳақидаги теоре- 

мани келтирамиз.
5 - т е о р е м а .  Агар Г(г) функция бир боғламли Б соҳа- 

да ф  с  Сг) голоморф бўлса, у ҳолда Г(г) функция шу соҳада
бошланғич функцияга эга бўлади.

И с б о т . Б соҳада г0 ва ихтиёрий г  нуқталарни олиб,
уларни шу соҳада ётувчи силлиқ (бўлакли силлиқ) чизиқ билан 
бирлаштирамиз. Унда

г

*о
интеграл г  га боғлиқ бўлади. Уни Ғ(г) орқали белгилаймиз:

2

Ғ(2) = |Г(СЖ- (17)
*0

Коши теоремасининг натижасига кўра бу интеграл интеграл- 
лаш йўлига боғлиқ бўлмайди. Бинобарин, Ғ(г) функция Б 
соҳада бир қийматда аниқланади.

Энди (17) функцияни Б соҳада берилган Г(г) функциянинг 
бошланғич функцияси бўлишини кўрсатамиз.

г  нуқтага шундай Дг орттирма берайликки , г+Д г нуқта г  
нуқтанинг Э соҳага тегишли етарлича кичик атрофида ётсин. У 
ҳолда Ғ(г) функциянинг орттирмаси учун куйидагига

г+Дг г  г+Дг

Ғ (г+ Д г)-Ғ (г)=  |Г(0«1^-|Г(0<1С= |« 0 < Қ  (СеО)
2о 2о 2

эга бўламиз. Бу тенгликнинг ҳар икки томонини Дг га бўламиз:
г+Дг

ғ ( » м - к а . х  г г к > қ . (18)
Дг Дг 1
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1’лишанки,

= Ғ(х) Д г,
г

г

бўлади.
(18)ва (19) муносабатлардан фойдаланиб

— - « « - г  / « < « - £  /  / [ е д - а д ж
Ғ(2+А г)-Ғ(г)

Аг
2 2 2

ифодани топамиз.
Кейинги тенгликдан

Ғ(2 + Д2)-Ғ(2) - Г ( 2 ) | ^  |(Ғ (0 -Ғ (2 )||^  (20)
Дг

бўлиши келиб миқади.
Яна Коши теоремасининг натижасидан фойдаланиб, г  ва 

2+Д2 нуқталарини бирлаштирувчи ва Э соҳада ётувчи чизиқ 
сифатида шу нуқталарни бирлаштирувчи кесмани оламиз. Унда 
С, нинг [г, г+Д г] кесмата тегишли бўлишидан ушбу

тенгсизликка эга бўламиз.
С(г) функция 2 нуқтада узлуксиз. Демак, У в>0 сон 

олинганда ҳам шундай 5 > 0 сон топиладики, )Дг[ < 8 бўлганда

бўлади. Шуни эътиборга олиб, (20) муносабатдан топамиз:

|2 -С |< И

|Г (0 -Ғ (2 )|<5

Аг
д  / | « о - п г) М <

Демак,

1 ^ +.А-2>- ғ (2.)-Г (2 ) <е
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Бундан эса
Ғ(2 + Д2)-Ғ(2)

ЦХП 1 1  .......... -  ■
Лг-̂ О Дг

= Ғ(2),

яъни
Ғ'(2) = Ғ(2)

бўлиши келиб чиқади. Теорема исбот бўлди.
Айтайлик Ғ](г) ва Ғ2(г) функцияларнинг хар бири Б

соҳада битта Ғ(г) функция учун бошланғич функция бўлсин. 
Унда Ғ,(г) ва Ғ2(г) функциялар Б соҳада бир-биридан 
ўэгармас сонга фарқ қилади. Ҳақиқатан ҳам,

Ғ,'(2) = Ғ(2) , Ғг(г) = Ғ(г)
бўлганлигидан

Ф(2) = Ғ ,(г)-Ғ 2(2)
функция учун

Ф(2) = 0 (2€Б)
бўлади. Агар Ф(г) = и(х,у)+1У(х,у) дейилса, унда

й» 5и дч _ 5у _ 
дк ду дх ду

бўлиб, Ф(г) функциянинг ўзгармас эканлиги келиб чиқади. 
Демак,

Ф(г) = Ғ,(г) -  Ғг(2) = С (С = сап$1)
яъни

Ғ,(г) = Ғ2(г) + С бўлади.
Юқорида айтилганлардан қуйидаги натижа келиб чиқади. 
2 - н а т и ж а .  Фараз қилайлик, Ғ(г) функция бир боғ- 

ламли I)  соҳада (Б с  Сг) голоморф бўлсин. У ҳолда

Ф(2) = |Ғ(0Л;+С (21)
ч

функция Э соҳада Ғ(г) нинг бошланғич функцияси бўлади, 
бунда С-ихтиёрий комплекс сон.

(21) формула бошланғич функциянинг умумий кўринишини 
ифодалайди.

(21) тенгликдан, аввал г = г^ деб
Ф(2о)=С
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сўнгра г = 21 деб
г \ г \

Ф(21) = I  { « Ж + С  = |  + Ф(2о)
*о '  *о

тенгликларни топамиэ. Охирги тенгликдан эса

|г(С Ж  = Ф (2,)-Ф (2о) (22)
*о

бўлиши келиб чиқади. Одатда (22) формула Ньютон-Лейбниц 
формуласи дейилади.

Айтайлик, Г(г) ва в(г) функциялари И соҳада голоморф 
бўлсин.

Маълумки,
[Г(г) ■ 8(г)] = Ғ’(г) -8(г) +5(г) л ‘(2).

Бу тенгликни интеграллаб, топамиз:
2, 2, г,

|[5(2)-В(2)]'а2= |Г '(  2) - §( 2>)2 + |5 (2 ) ■ §'(2)^2 (23)

*0 Ч г0
Агар

|[5 (2 ) -8(2)] <12 = 5(2!) -8(2,) -5(2о) -8(20) = [5 (0  8 (0 ]*
*0

бўлишини эътиборга олсак, унда (23) тенглик ушбу
г 1 г 1

15(2) -8’(2)<12 = [5(2) -8(2)]^ - 1 5’(2)-8(2)42
2о 2о

тенгликка келади. Бу бўлаклаб интеграллаш формуласидир.
М и с о л . Ушбу

1+1

^  22Й2 

1

интегрални ҳисобланг.
Равшанки, 5(2) = г2 функция бутун комплекс текислик С 2 

да голоморф. Берилган интеграл г 0 = 1, = 1+ж нуқталарни
бирлаштирувчи йўлга боғлиқ бўлмайди. Шуни эътиборга олиб 
интеграллаш чизиғи у сифатида

у = [г  = х + 1у еСг :х=  1,05 у 51]
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тўғри чизиқ кесмасини оламиз.
Бу у чизиқда

х = 1+1у, Й2 = 1ёу
бўлишидан фойдаланиб топамиз:

1+1 1 1

V 0 0

?
= —1 н—  I 

3

Демак,
1 + 1

22<1г = -1 2 . + —1 
3

3-§. Кошининг интеграл формуласи

Мазкур бобнинг аввалги параграфида Коши теоремасини 
ўрганган эдик. Ушбу параграфда эса Коши теоремасидан 
фойдаланиб комплекс ўзгарувчили функциялар назариясида 
муҳим бўлган Кошининг интеграл формуласини келтирамиз. 

Комплекс сонлар текислиги Сг да чегараланган Б соҳани
қарайлик. Унинг чегараси оО силлиқ (бўлакли силлиқ) чизиқдан 
иборат. Бу ёпиқ эгри чизиқ мусбат йўналишда олинган бўлсин. 

Айтайлик,

тўпламда Г(г) функция аниқланган бўлсин.
6 - т е о р е м а .  АгарГ(г) функция О соҳада голоморф 

бўлиб, О да узлуксиз бўлса, у ҳолда У ге О  нуқта учун

тенглик ўринли бўлади.
И с б о т. Р  соҳада ихтиёрий г  нуқта олиб, унинг шундай

Б = Б и Ж

: |1 -  г| < р : р >

В р с Б
бўлсин (40-чизма).
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40-чизма

Бу соҳанинг чегараси
ЗВр =  {1:!1-2| =  р ,р > 0 }  

бўлади. Энди чегараси
7 = Ш иЗВр

бўлган ушбу _
Ор = э \ в р

соҳани ҳараимиз.
Равшанки, бу соҳада

Ш
I -  2

функция * ўзгарувчининг функцияси сифатида голоморф бўлиб, 
унинг чегарасида узлуксиз бўлади. Унда Коши теоремасига 
биноан

т , . о ,
1  1 - 2

яъни

бўлади. Агар
аз

[
Х -г  3 1 - г

» дв
р

[ М л - П
.! Х -г
т ® р

т

эканлигини эътиборга олсак, унда (24) тенгликдан

г т * .  г м л  (25)
Л 1 - 2  }  1 - 2
Ю

бўлиши келиб чиқади. 
Маълумки,

Г—  
}  1 - 2
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интегралда <ЭВр айлана учун I = г+ р  е’9 (0 5 <р з 2*) бўлганлиги 
сабабли

2 к .

бўлиб,

Г - 1 - а *  = 7 ‘Н ^ к р
1Р* - 2 1 р ^ ' ’

2*1 .1 Т-;
-А  = 1

гв„
бўлади. Бу тенгликнинг ҳар икки томонини Г (г)га  кўпайтира- 
миз:

~  (26) 2*1 .1 1 - г
авр

Сўнг ушбу

Х Г М а - я ч
2*1 }  I -  2гв

айирмани ҳараймиз. Бу айирмани, (25) ва (26) тенгликлардан 
фойдаланиб, куйидагича ёзиш мумкин

- 1 Г М (
2*1 3 1 -2  2*1 .1 1 -2

ео
- а - { ( 2 )  = —  Г Г(-  Г(2)А  (27) 

2*1 .1 * -

Шартга кўра Г (г) функция г  нуқтада (г е Б ) голоморф. 
Бинобарин, функция шу нуқтада узлуксиз. Унда Уе > 0 сон 
олинганда ҳам шундай 5>0 сон топиладики, р<5 тенгсиз- 
ликни қаноатлантир^рчи Вр айлананинг ихтиёрий I  нуқтаси учун

|Г(1)-Г(г)| <е
тенгсизлик бажарилади. Шуни эътиборга олиб топамиз:

- 1 1 Г Г О Ь П г ^
2тп  ̂ 1 - г 2 * 1  .1 1 -  г

гЮ

| и - а д м < ^
ав„ ав„

Демак,

ХГМ *.ад
2*1 ) X — 2

ао
= е. (28)
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Шундай қнлиб, р нолга интила борганда (27) айирманинг
модули етарлича кичик бўлар экан.

Айни пайтда,

ифода р га боғлиқ эмас.

2%\ }  Т -г
ю

Унда (28) муносабатдан

_1_ [ *Хг)
2п 1 Х -г

а»-Ғ(2) = о,
60

ньни

5(2 ) =
1

2ш
((«)
Т-2

(23)
60

бўлиши келиб чиқади. Бу эса теоремани исботлайди.
Одатда (23) формула Кошининг интеграл формуласи 

дейилади.
Кошининг интеграл формуласи Т (г) голоморф функ-

циянинг О  соҳадаги қийматларини унинг чегараси <50 даги 
қийматлари орқали ифодалайди.

Энди Кошининг интеграл формуласини хусусий ҳолда, 
чегараси айланадан иборат соҳа учун келтирамиз.

Комплекс текислик Сг да ушбу

Б = |г  еСг : | г - г 0|< г, г> 0 |

доирани (20 еСг ) қарайлик. Равшанки, бу доиранинг чегараси

аО = {ге С г :|г -го | = г, г> о |

айлана бўлади.
Айтайлик, Г (г) функция

О = ОооО
тўпламда берилган бўлсин.

7 - т е о р е м а .  Агар Г (г) функция О  доирада голоморф 

бўлиб, О да узлуксиэ бўлса, у ҳолда
2л

Г(г°) = ^ -| Г (2 ° + 2 е ,ч>)«1ф (29) 
о

И с 6 о т . Кошининг интеграп формуласига кўра

Г(2»)=^ 1г ^ - л (30)2 т  } 1 - г п

бўлади.
ю
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Равшанки, маркази г 0 нуқтада (20 еС2) радиуси г  бўлган 
дО  айланада

1 = 20 +ге,<р (05ф ^2я) 

бўлиб, Л = 1ге ,ф<1ф бўлади. Унда

/  -  7 -ОБ 1 2° 0

Ғ (г 0 + ге'* ) • 1 ге1ф
,■9

<1ф =
(31)

2 п
11 Г (20 +  ге,ф )йф

бўлади.
(30) ва (31) муносабатлардан

2л

ғ (2о) = Т "  Г^(2о +ге,ф)аф 2* 3 0
бўлиши келиб чиқади. Теорема исбот бўлди.

Бу теорема ўрта қиймат ҳақидаги теорема деб юритилади. 
М и с о л . Ушбу

Г - 5 Н ^

интегрални ҳисобланг, бунда
у = | г = х  + 1у еСг :х2 + у2 +6у=о|

ёпиқ чизиқдан иборат.
Равшанки,

х^+у^+бу^О  =>х2 +у2 +2-Зу + 9 - 9  = 0 

=> х2+(у + 3)2 = З2 =>|г+31| = 3
Демак,

у = {г еСг : (г+ Зё| = З̂ .
Бу айлана билан чегараланган соҳани - доирани Б  дейлик: 

О = (г еСг :|г+31| <з|.
Агар

. вшг Ғ(г) = -
2-21

дейилса, унда берилган интеграл куйдагича 

\ г г  + 4 „ 2 + 2 1
бўлади.

<12
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{ ( г )  функция О да голоморф бўлгани учун Кошининг 
интеграл формуласига мувофиқ

2тпЛ г+21

бўлади. Кейинги тенгликдан топамиз:. 

1 ;2+21 - 21-21

:у8т(21) = уЬ$Ь2

Демак

I
8Ш2 П.■02 = —1‘8П2 . 

224 +4
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5-БОБ

ҚАТОРЛАР

1-§.Сонли ва функционал цаторлар

Магематик анализ курсида ҳадлари ҳаҳиқий сонлардан 
иборат бўлган сонли қаторларни, шунингдек ҳадлари ҳақиқий 
ўзгарувчили функциялардан иборат бўлган функционал қатор- 
ларни батафсил ўрганган эдик.

Ушбу параграфда ҳадлари комлекс соклар ҳамда комплекс 
ўзгарувчили функцияпар бўлган қаторларни қараймиз. Бу ҳолда 
ҳам қаторларнинг яқинлашувчилиги, узоқлашувчилиги, яқинла- 
шувчи қаторларнинг хоссалари, текис яқинлашувчилик, ҳадлаб 
дифференциаллаш ва интеграллаш каби масалалар ўрганилади. 
Бу ерда келтирилиши лозим бўлган маълумотлар аввалгиларига 
ўхшаш бўлганлиги учун биз қуйида ҳадлари комлекс сонлар 
ҳамда комплекс ўзгарувчили функциялар бўлган қаторларга 
доир асосий тушунча ва тасдиқларни келтириш билан 
кифояланамиз.

1°. С о н л и  қ а т о  р л а р .  Бирор
г \ ' 22> 23....2о

комлекс сонлар кетма-кетлиги берилган бўлсин. Бу кетма-кетлик 
ҳадларидан тузилган ушбу

21 + 2г + г3+...+гп+...
во

ифода қатор (сонли қатор) дейилади ва £ г „  каби •
п«1

белгиланади:
оо

Е 2п = 21 + 2 2 + 23 + -+ 2 п +... (1) 
п-1

бунда г 1,х 2, г 3,...,га,... комлекс сонлар қаторининг ҳадлари 
дейилади. (1) қатор ҳадларидан ташкил топган қуйидаги

8, = 21,
82 = 2̂  + 22 ,

83 = 21 + 2 2 + 2з ,

8 п = 21 + 2 2 + 23 +- +2п /

йиғиндилар (1) қаторнинг қисмий йиғиндилари дейилади.
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4 - т а ъ р и ф .  Агар (1) қаторнинг қисмий йиғиндиларидан 
иборат кегма-кетлик яқинлашувчи бўлиб,

Н т 3 „ = 8
П -»  ео

бўлса, у ҳолда (1) яқинлашувчи қатор дейилади, 8  эса қатор 
йиғиндиси дейилади ва

со

Е г ,  =8

каби ёзилади.
Агар {8а}  кетма-кетлик узоқлашувчи бўлса, у ҳолда (1)

қатор узоқлашувчи дейилади.
Айтайлик,

г„=хп+|уп (хп€К, у„еК, п=1,2,...)
бўлсин. У ҳолда

О П 0 п
з» = 2 Х  = Е ( * к  +«Ук)= 2 > к  +«£ук

к-1 к-1 к-1 к-1
бўлади.

1 - т е о р е м а .  Ушбу
оо2Х =  2, +  22 +  гз+ ...+2„+...

4*1
қаторнинг яқинлашувчи бўлиши учун 

«02Х =  XI +  Х2 +  Х3+ ...+ Х п +... ,
0*1

90

2 > п = У1+У2+УЗ+-+Уп+-»
0*1

қаторларнинг яқинлашувчи бўлиши зарур ва етарли. Бунда
00 00 оо

2 > п = 2 > п + « £ у п
п-1 п-1 п-1

бўлади.
Бу теоремадан математик анализ . курсида ўрганилган 

қаторлар ва улар ҳақидаги маълумотлар ҳадлари комплекс 
сонлардан иборат бўлган қаторлар учун ҳам ўринли бўлиши 
келиб чиқади.

Жумладан қуйидаги тасдиқлар ўринли бўлади:
1) Агар

00

2 Х = 2 1  +22 + 23+...+2п+...
0*1

қатор яқинлашувчи бўлиб, унинг йиғиндиси Збўлса, у ҳолда
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2 *2,, =  а2] +  822 + а23+...+а2п+...
я*1

цатор ҳам яқинлашувми бўлиб, унинг йиғиндиси а-5 га тенг 
бўлади, бунда а- ўзгармас комплекс сон.

2) Агар
оО
2 Х  =  2, +  2* +  2з+...+2„+... , 
п-1

П 2 Ч з + - Ч и + -
я-1

қаторлар яқинлашувчи бўлиб, уларнинг йиғиндиси мос равишда 
£ ,ва  $2 бўлса, у ҳолда 

00
+ 5п> = С*\ + $ 1)  +  ( * г  + $ 2)  +  (21 + $ з)+ -+ (2 п  +5а>+.-

о«1
қатор ҳам яқинлашувчи бўлиб, унинг йиғиндиси 5 ,+  5 2 га тенг 
бўлади.

3) Айтайлик,
оо
2 2 п = 21+ 2^ + 23+...+2п+... ( 1) 
п-1

қатор берилган бўлсин.
Агар

00

Е |* п|*К 1  + 1^1 + 1^1 + " , + |2П| + "*
я*1

во
қатор яқинлашувчи бўлса, £ г п қатор ҳам яқинлашувчи бўлади.

п-1
«о

У ҳолда £ г „  абсолют яқинлашувчи қатор дейилади
п*1

Шунингдек қуйидаги теорема ўринли бўлади.
2 - т е о р е м а ( К о ш и ) .  Ушбу

оо
£ 2 п = 21+22+23+...+2п+... 
п—1

қаторнинг яқинлашувчи бўлиши учун, Уе > 0 сон олинганда ҳам 
шундай натурал п0 сон топилиб, Уп> п0 ва ш = 1,2,3,... бўлгаада 

|2„+1+2п+2+...+2п+ш|<е
тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.

Хусусан, (1) қатор яқинлашувчи бўлса,
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Лўлиб,
1*0+11 < в

Нт 2а+, = 0
п-м о

бўлмди. Бу (1) қатор яқинлашувчилигининг зарурий шартини 
ифодалайди.

М и с о л . Ушбу

нлторни яқинлашувчиликка текширинг, 
Бу қаторнинг умумий ҳади

*п =
бўлади. Маълумки

п
созп+131~па са м  .зт а-------------------- ------------+ 1--------

п п п

, созп

П«! 2
о*1

зт п 
п

қаторлар яқиклашувчи. 2-теоремадан фойдаланиб берилган 
қаторнинг яқинлашувчи бўлишини топамиз.

2°. Ф ун кц и о н а л  ке тм а -ке тл и кл а р  ва қаторл ар .
ик(г) функциялар (к = 1,2....п,...) ЕсС тўпламда берилган
бўлсин.

Е тўпламда г 0 нуқтани олиб, {ип(2о)} комплекс сонлар 
кетма-кетлигини қараймиз.

Агар бу кетма-кетлик яқинлашувчи бўлса, (ик (г )}
функционал кетма-кетлик г 0 нуқтада яқинлашувчи, г 0 нуқта эса 
яқинлашиш нуқтаси дейилади.

{ик (г)} функционал кетма-кетликнинг барча яқинлашиш 
нуқталардан иборат тўплам (ик (г)}  функционал кетма-кетлик- 
нинг яқинлашиш тўплами дейилади.

Айтайлик, М  тўплам (М с С г) (ик (г)} функционап кетма- 
кетликнинг яқинлашиш тўплами бўлсин. Равшанки, бу ҳолда, ҳар 
бир ге М  да

Иш {и„(г)}
П—►оо

мавжуд бўлиб, у г  ўзгарувчига боғлиқ бўлади. Уни (ап( г ) }
функционал кетма-кетликнинг лимит функцияси дейилади: 

Нп1 {и „ ( г ) }  = и(2)
П->СО

Фараз қилайлик, Е  тўпламда (Ъ а С г )
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* 1<г). ^г(г), иъ(г).... ип(г ) , ...
функционал кетма-кетлик берилган бўлсин. Бу кетма-кетлик 
ҳадларидан ташкил топган ушбу

V 2) + и2(г)  + м3(г)+...+мп(г)+...
оо

ифода функционал қатор дейилади ва ^Гзц^г) каби
п»1

белгиланади:
оо
2 Х ( г )  = и1(г )  + и2(г )  + и3(г)+...+ип(г)+ ... (2)
п»1

Бу функционал қатор ҳадларидан тузилган қуйидаги 
81(г)=и1(г),
8з(г)= и1(2)+иг(2),
8з(2)= и|(г)+иг(2)+ш(г),

8п(г)= и|(г)+иг(2)+из(2)+...+ип(2),

йиғиндилар (2) функционал қаторнинг қисмий йиғиндилари 
дейилади.

2 -  т а ъ р и ф .  Агар п->со да {8 „(г)} функционал кетма- 
кетлик Е тўпламда ( Е с С г )  яқинлашувчи бўлиб,

Нш 8 „ ( г )  =  8(2)
п->со

бўлса, у ҳолда (2) функционал қатор Е  да яқинлашувчи, 8(г) эса 
унинг йиғиндиси дейилади.

3 -  т а ъ р и ф .  Агар Уе > 0 сон олинганда ҳам шундай 
натурал по сон топилсаки, Уп>п0 ва УгеЕучун

(8„(2) - 8(г ^ < е
00

тенгсизлик бажарилса, ^Гип(г) функционап қатор Е тўпламда
о=«1

8(г) йиғиндига текис яқиклашади дейилади.
3 - т е о р е м а .  ( Вейерштрасс аломати). Агар

оо

£ и „ ( г )  = и1(г) + и2(г) + и3(2)+...+ив(г)+ ...
0 *1

функционал қаторнинг ҳар бир и „ ( г )  (п=1,2,...) ҳади М 
тўпламда ( М с С г )

|ип ( г ) | < а п ( п=1,2,...) 
тенгсизликларни қаноатлантириб,
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00

2> п = *1 + з 2 + а 3+...+ап+...

сонли қатор яқинлашувчи бўлса, у ҳолда ^ и ^ г )  функционал
п*1

қатор М тўпламда текис яқинлашувчи бўлади.
М и с о л .  Ушбу

I
п=1

51П п г

функционал қаторни қарайлик.
Бу қаторнинг умумий ҳадини қуйидагича ёзиб оламиз:

ип( г ) =
51ПП2

21П2
еш(х+1у) _  е -т(х+1у) е 111х , е ~пу _  е ~тх -е 11у

2 т 2 2 т 2
Агар у *  0 бўлса, у ҳолда

5 т  П2 1 |е-пу| |епу|
п 2 “  2п2 Г  1 Г  1

1 -|р~пУ е” у |
2 п 2

бўлиб,
ит|ип(г)| = оо

п-*«>

бўлади. Демак, берилган функционал қатор 
= {г еС г : г = х + 1у, у *  0}

тўпламда узоқлашувчи.
Агар у = 0 бўлса, у ҳолда

бўлади. Аммо

|ип (2)| =
51ПП2

51 п п г

4  =  1
қаторнинг ҳадлари учун
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бўлганлиги ва

$1П П 2

сонли қаторнинг яқинлашувчилиги сабабли берилган 
функционал қатор Вейерштрасс аломатига кўра {г :1 т г  = 0}

тўпламда текис яқинлашувчи бўлади.
Энди текис яқинлашувчи функционап қаторнинг баъзи 

ҳоссаларини келтирамиз:
«О

1) Агар £ и „ ( 2)  функционал қаторнинг ҳар бир ҳади и„ ( г )
п-1

(я = 1,2,3,...) М  тўпламда С М с С ,; узлуксиз бўлиб, бу
функционал қатор М да текис яқинлашувчи бўлса, у ҳолда 
қатор йиғиндиси 8(г) ҳам М  тўпламда узлуксиз бўлади.

оо
2) Агар ^ Х Г г )  функционал қаторнинг ҳар бир ҳади ъп(г )

п*1

( п= 1,2,3,...) Э соҳада (О  с С г ) узлуксиз бўлиб, бу функционал 

қатор Б да текис яқинлашувчи бўлса, у ҳолда Э соҳада етувчи 
ҳар қандай силлиқ (бўлакли силлиқ) у чизиқ бўйича

|  п „(г)йх ( п= 1,2,3,...)
у

интеграллардан тузилган

|  Ъу(г)йг + |и 2(гМ г+...+| ап(г)йг+... 
У У У

қатор яқинлашувчи, унинг йиғиндиси
|8 п(2^2
У

га тенг бўлади:
оо оо
Е  |и„Гг)<1г = }  ̂ а „ ( г ) й г
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2-§. Даражали қаторлар

1°. Д а р а ж а л и  қ а т о р .  Функционал қаторлар 
орасида, уларнинг хусусий ҳоли бўлган ушбу

оо

Х с „ 2 П = С 0 + С ,2  + С222 +...+Сп 2П+... (3 )

п=0

ёки
оО

Х с п С г-го / = с 0 + с 1( '2 - 2 0 ;+ ...+с п С2 - 2 0 ; п +... (4)
п =0

қаторлар (бунда с0, с,, с2,..., ст .... ҳамда г 0 комплекс сонлар) 
математика ва унинг татбиқларида муҳим рол ўйнайди.

(3) ва (4) қаторлар даражали қаторлар дейилади.
Со» сь сь — комплекс сонлар даражгьли қаторнинг 
коэффициентлари дейилади.

Агар (4) қаторда г  -  г0 = £ дейилса, у ҳолда (4) қатор С, 
ўзгарувчига нисбатан (3) кўринишдаги қаторга келади. 
Бинобарин, (3) кўринишдаги қаторларни ўрганиш етарли 
бўлади.

Равшанки, ҳар қандай даражали қатор 2 = 0 нуқтада 
яқинлашувчи бўлади.

4 - т е о р е м а  ( А б е л ь  т е о р е м а с и ) .  Агар
со
Е с „ 2 П = С 0 + С ,2  + С222 +...+Сп 2 П+... (3 )

п=0
даражали қатор 2  нинг г = 20 ( 20 * 0 )  қийматида яқинлашувчи 
бўлса, у ҳолда бу қатор

{ г  е С : | 2| < | г 0 |}

доирада абсолют яқинлашувчи бўлади.
И с 6 о т . Шартга кўра

сС

2 с „г2  =с0 +с,2„ +с220+...+спг5+...
п=0

қатор (сонли қатор) яқинлашувчи. қатор яқинлашишининг 
зарурий шартига биноан

1йп С „2П = 0
п—

бўлади. Модомики, |спг01 кетма-кетлик чекли лимитга эга экан,

унда бу кетма-кетлик чегараланган, яъни шундай ўзгармас М > 0 
сон мавжудки, Уп е ^  учун
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.*в| <;м

бўлади. Бу теигсизликни эътиборга олиб топамиз:
П

М "  =  С„2о 5М (5)

Энди ушбу

Е | с „ 2 " |  =  |С0| + М  + | с2 22 |+ ...+ |с п2 “ |+...
п»0

қатор билан бирга қуйидаги

£ м
п*0

= м + м + м + ...+ М + ...

қаторни қараилик.

Равшанки, ]ГМ  ■
п*0

қатор яқинлашувчи бўлади (чунки бу

геометрик қатор бўлиб, я = <1 ).

Юқорида келтирилган (5) тенгсизликдан фойдаланиб
оО . .
Х Ь ”
п*0

қаторнинг |г бС.-|г)<|20|} доирада яқинлашувчи бўлишини

топамиз.
Демак, берилган

1 , * пг п
п*0

қатор |2 еС. |2)< |2о|} доирада абсолют яқинлашувчи. Теорема

исбот бўлди.
1 - н а т и ж а .  Агар

00
2 2 с пг П = С 0 + С 12 +  С2 22 + ...+С п2 П+ ... 
п>Ю

даражали қатор г нинг 2 = 2] қийматида узоқлашувчи бўлса, у 
ҳолда бу қатор

{г е С - |г| >

соҳада узоқлашувчи бўлади.
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И с 6 о т . Берилган даражали қатор ъ = г х нуқтада узоқла- 

шуачи. бўлсиа Унда бу қатор г  нинг ||г| > |г||^ тенгсизликни 
қаноатлантирувчи қийматларида ҳам узоқлашувчи бўлади, чунки

т

£ Сп/." қатор г  нинг ||г(> |21|| тенгсизликни қаноатлантирувчи
п-0
бирор г  = г  қийматида яқинлашувчи бўладиган бўлса, Абель 
теоремасига биноан бу қатор г  = г х нуқтада (|г1|< |г* |) ҳам

00
яқинлашувчи бўлиб қолади. Бу эса Х с пг "  қаторнинг г  = г х

п*0
нуқтада узоқлашувчи дейилишига зиддир. Демак, берилган 
қатор |г  е С| г )  > |г!|} да узоқлашувчи. Натижа исбот бўлди.

2 ° .  Д а р а ж а л и  қ а т о р н и н г  я қ и н л а ш и ш  
р а д и у с и  в а  я қ и н л а ш и ш  д о и р а с и .  Бирор

оо

£ с „ 2 П = с 0 + С 12 +  С2 г 2 + ...+ С п 2 П+ ... (3 )
п=0

даражали қатор берилган бўлсин.
5 - т е о р е м а .  Агар (3) даражали қатор г  нинг баъзи 

( г *  0) қийматларида яқинлашувчи, баъзи қийматларида 
узоқлашувчи бўлса, у ҳолда шундай ягона Р сон ( К > 0 )  
топиладики, (3) даражали қатор

|ге С .(г )< К } (6)
доирада яқинлашувчи,

{г  еС :|г| > К }
соҳада ((6 ) доира ташқарисида) эса узоқлашувчи бўлади.

И с б о т . Айтайлик, (3) даражали қатор г  = г0 (г^ *  0)
нуқтада яқинлашувчи, г  =  г х нуқтада узоқлашувчи бўлиб, бу 
нуқталар г  = 0 нуқтадан чиқувчи битта нурда жойлашсин. 
Равшанки,

12о| < |2,|
бўлади. Унда Абель теоремаси ва унинг натижасига кўра (3) 
даражали қатор

{геС.-(г)<|го|}

доирада яқинлашувчи (абсолют яқинлашувчи),
{г  еС.-|г(> |21)}
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соҳада эса уэоҳлашувчи бўлади (41-чиэма).

Демак, [20|г ,] сегментни қарайдиган бўлсак, унда бу
сегментнинг чап чеккасида қатор яқинлашувчи, ўнг чеккасида 
эса қатор уэоқлашувчи бўлади. [го .г ,] сегментнинг ўртаси

20 * 2-  нуқтани олиб, 6у нуқтада (3) қаторни қараймиз. Агар

г° * г> нуқтада қатор яқинлашувчи бўлса, унда

сегментни, нуқтада қатор узоқлашувчи бўлса,

г0.~ - —^ сегментни олиб, уни |г£и ,г{и | деймиз. Демак, (3)

қатор Цг£и ,2(и | сегментнинг чап чеккаси г<̂ > да яқинлашувчи, 

ўнг чеккаси г(1; да узоқлашувчи ва

нуқтада

бўлади.

Сўнг |г£и ,г(и | сегментни ўртаси 2° * -2—  ни олиб, шу

г<х‘
нуқтада (3) қаторни қараймиз. Агар қатор 0 

яқинлашувчи бўлса, унда

узоқлашувчи бўлса,

,П ) , 7(\)2о + г\ м )---- ----- ,2, сегментни,

-IV .~<и  м> 2о + г \ сегментни олиб уни
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| / [2 /,г '* ; ] деймиз. Демак (3) қатор | / (02 ,,г(г ,| сегментнинг чап

члккаси г 02/ нуқтада яқинлашувчи, ўнг чеккаси г [2> нуқтада 
утоқлашувчи ва

2п — 2,
=  |г},г ' — г ]2'[ =

бўлади. Шу жараённи давом эттириш натижасида

[2(1/,2(1/] ,  [2(02/,2(2'] ,  .... [2(п>.2(п;],...

сегментлар кетма-кетлиги ҳосил бўлади.
Равшанки, бу сегментларнинг ҳар бирининг чап чеккаси 

г {0а) (п = 1.2,3,...) нуқталарда (3) қатор яқинлашувчи, ўнг
чеккаси 2<"> (п = 1.2,3,...) нуқталарда (3) қатор узоқлашувчи 
бўлади.

Иккинчи томондан бу сегментлар учун:

2 )  2 ( п ; - 2 ( “ ; =
2”

бўлиб, п -м о  да

|г(п ;-2 (п;и о, 0
бўлади. У ҳолда барча сегментларга тегишли бўлган ягона 
г* нуқта мавжуд бўладики,

Шп 4 П) И т 2(п) = ъП~>вО = П—>0С
бўлади. Бу г  соннинг модулини Р билан белгилайлик:

К  = |2*|

Энди берилган даражали қатор
{г ёС. |г) < К.}

да яқинлашувчи,
|г  еС:|2)> К.|

да эса узоқлашувчи бўлишини кўрсатамиз. 
Юқорида айтилган нурда ихтиёрий

г е{г е С|г) < к|
нуқтани олайлик. Унда
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Шп 4 "1 = 2*п-*оо
бўлганлиги сабабли, шундай натурал п0 сон топиладики,

|г | <|г{,п°',| < Ғ.

бўлади. г (0°о) нуқтада қатор яқинлашувчи.

Демак, Абель теоремасига кўра г  нуқтада ҳам қатор 
яқинлашувчи бўлади.

Нурда ихтиёрий
г" е |г  е С :|г |> к |

нуқгани олайлик. Унда
И т  2 |П̂  = г*
П—>00

бўлганлиги сабабли, шундай натурал п, сон топиладики,

|2 " |> |г ^ |> К

бўлади. г (™1> нуқтада қатор узоқлашувчи. Унда натижага кўра 

г  нуқтада даражали қатор узоқлашувчи бўлади.
Шундай қилиб, К ^К = |г*|^ сон топилдики, (3) даражали 

қатор
|г е С :|2)< К |

доирада яқинлашувчи,
{ге С :(2)> К }

соҳада (доира ташқарисида) қатор узоқлашувчи бўлар экан. 
Теорема исбот бўлди.

4 - т а ъ р и ф .  Агар (3) даражали қатор {ге С :|2)< К } да

яқинлашувчи, {ге С :|2|> К } да узоқлашувчи бўлса, К сон (3)

даражали қаторнинг яқинлашиш радиуси, {ге С .|г )< к }

доирада эса К  сон (3) даражали қаторнинг яқинлашиш доираси 
дейилади.

Э с л а т м а . ( З )  даражали қатор 
{ге С 1:|г| = К }

айлана нуқталарида яқинлашувчи ҳам бўлиши мумкин, 
уэоқлашувчи ҳам бўлиши мумкин.
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3°. К о ш и - А д а м а р  т е о р е м а с и .  Маълумки, ҳар 
ҳандай даражали қатор

00
£ с п 2 П = С 0 + С ,2  +  С2 22 + ...+ С п г П+ ...  (3 )
П*0

ўэининг коэффициентлари кетма-кетлиги {сп} билан 
аниқланади.

Берилган (5) даражали қатор коэффициентлари ёрдамида 
ушбу

М М - , / й . # П ....# й -  т
сонлар кетма-кетлигини тузамиз.

Ҳар қандай сонлар кетма-кетлигининг юқори лимити маажуд 
бўлганлиги сабабли (7) кетма-кетлигининг ҳам юқори лимити
мавжуд бўлади. Уни I  орқали белгилайлик:

(3) даражали қаторнинг яқинлашиш радиуси қуйидаги 
теорема ёрдамида топилади. Бу теремани исботсиз келтирамиз.

6 - т е о р е м а  ( К о ш и - А д а м а р  т е о р е м а с и ) .  
Берилган

ОО

£ с п2 П = С 0 + С 12 +  Сг 22 + ...+ С п 2 П+ ... 
п~0

даражали қаторнинг яқилашиш радиуси 1

1 1йп ^|с„|П-»00*'
(8)

бўлади.
(8) формулада ( = 0 бўлганда К = +оо, 1 = +оо бўлганда эса

К  = 0 деб олинади.
4 ° .Д а р а ж а л и  қ а т о р н и н г  х о с с а л а р и . Даражали 

қаторнинг баъзи хоссаларини келтирамиз.
Бирор

00
2 с п 2 °  = С 0 + С ,2  +  Сг 2 2 + ....+ С п 2 П+ .... ( 3 )
п=0

даражали қатор берилган бўлсин.
1) Агар (3) даражали қаторнинг яқинлашиш радиуси 

К ( К > 0 )  бўлса, у ҳолда бу қатор
{г€ С . |2 |5 К ,;Я , < К } 

доирада текис яқинлашукчи бўлади.
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И с 6 о т . Берилган даражали қаторнинг яқинлашиш 
радиуси К  га тенг бўлганлиги сабабли, қатор

|ге С :|г )< К |
доирада яқинлашувчи бўлади.

2о е |г е С |2)< К ,, К 1 < я | нуқтани олайлик. Равшанки, бу 
нуқтада даражали қатор абсолют яқинлашувчи, яъни

1 М
п»0

қатор яқинлашувчи бўлади.
У г е |г  еС-|г| £ |го|| учун ҳар доим

М | ^ К 1 ,|го| = |сп2о|
бўлганлигидан Вейерштрасс аломатига кўра

00
1 спг “
п*0

қатор |ге С . |г|2 К 1, Я1 < к ]  датекис яқинлашувчи бўлади. 

2 - н а т и ж а . ( 3 )  даражали қатор йиғиндиси 
|ге С :|г )5 К 1,К .1 < к }  

да узлуксиз функция бўлади.
2) Агар (3) даражали қаторнинг яқинлашиш радиуси 

К ('К >0 ; бўлса, у ҳолда бу қаторни {ге С :|2) 2 К 1, К 1 < к |  да

ҳадлаб дифференциаллаш мумкин.
И с 6 о т . Айтайлик, (3) даражали қаторнинг яқинлашиш 

радиуси К ('К > 0) бўлиб, унинг йиғиндиси Ғ(г) бўлсин:

{ ( г ) = £ с пг п
п*0

Аввало берилган (3) даражали қатор ҳадларининг ҳосила- 
ларидан тузилган ушбу 

00
£ п с пг"-1 = С] +2с22+Зс3г2+....+пспгп-1+.... (9)
п-1

даражали қаторнинг ҳам яқинлашиш радиуси К бўлишини 
кўрсатамиз.

(8) формулага кўра (9) қаторнинг яқинлашиш радиуси 
1 1 1 1
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Лўл«ди. Демак, (9) даражали қаторнинг яқинлашиш радиуси 
қам К га тенг бўлар эка к 

(9) қатор
Ио = { г  €С:|а(£ К ь-К^ < К }

да текис яқинлашувчи бўлади. Бинобарин, унинг йигиндиси

8 (г )=  £ псп2п- 1
п-1

шу О0 да уалуксиз бўлади.
Энди

8 (г) = Г '(г )
бўлишини кўрсатамиз.

Б0 доирада 0 ва г  нуқталарни бирлаштирувчи ва шу Б 0 да 
ётувчи ихтиёрий силлиқ (бўлакли силлиқ) у эгри чизиқни 
олайлик.

Равшанки,

<■ ? 2°+1Г = Г4п<и = -=— (п = 1,2,3,...)
1 '  п + 1у 0

5 _п
Гпсп1“ _1й1 = пс0 Г 1п-1с11 = пс0 —  = С„2*.
* „ п
у 0

Энди

8 (г)=  £ п с п2а-1
п»1

қаторни ҳадлаб интеграллаб, топамиз:

/  3(г)Л = }  £ п с птп-1Л = Цпсп| «““‘Л = £ с „ г п
0 оп“ 1 п-1  о п»1

Демак,

{8 (^ л  = £ с п2п .
0 п«1

Агар

Г (г )= £ с пга =с0 + £ с „ г в
и«0 и«1

бўлишини эътиборга олсак, унда кейинги тенгликлардан
2
}8(2)Й1=£(2)-С0
0

эканлиги келиб чиқади.
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1

Демак, | 8(<)Л
о

функция Ц г)  учун бошланғич функция бўлади:

Ъ(г) = *‘( г ) .
Шундай қилиб

( ( г )=  Е сп2"
п-0

бўлганда

= [  2 сп2П]  = Х (с„2П) = £ с„П2П_1
\п«0 '  п*0 а«1

бўлишини, яъни (3) даражали қаторни ҳадлаб дифферен- 
циаллаш мумкинлиги кўрсатилди.

Модомики, К | ниК га ҳар қанча яқин келтириш мумкин экан, 
унда (3) қатор, равшанки,

(г е С: |г) < Я)

да ҳадлаб дифференциалланади.
Худди шу йўл билан даражали қаторни исталган марта 

ҳадлаб дифференциаллаш мумкинлигини кўрсатиш мумкин.
5°. Т е й л о р  қ а т о р и .  Айтайлик,

оо
£ с в( г - г о ) п = с 0 + с 1( г - г 0 ) +  с2( г - г 0)2+...+са( 2 - г 0)п+...
п-0

даражали қатор берилган бўлиб, унинг яқинлашиш радиуси 
К (К > о ; бўлсин. Равшанки, бу қатор

(2€ С .|2 -2 0|< К )

доирада яқинлашувчи бўлади. Берилган даражали қаторнинг 
йиғиндиси Г(г| дейлик:

1<г , . £ . < г - и Г .  т

= С0 + С1( 2 - 2 0 ; + Сг ( '2 - 2 о /+ . . .+ С п( 2 - 2 0; П+...

Юқорида келтирилган даражали қаторнинг 2)-хоссасидан 
фойдаланиб, (10) қаторни кетма-кет дифференциаллаймиз:

Г '(г; = с, +сг • 2(2-20^ + 03 •3 (2 -г0; г +...+сп11('2-20 п̂' 1+....
( г )  = сг - 2 + 0} •3 -2( 'г - 20 ;+...+сппГп-1 ^ 2 -  20^п-2+...,
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|Уу шнгликларда г  = х0 деб оламиз:
((2о) = со ■ 
Т '(го )^  1/С|, 

С"(го) = 2!о2 , 

* ‘" ( г 0)  = 3/сз ,

(■'п̂ 2 о ; = п/сп

Двмак,

с0 = ^ 2 0; ,  с, * ' ( Ч )  .
“ П- ’ °2 ~ 2/

г"720;  г,п, (-2о;
С з_— з 7 ~  с" ------ пў ''

бўлади.
Шундай қилиб,

2 спГ2-20;"
п*0

даражали қаторнинг коэффициентлари Цг) функция ва унинг 
ҳосилаларининг г 0 нуқтадаги қийматлари орқали ифодаланади. 
Коэффициентларнинг бу қийматларини (10) га қўйсак.

г Г(пУ20; 
п ! ( г - г о ) " (11)

бўлади.
Одатда (11) даражали қаторга Тейлор қатори дейилади.
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6-БОБ

ГОЛОМОРФ ФУНКЦИЯЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ

Комплекс ўзгарувчили функциялар наэариясида асосан 
голоморф функциялар ўрганилади.

Биз мазкур курснинг 2-4 бобларида голоморф функция 
тушунчаси билан танишдик, уни характерловчи фундаментал 
теоремаларни (Коши теоремаси, Кошининг интеграл формуласи) 
келтирдик. Аслида бу теоремалар голоморф функцияларнинг 
муҳим хоссаларидир.

Ушбу бобда голоморф функцияларнинг ўрганилган муҳим 
хоссаларини яна бир бор келтириб, кейинги хоссаларини баён 
этамиз.

1°. К о ш и  т е о р е м а с и .  Агар { ( г )  функция бир 
боғламли О соҳада (Т> с  Сг)  голоморф бўлса, у ҳолда ( ( г )

функциянинг П соҳада ётувчи ҳар қандай силлиҳ (бўлакли 
силлиқ) тг ёпиқ чиэиқ (ёпиқ контур) бўйича интеграли нолга тенг 
бўлади:

I  Ғ(гМ г = 0 
1

Бу хосса 4-бобда батафсил ўрганилган эди.
2 ° .  К о ш и н и н г  и н т е г р а л  ф о р м у л а с и .  

Агар { ( г )  функция О соҳада (О с  Сг)  голоморф бўлиб, Б  да 
узлуксиз бўлса, у ҳолда Уг еО учун

тенглик ўринли бўлади.
Бу хосса ҳам 4-бобда батафсил баён этилган.
3 ° .  Г о л о м о р ф  ф у н к ц и я н и н г  и с т а л -  

г а н  т а р т и б д а г и  ҳ о с и л а г а  э г а  б ў л и ш и .  
Агар { ( г )  функция О соҳада (Т> с  Сг)  голоморф бўлса, у 
ҳолда ( ( г )  функция И да исталган тартибдаги ҳосилага эга 
бўлиб,

{ <п>(г )  = ~ {  (п = |-2-3-  )
2 *» ' ( 1 - г ) а+х

бўлади.
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Бу ерда у - Б  соҳада ётувчи, (бўлакли силлиқ) ёлиҳ чизиқ 
Лулиб, I  эса у чизиқ билан чегараланган соҳага тегишли нуқта 
(42 чизма).

©

И с б о т . Кошининг интеграл формуласига кўра

2711'' 1 - г

бўлади.
г  нуқтага Дгорттирма бериб, £ (г)  функциянинг орттир- 

масини топамиз:
£(1)Л 1 с Г(1)Л

■г2 ю Ч - г - Л г  2x13 * -з  

----------- ! _ ) * ',
у
Дг г *УЦ 
2*1 • (* -  г  -  Дг)(т -  г)

Л.

Унда
{У г+ Д г^ -Ғ /г; 1

Дг
= _1_Г-------- !

2x11 ( 1 - 2 -
( (V
А г ) (1 -г )

-Л

бўлади. Кейинги тенгликни қуйидагича ёзиб оламиз:
( ( г  + А г ) -£ ( г )  _ _1 _ г _ и У _  ^  + г , Г(1)_____

2 Д1 ̂ ( 1 - г /  2х 1 3 ( 1 - г - А х ) ( 1 - г )

_ ^ _ г _ £ Ш _ А = _ 1 _ г _ т 4 л  +
7*1 * »2 9*1 ✓ ,

Лг

2 X 1 '( 1 - г /  2Х13 (1 -Х /
(2)

- I
Д г Ғ ^

2X1
Л

'  ( 1 - г - А г ) ( 1 - г /  .
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и г > =  £ с„г2-а;" = ± * ^ 1 ( г ~ * Ғ .
п=0 »яО  ® ’

И с б о т .  и р(а) нингчегарасини т дейлик:

7 « |г еСг : |х- а( < р. р > 0} 

Кошининг интеграл формуласига кўра

Г Ю ~ г Ц ~ Л  (5)2Я 1М -2Г
бўлади.

Аввало------ функцияни қуйидагича
1 - 2

11
1 -г  1 ~ а - ( г -а )

<1-

ёзиб, сўнг
Ч - Т ^ )

I____ у Г  2- а '|п
2-а  _ ~ и - а /1 — ——— п^о 
1~а

бўлишини эътиборга олиб топамиз: 

1 -  ^  (2~ а)П (6)
п*о(1-а)'

Бу геометрик қатор бўлиб, унинг махражи
г -а  
1 -а

га тенг. Равшанки, х еу учун қўйидаги тенгсизлик

г -а
1-а

г -а и ч <1

ўринли. Демак, (4) қатор яқинлашувчи. 

(6) тенгликнинг ҳар икки томонини

сўнг у чизиқ бўйича ингеграллаб, ушбу

2п'\
{ ( I )  га кўпайтириб,

[ Ь - г  2п1‘.£ \ ( Х - а ) а+1
Л _ § и и
2тс

тенгликка келамиз.
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(5) ва (6) муносабатлардан

(7)

бўлишн келиб чиқади. 
Интеграл остидаги

қаторнинг ҳадлари учун 
*(*)

\П+1■ Г *-в / с -М д 1 (4=1.2,...; 
Рк * - а*

,М  -  » о М  < 6»'вди '
Т

равшанки, в
у И . ч ” (ч<1(
п-оР

қатор яқинлашувии. Унда Вейерштрасс аломатига кўра 

у _ _ 1 Ш ~ ( г - а > п
"  /♦ _ а )й+1 п*о(г

„ „_тоо 7 да текис яқинлашувчи бўлади, Бинобарин, 
буқаторни ҳадлаб интеграллаш мумкин. Унда (7) тенглик ушбу

Г _1_ г №>
? * ; ' .п*=0| 2 к1 ^Г»-аўп+1

аг ( г - а /  (8)

^^^М азкўр бобнинг 3°-пунктида келтирилган (1} формуладан
фойдаланиб

■ = - Ц -" 7» I 1 .
Г(1> .. Г,,,;(а(•гО» = ----------

>п+1 (9)2 * 1 '(1 -а /п

бўлишини толамиз. Натижада (8) ва (9) тенгликларДйн
» ГОО/я ) ®

{(I)* £ -----— - ( г - а ) ” = £ с п( г -а / '
п=0 П'' "=0

бўлиши келиб чиқади. Бу эса Цг)  Фуккциянинг Тейлор 
қаторига ёйилганлигини билдиради.

Бу хоссадан қуйидаги натижа келиб чиқади.
3 - н а т и ж а .  Агар С{г) функция ёпиқ
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доирада голоморф бўлиб, бу доиранинг чегараси у = д1}р(л) 
айланада

|Г^г^5М  ("М = сопк1;
бўлса, у  ҳодда £(х) функция Тейлор қаторининг сп 
коэффициентлари учун

К \ * Ч -  Гп = 0,1,2,...; ( 10)

тенгсизлик ўринли бўлади.
Ҳақиқатан ҳам, (9) формуладан

1
,  т / ~  , <11 ш

5 _1_
2п

М
р"+1

бўлиши келиб чиқади
Одатда (10) тенгсизлик Коши тенгсизликлари дейилади. 
5 ° . Л и у в и л л ь  т е о р е м а с и .  А гарҒ(г) функция 

комплекс текислик С да (комплекс текисликнинг ҳар бир 
нуқтасида) голоморф бўлиб, у чегараланган бўлса, Ғ(х) 
функция С да ўэгармас бўлади.

И с б о т . Голоморф функциянинг 4°-хоссасига кўра Ғ(х)
функция |г-а |< р  доирада 2-а  нинг даражалари бўйича
Тейлор қаторига ёйилади:

Ғ ( г ) = ^ с п( г - а ) п ,
п*0

бунда

““ 2я 1.. —
т ;

( 1 - Ю ,п+1<11.

Коши тенгсизлиги (10) га биноан
< М ( \Ғ(г^<  М; п = 0,1,2,...)

бўлади. Т(г) функция С да голоморф бўлгани учун бу 
тенсизликда р ни исталганча катта қилиб олиш мумкин. Шунинг 
учун п = 1,2,3... бўлганда

М п 1ип —  = 0
р-*<= р п

(п  = 1,2,3...)
/
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1ип —  = 0 (п = 1,2,3...)
р - к о р "

булади. Айни пайтда (10) тенгсизликнинг чап томони р га 
боглиқ эмас. Бинобарин, п = 1,2,3... бўлганда 

сп = 0 (п = 1,2,3...)
бўлади. Демак, С да { ( г )  = с0 (с0 =соп8и.

6°. М о р е р а  т е о р е м а с и .  Фараз қилайлик, { ( г ) 
функция бир боғламли О соҳада Б с С г аниқланган ва 
уэлуксиз бўлиб, у эса шу О соҳада ётувчи ихтиёрий силлиқ 
(бўлакли силлиқ) ёпиқ чизиқ бўлсин. Агар

£ { (гМ г  = 0 
у

бўлса, у ҳолда Г(г) функция Б соҳада голоморф бўлади. •
И с б о т . Теоремада келтирилган шарт бажарилганда 

функция Э соҳада бошланғич Ғ (г)  функцияга эга бўлиб, Ғ(г) 
функция О соҳада С-дифференциалланувчи, яъни голоморф 
бўлади.

3°- хоссанинг 1-натижасига кўра Ғ ( г )  ҳам О соҳада 
голоморф бўлади. Айни пайтда

Ғ (г )  ~ Ғ(г)
бўлганлиги сабабли Ғ(г) функция Э соҳада голоморф бўлади. 

Бу хосса функция голоморфлигининг етарли шартини

о н а л и к  т е о р е м а с и .  Фараз қилайлик, 
Ғ(г) ва %(г) функциялар Б соҳада ( Б с  Сг ) голоморф бўлсин. 
Агар бу функциялар О соҳага тегишли ва ҳеч бўлмаганда битта 
лимит нуқта х0 ( г 0 еО)  га эга бўлган Е тўпламда еЕсВ>
бир-бирига тенг

Ғ(г) = в,(г) ( г е Е )
бўлса, у ҳолда С(г) ва %(г) функциялар Э соҳада айнан бир- 
бирига тенг бўлади:

{ ( г ) ^ § ( г )  ( г еП) .
И с б о т . Модомики, 20 нуқта Е тўпламнинг лимит нуқтаси 

экан, унда Е тўпламга тегишли турли 21,22,г3,...,гп,... г „  еЕ , 
п = 1,2,3... нуқталардан тузилган ва г 0 га интилувчи

ифодалаиди. 
Г  . Я г

153

www.ziyouz.com kutubxonasi



Уг бЕ да { ( г )  = %(г) бўлганиучун
Г(гп)  = ъ(гп)  Гп = 1,2.3...;

булади.
Энди { ( г )  ва %(г) функцияларни г 0 нуқтанинг 

В = {2еС 1:|2 -2 0|< р .р > 0 }
атрофида (бунда р < 6 ,  а-эса г0 нуқтадан дЭ гача бўлган 
масофа) Тейлор қаторига ёйамиэ:

аО

?(г)= Е»к(г-2о)к .
к»0

В (г )= £ Ъ к ( г - г 0) к .
к«0

гк -> 20 бўлганлиги сабабли к 
бошлаб, кейинги гк лар

( 11)

нинг бирор қийматидан

В = {г  еСг : | г - 2о| < р |
доирага тегишли бўлади. Шунинг учун Г(гк )  = %(гк )  бўлиб, (11) 
муносабатлардан

- 2 о /  = ^ГЪкГг,. - 2 о / (12)
к-0 к-0

бўлиши келиб чиқади. Бу тенгликда г к -> г0 да лимитга ўтиб 
а 0 «  Ъ0 (13)

бўлишини топамиз.
Бу (13) тенгликни эътиборга олиб, (12) тенгликнинг ҳар икки 

томонини 2к -  20 га бўлсак, унда

^ я к( г к - г о / " 1 = Х ькГ2к - г о / " 1 (14)
к-1 к-1

ҳосил бўлади.
Кейинги тенгликда г к -> г0 да лимитга ўтиб

• , - Ь ,  (15)
бўлишини топамиз. Бу (15) тенгликни эътиборга олиб, (14) 
тенгликнинг ҳар икки томонини гк - г 0 га бўлсак, унда

£ а кГ2к - г о / -2 = |)ЬкГгк - г о / * 2 
к-2  к-2

ҳосил бўлади. Сўнг г к -> г0 да лимитга ўтиб
= Ь2

бўлишини топамиз.
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Бу жараённи давом эттира бориб
ак = Ък (к=3,4£,...)

бўлишини топамиз.
Шундай қилиб

00
{ ( г ) =  £ а к(гк - г ^ /  .

к-0
00

% (г)= 21ЬкГ2к - г о /
к-0

лар учун
ак =Ьк (к  = 0X2,...)

бўлади. Демак, В = { г  еСг : | г - 2о| <р } доирада
{ ( г )  = %(г)

бўлади.
Э соҳада ихтиёрий г* нуқтани олиб, г 0 ва г  нуқталарни 

0 соҳада ётувчи узлуксиз Ь чизиқ билан бирлаштирамиз. 
(43-чизма)

В доирада Ь эгри чизиқ қисмида бирор а (а е Ь )  нуқтани 
оламиз. Сўнг В да а га интилувчи

4»̂ 2»*3>’">^к »•••
(1хт 1к = а )

кетма-кетликни қараймиз. Равшанки,
Т(гк ) = $(гк ) (к  =1,2,3...)

бўлади.
Энди Т(г) ва %(г) функцияларни а  нуқтанинг 

В, = {ге С 1:|г -а |< р 1 ,р, >0}
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атрофида (бунда <а, бўлиб, 4 ,-эса Ь ва дХ) чизиқлар
орасидаги масофа) Тейлор қаторига ёйамиз:

00

к-0
00

В(*)~  Е Ц Г г - г о /  .
к-0

Юқорида келтирилган мулоҳазани такрорлаб 
а'к (к  = 1,2.3,...;

ва, демак, В, доирада
((*■) = %(*)

бўлишини топамиз.
а нуқтани Ь чизиқ бўйлаб г  нуқгага томон силжита бориб 

ва яна юқорида келтирилган мулоҳазаларни такрорлаб
Ц г  ) = %(г )

бўлишини топамиз.
г  нуқта Э соҳанинг ихтиёрий нуқтаси бўлганлиги сабабли, 

Б соҳада
Г(г) = &(г)

бўлади.
8°. В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а с и .  Агар

2 Х  ( г )  = Г, ( г ) + (г (г)+ ..М а(г)+... (16)
к-1

функционал қаторнинг ҳар бир Тп( г )  (п = 1£ ...) ҳади Э 
соҳада ф с  Сг ) голоморф бўлиб, бу қатор О соҳада ётувчи 
ихтиёрий Ғ ёпиқ тўпламда текис яқинлашувчи бўлса, у ҳолда 
қатор йиғиндиси

Т(г) = £ Г п( г )  (17)
п-1

функция Б соҳада голоморф бўлади.
И с 6 о т . Б соҳада ихтиёрий г 0 нуқгани олиб, унинг 

шундай
У8(2о) = {ге С г :|г -2 0|< 5 .5 > 0 ) 

атрофини қараймизки, ТЗ&^г^^си бўлсин.

Шартга кўра (16) қатор 1>з;20;д а  текис яқинлашувчи. 
Демак, қатор и 8^г0;д а  ҳам текис яқ^нлашувчи бўлади.
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Та(г )  (п = 1)2,...) функция О соҳада голоморф бўлгани 
учун у (16) каторнинг ҳар бир ҳади 1)а( г 0)д а  ҳам голоморф 
бўлади. Бинобарин, Тп(г )  (п = \Л .- )  функция Х)а( г 0)  да 
уалуксиз. Унда қатор йиғиндиси Т(г) функция ҳам 118Г20;  да 
уэлуксиэ бўлади.

Энди Х)а( г 0)д л  ётувчи ёпик силлик (бўлакли силлиқ) у

чиэиқни олайлик (ч с \ ) а(х0)). (17) қаторни у  чизиқ бўйича 
ҳадлаб интеграллаб, топамиз:

1{(х)4х=1('£1Т „(г))й г= *Г11га(г)4 г. (18)
у у п-1

Коши теоремасига кўра
\ { „ ( г ) 4 г  = 0 Гп = 1,2.3,...; (19)
т

бўлади.
(18) ва(19) муносабатлардан

^{(2)й2 = 0 
т

бўлиши келиб чиқади. Морера теоремасидан фойдаланиб, Т(г) 
функцияни \ ) а( г 0)д а  ва, демак, 20 нуқтада голоморф 
бўлишини топамиз.

Қаралаётган г 0 нуқта э  соҳанинг ихтиёрий нуқтаси 
бўлганлигидан Т(г) функциянинг 0  соҳада голоморф бўлиши 
келиб чиқади.

4 - н а т и ж а .  Юқорида келтирилган Вейерштрасс 
теоремасининг шарти бажарилганда

Г(г) = £ { п( г )
п»1

қаторни исталган марта ҳадлаб дифференциаллаш мумкин 
бўлиб,

{ ' к>( г )= 'Е { { ,к)(г )  (к  = 1,2,...)
11=1

бўлади.
9 ° .  Г о л о м о р ф  ф у н к ц и я н и н г  н о л л а р и .  

Голоморф функциянинг ноллари ҳақидаги хоссани келтиришдан 
аввал баьзи тушунчалар ва тасдиқларни баён этамиз.

Фараз қилайлик, бирор Г ;г; функция кенгайтирилган
комплекс текислик С да берилган бўлиб, а еС бўлсин.
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Агар
гг« ;= о

бўлса, а комплекс сон £(г) функциянинг ноли дейилади.
Айтайлик, £(г) функция 2= а нуқтада голоморф бўлсин. Бу 

функцияни а нуқта атрофида даражали қаторга ёйамиэ:

{ ( г )=  ]Г с п(2 - я ) п (20)
п*0

Агар 2=а нуқта Г(г) функциянинг ноли бўлса, у ҳолда
?(я) = с0 =0

бўлиб, (20) формула ушбу

Г ( г ) = £ с п( г - а ) п
п»1

кўринишга келади.
Айтайлик, (20) формулада

с, = с2 =...=ст_, =0
бўлиб,

°т  560
бўлсин. У ҳолда (20) тенгликдан

(2 1 )

Ш )  =  ^ п ( * ~ * ) П = С т ( 2 - * ) т + Ст+1Г2-а/”+1 +
п*0

+ст+2<'2- а/ " +2+-  =
= ( г - а ) т [ст + с ^ ( г - а ) + . . . ]

бўлиши келиб чиқади.
Маълумки,

Г<0(г )
И

Юқоридаги (21) муносабатни эътиборга олиб,
Г'и (а) = 0 ( 1= 1,2....ю -1 ;

бўлишини топамиз.
Бу ҳолда г=ануқта £(г) функциянинг т  каррали ноли 

дейилади.
Шундай қилиб, 2=ануқта Г(г) функциянинг т  каррали 

ноли бўлса, у ҳолда

бўлиб,
{ ( г )  = ( г - а ) т %(г)

&( г) = с„, + ст+( - а; + ст+2 ( г - а ) 2+...
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(ъ (я)* 0) функция г= а  нуқтада голоморф бўлади.
Аксинча, агар { ( г )  функция қуйидагича 

{ ( г )  = ( г - а ) т в (г)
ифодаланиб, %(г) функция г= а  нуқтада голоморф бўлса, 
г=ануқта { ( г )  функциянинг т  каррали ноли бўлади.

{ ( г )  функция г=оо нуқтада голоморф бўлсин. Бу ҳолда 
2=00 нуқта атрофида { ( г )  функцияушбу

^ 2 ;= с0+ Х с„ 4 -  (22)цж1 2
қаторга ёйилади.

2=00 нуқта { ( г )  функциянинг ноли бўлсин.
Равшанки, бу ҳолда

с0 = {(» )= 0
бўлиб, (22) формула ушбу

(23)
о*1 ^

кўринишга келади.
Айтайлик, (23) формулада

с1=с2 =... = ст _1=0
бўлиб,

ст *  ®
бўлсин. Бу ҳолда 2=оо нуқта { ( г )  функциянинг т  каррали 
ноли бўлади. У ҳолда (23) формуладан

°° 1 1 1 1 
и * )  = X  Сп = С«» + С™+1 ^т+Г +  С["+2 ^ш+2 + " =

= ^ г ( с т  +ст+11 + с т+2^-+ ...] = ± ^ г )  

бўлишини топамиз. Бу ерда

ФГ2>1 = ст  +сю+1 - +сга+2 ~ + .. .
2 2

функция учун
< р ( а > )  =  С т  = 0

бўлиб, <р(г) функция 2 =оо нуқгада голоморф бўлади.
Аксинча, агар { ( г )  функция қуйидагича

{ ( г )  = ~ < р (г )  
г
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ифодапаниб, <р(г) функция 2=00 нуқтада голоморф бўлса, у \ 
холда г=оо нуқта £(г) функциянинг т  каррали ноли бўлади.

Энди голоморф функциянинг ноллари ҳақидаги хоссани , 
келтирамиз. |

Т е о р е м а . Фараз қилайлик, Т(г) функция г= а  нуқтада 1 
голоморф бўлиб, шу 2=а нуқта £(г) функциянйнг ноли 
бўлсин: £ (а )= 0 . У ҳолда ё £(г) фунқция а нуқтанинг бирор 
атрофида айнан нолга тенп Г(г)яО , ёки а нуқтанинг шундай 
атрофи топиладики, бу атрофда Г(г) функциянинг 
2 = а нуқтадан бошқа ноли бўлмайди.

И с б о т . Шартга кўра Т(г) функция г=ануқтада 
голоморф. Унда функция 2 = ануқта атрофида қаторга 
ёйилади:

Г (г)=  ^ с в( г - а ) п (24)
п=0

Айтайлик, (24)да барча с„ лар нолга тенг бўлсин:
Сц = С[ = с  ̂=...= 0

Равшанки, Бу ҳолда функция г= а  нуқта атрофида Г(г) = 0 
бўлади.

Энди (24) да
°0 =С1 = с2 =■••= ст-1 =0

бўлиб,
с т  *  0

бўлсин. Бу ҳолда 2=а нуқта Т(г) функциянинг т  каррали 
ноли бўлиб, у қуйидагича

Г(г) = ( г - а ) т ё (г)
ифодаланади. Бу ерда %(г) функция г= а  нуқтада голоморф ва 
■£(а)*0 . Айни пайтда %(г) функция 2=ануқтада узлуксиз ҳам 
бўлади. Унда % (а)*0  бўлганлиги сабабли 2 = ануқтанинг 
шундай атрофи топиладики, бу атрофда % (г)*0  бўлади. 
Бинобарин, шу атрофда Г(г) функциянинг 2=а нуқтадан бошқа 
ноллари бўлмайди.

Бу хосса голоморф функция ноллари яккаланган бўлишини 
билдиради.
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7 -Б О Б

ЛОРАН ҚАТОРЛАРИ. МАХСУС НУҚТАЛАР 
ВА УЛАРНИНГ ТУРЛАРИ

Биз 6-бобда голоморф функцияларни ўргандик. Жумладан, 
((г) функция

0  = |2еС г:|2-а|<Я }
доирада голоморф бўлса, у Тейлор қатори 

{ ( г ) = Х сп(х ~ а>а
п*0

га ёйилишини кўрдик. Бу ерда

.  — * - г .  К . И .
7т

л

бўлади (у, = {|1 -а |= г},0 < г< К ).
Қ г) функция ҳалқада голоморф бўлса, уни шу ҳалқада 

қаторга ёйиш масаласи комплекс анализ ва унинг татбиқларида 
муҳим аҳамиятга эга.

1-§.Лоран қаторлари

1°. Л о р а н  қ а т о р и  т у ш у н ч а с и .  Айтайлик, 1(г) 
функция ушбу

К  = (г  еСг.т <1г-а|< Я}
соҳада (ҳалқада, 44-чизма) голоморф бўлсин, бунда г>0, 
Я ^-н».

44-чизма
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К соҳада ихтиёрий г  нуқта олиб, уни тайинланган деб 
қараймиз. Сўнг шундай

К , = {X е Сг.т, <Ц -а|< 
соҳани (ҳапқани) оламизки, бунда

г < г, < К., < К

бўлиб, г  еК, бўлсин. Равшанки, 6у ҳолда К ,с  К бўлади (45- 
чизма).

45-чизма

Ушбу
{* еСг:|Г-а|= г,} , {* еСг:|{-а |=  К ,} 

айланаларни мос равишда у, ,Г, орқали белгилаймиз: 
у, = {*е С г.-|1-а|=г,},

Г, = {1 е С г:|1-а|=К,}.

Унда К, соҳанинг чегараси
9К, -  у, У Г ,

бўлади. Бу ерда у, ва Г, айланаларда йўналиш соат стрелкаси 
йўналишига қарши қилиб олинган.

Қаралаётган Қ г) функция К (К ,с  К) соҳада голоморф 
бўлганлиги сабабли Кошининг интеграл формуласига кўра 
У геК , учун

Г(2) = ——г |
2я‘ « , 1 - "

бўлади. Равшанки,

-1 . [ Я ^  = _ 1 _ (Я Ц
2я .•. I - г 2 т." Х -го к., I I Г|

1111
х - г

4 1 .
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Демак,

2 т } 1 - 2  2та } % -г
(1)

VI еГ, учун текис яқинлашувчи | < 1)  ушбу

1 2 - в ( г - * ; п
|П+1

* “ *  Г* - а^ 1 - |Г £ )  ' - ° + а - а ;2+ '" + « -в )

қаторни — { ( I )  га кўпайтириб, сўнг Г, бўйича ҳадлаб интег- 
2п

ралласак,

/Х1Г. 2 п*0
(2)

ҳосил бўлади. Бу ерда

с„ = ~ т | -  - " 1 *  ( п -0,1,2,...) (3)
2x1

(Шуни таъкидлаш лозимки, бу ҳолда (3) муносабатдаги сп

коэффициентлар 5-боб, 2-§ да келтирилганидек —  Гг"; Са;га
п/

тенг қилиб олиб бўлмайди. Сабаби, Ц г )  функция а нуқгада 
голоморф бўлмаслиги мумкин).

Энди (1) тенгликнинг ўнг томонидаги иккинчи интеграл

остидаги —— функцияни V/ е у ,, учун қуйидагича 
( -  2

1 ___1 1 ___1 *-■  Ц ~ * )а
г - 2  г  — а ! * -а  г -а  С г -» /  С г-а;п+1

г -а

ёзиб оламиз. VI е ух да

бўлганлиги сабабли (3) қатор текис яқинлашувчи бўлади.
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Юқоридагидек, (4) тенгликнинг ҳар икки томонини
2ш

га кўпайтириб, сўнг бўйича ҳадлаб интеграллаб

1
2я 1г. 2 «->

бўлишини топамиз, бунда

4„ = ■—  1 и и  Гг -а  )” " 1 йт ( п = 0,1.2,...)

бўлади. Натижада (1), (2) ва (5) муносабатлардан

Н г)  = ^ с „ ( х ~ а )п + 2 Х  ( г -а )~ п
п«0 п«*1

(5)

(6) 

(7)

бўлиши келиб чиқади.
(3) ва (6) формулалардаги 1,2,3,... қийматларни қабул 

қиладиган п индексни, -1,-2,-3,... қийматларни қабул қиладиган 
-п  индекс билан алмаштирсак, унда (6) формула ушбу

4 - „= ^ т |г < и  ( { -а Г " -1* (8)
п

кўринишга келади.
Агар г  нуқта К соҳадаги ихтиёрий нуқта эканини, { ( г )  

функция шу соҳада голоморф бўлишини ҳамда ва Г\
чизиқлар К соҳага тегишлилигини эътиборга олсак, Коши 
теоремасига кўра

I (1 -а Г +1
ч».

умуман,
Г(Х) 1<К= ( 

П -а>п+1 4* - !
т

С»-а>п+1
■*

бўлишини топамиз. Бу ерда

К р = еСг.|1~а| = р.г^ < р < К .,|.

Энди (3) ва (8) тенгликларни солиштириб 
4_»=сп (п = 0,1Д,...)

яъни
4П — С-П

бўлишини топамиз. Бу ҳол
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£ с пГ2-а>п ва £ 4 п( г - я Г а
п -0  л«1

йиғиндиларни бирлаштириб, ушбу -

£ с  п( г - я Г
П*-<в

кўринишда ёзиш имконини беради:

^ с а( г - я ) а = ^ с п( г - я ) п + ^ с а( г - я )  " .
а«>п“ 0

Демак, 

бўлиб, бунда

и г ) =  Х с а( г - я ) а
л*-«о

(п  = 0Л,±2,...)
2го 3 (Х -я )* *1

бўлади.
Шундай қилиб қуйдаги теоремага келамиз:
1 - т е о р е м а .  Ушбу

|2 еСг.г <|г-а|<К.|

соҳада(ҳалқада) голоморф бўлган ихтиёрий 1(г) функция шу 
соҳада яқинлашувчи

£ с пг г -а ;“
П—00

қаторнинг йиғиндиси сифатида ифодаланади: 

иг)=  З Х гг -а )" .
П*-00

Бу ерда қаторнинг коэффициентлари

бўлиб, г < р < К бўлади. Одатда, бу теорема Лоран теоремаси 
дейилади.

1 - т а ъ р и ф. Коэффициентлари

= —  г1 м  у
« V

4П+127ЙМ - рП -» /  
формулалар ёрдамида аниқланадиган

чй ( п = 0,±1,±2,...)
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2 >  и( г - * ) а
п—во

қягор 1(г) функциянинг К соҳадаги (ҳалқадаги) Лоран қатори 
дейилади.

1(г) функция К соҳада (ҳалҳада) голоиорф бўлса, теоремага 
биноан

Кг)= £ с  п<г-шГ
В*“ 0̂

бўлишини эътиборга олиб, бу ҳолда 1(г) функция К  соҳада 
(ҳалқада) Лоран қаторига ёйилади деб айгамиэ.

Демак, 1(г) функциянинг Лоран қатори г-а нинг мусбат ва 
манфий бутун даражалари бўйича ёйилган қаторни ифодалар 
экан.

Юқорида айтилганлардан ҳамда даражали қаторлар 
ҳақидаги маьлумотлардан фойдаланиб, қуйидаги ҳулосаларга 
келамиз.

1) Лоран қатори

£ с л( г - а ) п
П—«

ни иккита

£ с ^ г - а Г  (9)
п-0

ю  Т .сп ( г - * ) а (Ю)
п*-1

қаторларнинг йиғиндисидан иборат деб қараш мумкин. Одатда 
(9) қатор Лоран қаторининг тўғри қисми, (10) қатор эса Лоран 
қаторининг бош қисми дейилади.

2) Лоран қаторининг тўғри қисми

^ с „ ( г - а ) п
п«0

5-боб, 2-§ да ўрганилган даражали қатордир. Унинг яқинлашиш 
соҳаси Абель теоремасига кўра |г-а |< К  доирадан иборат
бўлиб, яқинлашиш радиуси Коши-Адамар формуласи

— = Цш! 
К п-*эт

га кўра топилади. (9) қатор | г - а |< К ,  (К ,  < К )  да текис 
яқинлашувчи бўлади.
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(Ю )

3) Лоран қаторининг бош қисми

^ с л( г - * ) п
п»-1

1 -да = ------деиилса» унда оу қатор
г~а

ОО
Е с-»«"
п*1

кўринишга эга бўлади. Бу қатор Абел теоремасига кўра

Н<;
да яқинлашувчи бўлиб, яқинлашиш радиуси Коши-Адамар 
формуласига кўра

г = 1пп
И >«

бўлади. Демак.

'£ с п( г -а )п
п«-1

қатор доиранинг ташқи қисми бўлган
|г-а|>г

соҳада яқинлашувчи бўлади.
4) Агар г г  К  бўлса, Лоран қаторининг яқинлашиш соҳаси 

бўш тўплам бўлади.
Агар г < К бўлса, Лоран қатори

2 , с „ ( г - * ) п

нинг яқинлашиш соҳаси
|г е С 1:г < |г -а (< К |

ҳалқадан иборат бўлади.
5) Агар 1(г) функциянинг Лоран қатори 

К  = |г  еСг.т < |г-а | < к }

соҳада (ҳалқада) яқинлашувчи бўлса, Абель теоремасига кўра 
қатор

|ге С 2:г1 5 |г -а |£ К 1}

(т < г, < К , < к ;  ёпиқ соҳада текис яқинлашувчи бўлади.
Вейерштрасс теоремасига кўра Лоран қаторининг йиғиндиси 

1(г) функция
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| г  еСг:г < |г -а | < &} 

соҳада голоморф бўлади.

2*. Функцияни Лоран цаторига вйилмасининг 
ягоналиги

Биз
К  = | г  е С г. т < | г - а | < К }

соҳада (ҳалҳада) голоморф бўлган ҳар қандай {(2) функцияни 
Лоран қагори

1 ( г )=  £ с „ г г - а /

га ёйилишини кўрдик. Равшанки, {(2) функциянинг Лоран қатори 
(Тейлор қатори сингари) ўз коэффициенглари

с„ ■ Л -Г  -Г-3 / ^
2 й ' (1-а>п+1

билан тўлиқ аниқланади.
Энди 1(2) функциянинг Лоран қаторига ёйилмасида 

коэффициент с„ лар ягона ҳолда аниқланишини, яъни ((г) 
функция турли усуллар билан Лоран қаторига ёйилганда уларда 
коэффициентлар ҳар доим бир хил бўлишини кўрсатамиз.

2 - т е о р е м а .  1(г) функция К  = (ге С 2: г < | г - а |< к }
соҳада (ҳалқада) голоморф бўлсин. Еу функциянинг Лоран 
қаторига ёйилмаси

Ц г)  = ]ЕспГ г-а )в
П—«О

ягонадир.
И с б о т . Тескарисини Фараз қилайлик, яъни К соҳада 

(ҳалқада) голоморф бўлган д г) функциянинг Лоран қатори 
иккита

Ц г )=  '£ с а( г - а ) а (11)

Г (г)=  '£,сп( г - а ) а (12)

бўлиб, С „ *  с'п бўлсин. Ушбу

£ с п( г - а ) а = ^ с л( г - а ) а
Цш-вО Цв̂ О
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тенгликнинг ҳар икки томонини ( г - а )  “  1 (т -  тайинланган бутун 
сон) га кўпайтирамиз:

£ с п(г - а Г т - 1 = £ с п( г - а Г т - 1.
п»“ во П*“ во

(11) ва (12) қаторлар |г еС г.|г-а[ = р |, ( г< р < К .)  айланада
текис яқинлашувчи бўлганлиги сабабли уларни шу айлана 
бўйича ҳадлаб интеграллаш мумкин. Ҳадлаб интеграллаб 
қуйидаги

I  с„ \ ( г - а Г т -'<1г= £  с'п [ ( г - а Г ^ г  (13)
п— оо | г - * | - р  П“ - «  |г -а |-р

тенгликка келамиз.
Маълумки, ихтиёрий бутун К сони учун

Г/ чк .  / 0 .  к *  -1| ( 2 - а )  «12=\2 ^  к = _ !
| г - .| -р

бўлади. Бу тенгликдан фойдаланиб, (13) муносабатдан

бўлишини топамиз. Бу эса теремани исботлайди.
Одатда, бу теорема ягоналик теоремаси дейилади.
Э с л а т м а . Функцияларни Лоран қаторига ёйиш масапаси 

унинг сп коэффициентларини аниқлаш билан ҳал қилинади. Бу
оп коэффициентлар интегралларни ҳисоблаш билан топилади.
Кўпинча бундай интегралларни ҳисоблаш қийин бўлади. 
Ягоналик теоремаси функцияларни Лоран қаторига ёйишда 
бошқа усуллардан фойдаланиш имкониятини яратади.

Шунинг учун функцияларни Лоран қаторига ёйишда турли 
усуллардан фойдаланиш мумкин бўлади.

М и с о л . Ушбу

( ( г )  = г
г2 -З г+ 2

функцияни
К  = е Сг:1 < [г) < 2}

соҳада (ҳалқада) Лоран қаторига ёйинг. 
Берилган

Ц г) = г
г2 -З г  + 2

функция 2 = 1, г = 2 нуқталарда голоморф бўлмасдан
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К  = {1<Н <2}

соҳада(ҳалқада) голоморф. Бинобарин, 1-теоремага кўра 
функция шу ҳалқада Лорам қаторига ёйилади. Бу ёйилмани 
топиш учун қаралаётган функцияни қуйидагича 

2 2 1Ғ(2) =
-3 2 + 2  2 -2  2 -1

(14)

ёзиб оламиз. Бу тенгликнинг ўнг томонидаги

/|г| < 2}  доирада голоморф.
Равшанки,

2 2 
2-2

2 - 2
функция

1

4 - 1 ) - I
бўлиб,

_ ^  = 1+1 +{1}2+../|У +...= £-^-2“
1_2 2 \ 2 )  \ г )  ~ 02п

бўлади. Демак,
ОЭ *

- - Е ^ г 2"
п*04

бўлиб, бу қатор {\т \<2}  да яқинлашувчи бўлади.

Энди (14) тенгликнинг ўнг томонидаги ——̂  функцияни 

олиб, уни қуйидагича
1

2 -1

-1

ёзиб оламиз. Равшанки, бу функция {|г)> 1} да голоморф 

бўлиб, у яқинлашувчи
1 1 1 ^—  1+ -+ -5 -+ ...+— +...

24 2 2* 2П )
қаторга ёйилади. Демак,

1 у . 1 
2-1 ± (2 Пп»14

бўлиб, у {]г| > 1} да яқинлашувчи бўлади.
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Натижада К  = {1 < |г) < 2} соҳа (ҳалқа) да (14) тенгликка кўра
во 00 -09 00

п»0 0*1 п*0 4
ИЪНИ

бўлади. Демак,
'П«-1 0*0 ^

(  -аО 00 Л

^п*-1 п*0 ^22 -32 +2

3°. Л оран қатори  коэф ф ициентлари  учун  Кош и 
те нгсизл икл ари . Фараз қилайлик, 1(г) функция 

К  = |г  е Сг.т < \г -  а| < К.| 

соҳада (ҳалқада) голоморф бўлиб,
тах\{(г)\ = М, 7р = ||2-а| = р |, г< р < Я

бўлсиа У ҳолда 1(г) функциянинг К  ҳалқадаги Лоран қатори

Г (г)=  '£1са( г - я ) п
П * —СО

коэффициентлари учун ушбу

|с„|5  4  Гп = 0.±1,±2,...; (15)
Р

тенгсизликлар ўринли бўлади.
Ҳақиқатан ҳам, Лоран қатори коэффициентлари учун

• ■ - 5 Г .  I
бўлишини эътиборга олиб,

{(И
п+1

<Й

>. г Г
р ‘ | . 4 „ « - а) I 2р |« |- .1 > -а1 

£ _ л _  г м = _ л _ , 2рг, “
2 Р' 2 РГ ’

N
п+1

бўлишини топамиз. Демак,
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(п = 0,±1,±2,...;

Бу тенгсизликлар Коши тенгсизликлари дейилади.

2-§. Махсус нуқталар ва уларнинг турлари

1°. М а х с у с  н у қ т а л а р .  Биз аввалги бобларда голо- 
морф функциялар ва уларни хоссаларини ўргандик. Агар а € С 
нуқгада {(2) функциянинг голоморф бўлиши шарти бажарил- 
маса, у ҳолда функцияни шу нуқта атрофида ўрганилади.

Одатда, бундай нуқта 1(г) функциянинг махсус нуқтаси деб 
қаралади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар 1(г) функция ушбу 
|ге С - 0 < |г -а )< г |

соҳада (а нуқганинг ўйилган атрофида) голоморф бўлса, у 
ҳолда а нуқта 1(г) функциянинг яккаланган махсус нуқтаси 
дейилади.

М и с о л . Ушбу

функцияни қарайлик. Равшанки, бу функция 
|геС- 0<|г + ||<г|

соҳада (ҳалқада) голоморф. Бинобарин, а = -1 нуқта берилган 
функциянинг яккаланган махсус нуқтаси бўлади.

3 - т а ъ р и ф .  Агар 1(г) функция ушбу 
|г е С: К. < |г| < +оо|

соҳада голоморф бўлса, у ҳолда а = »  нуқта Цг) функциянинг 
яккаланган махсус нуқтаси дейилади.

М и с о л . Ушбу
Т(2) = ег

функцияни қарайлик. Бу функция
|г е С: К. < |г) < +оо|

соҳада голоморф. Демак, а = +оо нуқта берилган Т(г) = ег 
функциянинг яккаланган махсус нуқтаси бўлади.

Функциянинг яккаланмаган махсус нуқталари ҳам бўлади. 
Масапан, ушбу

Г(г) = — 1—  (16)
Л

5Ш —
2
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функцияни қарайлик. Равшанки,

а = 0 ҳамда а„ = — (п  = ± 1,±2 ,.„)  
п

нуқталар (16) функциянинг махсус нуқталари бўлади. Бунда 
• -0  махсус нуқта берилган функциянинг яккаланган махсус 
нуқтаси бўлмайди.

Дарҳақиқат,

Цш ап =  Ит — =  0
П-»« п-*» П

бўлганлиги сабабли, а = 0 нуқтанинг ҳар қандай ўйилган атрофи
У 8 ^  = { °< Н < 5 }

да функциянинг махсус нуқгалари бўлади. Демак, а = 0 
берилган функциянинг яккаланмаган махсус нуқтаси экан.

Биз қуйида яккалгшган махсус нуқталарни ўрганамиз. 
2 ° . Я к к а л а н г а н  м а х с у с  н у қ т а л а р н и н г  

т у р л а р и . Айтайлик а нуқта |(г) функциянинг яккаланган 
махсус нуқтаси бўлсин. Унда 1(г) функция 

{геС - 0 < |г -а |< г }

соҳада (а нуқтанинг ўйилган атрофида) голоморф.
1(г) функциянинг г-»а  даги лимитининг характерига қараб 

яккаланган махсус нуқталар турларга ажралади.
4 - т а ъ р и ф .  Агар г->  а да 1(г) функциянинг лимити 

мавжуд бўлиб,
Ит£(г) = А (А-чекли)
г-м

бўлса, у ҳолда а нуқта 1(г) функциянинг бартараф қилини- 
надиган (четлатилиши мумкин бўлган) махсус нуқтаси дейилади. 

М и с о л . Ушбу

{ ( г ) - ш г

функцияни қарайлик. Равшанки, бу функция С \{г  = 0} да

голоморф бўлиб, а = 0 нуқта унинг яккаланган махсус нуқтаси 
бўлади. Айни пайтда

д/я г , . 1  г г ' I г  г
г->0 г м ш !  3/ 5/ )  г-*о1 3/ 5/

= 1

бўлади.
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Демак, а нуқта бернлган функциянинг бартараф қили- 
надиган махсус нуқтаси бўлади.

5 - т а ъ р и ф .  Агар г-» а  да 1(г) функциянинг лимити 
мавжуд бўлиб,

И т?(2) =оо 2-м
бўлса, у ҳолда а нуқта Қ г) функциянинг қутб махсус нуқтаси 
дейилади.

М и с о л . Ушбу

функцияни қарайлик. Бу функция С \{г  = -1} да голоморф
бўлиб, а = -1 нуқга унинг яккаланган махсус нуқтаси бўлади. Бу. 
функция учун

Цт ——  = «> 
г-»-1 г +1

бўлганлиги сабабли а = -1 берилган функциянинг қутб нуқтаси 
бўлади.

б - т а ъ р и ф . Агар г-» а  да {(2) функциянинг лимити 
мавжуд бўлмаса, у ҳолда а нуқта 1(г) функциянинг ўта (муҳим) 
махсус нуқтаси дейилади.

М и с о л . Ушбу
1

1 ( г )  = е*
функцияни қарайлик. Бу функция С • {х = 0} да голоморф
бўлиб, 2 = 0 нуқта унинг яккаланган махсус нуқтаси бўлади.

Қаралаётган функциянинг г -» 0  да лимити мавжуд эмас. 
Ҳақиқатан ҳам, агар г  = х бўлиб 0 га интилса, унда

_1_ I
Цт ех =оо, Цт ех = 0

х->+0 х -» -0

бўлади, ва демак, г  = х -»0 ^а лимити мавжуд эмас.
Агар г = 1у бўлиб 0 га интилса, унда 

1
-  1 • . 1е 2 = соз----1 лш—

У У
1

бўлишини эътиборга олиб, г = 1у-»0 да Т(г) = е* функциянинг 
лимити мавжуд эмаслигини топамиз. Демак, 2 = 0 нуқта 
берилган функциянинг ўта махсус нуқтаси бўлади.
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3 ° . М а х с у с  н у қ т а л а р  б и л а н  Л о р а н  
қ а т о р л а р и  о р а с и д а г и  б о ғ л а н и ш л а р .

Фараэ қилайлик, Цг) функция
К  = {а е С ,; 0 < |г-а | < г |

соҳада (а нуқтанинг ўйилган атрофида) голоморф бўлиб, а 
нуқта шу функциянинг яккаланган махсус нуқтаси бўлсин. Унда 
1-гворемага кўра 1(г )  функция К  да Лоран қатори

* ( г )=  '£ с л( г - я ) а (17)
ца-ф

га ёйилади. Қаралаётган функциянинг Лоран қатори (17) га 
нисбатан қуйидаги учта ҳолни қараймиз:

а) (17) қаторда г -а  айирманинг манфий даражали ҳадлари 
қатнашмаган ҳол;

б) (17) қаторда г - л  айирманинг манфий даражали 
ҳадларидан чекли сондагиси қатнашган ҳол;

в) (17) қаторда г -а  айирманинг чексиз кўп манфий 
даражали ҳадлари қатнашган ҳол. Мана шу ҳолларга қараб 1(г) 
функциянинг яккаланган махсус нуқталарининг турларини 
аниқлаш мумкин бўлади.

Бартараф этиладиган махсус нуқта
3 - т е о р е м а .  Қ г) функциянинг яккаланган махсус 

■ еС нуқтаси унинг бартараф этиладиган махсус нуқтаси 
бўлиши учун функциянинг Лоран қаторига ёйилмаси (17) да 
г -а  айирманинг манфий даражали ҳадлари қатнашмаслиги 
зарур ва етарли.

И с б о т .  З а р у р л и г и . а  нуқта 1(г) функ- 
циянинг бартараф этиладиган махсус нуқтаси бўлсин. Унда 

0 да 1(г) функциянинг чекли лимити мавжуд бўлади:
Цш Г( г) = А (Ачекли).
г-»ж

Чекли лимитга эга бўлган функциянинг хоссасига биноан а 
нуқтанинг ўйилган

|ге С : 0 < |г - а |< к |

атрофида 1(г) функция чегараланган бўлади, яъни шундай 
ўзгармас М > 0 топиладики,

|1 У ф М
тенгсизлик бажарилади. Ушбу

0 < р < К
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тенгсиаликни қаноатлантирувчи ихтиёрий р сонини олайлик. 
Унда Коши тенгсиаликларига кўра {(г) функциянинг Лоран 
қатори коэффициентлари учун

(п = 0,±1,±2,...) (18)
р

бўлади.
Агар п=-1,-2,-3,... бўлиб, р->0 да 0 < р < К

М л 1ип—  = 0
р-»0 р"

бўлишини эътиборга олсак, унда (18) муносабатдан
С-1 =С _2 = . . .=  С_„ = . . .=  0

бўлишини топамиз. Бу эса (17) Лоран қаторида 2 -а  
айирманинг манфий даражали ҳадлари бўлмаслигини 
билдиради. Бошқача айтганда бу ҳолда (17) Лоран қаторининг 
бош қисми айнан нолга тенг бўлади.

Е т а р л и л и г и .  Айтайлик, 1(г) функциянинг Лоран 
қаторига ёйилмаси (17) да 2 -а  айирманинг манфий даражада 
қатнашган ҳадлари бўлмасин, яъни Лоран қаторининг бош 
қисми айнан нолга тенг бўлсин. Бу ҳолда 1(г) функциянинг 
Лоран қатори ушбу

«*во
Ц г )  = ^ с „ ( г - а ) а = с0+с 1( г - а ) + с 2( г - а ) 1+... (19)

п *0

кўринишга эга бўлади. Демак, а нуқта 1(г) функциянинг 
бартараф этиладиган махсус нуқтаси. Теорема исбот бўлди.

4 - т е о р е м а .  1(г) функциянинг яккаланган махсус 
а еС нуқтаси унинг бартараф этиладиган махсус нуқтаси 
бўлиши учун а нуқтанинг бирор ўйилган атрофи
| г е С  0 < |г -а | < да 1(г) функциянинг чегараланган
бўлиши зарур ва етарли.

Бу теореманинг исботи юқорида келтирилган 3-теорема- 
нинг исботи кабидир.

Фараз қилайлик, а нуқта 1(г) функциянинг бартараф 
этиладиган махсус нуқтаси бўлсин. Бу ҳолда г ->0 да 1(г) 
функция чекли лимитга эга бўлади. Агар

ИшГ(г) = Г(а)
2-»1

деб олинса, функциянинг а нуқтадаги махсуслиги бартараф 
этилади. Махсус нуқтанинг бартараф этиладиган деб номла- 
нишининг боиси ҳам шундадир.
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Қутб нуқта
5 - т е о р е м а .  Цг) функциянинг яккаланган махсус 

• вС  нуқтаси унинг қутб нуқтаси бўлиши учун функциянинг 
Лоран қаторига ёйилмаси (17) да г - а  айирманинг манфий 
даражали ҳадларидан чекли сондагисининг бўлиши зарур ва 
етарли.

И с б о т .  З а р у р л и г и . а  нуқта 1(г) функ- 
циянинг қутб нуқтаси бўлсин. Унда г -> 0  да Т(г) функциянинг 
лимити мавжуд бўлиб,

ИтГ(г) =оо 
2-*1

бўлади.
Бу ҳолда а нуқтанинг ўйилган I I  = 1 0 < |г -а |< г | атрофи

топиладики, бу атрофда 1(г) голоморф функция бўлиб,
Г ( г ) * 0  (хей)

бўлади. I I  даушбу

функцияни қарайлик. Равшанки бу функция I I  да голоморф 
бўлади.

Иккинчи томондан
Цш <р(г) =  0
г-¥л

бўлади. Демак, г= а  нуқтада <р(г) функциянинг бартараф
этиладиган махсус нуқтаси экан. 

Агар
1тнр(г) =0 = <р(а) 
г-*«

дейилса, унда <р(г) функция (геС - |г-а |< г) доирада голо- 
морф бўлиб қолади.

г= а  нуқта <р(г) функциянинг ноли бўлгани учун уни

<р(г)=(г-а)а\у(г)
кўринишда ёзиш мумкин. Бу ерда у ( г )  а нуқтада голоморф 
функция бўлиб, \у(г)*0  бўлади.

Шундай қилиб, қаралаётган II атрофда

Г(г) = Ф) (г-а)" Ц*) (19)

бўлишини топамиз.
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Энди функцияни а нуқта атрофи {геС : |г -а |< г | да
Ц г)

Тейлор қаторига ёйамиз:

~ Т ~ \= с -а  + с _ п4.1( г - а № .. .+ с 0( х - а ) п +... . (20)

бунда

с_„ = Ч/(а)
^О.

(19) ва (20) муносабатлардан

Г(г) = с_п( г - а Г "  + с_п+1 г  -  а Г п + 1 г -  а + £ с п( г - а ;“
п-0

бўлиши келиб чиқади.
Демак, а нуқта 1(г) функциянинг қутб нуқтаси бўлганда, 

унинг Лоран қатори бош қисми ҳадларининг сони чекли бўлар 
экан.

Е т а р л и л и г и .  Айтайлик, а нуқтанинг бирор ўйилган 
атрофи |ге С - 0 < |г -а |< г }  да {(г) функциянинг Лоран

қатори-даги г-а айирманинг манфий даражали ҳадларининг 
сони чекли бўлсин:

{ ( г )  = с_п( г - а Г "  +с_п+1{ г -а Г " +,+-+с_1(2 - а Г 1 +
-  (21)

+2)сп{ г - а Г  ( с . „ * 0 )
п«0

Раашанки, Цг) ва ( г - я ) п { ( г ) = у ( г )  функциялар 

{г  е С- 0 < |г -  а| < г} да голоморф бўлади.

Юқоридаги (21) муносабатдан фойдаланиб топамиэ:
Ч/(г) = (2 -а )п -Г(г)=с_п+с_п+1(2 -а )+ с .п+2( г -а )2+... 

Бундан эса
Иш ‘{'(г) = с_п *  0
г-¥ш

бўлиши келиб чиқади. Натижада

ШпГ(г) = 1ш = оо
г->* ( г -а )"

бўлишини топамиз. Бу эса а нуқта 1(г) функциянинг қутб 
нуқтаси эканини билдиради. Теорема исбот бўлди.
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б - т е о р е м а .  {(г) функциянинт яккаланган махсус 
• а С нуқгаси унинг қутб нуқтаси бўлиши учун

<Р(г) = 77"7 ' (<Р(г) *  0)Ц г)
функция а нуқта атрофида голоморф бўлиб, <р(ш) = 0 бўлиши
мрур ва етарли.

И с б о т . З а р у р л и г и .  Айтайлик а нуқга 1(г) функция- 
нинг қутб нуқгаси бўлсин. Унда

<Р(г)
1

{(х )
функция а нуқга атрофида голоморф бўлиб, <р(«) = 0 бўлиши 
юқорида келтирилган теореманинг исботлаш жараёнида 
кўрсатилган эди.

Е т а р л и л и г и .  Фараз қилайлик,

<Р(г) = 1
Ц г)

а нуқтанинг атрофида голоморф бўлиб, <р(а) = 0 бўлсин. Модо- 
мики, <р(х) *  0 экан, унда ягоналик теоремасига биноан а 
нуқтанинг шундай ўйилган атрофи

|г  е С- 0 < \г -  а| < г |

топиладики, бу атрофда ср(г,)*0 бўлади. Демак, шу атрофда

Ц г) = 1
<р(г)

функция голоморф, а нуқта эса унинг яккаланган махсус 
нуқтаси бўлади. Айни пайтда

ШпҒ(г) = Ьш—-— = оо
г-+« г-+« <р(2)

бўлади. Бу эса а нуқта ((г) функциянинг қутб нуқтаси эканини 
билдиради. Теорема исбот бўлди.

Бу теорема функциянинг қутб нуқталари билан унинг 
ноллари орасидаги боғланишни ифодалайди.

Биз б-боб 9°-да функция нолларининг тартиби тушунчаси 
билан танишган эдик. Ундан фойдаланиб ушбу таърифни 
келтирамиз.

7 - т а ъ р и ф .  Ушбу

Ч(г ) ~ 7 7 1  Т(г)
функциянинг а нуқгадаги нолининг тартиби 1(г) функциянинг а 
нуқгадаги қутб нуқтаси тартиби дейилади.
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Масалан, ушбу

<?(г) = ( * - 2 ?
г

функцияни қарайлик. Равшанки, г  = 2 нуқта бу функциянинг 3- 
тартибли ноли. г  = 2 нуқта

функциянинг 3-тартибли қутб нуқтаси бўлади.
Юқорида келтирилган б-теоремадан қуйидаги натижа келиб 

чиқади.
Н а т и ж а .  1(г) функциянинг а қутб нуқтасининг тартиби 

{ ( г )  = с_т ( г -а )~ т  +с_т+1( г -а )~ т * 1+...+с_1( г - а )~1 +

+ Е<:п ('2 -а ;" 
п«0

ёйилмадаги т  сонга тенг бўлади.

Ўта (муҳим) махсус нуқта

7 -  т е о р е м а .  !(г) функциянинг' яккаланган махсус а еС 
нуқтаси унинг ўта (муҳим) махсус нуқтаси бўлиши учун 
функциянинг Лоран қаторига ёйилмаси (17) да г-а айирманинг 
манфий даражали ҳадларидан чексиз кўп сондагисининг бўлиши 
зарур ва етарли.

Бу теореманинг исботи 5- ва 6- теоремалардан келиб 
чиқади.

Функциянинг ўта махсус нуқта атрофидаги характерини 
қуйидаги теорема ифодалайди.

8 -  т е о р е м а ( Ю .  В. С о х о ц к и й  т е о р е м а с и ) .  
Агар а еС нуқта *(г) функциянинг ўта махсус нуқтаси бўлса, у 
ҳолда ҳар қандай А  сони (А е С) олинганда ҳам, а га 
яқинлашувчи шундай {гп} кетма-кетлик (г „-> а ) топиладики,

Ит Ғ(2П) = А
2-ЮО

бўлади.
И с б о т . Айтайлик, А = оо бўлсин. Бу ҳолда а га яқин- 

лашувчи ҳар қандай (гп) кетма-кетлик олинганда ҳам (гп -+ а)

Цш Ғ(2П) = 00
2-»во

бўлишини кўрсатиш керак.
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Шартга кўра а нуқта Т(г) функциянинг ўта махсус нуқгаси. 
Унда 4-теоремага кўра а нуқтанинг шундай ўйилган атрофи 

1 ],^» )=  { ге С :  0 < |2 -* |< г ,}
юпиладики, бу атрофда Т(г) функция чегараланмаган бўлади: 

|Г(2) |> М  ( г е \ } г1(а))
Хусусан, г, е \} г (л) учун

|ГГг,^>1
бўлади.

Энди а нуқтанинг ушбу

г е С. о<|г-а|<Ь-^
атрофини оламиз. Раашанки, И ^ ^ а /с и ^ ^ а )  бўлади.

Қаралаётган Цг) функция бу атрофда ҳам чегараланма- 
ганлигиучун, шундай еЧГ2(а) нуқта топиладики,

бўлади.
Бу жараённи давом эттира бориб, п та қадамдан кейин, а 

нуқтанинг

\ ) , ( а )  = 2 еС 0 < |г -а | < 1̂1 ~а1
2^-1

атрофига келамизки, г„ е Ц  (а) учун

(Г^2п;|> п  (22)
бўлади.

Шу мулохазани давом эттиравериш натижасида { г „ }  кетма- 
кетлик ҳосил бўлиб, п->со да г „  -> а бўлади. Унда (22) 
муносабатдан

Ь т  Г(г„) = оо 
2->»

бўлиши келиб чиқади.
Айгайлик, А *  оо бўлсин. Агар а нуқтанинг ихтиёрий кичик 

133^а> = {г  еС: 0 < |г -а |< б |

атрофида г  нуқта топилсаки, Гсг; = А бўлса, у ҳолда бундай г  
нуқталардан тузилган {гп} кетма-кетлик учун г „ -> а  бўлиб,

Цт Г(гп) = А
г->«о
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бўлади.
Агар а нуқтанинг ихтиёрий кичик 1)&(и) атрофида { (х )= А  

бўладиган нуқталар бўлмаса, у ҳолда, равшанки, бу атрофда

функция голоморф бўлади.
Модомики, 2 = а нуҳта <р(г) функциянинг ўта махсус 

нуқтаси экан, унда юқорида исбот этилганига кўра, а нуқтага 
яқинлашувчи шундай {гп} кетма-кетлик топиладики,

Цш ф(гп) = оо

бўлади. Шуни эътиборга олиб топамиз:

Сохоцкий теоремаси исбот бўлди.
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8-БОБ

ЧЕГИРМАЛАР НАЗАРИЯСИ ВА УНИНГ 
ТАТБИҚЛАРИ

1-§. Чвгирмалар вауларни ҳисоблаш

1°. Ч е г и р м а  т у ш у н ч а с и .  Фараэ қилайлик, Қ г) 
функция

К  = { г е С : 0 < |г -а |< К |
соҳада голоморф бўлиб, а нуқта бу функциянинг яккаланган 
махсус нуқтаси бўлсин.

7-бобнинг 1- § да келтирилган 1- теоремага кўра Қ г) функ- 
ция К да ушбу Лоран қаторига ёйилади:

{ { г )=  £ с п( г - а ) п = '£ с п( г - а ) а + '
п--оо п»0 *

+с_1( г - а Г 1 +с_2( г - а Г 2+..+с_11(2 - а Г п+ -  
Равшанки, бу қатор К соҳада текис яқинлашувчи, жумладан К 
соҳага тегишли бўлган

ур = { г е С : |г -а |= р / 0 < р < Я }
айланада ҳам текис яқинлашувчи бўлади. Бинобарин, (1) қатор- 
ни ур айлана бўйича ҳадлаб интеграллаш мумкин:

ОО

| { ( г )Л г=  £ с „  ^ г - а Л Ь  + с ., ^ ( г - а ) ~ 1Лг +  
тР п"° тР тР
+с_2 { ( г - а Г 2«12+...+с_п ] ( г - а ) ~ айг+...

Тр Тр

Бу ерда ур да мусбат йўналиш олинган.
Маълумки,

Ур
бўлади. Шуни эътиборга олиб

|<Уг><1г=с_1-2x 1 ,

яъни
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бўлишини топамиз.
1 - т а ъ р и ф .  Ушбу

Ь 1и *№
Ур

миқдор, яъни 1(г) функциянинг Лоран қаторига ёйилмасидаги С| 
коэффициент 1(2) функциянинг яккаланган махсус а нуқтасидаги
чегирмаси дейилади ва ге$ Ғ(х) каби белгиланади:

2*1

ге8Г(2) = —5-7 Гг(2)с12 (2)
гаа 2п \ •/

Тр

(гез - французча КезУп сўзининг қисқача ёзилиши бўлиб, у 
«чегирмаедеган маънони англатади).

Бу таъриф ва 7-6об, 2-§ да келтирилган 3-теоремадан қуй- 
идаги натижа келиб чиқади.

Н а т и ж  а . Агар 2 = а нуқта Г(г) функциянинг бартараф 
этиладиган махсус нуқтаси бўлса, функциянинг шу нуқтадаги 
чегирмаси нолга тенг бўлади:

геяГ(г) = 0

М и с о л . Ушбу

Гр

Г(2) = 5 М 2

2

функцияни қарайлик. Бу функция г  = 0 нуқтанинг ўйилган ат- 
рофи { г е С : 0 < |г( < К.| да голоморф ва унинг учун г = 0

нуқта яккаланган махсус нуқта бўлади. Берилган функциянинг 
{2 е С . 0 < |г) < даги Лоран қатори

з т  2 
2

2
4

5'

бўлади. Равшанки, бу ҳолда с_, = 0 бўлади. Демак, Г( г )  =
2

функциянинг 2 = 0 нуқтадаги чегирмаси

ге$Г(2)= г е $ ------ = 0
х=0 х=0 2

бўлади.
Энди функциянинг оо даги чегирмаси тушунчасини келтира- 

миз.
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Айтайлик, {(2) функция {г  е С . К0 < |г) < оо| соҳада голо-

мпрф ва а=оо нуқта унинг учун яккаланган махсус нуқта 
Лулсин.

2 - т а ъ р и ф . Ушбу

т»
миқдор, яъни 1(г) функциянинг Лоран қаторига ёйилмаси (1) 
даги с_, коэффициентни манфий ишора билан олинган қиймати 
((/) функциянинг яккаланган махсус а=оо нуқтадаги чегирмаси 
дейиладива тев((2 ) каби белгиланади:

2—оО

ге$£(2) = Гғ(г)Й2 
гя с о  2т  1

Юқоридатидек, ((2) функциянинг [ г е С :  К0 <|г)<оо| даги 

Лоран қатори
Т(г) = с0 ■ +-с_1г' 1 +с_ ,г"г +...+с_п2"п+...+с12 + С222+...+сп2п+... 

ни
Т а = (г е С : |г) = К0, К „< К }  

айлана бўйича ҳадлаб интеграллаб
|Г(г)<1г = 2я 1 -(-с_1) ,  
тк

яъни

гвв Ғ(г) = —̂ -7 \Т(г)&г =  -с_ } 
г-ю 2X1 1

Т к
бўлишини топамиз.

а) Фараз қилайлик, а нуқта ((2) функциянинг оддий (бир 
каррали) қутб нуқтаси бўлсин.

Маълумки, бу ҳолда Г(г) функциянинг а нуқта атрофидаги 
Лоран қатори ушбу

Г (2 )  = с _ 1( 2 - 8 ) ' 1 + £ с п ( г - а ) а
п*0

кўринишга эга бўлади. Кейинги муносабатдан
оо

с_, = ( г -а )Г ( 2) - ( 2 - а ) 2 ]сп(2 - а ) п
п*0

бўлиши келиб чиқади. Бу тенгликда 2 -> а да лимитга ўтиб
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с_1 = иш[(2-а)Г(2)1 
2-+11 1

бўлишини топамиз.
Демак, 1(2) функциянинг а нуқтадаги чегирмаси

гввГ(г) =  Цт[(г-а)Ғ(г)] (3)

бўлади.

Хусусан, { (х )  = ̂ ~  бўлиб, <р(г) ва у ( г )  функциялар •

нуқтада голоморф, <р(а) * 0  , \р(а) = 0, \р (а ) * 0  бўлса, а нуқта
Ғ(г) функциянинг қутб нуқтаси бўлганда

. .. (г-а)<р(2)168 Ғ( 2) = Ьш--------- - =2-1 г-м \р(г)
= Нш-----________

г->» Ц/(г)-ч<(а) уЧа)
г - а

бўлади. Демак,

Г65<р(г) _  <р(а)
г-»\р(2> \р'(а) (4)

б) Фараз қилайлик, а нуқта 1(2) функциянинг ш каррали 
қутб нуқтаси бўлсин. Бу ҳолда Ғ(г) функциянинг а нуқта атро- 
фидаги Лоран қатори ушбу

Г (2 )  =  - . + — +.. .+—=1-+с0 + 
\“ -1 2 - а(2 -а ) т (2 - а )т_1 г - а  ” (5)

■ +«1(2 -а )  + 0̂ (2 -а )3+...+сп(2 -а )п+... 
кўринишга эга бўлади.

(5) тенгликнинг ҳар икки томонини (г-а)" га кўпайтириб қуй- 
идаги

( г -а )т Г(2) = с_т +с_га+,(2 -а)+...+с_1(2 -а )т_| +

+с0(2 -а )т +С1(2 - а ) т+1+...+сп(2 -а )п+т+... 
тенгликка келамиз.

т-1  марта дифференциаллаш натижасида
»т-1

Й2"1'
г [(2 -а )т Ғ(2)] = (ш - 1>!с- 1 + - ^ с 0(2 -а )-  

( т + 1)!
2!

-с,(2 -а )'+ ...

бўлади.
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Квйинги тенгликда г-+а да лимитга ўтиб топамиз:

Оундан эса

Аўлиши келиб чиқади.
Демак, бу ҳолда 1(г) функциянинг 2 = а нуқтадаги чегир- 

маси

бўлиши келиб чиқади. 
М и с о л . Ушбу

функцияни қарайлик. Равшанки, г  = -2  нуқта бу функциянинг 
оддий қутб нуқтаси бўлади. (3) формуладан фойдаланиб, бе- 
рил-ган функциянинг г  = -2 қутб нуқтасидаги чегирмасини то- 
памих

Э с л а т м а . Муҳим махсус нуқталарда чегирма ҳисоблаш 
учун функцияни Лоран қаторига ёйиб с_, коэффициентни топиш 
керак. Бу ҳолда умумий формула йўқ.

3 ° .  Ч е г и р м а л а р  ҳ а қ и д а  т е о р е м а л а р .  
Энди чегирмалар ҳақидаги теоремаларни келтирамиз.

1 - т е о р е м а .  Фараз қилайлик, 1(2) функция бир боғлам- 
ли 0  соҳада берилган бўлиб, шу соҳага тегишли чекли сондаги 
махсус г ,,22....г„ нуқталардан бошқа барча нуқтапарда голо-
морф бўлсин. Бу яккаланган махсус 2, ,22.... гп нуқталар 0
соҳада ётувчи силлиқ ёпиқ у чизиқ ичида жойлашсин. У ҳолда

бўлади.

Хусусан, Г ( г )= - ? ^ -  бўлиб, <р(г) а нуқтада голоморф ва 
( г - а ) т

(р(ш)*0  бўлса, унда(6) муносабатдан

х » -2 2 +  2  г-*-1  2  +  2  г-*-1

г2
185------ = Шп (2 + 2)-------  = Лш 23 =  4 .
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{Г(г)йг = 2я 1 Т ' гее Т(г)
у к -1 г “ г ‘

бўлади. Бунда у ёпиқ чизиқ мусбат йўналишда олинган.
И с б о т . Марказлари гк ( к = 1,2....п ) нуқталарда, етарлича

кичик радиусли ( к = 1,2....п ) айланаларни оламизки, бу айла-
налар у ёпиқ чизиқ ичида ётсин ва ук п у { = 0  
(к  = 1,2,...,п) бўлсин. У ҳолда Кошининг кўп боғламли соҳа- 
лар ҳақидаги теоремасига кўра

[ { ( 2)62 = \Т (г )д г  (8) 
Т к-1Г1

бўлади, бунда ук айланаларда соат стрелкаси йўналишига
қарши йўналиш олинган.

Агар
[ { ( г )&2 = 2к 1 гегТ(г)

эканлигини эътиборга олсак, унда (8) тенгликдан

|Г (г)й г = 2л1^  гев Т(г)
У к -1 г “ г ‘

бўлиши келиб чиқади. Бу эса теоремани исботлайди.
Бу теоремадан функцияларнинг интегралларини ҳисоб- 

лашда фойдаланилади.
2 - т е о р е м а .  Фараз қилайлик, 1(г) функция кенгайти- 

рилган комплекс текисликнинг чекли сондаги махсус 2,,22.... г а
нуқталаридан бошқа барча нуқталарда голоморф бўлсин. У 
ҳолда бу функциянинг г ,,22,...,2п нуқталардати ҳамда г=а>
нуқтадаги чегирмалари йиғиндиси нолга тенг бўлади:

П
У \ гез Т(г)+  ге&Т(г) =0 (9)

И с б о т . Текисликда К радиусли шундай 

Г а = { г е С :  |г} = К}

айланани оламизки, 2,,22....г „  яккаланган махсус нуқталар шу
айлана ичида жойлашсин. Бу айланада йўналишни мусбат қилиб 
оламиз.
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Юқорида исбот этилган 1-теоремага кўра

[  Г(2)4г = гек Г(г) (10)
.) *—‘ г=гь
у кИТК

Иккинчи томондан (9) муносабатга кўра

Г Г(г)<Их- -2x1 квТ(г) (11)•* 2*«
Тл

Лулади.
(10) тенгликдан (11) тенгликни ҳадлаб айириб, топамиз:

П
0 = 27п'5"' ге« £(г) +2т гез Г( г ) . 

к=1*=гк *—

Демак,.
П

У ' гев Г(г) + гев Г(г) = 0.
. ,г=гк 2=“ок=1

Теорема исбот бўлди.

2-§. Чегирмалар назариясининг баъзи 
татбиқлари

Ушбу параграфда функциянинг чегирмалари ҳақидаги 
маълумотлар ва тасдиқлардан фойдаланиб, функцияларнинг 
ёпиқ эгри чизиқ (ёпиқ котур) бўйича олинган интегралЛарини 
ҳамда маълум синф аниқ интегралларни ҳисоблаймиз.

1° . Ф у н к ц и я н и н г  ё п и қ  э г р и  ч и з и қ
б ў й и ч а  и н т е г р а л л а р и н и  ҳ и с о б л а ш .  Функция 
чегирмаси таърифи:

ге8Г(г) = с_, = —  Гг(2)с12 
г=а . 2 т  2та

ёпиқ эгри чизиқ бўйича олинган
]Г(2*12

Н=1
интегрални ҳисоблаш имконини беради.

Масалан, ушбу
1

|  ег Л2
н=>
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1
интегрални қарайлик. Интеграл остидаги { ( г )  = ег функциянинг 
2 = 0 нуқтанинг ўйилган атрофи {г е С ; 0 < |г) < к }  даги Лоран
қагори

в* = 1 + -+ -? -+ ...
г  2 г

бўлиб, бунда с_{ = 1 бўлади. Демак,
^ 1 

[в 2<1г = 2я1гебвг =2*1
Й-1

бўлади.
Маълумки, чегирмалар ҳақидаги 1-теоремага асосан 1(г) 

функциянинг ёпиқ эгри чизиқ у бўйича олинган интеграли шу 
функциянинг у ичида ётган махсус нуқталардаги чегирмалари 
орқали ифодаланар эди. Бинобарин, бундай интеграллар че- 
гирмаларни ҳисоблаш билан боғлиқ.

Масалан, ушбу
г г2йг 

\^ ( 2 ? + 1 ) ( г + 3 )  

интегрални қарайлик. Интеграл остидаги

(г2 + \}( г+ 3 )
функция учун 2,= !.  г2 = - 1, г3 = -3 махсус нуқталар (кутб 
нуқталар) бўлиб, улардан иқкитаси г3 = 1, гг = -1 лар 

{г е С : |г| = 2| айлана ичида ётади. 2-теоремата биноан

/
Н-1

з?<\г
( г 2 +1)(г+3)

= 2ж|гев1Уг,) + ге$

бўлади.
Энди (3) формуладан фойдаланиб, функциянинг 

2! = 1, г2 = - I  нуқталардаги чегирмаларини ҳисоблаймиз:

геяГ(2) = ге$— ------------ = Цш
г»1 (2* +1X2 + 3) г-*1 (2 +  1X2 + 3)

( 2 - 0

= Цш----------------
г-»|(г+1Х г + 3) 21(1+3) 2 (1 -3 0 ’
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ге* Ғ(г) = ге* ----- :-----------  И т
г—|( г '+ 1 ) ( г  + 3)

„2
= Нт

( г г + 1) (2  +  3) 

1

-(2+1)

г-»-1 ( г  + 1К 2 + 3) —21(—ж + 3) 2(1 -З г)

Негижада

Г г^Дг ^ /  1 ( 1 V  та
1 .̂2 ( г * +1^2+3) = \2 (1 -3 1 ) + 2(1+31); = 5

Аўлишини топамиз.
Яна бир неча мисоллар қараймиз. 
М и с о л .  Ушбу

(  2  <12 

I -2И -1 --3 /Л  2

интетрални ҳисобланг.
Интеграп остидаги

Г(г) = _1
2

г___

8Ш22

2

л +  8Ш2

функциянинг 2, = —, &  = -■ 7 махсус нуқталари (қутб нуқталари) 
4 4

|г  е С : |з( = 1| айлана ичида ётади. Унда

2 2» * ------------+ ге* —-----------
я I . 2  *  1 - 2* - - ---- 8Ш 2 2—- ---- ип 2
* 2  4 2

бўлади.
Энди (4) формуладан фойдаланиб, чегирмаларни ҳисоблай- 

миз:

ге$
я2—
4

2

2

2
4

я
4

(-8ш 2г) я
2——  

4
- 8 Ш -

Я
т
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Гв8 ---------------п I .1
*—"7 ~  ~ 5Ш 24 2

X

4

Демак,

I .  т ^ т М - Н ) - ^|г|=1 —- 8Ш2 2

бўлади.
М и с о л .  Ушбу

I
Н=2 24 -  1

дх.

интегрални ҳисобланг. Интеграл остидаги

функциянинг 4 та махсус 2г  23. г 4 нуцталари (қутб нуқталари) 
бўлиб, барчаси |г  е С . |г| = 2} айлана ичида жойлашганлиги 
сабабли 1-теоремага кўра

- 23 4 23 
]  —т— <1г  = 2х»Т гев—;----

Н-22 к - . ^ 2 4 -1
бўлади.

Маълумки, 2-теоремага мувофиқ
г3 23-+ ге$——  = 0

бўлади. Агар

бўлишидан

4
V

2 4  - 1  »=оо 2 4  - 1

(12)

(13)

. ** 1 1 1Г, 1 ^
24—1 2 1 21. 24 )

-с_. = гев-—
гшю 2 —1

= -1

эканлигини эътиборга олсак, унда (13) муносабатдан
4 -3

: =  1 (14)24 -1
бўлиши келиб чиқишини топамиз.
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(12) ва (14) муносабатлардан топамиз:
_з

Г —— йг = 2x1.

Энди функциянинг чегирмасидан фойдаланиб, айрим кўри- 
нишдаги аниқ интегралларни ҳисоблаймиз.

)>
2°. I = |к^«м<р15»иф^ф к ў р и н и ш д а г и  и н т е гр а л -

о
л а р н и  ҳ и с о б л а ш . Рационал функция К(соз<р,зт<р) нинг 
|0,2х] оралиҳ бўйича аниқ интеграпи

2я
1= |  К(соз(р,зш1р)Ар 

о
ушбу

2 = е * ,  0 < ф < 2 х  (15)
алмаштириш ёрдамида комплекс ўзгарувчили функциянинг ёпиқ 
эгри чизиқ бўйича олинган интегралига келади.

Аввало шуни айтиш керакки, (15) алмаштиришда ф ўзгарув- 
чи 0 дан 2я гача ўзгарганда г  ўзгарувчи мусбат йўналишда 
сшинган бирлик айлана |г  е С . |г) = 1] ни ҳосил қилади. 

Равшанки,

бўлиб,

яъни
4г=1е|<р4ф = 12Йф,

<1Ф = ^  (17)
21

бўлади. Натижада

К/сагф, з!п<р)6<р = к£~^2 + — 2 -  —̂  =  ^  =  К^г^йг.

бўлиб, қаралаётган аниқ интеграл Р,(г) рационал функциянинг 
|г  е С .• |г| = 1| айлана бўйича олинган интегралига келади:

I
0

К/со5 ф, зт ф><1ф = |Я,С2^42.
м->
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Бу тенгликдаги
| К }(г)й г

н-«
интеграл учун, чегирмалар ҳақидаги теоремага мувоффиқ

(1
Г = 2я1 гез Я4(2)

N-1 к=1
бўлади. Бу ерда г х,г2....гп лар КДг) функциянинг бирлик айла-
на ичида жойлашган махсус нуқталари.

М и с о л . Ушбу
2п . - 

* а+ссмф
интегрални ҳисобланг.

Бу интегралда г = еК|> алмаштириш бажариб, (16) ва(17) му- 
носабатлардан фойдаланиб

2я л
I( а +« мф ,,

~ й г
2;Г г  ' _ 2 [ 62

|г)=1а + ^ г + - ^  *И=12 +2аг +
(18)

бўлишини топамиз. Интеграл остидаги

С(г) = —— !------  (а > \)
г + 2аг + I

функциянинг иккита

2] = -а  + ̂ а2 -1  , г2 = -а -  >/а2 -1

махсус нуқталари бўлиб, улардан г х = -а + уа2 - !  бирлик ай- 

лана [ г б С : |г| = 1} нинг ичидажойлашгандир. Демак,

<1г ,  . I
I

1*1-1 г +2аг + 1
; 2 та  ге5

*=»! гг +2аг+ 1
(19)

бўлади.
Энди (3) формуладан фойдаланиб, чегирмани ҳисоблаймиз:

г - ( - а  +Уа2 -1 )1 1ип
г=*1 г* +2аг + 1 г_>_а+,/^2^ г2+2аг+1

1ип. 
г-»-а +

г -( -а  +>/а2 -1) _ 1
>/а2-1 г - ( - а  -  >/а2 -  1 )^ г - ( -а  +т/а2 -  1) 2^а2 -  1

( 2 0 )
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1
(18), (19) ва (20) тенгликлардан 

2п <кр "* 2%
'0 а + СО5ф > 2-»а2 - 1  \а2 - 1

(л>\)

бўлишини топамиз.
М и с о л . Ушбу

2я 2+«мф1 =
0 2-а/иф

интегрални ҳисобланг.
Бу интегралда 2 = в,<,> алмаштириш бажариб, (16) ва (17) му- 

носабатлардан фойдаланиб топамиз:

г 2 + С05Ф . Г 
— _ -ё ф =  ] 

•* 2-51Иф ■ 1

,  Н  1 
2  +  -  2  +

2 \  2 .

Н-12 -Ц г-Ц214 2)

Аг г г2 + 4г +1 ,_ = _ Г — ----- -------дг
1 |г(а1 2(2 — 412— \)

(21)

Интеграл остидаги

{(2 ) =
22 +42+1 

2(22 -  412 -  1/
функциянинг 3 та

2 | =  0 , 2з =  21 + 1у/3 , 23 =  21 -  1л/3

махсус нуқталари бўлиб, улардан
г, = 0 , г г = (2 -л /з )\

лар |г  е С : |г) = 1| айлананинг ичида жойлашган. 

Демак,

I
И-1

г2 + 4 г +  1 
г(гг -412 + 1)

'Й2 =

= 2га гев
2=0

'г2 + 4г +1 
2(2  ̂-412-1)

+ ге«
ЖН2-&)

22 +42+1 
2(2? -412-1)

Энди (3) формуладан фойдаланиб, чегирмаларни 
миз:

( 22)

ҳисоблай-

г2 + 4 г  + 1 гез— з-------------
г=0 2 ( 2  - 4 1 2 - 1 )

= ШПГ2_ ^± 4 2 ± 1 _
1-+°[ г (г2-412-1)

- 1 ,
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(23)

'7- 7

г  +42+-1
—

г«(2-*/3)| г ( г 2 -  412 -  1)

,  , _ ( г  ^ . , 1
г-*(2-Л)11 г( 22 -  412 -  I) I •»]

г 2+4 г+ 1  , 2д
= 1Ш1 • т  = 1 + ~-у»

г—(2-̂ 5). г(2 —(21 + 1л/3)) л/3

(21), (22) ва (23) тенгликлардан

г/2+£££Ф Лф = _2я1
0 2-51»<р

бўлиши келиб чиқади.

_и(1+|г}
4я
3

т »

Зв. |К (х )4х  к ў р и н и ш д а г и  и н т е г р а л л а р н и

ҳ и с о б л а ш .  Айтайлик, х ўзгарувчининг рационал функция- 
си бўлган К(х)

К (х) = РГх)

бўлиб, бунда Р(х) ва 0(х) лар мос равишда п ва т  даражали 
кўпҳадлар, ва т  -  п £ 2 бўлсин. Р(х) функция ҳақиқий ўқда қутб 
нуқтага эга бўлмасин.

Маркази координаталар бошида радиуси К бўлган айлана- 
нинг юқори ярим текисликдаги қисми С ҳамда ҳақиқий ўқнинг 
[-К ,К ] кесмасидан ташкил топган ук ёпиқ эгри чизиқни оламиз 
(46-чизма).
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Равша нки,

Сўнг
Ук = [-« .Д ]и С  

Р(г)К (г )  =
Ъ(г)

рационал функцияни қараймиз.
Энди Р радиусни шундай катта қилиб оламизки, Р(г) функ- 

циянинг барча юқори ярим текисликдаги махсус нуқталари шу 
ук ёпиқ эгри чизиқ ичида жойлашсин.

Чегирмалар ҳақидаги теоремага кўра
Р

|  К (г)й г  = гез К (г)  (24)
г* к»1

бўлади. Бу ерда г^.ъ ,.... г р лар К(г) функциянинг у л ёпиқ эгри
чизиқ ичидаги махсус нуқталари (қутб нуқталари).

Равшанки,
к

[К(г)<12= I  К(х)<1х + 1 К(г)Аг 
Тк “ 8 с

бўлади. (24) ва (25) муносабатлардан 
к р

К(х)Ах + ГК(г)4г = 270^"' гек Я(г) 
. -к  с к“ 1гШ1*

бўлиши келиб чиқади. Бу тенгликдаги
|ЯГ2*12
с

интегрални баҳолаймиз.
Агар

м =

(25)

(26)

Р(г) в||2" +ап_,2п",+...+а,2+а0
<}(г) Ьт2”  +Ьт _,2т '‘1+...+Ь,г + Ь0

■ . а„-1 . . а1 . , ао
а„г" а„г ап2п-1 а„2п
Ьт2т , . Ьт_, Ь, + Ь°

Ьтг Ь^г"1-1 Ьтгт

Ь „,2 П

1 + -^ + ...+ - 
а„г а„2'

1 + Ь !г1 +...+ . 
Ь„,2

»1_ , Ч  .
п-1

Ьт 2.т-1 Ьт 2”
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1

ҳамда ш -п 22  бўлишини эътиборга олсак, унда К 
лича катта қийматларида

1^2,)) ('К = сопа>

бўлишини топамиз. Натижада

|  К(гХ^2 
с

нинг етар-

бўлади. Кейинги муносабатдан
Ит Гк.(г>1г = 0

К-юо-»
С

бўлиши келиб чиқади.
Юқоридаги (26) тенгликда Я -> »  да лимитга ўтиб топамиз:

^Я(х)«1х = 2т I 188 Я(2) . 
г-гЬ

(27)

Демак, К(г) функция юқорида айтилган шартларни қаноат- 
лантирса, унда

■+«0
|Я(х>1х

интеграл К(г) функциянинг юқори ярим текисликдаги барча 
махсус нуқталаридаги чегирмалари йиғиндисини 2x1 га кўпай- 
тирилганига тенг бўлар экан.

(27) тенглик қуйдагича

Гя(х>1х = 2 т  V * гев Я(г) (28)
V . ^  _ г-гь1тг|(>0

ҳам езилади.
М и с о л . Ушбу

\ йх
( х 2 + 1 ) 2

интегрални ҳисобланг. Равшанки,

( ( г )= -
1

( гг + [)2
функция учун 2 = 1 нуқта юқори ярим текисликда жойлашган 
иккинчи тартибли қутб нуқта бўлади. Демак, •

ах _ . 1
\ = 2 т  Г88-

(х2 + \) г г - '\(г2 +1)2
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Энди (6) формуладан фойдаланиб, функциянинг чегирмаси- 
ни ҳисоблаймиз:

1 аге$—------- = Шп—
г=1 ( г 2 + 1)2 г^+1 а г

(2-1)2
(22+1)2

= 1ш-^-
г - » 1  02

1

Шундай қилиб, 

бўлади.

(2?+1)2

ах

= 1Ш1
г - + 1 ( 2  +  1)Э 813 4

,  . = 2 « 1 - 1 х И
(х2 +1)2 V 4 ;  2 .
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