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SO‘ZBOSHI

Mutematik analiz fanining funksional ketma-ketliklar, funksional
qatorlar, xosmas integrallar, parametrga bhog ‘lig bo‘lgan integrallar
ho‘limlarini o ‘zlashtivishda talabalar ancha giyinchiliklarga duch
keladilar, bu ularning yugoridagi bo'limlar bo'yicha misol va
masalalarni yechishida yagqol ko rinadi.

Mazkur go'‘llanmani yozishda talabalarda ko'rsatilgan
ho'limlarga oid misol va masalalarni samarali yo'l bilan yechish
ko ‘nikmalari hosil gilishni oz oldimizga magsad qilib qo‘ydik va
go llunma talabalar uchun doimiy mastahatchi bo'lib golishiga umid
gilamiz.

O 'quv qo ‘llanma to'rt bobdan iborat bo'lib, birinchi bobda sonli
gatorlar, ikkinchi bobda funksional ketma-ketliklar va funksional
qatorlar qaralgan. Qo ‘llanmaning uchinchi bobi xosmas integrallarga
bag ‘ishlangan va, nihoyat, to‘rtinchi bobda parametrga bog ‘lig xos
va xosmas integrallar garalgan. O'z navbatida, har bir bob tegishli
paragraflarga bo ‘lingan bo'lib, har bir paragraf mavzuga taallugli
asosiy ta’riflar, tasdiglar va teoremalarni o'z ichiga oladi, shuningdek,
ularning har biri an’anaviy misollurni batafsil tahlil gilish bilan
vechish orqali namoyish gilingan. Qo 'llanmada jami 220 ga yaqin
miisol va masala yechilgan, 800 ga yagin misol va masala esa mustagif
yechish uchun tavsiya gilingan va ularning javoblari ham berilgan.

Ushbu go llanmani yozishga bizni undagan narsa ko'p yillar
mobaynida Alisher Navoiy nomidagi Samarqand Davlat universitetida
matematik analiz kursidan olib bhorgan ma'ruza va amaliy
mashg ‘ulotlarimizda orttirgan tajribamiz natijasidir. O vlaymizki,
qo‘llanma o'z o'quvchilarini topadi va boshga mavjud o‘quv
adabivotlari qatorida matematik analiz kursining aytib o 'tilgan
bolimlari bo‘yicha ularga bilimlarini oshirishga ko ‘mak beradi.

O‘quy go‘llunma haqidagi fikr-mulohazalar, undagi mavjud
kamchiliklar bo'vicha hamkasblarimizning takliflarini mamnuniyat
bilan gabul gilamiz.

Mualliflar
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1 BOB

SONLI QATORLAR
I- §. Yaginlashuvchi qatorlar va ularning yig‘indisi

Ushbu sonlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin:

A,y Oy

L.1- ta’rif. Quyidagi a, +a, +...+a, +...ifodaga sonli gator yoki

cheksiz sonli qator deyiladi va gisqacha zan kabi belgilanadi:
=l

o

Zan=a,+a2+...+an+..., (1.1

n-1
bun@a dylly..clye.. gatorning hadlari, a, esa qatorning umumiy hadi
deyiladi.
(1.1) sonli gatorning hadlaridan ushbu

S, =a, S,=a +a,, S,=a,+a,+a,,...5, =a,+a,+..+a,..

yig‘indilar ketma-ketligini tuzamiz. Bunday tuzilgan{s,}
yig‘indilar ketma-ketligi (1.1) sonli gatorning qismiy yig‘indilar
ketma-ketligi deyiladi. Bundan kcyin sonli gator deyish o‘rniga
gator deymir.

1.2-ta’rif. Agarn — o da(1.1) qalorning{S,,} gismiy yig‘indilar
ketma-ketligi chekli limitga ega, ya’ni

hmS§, =8

bo‘lsa, u holda (L.1) gator yaginlashuvchi deyiladi. Bu limitning
giymati S son esa (1.1} gatorning yig ‘indisi deyiladi va u quyidagicha
voziladi:

o

S =a,+az+...+a,,+...=2a

nl

n .

1.3- ta’rif. Agar n — oo da (1.1) qatorning{S, } gismiy yig‘indilar
ketma-ketligining limiti cheksiz bo‘lsa yoki mavjud bo‘lmasa, u holda
(1.1) qator uzoglashuvchi deyiladi.

4
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Qator gismiy yig‘indilari ketma-ketligining limitini topishda bu
ketma-ketlikning umumiy hadini qulay shaklga keltirish muhim
ahamiyatga ega. Buning uchun ko‘p hollarda quyidagi formulalardan
foydalanish maqsadga muvofiq bo‘ladi:

v ‘_n+|
2 a1 . Xx=I1 bolganda,
A, (x)=x+x 4+ 2" =41 1=« & (A)
n, x=1 bo'lganda;
_n4 - n
! ) n | (l-lel).\’ , x#1 bo‘lganda,
B (xy=1+2x+. 4nxt =4 (1) (=% (B)
nln+1) s x =1 bo‘lganda;
2
X 211
- O —, x#*l bo‘lganda,
C)=x+x'+. . +x ={ 17 =4 & (D)
+n, x==*1 bo‘lganda;

D (x)=143x" +...+(2n—D)x** =
x’ | Qn=De - 2n x
= (l-—-xz)2 (I—xz)z

n, x =121 bo‘lganda.

, x#=*l bolganda, (E)

(A) formula maktab matematika kursidan ma’lum bo‘lganligi
uchun uni isbotsiz, (B), (D) va (E) formulalarni csa isboti bilan
keltiramiz.

Bizga ma’lumki, x=1 bo‘lsa,
n(n+1)

2
bo‘ladi. Endi x #1 bo‘lsin. Bu holda (B) tenglikning ikkala tomonini
X ga ko*paytirib, hosil bo‘lgan tenglikni B (x) dan ayiramiz:

B,(N=142+34..4n=

(l—x)B,,(x)=l+x+x2+...+x""—nx"=ll—x -n-x",

-x

bundan

- _n-x" =l—x"-—n-x"+n-,\’"' 1 +n-x"’"—(]+n)x"
(I-x)? l-x (1-x)? d-x»* - (-2 :
ya’ni talab qilingan formulani olamiz.

B, (x)=

5
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(D) formulani isbot gilamiz. x =+1 bo‘lsin, u holda
C,N=1+14..+1=n, C(-)=-l-l—..—l=-n
bo‘ladi. x# 1 bo‘lsin. Bu holda ham tenglikning ikkala tomonini x
ga ko‘paytiramiz:
xC,(x)=x +x' +..+x7.
Oxirgi tenglikning o‘ng tomoniga (A) formulani qo‘llab, quyidagiga
cga bo‘lamiz:

xC,,(x)=x2-l—x- .

2
-X
Bundan (D) formula o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

(E) formulaning o‘rinli ekanligini isbotlaymiz. x =21 bo‘lsin, u
holda

D,(x)=143+5..+2n-1)=n".

Endi x#t1 bo‘lsin. Bu holda D (x) ning ikkala tomonini x? ga

ko‘paytirib, hosil bo‘lgan tenglikni D (x) dan ayiramiz:

(1=-x)D,(x)=1+2x" +2x* +...+2x" 7 = 2n-Dx*" =
2n--2
, —(2n— Dx*.
—x
Bu yerdan (E) formula o‘rinli ckanligi kelib chigadi.
1.1-teorema. Agar (1.1) gator yaginlashuvehi bo‘lsa, u holda

=1+2x2-]_x

lima, =0 (1.2)

bo‘ladi.

Eslatma. (1.2) shart gator yaginlashuvchi bo‘lishi uchun zaruriy
shart bo‘ladi, lekin yetarli shart bo‘lmaydi. Agar gatorning umumiy
hadinolga intilmasa, ya’ni 11_52 a, #0 bo‘lsa, (1.1) qator uzoglashuvchi
bo‘ladi.

S | S . .
1.1-misol. Ushbuz Jn gatorni yaqinlashishga tckshiring,

n=y

Yechilishi. Berilgan qatorning umumiy hadia, = \/l_ ning limitini
n

o .
topamiz: lima, =lim —=0.
-0 n—yoo n

6
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Qator yaginlashuvchiligining zaruriy sharti (1.2) bajarilayapti, lekin
berilgan gator uzoglashuvchi. chunki
[ l I
S, = >n =x/E,Iim n=oco,

bundanlim§, = . Demak, 1.3- ta’rifga asosan, berilgan qator

uzoglashuvchi.

1.2- misol. 2| 2 41

(2n*-3Y T g
qatorni yaginlashishga tekshiring.
Yechilishi. Berilgan qatorning umumiy hadini quyidagi

1+—
2n*

ko‘rinishda yozamiz:a, = -.
1 ]"
Ikkinchi ajoyib limitdan foydalanib,n — e da «, ning limitini

2
W

3 3
topamiz: lima, = lim M) =l k0
n--yoo —you U -
1+ ' e?

2n°

Qator yaqinlashuvchi bo‘lishligining zaruriy sharti (1.2)

bajarilmaydi. Demak, berilgan gator uzoglashuvchi.
1.3- misol. Hadlari geometrik progressiyadan iborat bo*lgan

N bg" =b+bg+bg’ +..+bq"" +...
n=0
qatorni yaqinlashuvchilikka tekshiring,
Yechilishi. 421 bo‘lsin, (A) formulaga asosan, S, qismiy

yig‘indini topamiz:
bqll

S, =b+bg+bqg’ +..+bg"" .
1-g 1-g¢
Bu yerda berilgan gatorning yig‘indisini topish uchun bir nechta holni

qarash lozim:
7
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l.|q]<1 bo‘lsa,limg" =0 bo‘ladi.n —e da S, ning limitini
topamiz:

S=1limS, =lim b _ba = b .
n-300 n—ses| ] — -q ]_q l_q

Demak, § = . b chekli son bo‘lganligi uchun berilgan gator
-q
yaginlashuvchi.

2. jgi>1 bo'lsa,lim ¢ " =+ . Bu holda

S—llmS =lim b —-bq =
ell-q 1-q

bo'lib, berilgan qator uzoglashuvchi bo‘ladi.
3.¢4=1bo'lsa, S, =h-nbo‘ladi.n — o da S, ning limitini topamiz:
S=limS§, =limnb=o0

A-->oa n-des

Demak, berilgan gator uzoglashuvchi.
4.9q=—1bo'lsa,S, =b~b+b-b+...+(~1)""'b.n -0 da S ning
limitini topamiz:
o 0, agar n—juft bo‘sa,
lim§ =
b, agar n—toq bo'lsa.

Bu holda S ning limiti mavjud emas. Demak, ta’rifga asosan,
berilgan thor uzoqlashuvchi.
Shunday qilib, berilgan qator |g|<! bo‘lganda yaqinlashuvchi,

9 21 bo‘lganda esa uzoqlashuvchi bo‘ladi.
1.4- misol. Ushbu qatorni yaqinlashuvchilikka tckshiring:
11 1 1

- 4 — 4t (=1)"
3.9 27 1) 3!
Yechilishi. Berilgan gatorning n- gismiy yig‘indisi
l 1 1 n- 1
S, =1- - _+at(~1
379727 1 3

bo‘ladi. S_ni(A) formuladan foydalanib, quyidagicha yozib olamiz:
8
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== e H ;}[;}

' Endi, r —> <o da limitga o°tib, § ni to.'pamiz:

S=lims, =tim| > L} [=3.
oo n—hoo 4 4 3 4

»  Demak, 1.2- ta'rifga asosan, berilgan gator yaginlashuvchi.

1.5- misol. 1-6+27—...+(-1)"" -3n+... gatorni yaginlashuv-
.; chilikka tekshirmg -
Yechilishi. Berilgan gatorning »- qismiy vig‘indisi

: S, =1~6+27—..+ (-1 3n
. bo‘ladi. S ni topish uchun (B) formulada x ni -3 bilan almashtiramiz:

S SN =3Y" —(1+n)(-3) ;
SRS A= "igl-C3 o]

Agarp=2k.ke N bo'lsa,S,, = 113 [1-9*(8k +1)] bo‘ladi.

| Agarn=2k-Lke N bo'lsa,§,, , = 116_ [1+3%*7" - (8n—3)] bo‘ladi.

Bu yerdan
im S, == BmS,,, =+
bo* llShl kelib chiqadi. Demak, 1.3- ta’rifga asosan, berilgan gqator
uzoqlashuvchi.
1.6- misol. Ushbu gatorni yaginlashuvchilikka tekshiring:

1 3 5 2n—1

R i U S

2 22 n

Yechilishi. Berilgan gatorning »- gismiy yig‘indisini quyidagi
ko‘rinishda yozamiz:

9
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(E) formulada x = 1 deb belgilasak, u holda qatorning #- qismiy

V2
yig‘indisi
S =3+ 2n-1_2n-1
2» 2:1—I
ko‘rinishga ega bo‘ladi. r — e da limitga o‘tib, § ni topamiz:
S=limsS, =3+lim 2 —im 21 =3,
H—dea n—s=s 2”+ H=boo 2"“

Demalk, 1.2- ta’rifga ko*ra, berilgan gator yaginlashuvchi.

1.7- misal.%+é+§é§+... gatorni yaqinlashuvchilikka

" tekshiring,
' Yechilishi. Berilgan gatorning hadlari geometrik progressivani
tashkil etganligini e’tiborga olib, uning umimiy hadini topamiz:

1 L=l
i, =\ . .
)

Endi qatorning qismiy yig‘indisini (D) formuladan foydalanib
hisoblaymiz:

Bu verdan
10
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2n+1
lims, =tim 22| L[ =3
e " mm 24|55 24

Demak, 1.2- ta’rifga asosan, berilgan gator yaginlashuvchi bo‘ladi
. e e 5
va uning yig‘indisi § =
£Y18 24
1.2- teorema. Agar istalganne N uchun (1.1) qatorning umumiy
hadi ¢ =h — b, ko‘rinishda tasvirlansa va
limb, =b (1.3)

n e

chekli limit mavjud bo‘lsa, (1.1) gator yaqinlashuvchi va uning

yig'indisi S=h — b ga teng bo‘ladi, ya’ni 2 a,= Z (b,=b,,)=b-b

a=| n=l
Isboti. Teoremaning shartiga ko‘ra (1.1) qatorning S, gismiy
yig‘indisini quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

s, Za‘ Z(b =b.)=(b,~b,)+(b,~b,)+...+(b,—b,..)=b—b,,
(1.3) shdrtgd ko ran — oo da limitga o‘tib, S yig‘indini topamiz:
S =1i_)q:S,, =£i_)r2(b, —b,.)=b—
Bundan esa tcoremaning isboti kelib chigadi.

1.8- misol. Ushbu qatorning yaqginlashuvchiligini ko‘rsating va
yig‘indisini toping:
' 1
) o ¢_1,_2,_3,....
%(a+n)(a+n+l) ( ).
Yechilishi. Berilgan gatorning umumiy hadini
1

a, = =bh,—b
" (a+n){o+n+l) "M
ko‘rinishda yozamiz, bundap, = ! . 1.2-teoremaning hamma
oa+n

shartlari bajariladi. Hagigatan ham,
f

a, =b,—b,,, , limb, =lim =0=h,b,=L_

v noves noe gt l+o

11
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Demak, berilgan qgator yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi
- 1 1

S= =
S(a+n)o+n+l) l+a-

1.9- misol. i (\/n +2=2dn+1+ \/;) gatorning yagqinlashuvchi-

n-t
ligini ko‘rsating va yig‘indisini toping.
Yechilishi. Berilgan gatorning umumiy hadini quyidagi
ko‘rinishda shakl almashtiramiz:

a,=vn+2-2vn+l+ n=(\/_—\/n+l)—
—(Vn+1-vn+2)=b,-b,,,
bundab, =n—vn+1 . Endin - da b, ning limitini topamiz:
|
limb, =lim(Vn —n+1)=lim
torwa ! n—-)co( " ) "1"’“\/7—1-+\/m

1.2- tcoremaning hamma shartlari bajariladi. Demak, berilgan

=0=>b.

qator yaginlashuvchi va uning yigtindisi$ =1-+/2 bo‘ladi.

Mustagqil yechish uchun misollar
Qatorlarning yaqginlashuvchiligini ko‘rsating va yig‘indisini
toping:
1 1 1

1.1. + +...+ +.. -
1.2 23 n-(n+1)

2 bt ! +o
14 4.7 (3n—2)-(3n+1)

1 1 1

1.3. + +..+ o -
1.2:3.4 2.3:4-5 n(n+1)(n+2)(n+3)

3 5 2n+1
+o.t

| 2 R P o , Fe -
#.2° 2°.3° n*(n+1)

12
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1 2 5 1 2 5
R T D T I S i L
10 10° 10 10° 10" 10
1 2 5
+ + o e
l()” 10" 10"—..

1 l ]

1.6. N) .
l~(l+m)+2-(2+m)+ +n-(n+m)+ (me N)
n—t
17.1- '+ ',—...+(“]"_)I 1.8, Z
5 5 5 “(2n—1)* (2n+])

n-1
2

1.9. l+\/_ J_+ +n[]] +....

[0 TRV
3 8 n*—1

+..

111 216n —gn—3 112 Z36n +12n 35 -

n=l =1

nf1-
l.l3.§"( ] 114, Z ( n(n+l))
L1, D o SO,

n=|
Qatorlar uchun qator yaginlashuvchiligining zaruriy sharti
bajarilmasligini ko‘rsating:

3 2
3n’ — < n +1 o |
1.16. 2(3;1 +4) 1.17.;:(”2*2)‘" PRI

I

n n

1.19. Zsmmx bunda e #7xm, me Z . 1.20. Z( 1
=l n+ )

n

121, 340,002 1.22. 3 n+|)arctg

nef n=l

13
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o n +1 . 3n+5
1.23. Z 4 5 asin nz RETD) g

n=| n~l

Misollarning javoblari

1 1 .5
A.5=1.1.2.5=_ . 13. §= .14. S=1.15. 5= .
! 3 18 S 36
].6..S'=I 1+1+...+1 .1.7.S=5.l.8.S=]
m 2 m 6 8

3 3 1 2
9. 8= 1). 1.10. S="~ . 1I1. S= . 1.12. §=
1.9. § 2(\/§+) ! S=, S=,

1.13.§=-1In2. 1.14. S=-In3 . 1.15.§ = ;sinZ .

2- §. Yaqinlashuvchi qatovlarning xossalari
2.1- xossa. Agar (1.1) qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, Y ca, qator

ham yaginlashuvchi va

zw =ca,

n={

tenglik o‘rinli bo‘ladi (¢ - ixtiyoriy o‘zgarmas son).

2.2-xo0ssa. Agar Za,, va ibﬂ qatorlar yaqginlashuvchi bo‘lsa,

n=l n=|

2 (a,+b,) qator ham yaginlashuvchi va
n=1

S (a,th)=3 0,35, @.1)

n=l n=l n=|

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

14
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2.1-eslatma. (2.1) tenglikning chap tomoni yaqinlashuvchiligidan
uning o‘ng lomonining yaginlashuvchiligi har doim ham kelib

, b,=-n

chigavermaydi. Masalan, umumiy hadlari q, =n+3"

- < |

bo‘lgan qatorlar uzoglashuvchi, lekin Z(a"+bn)=z 3m

n=| n=l

yaginlashuvchi geometrik gator.
2.1- misol. Ushbu gatorni yaginlashishga tekshiring:

ZMJ'"( x <1, M —o‘zgarmas son).

n=0

Yechilishi. Berilgan gatorning n- gismiy yig'indisi

S, =3 Mx' =M +Mx+Mx* +.+M" =M(I+x+..+x)=MY £

k=t) k=0
Bundan, (4} formulaga asosan
n+l nil
M Mx ’ h S—lnm(M Mx M'
l-x l-x e T A
Dcemak, 2.1- xossaga asosan bt,nlgan qator yaqginlashuvchi va

ZM,\"’—MZ

n=0 n=0

n

o‘rinli bo‘ladi.

1
2.2- misol. 2(3,, 5 ) gatorni yaginlashishga tckshiring.

Yechilishi. 2.2- xossaga asosan gatorni yaqinlashishga

tekshiramiz. 23,. vazs,, gatorlarning n- qismiy yig‘indilarini

topamiz va ularning limitini hisoblaymiz:
S,’,=l+12+ LI P ,S,‘,'=1+12+...+]=] 1! X
33 3 2 3 55 5" 4 5"

limS,',=liml I-] =l, llmS —llm] 1- ! =1.
30 n-yoe ) 3 2 n—e 4 5" 4
15
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< 1 >
23,, va 25,, qatoriar yaginlashuvchi, v holda 2.2- xossaga

n=1 n-l
4s0san 2(3,, 50 ) gator ham yaginlashuvchi va uning yig‘indisi

—11131(S +87)= 5 ‘11 :

2.1-ta’rif. (1.1) qatorning birinchi #1 ta hadini tashlasak, u holda
hosil bo‘lgan ushbu

ata, ,teta, +. Z a, 2.2)

n=m=-1
qator (1.1) qatorning m \a hadidan keyingi qoldig'i deyiladi.
2.3-xossa. Agar (1.1) qator yaginlashuvchi bo‘lsa, uning istalgan
goldig‘i (2.2) ham yaqinlashuvchi bo‘ladi va, aksincha (2.2) istalgan
goldig‘ining yaqinlashuvchiligidan berilgan (1.1) qatorning ham
yaginlashuvchiligi kelib chigadi.
Natija. Agar (1.1) gator yaqinlashuvchi bo‘lsa, uning

Fu=0y,+4,,+..= 3, 4, qoldigi m—> o da nolga intiladi.

ne=m+l
2.2- eslatma. Qatorning chekli sondagi hadlarini olib tashlash
yoki qatorga chekli sondagi hadlarni qo*shish bilan uning yaqinlashish
xarakteri ofzgarmaydi.
2.3- misol. ; + 2]2 +...+ 2],, +... gatorning goldig‘ini yaqinlashishga
tckshiring.
Yechilishi. Ma’lumki, bu geometrik qator yaqinlashuvchi. Bu
gatorning m - hadidan keyingi qoldig‘ini tuzamiz:
1 1 1
r,= + At A,
m 2m¢l 2m+- 2n
Qoldiq qatorning n-gismiy yig‘indisini hisoblaymiz:

1 l 1 14 1 1 1 1
S" = m-| + m+2 ..t nin = m+| I+ 4.+ =1 = m - n |’
2 2 272 2 2 2 2

leS =lim ! (1— ! )= : ,
0 yo0 m 2" 2m
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bunda m — tayinlangan son. Shuning uchun qoldiqg gator
yaginlashuvchi bo‘ladi. Natija tasdig‘ining to*g‘riligini ko‘rsatish
uchun

1

m+ 1
rm = 2 l =§7,-’-

[——
2
ni Ltopib, m — e da limilga o‘tamiz:

1

limr,=lim __=0.
n—yoe m-oa DM

(1.1) qator hadlarini guruhlab, quyidagi qatorni tuzamiz:

ta, gt a, )

(a, ta,+..+a, )+( Ay

bunda n,,n,,...(n, <n, <...) lar natural sonlar ketma-kctligining biror

{n,} qismiy ketmaketligi bo‘lib, k = da n, —eo.

2.4-xossa. Agar (1.1) qator yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi
C bo‘lsa, uning hadlarini (o‘rinlarini o‘zgartirmasdan) guruhlash
natijasida tuzilgan

ZC Z( a, .+ a,,k_’+2+...+an‘) (2.3)

qator ham yaqmldshuvchl va uning yig‘indisi ham C ga teng bo‘ladi.
2.3- eslatma. Bu xossaning teskarisi o‘rinli emas, ya’ni (2.3)
qatorning yaqinlashishidan (1.1) gatorning yaqinlashishi har doim

— n+l
ham kelib chigavermaydi. Masalan, Z_]("]) qator uzoqlashuvchi,

lekin uning hadlarini ikkitalab guruhlashdan tuzilgan
Q-+ -1)+..+(1-1)+... qator — yaqinlashuvchi.

2.5- xossa. Agar (1.1) qatorning hadlari musbat va uning hadlanm
guruhlash natijasida tuzilgan

EA,,, bunda A, = 2 a(B=1, P<B<.)

=5,

qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, (1.1) qator ham yaginlashuvchi bo‘ladi.
2.4- misol. Ushbu qgatorni yaginlashishga tekshiring:

17
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1 1 1 1
+ + +o.+
V2 2J3 34 nvn+1
Yechilishi. Berilgan gatorning hadlarini guruhlash natijasida hosil
bo‘lgan

+....

l+|+l+l+l+1+l+
V2 2¥3 34 ) 145 56 67 748

! ! ‘ ! *)
+ot ot Foot ...
(8\)9 ]5'\/16 ] [2”,’2”.{_1 (2"+l—l) '2:1—,1 }

gatorni garaymiz. Bu (*) gatorning har bir hadini baholaymiz:

i I | P21
+ =< + < = -,
23 34 22 33 P 2
1 L4

i o 1
a5 506 6T B Sava T A (\/5)2 (\/5)2

(*) qatorning {S, } gismiy yig'indilar ketma-ketligi uchun quyidagi
baholarga cga bo‘lamiz:

S=] 1 1 1 1

1
g \/§+"'+(2"*'—I)JF<\/§+‘/§+(«/§)2+(x/—2-)3

+..+

1 1,1 1Y 1Y 1 1
+ < -+ -+ +..+ +o.= —+ .
(3 SV (ﬁ) (ﬁ) 2 ¥ V2
{S"} ketma-ketlik monoton o‘suvchi va yuqoridan chega-
ralangan, u holda (*) qatorning {S, } gismiy yig‘indilar ketma-ketligi
chekli limitga ega bo‘ladi. 1.2-ta’rifga ko‘ra, (*) gator yaginlashuvchi.

18
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Demak. 2.5- xossaga asosan berilgan qator yaginlashuvchi.
2.1- teorema(Koshi kriteriysi). (1.1) qator yaginlashuvchi bo‘lishi
uchun istalgan musbat £ > 0 son olinganda ham shundayn, (¢)e N

mavjud bo‘lib, barchan >n,(¢) vape N lar uchun

S, =S =a,+a  ,+..+a,, <& (2.4)

uip n mil n+2 ntp
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
2.1- teoremaga ixtiyoriy qator yaqginlashishining Koshi kriteriysi
deyiladi.
2.4- eslatma. (2.4) shart bajarilmasa. ya’ni

e, >0:Vke N In2k dpe N:
S,.,—S,=a

n+p

it T A tota,,, 28 (2.5)

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, (1.1) qator uzoglashuvchi bo‘ladi.

- . . . I Cosn .
2.5~ misol. Koshi kriteriysidan foydalanib, Z oo gatorning
n=|

yaginlashuvchiligini ko‘rsating.
Yechilishi. Berilgan gator uchun (2.4) shartning bajarilishini
tekshiramiz:

-5 _ cos(n+1) cos(n+2) m+cos(n+p)<
n+ n 2n+| 2n+2 m+p

1 1<11 1 i

< il + 2n+2 e onep - 2n,.| 2,”,_2 +...+ onep +..= o .
Endi berilgan Ve > 0 songa ko‘ran, (g ) = [_ log, g]+ I deb olinsa,

barchan>n, () vape N lar uchun Spip—S, <& tengsizlik o‘rinli

bo‘ladi. Demak, Koshi kriteriysiga asosan, berilgan qator
yaginlashuvchi bo‘ladi.
2.6- misol. Koshi kriteriysidan foydalanib ushbu

< 1
n=1 (n +1 )’l
gatorning uzoglashuvchi bo‘lishini ko‘rsating.
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Yechilishi. g, = l deb olamiz. Faraz qilaylik, p=n bo‘lsin. U holda

barchare N lar uchun

S5, = + +..t
\/(n+l)(n+2) \/(n+2)(n+3)
1 1 1 i n 1 1
+ > o+ 4+ > =——>-=g,
2n(2n+1) n+2 n+3 2n+1 2n+1 2+1 4
n

Demak, (2.5) shartga asosan, berilgan gator uzoqlashuvchi.

Mustagqil yechish uchun misollar

Qatorlarning gismiy yig‘indilari ketma-ketligini va yig‘indisini
toping:

=3 (-1 =1 1 1
+ —_
2.1. ,,Z.‘[Z""" 5.3 ] . .2.; (sn—z 5n+3) .

< 1( 1 1 2n+1
2.3. Zz(n ) 24. 2 S(ne1)

-1 n+l

™~

n=2 n=t
& n—vn?-1 i 1
25 & fi(n+1) - 26- Zi (4n+5)(4n+9) -

Qatorlarning yaginlashuvchiligini Koshi kriteriysidan foydalanib,
ko‘rsating:

27 4+ M 2 Oy (a, <10).

10 10° 10"
2.8 sinx sin2x sinnx
Sy + 5 et 3 +
2.9, COSX—C0S2x  CO82x—CO83x cosnx—cos(n+1)x
. + +..+ +
1 2 n
2 n
COSX  COSX COS X
2.10. P + 5 +.ot 2
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211 1+—15-+ --12—+m+ -1,—+‘...
2 3 n

212, sin’lx sin’2x sin® nx

+..+
24 35 (n+1)(n+3)

. Koshi kriteriysidan foydalanib, quyidagi qatorlarning uzoq-
.. lashuvchiligini ko‘rsating:

1 1 1 1
. 213 1+ ok 204 04—~ +
4 2 n 2 3

B 2.15.1+_1.+_.1._|_’__+__ _._1__+_‘_ .
35

7 2n+1

206 243, 4y o nxly
5 8 13 n°+4

11
-
5.

1
- -+
4 6

2.17.In2+1n -2—+...+ln{l+ --1 )+ .
3 n

2.18,

1 1 1

+ +..+ +...
VI3 V35T fen-n(2n+1)
Misollarning javoblari

_1 =1
2-1‘ SR :§1_- 3| +-(-_ )_1 L] S=5_1 .
8 P g.3" 8

1(1 1 1
S =22t 5=2
225 5(3 5n+3] 15

25.5,23- 40 L) sed

2.4. Sn:]'____z-’S=l‘2.5- ,'S'"= - ,S=1:

26.8,= 11 ) s=1.
a9 anw9 )7 36
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3- §. Musbar hadli qatorlar
3.1. Musbat qatorlarning yaqinlashuvchi bo‘lishlik sharti. Biror

Ya,=a+a,+..+a,+.. 3.1)

n=l
gator berilgan bo‘lsin.

Agar a,20,(n=1,2,...) bo‘lsa, (3.1) qator musbat hadli qator
yoki gisqacha mushat gator deb ataladi.

3.1- teorema. (3.1) musbat qator yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun
uning gismiy yig‘indilar ketma-ketligining yuqoridan chegaralangan
bo‘lishi zarur va yctarlidir.

3.1- natija. Musbat hadli gatorning gismiy yig‘indilari ketma-
ketligi yugoridan chegaralanmagan bo‘lsa, gator uzoglashuvchi
bo‘ladi.

3.1- misol. Ushbu gatorni yaqinlashuvchilikka tekshiring:

cos’l  cos®2 cos’n
+ +..4 +....
1.2 23 n(n+1)
Yechilishi. Berilgan gatorning umumiy hadi uchun quyidagi

cos k < 1 1 1

tengsizlik o‘rinli: a, = < =L
CHESIEE O A= kD) TR (k1) & k41

, chunki

cos’n<1. U holda
Sn=z cos™ n sz 1_ 1 =1 1 <]‘
k=1 k(k+l) L=l k k+l n+l

{S,}qismiy yig‘indilar kctma-ketligi yugoridan | soni bilan
chegaralangan. Demak, yuqoridagi 3.1- teoremaga asosan berilgan
qator yaqinlashuvchi.

3.2-teorema. Agar (3.1) qatorning hadlari monoton kamayuvchi,

ya'nia, >a,,, 20 (n=1,2,3,...) bo‘lsa, u holda (3.1) qator bilan
%2"(12. =a +2a,+..+2"a, +... (3.2)

gator bir vaqtda yaginlashuvchi yoki bir vagtda uzoqlashuvchi
bo‘ladi.
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3.2- misol. Ushbu umumlashgan garmonik gatorni yaginlashishga
tekshiring:

SR i
an_ +2p+3p +'"+n” +oen.

n=l

Yechilishi. 1) p €0 bo‘lganda berilgan gatorning uzoglashuvchi

ckanligi 1.1-tcoremadan kelib chigadi, chunki bu holda gatorning
umumiy hadin — oo da nolga intilmaydi.

2) p>0 bo‘lsin, u holda 3.2-tcoremadan foydalanib, qator

yaginlagshuvchiligini tckshiramiz, chunki uning hadlari monoton

S R
kamayuvchi, ya’ni 1 > L Buholda 22‘ .= 22“' r)
n’ (n + ])" k) (2‘t ) er

bo‘ladi. Bu yerda bir necha hol bo*lishi mumbkin:
- |
a) p>1 bo‘lsa. u holda 2¢7<| vak_zo k(1) cheksiz kamayuvchi
geometrik qator hosil bo‘ladi. Bu gator yaqinlashuvchi va uning
e SR - .
yigindisi $ = kz:; 1) = grei ) bo‘ladi.

h) 0<p<1 bo‘lsin, u holda 2'*>| bo‘ladi. Shunga asosan,

22“'—") geometrik qator uzoglashuvchi bo‘ladi.
k=l

d) p=1 bo'lsa, u holda 2! =1, Natijada 1+1+...+1+... gator
hosil bo‘ladi. Bu gator esa uzoglashuvchi.

Shunday qilib, berilgan umumlashgan garmonik qator. 3.2-
tcoremaga asosan, p>| bo‘lganda yaginlashuvchi, p £1 bo‘lganda
esa uzoglashuvchi bo‘ladi.

3.2. Musbat hadli gatorlarni taqqoslash hagidagi teoremalar.
Ikkita

Na, =a+at.ta,+., (3.3)
u=l
> b, =b+by+...+b, +... (3.4)
=1

musbat qatorlar berilgan bo‘lsin.
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© 3.3- teorema. Agar » ning birorn, (n, 21) giymatidan boshlab
barchan = n, laruchuna, <b, tengsizlik o*rinli bo‘lsa, (3.4) qatorming
yaqinlashuvchi bo‘lishidan (3.3) qatorning ham yaginlashuvchi
bolishi yoki (3.3) qatorning uzoglashuvchi bo‘lishidan (3.4} gatorning
ham uzoqlashuvchi bo‘lishi kelib chigadi.
. ‘.
3.4- teorema. Agarp — o da b (a,20, b, > 0) nisbat

[

flrj_l)E;" —k (0<k S +)
- limitga ega bo‘lsa, u holda:
a) k <4 bo‘lganda (3.4) gqatorning vaqinlashuvchi bo‘lishidan
¢ {3.3) qatorning yaqjinlashuvchi bo‘lishi; _

b) k>0bo'lganda (3.4) qatorning uzoglashuvchi bo‘lishidan (3.3)
qatorning ham uzoglashuvchi bo‘lishi kelib chigadi.

3.2- natija. Agar

lim % =k
. e bn
limit o“rinli bo*lib, 0 < k < oo bo‘lsa, (3.3) va (3.4) qatorlar bir vaqtda
yaqinlashuvchi voki uzoglashuvchi bo‘ladi.
3.3- natija. Agarn — oo da g, ~ b, bo‘lsa, (3.3) va (3.4) qatorlar
bir vagtda yaginlashuvchi yoki bir vaqtda uzoglashuvchi bo‘ladi.

3.5- teorema. Agar 1 ning birorn,{n, 21} giymatidan boshlab

barchan z n, lar uchun

G Bt (4 51 b, >0)
. aﬂ f
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda (3.4) qatorning yaqinlashuvchi
bo‘lishidan (3.3) gqatorning ham yaginlashuvchi bo‘lishi yoki (3.3)
qatorning uzoglashuvchi bo‘lishidan (3.4) qatorning ham
uzoglashuvchi bo‘lishi kelib chigadi.

543(-1)
( ) qatorni yaqintashishga tekshiring.

3.3- misol. i

nt3
- 2
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Yechilishi. Ravshanki, barchane N laruchun2<5+3(-1)" <8
bo‘ladi. Bu holda

3
O < a" 5 ! (d»’% ) "
2" 2

1
bo‘lishi kelib chigadi. Ma’lumki, geometrik qator(q=5<1]

]
2
yaginlashuvchi. Demak, 3.3- teoremaga ko‘ra, berilgan gator ham
yaginlashuvchi bo‘ladi.

3
e"+n

3.4- misol. Zm qatorni yaqginlashishga tckshiring.

= 3 +In
Yechilishi. Asimptotik formulalardan foydalanib, quyidagilarga

ega bo‘lamiz:n —> o dae" +n* ~ ", 3" +In*(n+1)~ 3".

n 3 7
Buholdan—)oodaa"=—% ~|¢ =b,,
3+In*(n+1) (3

(e e
bunda ; <1. Ma’lumki, Z(%) geometrik qalor(q =3 < ')
n=l A~
yaqinlashuvchi. Yuqorida keltirilgan 3.3-natijaga asosan, berilgan
qator yaqin]ashuvchi bo‘ladi.

3.5- misol. 2 qatorni yaginlashishga tekshiring,
n=2 (n+])‘""

oo

1
Yechilishi. Berilgan qatorni Zn garmonik gator bilan

n=|
solishtiramiz. Ravshanki, bu ikki gator umumiy hadlari nisbatining
limiti
1

2
_zln(n»l)

. n .
=lim =lime™ ¢ " =+oo
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bo‘ladi. Yuqorida keltirilgan 3.4-tcoremaga ko‘ra berilgan gator
uzoqlashuvchi bo‘ladi.

3.3. Musbat hadli gatorlar uchun yaginlashuvchilik alomatiari.
Dalamber alomati. Biror

2_14“" (barcha ne N laruchun a, >0) (3.5)
qator berilgan bo‘Isin. U holda:
a) agar shunday g€ (0,1) son vam(me N) nomer mavjud bo‘lib

vaVn2m dan boshlab

n+|<q
a

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, (3.5) qator yaginlashuvchi bo‘ladi.
h) agar shundaym (me N) nomer mavjud bo‘lib, barchan=>m
lar uchun

an-l-l > l

a"
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, (3.5) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
3.4- natija (Dalamber alomatining limit ko‘rinishi). Agar (3.5)
qator uchun
lim “ =1 (3.6)

H=300 a
n

mavjud bo‘lib,A <1 bo‘lsa, (3.5) qator yaqinlashuvchi, A >1
bo‘lganda esa, gator uzoglashuvchi bo'ladi.

3.6- misol. i ¢ ¥ a> () qatorni yaqinlashishga tckshiring.
nrz) n:
n ]

a="a, = Jadi.
Yechilishi. Berilgan gator uchun 4, pt? Gt (n+1)! bo‘ladi

Dalamber alomatining limit ko‘rinishidan foydalanib, qatorni
yaginlashishga tekshiramiz:
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n+l ]
@, a n.

lim = lim

Mshim ¢ =0=1
mye g woe(pl) @ moent]

Decmak, A =0<1 bo‘lganligi sababli, berilgan gator yaqinla-
shuvchi.
3.7-misol. Ushbu gatorni yaqinlashishga (ekshiring:
311 32.2! 3".nl
+ 2 +...+ ,
1 2 n'
Yechilishi. Berilgan gator uchun:

3l 3(nl)

'n n" ’ n+l (n + l )n+l 4

3 (n+1) ’
fim @ =gim > DL A s 23
"=, 2 (n+]) 3"n! mo= \n+l e

+...

bo‘lganligi sababli, yuqoridagi 3.4- natijaga ko‘ra, berilgan qator
uzoglashuvchidir.
3.8- misol. Ushbu qatorni yaqinlashishga tekshiring:
&y osinfko
;r'x!:!l+x2+cos2 ko (x20)-
Yechilishi. Agar x=0 bo‘lsa, berilgan qator yaginlashuvchi
bo‘ladi. x #0 deb faraz gilamiz. Bu holda berilgan gatorning umumiy
hadi

1 sin’ ko nx
a,,=n-x||] ) ,, S , . =b,
o 1+ X" +cos“ ko (l+x")

o nx
bo‘ladi. U holdaz(sz)n gatorga ega bo‘lamiz. Dalamber

n=ti

alomatidan foydalanib hosil bo‘lgan qatorni yaginlashishga
tekshiramiz:
nx _ (n+)x

bn = n Y T n+t ?
(1+x*) (1+2%)
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b, . n+l 1 1
lim == =lim . — = 5 <1,
now b omoe g l4xt 14x

hosil bo*igan qator yaqinlashuvchi. Demak, taqqoslash alomatiga
ko‘ra, berilgan gator ham yaginlashuvchi.
Koshi alomati. Ushbu qator berilgan bo‘lsin,

Zaﬂ {barchane N lar uchun g, 20) (3.7

n=}

U holda:
a) agar shunday ¢ € (0;1} son va m nomer mavjud bo‘lib, barcha

n>mdan boshlab

Ja, <q
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, (3.7) gator yaqinlashuvchi bo‘ladi;
b) agar shunday s nomer mavjud bo‘lib, barcha» 2 m lar uchun
Ha, 21
tengsizlik o*rinli bo‘lsa, (3.7} gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

3.5- natija (Koshi alomatining limit ko‘rinishi), Agar (3.7) qator
uchun

limg/a, =A (3.8)

limit mavjud bo‘lib, A <1 bo‘lsa, (3.7) qator vaqginlashuvchi, A >1
bo‘lganda esa, uzoglashuvehi bo‘tadi.

3.1- eslatma. Agar (3.6) va (3.8) shartlarda A =1 bo‘Isa, Dalamber
va Koshi alomatlari gatorning yaqinlashuvchi va uzoqlashishi
to‘g‘risida hech narsa ayta olmaydi: qator yaqinlashuvchi ham,
uzoqlashuvchi ham bolishi mumkin.

| |
Bizga ma’lumki, ZI,; va Z',;I 7 qatorlarning ikkalasi ham (3.6)
va (3.8) shartlarni ganoatlantirib, A =1 bo‘ladi, lekin ulardan
birinchisi uzoglashuvchi, ikkinchisi yaginlashuvchi (3.2-misolga q.)
bo‘ladi. .

3.2- eslatma, (3.6) limitning mavjudligidan (3.8) limitning
mavjucligi kelib chigadi, lekin buning teskarisi o‘rinli emas, ya'm
(3.8) imitning mavjudligidan (3.6} limitaing mavjudligi har doim
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ham kelib chigavermaydi. Shuning uchun qatorlarni yaginlashishga
tckshirishda Koshi alomati Dalamber alomatiga garaganda sezgirroq
bo‘lib hisoblanadi.

3.9- misol. le,, gatorni yaqginlashishga tekshiring, bunda
n=1
¢ — musbat.

-
A-n

u = ¢, n-juft bolganda,
' g, n-toq bo‘lganda,

Yechilishi. Quyidagi nisbalni qaraymiz:

Ay qli‘/m”z, n-toq bo‘lganda,
a, {g"¥"V" o juft bo'iganda.

g #1 bo‘lganda s chegaralanmagan bo‘ladi, shuning uchun u
«

n

4
chekli limitga ega emas. Lekin n—e da zfa =¢""" 5y
bo‘lganligi uchun, g <1 bo‘lganda, gator yaqinlashuvchi, g > 1
bo‘lganda esa, qator uzoglashuvchi bo‘ladi. Shunday qilib. Koshi
alomati Dalamber alomatiga qaraganda sezgirrog ckanligiga
ishonch hosil gilamiz.

Sn+6
Yechilishi. Berilgan gator uchun:

6(4n+5)" ¢ 4n+5
a,=n-: Ya =n" - ——

n=l

= [4n+5Y
3.10- misel. Zn"( “ ) qatorni yaqinlashishga tekshiring.

sn+6 )YV " 5146
6
. . ~4n+S 4
lim#fa, =limn" ——=—<
"-300 n-—soc H+ 5

bo*lganligi sababli, Koshi alomatiga ko‘ra, berilgan gator yaqgin-
lashuvchi.

= n!
3.11- misol. z Jn 9qatorni yaginlashishga tekshiring.
n=1 A1

Yechilishi. Stirlingning asimptotik formulasidan foydalanamiz:

n "
n— oo dan.’~(e) N2mn |
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1 1
Bu holda n—eo da 3, ~ ¢ ()5 4% % .p~~ bo'ladi
- Yugorida keliirilgan 3.3- natijaga ko‘ra berilgan gator uzoqlashuvchi
bo‘ladi.

min—1)
n—1
3.12- misol. z(ﬁ_—iJ qatorni yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Berilgan gator uchun

PI 1 Aln—1} H—l w1
a = J¥a = — |
o n+1 n+l

2 Y7
llmJ_—llm 1———-1- = 5«1

b n—boa ¥

bo‘lganligi sababli, Koshi alomatiga ko‘ra, berilgan qator
yaginlashuvchi.

3.5- teorema (umumlashgan Koshi alomati). Agar ii_n_qug =gq,

a, 20, (n=12,..) bo‘lsa, u holda: ¢} ¢ <1 bo‘lganda Zan gator
=l

vaginlashadi; 5} ¢ >1 bo‘lganda esa Za,, uzoglashadi.
n=l

-1
3.13- misol. z o ) qatorni yaqinlashuvchilikka tekshiring.
a=l

Yechilishi. Quyidagi ifodani qaraymiz:

ii

K" =ilg =4 = m 2_'._
Agar n=2k, ke N bo'lsa, K, = %3”‘ va llm K, =
Agar n=2k-1, ke N bo'lsa, K, =é bo‘ladi.

= 1
Umumlashgan Koshi alomatiga ko‘ralim &, = 5 1 va berilgan

qator yaginlashuvchidir.
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Raabe alomati. Agar
3.4, (a, >0.barchane N lar uchun) (3.9)
n—1

qatorda ne N ning birorn, (n,21) qiymatidan boshlab

barchan 2 n, giymatlar uchun

n( an —1J2r>] (n( G -1]<|]
aml an+l

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda (3.9) gator yaqinlashuvchi
(uzoqlashuvchi) bo‘ladi.

3.6- natija (Raabe alomatining limit ko‘rinishi). Agar (3.9) qator
uchun

limn[ @ —1]=p (p =const)
an+l

=300

limit mavjud bo‘lib, p > bo‘lsa, (3.9) qator yaqginlashuvchi, p <1
bo‘lsa, gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

n—pe0

3.3-eslatma. Agar (3.9) qaloruchun.limn[ n —]]:p:] bo‘lsa,
a,
u holda gator yaqginlashuvchi bo‘lishi ham, uzoglashuvchi bo‘lishi
ham mumkin.

(2n=1)11 )
3.14-misol. Zl 2,2)” o7 qatorni yaginlashishga tckshiring.

Yechilishi. Berilgan qator uchun

_(Zn—l)!! 1 _(2n+])!!
“T a2 T (2ne2)n2e

“u 2(2n+2) lim n n -1 |=limn 2(2’1-'-2)—1 =oco>]
a,, (@n+1) 7 = |a,, oo | 2041

bo‘lganligi sababii, Raabe alomatiga ko‘ra, berilgan qator
yaqginlashuvchi.
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3.15- misol, Z n‘ ( e ) gatorni yaqginlashishga tekshiring.

Yechilishi. Dalamber alomatiga ko‘ra, berilgan qatorning
yaginlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo‘lishi to‘g‘risida biror garorga

kelib bo‘lmaydi, chunki lim = %41 =1, Ammo Raabe alomatiga ko‘ra,

H—hsa a

berilgan qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.
Hagiqatan ham, berilgan qator uchun -

Y l F_I H ; _ 1 I?_'l'l n+l
"l e e (n+1)1 e _’

Ro=n|-2—1l=n| —%—1| limR =limn| —% I
( 1} e N ( 1}
14+— 1+-

n n

Bu limitni hisoblash uchun x -0 da In(l+x) va ¢* larning
Teylor formulasida yoyilmasidan foydalanib, R ni quyidagi
ko‘rinishda ifodalaymiz;

1
R =n el -1 =n(e(1+l)‘”—lJ=n(e'e ! ")—l}=
n

I 1 1 1 1
:n(e'e " 2"2+0{"2D—~1]=n{e e_I 5M("}—1)=n[e§+o(;) —1)-—-

1 1 1 1
= FI[I+~2~;;+O(;)—])—E+O(;)‘

Demak,limR, =lim l~i~o(l) =1 bo‘ladi, ya’ni]L: l<1
R sl 2 n 2 2
bo*lganligi sababli, Raabe alomatiga ko‘ra, gator uzoglashuvchi.
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Gauss alomati. Agar (3.9) gator uchun

i=A+£+% (lo,/<c, £>0)
a,. n n
bo‘lsa, u holda:
a) A >| bo‘lganda, (3.9) qator yaqinlashuvchi;
h) A <1 bo‘lganda, (3.9) gator uzoglashuvchi;
d) A =1 bo‘lib, u >1 bo‘lganda, (3.9) qator yaginlashuvchi;

e} A =1 bo‘lib, u <1 bo‘lganda, (3.9) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

=((n-1)nY
3.16- misol. Z (2n)" gatorni yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Berilgan qator uchun

L [(@a-nr "’ L o[ @y ’
n ? n+l b4
(2n) (2n+2)
bo'ladi. % nisbatni qaraymiz:
a

nil

7 r
a, _ 2n+2 =1+ ] — (4 P,
a, \2n+l 2n+1 2n+1

+ p(p-1) +o[ ; ) n— oo,

202041y 7

Gauss alomatiga ko‘ra, berilgan gator p>2 bo‘lganda.
yaginlashuvchi, p <2 bo‘lganda esa uzoglashuvchi bo‘ladi.
3.17- misol. Ushbu qatorni yaginlashishga tekshiring:
< p(p+h..(p+tn=-1) |
_,,z=,’ n! e
Yechilishi. Ravshanki, p — butun manfiy yoki nol bo‘lganda
berilgan gator yaqinlashuvchi bo‘ladi. Shuning uchun biz bu holni

all . . . . . .
garamaymiz. Bu qatorda a nisbatni quyidagicha ifodalaymiz,
n+l
bunda
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p _pptDfp+n-1) 1
g n! n?

U ~1 g+l
a, =n+l l+‘ =147 I+] .
a,, ptn n n n

1
Biz bu yerda ey V8 {14+x)* funksiyalarningx — 0 da Tcylor

"

formulast yoyilmasidan foydalanib,
1 -p+
o =(1—1’+o( )]-(H"H +o(’))=1+" P o
a,, n n n n n n
ni lopamiz.
Demak, Gauss alomatiga asosan.g—p+1>1 yokig>p
bo‘lganda berilgan gator yaginlashuvchi bo'ladi.

Koshining integral alomati. Agar f(x) funksiya[k;+e0) (ke N
— biror son) da aniglangan, uzluksiz, o‘smaydigan va manfiy
bo‘lmagan funksiya bo'lib, (x)=ff(t)dl funksiya f{x) funksiya

I oo
uchun boshlang‘ich funksiya va Z",. = 2 ! (’7) bo‘lsa,
n=|

-l
fim £ (x)=im [ ()
mavjud va chekli bo‘lganda (3.7) qator yaginlashuvchi, bu limit
mavjud bo‘lmaganda yoki cheksiz bo‘lganda (3.7) qator
uzoqlashuvchi bo‘ladi.
- 1

3.18- misol. “~ pinnin (]n ,,) q

atorni yaqinlashishga tekshiring.

1

Yechilishi. Berilgan qatorning umumiy hadia, = .
ninn-In(inn)

U hold: =
olda f(x) xInx-In(Inx)

funksiya [3 ; + =) da aniglangan,
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uzluksiz, o‘smaydigan va manfiy bo‘lmagan funksiya. f{x)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi esa

F =Inlnlnx—Ininin3
() J‘z‘lm‘lnlnt nininx=tninin

bo'lib, x — oo da F(x)—>ea. Demak, Koshining intcgral alomatiga
ko‘ra, berilgan qator uzoglashuvchi bo‘ladi.

3.19- misol. 2”33_" gatorni yaqginlashishga tekshiring.
=l

Yechilishi. / (x)= x*e™ funksiya x 21 da kamayuvchi va manfiy
bo‘lmagan funksiya. f (:c)=x3e"‘4 funksiya uchun F(x) boshlan-
g‘ich funksiyani topamiz:

3 - - l | -xt
F(x) Jt =, (c e )
x —eoda F(x) funksiyaning limiti mavjud va chekli, ya’ni
. 1

{ll}l F(x) = 4 Demak, Koshining integral alomatiga ko‘ra, berilgan
gator yaqinlashuvchi.

Mustagqil yechish uchun misollar

Qatorlarni 3.1- teoremadan foydalanib yaginlashishga tckshiring

sin‘2n had Inn) ,
3.1 2(n+l (n+2) - 3.2.§(l+ ; ]q , 0<g<l.

oo

T —arctgn n-2m
3‘3'Z(n+l)(n+2)(n+3)' 34. 2 n3 44

n=|

Qatorlarni 3.2- teoremadan foydalanib ydqmla.shlshga tekshiring:

353 ¢ 363 1 372 "t

w2 N lnn w2 n(In n)’" (In n) Sidn n-l
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o

38. 31 303 3 3503 !

~n “d+n’ wmnlnnlning

RID) b
s ninn(intnn)

Taqqoslash teoremalaridan foydalanib, qatorlarni yaginlashishga
tekshiring:
= 5+3(=1)" =
32 ) CO s $in'n 344 S

nual 3 n=1 n\/— n=l e

o arctgn ., cos N n""
395, Y U 306 ¥ A0 347, Y — 1
n*+1 = ont =1 =, nl
=l =t Nah = (2n‘+n+]) 2

o0 5 0o i bad 1
3.18. 309, ¥ 7 300, .
;2"+3" o 2™ g’ln(nﬂ)
< ] Inn
3.21. . 3.22. . 3.23.
5”2—4”"‘5 2:\/n *42n f?;v'\/—

oo

324. 3 (Yot e 1=Vt =n1} . 3.25. Yier

PR =l

2 \2
3.26. Z[HH‘J'

=l l+n

Dalamber alomatidan foydalanib, qatorlarni yaqinlashishga

tekshiring: Za" .

n=|l

12 4
32%.a,=," .328.a="
(n+2) 4"
' td
3.29. a,,=n": , a¥e, a>0. 330 3(6 ():T)arcun .

36

www.ziyouz.com kutubxonasi



331 4 = (2n)! 3324 = n!(2n+1)!
T (nY (3n)!

2-5..(3n+2) 334 = 1-3-5...(2n—1)

3.33.q = .334.0 = .
To2n(n+1) " 2:5-8..(3n-1)
] (Il
335.a,= " 336.a=" " ax2
2" +1 4!

Koshi alomatidan foyddlamb gatorlarni yaqginlashishga

tckshiring: Za" .

n=l

" 2 o’
33.a,= |, n22.338.4=[%]. 330.4=[" "],
(Inn) n n+6

2n

3.40. a, =3 " | 3ana=[TEF(2Y.
n+l n-3 )16

a n{n-1)
3.42. 4 =— " . 3.43. 4, =(2"'1] .
(In(n+l))2 2n+1
3” n 2n-1 2n 1
344. a,= ) 345 an=(3 _IJ .3.46. a4,=" .
() i :

Umumlashgan Koshi alomatidan foydalanib, gatorlarni
yaqinlashishga tekshiring.

- acosz—E i 254-3(—1)"’l
347y 3 .49. .
; 2 =1 n=l 4"
- ”3 \/5 + (_] )" 1+ cosn 2n-tnn
3.50.; [ - ] 3.51. 2(2+cow) .

3.52. Agara, >0 Vne N larda a,, <a, bo‘lib, za,, qator
=l
yagqinlashuvchi bo‘lsa, ll_r)n na, =0 ekanini isbotlang.
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3.53. Agarlimna, =a bo‘lib, a#0 bo‘lsa, zl"n qator

uzoglashuvchi bo‘lishini isbotlang,

3.54. 2“,. qator (@, 20) berilgan bo‘lib, #2#, larda

n=1

n
(l—ﬁ'/z )lnn 2 P>1 bo‘lsa, berilgan qator yaqintashuvchi, n 2 n,

Y
larda (l —Q[‘Z )lnn <1 bo‘lsa, uzoqglashuvchi ekanini isbotlang.

3.55. Agar Za; ) be qatorlar yaqinlashuvchi bo‘lsa, Z ab,
n=|

n=l n=|

2
" >
2(0,,"'/7,,) , z qatorlar ham yaqinlashuvchi bo‘lishini
n=]

n
st N

isbotlang
Raabe va Gauss alomatlaridan foydalanib, quyidagi qatorlarni

yaqinlashishga tckshiring: Za" .

n=l

(2n+l)!! ] |
3.56. a, = P
"l (@n+2)t ) Af
357. q, = . ! s a>0.
(a+ 2)(a+\/§)...(l+\)n+l)
‘ ’n
3.58. 4 = (n+1) L B>0.359.4=""°"

" B(B+1)..(B+n)

3.60. a, = p(‘£+l)"'(l’+”+|)

g(g+1)...(g+n-1)

361, g <4 0Br=2) 25 (3n+2)
nt{n+1)19"

o
], p>0,4>0.
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In2In3..In(n+1)

- In(2+a)Iin(3+a)..In(n+1+a)" a>0.

1 In o

363.4,= | n>2. 364 q ="l 53
ninn n—~n-1

1
365.4,= ., . n>2.

Koshining integral alomatidan foydalanib, qatorlarni
yaqinlashishgu tekshiring:

3.66. 672 : 68. 2, >
= n( 1+Inn 3. Jon+5 3.68. Ly 2

ned n=:)

n+l)

3.69.2(”"2 ) 3.70. i'( (+1) 3.71. 2 a" !

l+n = n_z

3.72. 3 ne ™ 3.73.20“ . 3.74. Z ,.m » (@>0)
n=l n=|

n=z N

o 1 had 1
3 75.2 o2 >0 . 3.76. P )

n=2 nlnn(]n]nn) =2 In" n

Misollarning javoblari

3.1. Yagqinlashuvchi. 3.2. Yaginlashuvchi. 3.3. Yaginlashuvchi.

3.4.Yaqinlashuvchi. 3.5. p>1 da ydqmldshuvchl, p<) da
uzoqlashuvchi. 3.6. V¢, p>1 da yaginlashuvchi, p=1, ¢>1 da
yaginlashuvchi. 3.7. Uzoqlashuvchi. 3.8. Uzoglashuvchi.
3.9. Yagqinlashuvchi. 3.10. Uzoglashuvchi. 3.11. Yagqinlashuvchi.
3.12. Yaqinlashuvchi. 3.13. Yagqinlashuvchi. 3.14.Yaqinlashuvchi.
3.15. Yaginlashuvchi. 3.16. Uzoglashuvchi. 3.17. Yaginlashuvchi.
3.18. Yagqginlashuvchi. 3.19. Yaginlashuvchi. 3.20. Uzoqlashuvchi.
3.21. Yaqinlashuvchi. 3.22. Uzoglashuvchi. 3.23. Uzoglashuvchi.
3.24. Yaginlashuvchi. 3.25. Uzoglashuvchi. 3.26. Yaginlashuvchi.
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3.27. Yagqinlashuvchi. 3.28. Yaqinlashuvchi. 3.29. Uzoglashuvchi.
3.30. Uzoglashuvchi. 3.31. Uzoqglashuvchi. 3.32. Yaqinlashuvchi.
3.33. Uzoglashuvchi. 3.34. Yaginlashuvchi. 3.35. Uzoqglashuvchi.
3.36. Yaginlashuvchi. 3.37. Yagqinlashuvchi. 3.38. Yaginlashuvchi.
3.39. Yaginlashuvchi. 3.40. Uzoglashuvchi 3.41. Yaqinlashuvchi.
3.42. Ixtiyoriy a lar uchun yaqinlashuvchi. 3.43. Yaginlashuvchi.
3.44. Uzoglashuvchi. 3.45. Yaginlashuvchi. 3.46. Yaqinlashuvchi.
3.47. Yaginlashuvchi. 3.48. Yaqinlashuvchi. 3.49. Yaginlashuvchi.

3.50. Yaginlashuvchi. 3.51. Yaginlashuvchi. 3.56. ‘; +B>1 da

yaqginlashuvchi, (; + B <1 da uzoqlashuvchi. 3.57. Yaqinlashuvchi.

3.58. a+B>2 da yaginlashuvchi, o+ 8 £2 da uzoqlashuvchi.
3.59. a>1 da yaqinlashuvchi, g <] da uzoglashuvchi.
3.60. a(g—p)>1 da yaginlashuvchi. 3.61. Uzoglashuvchi. 3.62.
Uzoqglashuvchi. 3.63. Uzoglashuvchi. 3.64.Uzoglashuvchi. 3.65.
Yaqginlashuvchi. 3.66. Uzoglashuvchi. 3.67. Uzoglashuvchi. 3.68.
Yagqinlashuvchi. 3.69. Yaqinlashuvchi. 3.70. Yaginlashuvchi. 3.71.
Yagqinlashuvchi. 3.72. Yaqinlashuvchi. 3.73. Yaqinlashuvchi. 3.74.
Yaqinlashuvchi. 3.75. Yaqinlashuvchi. 3.76. a>1, Be R da

yaginlashuvchi, agar o =1, 8 > | bo‘lsa. yaginlashuvchi, a va b ning
boshqa giymatlarida uzoglashuvchi.

4 - §. Ixtivoriy ishovali qatorlar va ularning yaqinlashuvchiligi

4.1. Qatorlarning absolut va shartli yaginlashuvchiligi. Hadlari
ixtiyoriy ishorali
Y a,=a+a,+..a,+.. (4.1
n=1
gator berilgan bo‘lsin. Bu gator hadlarining absolut giymatlaridan
ushbu gatorni tuzamiz.
Y a, =a+a+.a +.. (4.2)
n=|
4.1- ta’rif. Agar (4.2) qator yaginlashuvchi bo‘lsa, (4.1) qator
absolut yaginlashuvchi gator deyiladi.
4.2- ta’rif. Agar (4.]1) qator yaqinlashuvchi bo‘lib, (4.2) gator
uzoqlashuvchi bo‘lsa, (4.1) qator shartli yaginlashuvchi deyiladi.
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4.1- teorema. Agar (4.2) qator yaginlashuvchi bo‘lsa, (4.1) qator
ham vaqinlashuvchi bo‘ladi.

4.2- teorema. Agar (4.1) gator absolut yaqinlashuvchi bo‘lib, {4 }
ketma-ketlik esa chegaralangan bo‘lsa, ya'ni M >0:¥ae N uchun

|b"| <M bo'lsa, zanbu gator absolut yaginlashuvchi bo‘ladi.
=l

4.3- teorema. Agar ixtiyoriy ishorali zaﬁ va Zb,, gatorlar
n=]

n=|
absolut yaginlashuvchi bo‘lsa, barcha A,ue R o‘zgarmas sonlar
uchun

§ (A, +ub,)

u=I

gator ham absolut yaqinlashuvchi bo‘ladi.
4.4-teorema. Agar (4.1) gator absolut yaginlashuvchi bo‘lsa, (4.1)

qator hadlarining o‘rinlarini almashtirish natijasida tuzilgan

2.4,
=l
qator ham absolut yaginlashuvchi bo‘ladi va uning yig® indisi (4.1)

qatorning yig‘indisiga teng bo‘ladi.
4,5- teorema. Agar {4.1} qator absolut yaqginlashuvchi bo‘lsa, u

holda z Ca, { C—o‘zgarmas son)gator ham absolut yaqinlashuvchi

n=1
bo*lads,
4.6- teorema. Agar

Zan =q+a,t..a,+t.., (A)

n=]

Y b, =b+b+. b, +... (B)
=l
qatorlar absolut yaginlashuvchi bo‘lib, nlarning yig* indilari mos
ravishda S'. $" ga teng bo‘lsa, ular hadlarining istalgan tartibdagi
a;b, ko*paytmasidan tuzilgan gator ham absolut yaqinlashuvchi
boladi va uning yig‘indisi $'- $* ga teng bo‘ladi.
" 41

www.ziyouz.com kutubxonasi



4.1- eslatma. (4.2) gatorning uzoglashuvchi bo‘lishidan (4.1)
qatorning uzoglashuvchi bo‘tishi har doim ham kelib chigavermaydi.

4.2- cslatma. Agar (A4) va (B) qatorlarning biri yaqinlashuvchi,
ikkinchisi absolut yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda gatorlarni
ko‘paytirishda Koshi goidasi o*rinli bo‘ladi:

20 —Za 2” , ¢, =ab, +ab,  +..+ab.

n=} n-l
4.3- eslatma. (A4) va (B) gatorlar shartli yaginlashuvchi bo*lganda,
ularning ko*paytmasi uzoglashuvchi bo‘lishi ham mumkin. Masalan.

n-1
Z( ) qatorning Leybnis alomatiga ko‘ra shartli yaginlashuvchi

u=l
ekdnhglm ko‘rsatish qiyin emas.
Bu qatorni Koshi qoidasiga asosan o‘zini-o‘ziga ko‘paytiramiz:
i—| n-2 7 -3 7=l
SRR SR AR ) e
Jn J_ J_ J_ J— Jn

l |
=(-1) (].\/;+\/2_‘\/'1___]+...+\/}.m+...+\[;.]).

¢, =1 ot

1
Qavs ichidagi har bir qo*shiluvchi dan katia bo‘lganligi
n
uchun ¢, >1 bo‘fadi. Demak, ko‘paytma qator uzoglashuvchi
bo‘ladi.

aNn+4=Jn+l

4.1-misol. Y, (=1)"" " qatorning absolut yaginlash-
n=)

uvchiligini ko‘rsating.

Yechilishi. Berilgan gator bilan birga 2 qatorni

n=|
garaymiz. Bu gatorning umumiy hadini quyldaglcha shakl
almashtiramiz:

Jn+d—Jn+l 1 1 1
n 3n(«/n+ 4+n+l)
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53

3
Demak, ZL — qgator yaginlashuvchi, chunki p= ) > U

=1
n nz

holda 4.1- ta’rifga ko‘ra, berilgan gator absolut yaginlashuvchi
bo‘ladi.

(- 1) sin nx

4.2- misol. z qatorni yaginlashishga tckshiring.

n=t

Yechilishi. b, =sinnx, a, =D dcb belgilaymiz. Vne N,
n

4

Vxe R uchun b, = sinnx <1, Za Z( b _ qator absolut
n=|
yaginlashuvchi, chunki 2 14 - - qator yaqinlashuvchi. Demak, 4.2-
a1 1
teoremaga asosan, berilgan qator absolut yaginlashuvchi bo‘ladi.
4.3- misol. Ushbu gatorlar yig* indisining absolut yaginlashuvchi
ckanligini ko‘rsating:

& COS X o V3 sinax
; ot VA g‘\on" (x#2nm,ne Z),

Yechilishi. Ravshanki, berilgan gatorlar 4.2- leoremaga asosan,
absolut yaqinlashuvchi bo‘ladi. Endi quyidagi yig‘indi qatorni
garaymiz:

N 4
i oS nx +i Bsinax & 5‘“(3’“”")
2n? 2n? o n?

Hosil bo‘lgan gator 4.2- teoremaga asosan, absolut yaginlashuvchi
bo‘ladi.

Demak, 4.3- tcoremaga asosan, absolut yaqinlashuvchi
gatorlarning yig‘ indisidan tuzilgan gator ham yaginlashuvchi bo‘lar
ckan.

4.4- misol. Ushbu gatorlarning ko*paytmasini hisoblang:

1
nn [od (_l)"(_)n
>y

n=0 n=0 n !

n=| a=|
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Yechilishi. Ma'lumki. bu berilgan gatorlar absolut yaginjashuvchi
{
bo*lib. ularning yig* indilari mos ravishda ¢™ va ¢ * ga teng bo‘ladi.
Endi bu gatorlarni Koshi formulasi bo‘yicha ko‘paytiramiz.
Ko*paytma gatorning umumiy hadi

I

=2

1 n-1 __l_ n--k
¢ =1-( 3 +(—2)-( 3y +.. 2 73
! n! I (n-n! kY (n—k)!
]
n n '_'2_' !
NEIA 2 S Py
= kN (n—k)! 3 n!
1
- (_2 3_)H
Endi 2 —— qator hadlarining absolut giymatlaridan tuzilgan
n=5) n:
tin
o (2;)
=— galorni absolut yaginlashishga tekshiramiz: Dalamber
PR

alomatiga asosan, qator yaqginlashuvchi. Demak, 4.6- lcoremaga

asosan, ko‘paytma qator absolut yaginlashuvchi va uning yig‘indisi
N

¢ *=¢ * gateng bo'ladi.

-2

e
= (n+3)cos3n

al \/3 n7+3n+4 .

chiligini ko‘rsating.

4.5- misol. gatorning absolut yaginlashuv-

Yechilishi. Barcha ne N lar uchun n+3<4n, cosdn L1,

4
n +3n+4>n" tengsizlik o'rinli bo‘ladi. U holda, 4, < 7= b,
n

:>I bo‘lib, zh,, gator yaqinlashuvchi. Demak, tagqoslash
n=1

alomatiga ko‘ra berilgan qator absolut yaqginlashuvchi bo‘ladi.

4.2, Ishorasi almashinuvchi gatorlar.

4.3- ta’rif. Ushbu (bundaa, 20 yoki ¢, €0, Vne N) qator
ishorasi almashinuvehi yoki Levbnis qatori deyiladi.
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i(—l)’m 4, =a—ay+ay—...t(-1)"a,+.. (4.3)
-l

4.7- teorema (Leybnis alomati). Agar ishorasi almashinuvchi (4.3)
gatorning hadlari absolut giymati bo‘yicha monoton kamayuvchi,
ya’ni

a,26,,>0 (VneN) (4.4)
va )
lima, =0 (4.5)

bo‘lsa. (4.3) qator yaqginlashuvchi bo‘ladi.

4.4- cslatma. Absolut yaginlashuvchi qatorlar uchun Leybnis
alomatining shartlari bajariimasa ham ishorast almashinuvchi gator
yaginlashuvchi bolishi mumkin,

4.5- eslatma. Absolut yaginlashuvchi bo‘lmagan ishorasi
almashinuvchi, hadlari monoton kamayuvchi qatorlar yaginlashuvchi
bo‘lishi uchun Leybnis alomatidagi shartlarning bajarilishi zarur va
yetarli.

4.6- eslatma. Leybnis alomatidagi uchala shart ham, ya’'ni
qatorning hadlarini ishora almashinuvchiligi, absolut giymati
bo‘yicha monotonligi va ularning nolga intilishi absolut
yaginlashuvchi bo‘lmagan gatorlarning yaginlashishi uchun muhim
shart bo‘lib hisoblanadi. Shulardan birortasi buzilsa, u holda qator
uzoglashuvchi bo*ladi.

Bundan keyin. Leybnis alomati shartlarini ganoatlantiruvchi
qatorlarni Leybnis tipidagi qatorlar deb alaymiz.

Natija. Leybnis tipidagi qatorlardaVne N uchun quyidagi
tengsizliklar o‘rinli bo'ladi:

S, <S<S,,,, S-S, <a,,, 0<S<a,.
4.6- misol. Ushbu gatorni yaginlashishga tckshiring:
1 + [ + 1 + I 1 N
2 3 45 (2n—l)4 (211)3

Yechilishi. Berilgan gator hadlarining absolut giymatlaridan
tuzilgan

| I T N 1 1

[
Tty Te Tt (2n-1)’ * (2n) *

. . . - 1 . .
gator yagqinlashuvchi, chunki bu qator Z 5 gator bilan

n=i
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tagqoslanganda, berilgan gatorning har bir hadi bu gatorning mos

hadlaridan katta emas. Lekin 2 13 —yaginlashuvchi gator. Shuning
m=l

uchun berilgan gator absolut yaginlashuvchidir.

Endi Leybnis alomatining shartlarini tekshiramiz.n — « da
a — 0, lekin monotonlik sharti o‘rinli emas: 1> 13 > 14 ; l4 < l, .

! 27 3 ¥ 4

Demak, 4.4- eslatmaga asosan, ishorasi almashinuvchi gatorlarda
lima, =0 shart bajarilib, monotonlik sharti bajarilmaganda ham

n 3

gator yaginlashuvchi bo‘lishi mumkin.
4.7- misol. Ushbu gatorni yaqinlashishga tekshiring:
| IS TR N SN U B B |
- -+ + + - - =
1 2 2 3 3 3 4 4
Yechilishi. Qator hadlarining ishorasi almashmayapti, lekin
hadlari absolut giymati bo‘yicha monoton kamayib nolga lnlllddl
Qismiy yigindilarining ko*rinishi ushbu

_J, n=2k-1 ke N bdiganda
710,  n=2k, ke N bo'lganda,
shaklda bo‘lgan ketma-ketlik limitga ega emas. Shuning uchun

berilgan gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
4.8- misol. Ushbu qatorni yaqginlashishga tekshiring:

Yechilishi. Qator ishorasi almashinuvchi gator va umumiy had
absolut giymati bo‘yicha nolga intiladi, lekin monoton emas. Bu
gator uzoqlashuvchi bo‘ladi, aks holda, bu qator yaqinlashuvchi
bo'lsa,

| 11 1 1 I 1 1
|- -+ — + ...+ - +.= 4+ +..+ +...=
2 2 4 n 2n 2 4 2n

! (I 1
= [+ _+ 4.+ 4.
2( 2 3 n )

qator ham yagqinlashuvchi bo‘lar edi, lekin qavs ichidagi qator
uzoglashuvchi — garmonik qator. Shunday qilib, Leybnis tcoremasining
ikkinchi sharti bajarilmasa ham gator uzoglashuvchi bo‘lar ckan.
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4.9- misol. Ushbu gatorni yaqinlashishga tekshiring:

71~} 2" l+l

3.5
=242 (=
St (1)

Yechilishi. Ravshanki, berilgan qator absolut yaqinlashuvchi
emas, chunki

+l
2"
gatorda gator yaginlashishing zaruriy sharti bajarilmaydi.
Leybnis alomati bo‘yicha qatorni tekshiramiz. Berilgan gator
ishorasi almashinuvchi va uning hadlari absolut gqiymati bo‘yicha
monoton kamayuvchi, ya’ni ¥pe N laruchun

3
1++++
2 8

27127+
[l" = 2n > 2n+| = an+l .
Lckin (4.5) shart bajarilmaydi, ya’ni
n-|
lima,,=lim2 *l_1 #0.
n~300 n—rea N 2
Demak, 4.6- cslatmaga ko‘ra, berilgan qator uzoglashuvchi
bo‘ladi.
=1

4.10- misol. Z

n=l

gatorni absolut va shartli yaginlashishga

)

tckshiring.
Yechilishi. 1) Berilgan gator hadlarining absolut giymatlaridan
tuzilgan
I 1 1
+ +...+ +...
1r 27 n?
gatorni qaraymiz. Bu umumlashgan garmonik qator. 3,2- misolga
asosun, p>1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, p<1 bo‘lganda esa
uzoglashuyvchi bo‘ladi.
2) Berilgan qatorni Leybnis alomatiga ko‘ra, sharthi
yaginlashishga tckshiramiz:
a) agar p<0 bo‘lsa, Leybnis alomatidagi lima, =0 shart

n-yeo

bajarilmaydi. Demak, p <0 bo‘lganda gator uzoglashuvchi;
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b)agar 0 < p <1 bo‘lsa, u holda gator Leybnis alomati shartlarini
qanoatlantiradi:
1 1 .1
> , Vne N, lim =0.
nl’ (n+‘)l' n—yeo n"
Demak. berilgan qator p > 1 da absolut yaginlashuvchi, 0< p <1
da shartli yaginlashuvchi, p £0 da uzoqlashuvchi.

o0 2
4.11- misol. Z(—l)"‘l In"n gatorni yaginlashishga tekshiring.
nel n
I In® x A . -
Yechilishi. QD(x)= deb belgilaymiz va Lopital qoidasiga
x
asosan uning limitini tlopamiz:

lime(x)=lim ™ * =0.

v X0 X
Endi ¢(x) funksiyaning monotonligini tekshiramiz. Buning
uchun @ (x) funksiyaning hosilasini topamiz:

¢ (x)="7 (2-Inx).

‘ In*n
Agar x>¢* bo‘lsa, ¢’(x)<0 bo‘ladi. Demak, {a.}= "
ketma-ketlik n>e’ da (4.4) va (4.5) shartlarni qanoatlantiradi.
Shunday qilib, Leybnis alomatiga asosan, berilgan gator
vaginlashuvchi.
Abel va Dirixle alomatlari. Biror
Za"b,, =ab +a,b,+..+ab, +.. (4.4)
n=l
ko‘rinishdagi qator berilgan bo‘lsin, bunda {a, } va {b,} — ixtiyoriy
haqiqiy sonlar ketma-ketligi.
4.8- teorema (Dirixle alomati). Agar Zb,, qatorning gismiy
n=l
yig'indisi chegaralangan, ya’ni
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M >0:Vne N laruchun = Z’n <M

va {a,} monoton ketma-ketlik bo‘lib, ya’ni 3n, topilib, Vi 2 n,lar

uchun a,, >a, yoki 4,,<a, va lima, =0 bo‘lsa, (4.4) qator

n >0

yaqginlashuvchi bo‘ladi.
4.9- teorema (Abel alomati). Agar {a,} ketma-ketlik monoton va

chegaralangan bo‘lib, Zb,. qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, (4.4) qator
a=1

yaqinlashuvchi bo‘ladi.
4.7- eslatma. Dirixlc alomatidan xususiy holda Abel alomati kelib
chigadi.

Abel alomatiga ko‘ra, {a,,} ketma-ketlik chekli limitga cga. (4.4)
qatorni

Z(a -a)-b, +a2b

n-l1
ko‘rinishda yozib o]sak, yig‘indidagi ikkinchi qo‘shiluvchi qator shart
bo‘yicha yaginlashuvchi, birinchi qatorga Dirixle alomatini
qo‘llaymiz.
4.8- eslatma. Dirixlc alomatidan xususiy holda Leybnis alomatini

olish mumkin. Buning uchun p, = (-1 )"°I deb olish kifoya.

c lOOn . n” . - - .« .
4.12- misol.z " sin 4 gatorni yaqinlashishga tekshiring.

n=2

Yechilishi. Berilgan gatorni Dirixle alomatiga asosan tekshiramiz.

Ma’lumki, B, = zSin k: chegaralangan:
k=1 *

n+l 1

T nw
bm—é——sm ——7[

8

ZS"\—

n=l

fu}= {ln““’

monoton intiladi. Hagigatan ham,

= sm

sin—
8

} ketma-ketlik yetarlicha katta n larda nolga
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lim x' In'® x =100 lim x ' In® x=100-99 lim x™" - In® x=...=
X—yroo X—=>too X~y+o0

=100! lim I =0, ('™ x) <0, x>e™.

X-200 x

Demak, Dirixle alomatiga asosan, berilgan gator yaginlashuvchi.

wn'
w COS — ]‘
4.13- misol.z lnf; qatorni yaqginlashishga tekshiring.
n=2

2
nr . o .
Yechilishi. cos ] ifodani quyidagicha shakl almashtiramiz:
¥

2 T

n+l’

Ccos

2
S =(=1)"cos| 7 L =(-1)" cos
n+l n+l

- (_l)n+l oS- 7{]
u holda qator quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi: nZn nEL
L2

o3 _] n+l
Abecl alomatiga asosan qatorni yaginlashishga tekshiramiz: 2 (lnz)n
n=|

z
qator Leybnis alomatiga ko‘ra yaqinlashuvchi,{“n}={Cosm}

ketma-ketlik esa, monoton o‘suvchi va chegaralangan. Demak,
tekshirilayotgan gator Abcl alomatiga ko‘ra yaqginlashuvchi.
4.10 - teorema (Riman teoremasi). Agar ixtiyoriy ishorali

Ya, =a+a+..+a+.. @.5)

n=d
gator shartli yaqinlashuvchi bo‘lsa. har ganday 4 (chekli yoki cheksiz
son) olinganda ham berilgan qator hadlarining o‘rinlarini shunday
almashtirish mumkinki, hosil bo‘lgan qatorning yig* indisi xuddi shu
A songa teng bo‘ladi.
4.14- misol. Quyidagi shartlar bajarilsin:

a) Za,, qatorning umumiy hadi » — oo da @, — 0 bo‘Isin;

n=l
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h) Zan gator hadlarining o‘rinlarini o‘zgartirmasdan guruhlab

n={

tuzilgan ZA,. gator yaginlashuvchi bo‘lsin;
n=t

Pyt
d)4,= 2 a, (l=pl <p, <) ga kiruvchi a, qo‘shiluvchi
i=p,

hadlarning soni chegaralangan bo‘lsin. U holda Zan gator

=l

yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.

Isboti. ZA,, gatorning qismiy yig‘indilar ketma-ketligini {S,‘,‘,‘,}
n=I
deb belgilaymiz. Unda

4 _
Sy =a+ta+.ta, +a, +a, +.+ta, +.+a, +

¥

+a =S e, tta

o+l +..+a, +a,,, +...+a,,,"l 17

(pn Sk<pn+l_l)’

bu yerda {8:1- Za,. qatorning qismiy yig‘indilari ketma-ketligi.
q

n=|

a) shartgako‘ra n— e da a, -0 hamda{a,m +...a,,ﬂ_l} ={¢,}
ketma-ketlik;
d) shartga asosan checgaralangan bo‘lganligi uchun, b = e da

¢, = 0. Shuning uchun imS$;, =1im$, bo‘ladi. Demak, berilgan

2 @, qator yaginlashuvchi bo‘ladi.

nwl

4.15- misol. Ushbu

aq+a,t..ta, —a, —..—a

-~ 1 Ton @, o 4.6)

o i=p -l
gator bilan Z(—l)"_'( Y a)(a>0,1=p <p,<.) (47
n=1

i=p,
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gator bir vagtda yaqinlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo‘lishini
isbotlang.

Isboti. a) (4.6) qator yaginlashuvchi bo‘lsin. U holda uning
istalgan gismiy yig‘indilar ketma-ketligi yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Jumladan, (4.7) gatorning

" i=p. |
SEN Y« = {si)
k=t Irp,
gismiy yig'indilar ketma-ketligi ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bundan
(4.7) qatorning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi.
hj (4.7) qator yaginlashuvchi bo‘lsin. U holda qgator yaginla-

=p.., 1
shishining zaruriy shartiga asosan, 4 = 2 a, — 0 . Buyerdan ¢,
i=py

musbat bo‘lganligint c’tiborga olganda, 4.11- misolga
asosan. @, +..+a, - yig'indi ham nolga intiladi va

limS; =limS,

Hepoo ke
o‘rinli bo‘ladi. Bundan (4.6) gatorning yaginlashuvchi bo‘lishi kelib
chiqadi.

o _] Uad]
4.16- misol. Z( n) gator yig‘indisining In2 ga tengligini
n=|
. 111 1 .
bilgan holda |- 5 + 374 + s gatorning avvalo ketma-ket p ta

musbat va ¢ ta manfiy hadlarini, so‘ngra yana p ta musbat va ¢ ta
manfiy hadlarini joylashtiramiz va hokazo. Natijada hosil bo*lgan

gatorning yig‘indisi ln[Z \/‘; ] ga tengligini isbotlang.
q

Isboti. Berilgan gatorning hadlarini shartda aytilgandek guruhlab
quyidagi gatorni tuzamiz:

I 1 1 1 I 1 1
I+ _+ +..+ - = ==+ + +..+
3 5 2p-1 2 4 2¢ 2p+1 2p+3
1 | | 1 (4.8)
e

+ - - -
4p-1 2¢g+2 2g+4 4q
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(4.8) qatorning hadlaridan quyidagi qatorni tuzamiz:

: 1 1 1 1 1 1
. I+ 4+ +. o —+ -+t |+

4.9)
1 1 1
+ [ — +._—+'”+ .- . —_—
(2p+l 2p+3 4p—lJ
1 1 1
g ———+ ..+ +os
et Zg+2 2g+4 44

| Agar (4.9) gator yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda 4.12- misolga
asosan (4.8) gatorning yigindisi (4.9) gator yig‘indisiga teng bo‘ladi.
Ushbu

o 1 1
) +
T é(Z(ﬂ—l)p‘Fl 2(”—1)p+3+

1 1 1 1 (4.10)

+__..__ . e —————
2np—-1 2(}1 l)q+2 2(n—-1)g+4 2nq)

qatorni garaymiz. (4.10) qator {4.9) qator hadlarini ikkitadan
guruhlash natijasida tuzilgan. Agar (4.10) qatorning
yaginlashuvchiligini ko‘rsatsak va yig‘indisini topsak, u holda 4.11-
misolga asosan (4.9) qator ham yaqginlashuvehi bo‘lib, uning yig‘indisi
(4.10) gatorning yig‘indisiga teng bo*ladi.
a) p > g bo‘lsin. U holda (4.10) ning qismiy yig‘indisi
1 1 1 1 1 1

S =la—t-— = +— +—--------"+---+-——1'— (4.11)
2 3 4 2nq 2ng+1 2ng+3 2np—1

ko‘rinishda bo‘ladi. (4.11) ifodaga

------- L +- ! I LS Y + ! +o.+ !
2ng+2 2nq+4 an 2l ng+1 ng+2 np
yig‘indini ham go‘shib, ham ayiramiz va
E _—0
L + _l_ ot 1 = ln’ ™ + Emn » "
m+l m+2 n n -y o0
. asimptotik formuladan foydalanib, (4.11) dan

E}
=C,,, +In Znp _ lln-{?£+E; dhe (4.12)
P 2ng 2 ng  "ln-deo S
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- —] -1
tenglikni hosil gilamiz, bunda{Cz,,,,} ketma-ketlik 2( )

n=t n
yaginlashuvchi gqatorning jufl gismiy yig‘indilar ketma-ketligidir.
Shunday qilib, (4.12) dan

. 1 T
S =nh_r>nooS” =n2+ 5 In : = ln[Z\/’fJ ni hosil gilamiz.

h) p<q bo‘lgan holni ham xuddi yuqoridagidck isbot qilish
mumkin.
Xususiy holda, agar p =2, g=1 bo‘lsa, u holda

agar p=1l,g=2 bo‘lsa, u holda: 1-
bo‘ladi.
oo _1 n+l

4.17-misol. 2 Jn shartli yaginlashuvchi gator hadlarining

n=|
o‘rinlarini shunday almashtiringki, natijada hosil bo‘lgan gator
uzoglashuvchi bo‘lsin.
Yechilishi. Berilgan gatorning hadlarini guruhlab quyidagi gatorni
tuzamiz:

DR NATE
(l+\/§+x/§—ﬁ)+(xﬁ+«/§+\/ﬁ_\/§)+m+

1 1 b
+[\/6n—5+«/(m—3+\/6n-]-x/§J+

o

| 1 1 1 o
+..= + + - =) a.
,.Z:’(\/6n—5 J6n—-3 Jon-1 \/Z_n) Z’ "
Bu gatorning uzoglashuvchi ckanligini ko‘rsatamiz:
a, = ! + ! + ] > 2 > : >0
" Jon—5 Jen=3 Jon—1 2n Jen-1" 2n

tengsizlik o‘rinli. Bu tengsizlikka asosan,
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S 1 1 1 1 1
a = + + - >
"o Jen-5 Jen-3 an—l 2~ Jen—5

debyomsh mumkin. Ravshanki, Z \/F qator uzoglashuvchi. U

holda, 3.3-taqqoslash teoremasiga asosan, Z 4, gator uzoglashuvchi '
A=l

bo‘ladi.

Mustagit yechish uchun misollar

Qatorlaming absolut yaqin]ashuvchiligim‘ isbotlang,

4.1, -1 .
EIENPER) ) g
— " ] n - oy 2?1+1
4.3.3(-1) In(l+sm —]. 4.4.% (-1) fuarcrg .
n w=l n+2

=1

Z( n)" 2( 1)" e Z( l)rr{n—l} nIOU

Sn) ( +;]

Hn
o sin—

4.8.2 ﬂ_ . 4.9, 2

=l gt +smT n=l nsm

1
j TCos-- [cos7n -
#

n

n 1
4.10. ZSIn — . 4.11. Zn sinse - . 4.12 22 Smg,.

]l
=l

413,31y {arctg 7‘; -arcsin:}; )
4.14. Z[S"‘" si {%‘D 4.15. Z(—T-)—zl il

=l
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Ishorasi almashinuvchi qatorlarni absolut, shartli vaqinlashishga
yoki uzoglashishga tekshiring.

(2n— 1)

4162( 1y 3 ln" ;( ) @y -
T

N Inn < "
418 L1 370 4.19;,(-1)

4.20. Z EJ_—

42 Y1) e 423, 2(

#=|

. 1 i3
. . 2+
4.24.2(—1) u . 4.25, 2( 1y Jr?sm— :

n=l

el
(2?: l)

nln n'

#—1

s (—I

426. 25 ()_17 a.27. Z( tg-—\-];
c e In(2n+1)
428, 2V (¥ 429, Z( 1y an 17

Qatorlarni Dirixle va Abel alomatlari bo‘yicha yaginlashishga

tekshiring.
2

< sin n o SN Ax w COS
4302 -1 S 431 % T ,a>0.4.3z.z_n_+_l.

H=1L bzl

sinnsinn’ _smne 1
4.33. 2 n 4.34. z’ln(ln n+2)) :
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Qatorlarni yaqginlashuvchi ekanligini ishotlang va ularning
yig‘indisini toping:

3,57 P11
436, |=S+ =g 4304l 44 oy

2 4 2 48 16 32
PP UL U U
23 45 6 7
FIET YT U U NS R U S R B B O
2468310 12 14 16 5
PIPY SR T N R U U O T T
23456789
°e( l)n+l

yaginlashuvchi gatorning hadlarini shunday
almashtmngkl, hosﬂ bo‘lgan gator uzoglashuvchi bo‘lsin.

Qatorlarni yaqginlashishga tckshiring,.
4.42. I__1+l_l+l__l
1?29 37 47 57 47
| 1 l 1 1
+ -+ 4 -
3 20 57 7P 47
1 1 ] I | | 1 1
+ 4=+ = 4
L LAY GO LA U B . U
I 2 1 1 2 1 I 2 1
4.45. - 24 + 3 + 47 - 54 + 6" + vl - Q7 + 9 +

4.4 arct
6. ,.2.1’( r_ g ;—
sin — qu':]

4.47, Z "w:/—z" 4.48, Z 12 449, i(_:,):
n=I

4.50. 2(

n=l

4.52. g:(_‘),m [(2(;; )l!)!! !} - 453, i \/;s T s,i7nn '

n=1

)[In»] w
.4.51, Ysinn’
nel
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Misollarning javoblari

4.16. Absolut yaginlashuvchi. 4.17. Shartli yaqinlashuvchi. 4.18.
Shartli yaginlashuvchi. 4.19. Absolut yaginlashuvchi. 4.20. Shartli
yaginlashuvchi. 4.21. Uzoglashuvchi. 4.22. Absolut yaginlashuvchi.
4.23. Absolut yaginlashuvchi. 4.24. Uzoglashuvchi. 4.25. Sharth
yaqinlashuvchi. 4.26. Absoiut yaginlashuvchi. 4.27. Shartli
yaqginlashuvchi. 4.28. Uzoglashuvchi. 4.29. Absolut yaginlashuvchi.

4.30. Yaginlashuvchi. 4.31.Vxe R lar uchun yaqinlashuvchi. 4.32.
Yagqginlashuvchi. 4.33, Yaqinlashuvchi. 4.34,.Va lar uchun

2 10
yaqginlashuvchi. 4.35. Yaginlashuvchi. 4.36. 9 4.37. 5 438.1n2

4.39. 0. 4.40. In 2. 4.42.p>1,4>1 da absolut yaqinlashuv-
chi,0 < p=¢g =1 da shartli yaginlashuvchi. 4.43. p >1 da absolut
vaginlashuvchi, p =1 da shartli yaginlashuvchi. 4.44. p>1 da
absolut yaginlashuvchi, p=1 da shartli yaginlashuvchi.
4.45.p>1,¢>1 da absolut yaginlashuvehi,0 < p=¢ <1 da shartli
yaqinlashuvchi. 4.46. Yaqinlashuvchi. 4.47. Yaqginlashuvchi. 4.48.
Shartli yaginlashuvchi. 4.49. p>1da absolut yaginlashuvchi,
1
2

Uzoglashuvchi. 4.52. p > 2 da absolut yaginlashuvchi,0< p <2 da
shartli yaginlashuvchi. 4.53. Uzoglashuvchi.

< pS1da csa shartli yaqinlashuvchi. 4.50. Uzoglashuvchi. 4.51.
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II BOB

FUNKSIONAL KETMA-KETLIKLAR
VA QATORLAR

5- §. Funksional ketma-ketliklar, funksional gatorlar
va ularning yaqinlashuychiligi

5.1. Funksional ketma-ketliklar va ularning yaqintashuvchiligi.
Elementlari biror X < R to‘plamda aniglangan

S0, £ (XD, S (XD, (5.1)

funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlik fimksional

ketma-ketlik deb ataladi va qisqacha{f, (x)} kabi belgilanadi.

Umumiy holda{f, (x)} ketma-ketlik turli hadlarining aniglanish

sohasi, umuman aytganda, turlicha bo‘lishi ham mumkin. Biz bu
yerda X sifatida shu sohalarning umumiy gismini olamiz. (5.1) ketma-

ketlikdagi £, (x) funksiya shu ketma-ketlikning unuimiy hadi deyiladi.
X to‘plamdan x, (x, € X) nuglani olib va (5.1) ketma-ketlik har bir
hadining shu nuqtadagi giymatini hisoblab, natijada

ALY N 2167 NEY 679 Noe
sonli ketma-ketlikni hosil gilamiz.

5.1- ta’rif. Agar {f (x,)} sonli ketma-ketlik yaginlashuvchi
(uzoglashuvchi) bo‘lsa, {/,(x)} funksional ketma-ketlik x, nuqtada
yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi.

5.2- ta’rif. Agar {f, (x)} funksional ketma-ketlik X to‘plamning

har bir nuqtasida yaqinlashuvchi (uzogtashuvchi) bo'lsa, u X
to‘plamda yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi.

5.1- eslatma {7, (x)} funksional ketma-ketlikning yaginlashish
sohasi { /, (x)} funksional ketma-ketlikning aniqlanish sohasiga teng,
yoki uning bir qismi, yoki bo‘sh to‘plam ham bo‘lishi mumkin.

Faraz gilaylik, { f, (x)} funksional ketma-ketlik X< R to‘plamda
yaginlashuvchi bo‘lsin. U holda Vx, € X uchun unga mos kelgan
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PAC TSN A 7Y RON M E 79 N
ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘ladi, ya’ni
lim 7,(x,)= £ (50) .

Agar X to‘plamdan olingan har bir x ga, unga mos kelgan
S f1(x)seis £,(X)s... ketma-ketlikning limitini mos qo‘ysak,
ya’ni

fix—>lim f (x)
deb olsak, unda X to‘plamda aniqlangan biror f{x) funksiya hosil
bo‘ladi. f{x) funksiya{f(x)} funksional ketma-ketlikning limir
Sfunksiyasi deb ataladi va uni

lim £,(x)= f(x) (x& X) (5.2)

X
kabi yozamiz yoki, gisqacha, f,(x)— f(x,) deb belgilaymiz. (5.2)
ni "g" tilida quyidagicha ham yozish mumkin:
Ye>0 3n,=n,(e,x) VYazn, Vxe X = [(x)-[f(x)<E.
n +1

n? +Xx

S.1-misol. { / (x)} ={

, } funksional ketma-ketlikning limit

funksiyasini toping.
Yechilishi. Berilgan kctma-ketlikning hamma hadlari X =R da
aniglangan. Shuning uchun bu ketma-ketlikning aniqlanish sohasi
241 D
X =R dan iborat. Umumiy hadi f"(x)=n2+x2 . Endi limit

funksiyani topamiz:

1
l+——2'
im )= lim =1
1 +?
2
Demak. berilgan funksional {;5‘_'_)(2} ketma-ketlikning limit
Pyl R

n
funksiyasi =1 bo‘ladi, ya’ni -1
unksiyasi f{x)=1 bo‘ladi, ya’'ni S
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. 2 . . . -
5.2- misol. {/,,(x)'r={”' sin ”2x} funksional ketma-ketlikning
yaqinlashish sohasi va limit funksiyasini toping.
Yechilishi. Berilgan ketma-ketlikning hamma hadlari
(—0;0) U (0;40) to‘plamda aniglangan. Bu kctma-ketlikning

umumiy hadi f,(x)=n"sin 2 Limit funksiyani topamiz:

Vx € (—o0;0)(0;+o0) lar uchun

.o
sin -
2
lim f (x)=lm B SR l
=00 n—se0 ]— X x
xn

Demak, berilgan funksional ketma-ketlik (—eo;0)U(0;400) da
]
yaginlashuvchi, uning limit funksiyasi . & teng:

.1  eo D) O: I
n?sin , {000} A z+o0) .
nx X

5.3~ misol. {_/‘;,(x)}={x" +3x""} (n=12,...) funksional ketma-
ketlikning yaginlashish sohasi va limit funksiyasini toping.

Yecchilishi. Berilgan {x" +3x””} ketma-ketlikning hamma hadlari
(—o0;+e0) da aniqlangan. Bu keima-ketlikning umumiy hadi

£,(x)=x"+3x"" Ketma-ketlikning yaginlashish sohasini topish
uchun quyidagi hollarni qaraymiz:

a)Vxe (l;400) da li_r)l:/,',(x)=li_r)n(x"+3x"”)=+<>o;’
b) Vxe (-L;1)da lim f,(x) = lim(x"+3x"") =0,
d) x=1da limf"(l)=]im(|"+3-]"“)=4;

e) Vxe (—=;—1] bo‘lganda esa berilgan funksional ketma-
ketlikning limiti mavjud emas.
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Shunday qilib, { £, (x)} = {x" +3x"™"'} funksional ketma-ketlikning
yaqinlashish sohasi X = (—1;1] bolib, limit funksiyasi csa

0, —1<x <1 bo‘lganda

J&)= {4, x=1 bo‘lganda

bo‘ladi. Bu yerda funksional ketma-ketlikning yaginlashish sohasi
aniglanish sohasining qismi bo‘ladi, ya’ni (—L; 1j < (—eo, +09).

5.4- misol.{/ (x)} ={cosnx} funksional ketma-ketlikning
yaqinlashish sohasi va limit funksiyasini toping,.

Yechilishi. Berilgan {cosnax} kctma-ketlikning hamma hadlari
(—o0,+00) da aniglangan bo‘lib, bu ketma-ketlik limit funksiyaga
cga emas.

Demak, {/, (x)}={cosnx} ketma-ketlikning yaginlashish sohasi
bo‘sh to‘plamdan iborat.

n

5.5- misol. {f;,(x)}={ln[5+ 646.“ J} funksional ketma-
n®+¢°

ketlikning X =[0;+oc) oraligda limit funksiyasini toping.
Yechilishi. { f, (x)} funksional ketma-ketlikni quyidagi ko‘rinishda
yozamiz:

5(n° +e*)

4 x
_/;,(x)=ln5+ln[l+ ne )

t— 0 da In(I+1)~¢, uholda n - o da

4 v X

n €
~In5+ =g (x).
5(”()+e3x) 5'22 éu( )

Bu yerdan [0;+ec) da limit funksiyani topamiz:

f,x)~InS5+

X

limg,,(x)=lim[5e ) +ln5]= In5= f(x)
n—yeo n

n’x*

5.6~ misol. {'/;'(x)}={l+n"x“} funksional ketma-ketlikning
X = (—eo;+o0) oraligda limit funksiyasini toping.
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Yechilishi. Agarx # 0 bo‘lsa, u holda

n’x? nx? |
_ LN

S, =

l+x*n*  x*n' A
bo‘ladi, x=0 bo‘lgan holda csa barchane N lar uchun f, (x)=0
bo*ladi. Demak. (—eo;+e°) da limit funksiya f(x) =0 bo‘ladi.

5.2. Funksional gatorlar va ularning yaginlashuvchiligi. Biror X
(X cR) to‘plamda u,(x), u,(x),..., ,(x),... funksiyalar ketma-
ketligi berilgan bolsin.

5.3- ta’rif. Ushbu

u (x)+u (x) .+ u () +...

ifoda funksional qator deyiladi va u > u, (%) kabi belgilanadi:

n=l

w(x)+u,(x)+..+u (xX)+..= iu"(x) . (5.3)

Bunda u,(x),u,(x),...,u,(x),... lar qatorning hadlari, 1,(x) esa
funksional qatorning wmumiy hadi deb ataladi. (5.3) funksional
gatorning hadlaridan tuzilgan ushbu

S, (x)=u(x)
S, (x)=u,(x)+u,(x)

.........................................

5.4)

yig'indilar ketma-ketligi (5.3) funksional gatorning qismiy yig‘indilari
ketma-ketligi deyiladi va u {S,(x)} kabi belgilanadi.

5.2- eslatma. z u,(x) funksional gator turli hadlarining aniglanish

a=]
sohalari (to‘plamlari), umuman aytganda, turlicha bo‘ladi. Biz bu
yerda X to*plam sifatida shu sohalarning umumiy qismini tushunamiz.
X to‘plamdan x,(x, € X) nuqgtani olib va (5.3) funksional qator
har bir u,(x) (n=1,2,...) hadlarining shu nuqtadagi giymatini
hisoblab, ushbu sonli gatorni hosil gilamiz;
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iu" (xp)y=u (xg)+ 2, () o, () +... (5.5)

n=l

5.4~ ta’rif. Agar (5.5) sonli qator yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi)
bo‘lsa, (5.3) funksional qator x, nugtada yaqinlashuvchi
(uzoglashuvehi) deyiladi.

5.5- ta’rif. Agar (5.3) funksional gator X to‘plamning har bir
nuqtasida yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) bo‘lsa, (5.3) funksional
qator X to ‘plamda yaginlashuvchi (uzoglashuvehi) deyiladi.

Faraz qilaylik, (5.3) funksional qator X to‘plamda yaginlashuvchi
bo‘lsin. U holdaVx,e X uchun unga mos kelgan (5.5) qator
yaqinlashuvchi bo‘ladi va uning yig‘indisi biror S songa teng bo‘ladi.

Agar X to‘plamdan olingan har bir x ga

Zu"(x)=u,(x)+uz(x)+...+un(x)+...
=]
gatorning unga mos yig‘indisini mos qo‘ysak, u holda X to‘plamda

aniglangan biror S¢x ) funksiya hosil bo‘ladi. Bu Srx) funksiya 2 u,(x)
LIS
funksional qatorning yig 'indisi deyiladi va u S(x) =2 u,(x) kabi
n-1
yoziladi.

Sonli gatorlarning yaqinlashish (uzoglashish) ta’rifiga asosan,
funksional qatorning x, nuqtadagi yaqinlashish (uzoqlashish) ta’rifini
quyidagicha ham berish mumkin.

5.6-ta’rif. Agarn — oo da (5.4) funksional ketma-ketlik x, nugtada
yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) bo'lsa, (5.3) funksional qator x,
nuqtada yaginlashuvchi (uzoqlushuvehi; deyiladi.

Agarn — oo da{S, (x)} funksional ketma-ketlik X'to‘plamda S(x)

limit funksiyaga cga, ya'ni imsS, (x)=S5(x) bo‘lsa, S(x; funksiya

(5.3) qatorning yig ‘indisi deyiladi.
5.7- ta’rif Agar

Z w,(x) = 4 (x) + t,(x) +...4 u,(x) +... (5.6)

n=1
funksional gator x=x,nuqtada yaqinlashuvchi bo‘lsa, (5.3) funksional
qator x, nuqtada absolut yaginlashuvchi deyiladi.

5.8- ta’rif. Agar X to‘plamning har bir nuqtasida (5.6) gator
yaginlashuvchi bo‘lsa, (5.3) funksional gator X to‘plamda absolut
yaginlashuvchi deb ataladi.
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Agar x=x, nuqtada (5.6) qator uzoqlashuvchi bo‘lib, (5.3) qator
yaginlashuvchi bo'lsa, (5.3) gator x=x, nugtada shartli yaginlashuvchi
deyiladi.

(5.3) va (5.6) gatorlar yaqginlashadigan nuqtalar to‘plami mos
ravishda (5.3) qatorning yaginlashish va absolut yaginlashish sohasi
deyiladi.

5.3- eslatma. Berilgan (5.3) funksional qatorning yaginlashish
va absolut yaqinlashish sohasini topishda sonli qatorlar mavzusida
ko‘rib o‘tilgan Dalamber va Koshi alomatlaridan foydalanish
mumbkin.

5.6- misol. Ushbu funksional qatorning X =(0;+e<) da yig‘indisini
Loping:

oo

nx
Z‘ (+x)(1+2x)-- (I +nx)’

Yechilishi. 1.2- teoremaga ko‘ra funksional gatorning umumiy
hadini quyidagi ko‘rinishda ifodalaymiz:
nx

u (x)= =
" (I+x)([+2x)---(1+nx)
= ! 1
e +x)(1+2x)--- (I +(n—1)x) - (14 x)(1+2x) - (I+(n=Dx)(1 +nx)
U holda funksional qatorning n#- qismiy yig‘indisi

S,(x)=1- ™
(d+x)A+2x)--(1+nx)
bo‘ladi. Endin — co da limitga o‘tamiz:
limS (x)=lim| 1- I =1.
#seo ol (T x)(142x) - (1 +nx)
Demak, berilgan funksional gatorning yig‘indisi S(x)=1 bo‘ladi.

5.7- misol. 2(1 —x)x" funksional qatorning yaginlashish sohasi

n=0
va yig‘indisini toping,.
Yechilishi. Berilgan funksional qatorning »#- gismiy yig‘indisini
topamiz:
S, (x)=l-x+(=x)x+.+1l-x)x"=

il s+l

=l-x+x—x’+-4x"—x"'=1-x
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Qatorning yaginlashish sohasi va yig'indisini topish uchun
quyidagi hollarni garaymiz:

«) agar xe (=1;1) bo‘lsa, $(x) =lim S, (x) =1 bo‘ladi;
Ny

b) agar x=1 bo‘lsa, $(x) =lim S, (x) =0 bo‘ladi;

d) agar xe (I;4+c0) bo‘lsa, S(x) =1im S, (x) = —o bo‘ladi;

¢) agar x € (—eo;—1] bo‘lsa, u holda S (x) ketma-ketlik limitga
cgd emas.
Shunday qilib, berilgan funksional gatorning yaqinlashish
sohasi X =(—1; 1] to‘plamdan iborat, yig‘indisi csa
S(x)= {0, x=1 bo‘lganda,
I, xe (=1;1) bo‘lganda
5.8-misol. Funksional gatorning (shartli va absolut) yaqinlashish
sohasini toping:
- 2x-1Y
S0 G
Yechilishi. Berilgan qatorning absolut va shardi yaqinlashish
sohalarini topish uchun (5.7) qator hadlarining absolut giymatlaridan

tuzilgan ushbu

n=]

qatorga Dalamber alomatini qo llaymlz, bunda x ni parametr dcb
hisoblaymiz. Ravshanki,

u (x)= 1 (2x-1Y ()= 2x 1y
» \/;; x—1 4 n+l ’n+

bo‘lib,
U (x) Jn 2x-1
u(x)  Jn+l x—I

bo‘ladi.n — oo da D, (x) ifodaning limitini topamiz:

lim D, (r)— x-

n--yo0 x—1

D (x)=
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Ma’tumki, 2x _l] <1 bo‘lsa, (5.8) qator yaginlashuvchi bo‘ladi,
x -

u holda 5.8- ta’rifga asosan,0<x<§ da (5.7) gator absolut

- 2
yaqginlashuvchi bo‘ladi. 2x ll >1 bo‘lsa, ya’ni(—°°;0)u(3;+oo)
x—

da csa, (5.8) gator uzoglashuvchi bo‘ladi. Endi x=0 vax= 3
chegaraviy nuqtalarda (5.7) funksional gatorni yaqinlashishga

tekshiramiz, v=0 bo‘lganda bizga ma’'lum bo‘lgan 2"" (0) Z J_

2
uzoqlashuvchi sonli qator hosil bo‘ladi. x = 3 bo‘lganda esa

sonli qator hosil bo* ladl. Ma’ lumkl, Leybnis alomatiga ko‘ra,
_l "

z Jn sonlt qator shartli yaginlashuvchi, chunki uning hadlarining

n-1

absolut giymatidan tuzilgan qator uzoglashuvchi.

2
Shunday gilib, berilgan (5.7) funksional qator (0; 3) da absolut
. . 12 . 2 .
yaginlashuvchi, (—o=; 0] ( 3 ;+e°) dauzoglashuvchi, X = 5 da shartli

2
yaginlashuvchi, ( 3} csa uning yaqinlashish sohasi bo‘ladi.

RS E 20N . . :
5.9- misol. z p funksional qatorning (absolut va shartli)

a=|
yaqinlashish sohasini toping.
Yechilishi. Berilgan gatorning absolut va shartli yaqinlashish
sohalarini topish uchun
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=] n

i[x(x+n))”

qatorga Koshi alomatini gqo‘llaymiz, bunda x ni parametr deb olamiz.

(x(x+n)

Ravshanki, #,(x)= ) bolib.

n
K,.(x)=4'/ u,(x) =”}[x(xn+n)) =x l+z

bo'ladi.n — o da K (x) ifodaning limitini topamiz:

limK, (x)=x.
Ma’lumki, x <l bo‘lganda. ya’ni (-[;1) da berilgan funksional

gator absolut yaqginlashuvchi, x >1 da esa funksional gator
uzoglashuvchi.

Endi x=1 va x=-1 bo‘lgan hollarni qaraymiz.

Agar x=1 bo‘lsa. u holda

o o0 l 7
>u, )= Z(H )
-] ne-l n
sonli qator uzoqlashuvchi bo‘ladi, chunki qator yaqinlashishining
zaruriy sharti bajarilmaydi, ya’ni
|ima”=lim[l+ ) =e#0.
n—yee t-yoo n
Agar x=-1 bo‘lsa, u holda
o o B l 1
24, ==X,(1) (r— )
n=| n=} n

ishorasi almashinuvchi gator hosil bo‘ladi. Bu gqator
uzoglashuvchi, chunki Leybnis alomatining li_l)na,, =0 sharu

s
bajarilmaydi, ya’'ni

lima, =Iim(l—] ) =e' #0.
n

n -y N—yo=
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Demak, berilgan funksional qator (-1;1) da absolut
yaginlashuvchi.
-3 X”v" .
5.10- misol. z‘r"-;-y" (x>0, y>0) funksional qatorning
n=l <

{absolut va shartli) yaginlashish sohasini toping.

Yechilishi. Berilgan funksional gatorning umumiy hadi
u,,(,.\‘,y)=x,,_;y,, . Bu gatorga Dalamber alomatini go‘llaymiz
(bunda x va y ni parametrlar deb hisoblaymiz):

¥

min(x.y) >

0‘ i

u . (x,v x"+y"
Dn (x’y) = ”H( ’ ) =X n+l yn+| *
u,(x,y) X4y

) ] X+ , x>y>0bo‘lganda,
limD, (x,y)=limxy }M =17 - 5
nmyen nae" ™ gy x, 0<x<y bo‘lganda.

Demak, 0<min(x,y)<1 bo'lsa, u holda funksional qator
chizmadagi shtrixlangan sohada absolut yaginlashuvchi bo‘ladi,
min(x,y)>1 sohada esa uzoglashuvchi bo‘ladi.

Mustagqil yechish uchun misollar
X to‘plamda {f, (x)} funksional ketma-ketliklarning limit
funksiyasi f{x )ni toping.
- I 7 +1
5.1. f,(0=———, X=(-o0t0). 52, f(0)=, ,, X=(-os+).
X' +2n X +n
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53. f(x)=x"—4x"+3x"", X =[0;1].

54. [.(x)=x" cos, X = (0;4e0).
xn

55, /;(x)=,/x’ + \/';,X = (~o0; +50).

|
5.6. [ (x)=n(x"=1),X =[1;3].
57, f,(x)=nxsiny, X =(—soiteo).
e
58. £.(x)=x"+1, X =[0;2]. 59. f,(x)=€ "™, X =[l;4o).
5.10. [ (x)=e" X =[-2:2].
541, f (x)=n[In(x+n)—Inn], X =[l;+o0).

5.12. f;(x)=nsin‘/;, X =[0;4o0).
n

2 "
5.13. ./;(x)=;’1+x" +(%) » X =[0;+0).

Inax

5.14. f,(x)="", , X =[L+e0).
nx

5.15. f(x)= Izrarctgnx, X =(—o0;4e0).
5.16. [ (x)=xarctgnx, X =(0;+ee).

S.47. _/;,(x)=n(1’x+%—\/;], X =(0;+00).

arctgn’x

n+x?

5.18. /., (x)= y X =(—o0;+00).

5.19, f}.(x)=ln(x2+ ! ) X =[l;+400),
n

5.20. f (x)=~%sinx, X =[0;7]).
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Funksional qatorlarning (absolut va shartli) yaginlashish
sohalarini toping.

» [-3-.2n-1) ¥
In"x 891 % —. g93 S o2 lan—h X
5.21. Zn . 522; . 21 T [1+x )

— 1’ sinnx
24. 37 Tow (@7 00<x<m). 825, Zx tg -—-
m=1

N e 1
5.26. -"—f—. 72( 1) — 528, S-1y =

n=l =] n=l

o 2 \/;_z o ig'x
27 gin <. S ACE -Thad

| 5. Z} sin 5.30.§(x_2),, 5.31. Z, r
s 3 “(Hf ) (20, 533, Z o (y20).
. n=| n-!
s 534, Z\/xl bl 53, Ztg (x+
536 r (—+1)——(;;_—n) 5.37. g"—— 5.38. Z‘-__

"J

539 E(COS——J . 840, ie"“ sin#x.

=l w=l

Misollarning javoblari

5.1. f(x)=0.5.2. Ax)=1. 5.3 fix)=0.5.4. f(x) =x". §.5. f(x)=]x].
5.6, fix)y=Inx. 5.7. flx)=x°

_ L, 0£x <1 bollganda,
58. /(0= {x, 1< x <2 bo'lganda,
5.9, f{x)=0. 5.10. ix)=0. 5.11. fx)=x.

I, 0<x < bo‘lganda,
5.12. f(x) = \/; 513 fxi={x, 15x<2 bo‘lganda,
) 2

ig--—, x 22 bo'lganda.
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, X
5.14. f{x)=0. 5.15. f(x)=sgnx.5.16. J (X)=—2—.

1
5.17. f (x)=m. 5.18. fix)=0. 5.19. f(x)=Inx".

i 1, xe (0;m) bo‘lganda,
5.20./ (x)={

1
0, X =O,,\”=ﬂ' bo‘lganda‘ 5.21. (e ’L) _ abS()lul

yaginlashuvchi. 5.22. (1,4+e0) - — absolut yaginlashuvchi. 5.23. x #1
— absolut yaginlashuvchi; x =—1 — shartli yaginlashuvchi. 5.24.
g>p+] absolut yaginlashuvchi: p<g<p+1 — shartli
yaqinlashuvchi. 5.25. (-2:2) - - absolut yaginlashuvchi.

5.26. (—o0,+00) — absolut yaginlashuvchi. 5.27. (e;+es) — absolut
yaginlashuvchi; (I;¢] — shartli yaqinlashuvchi. 5.28. (1;+e) —
absolut yaqinlashuvchi, (0;1] -— shartli yaqinlashuvchi. 5.29.
(~o0;+e0) — absolut yaqinlashuvchi. 5.30. (—eo;1) U (3;4e0) —

i1
absolut yagintashuvchi. 5.31. x—7k < 4 — absolut yaginlashuvchi;

z
X=—4+”k — shartli yagqginlashuvchi, keZ. 5.32.

0Lx <], —co< y<eo

_ x=-1
x=1, y>I — absolut yaginlashuvchi. 5.33. 0<, }

x>k y>2

x <l 0Sy<+oo

— shartli yaginlashuvchi,

x>0 p>x } ~ - absolut

yaginlashuvchi. 5.34. max(x, y)<l — absolut yaqinlashuvchi.

T .
5.35. x—km < 4 ke Z — absolut yaqinlashuvchi. 5.36. (1;400) —
absolut yaqginlashuvchi. 5.37.(—ec;=1)U(l;+0) — absolut
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vaqinlashuvchi. 5.38. (—1;I) — absolut yaqinlashuvchi. 5.39. x =0

— absolut yaginlashuvchi. 5.40. x 20 va x =-gk, ke N — absolut
yaginlashuvchi.

_ 6-§. Funksional ketma-ketlil va qatorfdming
nre tekis yaginlashuvehiligi

6.1. Funksional ketma-ketliklarning tekis yaqinlashuvchiligi.
Ushbu

[, flx ) (), (6.1)
funksional ketma-ketlik X (X c R) to‘plamda yaqinlashuvchi va
uning limit funksiyasi f{x) bo‘lsin.

6.1- ta’rif. Agar Vg >0 son olinganda ham shunday dm e ¥
nomer topilib, ¥u > m va ¥xe X lar uchun bir vagtda
()~ f(x)<e
tengsizlik bajarilsa, {/,(x)} funksional ketma-ketlik X to‘plamda
ftx) ga tekis yaginlashadi deyiladi va u gisqacha

X
LS
kabi belgilanadi,
6.1- eslatma. 6.1-ta’rifdagi m natural son fagat € ga bog‘lig bo‘lib,
x larga bog‘liq bo‘lmaydi.

6.2- ta’rif. Vme N olinganda ham,3¢, >0, In=zm vax,e X
mavjud bo‘lib,

L) fx)ze,
tengsizlik bajarilsa, {/,(x)} funksional ketma-ketlik X to‘plamda
f{x)ga tekis yaginlashmaydi deyiladi va u gisqacha.

X
£r s
kabi belgilanadi.
X ¥
6.3- ta’rif, Agar f,(x)— f(x) bo'lib, lekin f,(x}¥ f(x) bo‘lsa,
{ £ (x)} ketma-ketlik X da f{x) ga tekis yaquashmaydr {notekis
vaginlashadi) deyiladi. :
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GER gt x ’*,
Xususiy ]gjp_l_da, agar f,{x)— f(x) va g, >0, Véme N 3nzm
FACHENICS PR 6.2)
shart bajarilsa, {/,(x)} ketma-ketlik X da f(x) ga tekis
yaginiashmaydi deyiladi.

Tekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketliklar quyidagi
xossalarga ega.

va Ay, e X

1- xossa. Agar {f,(x)} va {g,(x)} funksional ketma-ketliklar

£ [ fa, [ g bo‘lsa, wholda {A£,(x)+ g, (x)} (bundad,pu —
ixtiyoriy haqiqiy sonlar) funksional ketma-ketlik ham 3

AL+ p-g, (] A FO)+R-g()
bo‘ladi.

2- xossa. Agar { f,,(x)} funksional ketma-ketlik fu(x)[x F(x

'iao‘lib, g{x ) funksiya esa X to‘plamda chegaralangan bo‘lsa, ya'ni

M >0: Vxe X1 jg(x)|sM

X
bolsa, u holda {g(x)f,(x)} ketma-ketlik ham g(x)f,()I g(x)f(x)
bo‘ladi.
6.1- teorema. (6.1) funksional ketma-ketlik X to‘plamda fix) ga
tekis yaqiniashishi uchun
limsup!f,(x)- f(x)|=0 6.3)
e X

shartning bajarilishi zarur va yetarli.
6.2- teorema, (6.1) funksional ketma-ketlik X to‘plamda f(x) ga

tekis yaginlashishi uchun shunday {a,} sonli ketma-ketlik (bunda

lima, =0) va shunday m nomer mavjud bo‘lib, barcha a>m va

n—ses

barchaxe X lar uchun
S -0 <a,
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
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. cos nv/x . .
6.1- misol. {./n(x)}={T} funksional ketma-ketlikning

X =[0;4e0) to‘plamda tckis yaginlashuvchi ekanligini ko‘rsating.
Yechilishi. Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi

cosnx
=0
n

f(x)=lim

bo*lib, X =[0;+=) da yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Endi yaqinlashish xarakterini aniglaymiz. V€ > 0 son olinganda

] .
ham m =|: deyilsa. unda barcha n>m vayx e X lar uchun
€

L)~ f(x) = COS”\/;_O _ cosn«/; < 1 < 1 <e
n

n n m+l

bo‘ladi. Yuqoridagi 6.1- ta’ril va 6.1- teoremaga ko‘ra,

Ccos n\/—

{£,.0t= { } ketma-ketlik f(x)=0 limil funksiyaga tekis

cosn\/; X
10
H

yaqinlashadi:

6.2- misol. Ushbu funksional ketma-ketlikni X =[0;+o0) da tekis
yaqinlashuvchilikka tekshiring:

o Jarctgnx .
{./,,m}-{ e }

Yechilishi. {f"(x)} ketma-ketlikning limit funksiyasi

= =lim arctgn\/—
S(x)=lim £, (x)=lim iz

bo‘lib, u X =[0;+)da yaginlashuvchi bo‘ladi.
Endi yaginlashish xarakterini aniqlaymiz. Bizga ma’lumki,
barcha ne N va Vxe X lar uchun
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L O‘E%rctgnx/;< 12':—', 'h+sfj_5_->'_ﬂ;;_: :

bo‘ladi. U holda, Ve >0 son olinganda ham*mz[z} deyilsa,

barchan>m va¥xe X lar uchun

arctgnJ_
ntx |

if,(x) = f(x)|=

(8
Zn b3

b
arct_gn}/xi }

T . . U f0}=¢ 5T
bo‘ladi. Yuqoridagi 6.1-ta’rifga asosan,{ } Y

ketma-ketlik f7x)=0 limit funksiyaga tekis yaqinlashadi:

arct_gn_\/i
n+x

~ 6.3- misol. {ﬁ,(x)}z{,4/x+-1--i/§} funksional ketma-
e : n . .

ketlikni X =[0;+e0) da tekis yaginlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Barcha x€X va VeeN lar uchun

i

rel K
0<4x+ ~Yx =

[W x)"J‘ J_

Demak, 6.2- teoremaga asosan, berilgan funksional ketma-ketlik

[0;+2<) da f{x)=0limit funksiyaga tekis yaqinlashadi.
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. x2
6.4- misol. {j"(x)}={l+n‘t4} funksional ketma-ketlikni

X =|-1; [] da tckis yaqinlashishga tckshiring.
Yechilishi. Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi
2

Y
v)=hm =0
S neo |+ ¥

bo'lib, 1 j) / bo‘ladi. Bu yerda

2.2
0< 1 ‘an._ I
20t V+a'xt T 20’
bo‘lganligi sababli, x ning har qanday giymatida f,(x)<e

tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi uchun n > "2] qilib olish kifoya.
£

’ 1
Shunday qilib, bu holdam=[ 2€:| deyilsa, bir vaqtning o‘zida x

ning barcha giymatlari uchun u yaroglidir. Demak, £, |x 0.

N

2_'_”)} funksional ketma-ketlikning

6.5- misol. 1/, (x)}= {

X =[0; 2] da notckis yaginlashuvchiligini ko*rsating,
Yechilishi. Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi

J(x)=1lim Jnx =0
o= 2+ nx

bo‘ladi.
Endi berilgan ketma-ketlikning f7x /=0 limit funksiyaga notekis
yaginlashishini ko‘rsatamiz. V€ >0 son olinganda ham m natural

I 1 )
son sifatidam =[ , ], x # 0 olinsa, v holdaVm < n uchun
£x

77

www.ziyouz.com kutubxonasi



i )= £ ()= g \"”7‘ L !

_‘2+ 2+M<Jn_x_\/(m+l)x <€

. bo‘ladi. Ravshanki, x=0 daVae N lar uchun £, (0}= 1 (0)=
bo‘ladi. Bu holda »m ning x ga bog*ligligi evaziga, ixtiyoriy natural »

sonuchung, = % vax, = le (0;2] deb olsak,
"

\/5 ey N
n__1 e

L) f(x)=

=—>g,
2+ln 3
"

brs i dn

- bo‘ladi. Bu esa berilgan { ., (x)} funksional ketma-ketlikning f{'x )=0

limit funksiyaga notekis yaginlashishini bildiradi, ya'nix € [0; 2] ning
barcha giymatlari uchun bir vaqtda varaydigan nomer mavjud emas.

\/_ {02]

6.2- ta'rifga ko‘ra berilgan ketma-ketlik f (x)=—— I/ 0.
6.6- misol. { £, (x)} = {x"} funksional ketma-ketlikning x e [0;1)
da notekis yaginlashuvchiligini ko‘rsating.
X
Yechilishi. Bu ketma-ketlik x € [0;1) da yaginlashuvchi f, — f,
E

va'ni f(x)=lmx"=0.

Endi (6.2) shartning bajarilishini ko‘rsatamiz. x, =l1 ketma-
2»

ketlikni olamiz, u holda barchane N lar uchunx, € [0;1} bo‘lib

0| =3 =¢, bo'ladi

Demak, {x } ketma-ketlik [0;1) da ffx)=0 funk31yaga notekis
- yaqinlashadi.
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4 x
6.7- misol.{_ﬁ(x)}:{ln[5+—‘;ne—“]} funksional ketma-
n+e™

ketlikning:

a) X=[0;+o) da notckis; b) X, =[0;a}(¢>0) da tekis
yaqinlashuvchiligini ko‘rsating.

Yechilishi. ¢) 5.4- misolda bu ketma-ketlikning limit
lunksiyasi f(x)=In5 eckanligi ko‘rsatilgan. Endi berilgan ketma-
ketlik uchun (6.2) shartning bajarilishini ko‘rsatamiz. Agarx, =21nn
deb olsak, u holda

n4eZInn
S (x )= (x, )= ln(5+ 1 4 P J— Ins5=
n® 11

=In(5+ —-InS=In  =¢,.
( 2-n") 10 °

Shunday qilib, g, =ln:(]) va Vne N lar uchun (6.2) shart

i 46.\'
bajariladi. Demak, {/,(x)}= {]"(5‘* n(,n+ o J} ketma-ketlik
X =[0;+e°) da f(x) =1n5 ga notckis yaginlashadi.
b} Berilgan ketma-ketlik [0,a] da tckis yaginlashuvchi ekanligini

ko‘rsatamiz. Ravshanki, barcha ¢ 20 lar uchun In(i+¢) <t tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi, u holda

4 x 4 X
0 _ 7 - ne S n e
<L()=1(x) In[]+5(n”+e"")) 5(n° +¢*)

4 x it

n e e

< s S ,=a,.
5n Sn

Demak, 6.2- teoremaga asosan, berilgan ketma-ketlik X, =[0;4]

da f(x)=In5 ga tekis yaginlashadi, ya’ni ¢ 1x lns.
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6.8- misol. {/,',(x)}={x” —x"“'} funksional ketma-ketlikni
X =[0;1] to‘plamda tekis yaginlashishga tckshiring.

Yechilishi. Ravshanki, x=I, x=0 da [ 1)=/(0)=0,
O<x <! dacsa }'ir)g(x" ~x""y=0 bo‘ladi. Demak, berilgan funksional

ketma-ketlik X da yaginlashuvchi. uning limit funksiyasi f{x)=0
bo‘ladi. Endi (6.3) shartning bajarilishini tekshiramiz. Buning uchun
{0:1] da f{x) funksiyaning ckstremum nuqtalarini topamiz. ffx)
funksiyaning hosilasi

Lx)=x" (n=x(n+1)
bo‘ladi. [0:1] kesma ichida x" '[n—x(n+1)]=0 tenglama yagona

=%= . ildizga ega. Agar xe(0x,) bo'lsa,

n

L(x)>0; xe(x,;1) bo‘lganda esa, f/(x)<0 bo‘ladi. Shuning
uchun, Yxe X dasup /,(x)=max f,(x)= £, (x,) bo‘ladi. Demak,
1 1

limsup|/, (x)= /()| =limsup £, (x) =lim f,(x) =lim
n—on v N e x n—yoe H—y00 ‘ n N+ i

(I+-)

Bunda (6.3) shart bajarilayapti, shuning uchun f, |x 0-

6.9- misol. {./;.(x)}={x" —xz"} funksional ketma-ketlikni
X =[0;1] to‘plamda tckis yaginlashishga tckshiring.

Yechilishi. Ravshanki, x=1 va x=0 nuqtalarda
£,0)=7(1)=0, 0<x<I daesa lim(x" -x*)=0 bo‘ladi. Demak,

berilgan funksional ketma-ketlik X da yagintashuvchi, uning limit
funksiyasi f7x)=0. Bu yaqginlashishning xarakterini aniglaymiz.
Buning uchun [0;1] da f, (x) funksiyaning ekstremum nuqtalarini
topamiz. / (x) funksiyaning hosilasi

L) =n(1-2x") .

I
. sma i 1. ey ny _ axX=x, =—
[0;1] kesma ichidanx"'(1-2x")=0 tenglama >
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yagona ildizga ega. A.g'a:rxe (0;x,) bo‘lsa, f/(x}>0; xe&(x,;1)

uw?

bo‘lganda esa £ (x) < 0 bo‘ladi. Bu yerdan £, (x) = x* — x** funksiya

1
X, = i‘,@ nugtada o‘zining maksimum giymatiga erishishi kelib

chiqadi. Natijada
supl , ()= f ()| =sup £, ()= max £,(6) = £, (x,) =,

bo‘lib, hmsup £y =S ()= ;*0 bo‘ladi.

Demak, (6‘3) shart bajarilmayapti, berilgan ketma-.
ketltk X =[0;1] da notekis yaqinlashadi.

6.10- misol. {f (x)}= {arctgnx} funksional ketma-ketlikni
X =(0;+<) to‘plamda tekis yaqinlashishga tekshiring.
Yechilishi. Berilgan ketma-ketlikning limit funksiyasini topamiz:

F(x) = limarctgnx = %

n
Endi {/,(x)} ketma-ketlikning f(x):f limit funksiyaga

yaqinlashish xarakterini aniglash uchun (6.3) shartning bajarilishini
tekshiramiz:

i3 ; 'm
arctgnx — - = 111'3J | 57 arctgnx

sup

=T %0,
xe X 2

* Buyerda (6.3) shart ba}arllmayapti‘ Demak, {7, (x)} = {arctgnx}

ketma-ketlik (0;+<c) da f(x)= ga tekis yaginlashmaydi.

6.11- misol. {f (x)}= { ln—} funksional ketma-ketlikni
i

X =(0;1) to‘plamda tekis yaqginlashishga tekshiring.
Yechilishi. Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi

f(x)—hm ] —-—xl Inx—~Inn _

A= f n e n

=0
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bo‘ladi. Endi berilgan ketma-ketlikning X da f{x)=0 limit funksiyaga
yaqinlashish xarakterini aniglash uchun (6.3) shartning bajarilishini
tekshiramiz:
sup £,(x) - f(x) =sup * - ¥ ="
xe X

xxXx N n n

1

limsup /. (x)= f(x) =lim ™" =0.
n- 9o xXe 1“ H—)oo ”
(6.3) shart bajarilayapti, shuning uchun berilgan {i in j:} ketma-
’
ketlik X=(1;0) da f(x)=0 funksiyaga tckis yaqinlashadi.

Faraz qilaylik, X to‘plamda{/ (x)} funksional ketma-ketlik
berilgan bolsin.

6.3- teorema (funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashishi
uchun Koshi kriteriysi). { /. (x)} funksional ketma-ketlik X to‘plamda
limit funksiyaga ega bo‘lishi va unga tekis yaqinlashishi uchun,
ixtiyoriye >0 da x ga bog‘liq bo‘lmagan shunday nomer m(g)
mavjud bo‘lib, n>m bo‘lganda va istalgan pe N da x ning X dagi
hamma giymatlari uchun bir vagtning o‘zida

Jup ()= [ (x) <€
tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.

6.3-tcoremadagi Koshi shartini, gisqacha, kvantor belgisidan
foydalanib, quyidagicha yozish mumkin:

Ve>0 dm(e): Vnzm,Vpe NVxe X: [, (x)-[,(x) <&, (6.4)
yoki boshqacha ko‘rinishda:
Ve>0 dm(e): VnzmVk2mNxe X f,(x)- f,(x) <e. (6.5

Agar Koshi sharti bajarilmasa, ya’ni
Jde,>0: Vke N, 3nzk Fpe N Ixe X: [, (x)—f,(x) 2&(6.6)
bo‘lsa, u holda{ f,(x)} funksional ketma-ketlik X to‘plamda notekis
yaginlashuvchi deyiladi.

Xususiy holda, agar

Jde,>0:3me N Vnzm 3pe N Ix e X: f, (x,)-f(x,) 2¢,
bo‘lsa,{f,(x)} ketma-ketlik X to‘plamda tekis yaginlashuvchi
bo‘lmaydi.
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Cos \/—

6.12- misol. {/,(x)}= {J—} funksional ketma-kctlikning

X =|0;400) to‘plamda tckis yaginlashuvchiligini Koshi
teorcmasidan foydalanib ko‘rsating.

cos

Yechilishi. {/,(x)}={ \/—} ketma-ketlik uchun [0;+e0) da
(6.4) shartni bajarilishini ko‘rsatamiz:

I (x)__f(x)|_|cos\/(n+p)x cosJ_I Icosm| |cosJ_|
nep ’ Iﬁp+2x \/H""ZY! l\/n+p+2x| l\/n+2r|

sup |cos,/(n+p)x! |cos\/'(;| 1 + 1

l Jn+p+2x n

«/n+2x( Jntp Jn'

xLA

82

AgarVe >0 songa ko‘ra natural mson m = [1] +1 deb olinsa,
u holda barcha n>m va barcha pe N lar uchun
! + ] < 2 <g
Jntp n Im
bo‘ladi. Demak, Ve > 0 son olinganda ham shunday natural m son
mavjudki,Vn>m,Vpe N vaVxe[0;+e) lar uchun
j;ﬂ-p(‘x)_./;'(x) <£

cos nx

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Buesa { m} ketma-ketlikning, Koshi
teoremasiga ko‘ra, X da tekis yaginlashuvchi ckanligini ko‘rsatadi.
x - —
6.13- misol. {/,(¥)} = { \/E} funksional ketma-ketlikning X=(1;0)
to‘plamda notekis yaginlashuvchiligini ko‘rsating.

Yechilishi. Shundayeg, >0 son topiladiki, barchake N nomer

uchun n=k,p=k=n,¥= % —L 4eb olamiz, u holda (6.6) shart
n

bajariladi, ya’ni
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S =10 = i, [,‘? ]—/;( ,‘7)= "2 =2 e,
In n.\'l

Ynx |

yaginlashuvchi bo‘lmaydi.
6.2. Funksional gatorlarning tekis yaginlashuvchiligi. Ushbu

Demak, berilgan { ketma-ketlik X to‘plamda tekis

1, () = 1,(0) 2, (x) # - 2, () +- 6.8)
n=y

funksional gator X (X € R) to‘plamda yaginlashuvchi va uning
yigindisi S¢x) bo‘lsin, ya’ni

limS, (x)=S(x) = u,(x).
h-dee n=l
6.4- ta’rif. Agar (6.8) funksional gqatorning {S,(x)} qismiy
yigéindilari ketma-ketligi X to‘plamda S(xj ga tekis yaginlushsa,
(6.8) funksional qator X to‘plamda Sfx) ga tekis yaginlashadi deyiladi
va u gisqacha

X
S, (0F S(x) (6.9)
kabi belgilanadi.

6.1- eslatma. Funksional qatorlarning tekis yaqinlashuvchiligi
(yaqinlashmovchiligi) tushunchasi ham ularning oddiy
yaginlashuvchiligi singari. funksional ketma-ketliklarning tekis
yaqginlashuvchilik (yaginlashmovchiligi) tushunchasi orgali kiritiladi.

6.4- ta’rifni gisqacha, kvantor belgisidan foydalanib, quyidagicha
yozish mumkin:

Ve>03me):Vn>miVxe X — S (x)-S(x) <e.  (6.10)

6.5- ta’rif. (6.8) gatorning dastlabki » ta hadini tashlab
yuborgandan so‘ng, hosil bo‘lgan

oo

R =1, () U, (x) = Y u(x)

=n+|
qator (6.8) funksional gatorning » ta hadidan keyingi qoldig'i deyiladi.
Bunda
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r(x)=S(x)~-5,(x)
bo‘ladi. U holda (6.9) shartni quyidagi ko*rinishda ifodalash mumkin:

X
rnl 0. ©6.11)

(6.9) va (6.11) shartlar teng kuchli.

6.6- ta’rif. Agar X 1o‘plamda S (x) ketma-ketlikning limit
funksivasi mavjud bo‘isa va (6.10) shart bajarilsa, ya’ni

Ve, »0:Vke N Inzk Vre X —|S,(X)-S(¥)z¢,

bo*lsa, St x ) ketma-ketlik to*plamda S(x) ga notekis yaginlashadi
deyiladi. '
—in4

6.14-misol. 2 (e —e

n=iy

} funksional qatorni, ta’rifga ko‘ra,

A) X =(0;+e2); )X, =[8;+e2),8 >0 sohalarda tekis yaginlashishga
tekshiring.
Yechilishi, Berilgan qatorning #- gismiy yig‘indisini topamiz:

S (x)=(—e ) (l4e +e7 +te™ )=

:(]_e—.\-)(l_e_r):I_e—mf.
l—e™

Bundan lim S, (x)=1, S(x)=1.
a) Funksional qatorni ta’rifga ko‘ra tekis vaqginlashishga

. tekshirish uchun 7, (x} = S{x) -5, (x) ayirmani garaymiz:

|};'(X)| — ‘l_i_e—ﬂx _l| = e—n.t ,

1.1 ' :
Ve =0 son olgandam =[ In . ]+1 {x #0) deyilsa, u holda n>m
X

lar uchun

r(x) =18, (x) - S(x)| =™ <& (6.12)
tengsizlik bajariladi.

Agar x=0 bo‘lsa, ravshanki, Yre N lar uchun § (0)=0; S(0)=1
bo‘lib, [r,(0) =|S,(0)—S(0)|=1 bo‘ladi. » natural son £€>0 va
x {0 < x <+oo) larga bog‘lig bo‘lib, u barcha x lar uchun umumiy be'la
85

www.ziyouz.com kutubxonasi



. . 1 . .
olmaydi, chunk1m=[ ln]}H ning (0;+) da x bo‘yicha
x &
maksimumi chekli son bo‘lmaydi, ya’ni son Yae N olsak ham

dg, >0 (80 = ]2 J vadx, = | € (0,+0°) nuqta topiladiki,
(4 n

S[ ! J—S”[ ! ]=e" > g,
n n

bo‘ladi. Demak, berilgan funksional gator, 6.6- ta’rifga ko‘ra,
X= (0;-!«») sohada notcekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

b) Y& >0 sonolinganda ham m, = max {[l In l]+l}=[éln—l-]+l

xe[8e) || x £ £

deb olinsa, Vn>m, vaVxe[8;+e0) lar uchun birdaniga (6.12)
tengsizlik bajariladi. Shunday qilib, (6.10) shartga asosan, berilgan
funksional gator [8;+e2) sohada x ga nisbatan tekis yaqinlashuvchi
181+e0)
bo‘ladi, ya’ni S, (x) I 1.
6.15- misol. Ushbu funksional qatorni X =(0;+) da tekis
yaqginlashuvchilikka tekshiring:

@0

X

;[(n+l)x+l] (nx+l).

Yechilishi. 1.2-lcoremaga asosan, berilgan funksional qatorning
n- qismiy yig‘indisi

1 1
T x+l 1+(n+1)x

S, (x)

bo‘ladi, uning yig‘indisi esa

. | | 1
S =] - = .
(x) nﬂ[Hx l+(n+l)x] 1+x
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_ 11
Ta’rifga ko‘ra, Ve >0 son olingandam = [—- [E -1 ]— 1] (x=0)
X

deyilsa, barcha n>m uchun

)5 ()| : ‘

1+x n+l)x‘ 1+x

n+1

1
< e
T (m2)x+1 <€

bo‘ladi. Agar x=0 bo‘lsa, ravshanki, Vr uchun S, (0)=0, S(0)=1

|=1 kelib chiqadi. Bundagi  natural song >0

vax (0 <x <-ee) nuqtalarga bog‘liq bo‘lib, u barcha x (0 < x < 4o}
lar uchun umumiy bo‘la olmaydi (bu holdam:lﬁl(é—nl)—l]
X

ning(0;+<) da x bo*yicha maksimumi chekli son emas). Boshgacha

qilib aytganda, istalgan » natural son olinganda ham Je, >0

{masalan ¢, = i) vax, = ii € (0;+e2) nuqta topiladiki,
i)

S, > -3 L '=l>su.
n+1 n+1 ‘ 2
Demak, berilgan funksional qator, 6.6- ta’rifga asosan, notekis

vaqinlashadi.
6.3- teorema. {6.8) funkional qatorning X da tekis yaginlashishi uchun

lim sup|r (x)|=0 6.13)

shartning bajarilishi zarur va yetarlldlr.
6.4- teorema (zaruriy shart). Agar (6.8) funksional qator X da
tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda uning wmumiy hadi

X
u,(x) (n=L2,..) u,(x)I 0 bo‘ladi.

6.16- misol. Ushbu funksional qatorni: ¢) X =(—¢; ¢), bunda

O<g<l; b} X =(-11) to*plamlarda tekis vagintashuvchilikka
tekshiring:
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zx”"' =l4x+x" et X"+
=l
Yechilishi. (A) formulaga asosan funksional qatorning »- qtsmly
" yig lndISI
Su(x)=1+x2 +”‘+x” — 1__5_
l-x
ga teng bo‘ladi. Endi (-1;1) da berilgan funksional qatorning
yig‘indisini topamiz:

S(x)=tim S, (x) = 11m I-x'_ 1
w ] —Xx

]

va r‘,;(ﬂ:S(x)—vS"(x):iii: |."n(x)|< .

a) X =(—¢,q) da berilgan funksional qatorni tekis yaqinla-

shuvchilikka tekshiramiz: supl Ir, (x)| = =sup|—
xeX

L

lim sup|r {x) < lim Iq -={.

i) e _-q
Demak, 6.3- teoremaga asosan, berilgan funksional
v qatorX ={-q; ¢) (®#<g<1) da tekis vaginlashuvchi bo‘ladi.
b) X ={(-1;1)da funksional gatorni tekis vaqinlashuvchilikka
" tekshiramiz:

| = oo,
l-x

= lim

xemal=i}

sup|r, (x)|=sup X
xe X X ]. -X

Demak, lim sup fr" (x)|=0 shart bajarilmayapti, shuning ucliﬁn
Lt vS 4

~berilgan funksional gator (~1;I) da notekis yaqinlashuvchi.

6.17- misol. ZJ—_ funksional qatorni X_[O +co) da tekis

=]

.yaginlashuvchilikka tekshiring.
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(-l)"
Yechilishi. X' =[0;400) da { Ynrx ketma-ketlik barchaxe X

lar uchun monoton kamayuvchi va nolga intiladi. Leybnis alomatiga
asosan, berilgan funksional gator X da yaqinlashuvchi va Sfx)
yig‘indiga cga. Bizga ma’lumki, barchane N va berilganxe X lar
uchun ishorasi almashinuvchi qatorlarda

! ]
r(x)<su,, (x)= <
( l In+x+1l IUn+l
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerdan (6.13) shartning bajarilishi kelib
chigadi.

Demak, berilgan funksional qator [0;+e) da tekis yaginla-
shuvchi,

6.5- teorema (funksional qatorning tekis yaginlashishi uchun Koshi
kriteriysi). (6.8) funksional gator X da tekis yaqinlashishi
uchun Ve >0 son olinganda ham3m(e)(me N) nomer topilib,
WVn 2 m(€), barcha butun p 2 0 sonlar vaVxe X lar uchun

n+p

Sn+,,"S,, = z u,(x) <€

=nvi
shartning bajarilishi zarur va yetarli.
6.6- eslatma. Koshi kriteriysidan, ya’ni 6.5- teoremadan, xususiy
holda, p=0 bo‘iganda. 6.4- tcorcma kelib chigadi.
Agar 6.5-tcorcmaning shartlari bajarilmasa, ya'ni

nip
dg, >0 me NInzm dpe N dxe X = Z u(x)2&, (6.14)

k=ntl
bo‘lsa, (6.8) funksional qator X da tekis yaginlashuvchi bo‘lmaydi.
Xususiy holda, agar
Jg,>03n,e NVn2 N, Ir, e X - u,(x,) 2¢, (6.15)
bajarilsa, u holda (6.8) funksional qator X da tekis yaqginlashuvchi
bo‘lmaydi.

S sinnx , : e
6.18- misol. z funksional qatorning Koshi kriteriysiga

~ 3”
ko‘ra, X =|0,+ec) da tekis yaqinlashuvchi ckanligini ko‘rsating.
Yechilishi. S,

n

+p =S, ayirmani tuzamiz va uni baholaymiz:
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_[sinr+Dx  sin(+2)x - sin(r+ p)x|

Sn+p _Sn| 3n+l 3n+2 3n+p =
1 1 1 1 1, 1 1
= 3n+1_ 3n+2 "'3n+;= 3?(1+§+3_2+"'+§p?1)=
-Gy

1 3 ! 1 1
e = (= (=) <
C 3"-2( (3)) 3

¥e>0 son olinganda ham m=[log, !-]+1 deb olinsa, u holda
£

Vxe[0,+0), Vn>m va Vp lar uchun iSﬂ+p—S,,|l'<£ tengsizlik
bajariladi.

Demak, Koshi kriteriysiga asosan, berilgan funksional gator
X =[0,+ <) da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

o . N l
6.19- misol. Z 2%sin e funksional qatorni X =[(,+0) da tekis
n=l

yaginlashuvchilikka tekshiring,
Yechilishi. Har bir xe X uchun n» >+ da quyidagiga ega

bo‘lamiz:
“u(x)=2”8in—1—~(g.J _1__’
¥x 13 x

Bu verdan, taqqoslash alomatiga ko‘ra, berilgan funksional
qgatorning X da yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi. Berilgan
funksional gatorni X da tekis yaginlashishga tekshirish uchun Koshi

teoremasini qo‘llaymiz. &,=l,p=n~va ¥= -2:1”— bo‘lsin. U holda

barcharn >1 lar uchun
. o I
18,0, () =8, (%) = 2! sin1 +...4+2" gin 1 > sin1 > €,
3 3 3
bo‘ladi. Demak, ¢6.14) shart bajarilayapti, shuning uchun berilgan
funksional gator X da tekis yaginlashuvchi bo‘lmaydi.
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6.20- misol. 2 \/;e’y? funksional gatorni X =[0,+ ) da tekis
ntl X

yaqginlashuvchilikka tekshiring.
1 .
Yechilishi. Shunday ¢, = 3 sonva dme N topilib, barchan>m

hamda3 x, = Jne X uchun

n -4

u(x)= . er=e'>¢g,

bo‘ladi. Demak, (6.15) shart bajarilayapti, shuning uchun berilgan
funksional qator X da tekis yaqinlashuvchi bo‘lmaydi.
x 2.2 A . . .
6.21- misol. 2" x¢ *" funksional qatorni X =[0,+ ) da tekis
n=|
yaqinlashuvchilikka tekshiring.

3
Yechilishi. Bizga ma’lumki, barchat>0 lar uchun ¢’ >t

3!
tengsizlik o‘rinli. Agar x>0 bo‘lsa, u holda
!
0<u,(x)<n’x? 23 = ?
(n"xy nx-

Taqqoslash alomatiga asosan, berilgan funksional qator [0,+ oo)
da yaginlashuvchi bo‘ladi. Endi X da (6.14) shartning bajarilishini

. .1
ko‘rsatamiz. Har qanday me N uchun n=m, p=n, i= ,e X va
n

g,=e * dcb olamiz. U holda

2n 2n 3 N 3 ] _4,,2_2 4
Zuk(x)=2kx2e’“>n'—4—e ".on=e" =g,
K-n+l k=n+) n

bo‘ladi. Demak, berilgan funksional gator X da notekis
yaginlashuvchi.
6.6- teorema (Veyershtrass alomati). Agar (6.8) funksional

gatorning har bir hadi X da aniqlangan bo‘lib, Vxe X vaVn>n,

uchun |u" (x)| < ¢, tengsizlikni qanoatlantirsa va
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Ne,=e +c, tote, 4o

=l
sonli qator yaginlashuvechi bo‘lsa, u holda (6.8) funksional gator X' da
absolut va tekis yaginlashuvchi bo*ladi.
Natija. Agar >4, bunda a, =supiu,(x)], sonli gator yaginlashuvchi
n=l xe R

bo‘lsa, {6,8) funksional gator tekis vaginlashuvchi boladi,

J’!

6.22- misol. z— funksional gatorni X =[0;+) da tekis

+
yaginlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksional qator har bir belgilanganxe X
uchun Leybnis alomatiga ko‘ra, yaqinlashuvchi bo‘ladi va

S(x)= Z """ - yig'indiga ega.

w=] X
Endi, Veyershtrass alomatiga ko‘ra, berilgan qatorni tekis
yaqinlashuvchilikka tekshiramiz. Bu funksional qator uchun X da
majorantlovchi yaginlashuvchi sonli gator mavjud emas. Hagigatan
ham,

vl

rmuus(x)l max -
x+n| '

n?

=B
Z' - sonli qator uzoqlashuvchi. Berilgan funksional gatorni, tekis

n=t
yaginlashish ta’rifiga ko‘ra, tekis yaqinlashuvchilikka tekshiramiz.
U holda Y& >0 uchun Im(g) nomer topilib, barcha »>m(e) va

Wx € [0;+e<) lar uchun

1S(x)~ S(x)l~|i-l- ELPS PP

|
lk=n ,{‘ x+n n

1
tengsizlik bajariladi. Bunda m(£)=|:é]+l deb olinsa, berilgan
funksional qator [0;++2) da tekis yaqinlashadi.
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6.7- eslatma. 6.21- misoldan ko‘rinib turibdiki, Veyershirass
alomati funksional gatorning tekis yaqginlashishi uchun fagat yetarli
shart bo‘lib, lckin zaruriy shart bo‘la olmaydi.

e

|
6.23- misol. Z', o n

yaqginfashuvchilikka tckshiring.

+ funksional gatorni X = (—ee;+oe0) da tekis

Yechilishi. Bu funksional qatorning umumiy hadi u,(x) =

x*+n?

funksiyadan iborat. X dagi barcha x vane N lar uchun

1 i

u(x)y= , , <

o : S . : :
tengsizlik o*rinli bo‘ladi. Bunda Z o sonli gator yaqginlashuvchi.

n=l
Demak, Vcycrshirass alomatiga ko‘ra, berilgan funksional gator X
da absolut va tckis yaqinlashuvchi bo‘ladi.
oa 2

nx x . .
6.24- misol. Z at arctg . funksional qatorni X=([-1:1] da

o=l

tekis yaginlashuvchilikka tckshiring.
Yechilishi. Ma’lumki. Vie R lar uchun arctgt <+ bo‘ladi.

4 2 4 T e e .
Vxe X uchun n” +x” >n" o‘rinli ekanligini e’tiborga olib,

2 : n'x
n°x X x|
1, (x) = aretg , < <
" n* +x* ot et
tengsizlikni hosil gilamiz. zn”‘ sonli gator yaqinlashuvchi
n

bo‘lganligidan, Veyershtrass alomatiga asosan, berilgan funksional
gator X da absolut va tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
- x
6.25- misol. ; 145
yaginlashuvchilikka tekshiring.
Yechilishi. Berilgan funksional qatorning umumiy hadi

s funksional qatorni X=[0; +o<) da tekis

u (x)= * funksiyadan iborat. Bu funksiyani X da
" 1+ x%n*

ekstremumga tekshiramiz. u,(x) funksiyaning hosilasi
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PN E
,(x)= L+ 2" u,(x)

le)(

. |
x=inz nuqtada nolga aylanadi va x=— ¢ X, x= |

n n

bo‘ladi. Bu x = 12 nugtada
n

u:(xn) =U;[ 12 ]< O
n
bo‘ladi. Demak, u (x) funksiya x = lz € X nuqlada maksimumga
h

erishadi. Uning maksimum qiymati esa ot ga teng, ya’ni
n

1
sup u, (x)= max u, (x)=u,(x)= 5t =

o

|
bo‘ladi va 22”2 qator yaqinlashuvchi. Demak, Veyershtrass

u=l
alomatiga asosan, berilgan funksional qator X da absolut va tekis
yaginlashuvchi.
Quyidagi funksional qatorni garaymiz:
Za"(x)b" (x)=a(x)b(x)+...+a ()b, (x)+..  (6.15)
n=l

bunda a (x), b,(x).(n=1,2,..) funksiyalar X (X cR) da anig-
langan.
Dirixle alomati. Agar: 1) {u (x)} funksional kctma-ketlik

Vxe X lar va Vne N lar uchun monoton bo‘lib, ,,, (x)<a,(x)
yoki a,,, (x)24a,(x) vag, ()1 0 bo'lsa;

2) ib"(x) gatorning gismiy yig‘indilari ketma-ketligi

n=1
B,,(x)=2hk(x) VYne N,Vxe X larda chegaralangan bo‘lsa,
[
ya’ni IM >0: Vne N, Vxe X uchun
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B(x)SM

bo'lsa, u holda (6. 15) gator to*plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

Abel alomati. Agar: 1) Zb"(x) gator X to‘plamda tckis
E =1

X
yaginlashuvchi bo‘lsa, ya'ni B (x)I B(x) :
2) {a (x)} ketma-ketlik X to‘plamda monoton bo‘lsa, ya'ni
Vne N,Vxe X uchun g, (x)<a,(x) yoki «, ,(x)2a,(x) va

IM>0:Vne N, Vxe X lar uchun ¢, (x) <M bo‘lsa. u holda
(6. 15) funksional qator X da yaqinlashuvchi bo‘ladi.

6.8- eslatma. Dirixle alomatidan xususiy holda Abel alomati kelib
chigadi.

— COS X . .
6.26- misol. 2 e funksional gatorni X =[8,27r—8], £>0

n=1
da tckis yaginlashuvchilikka tekshiring.
Yechilishi. Agar a>1 bo‘lsa, Veyershirass alomatiga ko‘ra,
berilgan funksional qator X da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
Hagiqatan ham, Vxe X vaVne N lar uchun
cosnx <1, u (x)= cosmr < ’

n® n*

oo

|
bo‘lib, Z e sonli gator yaqinlashuvchi bo‘ladi.

a1

Agar 0<a <l bo'lsa, {a”}={ la} ketma-ketlik monoton
n

X o
kamayuvchiva a,1 0. Ushbu Zcosnx funksional gatorning qismiy
n=l
yig‘indilari ketma-ketligi uchun
.onx  (n+Dx
sin -—cos © — =
{B,(x)}= {Zcos kx} 2 2 L xx2nmmeZ2

.X
sin—
2

formula ofrinli. Bundan Vxe X va Vne N laruchun
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, X#£2tm, me 7

tengsizlik o‘rinli bo*ladi. Demak, Dirixle alomatiga ko‘ra, berilgan
ator X da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi
Agar a <0 bo‘lsa, u holda berilgan funksional qator X da
uzoglashuvchi bo*ladi. Hagigatan ham, har bir berilgan xe X uchun
gator yaqinlashuvchiligining zaruriy sharti bajaritmaydi. ya'ni u (x)
X

X toplamda 0 ga tekis intilmaydi: l|m w(x)l 0

6.27- misol. Z\/— \/—(H‘ ) funksional gatorni X=[0; 1] da

tekis yaqginlashuvchilikka tekshiring
Yechilishi. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz
D a,(x)=(+"Y.
n

b = »
) Jn* 4x

Veyershirass alomatiga ko‘ra, Z b,(x) gator X da tckis yaqinla-

=l
1

S— tengsizlik

shuvchi, ya’niVxe X vaVrne N lar uchun 5,(x)
”2

o |
o‘rinli va z \/—— sonli qator yaqinlashuvchi

n=]

Xin
{a,(x)} {(|+ ) } ketma-ketlik [0;1] da chegaralangan

(l+x) <+ y<e
n n

va @(1) (H' ) funksiya barcha 21 va Vxe X lar uchun o‘suvchi

funksiyadir. Demak, berilgan funksional qator, Abel alomatiga ko‘ra

[0:1] da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi
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Moustagqil yechish uchun misollar
X da {f(x)} funksional ketma-ketlikning tekis vaginlashuvchiligini
isbotlang:
6.1 f(x)=e™, X =L +0) .

. aTqar

6.2. /,(x)= ﬁ -, X=[0;1-¢£),0<e<l, ., i By
X
63. f,(xy=x", X =[0¢], O<e<l A L B
COSHX . :
6.4, J,(x)= ln(1+J—;) X =[0; +°°) Selrih A
6.5. f,(x}= x2+1 » X =(—o0;+o0) SR RTINS

66, fx)y=e X =[—44].
3
6.7. f(x)=n*xe"™, X =[0;+co) -

. 6.8 .ﬁ,(x):\/r;sinﬁ,)(q_m;.,.m)_
6.9. f(x)=- 1- , X =(0;400) |
xX+n

6.10. f,(x)= o X=[01].
1+n+x

6L L) =¥1+x", X =[0;2].

6.12. f,,(x)=nsin-—-l—, X =[L;400),

a

6.13. f()=-" =, X =[-LI],
h 0t +x S
L e ﬂ’(x)="'7——zaf0tg\/;, X =[040):

6.15. f (x)= xne™, X =[g;4+00),6>0.
X da {f(x)} funksional ketma-ketlikni tekis’ ‘hamda notekls
yaginlashuvchilikka tekshiring:
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n

6.16. /.(x) =-l—i‘

s 617 f(x)=e T X = (—oopb o),

6.18. f,(x )——W X =[Li4e0)

619, £ = a7 26", X =[],

Y620, f(=sin,a>0, X=R. oinioo
H

6.21. f:,( x}= _3@%4/; X =[g;+00), & =0 Py ”

6.22. f(x)=nmx(l-x)', X =[0;1]. e e
~cos| By L x=(0: 1
6.23. f,.(X)—COS(zx ],X 05 .

6.24. £ (x)=n(x-1), X =[La], 1<a<+o.
6.25 Agar f(x ) funksiya [4,5] da aniglangan ixtivoriy funksiya

bo‘lsa, [y =20 (r=1,2,...) funksional ketma-ketlikning (a;b)

da ffx) ga tekis yaqmlashlshini isbotlang, bunda [#f(x)] — ushbu
nf(x ) ifodaning butun qismi.
6.26. Agar f{x) funksiya {0;1] da aniglangan va uzluksiz bo‘lsa,

F(x)= if{f)c:x*(l—x)"'*

funksional ketma-ketlikning [0;1] da f{x} ga tekis yaqinlashishini
isbotlang.
6.27. Agar [(;1] da £,(x)=0 bo'lsa,

L=y, (x) (n=12,.)

funksional ketma-ketlikning [0;1] da tekis yaginlashuvchiligini
isbotlang,

6.28. Agar f{x) funksiya (a;b) da uzluksiz f'(x) hosilaga ega
bo‘lsa,
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ST .é,g'ﬁgq_';- Sy,
i px:_' f(x) - n[f(x + % ]_ f(r)] nﬁggﬁ -

funksional ketma-ketlikning [or; B1([cx; Bl < (a;b) &é‘]{fx}j-]‘unksiyaga :
tekis yaginlashishim isbotlang.

P A Tt iy AT
6.29. X=[0:1] da LR LR Y A
Lo B nx, & 0<sxg 1; BRI )
: : n o
)2 1 2 .
S Sox)y=qn (ﬂ—‘xs)x’ P S e
n

b
funksional ketma-ketlikni tekis yaginlashishga tekshiring.

6.30. £,(0=" 1 etma-ketlikni ki
30,/ \/r; etma-ketlikning X=(0,1) dg notekis

yaqinlashuvchiligini isbottang.
X, va X, to‘plamlarda {f(x)} funksional ketma-ketlikni tekis
hamda notekis yaginlashuvchilikka tekshiring:

o 631 £ ()=, X =(4d) X, =(—ooj40).

+

632 [, ()=—1"—, X,=[0; 1}, X, =[0+),

3 - .
n+x iy

1
6.33. f (x)=narctg }E’ X, =(0;2), X, =(2;+0ea),

TRt
6.34. f,(x)=nsin j; X, =[0], X, =[mi4e0) \
T
2nx
6.35. f:g(x)=:n2?: X| =[0;l]: Xz =(1; +°°).
e
1

6.36. [,(0)=7 142, X, =@, X,=(+e) .

X 1 ",3'
RO}

TR S AT
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6.37. £, (x)=n'x"e™, X, =[0+0), X,=[g;+c0),£>0.

638, fn(x)=1n(x2 +_1']a Xl =(0;+°°)9 Xl =(a;+°°)a az 0 i .
n

"

6.39. ﬂ,(x)=arctg%i—;, L =(0; ) X, _( ..... ) .

+ax+1
6.40, f,,(x)-f’%”“ X, =(00), X, =(l;+e),
nxt+2

xn

641, f (x)=In{l+sin-——- ), X =(O;1), X,=(l+ee)
X“+n

6.42. f;,(x)=(]_EJ » X| =[—a;a], G)O, Xz :(_W;+°°).
BT Y

643, 1 (x)=¥1+x", X,=[0;2], X,=[2+o).

6.44. f,(x)=sln ;‘,;""zc“,;"'t,' X =(051), X, =(li+e0)
e +e'x’

6.45. f(x)=n(¥lx —Xx), X.=(§;1), X, = (i+).

Tekis yaqiniashish ta’rifidan foydalanib, X da berilgan funksional
qatorni tekis yaqin]ashchhi ekanligini ko‘rsating:

6.46. 31", X =[- ,]‘

a=|

- x”_l X’J A__ E B S : 1 f E
6.47. Z[ "o J X=-L511, - |

n=| il

Z (sm nx  sin{#+ Dx

6.48. LU T IS ), X =(—s0te0},

am

—— X = —oa;+ oo
6.49. n-.(x +n\/_} (—ea+e0)

. 6.50. ZI. JlT_ X=[0; 21.
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Funksional gatorlarning ko‘rsatilgan oraliglarda tekis
yaginlashuvchiligini, Veyershtrass alomatidan foydalanib, isbotlang:

6.51. FZ'(M 5 X =[0;+e0)

oo

x4
6.52. 2——‘—, X = (—oorteo)

] 2+
=, cos’ 2nx
6.53.2———~4 -, X =(-eoteo)
n+x
0o _! "
654,35 ~—) —, X =(l+o9)

= nt +In’ x

i_(;l)”_, X =[-3%3)

6.55. s i
S oo n] +e—$,r

(1) sinnx
, X = —o0; + 00
6.56. Zl 4 cosx ( ).

- cos3nx

6.57. Z g

— X
, X =[0;+00
6.58. ; s [0;+00)

X =[0; +o0)

X =[0;+c) |

oo . 3
6.60. > n(1+ M) x =j0;100].
- n

- X
' §6+nsx2 ’
2

6.61. 3 Yxe™ | X =[0;+e0) .

n=|

- COS AX
s X =(—o0;+e0)
6.62. ; ain’n +x* :
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i LN FTAS TN YR Sk |

o o . 10 . |
- 6.63. 1" sin—————— Ktk vy teniin,
663 ; n4+4n+4x9 ; ’ .Qf,_u - : %

6.64. i — . X= [ﬁi;) ;mc;szﬁm}

6.65. VX yepop

e X = (""0'0;+oo) )

6.66.

6,67 X.57sin’ o, K =[ate) a>0 i T
X CERE

— ., X =[O+
6.68. ;n(ﬂnﬁxz) [0; +0)

2 (=1’ R P
6.69. Z--(—--—)—- X =(2te0) o 5 T oare

= 7 . 1
6.70. Z“J,;—T(x —x ),-2-£|x|£2_-"

#=|

6.71. . X=(-ma), a>0 : _’f

[]‘

672, 2 X, X=[0+),
n=l K4
. 2 e A ma
arctg ————, X =(—oo+
6.73. 2; 8, (—oo;+ea)

"x
674, 2 55— X =(—e0;+0)

= nn(l+ . S R
6.75.2M, l+a<x<too, g0,

a=l
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X to‘plamda quyidagi funksional gatorlarning tekis yoki notekis
yaqinlashuvchiligini aniglang; :

6,77,

6.78.

6.79.

6.80. Y

6.81.
6.82.
6.83,
. 6.84.
6.85.
6.86,

6.87,

i sm o & =(0;400)

S 51N X - 5in ax

s X =[0;4e0)

3 x;x X =[0;40)

sin’ x
— i, X =(0; +oo
Sx+xtd ( )
xsinx Y
22220, x =[o;
;(1+nx3] [ +°°)
) e sinnx, X=[01].
n=1

Z_ =

n—ln
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11;6 88. Z
.6.'89.;:,(-—1)""4, Xt[s;+o$):,.l £>0 . |
6.90.
6.91.
6.92.
693,
6.94.

6.95,

0+oo) Bl
R .

Zx "__l, X=[1,+°°)_ J" ’ A LR et
n=l X . . -

P LS
i (__1 _)" arctgrn X = [1' +°°) ‘ o " 7 .‘,,. A ..F “.? ’a?‘&
" J; . ’ :'. : = S

L] 15 h i : ::;- "Qxc@

Z(ml) L X=[0;1], . S
w=h .&"\“"\':. .
3 \/_ >x 3o '__',_“__:..: — .v 84
Z“_n_a_'p X= [0 +°°) R o

purll B 45

Zx" sin ;{{" X =(~4 4) » _—

n=l

i-- CXme ]

Misollarning javoblari

6.16. a) f(x)=0 ga tekis yaginlashadi. b) f{x)=1 ga tekis
yaginiashadi.

6.17. fix)=0 ga notekis yaqginlashadi. 6.18. f{ix)=0 ga tekis

yaqinlashadi.

6.19. fix)=0 ga notekis yaqginlashadi. 6.20. f{x)=0 ga notekis
yaqinlashadi. 6.21. fix)=0 ga tekis yaqintashadi. 6.22. f{ix)=0 ga
notekis yaqintashadi. 6,23, f{x)=1 ga tekis yaqinlashadi. 6,24, f{x)=Inx
ga tekis yaqinlashadi. 6.29. Notekis yagintashadi. 6.31. Funksiyaga
X, da tekis yaginlashadi, X, da esa notekis yaqinlashadi. 6.32. f{x)=0
funksiyaga X, da tekis yaqinlashadi, X, da esa notekis yaginlashadi.
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. 1 :
6.33./(x)=— funksiyaga X, da tekis yaqinlashadi, X, da csa notckis

ydqmldshddl 6.34. f{x)= x funksiyaga X da tekis yaqginlashadi, X
da esa notckis yaqginlashadi. 6.35. f{ \')—O funksiyaga X, da lekls

yaginlashadi, X, da csa notekis yaginlashadi. 6.36../(x)= ‘.2
funksiyaga X, da ickis yaqinlashadi, X da esa notckis yaqinlashadi.
6.37. fix)= 0 funksiyaga X, da tekis yaqinlashadi. X, da esa notckis
yaginlashadi. 6.38. f{x)=2Inx funksiyaga X, da tckis yaqinlashadi,
) . i1 . .
X, da csa notekis yaqginlashadi. 6.39. Sx)= funksnyaga X, datckis

yaginlashadi, X, da csa notckis yaqinlashadi. 6 40. ()= x funksiyaga
X, da tekis ydqmlashddl X, daesa notekis yaqginlashadi. 6.41. fix)=0
funkslyaga X da tekis yaqmlashddl X, da csa notekis yaginlashadi.
6.42. flx)=¢ funkslyagd X, da tekis yaqinlashadi, X, da csa notckis

I, xe[01);
¥, x&[l;e0)

yaqinlashadi, X, da esa, notckis yaqinlashadi. 6.44. f{x)=0 funksiyaga
X, da tekis yaqinlashadi, X, da esa. notekis yaqinlashadi.

yaginlashadi. 6.43. j‘(;-):{ funksiyaga X da tekis

Inx

6.45. f(x)= 5 funksiyaga X, da (ckis yaginlashadi, X, da esa

notekis yaginlashadi. 6.76. Notckis yaqinlashadi. 6.77. Tckis
yaqinlashadi. 6.78. Tckis yaqginlashadi. 6.79. Tekis yaqinlashadi.
6.80.Tckis yaqginlashadi. 6.81. Tckis yaqginlashadi. 6.82. Tckis
yaqinlashadi. 6.83. Notckis yaginlashadi. 6.84. Tckis yaqinlashadi.
6.85. Tekis yaginlashadi. 6.86. Notekis yaginlashadi. 6.87. Notekis
yaginlashadi. 6.90. Notekis yaqinlashadi. 6.91. Tekis yaqinlashadi.
6.92. Tekis yaginlashadi. 6.93. Notckis yaginlashadi. 6.94. Notckis
yaqinlashadi. 6.95. Notekis yaginlashadi.

7- §. Funksional qatorlar yig‘indisining va funksional
ketma-ketlik limit funksiyasining funksional xossalari
7.1. Funksional gator yig‘indisining uzluksizligi. X to‘plamda

yaqinlashuvchi
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S, ()= 1, (x )+ 16 (x ooy, () an

n=y
funksional gator berilgan bo‘lib, uning yig‘indisi S(x) bo*lsin.

7.1- teorema. Agar (7.1) qatorning har bir u(x) (n=1,2,...)
hadi X to‘plamda uzluksiz bo‘lib, gqator X da tekis yaginlashuvchi
bo‘lsa. u holda qatorning yig‘indisi S(x) ham X to‘plamda uzluksiz
bo‘ladi.

7.1- eslatma. 7.1- tcoremadagi (7.1) gatorning X da tekis
yaqinlashuvchilik sharti funksional gator yig‘indisi S(x)ning
uzluksiz bo‘lishi uchun yetarli shart bo‘ladi, lekin zaruriy shart bo‘la
olmaydi.

7.1- misol. Ushbu

o

Y [nxe " —(n—1)xe™ "]

n=t
funksional gatorning X=[0;1] da notekis yaqinlashishini, lekin uning
yig‘indisi X da uzluksiz funkstiya bo*lishini ko‘rsating.
Yechilishi. Berilgan funksional qatorning »- gismiy yig‘indisini
topamiz:

S, (x)=Y lkxe™ = (k= Dxe M | =xe™ +
k=t

2xe™ —xe " +3xe™ = 2xe” P 4.+

-{n-1)x

+axe ™ —(n—Dxe =nxe ™.

Endin —eo da S (x) funksiyaning limitini hisoblaymiz:

S(x)=limS (x)=lim "~ =0 |
n-3e0 Ny @

ny

Demak, berilgan funksional gatorning yig‘indisi S(x)=0
garalayotgan X to‘plam da vzluksiz funksiya ekan. Ammo berilgan
qator X da tekis yaginlashuvchi cmas. Haqigatan ham,

sup S,(X)-S(x)=sup nxe™ = 'S
xe[0:1) xe[0;] e

= lim sup r,(x) =¢” #0.

=30 v (0i1)

Shuning uchun, qator X da o‘zining S(x) yig‘indisiga tekis
yaginlashmaydi.
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- 7.2- misol, Ushbu

2x2 -y

n=l
funksional qatorning yig‘indisini X=[0;1] da uzluksizlikka
tekshiring.
Yechilishi. Berilgan funksional gatorning har bir u (x)=x%"*
(m=1,2...) hadi X da uzluksiz bo‘lib, bu funksional gator X da,
Veyershtrass alomatiga ko‘ra, tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Hagiqatan ham, ¥ae N va ¥xe[0;1] lar uchun

1
S—:za
e

"

|u,,, (.I)| — ‘x2e—.te

oo

1
Z"é",, sonli qator yaqinlashuvchi. Haqiqatan ham,

n-=l

2

S(x)= f—l’x > 0. x=0 bo‘lganda S(0)=0. Demak, 7.1-teoremaga
e —

asosan, berilgan funksional gatorning yig‘indisi X da uzluksiz:
funksiya bo*ladi.

1Y 1
7.3- misol, f(x)= Z[x+ )E’ funksiyaning aniglanish

sohasini toping va uzluksiziikka tekshiring.
Yechilishi. Koshi alomatiga asosan funksional gatorning
yaqinlashish sohasini topamiz:

1y 1.,
“"(x)_[j} ‘(x+’;) )

K; == [1]
2

a) |x|<2 agar bo‘lsa, funksional gator yaginlashuvchi bo*-
ladi;

b) [x] 22 agar bo‘lsa, funksional gator nzoglashuvchi bo‘ladi,
chunki gator yaqinlashuvchi bo*lishining zaruriy sharti bajarilmaydi,
ya'ni gatorning umumiy hadi nolga intilmaydi.

f
x+l‘l limK. = b
2 nos 2

(x+l)”!
n I
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Demak. f(.x) funksiyaning aniglanish sohasi (- 2; 2) bo‘ladi.

: Y 1Y .
Funksional gatorning har bir u,,(x)=[;) (.\'+—] (ne N) hadi
n

(-2: 2) da uzluksiz.

Endi (-2: 2) da f{x) funksiyani uzluksizlikka tckshiramiz. Agar
x £r<2 ho'lsa, u holda berilgan funksional gator [ r: r] da tekis
yaginlashuvchi bo‘ladi. Hagigatan ham. Veyershtrass alomatiga
asosan, barcha xe [—r; r} va Vne N lar uchun

u,(x) = ( : ) -(.\'+ l ) S( : ) (r+ l ) =c,
2 n 2 n

-

1Y i
tengsizlik o‘rinli bo'‘ladi hamda Z(H-n) o sonli qator

n=l
yaginlashuvchi bo’ladi. Demak, 7.1- teorcmaning hamma
shartlart bajarilayapti, u holda f{.x) funksiya x <r <2 da uzluksiz
bo‘ladi.
7.2. Funksional ketma-ketlik limit funksiyasining uzluksizligi.
X (X cR)to'plamda } f (x)}:

1 () e (). (7.2)
funksional ketma-ketlik berilgan bo‘lib, uning limit funksiyasi f{x)
bo‘lsin, ya'ni
lim f,(x)=7(x).

7.2- teorema. Agar {/ (x)} funksional ketma-ketlikning har bir
[ (n=12,3,...) hadi X to‘plamda uzluksiz bo'lib, bu (7.2)
funksional ketma-ketlik X to‘plamda f{x) ga tekis yaginlashuvchi
bo‘lsa. u holda ftx ) limit funksiya ham X da uzluksiz bo‘ladi.

7.2- eslatma. 7.2- tcoremaning shartlari bajarilganda

fx)y=lim(lim f (x)) = Ii_m(lim 1N (x,€ X)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
2.2

7.4-misol. {f (x)} = " 2x , funksional ketma-ketlikning limit

2+ +x°

funksiyasini X =|[0;1] da uzluksizlikka tckshiring.
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Yechilishi. / (x) (n=1,2,..) ketma-ketlikning har bir hadi
X =[0;1] da uzluksiz. Berilgan ketma-ketlikning limit funksiyasini
topamiz:

22
nx . 2
hm [, (x)=lim Do, =X f(x)=x".
ye0 ne 2 4o + X
: . nx’ 2742t 3
sup f,(x)—/(x)=sup , =X =sup <.
el 0| el 240 +x° o) 2+02+x2 0’

Bundan lim sup S, (x)=f(x) =0 ckanligi kelib chigadi. ya'ni

=350 o It

|0:33
L)1 x*. Demak, 7.2- teoremaga asosan, berilgan ketma-

ketlikning limit funksivasi flx)=x* ham [0:1] da uzluksiz funksiya
bo‘ladi. Bu yerda 7.2- eslatmadagi tenglikning o‘rinli ekanligiga
ishonch hosil qilish giyin cmas. ya’ni
lim(lim £, (x)) = lim(lim f,(x))=x;, x,€[0:1].
I—Ng A-dom n-yos X —-yXo
7.3. Funksional gatorlarda hadma-had limitga o‘tish.
Yaginlashuvchi (7.1) funksional gator berilgan bo'lib, uning yig‘indisi
S(x), x, nugta esa X to‘plamning limit nugtasi bo‘Isin.
7.3- teorema. Agar x — x, da(7.1)funksional gatorning har bir
u,(x) (n=1,2,..) hadi chekli
limu,(x)=c¢, (n=12,..)

limitga ega bo'lib, berilgan gator X to*plamda tekis yaginlashuvchi
bo‘lsa.

Yo, =+t o

n=|
gator ham yagqinlashuvchi, uning yig‘indisi C esa S(x) ning
x — x, dagi limitiga teng bo‘ladi:

lim S(x)=C.

.\’—l)l’o

7.3- eslatma. 7.3- tcoremaning shartlari bajarilganda
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lim Z u,(x)= Z llm u,(x)

X~ ).\'
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
7.5- misol. Ushbu limitni toping:

n+l n

llmz( D .

sol-00= o + pp—1 x"+l ’

Yechilishi. Berilgan funksional qator X =[l; + o) to‘plamda Abel
alomatiga ko‘ra, tekis yaginlashuvchi bo‘ladi (6.21- misolga ¢.), ya'ni

n+l o x

& (=) |
) Zegnoy! SO

1
b) barcha xe X vaVne N lar uchun a,,(x)=‘—x,, ol <t va
d,, (x)<a,(x) bo‘ladi. Bundan tashqari,

llm u (x)= lim S = =0

=c, neiN .
=t 0x4n—1 x" +1 2n "

o

( -l)ll-‘-l
zcn -z

=l n=|

yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi ; In2 gateng. 7.3- teoremaning

shartlari bajarilayapti. Endi funksional qatorda hadma-had limitga
o‘tish mumkin:

”

lim 2 D™ Z(—l)m 1112

104~ x +n— lx"+] 24
7.4. Funksional ketma-ketlikda hadma-had llmltga o‘tish. (7.2)
ketma-ketlik X to‘plamda berilgan bo‘lib, uning limit funksiyasi f{x),
X, nuqta esa X to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin.
7.4- teorema. Agar x - x, da {f (x)} ketma-ketlikning har bir
f(x) (n=1,2,...) hadi chekli

lim f,(x)=a,

X=Xy
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limitga ega bo‘lib, bu ketma-ketlik X da tekis yaginlashuvchi bo‘lsa,
- u holda {a,} ketma-ketlik ham yaginlashuvchi bo‘ladi, uning
lima, =a limiti esa f{x) ning x—x, dagi limitiga teng:
lim f(x)=a.
7.6- wisol. {7 (x)} = {————} funksional ketma-ketlik [0;1]
1+ {1+
H

da 7.4- teoremaning shartlarini ganoatlantirishint ko‘rsating.
Yechilishi. lin} . €x) ni topamiz:

llmf(x)—hm ! = ! ~=a,, YneN .
aaely 1+(1+l]

H

Berilgan funksional ketma-ketlikning [0;1] da tekis
vaqinlashuvchiligini ko‘rsatamiz:

hmf(x)—llm l = ! —= f{x);
n= LR 1+ (l+£)n 1+e
R

1 ]

|1+(1+i)" “f”" (l+e‘)(l+(l+%)")

<le* -(1+3y|<
H

< sup
x=[0;1]

e _(1+-)

< max{(e~ (1+—) —(1+1)""} Lashm 20
n i B H
Vxe [0;1).

" Demak, berilgan funksionai ketma-ketiik [0;1] da tekis
vaqiniashuvchi. {an}={——-—1—~—7‘~_} yaqiniashuvchi va
1+[l+l}

£
lima = _ L llmf(x) lim ! m———mg
s " 1te =1 14e” l+e
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Shunday qilib, funksional kema-ketlik 7.4- teoremaning hamma
shartlarini ganoatlantirar ekan.

7.5. Funksional qatorni hadma-had integrallash. Yaginlashuvchi
(7.1) funksional gator X =[a:h] scgmentda berilgan bo‘lib, uning
yig'indisi S{x) bo'lsin.

7.5- teorema. Agar (7.1) qatorning har bir « (x) hadi X=[a;b]
segmentda uzluksiz bo'lib, gqatorning o‘zi shu segmentda tekis
yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

h b b
Ju, (x)dx +J'u2 (x)dx +...+ Ju,, (x)dx +...

a

qator ham yaginlashuvchi bo‘ladi va

}i u (x)dx = jS(x)zlx

a =

tenglik o‘rinli bo*ladi.

7.4- cslatma. 7.5- teoremada qatorning tekis yaginlashuvchiligi
yetarli shart bo‘lib, Ickin zaruriy shart bo‘la olmaydi, ya’ni ba’zan
tekis yaginlashuvchilik sharti bajarilmagan funksional gatorni ham
hadma-had integrallash mumkin.

- ! o
7.7-misol. 2 (x*" =x*) funksional qatorni [0; 1] da hadma-

n=|
had integrallash mumkinmi?
Yechilishi. Berilgan lunksional qatorning »- qismiy yig‘indisini
topamiz:
i i 1 1 1
S ()= =x)+(x¥ —x)+ L+ (2 xS+
' 1 I
+(x2n+l __xln—l ) = x.’!n-ﬂ -X.
Endi # — oo da limitga o‘tamiz:
, . 0,x=0,x=1 bo‘lganda,
S(e)=lim(x» —x)={ " ¥ san
=300 1-x,0<x <1 bo‘lganda.
Demak, berilgan funksional qatorning yig‘indisi uzilishga cga
bo‘lgan funksiyadir. Shu sababli berilgan funksional qator uchun
[0;1] da tekis yaginlashuvchilik sharti bajarilmaydi. Demak, 7.5-
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tcoremani gqo‘llash huquqiga cga emasmiz. Lekin gator yig'indisini
va qgatorni hadma-had integrallash mumkin:

IS(Y)dx——z- ZJ'(xZnﬂ x2n—l) z( 2n+1 2n—l)=

n=1 ¢ ot 2(n+l) 2n
L
29 n(n+]) 245k k+ 2
Buni ¢’tiborga olsak,

jS(x)dx J'[Z(xznn x2n—l)]dx ZJ.(XZMI_VZn—I)dx

0 n=l n=l g

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

cog nx . . . . . 3
7.8~ misol. J(x)= 2 n(n +1) funksiyaning R da uzluksizligini

isbotlang va If (x)dx intcgralni hisoblang.
0

Yechilishi. u,(x)= cos® nx (n=1,2,.) funksiyalar R da

n(n+1)

uzluksiz. Vxe R va Vne N lar uchun u,(x) < : tengsizlik
n(n+1)

o‘rinli bo‘ladi. Vcyershtrass alomatiga ko‘ra, berilgan funksional

gator tekis yagintashuvchi. 7.1- teoremaga ko‘ra, f{x} funksiya R da

uzluksiz. Bu yerda 7.5- teoremaning ham hamma shartlari bajariladi.

Shuning uchun berilgan funksional gatorni hadma-had integrallash

mumkin;

N

oo

2z 2 2x 2 n 2
J'Zcoe nx _Jcos xdx+J‘cos 2xdx+...+ICOS nxdx+
o am H(n+1) o 1:2 s 23 o n(n+1)

+..=7 : + ! +...+ l +... [=T.
1.2 2.3 n(n+1)
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Demak, j S(x)dx=r.
(13

7.6. Funksional ketma-ketliklarni hadma-had integrallash. (7.2)
yaginlashuvchi funksional ketma-ketlik {«;p]da berilgan bo‘lib,
f{x)uning limit funksiyasi bo‘lsin.

7.6~ teorema. Agar { f, (x)} funksional ketma-ketlikning har bir

1.(x) (n=1,2,...) hadi [a: b} segmentda uzluksiz bo‘lib. funksional
ketma-Ketlik [a:b] segmentda tekis yaginlashuvehi borlsa, u holda

j.fl(x)dX, }fz(x)tlx...., _T‘/;,(.\')d\'....

I
ketma-ketlik yaginlagshuvchi, uning limiti esa J,/’(.\')d’.\' boladi,ya'ni

o

h b h
lim [ /,(0)dx = [im £, (x)ddx = [ £ (x)edx

tenglik o*rinli bo‘ladi.
i
7.9- misol. {/, (.\‘)}={nl.\‘e'"‘"} ketma-ketlik 7.6- teoremaning

hamma shartlarini ganoatlantirishini ko‘rsating, ya’ni
[} [}
lim [ /, (x)ekx =[ (lim /£, (x))dx *)
’eyoo ry ! n—yea

tenglik o‘rinli ckanligini isbotlang,
1

Yechilishi. [, (x)=n?xe™ (n=1,2,..) funksiyalar [0;1] seg-
mentda uzluksiz hamda

lim j' (x)=0, f(x)=0,

] -1
= 1 e
sup Sa(x)~ f(x)—supn xe™" <n?-—e™ =—=_30.
| | n NI
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1

Demak, {f,(x)}={n?xe ™} ketma-ketlik [0;1] scgmentda tekis
yaginlashuvchi. U holda, 7.6- teoremaga asosan, berilgan funksional
ketma-ketlikni hadma-had integrallash mumkin:

[} 1 1 l
Jxe"’dx, jxe"“dx, J‘xe"]‘dx,..., Ixe""‘dx,....
0 0 0 0

Bu ketma-ketlik yaginlashuvchi va uning limiti 0 ga teng.

Shunday qilib, (*) tenglikning o‘rinli ckanligiga ishonch hosil
gilamiz.

7.7. Funksional qatorni hadma-had integrallash. Yaqinlashuvchi
(7.1) funksional qator [¢;h] segmentda berilgan bo‘lib, S(x) uning
yig‘indisi bo‘isin.

7.7- teorema. Agar (7.1) qatorning har bir u (x) hadi [a;b]
segmentda uzluksiz #’ (x) hosilaga ega bo‘lib,

3 ] (x) = () + 8 () ot 1 ()

n=|
qator [a.b] segmentda tekis yaginlashuvchi bo'lsa, u holda (7.1)
qatorning Sfx) yigindisi [u;b] segmentda S’(x) hosilaga cga va

S =S u, 0y =3, (x)

n=1 n=1
bo‘ladi.
7.5- eslatma. 7.7- teorcmadagi funksional gatorning tekis
yaqinlashuvchilik sharti yetarli bo‘lib, Ickin u zaruriy shart emas.

- x
7.10- misol. Zarctg;; funksional qatorni (—e; + o) da hadma-

n=l
had differensiallash mumkinmi?
Yechilishi. Berilgan  gatorning  umumiy  hadi

n4

X ,
u,(x)=arctg ", (ne N) (—o;+) da uzluksiz u,(x)= 3 2
n n+x

hosilaga cga bo‘ladi. (—eo;+w0) da berilgan funksional qator
taqqoslash alomatiga ko‘ra (n — o da arctg x“ ~ x; )vaqginlashuvchi
n n

va S(x) yig‘indiga cga. Bundan tashqari, hosilalardan tuzilgan

o , _ o n4
g:’u"(x)—g‘nx+x2
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funksional qator (—eo;+e0) da Veyershtrass alomatiga ko‘ra tekis
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Dcmak, berilgan funksional qatorning yig‘indisi (—os; +o0) da
S’fx) hosilaga ega va

, - x, & #
S(x)=(2arctgn4) =2 ‘
n=l

2.
X

0o

7.11-misol. f(x)= Z sm4nx funksiyaning (—eo;+o0) da uzluksiz
n

n=)
va uzluksiz hosilaga cga ekanligini ko‘rsating.

L sinnx .
Yechilishi, u,(x)= o (n=1,2,...) funksiyalar (—oo;4o0) da

cosnx

7 (n=1,2,...) hosilalarga ega.

uzluksiz va uzluksiz «' (x)=
i cos ;’x funksional gator, Veyershtrass alomatiga asosan. (—ee;+oee)
=t 7

da tekis yaginlashuvchi.

Demak, 7.7- tcoremaga asosan, berilgan gatorni hadma-had

differensiallash mumkin va
” < sinnx e sinzx ) & cosnx
o5 5[ g
=t N a=l n ne| "

Bundan tashqari, 7.2- tcoremaga asosan, f{x ) vaf’'(x) funksiyalar
(—eo;+o0) da uzluksiz bo‘ladi.

7.8. Funksional ketma-ketliklarni hadma-had diffcerensiallash.
[a.h]) scgmentda yaginlashuvchi (7. 2) funksional ketma-ketlik berilgan
bo‘lib, uning limit funksiyasi f{x) bo‘lsin.

7.8- teorema. Agar {f (x)} funksional ketma-ketlikning har bir
Jf,(x) hadi [a;b] segmentda uzluksiz f '(x) hosilaga cga bo‘lib, bu
hosilalardan tuzilgan

FACI N (62 Ny A(E 2
funksional ketma-ketlik [¢,;h] segmentda tekis yaqginlashuvchi bo‘lsa,
u holda f7x) limit funksiya shu [¢;h] segmentda f’(x) hosilaga cga
bo‘lib, bu hosila { f/(x)} ketma-ketlikning limitiga tcng bo‘ladi.
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" ] " . .
7.12- misol. {f,.(x)}={nar01g«\’ } funksional ketma-ketlik

{—oo;+00) da ffx) limit funksiyaga lekis yaqinlashsa ham. Lekin
[him £, g # lim /()
ho*lishini ko*rsating.
Yechilishi. Barcha x e (—o0;+00) va Vne N lar uchun
J(x)= lm’: arctgx” =0

bo'ladi. {//(x)} funksional ketma-ketlikning (—oo;+00) da tekis
yaginlashuvchi ekanligini ko‘rsatamiz:

sup 1 (x)=f(x) =sup arct;,x 2” =a,

xe(—o300) n
limsup £, (x)—f(x) = lim =0, /,',jO.
3% xeR Ao 2 p

n=1
Endi /I"’(x):(‘ (arctgx™)) = nx P (1)—‘ bo‘ladi. Bu
n n(l1+x*")

yerdan
[li_’rz\e 5L@Y FI:[O]"t=| =0, li_lgjj(l): ;; 0% ;
7.13- misol. [ (x)=nx(1~x)" (n=1,2,...) ketma-ketlikning [0;1]
segmentda notekis yaginlashuvchiligini hamda
[} I
lim [ £, (x)dx = [lim £, (x)dkx *)
0 0
tenglikning o‘rinti ekanligini ko‘rsating.
Yechilishi. x = 0 va x = 1 da f,(0) = 0, £(1) = 0. 0<x<I da
Ii;nnx(l—x)" =0; f(x)=0,xe[0;1],

" 7 —, '
sup | £, (x)=f (x)= sup jnx (1=x) 1=(” ) ,
xef0:1) xe[0:1} n

lim sup | f, (x)-f (x)]—hm sup |nx (1-x) |=1i m( 7=l )" =e¢™ 20
LKimaad TN T n
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Demak, {nx(l-x)"} berilgan ketma-ketlik f{x)=0 ga [0;1]
scgmentda notekis yaginlashuvchi. Endi (*) tenglikning o‘rinli
ckanligini ko‘rsatamiz:

1

hm | nx(1-x)"dx =lim
ne a=e (n+1)- (n+2)

1
Jtim nx(1 - x)"dx =0.
s n-yeo
Bu yerdan (*) tenglikning o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

Mustagqil yechish uchun misollar

X to*plamda quyidagi funksional qatorlar yig‘indisining uzluksiz
ekanligini ko‘rsating.

arclgnx — (—1)"

n=l n |
B &, CosT Y
3 e, X =[0teo). 74 LN = (—eoido0)
7. ; 7 ,,Z‘//(IH-I)
z u) ny, X |ﬂ'2ﬂ| 7 Z ! \' =( ool+oo0)
S N=| : . B N R
~ Y3 -6 ' 'y ’

— ) | . .
7.7- 24 . s, Sare "'\" \ “). b o).
ol \‘/n (I

Vi
JLoy tunksivanmg amglanish sohising toping va uni uzluksizlikka
lekshiring.

. In".
(v) N X V)=
78 /0 ,,Z.‘(Iu o 19, It Z. e

. - - [ +n(—=D"
700, S)=Y e " cosmx. 7L f(x)= ZL._M

u | =l +n

712, f(x)= 22,,.

Quyidagi limitlarni toping.

n

L . =D x
713 lim S (" =x"). 7.14. tim 3¢ .
Hn-«% ( ) X310 2.' nool+x"
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0

H - 2 —nx :
7.15. lelngogxe .7.16. lim

x=30-0 4= 20

. v sinax sin(r+Dx
lim _sin(n+1)

2
(
.t—-a+w ) * ’ x—)% =l '\/F_; \/FI + ]-

7.19. “j‘? Zﬁ"" .
14

Funksional qatorlarni X to‘plamda hadma-had integrallash
mumkinmi?

720. S -5, X =[-1; 1),

=l

X = 0+oo
7.21, ~ (l+x ) ( )

$1n AX
7.22. Z i s X=(aa)

n=l

|
7.23. 2(22,,2_2 ', X=[-g;q), 0<g<l.

7.24. Zé:’ , X =(—g;+e0), £>0.

7.25, Z“’S L, X=[ab].

COs Y
726. 3 s X=(aa), a>0.

=

Funksional gatorlarni X to plamda hadma-had differensiallash
mumkinmi?

sinsx N '
“ 7. 2 y X=(eoutoo), 728, €7, X =[e+e), £>0.

n=l =l

cosd"mx o fxony?
Z-«—— X =(—sote0) 7,30, 2™, X =[-11].

n=| #=l

7.29,
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3

7.31. 2’;, X =[-a;a], O<a<l.

n=l

7.32. i l X =[8;+e0), §>1.

n=t 11

i cos(n +1)x

2 ey o)

7.33.

734, 2L e ), X = (oot e0),

n=]
7.35. {f,(x)} ={nxe =1 funksional ketma-ketlik [0;1] scgmentda
S(x) limit funksiyaga tekis yaginlashsa ham, lekin
1 1
Jttim £, (0ldx #lim | £, (x)dx
) n oy Il—)wo
bo‘lishini ko*rsating.
7.36. {f,(x)}=4{nx(1-x)"} fFunksional ketma-ketlik {0;1]
scgmentda f(x) limit funksiyaga tekis yaginlashsa ham, lekin
! 1
limj‘/,',(x)dx = j lim, (x)dx
7 o B=yeo
] O
bo‘lishini ko‘rsating,.

7.37. Quyidagi integral belgisi ostidagi ifodada limitga o‘tish
mumkinmi?

1
. nx .
lim 4 dv=]lim , g dx.

et T+n’x LE L
7.38. {/, (x)}={x"} funksional ketma-ketlik [0;1] segmentda

0,0<x <1 bo‘lganda

-]

limit funksiyaga notckis yaqinlashsa ham, lekin

l,x=1 bo‘lganda

1 1
lim [ £, (x)dx = [lim £, (x)dx
0 0 e
bo‘lishini ko‘rsating.
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| 1 p
7.39, {f,,(x)}={x2+;smn(x+5-)} funksional ketma-ketlik

(—eeo;+e0) da f{x) limit funksiyaga tekis yaginlashsa ham, lekin
{lim £, (x)]) # lim £ (x)

bo*lishini ko‘rsating.

Misollarning javoblari

. 7.8, (=oo; +o0} da mavjud, x = 0 uzilish nuqtasi, 7.9, [¢™;e].
710, (=co;400) . TAL. (—oojto0) . T2 [I—-g31+€], 0<e<1.TA3. 1.

2

| 3
7.14. _In2 7.15, <. 7.16. 1. 7.17. fr—. 7.18. 1. 7.19. . 7.20.
2 e—1 6 2

Mumkin. 7.21. Mumkin emas. 7.22. Mumkin. 7.23. Mumkin. 7.24. .
Mumkin. 7.25. Mumkin. 7.26. Mumkin emas. 7.27. Mumkin, 7.28.
Mumkin. 7.29. Mumkin emas. 7.30. Mumkin. 7.31. Mumkin, 7.32.
Mumkin. 7.33. Mumkin. 7.34. Mumkin emas.

8- §. Davajali gatorlar

8.1, Darajali gator, uning yaginlashish radiusi va yaqinlashish
intervali. Ushbu

ia"(x—xﬂ)" =a,+a(x—x )+ a,(x—x)) ++a,(x—x,) +- B

=i
qator dargjali gator deyiladi. Bunda 4;,q, 4, ,....4,,... 0‘zZgarmas

haqiqiy sonlar darajali gatorning koeffitsiyentlari deyiladi, x, esa
ixtiyoriy o‘zgarmas son.

(8.1) darajali gator ¥ 4,(x) funksional gatorning xususiy holi
H=l
bo‘lib hisoblanadi:
u(xy=a{x—x,), n=012,...
x—x, =t belgilash yordamida (8.1) darajali qatorni
Yat =a,tattal +oral o (82)
w=l)
ko‘rinishga keltirish mumkin. Shuning uchun biz bundan keyin
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Yax" =a,tax+taxttotax+o
=0
ko‘rinishdagi gqatorlarni o‘rganish bilan kifoyalanamiz. |
8.1- teorema (Abel teoremasi). Agar (8.2) darajali gator x ning

x=x, (x, #0) qiymatiga yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda x ning

x| <lx, tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida (8.2)
darajali qator absolut yaginlashuvehi bo‘ladi,
Natija. Agar (8.2) qator x ning x = x, qiymatida uzoglashuvchi

bo‘lsa, u x ning |x|>x,| tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha
givmatlarida uzoglashuvchi bo*ladi.

8.2- teorema. Har ganday darajali (8.2) qator uchun 3p (p=0
son yoki +4oo ) son mavjud bo‘lib;

a) agar p#0 va p#+ee bo'lsa, u holda (8.2) qator

K:{x:Ix'|<p} intervalda absolut yaginlashuvchi bo‘ladi va K
. intervalning tashqarisida uzoglashuvchi bo‘ladi;

b) agar p =0 bo‘lsa, (8.2) darajali qator fagat x =0 nuqtada
yaginlashuvchi bo‘lib, sonlar o‘qining golgan hamma nugtalarida
uzoqlashuvchi bo‘ladi;

d)agar p =+ bo'lsa, (8.2) darajali qator sonlar ¢*gining hamma
" joyida yaginlashuvchi bo*ladi.

8.1- ta’rif. 8.2- teoremadagi p son (8.2) darajali gatorning
vaginlashish radiusi, K ={xe R: |x|< p} esa darajali qatorning
yaginlashish intervali deyiladi.

8.1- eslatma. K intervalning chegarasida, ya'ni x=xp da (8.2)
darajali qator yaqinlashuvchi bo‘lishi ham, uzoglashuvchi bo*lishi
ham mumkin. K ga nisbatan kichik istalgan X, ={x:|xl|£p] <p}
intervalda (8.2) gator absolut va tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

8.3- teorema (Koshi — Adamar). Agar: 1) chekli yoki cheksiz
ll_r)ll {/@ mavjud bo‘lsa, v holda (8.2) qatorning yaqinlashish radiusi
puchun
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formula o‘rinli;

2) chekli yoki cheksiz hm‘

| u+I

mavjud bo‘lsa, u holda (8.2)

darajali gatorning yaqinlashish radiusi » uchun

(8.4)

RRECTIOETLY S
formula o‘rinli.

8.2- eslatma. Darajali gatorlarning har bir hadi (—ee; 400} da
berilgan funksiva bo‘lsa ham, tabiiyki, darajali gatorlar ixtiyoriy
nagtada yaqinlashuvchi bo‘ladi, deb ayta ohmaymiz.

8.3- eslatma. 2,4,(x—%,)" darajali gatorning yaginlashish
n=0

intervali {x, — p;x,+ ) bo‘ladi, bunda p ushbu Zanx" gatorring
=l
yaginlashish radiusi.
8.4- eslaima, (8.3) — (8.4) limnitlar mavjud bo‘lmasligi ham
mumkin. Ammo (8.2) darajali qatorning yaqinlashish radivsini
hisoblash uchun umumiy formula

L - |
limgla, | G

ga egamiz. (8.5) formula Koshi — Adamar formulasi deyiladi.
[ 2+(—I . . . .

8.1- misol. 2(—( 2Vl ] darajali gatorning yaginlashish

n=0 . f

radiusini toping. '
Yechilishi, Berilgan darajali gator umumiy hadining koefﬁt51yent1

3

ketma-ketlikning limitini topamiz:

2+(-1
a, ( 241y ] Eadi p radiusni topish uchun {K,}= {\/M_}
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1, n=2k, ke N,
lim K, =lim »

n-yeo H s

2+(-1) =lim2+(—l)
3 no 3 3 n=2k-1, ke N.
Ravshanki, {K,} ketma-ketlikning limiti mavjud emas. Berilgan
{K,} ketma-ketlikning gismiy limitlari mavjud, ya'ni
. . 1
!lmK“’ =1, 2112 Ky = 3

{K,} ketma-ketlik gismiy ketma-ketliklarining limitlari orasida

1
eng kattasi 1, eng kichigi esa 5 82 teng ckanligini ko‘rish qiyin cmas.

Demak,
timk, =tim > 2 timg, =1im 2T 2T
n—yeo 7~ yoo 3 =y 300 3 ';

8.4- eslatmaga ko‘ra. berilgan darajali qatorning yaginlashish

radiusi
(247 Y "
=lim =1
p Hepoo [ 3 J

bo‘ladi.

S . . . .

8.2- misol. ZFX » b>0 darajali qatorning yaqinlashish
n=0 76

radiusi, yaqinlashish intervali va yaginlashish sohasini toping.
Yechilishi. Berilgan darajali ator n- hadining koeffitsiyenti @, = .
n!
Qatorning yaginlashish radiusini (8.4) formulaga asosan topamiz:
' n
lim =l ('Hj)' b =
nse g 4] moe BT pl ’

a"

p=+eo, Yaqinlashish intervali (—eo;+0) bo‘ladi. Demak,
berilgan darajali qatorning yaqinlashish sohasi ham (—eo;4o0) dan
iborat ckan.
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8.3- misol. 2(%)%” darajali qatorning yaqinlashish radiusi,

=l
yaqinlashish intervali va yaqinlashish sohasini toping.

Yechilishi. Bu verda a, :( 3 ] - Qatorning yaqginlashish radiusini

(8.3) formulaga asosan topamiz:

1 . | 3
= .- =lim ==,
limzfa, "= lroy 2
) [E ]
_ Demak, berilgan darajali qatorning yaginiashish radiusi =

5"

33
yaqinlashish intervall esa (*2;2} bo‘ladi. Endi x=ip=i§ da
~ darajali qator mos ravishda

I—I4+1— (=D +.., I+1+1+. +1+...

_ sonli gatorlarga aylanadi. Bu gatorlarning uzoqlashuvchiligi
" ravshan. Demak, berilgan darajali qatorning yaginlashish sohasi

33
_5 »= | intervaldan iborat.

2
8.4- misol. ; 3

yaginlashish intervali va yaqinlashish sohasini toping.
Yechilishi. Berilgan darajali qator n - hadining koefTitsiyenti

darajali qatorning yaqinlashish radiusi,

1 .
a, = 3,; - . Qatorning yaqinlashish radiusini (8.4) formulaga asosan
n
topamiz:
m+l
p =t % =1im EET _pisf14e L )3, pea.
R a’”l | 300 n3 H—yoo 11
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8.3- cslatmaga ko‘ra, x, =1, p =3, berilgan qatorning

yaqinlashish intervali esa (x, — p; x, + p) =(=2;4) bo‘ladi.
Endi gatorning yaqinlashishini yaqinlashish intervalining
chegaralarida tckshirib ko‘ramiz. Agar:

a) x=-2bo‘lsa, 2 —3,,,1 gator hosil bo‘ladi. Bu gator Leybnis
n=l

alomatiga ko‘ra yaqinlashuvchi.

|
b) x =4 bo‘lsa, uzoqglashuvchi 2 n garmontk gator hosil bo‘ladi.

n=l
Demak, berilgan darajali gatorning yaqinlashish sohasi [-2;4)
yarim intervaldan iborat.
3 n

8.5- misol. Ushbu 2 3 darajali qatorning yaqginlashish

n .
'+l
radiusi, yaginlashish intervali va yaqginlashish sohasini toping.

Yechilishi. x* =1 deb belgilaymiz, u holda berilgan darajali qator
o n’ .
; (n*+13" f ®)
3

ko‘rinishga cga bo'ladi, bu verda a, = . (8.4) formulaga

n
3 n

(" +1)3

asosan qatorning yaginlashish radiusini topamiz:

a,

p=Ilim =lim v 3 =
womd,y o (Y3 e

3
n

3qn+d 3
3 (n+1) +I)__Iim 3 1+ 1 =3,
| l (n+1)

(*) qatorning yaqinlashish intervali (=3; 3) bo‘ladi, ya’ni ¢ <3.
Endi berilgan darajali qatorning yaqginlashish intervalini topamiz:
= x? =x*<3 yoki x <-/3.
Berilgan darajali qatorning yaqginlashish intervali (—\/3;\/5)
bo‘ladi. Intervalning chegaralarida qatorni yaginlashishga
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tekshiramiz: x =+3 da Z

k]
n - . . .
3 sonli gator hosil bo‘lib, uning
-+l

umumiy hadi uchun
3

- . n
lima,=lim ;=10
noyes nep +1

bo‘lganligi (ya’ni sonli gator yaginlashishining zaruriy sharti
bajarilmaganligi) sababli, gator uzoglashuvchi bo‘ladi. Demak.
berilgan darajali qatorning yaqinlashish sohasi ham (—/3;4/3)
intervaldan iborat ekan.
8.6- misol. Zn!x" darajali gatorning yaqinlashish radiusi,
n=0
yaqginlashish intervali va yaqinlashish sohasini toping.
Yechilishi. Bu yerda «, =n!. Qatorning yaqginlashish radiusini
(8.4) formulaga asosan topamiz:
. a, . n!
=Hm =lim =0.
nae g o me(nt+])!
Yagqinlashish radiusi p=0. u holda berilgan gator fagat x=0
nuqtada yaqinlashuvchi, son o‘gining qolgan nugtalarida csa
uzoglashuvchi bo‘ladi.

©o l n‘
8.7- misol. Z(l— 2) x" darajali gatorning yaginlashish
nl n

radiusi, yaginlashish intervali va yaginlashish sohasini toping.

Yechilishi. Berilgan darajali gatorda «, =(l-— ) ] . Darajali
n

gatorning yaginlashish radiusini (8.3) formulaga asosan topamiz:

p= 1 _ 1 _ 1 _1 p= |
T - . - ] |, ——), ——’.
lim yfa, lim s (l"nl?)” ,‘,!',2(]_,;2_) ¢ e

n oy
N300

11
Darajali qatorning yaqinlashish intervali (~ , ) dan iborat.
e e

1
Berilgan darajali gator x < . da absolut yaqinlashuvchi.
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Yaqinlashish intervalining chegaralarida darajali gatorning

: X _
..yaqinlashish xususiyatini teckshiramiz: x=- bo‘lganda
€ A

ca

’ 1.+ 1
Z(l*'ﬁg) ~» sonli qator hosil bo‘ladi. Koshi alomatiga ko'ra

sl

Demak, x= 1 nugtada darajali qator yaqinlashuvehi. Xuddi
e

.shunday, x =1 bo‘lganda ham darajali qator yaginlashuvchi
e
~ bo'ladi. Shunday qilib, berilgan darajali qatornmg yaqmlashlsh

1
sohasi [_e ] segmentdan iborat ekan.

8.2, Dara]all gatorlarning xossalari.

I- xossa. Agar (8.1) qatorning yaqinlashish radiusi p (p > 0)
bo‘lsa, 0<r< p tengsizlikni ganoatlantiruvchi shunday p son
topiladiki, (8.1) qator [—r; ] da x ga nisbatan tekis yaginlashuvchi
bo*ladi.

2- xossa. Agar (8.1) qatorning yaqginlashish radiusi p bo‘lsa, bu
qatorning S(x’)=ianx" yig'indisi (—p;p) da uzluksiz funksiya

bo‘ladi.

3- xossa. Agar (8.1) qatorning vaqintashish radiusi p bo‘lib, bu
qator x=p (x=-p)} nuqtada yaqinlashuvcht (hech bo‘lmaganda
shartli vaqinlashuvchi) bo‘lsa, gqatorning S{x} yig'indisi
x=p (x=-p) nuqtada chapdan (o‘ngdan) uzluksiz bo‘ladi, ya'ni

nai}

[S( p+0)= lim Zax -Za( oY )

T—— p+0 ey

Sl
Ak
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4- xossa. Agar (8.1) gatorning yaqinlashish radiusi p bo‘lsa, bu
gatorni [a, b] ([a, b] < (—p; p)) segmentda hadma-had integrallash
mumkin, ya’ni

I

jS(x)a’x-JEa X clr—z_[a x"d

q =0
5- xossa. Agar (8.1) gatorning ydqmldshlsh radiusi p bo‘lsa. bu
gatorni (—p; p) da hadma-had differensiallash mumkin. ya’ni

’
_n — n-1
(Zana ] = Znanx

n=Q n=}y
6- xossa. Ushbu darajali gatorlar bir xil yaqginlashish radiusiga
cga:
Y ax", 2 Uy, Znu x"
n:=0 n-() n+ l
8.8-misol. x—4x? +9x* —16x" +... dardjallqalornmg yig’indisini
toping.
Yechilishi. Berilgan darajali gatorning yaqinlashish radiusini (8.4)
formula orqali topamiz:

p=lim % bunda a,=(~"n*. p=lim (=1yn? , =
nye g ne (—1)"(n+1)
Darajali qator yig'indisini §(x)=x-4x* +9x" ~16x* +...
kabi belgilaymiz. Berilgan qator yig’indisi S(x) ni x (x # 0) ga bo‘lib,
uni darajali gatorlarning 5-xossasiga ko‘ra, x <1 intervalda hadma-
had integrallaymiz:

JS(x)dx=x~2x2+3x’—l4x‘+...+C=
x

) x
= =xX"+x" =) -x+x" X" +.+C= . +C.
(d+x)y

Bu tenglikni hadma-had (x <, x#0) differcnsiailab,

x(1-x7) . .
S(x)= s+ ni topamiz (x <1, x#0). Bu yerda x#0 degan

(T+x)

shartni olib tashlash mumkin, chunki S(0)=0.
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8.9- misol. Ushbu

(2n—|)” |
X (-l<x<l)
,,Z (2nm)t ./|_
darajali qatorni hadma-had integrallashdan foydalanib,
ksd NIt
+2(2n Dt _x
o !t 2n4+1 2
bo‘lishini ko‘rsating.

Yechilishi. Bu darajali gatorni. 4- xossaga asosan,
[0:x] (|0:x]c(=Lil)x>0) segmentda hadma-had integrallash
mumkin. U holda arksinusning bizga ma’lum bo‘lgan yoyilmasiga
cga bo‘lamiz:

X (1[ . L _] !! n4t
J =arcsinx =X+Z(2n ) X .
RV o= 2m! 2a+1

Bu hosil bo‘lgan darajali qatorning yaginlashish intervali (—1; 1)
bo‘ladi. x==I da
< IR A
+Z(2n H!x '
- 2m' 2n+1
darajali qator
+Z(2n-—l)” I
2m" 2n+1

sonli qatorga aylanadi. Bu gator, Raabe alomatiga ko‘ra,
yaqginlashuvchi boladi. U holda x=1 da

> -
l+z(2n hr =arcsinl ="
= 2! 2m+1] 2
boladi.
8.10- misol. 2(2”-”-"2"4 funksional gatorning yig'indisini

|
toping.
Yechilishi. Ma’lumki (1- bob, 1- § dagi (D) formulaga qarang),

X+ +o x4
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darajali qator (- 1: 1) da yaqinlashuvchi va uning yig’indisi ga
1

teng:
3 X
len t - 2
=l 1—x
Bu gatorni 5-xossaga asosan, (—1;1) da hadma-had diffc-
rensiallash mumkin, ya’ni

d - 21 1 d X < 2n-2 1+.,\'2
: = . |= 2n—=Dx""" = Y-
(/x("zz,A ] dt[l—x’) ;( D= ey

Oxirgi tenglikning chap va o‘ng tomoniga xe (—I;1) ni
ko*paytirib, berilgan gatorning yig’indisiga ega bo‘lamiz:
- 2 x+x
Qn-hHx*"'= .
Z’ (1-x7)
8.11- misol. Ushbu darajali qatorning yig’indisini toping:
2x+2x"+2.\'5+...+ 2 x2m
3 5 2n+1
Yechilishi. Berilgan darajali qator umumiy hadining kocftitsiyenti

2 . . . C
a, =2n+l' Darajali qatorning yaqinlashish radiusini (8.4)

formulaga asosan topamiz:
2 2 . 2n+43
p=lim : =lim =1, p=I.
ase 2n+l 2n+3  woe2p 41
Darajali gatorni (—[; 1) intervalda, 5- xossaga ko‘ra, hadma-had
differensiallash mumkin:

2 l+]x3+]x‘+... +2x 2x+ o+ 2n e =
3 5 3

4
5 2n+1"
2

=2(l+x2+x4+...+x2"+...)=] (x <)

-
4- xossaga asosan, keyingi tenglikni x <1da hadma-had

integrallab,
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X xm! I+x
2lx+ 4+ 4.+ +..|=In +C
3 5 2n+1 l—-x

ifodaga ega bo‘lamiz. Bunda x=0 deb, C=0 ekanligini topamiz.
Shunday qilib,
2 4 2n
a1+ +F v+ T 4= I+ (x <)
3 5 2n+1 l1-x
8.12- misol. Ushbu darajali qatorning yig*indisini toping:
o —1\n 201
x+2(2n l). X )
o 20! (2n+)
Yechilishi. (8.4) formulaga asosan:
=i @n-nit 2r+D!! = lim 2(n+l)(2n+3)_]'
p=r 2°n'2n+1) 2™+ 1D)12n+3) e 2n+D(2n+1)
p =1. Darajali gatorning yaqinlashish intervali (-1; I) dan iborat.
5- xossaga ko'‘ra, darajali gatorni (-I; 1) intervalda hadma-had
differensiallash natijasida ushbu

had -~
l+z(2n ])"xz" (x <D
n!
qatorni hosil gilamiz. Ma’lumki, ¢ <1 da

(1+)" =1 +im(m—l)...(m —n+1) .

] a!

. - . . 2 | .
yoyilma o‘rinli. Keyingi yoyilmada t=-x", m=--2 deyilsa,

1
N P
(1-x%) _|+”2=‘:—Wx2 (x| <1) (1

ga cga bo‘lamiz. (1) qatorni yaginlashish intervali ichida hadma-had
integrallasak,
oo 1Y i)
arcsinx = C+x+2 (2n=it x
- 2"n! 2n+1
bo‘ladi. Bunda x=0dcb va arcsin0=0 ekanligini e’tiborga olib, C=0
ckanligini topamiz.

(x <)
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Shunday qilib, berilgan darajali qatorning yig’indisi arcsinx
funksiyadan iborat bo‘lar ckan, ya’ni

. < (2n
arcsmx=x+z( .\ .
—t n! 2n+l

_1)|! xZIHI
2
Bu darajali gqatorni (~I: 1) intervalning chegaralarida yagin-
lashishga tckshirishda Raabe alomatini go*llab.
“m”[Z(n+l)(2n+3) ] o +5n _3

, lim
2n+1)’ no 4 +4n+] 2

ckanligini topamiz. Demak. x =1 bo‘lganda darajali qator absolut
yaginlashuvchi bo*lar ckan.

Shunday qilib, Abel tcoremasiga asosan. (2) tenglik Vxe [-1; 1]
lar uchun o*rinli bo*lar ckan.

Mustaqil yechish uchun misollar

Darajali gatorning yaginlashish radiusi, yaqinlashish intervali
va yaqinlashish sohasini toping:

ﬂ—l( )1" . x”_l - n i "
8.1. Z( DU ¥ 2 D . 8.3. ;(3'1_[] x".

n=1 n=1 n3"Inn
v l oo (x_l)n
In*| 1+ X", 1g
8.4. ”2=|, ( \/;J 8.5. ;2,,+3" 8.6. ; g

7n-l

©o ] l | ”:
8.7. “- (— ) i 8.8. z n(;;+ )x"' 8.9, 2(009 ) x".

=i n=}

w0 n

. ] "“ -‘
! .
8.10. z.’[ +nl) . 8.1 Z'aub"
= (1) 1y,
8.12.2(’1') ('Z) 8.3, Z[l+ ot )x.
n=| .

n=l

— ” > !
8142[3(1)] zﬂn
n=| n=t N
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8.16. ZJ_ 817, Z[(z(;)”} . 8.18. Z(m)

n=l =l

& 5"+(—3)"x,.. 8.20. 24‘2n+ «/211

2t ( +3)".
1

8.19.

z m(m—=1)...(m=n+1) o

8.21. ,
1l n.

o n ,H 00
8.22. 2(" +7 ]x (a>0,6>0).823, 3,3 (n' +2)(x—1)".

n-]

o0

>1
8.24. Z . (a>1). 8.25. Zm

n=1 a’ n=1
Qatorlarning yaqginlashish sohalarini toping:

- il . ~ IQ".\’
8.26. O, x*""sin o 827. Y i
n=l

nsl

8.28. i(sin(\/n +1 =) (x +1)".
A

8.29. i(arctv ](x 5. 8.30. Z " -1y

a=1 n=t
8.31. Z(Z Jeya—3e)..2-e)x". g3 Z o sin;.
n=| a=l X

= (nx Y
8.33. .
,,Z;‘n!( e )

Darajali qatorlarning yig'indilarini hadma-had differensiallash
yordamida toping:

3 s .3 3
8.34. x+ - +F +... 835 x=" +7 ..
35 35
. ] -3 ., 1-3-5 , x* Xt
36. |+ x+ X+ 4. 837 1+ +7 4+,
8.36. 1+ ) ¥t 4 Toa6” 837 4%
2 3
8.38. x
12 2373.4"

Darajali gatorlarning yig’indilarini hadma-had integrallash
yordamida toping:
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839, x+2x*+3x° +... . 8.40. x+-!—x2 +—1—Jc3 +...+——1----—Jc“.‘“l +...
2 3 : n+l

841, 1-2x+2.3c7 +3-4x +... .

Misollarning javoblari
8.1 p=45 (3-V5; 3+45), [3-+5; 3-45).
8.2. p=3, (-33), [-}3).
8.3. p=27, (-27.27). 84, p=L(-L;1), [-L;1)L
85. p=3, (-2,4) . 86 p=43, (-V3;3). |
8.7. P =ﬁs (_\/E,Ji)s [_\[i,\/i] 8.3. P =1’(_1;1)’ [_Ll)

: 1 11
5. 89. p=1, (-1;1). 8.10. P—E,(—;,;)-

8.11. p=max(ab), (—p;p). 8.12. p=1, (-1;1), (~L1].

813. p=1, (-L1). 814. 0 =31 (—-ji;;ll-)- 8.15. p=0,x=0.

8.16. p=too, (—oo+e0) . 817, p=1, 0<x <2 Agar p>1
bo‘lsa, x=0 da absolut yaginlashuvchi. Agar 0< p <1 bo‘lsa,
x =0 da shartli yaginlashuvchi. 8.18. p=0,x=0.

8.19, 9=1, (—1-;-1-

5 5'5

8.21. p=1,(—L1), agar m20 bo‘lsa, x=-1 da absolut
yaqginlashuvchi, agar m <0 bo'lsa, x =—] da vzoqlashuvchi. Agar
mz0 bo‘lsa, x=1 da absolut yaqinlashuvchi, agar -1<m<0

), [~;;-;-). 8.20. p =1, (-4;-2), [-4;,-2].

1
bo‘lsa, x =1 da shartli yagintashadi. 8.22. p= l‘ﬂlll{;,'g } (=p;p).

Agar a<b bo'lsa, x=—p da absolut yaginlashuvchi, agar a2b

bo'lsa, x =—p dashartli yaginlashadi. Agar < b bolsa, x=p da

absolut yaginlashadi. Agar @25 bo‘lsa, x =p da uzoqlashadi.
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|

I I
8.23. p=-too, (—o0j+e0). 824. p= ~, [I= 1+ .
Pt (Fomit). 824 Ji( N JEJ
8.25. p=1, (-L;1), [=1;1). 8.26. (—/2;+2). 8.27. [-107};10].

¢ [
8.28. (=2:0). 8.29. (0;6). 8.30. ['-\/; ;1+\/; J 8.31. (-L1).

8.32. (—oo;— )U( ;4+e0). 8.33. (~1;1). 8.34. 2 ( <l).

8.35. arctgx (x £1). 8.36 : (-1€x<).
I—
8.37. chr (x <+oo). 8.38. |+ x‘ln(l—x) (x <1).

8.39. (]_ e (x <1). 840. ~In1-x (x <I).

2x

. (x <)

841

9- §. Teylor qatori

9.1. Funksiyalarni Teylor qatoriga voyish. f(x) funksiya
X, (x, € R) nuqtaning biror
Us(xy)={xe R:x,—6 <x<x,+8} (6>0)
atrofida berilgan bo'lib, u shu atrofda istalgan tartibdagi hosilaga
cga bo'lsa, ushbu

{m)
f(xo)+2fn( ) (x— —x,)" ©.1)

=1
darajali qator. u yaginlashuvchi bo‘ladimi, yaginlashuvchi bo‘lib,
uning yig’indisi f{x) funksiyaga teng bo‘ladimi yoki yo‘qmi, bundan
gatiy nazar, f(x) funksiyaning x=x, nuqtadagi Teylor qatori
deyiladi. Bu qator (8.1) darajali qatorga o‘xshash bo‘lib, bunda
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f(x,) S7(x)

./‘(xo)=ao’ ' I =a, 21! =a,
.- (n)

J (x"):(z,,.. ,f ) _ =a,..
3! ’ n! !

lar Teylor koceffitsiyentlari deyiladi.
Xususiy holda, ya’ni x, =0 bo*lganda (9.1) Teylor qatori

(#)
(0)+z f (O) X"

n=1
ko‘rinishga keladi. Bu gator ko‘p hollarda Makloren qatori deb
yuritiladi.

9.1- teorema. f(x) funksiya biror Uy(x,) to‘plamda istalgan
tartibdagi hosilaga ega bo‘lib, (9.1) gator uning x =x, nuqtadagi
Teylor gatori bo‘lsin. Bu qator U, (x,) daf{x) ga yaginlashishi uchun
uning

(')( )
f@=si+!

AKES)
2!

(x=x,)+

f(")(xo)

(x—x0)2+...+ (x=x,)" +7,(x)

Teylor formulasi qoldiq hadi Vxe Ug(x,) da nolga intilishi, ya’ni
limr, (x) =0 bo‘lishi zarur va yetarli.

Ma’lumki, Teylor formulasi qoldiq hadi:

a) integral ko‘rinishda

- ’:' Jee=oy ey

b) Lagranj ko‘rinishida

S0

(n+1)! (=)™,

k(x)=

bunda ¢ =x,+08(x—x,), 0<8<l;
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) Koshi ko‘rinishida
{n+))
E(x)= S '(c) (1 —0)"(_x—x0)"", c=x,+0(x—x,), 0,<0<];
n

¢) Pcano ko‘rinishida
r, (-\') = O((.\’—X())”)

bo‘ladi.

9.2- teorema. f(x) funksiya (x,-p,x,+p) (p >0) oraligda
darajali qatorga yoyilgan, ya’ni:

f(x)=a,+a(x—x)+a(x—x,) +...+a,(x—x,)" +...

bo‘lsa bu gator f{x) funksiyaning Teylor gqatori bo*ladi, bunda

s &) S (%) _ ")
a, _./(Xo)a a = i » &= 21 & 31 s end, = ! geee
9.3- teorema. Agar f{x) funksiya biror (x, - p,x, + p) intervalda
istalgan tartibdagi hosilaga ega bo‘lib, shunday o‘zgarmas A >0
son topilsaki, barcha xe€ (x,—p,x,+p) hamda barcha ne N lar
uchun

S (x)gm

bajarilsa, u holda (x, - p,x,+p) intervalda f(x) funksiya Teylor
qatoriga yoyiladi, ya'ni

fw=37

n=0

" (x,) (r—x,)"
n!

bo‘ladi.

9.1-misol. f(x)=cosax funksiyani x = x, nuqta atrofida Teylor
gatoriga yoying.

Yechilishi. Bizga ma’lumki, berilgan cos ax funksiyaning n- tartibli
(ne N) hosilasi quyidagicha bo‘ladi:

3

S (x)=(cos ax)™ = a" cos(ax +n 5 ) -

|

Bundan, x=x, da f"(x)=a" Cos(ax0+,,2) bo‘lishi kelib

chigadi. Demak, berilgan funksiyaning Teylor qatori
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2

: a* cos ax
cos ax, —asinaxy(x - x,)—— - O (x—x,) +
m
3 a” cos(ax, +n—)
a’sinax, 5 n
+ 31 (x=x5) —...+ (x=xp)" +...

n!

bo'ladi. Bu qatorning yaqginlashish intervalini topamiz. Buning uchun

T
a" cos(axy, +n—)

u,(x)= ' (x=xo)",
n!
a™' cos(ax, +(n+ E)
u, (x)= 2 (x —x,)™

(n+1)!

bo‘lganligini inobatga olib, Dalamber alomatiga ko‘ra, ning har bir
berilgan giymatida quyidagi limitni hisoblaymiz:

. T +
a" cos(ax, +n—+=)nl(x—x, )™
2 2

a" cos(ax, +n %)(n +DI(x—x,)"

[0, n=2k, keN,
|0, n=2k-1, ke N.

D =0 < | bo‘lganligi uchun garalayotgan gatorning yaqinlashish
intervali (—eo;+e0) bo‘lishini aniglaymiz. f(x)=cosax funksiya
Teylor formulasining Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadi

a™ cos(ac+(n+1) Z
r(x)= X—X
n( ) (n+l)! ( 0)
bo‘ladi, bunda c¢=x,+0(x~x,), 0<0<Il. Endi Teylor
formulasidagi r,(x) qoldiq hadning nolga intilishini ko‘rsatamiz.
Har qanday ne N va Vce R uchun

n+i

n+l
costac+(r+DT) <1, lim ¢ =0
27 ae (n+1)!
o‘rinli. Demak, har ganday chekli x € R uchun limr,(x) =0 bo‘ladi.
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Shunday qilib, berilgan cosar funksiya istalgan tartibdagi
hosilaga ega va limr,(x) =0 bo‘lgani uchun, 9.1-teoremaga asosan,
bu funksiya x —x, ning darajalari bo‘yicha Teylor qatoriga yoyiladi.

2
asin ax a’cosax

cosar=cosar,= | “(x—x4)— ’) (x—x,) +

T

n
208 A + —
& sinar, , a” cos(ax, +n—) ]
(x—=x,)y — bt —————————E—(x—x,) +... .
3! n!

9.2- misol. f(x)= | ! funksiyani x=2 nugta atrofida Teylor
| +x
gatoriga yoying.
Yechilishi. Berilgan f(x)=' I funksiyaning istalgan tartibli
’ +Xx

hosilalarini topamiz, so‘ngra uning va hosilalarining x,=2
nugtadagi giymatlarini hisoblaymiz:

S B 9 e
/(X)_X"l'l "(x+]) * /(2) L]
l
(xr+1)

g 2! @) 2 2!
S URRE 7@ 3

_=n'n!
—(X+|)'HI ®

................................................................................

G
l+x

/\n)(z)

. ! .
Topilganlarni (9.1) formulaga go‘ysak, f(x) = I tunksiyaning
Teylor qatori
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1 t —_\2 1\t 3
t l; (x-—2)+2,' (x 2) ( 1} r:jx 2) +
3 3 3 2 3 n! *%)

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu qatorning yaginlashish intervalini Koshi
alomatidan foydalanib topamiz:

u,,(x)—( "l_), (x-2)", llm,"[u (x) —hmu (x 2" = Y;Z <l

Endi x—2 <3 tengsizlikni yechamiz: -3<x-2<3=
=-—1<x<5. (**) qatorning yaginlashish intervali (-1 5) bo‘ladi.
Intervalning chegaralarida, ya’ni x=—1 va x=5 nuqtalarda mos
ravishda

1+1+1+... va 1-1+1-1+..
uzoglashuvchi qatorlar hosil bo‘ladi.

Dcemak, (**) qatorning yaginlashish sohasi (—1; 5) intervaldan
iborat bo‘ladi. Bu (**) qator (-1;5) intervalda f(x)= 1-|l~

x
funksiyaga yaqinlashishi uchun f{x) funksiya Teylor formulasining
goldiq hadi barcha xe (-1;5) da nolga intilishi zarur. Haqgigatan
ham,
( l)nol(x 2)nl| l

< 0
"7 BroG-2)y ( v j 8
3

bunda 0<8<1. Shunday gilib. 9.1- tcorcmaga asosan, (**)qatorning

|
ig* indisi a teng bo‘ladi, ya'ni
yigtindisi | ga teng bo‘ladi, ya'ni

: 2( b (x=2)".

+x 3n+l

9.3- misol. f(x)=e" funksiyani [-—p;p], P >0 da Makloren
gatoriga yoying.
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Yechilishi. Berilgan funksiya [—p;p] da istalgan tartibli hosilaga

cga, ya'ni
SO =) =(=1)y'e™, ne N
va shunday o‘zgarmas M>0 son topiladiki, barcha x e[—p;p]
hamda barcha ne N lar uchun
SO = (e

tengsizlik o‘rinli, u holda 9.3- tcoremaga asosan, f (x)= e™* funksiya
[—p;p] da Makloren qatoriga yoyiladi, ya'ni

er=1-" 4 x —t (=) * +
It 2! n!
9.2. Elementar funksiyalarning Teylor gatorlari. (9.1’) formulada
x, =0 deb, amaliyotda ko‘p uchraydigan ba’zi elementar
funksiyalarning darajali gatorlarga yoyilmalarini keltiramiz:
1. Ko‘rsatkichli funksiyalar:

Rl n

X X
e =Zun! (—oo <X <4oo, p=o). 9.2)
a —Z’ "4, 4>0,a%1 (~w<x<4oo, p=oo). (9.3)
n=0
2. Trigonometrik funksiyalar:
cosx = oo ( . l)ann 9 .
< (2n)! (o< x <400, p=o0). 4
2n-—l
smx—Z( l)"l 1! (o< x <400, p=oc0). 9.5)
A=l
3. Darajali funksxydlar.
(x+D* =1+ Cox", (9.6)
n=1
. o(a— o—(n-1
bunda C" = (o=1)-.. (' (n— ))
n!
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Agar a#0,a#n,(ne N) bo‘lsa, (9.6) qatorning yaqinlashish
radiusi 1 ga teng bo‘ladi.
(9.6) formulaning muhim hususiy hollari:

1 N
l_x=§x SAx <l p=Dy; 9.7
—5_’,( 'x" (x <1, p=1); 9.8)
l+\c =26( D'x™  (x <1, p=1). 9.8)

4. Logarifmik funksiyalar:

0= Clex<lp=l; (9
n=l n
In(1- x)——z (-Isx<l, p=1), (9.10)

5. Giperbolik funksiyalar:

o 2n

X
chx = , (o< x <400, p=00)-
c ,,go(Zn)! ( x p=c°); ©.11)
o Y:2n+|
shx = ” , (o< X <400, p=oo
=2, )t (meo<x p==). (9.12)

6. Teskari trigonometrik funksiyalar:

2n-1

arctgr = Yy (=)™ N

2 op_y > XL p=D; (9.13)

Qn+plx*™ _
arcsinx = 2(2’1)“(2 )’ (x <Lp=l); (9.14)

/4 = (2n—1)1x
—_ - . <1, =1). !
arccosx = 5 X 2 ny2n+1) (x p=1;9.14")

arcctxr—n+i( =y (x <lLp=1I 9.14"
B=ov4 gy 0 p=D0.14)
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9.4-misol. f(x)=cos*x funksiyani x, = 7; nuqta atrofida Teylor
qatoriga yoying va yaqinlashish radiusini toping,.

Yechilishi. Bizga ma’lumki. cos® x = ; (I+cos2x), u holda

I R I
= 1+cos2 = 4+ cos2x+ cos4d
S(x) [2( X)} g ¥, 0082x+ cosdx
T
bo‘ladi. So*ngra x=t+ 3 almashtirishni bajaramiz:

S(xX)=1(+ 7;) =g()= Z + \{? (cos2t—sin2¢)— ;sin 41. (9.15)
Endi (9.4) va (9.5) yoyilmalardan foydalanib, cos2t, sin 27 va
sin 47 uchun

1y 2n+l
00521_2( 1) 2n , ]nzt_Z( ]) 2 20+l ,

pord 2n+1)!
4Zn+1 2n+]

n2n

sin4t=§(—l) Qn+1)!

tengliklarga ega bo'lamiz. cos2t, sin2f va gin4¢ funksiyalarning
yoyilmalarini (9.15) ga keltirib qo‘ysak,

\/_ oo __I 11221112" oo _] :122::+lt2n+l
g(,)__ Z( ) _ 2( ) _
4 o 2m) = (2n+D)!
—I i (_1)1142114!,2"4
8 (2n+h!
ifodaga cga bo‘lamiz. Endi t=x—7; ekanligini hisobga olsak,

natijada

2n-2 2n-]
(x)_ . \f(z( 1y'2 w3 CDE T }_

- (2m! 8 o (2n+])' 8

( ])112411—] T -_
2 (2n+1)' 8)

bo‘ladi. Hosil bo‘lgan qatorning yaqinlashish radiusi p =,
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9.5- misol. Ushbu funksiyani Makloren gatoriga yoying va
yaqinlashish radusini toping;
3x+5

TO)= e—s)0x2 +25) -
Yechilishi. Berilgan to‘g‘ ri kasrni, anigmas kocffitsiyentlar
usulidan foydalanib, oddiy kasrlarga ajratamiz:
3x+5 _ 4 + Bx+C
Bx~=3)(9x* +25) (Bx-5) (9x*+25)"
Bu yerdan quyidagi ayniyatga ega bo‘lamiz:
3x+5=A(9x" +25)+(Bx+C)(3x-5) .
x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarini tenglashtirib,
so‘ngra hosil bo‘lgan tenglamalar sistemasini yechib,

3
4= s B=- s »C =0 bo‘lishini topamiz. Topilgan koeffitsiyentlarni

(9.16)

(9.16) ga keltirib qo‘ysak,
1 + ~3x -l 3x
5

f)=

bo‘ladi. Endi (9.7), (9.8) yoyilmalardan foyddlanib, quyidagiga ega
bo‘lamiz:

< 3 ] n n+l n_
fe0== 25;;(5] 125"2_:1( D ( ]
] — ” "n+l
=—25n§;(5) 125"25(—) ( ) '

5
Bu qatorning yaqinlashish radiusi p = 3 bo‘ladi.

9.6-misol. f(x)=In(6x~5-x") funksiyani x, =3 nuqta atrofida
Teylor qatoriga yoying va yaqinlashish radiusini toping.
Yechilishi. Kvadrat uchhadni quyidagi ko‘rinishda ifodalaymiz:
6x=5-x"=(5-x)(x=1). U holda f(x)=In(5-x)+In(x~1)
bo‘ladi. Endi t=x—3 almashtirishni bajaramiz:
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[(x)=ft+3)=g()=In@2—0)+In(t+2)=In4+In(l -; )+In(l1+ ;).

(9.9), (9.10) formulalardan foydalanib,
o n o n~4 n
gt)=ha=y 12” +z( D™

n=| 1

ifodaga ega bo‘lamiz. Endi ¢ =x-3 ckanligini hisobga olsak,

fx)=1n 4—"2:'”;" (=1 + 1) =3y = ln4—§{ kzlﬂ' (x—3)%

bo‘ladi. Hosil bo‘lgan qatorning yaqinlashish radiusi 2 ga teng,
yaginlashish intervali esa {1; 5] bo‘ladi (o‘ylab ko‘ring')
9.7- misol. f(x)=(shx—chx)® funksiyani Makloren qatoriga

yoying.
Yechilishi. Berilgan funksiyani quyidagi ko‘rinishda ifodalaymiz:

/(x)=sh?*x —2shxchx + ch®x = ch2x —sh2x .
(9.11) va (9.12) yoyilmalardan foydalanib, ushbu yoyilmaga ega
bo‘lamiz:
v 22nx2n o0 22n41x2n+l

Y fhe 2 _ . =
J (%)= (shx =chx) %(2;1)! < 1)

oo 221: 2x o
= 1- -x,
= (2n)! 2n+1

9.3. Tagqribiy hisoblashlarda gatorlarning tadbig‘i. Taqribiy
hisoblashlarda sonli va funksional qatorlar keng go‘laniladi.
Tagribiy hisoblashlarda qatorlar qo‘llanishlarining ba’zi muhim
hollarini keltiramiz.

a) Funksiyalarning qiymatini qatorlar yordamida hisoblash. f7x)
funksiyaning x =x, nuqtadagi giymatini biror berilgan aniglikda
hisoblash talab gilingan bo‘lsin.

Faraz gilaylik, x, nugtani ichiga olgan (a—p;a+p) intervalda
berilgan funksiya

fxX)=a,+a(x—a)+..+a (x~a) +..
darajali qatorga yoyilgan bo‘lsin. U holda
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Fix)=a,+aq ()co.—ar)+...+af"(Jt:,J —-a) +..

bo‘ladi. Bu sonli gatorning birinchi » ta hadini olib,
Flx) =38 (x))=a,+a,(x,—a)+..+a fx,—a)
tagribiy tenglikka ega bo‘lamiz. # ning o‘sib borishi bilan bu
tenglikning anigligi oshadi. Bu tagribiy tenglikning absolut xatoligi,
ya'ni | f(x,)—S,(x,)l qator goldig* ining moduliga teng bo*Tadi:
|f(-ro)_S"(xo)| =i";, {x, ){ s

bunda

£ (x)= LN (x, — a)nﬂ +a,,,(x,— a)ﬂn +

‘Bizga f{x ) funksiyaning x = x, nuqtadagi qiymatini £>0 aniglik

bilan hisoblash talab gilinganda, qatorning shunday » ta hadlar
yig‘indisini olish kerakki, natijada !f(x,)~§,(x, ) =], (x,)| <€
bo*ksin. Ma’lumki, funksiya darajali gatorga voyilganda, bu yoyilma
Jfx) funksiyaning Teylor gatoridan iborat bo‘lib,

L2 o

bo‘ladi. Teylor qatorining qoldxg i 7,(x,) ni berilgan aniqlikda
baholashda Teylor (yoki Makloren) formulasi qoldig hadi
formulalarining biri ishlatilad:.
9.8- misol. f{x)} = ¢ funksivaning x=1 nuqtadagi qiymatini
£ =0,001 aniglikda hisoblang.
Yechilishi. Ma’lumki, e* funksivaning x bo‘vicha yoyilmasi
2 3 "

. x50
e =l+x+—+—+..+—+..
21 3

n!
ko‘rinishda bo‘ladi. Bundan x=1 bo‘lganda

1 1 1
e=ltl+ ottt
20 3t

munosabatga ega bo‘lamiz. Bu gatorning »+!1 ta hadini olib,

1 1 1
e=l+l+—+ -+, . +—
21 3 nl

tagribiy tenglikni hosil gilamiz.
. Jo(x)=e* ekanligini e’tiborga olib, Makloren qgatorining r (x)
" goldiq hadini Lagranj ko‘rinishida baholaymiz:
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e"
r(x)= x™ 0<e<x.
(n+1)!

(

x=1bo‘lganda, r,(1) = , 0<c<1. Ravshanki, ¢ <e' <3

(n+1)!

tengsizlikni e’tiborga olsak, (1) <( 3 ! tengsizlikka ega bo*lamiz.
n+l)!
n=>5 bo‘lganda 331 >0,001-
(n+D! 6! 240
3.3 _ 1
(n+hHt 7! 1680
Demak, ¢ funksiyvaning x=1 nuqtadagi qiymatini & =0,001
aniglikda hisoblash uchun gatorning #=6 ta hadini olish yetarli.
| R S
+

e=l+1+ +  + +
2! 3t 4r 51 6!

n=6bolganda esa < 0,001 bo‘ladi.

yoki
e =1,0000+1,000040,5000+0,1667 +0,0417 +

+0,0083+0,0014=2,7181.
Shunday qilib, ¢ sonining 0.001 aniglikdagi giymati ¢=2,7181
bo‘lar ekan.
b) Integrallarni gatorlar yordamida hiseblash.

sin ® ) o )
9.9- misol. _[ mlegrz\lm 0,001 aniglikda hisoblang.

Yechilishi. sinx funksnyaning x bo‘yicha (9.5) yoyilmasini, ya’ni

3 5
X

+ —_—
3t 5t
munosabatni e’tiborga olib, berilgan integralni quyidagicha yozib
olamiz:

sinx=x-—

1 I ®Lx
) - X
js'""dx=j—3'——¢r j(l——+-—— )dx =
0 X ° X 3! ! .
2 X \ I 1 1 )
e N e B e
3.3 5.5 3.3t 5.5 7.7
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Hosil bo‘lgan tenglikning o‘ng tomonidagi qator ishorasi
almashinuvchi gator bo‘lib, u Leybnis tcorecmasiga ko‘ra,
yaqinlashuvchi. Shuning uchun

S_ ‘n = rn S(:ml’
I
4 C = *
bunda ¢, (2n+l)(2n+|)!'( )q

topish uchun

ator yig*indisini 0,001 aniglikda

1
" 2n+D(2n+1)!
tengsizlikni ganoatlantiradigan » ni topamiz:
1

1
s bodeanda | = | >0,001,
n=2bollganda ;.=

r <a <0,001

1

I
= < 0,001 boladi.
7.7 35280 bo‘ladi

n=3 bo‘lganda

Sinx . . . . -
Demak, _[ P dx integralni 0,001 aniglikda hisoblash uchun (¥)
0
gqatorning uchta hadini olamiz:
j-sin X 1 1

dx =1- + =0,946.
b x 3.31 5.5!
Shunday qilib, berilgan integralning 0,001 anighkdagi taqribiy
1 .
sinx
giymati, J X dx =0,946 poladi.
0
d) Limitlarni gatorlar yordamida hisoblash.
9.10- misol. Ushbu limitni loping:
lim SN —:arctg,r
20  aresinx
Yechilishi. sinx, arcigx, arcsinx [unksiyalarning x bo‘yicha
(9.5), (9.13), (9.14) yoyilmalaridan foydalanib, limitni topamiz:

3 5 3 5
sin x —arct. it Sl S
lim O 3L 5L 35
x— arcsimn x x50 X +_.._x-‘ +_>_x5 .
23 2.4.5
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] 2 23 4

=Xt =" x4
=lim—8_120____ g
X0 X 1:3.x
I+
23 2:4:5

¢) Differensial tenglamalarni qatorlar yordamida yechish.

9.11- misol. y"=ycosx+x differensial tenglamaning
y(0)=1, y’(0)=0 boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy
yechimining darajali gatorga yoyilmasidagi birinchi (noldan fargli)
uchta hadni toping.

Yechilishi. Berilgan differensial tenglamaning yechimini ushbu

2 3
= p(0)+ y'(0)x +y"(0) ; +¥7(0) ’; e ™
Makloren gatori ko‘rinishida izlaymiz.
x=0 da y=1 bo‘lishini ¢’tiborga olib, berilgan differensial
tenglamadan y"(0) ni topamiz:
V(0 =lcos0+0=1.
y”(0) ni topish uchun berilgan differensial tenglamaning har ikkala
tomonini differensiallaymiz:
y"=y'cosx—ysinx+1.
Bundan
y7(0)=y'(0)cos0— p(0)sinO+1=1,
»(0)=1, ' (0)=0, y"(0)=1, y"(0)=1
larni (*) gatorga qo‘yib, berilgan differensial tenglamaning taqribiy
xususiy yechimi

X2 x3
yER=l+) +y

ckanligini hosil gilamiz.

Mustagqil yechish uchun misollar

Quyidagi funksiyalarni x ning darajalari bo‘yicha darajali
gatorga yoying:
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9.l.y=sin3x. 92.y=
94.y=

9.7.y=

x
_ 2,003
PR 93.y=In(l+x+x" +x°).

1
(=x)" 9.5.y=cos’ x . 9.6. y =arcsinx’.
1

.98 y=e"(I-x)+e™"(1+x).
l+x+x+x" +x* 8. y=el=nrer(i+)

9.9. y =In(x++1+x?). 9.10. y =arccos(1-2x").

9.11.

x
y=
N+x2

XCOsO —xl

L9.12. y=¢ . 9.13.y = X
Y Y 1—-2xcosox + x*

I
9.14. y =¢*** cos(xsina). 9.15.y = .
Y ( ) (1= x*W1-x2

9.16.

y=4%

Funksiyalarni ko‘rsatilgan nugta atrofida Teylor qatoriga yoying
va bu qatorlarning yaqinlashish radiusini toping:

9.17.

9.19.

9.21.

9.23.

9.25.

9.26.

9.27.

9.28.

1
2 > X
x“+4x+7

0

f(x)=sin 27;x » X% =3.9.18. f(x)=

f(xy=e', x,=3. 920. f(x)=x, x,=I.
nx X
= s =]. 22, =, ) =
S(x)=cos 5 % 9.22. f(x) ESEE

S(x)=2%x,=1. 9.24. f(x)=|n(x2+2x+2), x,=—1.
(x)= , x,=1.
/) x*=5x+6 Yo
. 1
f@= %, =6.
Vxt—12x+40
|
S(x)= , X, =3.
I —6x+36 "
. 1
J(x)= ,s X =L
(x2—2x+3)
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. 1
9,29, J(x)= m9 X, =2.

9.30. f(x)=cos*x, x,=—

Quyida keltirilgan sonlarni ko‘rsatilgan aniglikda hisoblang:
|

9.31. cos18°, 0.0001. 9.32. ¢*, 0,00001.

9.33. 1n0,98, 0,0001. 9.34. 27, 0,001.

9.35. ch0,3, 0,0001. 9.36. 3/1.1, 0,0001.
Integral ostidagi funksiyani darajali gatorga yoyish yordamida,
berilgan integralni ko‘rsatilgan anigtikda hisoblang:

l

9.37. j - , 0,001
01 1]
In(14+x) o
9.39, ‘(’: . dx, 0,001 9 4p. _(’: . , 0,001
! L
farcsinx
9.41. , 0,001. 9.42. dx, 0,001,
I\Jl— ?!‘

Limitlarni darajali qatorlar yordamida hisoblang:

x- arctgx 9.44.1 l—cosx

x=20 x t—?(’ e -]-

9.43.lim

chx—cosx . arcsin2x —2arcsinx
: . 9.46.1im 3 .

9.45. lim
X0 X

=

. .r_2sinx . ctex — |
9.47.1im> 2 o.4n.lim ™ Y
x X

x=)
Differensial tenglamaning berilgan boshlang‘ich shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimini darajali qatorlar yordamida
toping:
9.49. y'— y=0, y(0)=1. 9.50. (1+x?)p’'— 1=0, p(0)=0
9.51. y"+xy=0, p(0)=1, y(0)=0
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Diflferensial tenglamaning berilgan boshlang‘ich shartlarni
ganoatlantiruvchi xususiy yechimini ko‘rsatilgan sondagi noldan
targli hadlarini darajali qatorlar yordamida toping:

9.52. y"=x+y°, y(0)=0, y'(0)=1. Birinchi to‘rtta hadini
toping.

9.53. y'=x’y+y’, y(0)=1. Birinchi to‘rtta hadini toping.

9.54. y"=y . , y(h=1, y'(1)=0.Birinchi oltita hadini
y x

toping.

Misollarning javoblari

nt 3 2n+
9,1_42( n™ (2n H)'x L% <o),

n=i

-y, &l
9.2.|~ Z() Zznx"),(—2<x<z).

n—O n=0

9.3, i(_l)m'+['+(")"](“)5”

n=1 n

x", (-1<xsgl).

94. 3 (n+1)-x" (x <1). 95, 1+i(-1) (22"_)

9.6. x 2 @r=DB g (5 <1).

“L(x <o),

12"n1(2n+1)
9.7. 3 x* Zx‘"“ (x <1).
n=0)
2n|l oo x2n+2
> g(znu) 22 anary X <)

S @r=Di X
9.9.x+;{( 1) (2n)M 2n+1}’(“‘ <1).

153

www.ziyouz.com kutubxonasi



2n-1 .
9.10. 2;x|{1+z((’;n I)'l_iifl} (jx|=1).

IS e

9L x+3, 333 e (x]<1).
n!

LA VA z( 1)' ' -~ (lxj < +e0). 9.13. Zx cosna ,(|x|<1).

r=q =l

9.14, 2905”? " (] < 4o0). 9.15. 2(2”“)” (¥ <1).

(2n)1t
- In” "
9.16. ;IL (] <o) 9.17. Z 1)!( S p e

- —l " n 3 — I
9.18. 2‘(—3-!;)-——(),%2)1 ,p:\@. 9.19. e‘Zj-[(x~3) P =toe,
a=0 n=Q FEe

9.20. 2('1) ](é“ M ey, e

921. 3 CV 1y, p=on

9.22. 3 Z( D7 sy z(---

2=+l 3,,4.1 (Y—S)", P—

9.23, 22 l“.._z(r 1y, p =+,

-l
9.24.2( i ~(x+D™, R=1,9.25. 2(1 27" Y x - 1)” p=L

A=l =i}

2(—1)”(2n D e pe

' 2 In+l
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9.27. Z(_” 1:4-Gn=2) 3y p=343.

4,
"!3 n+l

n=l

9.28. i(—nn(nﬂ)(x—l)z", p=v2.

n+2
n=| 2

029 Z(—1) @n=DN e o

3n+l
“ '2 U

- (—1)"2%I 2n-2 T 2n
-1 = oo,
9.30. ;:.' 2! (2 )(x+2) y p=toe

9.31. 0,9551. 9.32. 1.648719. 9.33. 1n0,98~~0,0202.
9.34. \/27 ~5,196 . 9.35. ch0,3=1,0453.
9.36. /1,1 =1,0192. 9.37. 0,245. 9.38. 0,946. 9.39. 0,098.

]
9.40. 0,102. 9.41. 0,337. 9.42. 0,507. 943. _ . 9.44. 1. 9.45.1.

3

1 ] X ¢
in2 - = E =¢
9.46.1. 9.47. 6 nZ, 9.48. 3 9.49. Y al .

n=0

2n+1

- X

P= - =arclg

9.50. ¥ 2:,)( S gr .
X x® B x° .
2-3 2-3.56 2-3-5-6-8.9

3 4 6 3
x 3x% 17x
9.5 T+ 4 9s3y=1+T 4+ 4
2y=at * it s NBy=Hpr ot
S 2Ax=1) 3x—1)
o4yt FmD7 26D 36D
2 41 51
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111 BOB

XOSMAS INTEGRALLAR

10~ §. Chegaralari cheksiz xosmas integrallar

10.1. Chegaralari cheksiz xosmas integrallar. Biror f{x) funksiya
[¢,4+00) oraliqda berilgan bo‘lib. bu oraliqning istalgan
[a,7] (a<i<+e) gismida (Riman ma’nosida) integrallanuvchi

bo'lsin, ya’ni V¢ (£ > a) uchun ushbu integral mavjud bo‘lsin:

Fey={ f(x)ds . (10.1)

10.1- ta’rif. F(t) funksiyaning { —+oo dagi chekli yoki cheksiz
limiti f{x) funksiyaning {a,+e0) oraliq bo‘yicha birinchi tur xosmas

integrali deyiladi va u [ f(x)dx kabi belgilanadi.

fon 1
Demak, j S(x)dx =lim F(1)= l!jm j/'(x)dx .

10.2- ta’rif. Agar 1 =+ da F(t) funksiyaning limiti mavjud
bo‘lib, u chekli bo‘lsa, (10.1) xosmas intcgral yaginlashuvchi deyiladi,
J(x) esa [a;+o0) oraliqda integrallanuvchi funksiya deb ataladi.

10.3- ta’rif. Agar ¢ — +e0 da F(t) funksiyaning limiti cheksiz
yokimavjud bo‘Imasa. (10.1) xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.

J{x) funksiyaning (—ee;a] va (—eo;+e0) oraliglar bo*yicha xosmas
integrallari, ularning vaginlashuvchiligi, uzoglashuvchiligi ham
yuqoridagi kabi ta’riflanadi:

[ rogdr= lim ®(r)= tim | £(x)ds

[ 7 (x)elx = lim ¥(57) = lim [ 7y . (10.2)
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10.1- eslatma. (10.2) da chekli limit ¢ va s larning mos ravishda
+o0 va —oo ga qanday intilishiga bog‘liq bo‘lmasligi kerak.
Boshqacha aylganda. integral, faqat va faqat

nmjﬂﬂa=nmﬁm=avaumjﬂﬂm:um¢wﬁuz

limitlar chekli bo‘lgandagina, yaginlashuvchi bo‘ladi, bunda a€ R.
Bu holda u, xosmas intcgralning ta’rifiga ko‘ra. 7, +/, ga teng
bo‘ladi, ya’ni

T res = | e+ | rooas

T d . . . .
10.1- misol. /= J. 4+x , Xosmas integralning yaqinlashuvchi-
o d+x

ligini ko*rsating va giymatini toping:
Yechilishi. Ta’rifga ko‘ra,

dx
= J-4+x —'llﬂl-[ 4+ 'I—I)T’F(t)

bo‘ladi. Bunda

fode | x' 1
F@)= , = _arctg = arct
() £4+x“ 2198, T2 8

0
Endi ¢ = +eo da F(t) funksiyaning limitini topamiz:
4

4
limit mavjud va chekli. Demak, berilgan xosmas integral

- L t
I—f]_l)l}ll (t)—tl_l)lgzarctgz—

yaginlashuvchi va uning gqiymati / = Z

1]
. x+1 . . .
10.2- misol. f Y,-de xosmas integralning uzoqglashuvchi
2

ekanligini ko‘rsating.
Yechilishi. Xosmas integralning ta’rifiga ko‘ra
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tox+l +1 d(x* +1) _
[l e 2

x*+1
= lim [; +arctgx|° )— lim [ ~In(t? +1)—arctg1:)= Fee,

Demak, 10.3- ta’rifga asosan, berilgan xosmas integral
uzoglashuvchi bo‘ladi.

e

10.3 - misol. dx

- xosmas integralni yaginlashuvchi-
' X +6x+14
likka tekshiring.

Yechilishi. Yuqoridagi ta’rifga ko‘ra

[

3
x +6x+14 H_.,,J'(x+3) +5 H»[J r+3)2+5

j o ] lim[ I arctﬁ |3 ! arctg'—x—-tsx J=
La+3t 45 ) ol VB \F| BB

T+3 1 T, T
J_arcth_ rhm -------

f‘“""gf VRNl

ya’'ni chekli. Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi
bo‘ladi.

= llrn

10.4- misol. /= Isinxdx xosmas integralni yaqinlashishga
L]
tekshiring.
Yechilishi. Ta’rifga ko‘ra
I= jsinxa’x = lim smxdx = lim F(7)
0

I=3+e F—ptee

Bunda F(t)zjsinxdx =—cosx|; =1-cost
37

t—+e da cost funksiya hech ganday limitga intilmaydi.
Demak, berilgan xosmas integral uzoglashuvchi va uning giymati
mavjud emas. '
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00

10.5- misol. J ( dx e (a>c¢) xosmas integralni yaginlashuv-
- (x—¢
chilikka tekshiring.
Yechilishi. Ta’rifga ko‘ra

o RV
P s Al
*(x— c) '>~°° o (x=c) el l-a

= lim [(’_“)Ht _(a=o)™ ): lim F(£).

t=3100 - |- Foyio

_ e
a>1 bo‘lganda, lim F(t)=_(a €)

mavjud va chekli
13too 11—

bo‘lgani uchun, 10.2- ta’rifga asosan, berilgan xosmas integral
yaqinlashuvchi.

o <1 bo‘lganda, lim F({)=+eo . Bu holda, 10.3- ta’rifga ko‘ra,
berilgan xosmas mteg,rdl uzoqlashuvchi.

o =1 bo‘lsa, I dx =ln(x—c):‘“=

W X—c

Demak, o >1 bo‘lganda, xosmas integral yaginlashuvchi, g <1
bo‘lganda esa, xosmas integral uzoglashuvchi bo‘ladi.

10.2. Yaginlashuvchi xosmas integrallarning xossalari. Asosiy
formulalar.

1- xossa. Agar J.f(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsa,

Q

I_/'(x)a’x (1 > a) integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi va, aksincha,

ya'ni T_/'(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, T_f (x)dx integral
ham yz;qinlashuvchi bo‘ladi, shu bilan birga ’

T reds= [ fedes | rooas
tenglik o‘rinli. ’ /
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2- xossa. Jf(x)dx integralning yaginlashuvchi bo‘lishidan

a

lim [ £(x)dx=0 bolishi kelib chigadi.
3- xossa. Agar I J(x)dx va I g(x)dx integrallar yagintashuvchi

bo‘lsa, barcha o, 8 € R sonlar uchun, T(a S (x)% B g(x))dx intcgral
ham yaginlashuvchi bo‘ladi va ”

Ji@rexp seonir=a | rsraet | goras
tenglik o‘r”inli. " ”

o0
4-xossa. Agar Vx & [a;+e0) uchun f(x) < g(x) bo'lib, [ f(x)dx

4o +oo R
va J g(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, Jf (x)dx SI g(x)dx

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

5- xossa (Nyuton — Leybnis formulasi). /7x) funksiya [a;+oo)
oraliqda uzluksiz bo‘lib, F(x) uning shu oraliqdagi boshlang‘ich
funksiyasi bo‘lsin. U holda

[rds=F) " =Fle)-Fl@) (103

boladi, bunda F(+e0) = lim F(7).

Odatda (10.3) ham Nyuton — Leybnis formudasi deyiladi.

6- xossa (o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasi). f7x) funksiya
[a;+00) oraligda uzluksiz, ¢(r) funksiya esa [a;8) da uzluksiz
differensiallanuvchi funksiya va a=¢(a)< @) < 'Egzo Q1) =00
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e 8
bo‘lsa, Jf(x)dx, jf(¢(’))'¢,(t)d1 integrallardan birining

yaqinlashuvchiligidan, ikkinchisining ham yaqinlashuvchiligi kelib
chiqadi va ushbu o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasi o‘rinli:

- B

Jreodx=[ ren¢'@a. (10.4)

7- xossa (bo‘laklab integrallash formulasi). Agar u=u(x) va v=1(x)
funksiyalar [a;+00) da uzluksiz differensiallanuvchi bolib, lim (uv)
mavjud bo‘lsa, Iudv, J'va'u integrallardan birining yaginlashuv-

chiligidan ikkinchisining ham yaqginlashuvchiligi kelib chiqadi va
ushbu bo‘laklab integrallash formulasi o‘rinli bo‘ladi:

I udv = (uv) :” - f vdu , bu yerda (uv) :” = rlirpﬁ(uv)—u(a)v(a) .

10.6- misol. Ushbu integralni hisoblang:

T( 24 + > 3)a’x.
x =4 (x+3)

5

Yechilishi. f/(x)= 21 4 gx)= , deb belgilaymiz. f(x)
x —_—

(x+3)
va g(x) funksiyalar uchun, mos ravishda,
. x-2 |
F(x)= 1 , G
)= M 2 O gy

boshlang‘ich funksiyalar mavjud bo‘ladi. (10.3) Nyuton — Leybnis
formulasi bo‘yicha quyidagilarga ega bo‘lamiz:

o 1, x=2"7
j ) = In
x*—4 4 x+2,

(PSRN

1. 3 1
-~ In"= In—,
1 4 7 4

*jf d _ 1 T
s (x43)° 2(x+3)°, 128
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Demak, xosmas intcgralning 3- xossasiga asosan, berilgan
integralning qiymati:

J 24 + 5 ‘ dx=4J 1dx +5J- dx3=ln7+5
s\X =4 (x+3) 1 x =4 ! (x+3) 3 128

L4 3
10.7- misol. ’: dx , intcgralni hisoblang.
L(x7+4)y
2

<k

XJ

Yechilishi. Bunda f(x)=(x4+4)2 [{2;400) da uzluksiz

funksiya, x=41 funksiya csa [2;+e) da monoton o‘suvchi va
differensiallanuvchi bo‘lgani uchun (10.2) xosmas integralda

o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasidan foydalanamiz: x=4
. - I .
deb belgilab olganimiz uchun, xdx= 4dt va yangi chegaralar

=2, P =+ bo‘ladi. Demak,

™

‘jf x’ T de o _ 11 7
& G +4) 4 ((+2¥  4(+2, 16°
Tl
10.8- misol. J‘ﬁd\' integralni hisoblang.
x
2

Yechilishi. Bunda u(x)=Inx, v(x)= —-—l; {2;4<0) da uzluksiz
2x

va differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lgani uchun xosmas
integrallarda bo‘laklab integrallash formulasidan foydalanamiz.

Agar u=lx, dv=(b: deyilsa, du=dx, v=— 12 bo‘lib,
X X 2x
quyidagiga ega bo‘lamiz:
Tl X o Inx °°+1'j’-°dx
: ¥ . 25X
Bunda
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In x 1

bo‘lishini topamiz. Demak, I dx = Eln de
10.9- misol. Ushbu tengsmllknl isbotlang:
0< _._._..‘..x dx < £ ,

ﬁx12+64 16

Ishoti. Ravshanki, [/2;+ec) dagi barcha x lar uchun

\.‘E‘:;' < X X X
! +64 (x* +4)(x% —4x* +16) *+4

‘I“ie-

Bunda f(x)= 64 , glx)= -——4 bo‘ladi. Keyingi tengsizlikni

[ﬁ;+oo) da inlegrallaymiz:

o R
Totan]

N x4 +4
 Agar
oo e 2 o
j xdx - l ..... ‘_f _(x ) 2 =larctgx_ l(ﬂ' ?r) ,_r_
I"“"“ 2\;'(:")""2 4 24-424 16
bo‘lishini ¢’tiborga olsak, 0 < I -------- <Z bo'ladi.

10.10- misol, Ushbu teng51211kn1 isbotlang:
' 1 P 41 11

_ P .
29T T s

. Yechilishi. Vx € [1,+<c) lar uchun

1 X+ X+l 1 1
xSD 1+)C60 IGO xsa xéo
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tengsizlik o‘rinli bo‘lganligi uchun, 3-, 4- xossalarga asosan.

T | Tdx Tdx
Ixst) dx <I (xsu + v ]tlx = j ot) . *
t ;

X | X
Bundan

g oo gy
dx .29 | 59

T X _ de__x _
x 290 297 x® 59 59

1
Bularni e’tiborga olsak, (*) tengsizlikdan isbot qilinishi talab
qilingan tengsizlik kelib chiqadi.

10.3. Chegarasi cheksiz bo‘lgan xosmas integrallarning ba’zi bir
tatbiglari.

10.3.1. Xosmas integrallar yordamida yuzni hisoblash. f(x)
funksiya [a,+e0) da aniglangan, uzluksiz va Vx e [a,+e0) uchun

f(x)20 bo‘lsin. Unda D={(x,y) rafx < +oo, OSySf(x)} soha-

400
ning yuzi ushbu § = '[f(x)dx xosmas integral orgali ifoda gilinadi.
10.11- misol. y =xe ¥ 0<.x<+oo funksiyaning grafigi hamda
Ox o‘qning musbat qismi bilan chegaralangan cgri chizigli
trapetsiyaning yuzini hisoblang.
Yechilishi. Izlanayotgan trapetsiyaning yuzi quyidagi xosmas
integral orqali hisoblanadi:
oo
S= Ixe"': dx .
0
Bu integralni xosmas integralning ta’rifiga asosan hisoblaymiz:
§=lim [xe " de=— tim e d=x)=—"time™ = qon
—I_r)r;;!xe o=~ 21_133_,!e d(=x')==, lime™ ‘= (cvpirl).
10.3.2. Xosmas integral yordamida aylanma jism hajmini
hisoblash. Ushbu D ={(x,): a < x <+, 0< y < [ (x)} egri chizigli
trapetsiyani Ox va Oy o‘glar atrofida aylantirish natijasida hosil
bo‘lgan aylanma jismning hajmi mos ravishda quyidagi formulalar
yordamida hisoblanadi.
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v, ::jf(x)dx v, 2;zjxydx

10.12- mlsol Ushbu chiziq bilan chegaralangan shaklni Ox 0‘q
atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmini toping.

1
S

Yechilishi. Aylanma jismning hajmini topish uchun

1 2
V=gl m—=14dx
4+x°

::integralni hisoblaymiz. Bunda

xe€[0; +o0).

i

T odx X & T
Vg | " ="arctgZ! =Zarctg(+s)== -
'0[4+x2 7Ry T gl =4
10.3.3. Xosmas integrallar yordamida aylanma sirtning yuzini
topish. f{x) funksiyva [a,+es) da aniqlangan, uzluksiz va uzluksiz
f(x) gaegabo'lib,u £(x)20 bo'lsin. f(x) funksiya grafigini Ox

o‘q atrofida aylantirish natijasida hosil bo‘lgan aylanma sirt yuzi
ushbu formula yordamida hisoblanadi:

§=2n [ S 141/ 0 dx *)

10.12- misol. y=¢™, xe{0;+e) chizigni Ox o‘q atrofida
aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtning yuzini hisoblang.
Yechilishi. Berilgan chizigni ifodalovchi funksiyadan hosila

“x

olamiz. y'=-¢"* ekanligini hisobga olib va (*) formuladan
foydalanib, aylanma sirt yuzint hisoblaymiz:

s=21 [ e Vl+eTdv=-21 [+ d(e™) =
o 0

=-2n (E— I+e™ +llnie"‘ +l+e™
2 2

TW =ﬂ:(\/§+ln(l+\/§)),

165

www.ziyouz.com kutubxonasi



S =r(\2 +In(1++2)) (kv.birl.).

10.4. Xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligi haqida
taqqoslash teoremalari. Integralning absolut yaqinlashuvchiligi. /7 x)

funksiya [a;+e0) oraligda berilgan bo‘lib, ixtiyoriy xe[a;+o0) da
J(x)20 bo‘lsin.

10.1- teorema. f(x) funksiyaning Jf(x)cix xosmas intcgrali

yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun. Vte [a;+e) da

{F(z>}={jf<x)dx}

to‘plamning yugoridan chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.

oo
Agar bu to‘plam chegaralanmagan bo‘lsa, If(x)dx Xosmas
a4

integral uzoglashuvchi bo‘ladi.
10.2- teorema. f(.x) va g(x) funksiyalar [a,+eo) oraligda berilgan
bo‘lib Vx e [¢,+o0) larda 0< f(x) < g(x) munosabat o‘rinli va

fg(x)dr yaqinlashuvchi bo‘lsa, Jf (x)dx ham yaginlashuvchi

" a

L +oa
ho‘ladi va agar jf(x)dx uzoqlashuvchi bo‘lsa, fg(x)dx ham

uzoglashuvchi bo'ladi.
10.3- teorema. [a,+o0) oraligda manfiy bo‘lmagan f(x) va g(x)

funksiyalar berilgan bo‘lib, x —+4c da S (x) nisbatning Hmiti
g(x)
mavjud va u biror & ga teng bo‘lsin:

tim 7O 2k (0<k<to0) .
e g(x)
Bunda:
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1

= a} k<+ee bo‘lib, Jg(x)dx yaginlashuvchi bo‘lsa, jf('x)dx
hjim yaqinlashuvchi bo*ladi;
b) k>0 bo‘lib, Ig(x)dvc uzeglashuvchi bo'lsa, _[f(x)dx ham

Wzoglashuvchi bo‘ladi.

f,.i' 10.2- natija. 10.3- teoremaning shartlarida agar ¢ < k < +e= bo‘lsa,
| f j S(x)dx va I g(x)dx integraltar bir vaqtda yaqinlashadi yoki
'| a a
| bir vagtda uzoglashadi.

"Xususiy holda, agar x =« da f~g bo‘lsa, jf(x)dx va

j g(x)dx integrallar bir vagtda yaqinlashadi yoki uzoqlashadi.

Yugoridagi teoremada taggoslanayotgan funksiyalarning o‘rniga
aniq funksiyalar olib, amaliyotda ko‘p qo‘llaniladigan alomatlarni
keltiramiz.

10.4- teorema. f{x) funksiya A ning istalgancha katta
qiymatlarida

=29 a0

X
shaklda tasvirlangan bo‘lsin. U holda:

a)agar 1 >1 va Vx> x, uchun ¢{x)<C <+ bo'lsa, Jf(x)dr
yaginlashuvchi bo‘ladi;

b)agar 1<iva fp(x)2C>0 bo‘lsa, If(x)dx uzoqlashuvchi

© bo‘ladi,
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1
x

10.5- teorema. Agar x — +oo da f(x) lunksiya = ga nisbatan

o (a > 0) tartibli chcksiz bo‘lsa, j S(x)dx integral o >1 bo‘lganda
yaginlashuvchi, @ <1 bo‘lganda esa uzoglashuvchi bo‘ladi.

10.13- misol. Ushbu f l—nga’x integralning yaqginlashuvchiligini
! x2?

ko‘rsating.

|
Yechilishi. Bunda f(x)— » @x)=Inx20, a=§<l.

!
2

x
Demak, 10.4-teoremaning b) bandiga asosan, xosmas integral
uzoqlashuvchi.
oo 1
10.14- misol. j—lfe *dx integralning yaqinlashuvchiligini
X
I
ko‘rsating.
Yechilishi. Bu intcgral uchun
A )
F(t)=.[—e ‘dx=e '
X

2

1
, e

1
bo‘lib, Vie[l;4+e) da F()=e'—e<] bo‘ladi. Unda, 10.1-
tcoremaga asosan, berilgan integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.

+oo
10.15- misol. j 2% xdx integralni yaqinlashuvchilikka tekshiring.
0

Yechilishi. F(r)=[2"xdx _—( LI Bu funksiya
]

n2 (I 2)2

t—+o0 da yuqoridan chegaralanmagan. Shuning uchun, 10.1-
natijaga ko‘ra, berilgan integral uzoglashuvchi bo‘ladi.
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® dx
10.16- misol. Jl‘m integralni yaqinlashuvchilikka

tekshiring.
T ([x . . . -
Yechilishi. J’)\‘/—; xosmas integralni qaraymiz. Bu integral
VX

uzoglashuvchi. Endi

. Yoxt+1
im NTX TN lim

L—pfon I X—yioo §

| |

3

8/ 3 X

X

bo‘lishini ¢’tiborga olsak, 10.3- tcoremaga asosan, berilgan xosmas
integral uzoglashuvchi bo‘iadi.

f arct . . . o
10.17- misol. fzrig{dx integralni yaginlashuvchilikka
e

tekshiring.

Yechilishi. Ravshanki, Vxz1 wuchun .eu’ctng’zr va

arcigx _m | .. oo Ay
< , tengsizliklar o‘rinli. Unda J

< integralnin
44x® " 24+x gralning

! 4+x7

yaqinlashuvchiligini e’tiborga olsak, 10.2- teoremaga asosan,
berilgan integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
" ol
10.18- misol. I cos 3xdx integralning yaqinlashuvchiligini
| Q.XJ +1
ko‘rsating.
Yechilishi. Ravshanki, barcha xe[l;+e) lar uchun

)
£(x)= cos’3x _ g(x) bunda p(x) =% 3x
A Ax” +1 Z oL ]
X x7 +
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bo‘lgani uchun, 10.4- tcoremaning bandiga asosan, berilgan xosmas
integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
o0

10.19- misol. J ,:dxl integralning yaqinlashuvchiligini ko‘r-
, X+

sating.

R aad
Yechilishi.J' ;ix xosmas integralni qaraymiz. Bu integralning

X+

vaqinlashuvchi ckanligi ravshan, ya’ni

dx oo T
=arct =arctg (+eo )—arctgl = .
'I[ x2 +l gx 1 g( ) E 4

Endi
x ]
Y +1 x+x I+
tim 2L = im 225 = fim —X- =]
X0 x40 x4 ] P 1
e I+
x+1 x

bo‘lishini e’tiborga olsak, 10.2- natijaga ko‘ra, berilgan xosmas
integralning yaqginlashuvchi bo‘lishi kelib chigadi.

10.5. Ixtiyoriy funksiya xosmas integralining yaqinlashuvchiligi.

10.6- teorema (Koshi teoremasi). Ushbu Jf (x)dx xosmas

integralning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun, Ve >0 son olinganda
ham, shunday f, =t,(€) (4,2a) son topilib, >z, (">,

tengsizliklarni qanoatlantiruvchi V¢, ¢” lar uchun
-
F(")-F({) = j fx)dx <€
¢
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Xosmas integrallarning uzoqlashuvchiligini isbotlash uchun

ko‘pincha quyidagi tasdigdan foydalaniladi: agar shunday g, >0
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-

son topilih ya barcha ¢ > g lar uchun 3¢ > ¢, > jtid bo‘lib,
p CETIRE L ARAT . 4 A i»é‘}é “R:'t .Qla\/] Eﬁ Ai‘

.-\_

o | oL
I f(x)dx'Zeo

tengsizlik bajarilsa, j J(xydx integral vzoglashuvchi bo*ladi.

J- T eos2

10.20- misol. -d¥ xosmas integralning yaqmlashuvchl

1
ekanligini Koshi kriteriysidan foydalanib ko‘rsating.

Yechilishi. Ve >0 berilgan songa ko‘ra, 3, =£,(€) L

27E
{(t,>1) son topilib, =2rn>¢, =2an+2a>f (neN)

tengsizliklarni qanoatlantiruvchi V¢,¢" lar uchun

|.r Zmn+ln x 2gom+la
cos2* cos2*dx 1
[F(") - F ()| = U—~-dx ] s | Sdx=
£ X Zrn x iz * ’
___1-21!“2:: L_W 1 _ 2?5
Xy 2rn 2mn+2m 270 (2::n+27r)
1 1

= < 2
n2r(n+l) 27n
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, Koshi kriteriysiga asosan, berilgan _

xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.
. Tsin®x , . i .
10.21- misol. & <1 uchun J—v-;—- dx integralning uzoglashuvchi

X
ekanligini isbotlang,

Isboti. ¢ (1;+e0) bo‘lsin. n natural sonni shunday tanlaymizki,

7 -n > tengsizlik o‘rinli bo'lsin, £, =7x-n va {, =27 -n deb olaylik.
Uholda
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jsm xdx _ J sin xa{r

4 x“ an x”
7 sin? X 2 M —cos2x |
2 I I sin” ,xdx— = .
o X 2nr nT ;. 2 4

Shunday qilib, shunday €, = , sonmavjud bo'lib, barcha ¢ > | lar

4
uchun hamda ¢, =nr >t va t, = 2nx > ¢ sonlar uchun
" sin® x
j dx 2 ¢,

]

bo‘ladi. Demak, a <1 uchun berilgan integral uzoglashuvchi.
10.6. Absolut va shartli yaginlashuvchi xosmas intcegrallar.

Jo0
10.7- teorema. Agar f J(x) dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u

holda If(x)dx integral ham yaqginiashuvchi bo‘ladi va

oo oo
J'f(.x)dx < j S(x) dx tengsizlik otrinli.
4o
10.1- eslatma. Ushbu j f(x)dx intcgralning yaqinlashuvchi-

ligidan har doim ham j J(x) dx integralning yaqintashuvchiligi

kelib chigavermaydi.

10.4- tarif. Agar [ f(x) dx yaginlashuvchi bo‘lsa, [ fxya
absolut yaginlashuvchi integral, f{x) funksiya csa [a;+e0) da absolut
integrallanuvchi funksiya deyiladi.
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10.5- ta%rif. Agar j f (x)ab;uﬁam%ﬁin%hlbo‘hb, J' [f(xm

uzoqlashuy;;‘;hi bo‘lsa, J )_f__(:{;dp_j;sk_&nﬁ‘i:;yaqinkx_shuvchf mt‘egma‘

deyiladi. : .
16.22- misol, Ushbu integr alm absolut va shartll yaqmlashlshga
tekshiring;

Yechilishi. ¢/ a>1 bo‘lsin, u holda Vx&[l;4e¢) uchun

| o
cosx: o . ! po'ladi. Ravshanki, JE{Z yaqinlashuvchi integraldir.

¥4 1T | X
Unda taqqoslash haqidagi 3.2-teoremaga asosan,

4o

J- lcosx|

integral yaginlashuvchi. 3.7- teoremadan esa

integralning vaginlashuvchiligi kelib chiqadi. Demak, berilgan
integral absolut yaqinlashuvchi.

b) O<a<l bo'lsin, u holda j-"‘;‘%dx integralni bo‘laklab
1

integrallaymiz:

T smx T sinx
[ dnnttal e
1

sinx T sinx )
bunda lim -—-=0, J;Ca:rdx integral esa absolut

xeddoo y ]

yaginlashuvchidir. Demak, berilgan integral yaginlashuvchi.
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Ccosx j |COSJC|

*Eﬁtﬁ j dawmfégﬁm qafage&:ﬁ1Mvshanka

1

1 .
}Gqs%xﬁa'-cosz x= 5(1 +¢0s2x), unda ixtiyoriy ¢>1 lar'ifm'htﬁi'“* o

4

| shel

!
cosx‘ cos2x s
j —re— dx I J dx + {mﬁ; S“? f“ ( )
x“ o e e
L e oy "‘I"il
Ma’lumki, .
. ¥
. tdx Tfdx '
hm J-—-&- =I — =+wo,
:—>+«»1 X d X
ST { ! 41\._ ‘ls}hf
N ! . —os .
. . cos2x . 1 sin2¢ 131[12 o rsin2x
g lim j—-—ﬂ;};= m|——--————-7-: [+— j—-dx
Rt e d I“ e 2 ta 2 d x

Agar Jﬂf ning uzoglashuvchiligini, _[(?Q—S?dr ning esa
1 X X
vaginlashuvchiligini e’tiborga olsak, u holda (*) tenglikda x — 4o

da limitga o‘tib, I ‘c%-{!dx xosmas integralning uzoglashuvchiligini

topamiz.
Demak, berilgan integral shartli yaginlashuvchi.
¢} <0 bo'lsin. Koshi teoremasidan foydalanib, berilgan

xosmas integralning uzoglashuvchiligini ko‘rsatamiz. ¢>1 uchun
ne N son shunday tanlansinki, 2ma>¢ tengsizlik bajarilsin.

r E s ﬁ . .
t'=2rn+ 5 =200+ Y larni tanlaymiz. Shartga ko‘ra x € [¢,¢"]

lar uchun cosx = % va 1; =1 (x>1 va o<0),tengsizlik o‘rinli
x
bo‘ladi, u holda
. 2mv+§
cf? ‘2 co—i'-’-cdxz 1 I =2
v X | X 2 4. 12
21!!!1?
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CGEDE Fh 4'94».1 b] 3“,5 3“} L “ :.L

Demak, shux;j;gl_zigf &= 13 son fnav;udiil Bﬁmha (=1} lar 'uchun

;’=z;«m+% :’:2@*”5 sofifar mavjud bo‘lib, quyidagi

i

i.\.;.; .
‘ cosXx ‘ ‘
|j _;a""dﬂ 2 & tengsi
-’

tzlik o‘rinli bo*ladi.

Shunday qilib, berilgan integral & >1 da absolut yaginlashuvchi,-
0 < ¢ <] da shartli yaginlashuvchi, @ <0 da esa uzoglashuvchi

10.23- misol. j—gdx integralning absolut yaqmlashuvchl-

*I 11g1n1 ko‘rsating.

1 Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun ixtiyoriy x € [I;+eo} da

COS x

x+9

1

T x49

o

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Ravshanki J-_i_-ﬁ; yaqinlashuvchi
1 X

integraldir. Unda, 10.2- teor:

‘ dx integral ham
‘49

‘49
integralning yaqinlashuvchiligi kelib chigadi. Demak, berilgan
integral abselut yaginlashuvchi.

cosy
yaginlashuvchi bo‘ladi. 10.7- teoremadan esa I

10.7. Xosmas integrallar yaginlashuvchiligining yetarli shartlari.
10.8- teorema (Dirixle teoremasi). fyx) va g(x) funksiyalar
[a;+e) da berilgan bo‘lib, ular quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1} ffx) funksiya [a;+e) da uzluksiz va uning shu oraliqdagi
boshlang‘ich funksiyasi F(x) (F'(x)= f(x)) chegaralangan
2) g(x} funksiya [g;+e) da uzluksiz g’(x) hosilaga ega
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3) g(x) funksiya [a;+e) da monoton; _
-4y lim g(x)=0, Rl F

. U holda, _[ Flx)g(x)dx integral yaginlashuvchi bo*ladi.

10.9- teorema (Abel teoremasi). f(x} va g(x ) funksiyalar [a;+eo)

da berilgan bo‘lib, ular quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1)y fix) funksiya [a;+e) da uzluksiz va _[f(x)dx integral

vaqinlashuvchi; S
2) g{x) funksiya [a;+e) da chegaralangan; S

_ 3) g(x) funksiya uzluksiz differensiallanuvchi va [a; +oo) da

monoton bo‘lsin,

U holda I f(x)g(x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘ladi,

10.24- misol. I sinx’dx integralni yaqinlashishga tekshiring.
/ .

o

Yechilishi. x*> = deb belgilaymiz, u holda jsinxz J 51_n_r dt
1

bo‘ladi. Integral ostidagi funksiyani @{_51 tzf = f(HHg(t)

20

ko‘rinishda yozamiz. Bu yerda f(¢)=sin, g(t)=%/.‘ J(t) va
24t
g(t) funksiyvalar Dirixle teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi:
1) /() =sin¢ funksiya [i;+e) dauzluksiz va uning F(¢) = —cos?
boshlang‘ich funksiyasi chegaralangan;

2) g(:):._l.._ funksiya [l;+e) da uzluksiz g'(r)=—4\1/t_3

2t

hosilaga ega;
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ey

i VG

O I L e A S T
3) g(H)=- = funksiya [1;+e) da kamayuychi;
- Delpz, - ke [ da kamayuyehis
1
4 lim g() = lim = =0.
) I—Hoog( ) (= tes 2.\/;

-Demak, 10.8- teoremaga ko‘ra, berilgan xosmas integral
yaginlashuvchi.

COSXx

10.25- misol, J._xc.'_ -arctgxdx xosmas integralning >0 da
1

yaqinlashuvchiligini ko‘rsating. '
Yechilishi. Berilgan xosmas integralning yaginlashuvchiligini

Abel teoremasidan foydalanib ko‘rsatamiz. f(x)=-—£a :

gi(x) =arctgx deb belgilaymiz.
D = SOSY  funksiya [I;+==) da uzluksiz va & >0 bo‘lganda
O xﬂ’

y%QOridagi 10.22- miselga asosan, J co:x dx integral yaginlashuvchi; -
x

1

o 2) glxy=arctgx funksiya [l;+ee) da chegaralangan, ya’'ni
4

arctgx| < — :

jarctex| < =

3} arctgx funksiya {1;4+e)} da uzluksiz differensiallanuvchi

(g'(x) =

Demak, berilgan xosmas integral Abel teoremasining hamma
shartlarini ganoatlantirgani uchun u yaginlashuvchi bo‘ladi.

10.8. Xosmas integrallarni yaqinlashishga tekshirishda
funksiyaning bosh gismini ajratish usuli. Bosh qismni ajratish wsuli
quyidagicha ifodalanadi: agar integral ostidagi f{x} funksivani
x = +eoda f(x)=g(x)+ R(x) ko'rinishda tasvirlash mumkin bo‘lsa,
bunda R(x) - absolut integrallanuvchi funksiya bo‘lsa, u holda fix)
va g{x) funksiyalar bir vagtda yoki absolut integrallanuvchi, yoki
shartli integrallanuvchi bo‘ladi, yoki integrailanuvchi bo*lmaydi.
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Tyhe ‘H

10.26-misol. jarctg ——tfx{ mtegralm yaqmlashuvchlhkka
] \|| x
tekshiring.

Yechilishi, Integral ostidagi funksiyani

fors cos’x 1 cos X

arct, = -
T ZJ_ R

ko‘rinishda tasvirlaymiz, bunda [R(x)| <

+R(x), x—=+teo

pwe R(x) funksiya absolut

integrallanuvchidir. Berilgan integralning yaqinlashish xarakteri

v Jo

integralga bog‘liq. Ravshanki, oxirgi integral uzoglashuvchi, chunki

cos2x 1

3])? funksiya ntegrallanuvchi, %/; funksiva esa

integrallanuvchi emas. Demak, berilgan integral uzoglashuvchi
ekan.

|
yaqinlashuvchilikka tekshiring.
Yechilishi, Integral ostidagi funksiyani x — +coda

. (cosx 1 cosx
e ____+R
5‘“{\/;? ) VR

ko‘rinishda tasvirlaymiz, bunda barcha x>1 lar uchun

I
R <
R N

abselut yaginlashuvchi. Yuqoridagi 10.3- misolga ko‘ra, (o= j)

10.26- misol, jsin(%- ]dx integralni absolut va sharth
X

tengsizlik o°rinli bo‘ladi. Demak, IR(x)dx
|

J ----- dx integral absolut yaginlashuvchi. Shuning uchun, berilgan

mtegral ham absolut yaginlashuvchi.
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10.27- misol. Ushbu xosmas integralni yaginlashishga tekshiring:

bl 3
jxi sinf SO 1oy
0 I+x

Yechilishi. Berilgan integralda ¢ =x° almashtirishni bajaramiz:

1 2
L 1 -2
x=t, dx=§t *di; x>0 dar—>0vax—oteedat e,

Integral ostidagi funksiyani s —» +co da

. cost cost )
sin| “50 )=S0 4 R(ry
[ 144" ) 1447

ko‘rinishda tasvirlaymiz, bu yerda R(r)m——c-?s- ! Barcha

(1+t‘“)

integral absolut

t.e [O’M) UChuﬂ IR(t)| (1+tl,’3)3 ,(!‘ (1+I1.-’3 3
yaginlashuvchi.
Demak, R{x) funksiya absolut integrallanuvchi ekan. Berilgan

integralning yaqinlashish xarakteri J dt integralning

vaqinlashish xarakteriga bog‘liq. Lekin Jicostili integral
+
0

t];"?i

ey
. cost . . .
uzoqlashuvchi, J'—I—mdt integral esa Dirixle alomatiga asosan,
+¢
0

vaqinjashuvchi, Shunday qilib, benlgan X05mas mtegral shartli
yaginlashuvchi bo‘ladi. .

-
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Mustagqil yechish uchun misollar

Xosmas integrallarning yaginlashuvchi ekanligini ko‘rsating va
giymatini toping:

too

dx —Sx dx
J‘ 10.2.j dx . 10.3. jx n”

1o

oo +oo
104, [xe*dc 105 [ %o 106 [ B
) L 1+ ' (x+2)In*(x+2)

oo 0
L I L R (N AT
. (X2 +1) S (x+1y Tt Hx+1y

[}
10.10. j a'dx, (a>1).

Xosmas integrallarning uzoglashuvchi ekanligini isbotlang:

T dx xdx T
10.11. 10.12. . 10.13. | cosxdx.
e a2 [ A0 w0 |

o dx oo ) e
10.14. . 10.15. v .10.16. [ 4%gx.
‘."\/16+x2 -I(x+|)ln(x+l) ,J

10.17. j"“ _10.18. Jxefdx.

t
Xosmas integrallarni hisoblang:

10.19. 20, 1021
I(x 1) I(|+x) Jx 'o[e‘+\/;
1022 [ 1023, [© Hdr 1024. [ x"e~dx.
J:z —-1)«/x - J ‘1 {

T Iny v
25. . 10.26. [ aretex
10.2 !szdx 10.26. | 3IEX g

T X
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10.27. j e sinbxdr, a>0.10.28. e coshrdx, a>0.
&}

oo

10.29. Ix"e""dx.

Funksiyvalarning grafiklari va abssissalar of q1 bilan
chegaralangan shakllarning yuzini hisoblang: '

10.30. f(x)=4+ 5, oo < x < oo

1031 fx)=x%™, 0<x<Hoo.

Jx

10.32. = 1< .
0.32, f(x) Tex) X <400

1033, f(x)= i, 0Sx< oo,

f1+e* ’
xvx

10,34, =——", 0€x<too,
1) 1+x° *

10.35. f(x)=isinxje™, O0Sx<+oo.

Chiziglar bilan chegaralangan shakllarni Ox o‘q atrofida
aylantirish natijasida hosil bo‘lgan jismning hajmini toping:

10.36. y=l, xellj+e0). 1037, p=xe’, xe[0;+e0).
x - _
1038, y=e~Jeinx, xe[0;+e).
10.39. y=x%¢™, x& (—oo4o0).
1 1
1040, y=2[L- L} xeqh4e0).
X X

Tengsizliklarni isbotlang:

xdx
x* +x+l

x*+1

10.41. 0<j <0.1.10.42. 025<I————-dx<035.
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A

1043 ] o < 20 _0,0s;

ol 19

10.45. o< J edx< ) B S
: et s TR

o 3
10.46. 0< [edv—[ede-<0,5".
0 0
Integrallarning yaqinlashuvchiligini isbotlang,

T 4 B ._*..
10.50. j [e e }'x. 10,51, J o LEGE
] . . .

\:nx

10.47. j [ 1048, j

—dr. 1049, [ (gos ~Dv.
2 '

't 2 sint SRR N
10,52, J .1“.(“_'_?_6;*_1‘/;)2:& 10.53. J sin'x dr?.‘ A
0 Jx_3 1 V'X3+]
10.54. j -—?—fj . 10.55. J‘ ﬁ!'}_..idx REEA R
ox " x*
i
10.56._[ 1 dr . 10.57. J' arctg2x ) »
o\ ¥shy  x o xx hivh
Integrallarning uzoglashuvchiligini isbotlang.
{
X + o Tsin®x ,
10.58. j 10.59. L = 10.60.]‘. .
. _ 3
+om s —
10.61. | —X——dx . 10.62. I L \
0 [ ﬂ') : 14 x* sin® x '
X—cos— ._
X
T l—---arctg T dx ca Fa ol
1063.) pacE . e
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Integrallarni absolut va shartli yaginlashuvchilikka tekshiring:

10.64. jxoosx‘abc 10.65. jsm(l“x) dx . 10.66. j XeosTx .

Vx ¥ ¥ 2x+2
't 3,2 ® COSx ’ , ,-fx."!l?.
10.67. [ cos’(x*+2x)dx. 10.68. [ arctg o
9 1 \[—
10.69. J %ﬂcdx 10.70. J’ ‘/__Cos_xdx 10.71. J Sln(sm x) .
1 f x+100 s .J;

v

- 10.72. jln [1+1)Sinxdx 10.73. I ------- =7
| x [ (\/J_f—lnx)

1074, [ SO g g5 [HNGEE) )

L x% +Inx | X

COS\/__

x%Inx

10.76. | sinx + 1) dx 10.77. j
\ X X

sm(ln x) sined

10.78. J’

10.79. k ning qanday giymatlarida jx*dk integral yaginla-
0

shuvchi bo‘lishi mumkin?

10.80. & va ¢ ning qanday giymatlarida jmdx integral
]

* yaginlashuvchi bo‘ladi?

10.81. % ning qanday qiymatida: 1) J;xk nx’ 2) ',"x(lnx)

~ integrallar yaginlashuvchi bo‘ladi?
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! 'Misollarning javoblari

< 3 1 1 311'

10.1.5. 102, £, 10.3. 7. 10.4.- . 10.5. 5. 10.6. 1_3
107. L 108-L. 109, N 10.10. ----1—- L 10.19.-- . 10.20.%
heg i B 2 33 36 0 g
10.21. 2(1-n2). 10.22. ---4 10.23. ?’;/_ 10.24. 10. 10.25. 0.
1026 =+™2 1027 -2~ 1028, — 2 . 10.29. n1 10.30.
- - 4 2 - a'}+b2 . a2+bz + * .n. - + 2
1 1 =« T

L1031, - 10.320 o+, 10330 2l+42). 10.34. .
3 2 4 5

10.35. <1 1036 1037. T 1038, ——
. . 2( x_ . . . . . . 4 . . . 5(1_6—21!') .
10.39. 37 322”: 10.40. . 10.64. Shartli yaqinlashuvchi. 10.65.

Shartli yaqinlashuvchi. 10.66‘ Shartli yaqinlashuvchi. 10.67. Shartli
yaginlashuvchi. 10.68. Absolut yaqinlashuvchi. 10.69. Absolut
yaqinlashuvchi. 10.70. Shartli yaqinlashuvchi. 10.71. Shartli
yaqinlashuvchi. 10.72. Absolut yaqinlashuvchi. 10.73, Absolut

yaginlashuvchi. 10.74. @ >1 da absolut yaginlashuvchi, ¢ <1 da
shartli yaqinlashuvchi. 10.75. @>1 da absolut yaqinlashuvchi,
—1<a <lda shartli yaginlashuvchi, 16.76. «>1 da absolut
yaqinlashuvchi, 0 <o <1da shartli yaginlashwvchi. 10.77. o >1 da

absolut yaqinlashuvchi, —; < o £1da shartli yaginlashuvchi. 10.78.

o >1 da absolut yaginiashuvchi, 0 < ¢ £ Ida shartli yaginlashuvchi.
10.79. k ning har gqanday giymatida uzoglashuvchi. 10.80. & >—1 va
t > k+1 bo‘lganda yaqinlashuvchi. 10.81. 1) k > 1 da yaginiashuvchi,
k<1 da uzoglashuvchi; 2) agar k<1 bo‘lsa, I= lik_! ;
(k—1)(In2)

k =1 da uzoqlashuvchi.
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11- §. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari

11.1. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari
tushunchasi

11.1- ta’rif. f(x) funksiya chekli [a;6] oraligda berilgan bo‘lib,
[a;¢), (c;b] oraliglarda chegaralanmagan bo‘lsin. Bu holda ¢ nugta
ftx) funksiya uchun maxsus nugta deyiladi.

f(x) funksiya [a;h) oraligda berilgan bo‘lib, u
[a;b-1n] (0<n <b-a) oraligda xos ma’noda (Riman ma’nosida)

]
integrallanuvchi, ya’'ni F(7)= j S (x)dx integral mavjud bo‘lsin,

[b—n; b) da esa intcgrallanuvchi bo‘lmasin, ya’ni ¥ >0 uchun
f{x) chegaralanmagan bo‘lsin.
11.2- ta’rif. Agar 1 — 0 da F(n) funksiyaning (chekli yoki

cheksiz) ling F(n) limiti mavjud bo‘lsa, bu limit f{x) funksiyaning
n--H

{a;5) oraligda olingan 2- rur xosmas integrali deyiladi va u

h
[ Sy (1L1)
kabi belgilanadi:
] b-n
[fG)dx = lim F)=lim j £ (x)d.
" n o n-0 ”

11.3- ta’rif. Agar 11— 0 da F(n) funksiyaning limiti mavjud
bo‘lib, u chekli bo‘lsa, (11.1) xosmas integral yaginlushuvchi, f(x)
csa [a;b) da xosmas ma’noda integrallanuvchi funksiya deyiladi.

Agar 11 — 0 da F(n) funksiyaning limiti cheksiz bo‘lsa, u holda
(11.1) xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.

11.1- eslatma. n — 0 da F(n) funksiyaning limiti mavjud
bo‘lmaganda ham (11.1) integral uzoglashuvchi bo‘ladi, deb kelishib
olamiz.

Shuningdek. a nuqta f{x) funksiyaning maxsus nugtasi bo‘lganda
ham (a,b] oraliq bo‘yicha olingan xosmas integral yuqoridagidek
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ta’riflanadi. @ va bnuqtalar bir vagtda berilgan funkstyaning maxsus
nugqtalari bo‘lganda (¢.5) oraliq bo‘vicha xosmas integral quyidagicha
ta’riflanadi:

b b1y
jf(x)dleigg [ Feyas.
a :—»0 ate
b de
11.1- misol. 7 = J — mtegralni yaginlashishga tekshiring.
4
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x=0 nuqta maxsus

1
nuqgtadan iborat. Ushbu F{)= J‘ijf (0 < g <1) integralni qaraymiz:
X
p .

rdx 1 (1—-p"*), a=#lbolganda,

w* ~In|ul, ¢ =1 bo‘lganda.

Agar <1 bo'lsa, lim F(ft) = L bo‘ladi.
H—D 1-c :

Agar & 21 bo‘lsa, lij_g F(p)=—cc bo‘ladi.
Il

Shunday qilib, yugoridagi ta’rifga asosan, & <1 bo‘lganda I
integral yaqginlashuvchi, & 2 1 bo‘lganda esa ! integral uzoglashuvchi
bo‘ladi. .

¢ (a<c<b)nuqta f{x} funksiya uchun maxsus nuqta bo‘lsin. Agar
Six) funksiya [as¢) va (¢;b] oraliglarda xosmas ma’noda
integrallanuvchi bo®lsa, fix) funksiva [a;h] da xosmas ma’noda
integralianuvchi deyiladi. Bu holda xosmas integral quyidagi tenglik
bilan aniglanadi:

J £ =] s+ | reoras =gigg[T Faxds+ | f(x)dx] .

=i @

&

) 2
11.2- misol. J ~* integralni yaginiashuvchilikka tekshiring; -
0

Inx
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Yechilishi, Integral ostidagi funksiya uchun x=1 nuqta maxsus
nuqtadan iborat, U holda, yugoridagi ta’rifga asosan, quyidagiga
ega bo‘lamiz:

g 2
— = -—+ — —hm J #—+ e llm[I E+L]. 1)
lnx slnx {lnx -0
H—0
>0, p>0val<x<2 bo'lsin,
RS S =[In(1+@ -] =
Inx 1n(1+( -1n
= (xhl)—-- (=1 +1(x—1)3+ i = _..L_+1+o(x—1)
2 3 Tlox-1 02 ’

i

I(s)—-j—----- ln|x—l| Ch (1 &)+o(e’) =
2
:ln£—§+o(£2)+c,, @
f(u)—jg In o=
' G)

=—ln,u—5+o(p2)+Cz.

(2) va (3) ni (1) ga qo‘vamiz:
2

EJF--—hm[:lnﬁ—-—(z-:+,u)+cn{,u y+o(e*)+C, +C]

Inx e
=0

Ouxirgi tenglikda o rta qavs ichidagi ifodaning Himiti mavjud emas.
Demak, berilgan 2- tur xosmas integral uzoqglashuvchi bo‘ladi,

11.3- misol. _[ integralni yaginlashuvchilikka tekshiring,

4, xIn’x
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya x=1 nuqtaning atrofida
chegaralanmagan. Ta’rifga ko‘ra

¢ dx [ dr .=l
———=lim J — =lim—
L
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Demak, berilgan integral uzoglashuvchi bo‘ladi.
14 misor, | dt intogralni yeqintashavenit
.4- misol. Om integralni yagqinlashuvchilikka
tckshiring.

Yechilishi. Intcgral ostidagi f(x)= funksiya x=0 va x=x

0S X
\/suu

nugtalarning atrofida chegaralanmagan. Ta’rifga ko‘ra

]’- cosx deeli "j-*’ COSX ; i ¥ cosx
x=lim dx=-1lim
o Vsinx iy Jsinx €0 \/smx
+1i j =lim /,(e)+lim 1, (). M
im =lim im
#=0 \/smx #

Bunda

1,(8)——1(15:%) —2\/smx ==2sin(r~¢€)+2, Q@)

L= [ S8 gy =2Jsinx oo 1-Jsin gt
_.[‘\/— , ( ) ©)

(2), (3) larni (1) ga qo‘yib, limitni hisoblaymiz:

% cos v|

\/smx

Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi.

dx=4.

11.2. Yagqinlashuvchi xosmas integrallarning xossalari. Asosiy
formulalar. f/x) va g(x) funksiyalar [a; b) da berilgan bo‘lib, b
nugta shu funksiyalarning maxsus nugtasi bo‘lsin.

b b
1- xossa (integralning chizigliligi). Agar Jf (x)dx va Jg(x)dx
xosmas integrallar yaginlashuvchi bo‘lsa, barcha o, Be R sonlar
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b
uchun J[af ()X Bg(x)]dx xosmas integral ham yaginlashuvchi
bo‘lib,
b b b
[les )£ Bg0dx =af f(x)dct Bf g(x)dx
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu ycerda tenglikning o‘ng tomonidagi
integrallarning mavjudligi muhim. Aks holda, chap tomondagi

integralning mavjudligidan o‘ng tomondagi integrallarning
mavjudligi har doim ham kelib chiqavermaydi. Masalan, x*

funksiyani x’:(x’— l, )+ lz ko‘rinishda tasvirlash mumkin.
x ] x
\ 1
s . . . »_ |
Ravshanki, IX' dx— integral yaginlashuvchi, lekin _[ £ = 2 dx,
0 0 ”
il
f , dx integrallar uzoqlashuvchi.
x
0

2- xossa (integrallash tengsizligi). Agar Vxe[a;b) lar uchun
b b
J(x) S g(x) bo'lib, jf (x)dx va J g(x)dx integrallar yaginlashuvchi
bo‘lsa,
] b
[ £ < [ g(x)ax

‘ladi.
v 2‘t xossadagi ffx) va g(x) funksiyalar quyidagi shartlarni ham
ganoatlantirsin:

1) f(x) funksiya [«;b) da chegaralangan, ya’ni shunday mva M
o‘zgarmas sonlar mavjudki, Vxe [¢;b) da m< f(x) < M,

2) g(x) funksiya [a;b) da oz ishorasini o‘zgartirmasin, ya’ni
barcha x (xe[a; b)) larda g(x)20 yoki g(x)<0 bo‘lsin. U holda
o‘rta qiymat hagidagi tcorema o‘rinli.
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h
3- xossa (o‘rta qiymat haqidagi teorema). Agar I F(xX)g(x)dx va

&
Ig(x)dx integrallar yaqinlashuvchi bo‘lsa, shunday o‘zgarmas
i (m< < M) son topiiadiki,

] b

[ FEgods = - [ g(riax

tenglik o*rinli bo‘ladi.

4- xossa (Nyuton — Leybnis formulasi). Agar f{x) funksiya [a; )
da uziuksiz bo‘lib, Ffx} esa uning shu oraliqdagi boshlang‘ich
funkSIya51 (F'(r) J(x)) bo‘lsa,

| b

=F(b-0)-F(a) )

bo‘ladi, bunda F(b -0)= 11}1_10 F(t) .

(*) formula Nyuton ~ Leybnis fornudasi deyiladi.

5 xossa (o‘zgaruvchini almashtirish formulasi). f7x) funksiva
[¢;6) da ¢@(x) uzluksiz, funksiya esa [e;f§) da uzluksiz
differensiallanuvchi funksiva bo‘lib, a=¢(a) < () < {1_1;?10 OS]

b B
bo‘lsa, jf (x)dx, jf (p(t))@'(t)d! integrallarning biri yaqinlashuv-

chi bo‘lsa, ikkinchisi ham yaqinlashuvchi va

r g
Jfndx =] Flote
tenglik o*rinli bo*ladi.
6- xossa (bo‘laklab integrallash fornmlasi). Agar y=u(x) va v=v(x)
funksivalar {a;b) da uzluksiz, differensiallanuvchi, rli?:no(aw) mavjud

b b
bo‘lib Iudv, jvdu integrallarning birortasi mavjud bo‘lsa,

| B

Judv—(u v) ‘ #jivdu (112) .
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tenghk 0 1'1n11 bu yerda
Is

(uv)lI = lign u(t () —ul(a)v(a)
l . PR .

b L]
11.2-eslatma. Agar juv'dx yoki Jvu'dx mtegral yaginlashuvchi

bo‘lib, lilén0 u(x)v(x) mavjud va chekli bo‘lsa, (11.2) formula o‘rinli
“bo‘ladi.

b4
(5+2)
11.5 misol, j—-——-- - dx integralnt hisoblang.
s Vx
Yechilishi. Xosmas integralning 1-chiziglilik xossasidan
foydalanib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

J(J_+2)

o IJ"MI_S\%MI%'

B

ravishda,
g:lz?, 2%/:? , 2%

funksiyalar boshlang‘ich funksivalar bo‘ladi. Nyuton — Leybnis
formulasi bo‘yicha'

11.6- misol. Iln cosxdx integralni hisoblang, -
0
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Yechilishi. xﬂfz— nugta atrofida integral ostidagi funksiya

chegaralanmagan, Berilgan integralda x:%—t almashtirish

bajaramiz. Natijada

T

7 3
Ilnoosxdx =jlnsintdt _ ™
i) V]

=

hosil bo‘ladi. Tenglikning o‘ng tomonidagi integral ostidagi
R i

b4
funksiya uchun =0 nuqta maxsus nuqta bo‘ladi. jlnsintdr
o

integralning mavjudligini ko‘rsatish uchun bo‘faklab integrallash
formulasidan foydalanamiz: u=Insin¢, dv=dt, du=ctgtdt,

v=t¢,uholda

T
Insinzde =¢-Insint| -
. i+

& et | M

z-ctgidtzlirg(t‘hlsint)- _

=y ST

tectgedt.

{octgtdt=—

= C——t | 2
b | B

po o
tctgt funksiva (O; —2} da chegaralanganligi uchun oxirgi integral

mavjud.

®

2
Demalk, ‘[ln sinf/df integral ham mavjud bo‘ladi, (*) ga asosan
0 .

n

3 .
berilgan integral ham mavjud. J =Ilnsinla’t integralda +=2u
1)

almashtirishni bajaramiz;
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rid a4 .
J =2j Insin 2edu =2 j (In2 +Insiny +Incos w)du =
V]

w4 x4
' =—lu2+ _[ Insinudu+2 _[ In cos ud.
2

i
Keyingi integralda H=E—Z almashtirishni bajarib, uni

In(sin z)dz ko‘rinishga keltiramiz. Natijada

o S T

: :
J=%lnz+2jlnsinudu+2]lnsinzdz=
it L]

2
=£ln2+2jlnsinzdz=£ln2+2].
2 A 2 _

3
Bu tenglamadan J = ) In2 bo‘ladi. Shunday qilib,

2
11.7- misol. J integralni hisoblang,

dx

n{d—xW2-x
Yechilishi. Berilgan xosmas integralni hisoblash uchun
o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasidan foydalanamiz. 2 —x =¢*
deb Dbelgilaymiz, >0, bu yerdan x=2-4*, dx=21dl,

a=2 , B =0 bo‘ladi. Demak, quyidagiga ega bo‘lamiz:

L S a2

P e AR

s (4-x)W2-x FHO+2) £+2 4

Bu yerda o‘zgaruvchilarni almashtirgandan so‘ng, xosmas mtegral
xo0s integralga aylantirildi,
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- M cosz t . - .
11.8- misol. L‘_’f(}x_[ A dt integralni hisoblang.

X

. [
Yechilishi. Berilgan integralda /(1) =cos®t, g(¢)= ;2 deb,o'rta

giymat haqgidagi tcoremaga asosan,
|

choiszuta't=[l —I]-coszé, x<é<l
/ x

ni hosil gilamiz. Vg > ( son berilgan bo‘lsin, u holda Vxe (0; ]fe J

lar uchun

coszé(l —I)> cos”§

X €

{ . C
dt = +oo . Berilgan limitni

 cos?

bo‘lgani sababli x »>+0 da I N
2

x

hisoblash uchun Lopital qoidasini qo‘llaymiz:

cos? x
L2 =
. cos‘t . 2 R
hmx-f . dr=lim—*—=limcos*x =1
x=20 t x50 | ¥ .
X _— -
2

X

11.3. Chegaralanmagan funksiya xosmas integrallarining ba’zi
bir tatbiglari.

11.3.1. Yuzni xosmas integral yordamida hisoblash. f{x) funksiya
[a; b) da aniglangan, uzluksiz va Vx e {a;b) uchun f(x) =0 bo‘lsin.
Unda D={(x;y):asx<b, 0Sy< f(x)} sohaning yuzi ushbu

b
S= J.f(x)dx xosmas integral orqali ifoda qilinadi.
2
11.9- misol. y=x3, y=0, x=-1, x=1 chiziglar bilan
chegaralangan shaklning yuzini hisoblang.
Yechilishi. Talab gilingan yuzni quyidagi xosmas integral orgali
hisoblaymiz:
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1 2 e 2 1 - A
S= Jx--’dx =gl_i)rorzo[jx-"dx+jx_’dx ]:
pe 2

n—0-0\ -

= lim (3(e5+1)+3(1~ ”3))—6(kv birl.)
—s—>0+0 n - ’ o
7-0-0

11.3.2. Aylanma jismning hajmini xosmas integral yordamida
hisoblash. Ushbu D ={(x;y):aSx<b, 0Sy< f(x)} egri chizigli

trapetsiyani Ox va Oy o‘qglar atrofida aylantirish natijasida hosil
bo‘lgan aylanma jismlarning hajmi, mos ravishda,

b b
V,=r [ (x)dx, V, =2 [joy|ds (11.3)

xosmas integrallar orqali hisoblanadi.
11.10- misol. y = \/_I_I’ x€ (1; 2] chiziq bilan chegaralangan
x —

shaklni Ox o*q atrofida aylantirish natijasida hosil bo‘lgan aylanma
jism hajmini toping.

Yechilishi. Talab qgilingan aylanma jismning hajmini (11.3)
formula orqali topamiz:

2 2
dx dx . : .
V.=rx =lim~x = lim2vJx~1 =2z (kv.birl.).
JVx—l J-\/X—l €0 I

£—0
I+e

11.3.3. Aylanma sirtning yuzini xosmas integrallar yordamida
hisoblash. f7x) funksiya [a;b) da aniglangan, uzluksiz va uzluksiz
f'(x) hosilaga cga bo‘lib,u f(x) 20 bo‘lsin. f{x) funksiya grafigini
Ox o‘q atrofida aylantirish natijasida hosil bo‘lgan aylanma sirtning
yuzi ushbu formula orqali hisoblanadi:

b
S= 27:] SOOI+ (x)) dx . (11.4)

Shunga o‘xshash, Qy o‘q atrofida aylantirish natijasida hosil
bo‘lgan aylanma sirtning yuzi ushbu formula orgali hisoblanadi:
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d
s=2x [x(yWI+ O dv (1.5)

Mustagqil yechish uchun misollar

Xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligini ko‘rsating va
(iymatini toping:
4

J'tlr | _[ dx 3 ]'- dx II4J dx
i fyeena ) —ena ] sl e

u.s.J pia - 11.6. J !ar. ||.7.J‘:;(ﬂ

arccos x

ll8j‘ o II9J 2a’x-lllo_[
Taxin’x o V9 —x? IR A ) .

0 1
(‘,‘i { COSXI
1. JSde iz I\/—.—u-
1 X u VSInX

Xosmas integrallarning uzoglashuvchi ckanligini isbotlang:

3 e . 3
113, J% 11.14. fb‘- inis. | \;dx f i

a3X o Vsin® x

L de 1 e! | e‘{
_— —dx. —dx. tgx dx.
(17 !xlnx 1L18. _J:x" 11.19. {x, 11.20. :[ gx¢

Xosmas integrallarni hisoblang;

‘Z—Q[X——x:’ 2 dx
2N X
n.zl.!: i 11.22. J'[(,c_l) x*-2

} dx 3 d
11.231 [—J - 11.24. ] grdx. 1125 f In cos xdx.
0 X\/; 0 0

11.26. jxlnsinxdx. 11.27. j',/ctgxdx.
[ 0
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dx y xdx
11.28. | ———————. 11.29. )
16— x W=y !,/(x—a)(b—x)
x arcsm\’
11.30.
[

Limitlarni hisoblang:
j J1+1°ds jr'e"'d:

11.31. lim °® L3200 i e ..
X -peco xﬁ N340 In _l_
X

jsm 2t

11.33. limx dr. 11.34. hm\/—j 1y

X

Berilgan funksiyaning grafigi va abssissalar o‘qi bilan
chegaralangan shaklning yuzini toping:

1.35. y=\/;—':—], xe(=1:0].
11.36. .V=J2—]:5;. xe(0;0,4)
11.37. -”=—(T\/———_'%—(5—_—5, x€(2;5)
11.38. y=\/ll—_x’ xe|0;1)

11.39 y_arcsin«/;

11.40. _v=,} . xel0;2q).
2a—x

1141, v=xIn :+x, xe[0;1) |
—X

Berilgan chiziq va uning asimptotalari bilan chegaralangan
shaklning yuzini toping.

xe€[0;1).
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1142 52 3% 11432 (x4 1) =27, x<0.
X

1144, (1-x)y*=x*, x>0,

11.45. x=cost,y =cos 21 tgt, re[z; :er]

Misollarning javoblari

10
ILL 3 1127 1132 114, 203 115. 8 1156
2 2 3 7
n’ 1 9 7’ ’
1.7. g 11.8. 2’ 11.9. 4 11.10. 5 111, =27, 1112, 2.

2
8

nin2

]12]6
B 2

Sz Tt i - 11s. -
7- . .2- . .3. - \/5 « .

*In2 : (ﬂﬂnﬁﬂ

b4
11.26. — - .11.27. N \/f—l]' 11.28. a5
n{a+b)

7 l
11.29. 5 11.30. 9° 11.31. 6" 11.32. 1.11.33. 0. 11.34. 2.

4 i
11.35. x 11.36. 2‘5/5. 11.37. 5 - 11.38. 2. 11.39. 2.

2
8
11.40. 37;1 .11.41. 1.11.42. 47. 11.43. g - 11.44.2.11.45. 2+72r .

12 - §. Xosmas integrallarning yaginlashuvchiligi
hagidagi teoremalar

12.1. Xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligi. /{x;) funksiya

[a;b) da berilgan bo‘lib, b nuqta shu funksiyaning maxsus nuqtasi
bo‘lsin.

12.1- teorema. [a4;5) da manfiy bo‘lmagan f(x) funksiyadan

olingan
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J ru

xosmas integralning yaginlashuvchi bo‘lishi uchun Vie [¢;b) da

1

{F(n}= {j_['(_.r)dx} <C (C=const)

bo‘lishi zarur va yetarli.
12.2- teorema. f(x) vag(x) funksiyalar [a;h) da berilgan bo'lib, »

nugla shu funksiyalarning maxsus nuqtasi bo‘lsin. Agar Vx e [¢;h) da

b
0< f(x)<g(x) tengsizlik bajarilsa, Ig(x)dx integralning

a

b
yaqinlashuvchiligidan Jf(x)dx integralning yaginlashuvchiligi;

h b
f S (x)dx integralning uzoglashuvchiligidan Ig(x)a’x integralning

uzoqlashuvchiligi kelib chigadi.
12.3- teorema. f{x) va g(x) funksiyalar [a;h) da aniglangan,
f(x)=0, g(x)>0 bo‘lib,

im Tk (0<k <o)
x—h-0 g(x)

b
mavjud bo‘lsin. Agar k<+4eo bo‘lib, Ig(x)dx yaqinlashuvchi

«

b
bo‘lsa, J’f(x)dx ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Agar £ >0 bo'lib,

h b
Jg(x)ctr uzoqlashuvchi bo‘lsa, Jf(x)dx ham uzoglashuvchi
bo‘ladi.
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1 —r -
. e
12.1- misol. ;’;(e' ~ dt intcgralning yaqginlashuvchiligini

ko‘rsating.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya [0;1) da musbat. Vie [0;1)

da F(O)= I ¢ sin” ,A, dx funksiya o‘suvchi. So‘ngra
t e"sin*x
FH= . L dx < sin’1
!(e' J I
__2sin*) o a0 2sin’] 2 e 2]
== ey =T [(e—l) (' -1'?]=
=2sinzl e—e" <Zsinzl e-1 _ 2sin’ IJ— c

e (e=D+E =T e (e=1'"?

Demak, F(t) funksiya yuqoridan chegaralangan. ya'ni F(N<C':
Shunday qilib, 12.1- teoremaga asosan, berilgan xosmas intcgral
yaginlashuvchi bo‘ladi.
e
12.2- misol. Iarag X dx integralni yaqinlashuvchilikka
’l_ 4

tekshiring.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x=1 nuqta maxsus
nugta bo‘ladi. Ravshanki, Vx e [0;1) da

n.).

arctg’x _ arctg’x <16
VI=x* l+x2 -1 -\/l—

tengsizlik o‘rinli. Ushbu xosmas integral yagqinlashuvchi:

0<

1
I & —arcsinx ="
0 Vl—xz ’ 2

Demak, 12.2 bi jar,————ﬁgzx dx 1h
Jemak, L= leoremaga mnoan, ll’lngl'ﬂ am
0 l—X4

yaginlashuvchi bo‘ladi.
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e

12.3- misol. J———»—dx integralning uzoqlashuvchiligini
—-Xx

ko‘rsating,

Yechilishi. Ma'lumki, ¥xe[0;1) da 1+x? 21 bo‘ladi. Demak,
[0; 1) dagi barcha x lar uchun '

\_j_ 1+ x? 1

1-x 1-x

1
o'rinli, Ma’lamki, Jﬁ xosmas integral uzoglashuvchi. Demak,

s

12.2- teoremaga binoan, j——I
]

dx integral ham uzoglashuvchi
- X

boladi.

P 12.4- misol. integralni yaginlashuvchilikka

[
& ¥ arcsinx
tekshiring.

Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x=0 nugta maxsus

nugta bo‘ladi. Bu integral bilan birga ushbu I yaqinlashuvchi

integralni qaraymlz. Ravshanki,

lim x,’arcsmx = lim : ‘

x=+ x—H) arcsln x

E/?
Demak, k=1 bo‘lgani uchun, 12.3- teoremaga asosan, berilgan
integral ham yagintashuvchit bo‘ladi.

25 misol. | 2
v l+x

dr xosmas integralni yaqinlashuvchilikka
tekshiring.
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Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun +eo va 0 nugtalar
maxsus nuqtalardan iborat. Shuning uchun

oo l

I ) R ad
J nx,dx=j Invﬁdx+_]' lnxzdx.
s b o 1 +x° 1 1 +x
bo'l da lim Inx 1 _“mx)‘lnx_0 bo‘leani
0<A<l bo‘lganda -r—l>01+x2'x‘—x-40 4 o‘lgani

1
In
uchun, 12.3-teoremaga asosan, j]
+

x . .
, dx yaqinlashuvchi.

X

0

. Inx 1 . x* Inx
l<A<2 bo‘lganda, lim : , =lim ;L =0,
£ SRS PSP P

oo
Inx i .
Demak, J. Lo dx ham, 10.3- teorcmaga asosan yaqinlashuvchi
X2
1

bo‘ladi. Shunday qilib, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi.
12.4- teorema. f(x) funksiyani x ning b ga yetarli yaqin
giymatlarida

e O
)= U @>0)

ko‘rinishida tasvirlash mumkin bo‘lsin. U holda ¢(x) <C <4 va

b
a <1 bo‘lganda, J/'(x)dx yaginlashuvchi; @(x)=2C>0 va a1

b
bo‘lganda csa J.f(x)dx uzoqlashuvchi bo‘ladi.

a

12.5- teorema. f(x) funksiya x — h—=0 da hl ga nisbatan
-X

b
o (o >0) tartibli cheksiz katta migdor bo‘lsin. U holda j S (x)dx

integral @ <1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, @21 bo‘lganda esa
uzoglashuvchi bo‘ladi.
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]
Natija. x —5b—0 da f(x)~g(x) bo'lsin. U holda, [ f(x)dx va
b
I g(x)dx integrallar bir vaqtda yaginlashadi yoki uzoglashadi.

[
12.6- misol. J‘-“-o-'?%i dx integralning uzoglashuvchiligini ko‘rsating.
o X
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x=0 nuqta maxsus
. 1
nugta bo‘ladi. Bu integral bilan birga I L uzoglashuvchi integraini
X

garaymiz. Ravshanki,

sinx
. 2 . sinx
_ lim £ — = lim =1.
I =) 1 x4+t x
x

5"

1 .
Sln x . .
4 12.3- teoremaga asosan, J‘—zdx integral ham, uzoglashuvchi
x .
L]

. bo‘ladi.
2
P 12.7- misol. integralni yaqinlashuvchilikka
_'[(4 xWd-x*
tekshiring,

Yechilishi. Integral ostidagi funksiva uchun x=+2 nuqtalar
maxsus nuqtalar bo‘ladi. So*ngra

2 5 2
J‘ dx dx dx M

+

S(4- x)\/4 -’ _3(4 x)\/4 x? o(4—3€)\[n’-1—.7c2

(*) ning o‘ng tomonidagi integrallar ostidagi funksnyalaml mos
ravishda, quyidagi ko‘rinishda taswr]aymlz

o 1(4—x)J2—x _ o)
(@-xna-x* V2+x V2+x
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| _@-xW2er @)
(4=x)W4-x V2-x Va-x’

bunda @(x) va @,(x) funksiyalarning yugoridan chegaralanganligini

va o= ; <1 ckanligini ¢’tiborga olsak. u vaqtda [2.4- tcoremaga

asosan, berilgan xosmas integral yaqginlashuvchi bo‘ladi.
tsinx
12.8- misol. J . dx integralni yaqginlashuvchilikka tckshiring.
X
0

Yechilishi. Integral ostidagi t’unksiyani
sinx | slnx

fx )- = e x X! o(x)

x
. . . . sinx . .
ko‘rinishda tasvirlaymiz, bunda @(x)= . absolut giymati

bo'yicha chegaralangan funksiya. Bu yerda a—1<1l bo‘lganda

integral yaginlashuvchi, a~121 bo‘lganda esa uzoglashuvchi
bo‘ladi.
Demak, 12.4- teoremaga asosan, berilgan integral o <?2

bo‘lganda yaginlashuvchi, =2 bo‘lganda csa uzoglashuvchi
bo‘ladi.
12.9- misol. Ushbu intcgralni yaqinlashuvchilikka tekshiring:

J- e* -1
R
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya x=0 nuqgtaning o‘ng atrofida

chegaralanmagan va x > 040 da

e =l
s "
bo‘ladi; integral esa yaqinlashuvchi. U holda. yuqoridagi
\/_

natijaga ko‘ra. berilgan integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.
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. .
12.6- teorema (Koshi teoremasi). I J(x)x xosmas integral (b —

maxsus nugta) yaginlashuvchi bo‘lishi wehun, Ve > 0 son olinganda
ham, shunday § > 0 topilib, b—8 <¢, <b, -6 <1, <b tengsizlik-
larni qanoatlantiruvehi ixtiyoriy 7, va £, lar uchun

<€

|F(@)—F(r.)|=|'Tf(x)dx—}f(x)dxi=
[ p

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarhi,
Koshi teoremasidan ko*p hollarda xosmas integrallarning
uzoglashuvchiligini  isbotlashda foydalaniladi: agar

de, >0, Vne{ab) uchunva A, e[n:b) van,<(n;h) uchun

= £,
I

b
tengsizlik bajarilsa, J S (x)dx xosmas integral uzoqglashuvchi bo‘ladi.

12.10- misol. Ushbu integralning yaqinlashuvchiligini Koshi
teoremasidan foydalanib ko*rsating:

|(_1—x)siuL
l1—x

! X =2x+2

Yechilishi. ¥e-0 berilgan songa ko‘ra,

As,(e )~2-(—ezs-----i5 (t,(e)<D)

1
topilib, ¢ —1“1}--- >y, =1- 1# ->1, (neN) tengsmhklaml

qa.noatlantlruvchl V¢, ¢ laruchun
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iz (- x)sin— - ~
|F(t) Faoyl=| | = i;x < | (12”‘12 =
I_& —LX I‘JE A —-LX
—=In{(1-x)° +1) I_J;J;*l ln(i+1)—ln L+1 =
- E 2] nm wm )|
Ll
=—In-B% ¢
2 1
2rn

tengsizlik bajariladi, ya’ni n — eoda |F(r')—F(t’)|—) 0, shunday
qilib, berilgan integral yaqinlashuvchi.

12.11- misol, Ushbu j sin [ 1 ]lﬁ intcgralning uzoglashuv-
-X

chiligini isbotlang.

Yechilishi. v8<[0;1) sonni va »n> tengsizlikni

1
z(1-8)

ganoatlantiruvchi # natural sonni olamiz. [1 L ;1- L:’ oraligda
. n  2nm

[ —
.’r‘ a1 Ydx
sin” |~ [—
"y 1-x 1—-x
integralni quyidan baholaymiz:
i Yum

-
I sin’ [ lil x| Jsm ra‘ >—Jsm tdt=
=L an

2nm
__l_ J- l—coszrdt=l‘
a2 4
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Bu tengsizlikdan Je =£1‘ son mavjud bo‘lib, ¥8€ [0;1) uchun

shunday @ =1- 1 va 9, =1- —I_. sonlar mavjud bo‘ladiki,
ni niT

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa, Koshi teoremasiga asosan, berilgan
integraling uzoglashuvchi ekanligini ko*rsatadi.

Koshi teoremasi muhim ahamiyatga ega bo‘lgan teorema, lekin,
uning yordamida, amaliyotda, xosmas integrallarning
yaginlashuvchiligini tekshirish har doim yengil bo‘lavermaydi.
Shuning uchun xosmas integral yaginlashuvchiligining yetarli
shartlaridan foydalanish qulay bo‘ladi.

12.2. Xosmas integrallarning absolut va shartli yaqinlashuvchiligi.

f(x) funksiya {a;b—1] (n>0) da xo0s ma'noda integrallanuvchi
bo*lsin.

]
. 12.7- teorema. Agar J'] fx)ldx integral yaqginlashuvchi bo‘lsa,
h
I f(x)dx integral ham yaginlashuvchi bo‘ladi.

b . ’
12.1- eslatma. _[| S (x)|dx integralning uzoqlashuvchi bo*lishidan

a

B
j f{x)dx integralning uzoqlashuvchi bo‘lishi har doim hamn kelib
chigavermaydi,

]
12.1- ta’rif. Agar J'|f(x)\dx integral yaqinlashuvchi bo‘lsa,

L]
J'f (x) dx integral absofut yaginlashuvehi deyiladi, f{x) funksiya

esa [a; b) da absolut integrallanuvchi funksiva deb ataladi.
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b .
12.2- ta’rif, Agar I fix)dx integral yaginlashuvchi bo‘lib,

b b .
II S(x)|dx integral uzoglashuvchi bo‘lsa, I f(x)dx sharthi yaginla-

a

shuvchi integral deb ataladi.

1
12.12- misol. J‘@z—xidx xosmas integralning absolut
05 \“'Iz

* yaqinlashuvchiligini ko‘rsating,

|
cos2rxl <L

NS lr'_\fl—-f

Yechilishi. Vxe[0,51) uchun |f(x)=

‘1[ dx LR
PR Cpres ——==x T Arcsiny) =-— .
tengsizlik o‘rinli. 0,5\/i-—3€2 o 3 Demak, 12.2

: ol |
COS2% . . .
teoremaga asosan, j|——— -—~--j£|dx mtegral yaqinlashuvchi, Shunday

os|VI=x7 |
qilib, 12.1- ta'rifga asosan, berilgan integral absolut yaginlashuvchi
bo‘ladi.
1
L sin— . L .
12.13- misol. J=_[ X ;. Xosmas integralning shartli

32
r X

yaginlashuvchi ekanligini ko‘rsating.
Yechilishi. (11.2) formulaga asosan, berilgan integralni bo‘laklab
integrallaymiz:

)

. 1 h :
bunda limvx cos--=0, J X dx integral absolut yaginlashuvchi
x~0 X D ,J;

1
Cos—
x

s

. 1
bo‘lganligi uchun, 12.7- teoremaga asosan, J
0
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yagintashuvchi, u holda Jintegral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Endi

. sinl : :
_[ xmx dx integralni absolut yaqinlashishga tekshiramiz: :
0 .

!sinx| >sin’ x tengsizlikdan foydalanib,

sinl 2 2
| ¥ 1 1 COS“; 1 1 dx 1 | COS;
[orazy a3l s

1

' dx

munosabatga ega bo‘lamiz. Bunda IJ:JT integral uzoglashuvchi.
0

1sinl
Demak, 12.2- teoremaga ko‘ra, ITQxdx integral
X

0

uzoqlashuvchi. Shunday qilib, 12.2- ta’rifga ko‘ra, J integral shartli
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

12.3. Xosmas integrallar yaginlashuvchiligining yetarli shartlari,
fix) va g{x) funksiyalar [a;h) da berilgan bo‘lib, b shu
funksiyalarning maxsus nuqtasi bo‘Isin.

12.8- teorema (Dirixle teoremasi). f{x) va g{x) funksiyalar [a; b)
da berilgan bo‘lib, ular quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1} f{x) funksiya [a;b) da uzluksiz va uning shu oraliqdagi
boshlang‘ich F(x) (F'(x)= f(x)) funksivasi chegaralangan, ya’ni
M > 0:Vxe[a.b) > |F(x)| < M;

2) g(x) funksiya [a;5) da g'fx} uzluksiz hosilaga ega;

3) g(x) funksiya [«;b) da monoton, ya'ni Vx e [a,b) lar uchun
g'(x)=20 yoki g'(x)<0;

4y lim g(x)=0,

U holda

209

www.ziyouz.com kutubxonasi



[ £en)gtx)dx *)

integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
12.9- teorema (Abel teoremasi). f7x) va g(x) funkstyalar [a;b)
da berilgan bo‘lib, ular quyidagi shartlarni ganoatlantirsin;

b
1) ffx) funksiya [a;h) da uzluksiz va Jf(x)dx intcgral

yaginlashuvchi;
2) g({x} funksiya [a;h) da chegaralangan;
3) g(x) funksiya uzluksiz, differensiallanuvchi va [a;b) da
monoton, ya'niVxe [a,b) uchun g'(x) 20 yoki g'(x) <0 bo‘lsin.
U holda (*) integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
0
12.14- misol, Jsin[ ,l ) .dx xosmas integralni yaginlashuv-
2 sinx Jsinx
chilikka tekshiring.
Yechilishi. Berilgan integralni Dirixle tcoremasidan foydalanib,
yaqginlashuvchilikka tekshiramiz:

. cosx . I
o=t 1) s
sin” x sinx

deb belgilaymiz. f(x)funksiya [-1;0) da uzluksiz va uning

boshlang‘ich funksiyasi cos ,l ga teng bo‘lib, u chegaralangan.
sinx

g(x) funksiya esa [~1;0) da uzluksiz differensiallanuvchi va o*suvchi
bo‘lib, lh(Po tgx =0 bo‘ladi.

Demak, integral ostidagi funksiya Dirixle teoremasining hamma
shartlarini qanoatlantiradi. Shuning uchun berilgan xosmas integral
yaginlashuvchi bo‘ladi.

1

12.15- misol. j

]

likka tekshiring.

L
e —1 sin X dx xosmas integralni yaginlashuvchi-
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Yechilishi. Bcrilgan integral ostidagi funksiyani

/(X)— sin dx g(x)- kdbl belgilab, integralni yaqginlashi-

shga lckshmshdd Abel lcoremasldan foydalanamiz:

el dx sin{
1) f(x) funksiya (0;1] da uzluksiz va Jx““ J p dt
0 H

yadinlashuvchi;

x
2) x=0nuqtaning atrofida g(x) = o =1 chegaralangan funksiya,

X
chunki lim =1;

x0 g% — |

3) g(x) funksiya (0;1] da uzluksiz va differensiallanuvchi bo‘lib,

uning hosilasi Vxe (0;1] da g'(x)= ¢ flx_’;))z_l <0, demak. gfx)

e -
funksiya kamayuvchi.

Shunday qilib, berilgan integral ostidagi funksiya Abcl
teorcmasining hamma shartlarini ganoatlantiradi. Shuning uchun
berilgan integral yaginlashuvchi.

12.4. Xosmas integrallarning bosh giymati.

12.4.1.Chegarasi cheksiz integralning besh giymati. /7 x) funksiya
(—o0; +0) oraligda berilgan bo‘lib, bu oraligning istalgan chekli
qismida xos ma’noda (Riman ma’nosida) intcgrallanuvchi bo‘lsin.

Ma’lumki, jf(x)dx xosmas integral ushbu [(10.2) ga q.] tenglik

orqgali aniglanar cdi:

j J(x)dx = lim j £ (x)dx . (1)

l—)a-m T
Bunda ¢ bilan 7larning bir-biriga bog‘liq bo*Imasdan o‘z limitlariga
intilishi talab gilinadi. ¢ va 7larning bir-biriga bog‘liq bo‘lmagan (1)

limiti mavjud bo‘lmagan, ya’ni I S(x)dx integral uzoglashuvchi

-0
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bo‘lgan holda 7 va 7 lar =7 sharini ganoatlantirib, oz limitlariga
intilganda (1) limit mavjud bo‘lishi ham mumkin. Shuning uchun bu
holni garash muhim ahamiyatga ega. Masalan,

o r 2 |

| xdx = tim xx =im - {' = lim - L oz 3
Te3=oo Fomeo 3T T3—a 2

fares fosbea T R t—yteo

Bu limit mavjud emas. Agar r va t lar ¢=-7 shartni

qanoatlantirsa, u holda lim (32 -7} =0 bo‘ladi.

Fbtomr

12.3- ta’rif, Agar t=—T bo‘lib, t 5> 4= da j F(x)dx fodaning

itmiti mavjud va chekli bo‘lsa, J' Ff(x)dx uzoglashuvchi xosmas

e

mtegral bosh giymat ma’nosida Koshi ma’nosida yaginlashuvchi

=t s .
deyilib, rl_l’rg J' f(x)dx limit esa I Fix)dx xosmas integralning bosh

giymati deyiladi va V.P. J S{x)dx kabi belgilanadi.
Demak,
V.P. j fx)dx = fim f Fix)dx .

Bunda V.P. belgisi fransuzcha «valcur principialen — «bosh
qrymat» so‘zlarining birinchi harflarini ifodalaydi.

12.2- eslatma. I S(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘isa,

u bosh gqiymat ma’nosida ham yaqginlashuvchi bo‘ladi va ular bir-

biriga teng bo‘ladi. Lekin j f(x)dx xosmas integraining bosh giymat

ma’nosida yaqginlashuvchi bo’lishidan uning xosmas ma’noda
yaginlashuvchi bo‘lishi har doim ham kelib chigavermaydi.
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12.3- eslatma. fYx) toq funksiya bo‘lsa, har doim
bl ]
v.P.J fx)dx=lim [ f(x)dr =0

bo‘ladi.
Agar f(x) juft funksiya bo‘lsa,

400 I l 0
V.P.j S@dx =lim [ £(x)dx =2 lim j J)dx =2 lim [ /(x)ddx
e {=heo 5 1 =too ) l~)1«_‘
bo‘ladi.

4] oo
Shuning uchun Jf(x)a’x va J'_/'(x)dx integrallarning birortasi
—oa 0

uzoglashuvchi bo‘lsa, V.P. j F(x)dx ham mavjud bo‘lmaydi.

Ma’lumki, (—o0;+20) ning istalgan chekli gismida xos ma’noda
integrallanuvchi ixtiyoriy f{x) funksiyani (shu funksiya kabi
xossalarga ega bo‘lgan) juft va toq funksivalar yig'indisi shaklida
tasvirlash mumkin:

S(x)=@x)+yp(x) .

.[(x)+.f(_x) -——juft funksiya, W(x) = ,f('x)_.f(_x)

bunda =
u o(x) 5 )

— toq funksiya. 12.3- eslatmaga asosan, agar T(p(x)dx integral
yaginlashuvchi bo‘lsa, -
V.P.] fx)dx = T(p(x)dx (2)
bo‘ladi. - -
12.16- misol. V .I’l xfils() dx integralni toping.
Yechilishi. Integral ostidagi f{x) funksiyani ushbu

S)=

x+5 5 x
xX2+16 x*+16 x +16
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ko‘rinishda tasvirlaymiz, bunda @(x)= Tiﬁ — juft funksiya,
X

X
ViN=08

x+5 5 5
rr S]] a5
+16 X +16 0 X +16 4| 4
12 17- misol. V.P. j mtegralm toping.
Yechilishi. Integral ostidagi f{x)= —21_—|_—4 juft funksiya bo‘lgani
X

uchun, 12.2- eslatmaga asosan,

i

VP —— =2 e =D al”Ct
x+4 J.x +4 g v 27

Demak, Ix’ﬁ — xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lgani

- uchun bu integral bosh giymat ma’nosida ham mavjud va ularning
qtymati bir-biriga teng.

4.2. Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining bosh
_qgiymati. f{x) funksiya {4;b] kesmaning ¢ (a <e < b) nuqgtasidan
' tashgari hamma nugtalarida aniqlangan bo‘lib, (a;c) va (¢;b) ning
gismidan iborat bo‘lgan istalgan kesmada integrallanuvchi bo‘lsin.
U holda agar

llm[ [ fde+ | f(x)dx]

CcHE

- limit mavjud va chekli bo‘lsa, f{x) funksiya [a;b] kesmada Koshi

ma 'nosida integrallanuvchi deyiladi va limitning bu giymati
integralning Koshi ma 'nosidagi bosh giymati deb ataladi va u

]
VP flx)dx
kabi belgilanadi.
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Demak,

v.P. j F(x)dx = llmi: | #Geydx+ | f(x)dx}

X+e

i)
12.4- eslatma,. J f(x)dx xosmas integral vaqinlashuvchi bo‘isa, u

a

holda n bosh gqiymat ma’nosida ham yaqinlashuvchi bo‘ladi va ular
b
bir-biriga teng bo‘ladi, I J(x)dx lekin xosmas integralning bosh

(iymat ma’nosida yaginlashuvchi bo‘lishidan uning yaqinlashuvchi -
bo‘lishi har doim ham kelib chiqavermaydi. '

b
12.18- misol. I . {(a<c<b) integralning xosmas integral
x—c
ma’nosida mavjud emasligini, bosh giymat ma’nosida esa

mavjudligini ko‘rsating.
Yechilishi. Xosmas integralning ta’rifiga ko‘ra,

s T | ]t oo

£ X-—cC £=0 .
&0 e e UHEs

llm[lne —In(c - a)+In(b—c)-Ine, ]—hm[]n'E +ln£7—c:l.

sz—>0 £y

, £ '

11_1'3 In "—8' — mavjud emas. Shunga ko‘ra, berilgan xosmas integral
I

£,—0 2

mavjud emas. Lekin £ =¢, =¢ shartga ko'ra lin})ln% =0,
| 5
Demak, berilgan integral xosmas integral ma’nosida mavjud
emas, lekin bosh giymat ma’nosida mavjud va u
b
V.P.j-ﬁ —m2=e.

c—a
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Mustagqil vechish uchun misoliar

Integrallarning vaginlashuvchiligim isbotlang:

12.1. J 122 JJ- 12.3. f ro

2 t

124, I__iix_ 2 j 16+% 12.6 I__ifx_._.
3 X +arctgy > A TR SR & I T

jsm e f _dx jﬁs_mj_)
12,7, oS ¥ \/— 12.8. ATCCOS X 129. \3/—

o

12.10. J "'“l
Integra]]ammg uzoqlashuvchili gini isbotlang;

o f _dx j__ir_ﬂ.
12.11. l( ) 12.12. 1(I+ ) 1213, eosx

2
x—2 In{sin x)
— . - = X,
| 12.14. _!‘xs i1 4 12.1 ’{x iny

5

¢ xlidx

' 1zte. | e

Xosmas integrailar o ning qanday qiymatlarida absolut va shartli

yaginlashuvchi bo‘ladi:

w

j——{i---sin—ldx T—-E— cos-—l-—abc
1217, 1l Uy - 12,18, 1% Pl

\ :
1219, I mtgxcos— . 12,20, | te"x cos(etgryds.
o

1

Sm Lac pm, f;f*-—sm d.

[

12.21.

I
L]
I
m\‘
123 ! e
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Xosmas integrallarning Koshi ma’nosidagi bosh giymatni toping:

4o 400
12.24. V.P.fcosxdx. 12.25. V.P._[arc\g.\- dx -

12.26. ij X3 .

) x? 425
marclg-— e dx dx
12.27. 2 ... 12.28. V.P. . 12.29. VP
4
12.30. V_p,j 1231 ijxtgx 2.32. VP]
X7 = Mxlnx
~4
2.33. . 1234, V. P
\{ 3y j 2 (x— 6)
12.35. ¢ ning qanday giymatida ushbu integral V.7, I
Y

mavjud?

Misollarning javoblari

12.17. o > -1 da absolut yaginlashuvehi. =2 < £ -1 da sharthi
yaginlashuvchi, 12.18. o>—1 da absolut vaginlashuvehi,
=3<a <1 da sharth yaginlashuvehi. 12,19, 0> -2 da absolut
yaginlashuvchi, -3<a <=2 da sharth yaqginlashuvchi. 12.26.
a>-1 da absolut yaqginlashuvchi, =2<a<-1 da sharthi
yaqinlashuvchi. 12.21. & > —1 da sharth yaginlashuvehi. e € 1 da
uzoglashuvchi. 12.22. a >0 da absolut yaginlashuvehi, 1< <®
da sharth yaginlashuvchi. 12.23. a>1 da absolut yayinlashuvehi.
a < -1 da sharthi yaginlashuvchi. 12.24. Mavjud emas. 12.25. 0.
12.26. . 12.27. 0. 12.28. 0. 12.29. _i. 12.30. ;m‘:. 12.31.

-7in2. 12.32. In2. 12.33. 0. 12.34. Mavjud emas. 12.35. a>-—1.

217

www.ziyouz.com kutubxonasi



1V BOB

PARAMETRGA BOG*‘LIQ BO‘LGAN
INTEGRALLAR

Matematika va matematik fizikaning ko‘p sohalarida parametrga
bog'liq bo‘lgan integrallar asosiy apparat sifatida ishlatiladi. Shuning
uchun biz bu bobda parametrga bog‘liq bo‘lgan integrallarning
funksional xossalarini o‘rganish bilan shug‘ullanamiz.

13- §. Parametrga bog‘lig bo‘lgan xos integral tushunchasi
f(x.y) funksiya M ={(x,y)e R*: xe [a;b],y€ E c R} to*plamda
berilgan bo‘lib, y ning £ to‘plamdan olingan har bir tayinlangan
giymatida, f{x,y) funksiya x ning funksiyasi sifatida {¢;b) da (xos
ma’noda) integrailanuvchi, ya’ni

_b[f(X,J")dx

integral mavjud bo‘lsin. Bu integral y o‘zgaruvchining E dan olingan
giymatiga bog‘liq bo‘ladi va uni

b
1) = [ fx,p)dx (13.1)

deb belgilaymiz. Odatda (13.1) integral parametrga bog ‘lig bo ‘lgan
integral, y o‘zgaruvchi csa parametr deb ataladi.

13.1-misol. f(x,y)=cosxy funksiyaning x o‘zgaruvchi bo‘yicha
[a;h] dagi integrali y ning funksiyasi ckanligini ko‘rsating, bunda
y#0.

Yechilishi. [(x,y)=cosxy funksiya y ning E=R\{0}
to‘plamdan olingan har bir o‘zgarmas qiymatida, x o‘zgaruvchining
funksiyasi sifatida [4;6] da xos ma’noda integrallanuvchi, ya’ni

b b
Jcosxydx ! J.cos xyd(xy) =
Yo

a

sinby —sinay

Demak, integral £ =R\{0} to‘plamda berilgan
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_sinby —sinay

1(y)

funksiyadan iborat bo‘lar ckan.

I(y) funksiyaning funksional xossalarini (limiti, uzluksizligi,
differensiallanuvchiligi, integrallanuvchiligi va h.k) o‘rganishda,
(13.1)integral ostidagi f7x,y) funksiyaning y bo‘yicha limiti va unga
intilish xarakteri muhim rol o‘ynaydi.

13.1. Limit funksiya. Tekis yaqinlashish. Limit funksiyaning

wzluksizligi. f(x,y) funksiya M={(x,y)e R*: asx<b,
ye Ec R} to‘plamda berilgan bo‘lib, y, csa E to‘plamning limit
nuqtasi bo'lsin. Agar y — y, da f(x,y) funksiyaning limiti mavjud
bo‘lsa, bu limit x o*zgaruvchining [«; 5] dan olingan giymatiga bog‘liq
bo‘ladi, ya’ni lim f(x,y)= f(x,y,) = @(x).

rray

13.1- ta’rif. Agar Ve >0 olinganda ham, Vxe{a;h] uchun
shunday & =6(g,x) >0 topilib, y—y, <96 tengsizlikni qanoatlan-
tiruvchi Vye E uchun

f(x»y‘)—(P(x) <&
tengsizlik bajarilsa, ¢(x) funksiya f{x,y) funksiyaning y — y, dagi
limit funksiyvasi deyiladi.

f(x,y) funksiya M to‘plamda aniqlangan bo‘lib, e esa F
to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

13.2- ta’rif. Agar Ve >0 olinganda ham, Vxe[¢,h] uchun
shunday A=A(g,x)>0 topilib, y >A tengsizlikni qanoatlanti-
ruvchi Vye E uchun

J(xy)-ox) <€
tengsizlik bajarilsa, @(x) funksiya /(x,y) funksiyaning y — +oo dagi

limit funksiyasi deyiladi.
13.2- misol. f(x,y)=x%arctgy funksiya

M ={(x,y)e RZ:OSxS],OSysZ}
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r
to‘plamda berilgan bo‘lsa, ¥ — 4 da f(x,y)=x"arctgy funksiya-

ning limit funksiyasini toping.

4
Yechilishi. Ravshanki, v—',  da f(x,y)=x"arctgy

funksiyaning limiti @(x)=x* bo'ladi. V& >0 sonni olaylik. Agar

6 =¢ desak, u holda ’V—Z <& tengsizlikni ganoatlantiruvchi

n
Vyve [0 4] va Vxe[0,1] lar uchun

F(x,y)—@(x) = xfarctgy —x? = x* arcigy—1 =

2

T
= x* arctgy - arctg 4 < y- 4 <d=¢

munosabat o‘rinli bo'ladi. Demak, 13.1- ta'rifga ko‘ra, y — Z da

S(x,v)=x*arctgy funksiyaning limit funksiyasi

@(x) = lim x?arctgy = x*
3

y>
4

bo‘ladi.
13.3- misol.  f(x,y)=(1~-x)arctgx” funksiya M ={(x,))e R*:

:0<x<1,0<y<l} to‘plamda berilgan bo‘lsa, y —0 da bu
funksiyaning limit funksiyasini toping.
Yechilishi. Agar x o*zgaruvchi tayinlangan bo‘lsa,

imx' =1 lim(l—x)arctex’ = = (1—x)=
{mx =1, I‘_l_l;r(}(l x)arctgx 4(l x)=@(x).

Hagiqatan ham. Ve > 0 songako‘ra, 6 =log_(1-¢), (x#1) dcb
olinsa, unda y-y, = ¥ <8 tengsizlikni ganoatlantiradigan

Vy e [0;1] uchun
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S(xp)-e(x) = |(1-x)arctgy” ~ z (1-x)|=[1 —xf‘arctgx-" —arctgli <

<1-x <=5 = —(1-g) =¢

tengsizlik bajariladi. Demak, 13.1- ta’rifga asosan y — 0 da berilgan

n
Fix,y) funksiyaning limit funksiyasi @(x) = '4‘(1 - x) bo‘ladi.
13.4- misol. f(x,y)= 13 cos funksiya M ={(x,y)e R*:
X ¥

10 <x <1, 0< y <o} to*plamda berilgan bo‘lsa, ¥ — +e da berilgan
funksivaning limit funksiyasini toping.
Yechilishi. Agar x o‘zgaruvchi tayinlangan bo‘lsa,

] x 1
lim ' cos - =-3 =¢(x)
portes X y X

bo‘ladi. Hagigatan ham, g = { songaasosan, A = —1 - debolinsa,
2xe

unda y1> A tengsizlikni ganoatlantiruvchi ¥y € (0;+e0) uchun

| 1 1
-3 €08 = |=2-7isin ‘ sm——<—-——-- <g
|2 y x| x| 2y 2xy’

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, ta’ rlfga asosan, y—)-[-oo da

F(x,) ————-cos funkSIyanmg limit funksiyast ¢(x)= , bo‘ladi.
v

13.1- eslatma. Yugorida keltirilgan 13.2- misolda limit funksiya
ta’rifida & =€ bo‘lib, y fagat £ gagina bog-lig. 13.3, 13.4- misollarda
esa =log, (I-x), A= - bo'lib, y berilgan £>0 bilan birga

J2xe

garalayotgan x nugiaga ham bog‘liq ekanligini ko‘ramiz.

Limit funksiya ta’rifidagi d >0 ning garalayotgan x nugtalarga
bog'liq bo‘imay, fagat £ > gagina bog'liq ravishda tanlab olinishi
mumkin bo‘lgan hol, muhimdir.
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13.3- ta’rif. f(x,y) funksiya M to‘plamda berilgan bo‘lib, uning
y =y, dagi limit funksiyasi @(x) bo‘lsin. Agar Ve >0 olinganda
ham 36 =8(¢)>0, y~y, <& tengsizlikni qanoatlantiruvchi

Vye E va Vxe[a;b] uchun

J(x,p)-o(x) <&
tengsizlik bajarilsa, f7x,y) funksiya [a;b] da o‘z limit funksiyasi
@(x) ga tekis yaginlashadi deyiladi.
13.4- ta’rif. f(x,y) funksiya M to‘plamda y — y, da ¢(x) limit
funksiyaga ega bo‘lsin. ¥4 olinganda ham, shunday

£>0, x,e[a,h] va y-y, <8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi
¥y, € E topilib,

.f(X0~.V|)"‘P(Xo) 280
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f7x,y) funksiya @(x) limit funksiyaga notekis
vaginlashadi deyiladi.

Yugoridagi keltirilgan 13.2- misolda berilgan funksiya o‘zining
limit funksiyasiga tckis yaginlashuvchi, 13.3- va 13.4- misollarda
esa notekis yaginlashuvchi bo*ladi.

J(x.y) funksiya M to‘plamda berilgan bolib, y, esa £ to‘plamning
limit nuqtasi bo‘lsin.

13.1- teorema. f(x,y) funksiya y — y, da ¢(x) limit funksiyaga
cga bo‘lishi va unga tckis yaginlashishi uchun. ¥g >0 olinganda
ham x ga (xe[ab]) bogliq bo‘lmagan 3§>0 topilib,
Y=y, <8, ¥y =y, <& tengsizlikni qanoatlantiruvchi V), ye E va

Vxe[a,b] uchun f(x,3)— f(x,5") <€ tengsizlikning bajarilishi

zarur va yetarli.
13.2- teorema. Agar f(x,y) funksiya y ning E to‘plamdan olingan

har bir tayin qiymatida x o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,b]
da uzluksiz bo‘lsa va y -y, da f({x,y) funksiya ¢(x) limit
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funksiyaga tekis yaginlashsa, u holda @(x) funksiya ham [a,b] da
uzluksiz bo‘ladi.
2

13.5- misol. Ushbu f(x,y)= 7 = , a>4 funksiya
I+ v%x

M ={(x,y)€ R* : xe R,y e (0;+)}
to‘plamda berilgan bo‘lsin. y, — +eo da f{x,y) lunksiyaning limit
funksiyasini toping va uni tekis yaqinlashishga tckshiring.
Yechilishi. Agar x=0 bo‘lsa, Vye (0;+0) uchun f(0,y)=0
bo‘ladi. Agar x # 0 bo‘lsa, Vy € (0;+e0) uchun
. 2t 2y x 2y? 2
Sap= 5 <7 = e f,
1+x7y x y* xy xy
bo‘ladi. Bundan I‘i__m flx,»)=0.
. ) L. Ry ) - Zyzx
Shunday qilib, M to‘plamda berilgan f(x,y)=
' I+ y%x?
funksiyaning limit funksiyasi @(x)=0 bo‘lar ckan. x#0 uchun

1+ y%x? 2 ZyE]xl tengsizlik o*rinli.
. 1 .
Ve >0 berilganda A—;—:@ deb olsak, u holda y>A ni

ganoatlantiruvehi Vy € (0;+4<0) uchun

2v°x 2y* x 1
X, ¥y} —@(x) = - < = <§g
[ = " =

2%l y
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, yxe g uchun y — +oo da berilgan
Sf(x,y) funksiya o‘zining @(x)=0 limit funksiyasiga tekis
yaginlashadi.

13.6- misol. Ushbu

1
f(x,y)= yy:xz M ={(x,y)e R :xe [-1;1},y & (O;os)},
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funksiyaning limit funksiyasini toping va unga intilish xarakterini
aniglang:

|
14+
Yechilishi. fim /(xy)= lim - .= p(x)=1. Ve >0 songa
ke oo X
y

ko‘ra, A= 1 deb olsak, u holda y > A tengsizlikni qanoatlantiruvehi
€
Vy € (0;+90) uchun

y+1
)

2
=l X <l<£

I <
y+ xz y

Sxy)—o(x) =

p+x
tengizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, frx,y) funksiya ¢(x)=1 limit
funksiyaga tekis yaginlashadi.

13.7- misol. Ushbu funksiyaning limit funksiyasini toping va unga
intilish xarakterini aniglang:

. . )
S, y)=y-sin  ,M={x,y)e R :0<x <400,y (0;400)}.
Xy

Yechilishi. Ma’lumki. 10 da sinz~ (. Buni ¢’tiborga olgan

L . ..
holda, y -+ da ysin  ~y ! . Berilgan funksiyaning y — +oo
vx T oyx
|
dagi limit funksiyasi (0,+e0) da @(x)= . funksivadan iborat.

. . T .
0<x<1 da ysin funksiya y —4eo da ! limit funksiyaga
X X

cr e . i
notekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Hagigatan ham, x, = deb olsak, u
y

holda

Lo i .
S ) =px) = ysin_~ = ysinl-y =

1 1
=y(l-sin)21-sinl=g, y21.
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1 1
Shunday qilib, y = +e da ¥ sm}; funksiya (0;1] da @(x)= <

limit funksiyaga notekis intiladi, 1< x <+e da esa tekis intiladi.

Haagigatan ham, V& >0 songa ko‘ra, A = 1 deb olsak, u holda

£
¥ > A tengsizlikni qanoatlantiruvchi ¥y e (0;+4<c) uchun
ysin—l--- —l‘ = ylsin -1—-—1—‘ <— );—;L < -1—-<£,
yoXx ¥ ovxy 2y'x

2
* chunki V¢€ R uchun [sins -7 < g— tengsizlik o‘rinli.

13.2. Parametrga bog‘liq bo‘lgan integrallarning xossaléri. ftx.y)
funksiya M ={(x,y)e R* :xe[a,b],ye E c R} to*plamda berilgan

bo‘lib, y, shu E to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.

' 13.3- teorema (integral belgisi ostida limitga otish). Agar f{x, v}
funksiya:

1) y ning E to‘plamdagi har bir tayin giymatida x ning funksiyasi

sifatida [a:8] da nzluksiz bo‘lsa;
2) y > y, da ¢(x) limit funksiyaga ega va unga x ga nisbatan
tekis yaginlashsa,
I h
lim (y) = lim [ /¢, y)dx = [ torde
y=*¥qy Y=¥y p .

~ tenglik o‘rinli, ya’ni parametr bo‘yicha integral belgisi ostida hmitga
o tish mumkin.

13.8- misol. lim J {x” +cos” xy)dx ni toping.
=

Yechilishi. 1) Integral ostidagi f(x,y)=(x" +cos’ xp)
funksiyaning Af ={(x,y)e R? :xe[-m; n],ve [-1; 1]} da uzluksiz-
ligi ravsham.

2) Limit funksiyani topamiz: lvigg(x2 +cos’ xy)=x"+1.

Demak, limit funksiva ¢(x}=x"+1 ekan. Ve >0 olinganda,
o= ~—; deb olinsa, ¥x e [-x;x] va ¥y e [-1;1] uchun
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f(x,9)—@(x) = x* +cos’ xp—x* ~1 = cos’ xy—1 =
=sin?xy S xy’ <€ '

bo‘ladi. 13.3- teoremaga asosan,

tim | (x* +cos® xv)dx = J. Ilm(x +c0s’ xy)dx = I * +Dddx =
»—30

- -x

= 2]:(x2 +1)dx = 23” (7 +3).

13.9- misol. Ushbuintegralda limit belgisini integral ostiga kiritish
mumkinmi:

2
im[ %Y 9

09 (¥ +x%)
Yechilishi. Faraz gilaylik, limit belgisini integral ostiga kiritish

. . . 2xy?
mumkin bo‘lsin. U holda, tayinlangan x lar uchun lim Xy ) =
r—0 (V +x° )
ckanini ko'‘rish giyin emas. Demak,
| 2
2— -
im Y dx=

bo‘ladi. Endi integralning giymatini hisoblab, so‘ngra limitga
o‘tamiz:

( 2xy (407 +x*) y¥oa_ 1
'[(y2+ 7y _yj(y 2 Pt el
0
lim ! =1
\—)(ly + 1 ”
Shunday qilib, limit belgisini integral ostiga kiritish mumkin ecmas

. 2xy? . .
ekan, chunki /(x,»)= (y2 +x2)? funksiya (0;0) nuqtada uzilishga

egava M ={(x,y)e R*:xe[0; 1],y [~1; 0)U(0; 1]} to‘plamda esa
o‘zining limit funksiyasiga tekis intilmaydi.
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2 In(x+ y)

13.10- misol. "ﬂ]’w!l (2 + %) integralni hisoblang.

In(x+ y)

n(e + %) funksiya tayinlangan y (y >1)

Yechilishi. /(x,y)= |
. i
da x bo‘yicha [I; 2] da uzluksiz va y — +oo da f(x,y) = 5

|
Hagiqatan ham. Vxe[I; 2] va y > Ver -1 bo‘lganda,

2x|y|
R T e D
lIn(x*+y%) 2 \ZIn(xZ+y2) TPy IR+ Y
2y !

T+ ) In(d+y)) T In(1+ %)

bo‘ladi. Shunday qilib, V& >0 songa ko‘ra, A= ef —1 debolinsa,
|y|>A va Vxe|l; 2] lar uchun

In(x + 1 !
( 2 yz) 1 . <e
In(x*+y*) 2 In(l+y°)
tengsizlik bajariladi.
Demak, 13.3- tcoremaga asosan, parametr bo‘yicha integral ostida
limitga o‘tish mumkin, ya’ni
2

. In(x+ y) L In(x+y) |
lim j 2 2 '=I lim s = .
red In(x” +y%) Lo In(x” + y°) 2
13.11- misol. Ushbu limitni hisoblang:

f

limJ-ln(l+x+ysmx)dx
y0e l+x
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Yechilishi. f(x,y):ll-lmllx—) funksiya tayinlangan

l+x
ye[0;1] larda x bo‘yicha {0;1] da uzluksiz va y -0 da
o(x )_% dl ga tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

Hagigatan ham, Ve > 0 songa ko‘ra, § =¢ deb olsak,

|f(x ¥)- (p(x)| !h1(1+x+}smx) ln(1+x)

} 1+x 1+x
" s sin
I 1n(1+yS‘“x)~_<y| Ji|<y<£.
1+x 1+x (1+x)

¥ Demak, 13.3- teoremaga asosan,

: 2
lim I‘ﬂ(_l_‘"%"‘y?l‘l@ dx = ]jm Infl+x + ysinx) dx = In"2 .
-0y 1+x L y=0 1+x 2
13.4- teorema (Integralning parametr bo‘yicha uzluksizligi). Agar

f(x,y) funksiya M={(x,y)e R*:xe[a¥], ye [c d}} to‘plamda
berilgan va uzluksiz bo‘lsa, u holda

I(yy= If (x, y)dx
funksiya y bo‘yicha [¢,d} da nztuksiz bo‘ladi,

2

| 13.12- misol. )= j—'_}"{_—dx yel]] integralni

:{(x,y)e R :xe[01], ye [0,1]} to‘plamda uzluksizlikka
tekshiring.
2

. .
HH = x, | —J M “ M .
Yechilishi. f(x,¥) e +y2 +1 funksiya M to‘plamda uzluksiz

13.4-teoremaga asosan, Iy} funksiya [(;1] da uzluksiz bo‘ladi,
Hagigatan ham, :

2+ y2

14 y*

I{y)= Ix Ty _-I-_ldx —1n|l+x3+y2H:):—

funksiya [0;1] da bo‘yicha uzluksiz.
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13.2- eslatma. Agar f(x,y) funksiya M ={(x,y)e R*:
i x € [a:h], v € [c;d]} to'plamda uzluksiz va y, € [¢;d] bo‘lsa, uholda
b b
fim [ £(x, y)dx = [ lim f(x, y)dx
Y=y, " . Ty
formula ofrinli.
1 o 14
13.13- misol. lim [ ¥’ +y? dv,ye [<L1] ni toping. i+ e
=
-1

Yechilishi. Integral ostidagi f(x,y)=./x>+y* funksiya
M={(x,y)e R*:xe[-L;1],ye [-1;1}} to‘plamda uzluksiz va
¥, =0e[-1;1] bo‘ladi, u holda, 13.2- eslatmaga ko‘ra,

_lvi_rél‘sli.ldx2+y2dx=£i_r3j x2+y2dx=:1[|x;’dx=1.

13.5- teorema (integralni parametr ho‘yicha differensiallash).
f{x.y} funksiya M ={(x,y)e R* .xe[a;bl,y€[c;d]} to‘plamda
berilgan va y o‘zgaruvchining [c¢;d] dan olingan har bir tayin
givmatida x o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida [az;#] da uzluksiz
bolsin. Agar f(x.y) funksiya M to‘plamda f ' x,y) xususiy hosilaga
ega bo‘lib, u M da uzluksiz bo‘lsa, u holda

B
1) = [ f(x,y)dx
funksiya [c;d] da I'(y) hosilaga ega va ushbu
' b
I'(y)=[ £ x,p)dx

tenglik o‘rinli. Bunga Leybnis goidasi ham deyiladi.

13.14- misol. /(y)= [ In(y’sin’ x)dx funksivaning I’(y)

4:-|a&_....=|;-‘

" hosilasini toping.
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Yechilishi. Integral ostidagi f(x,y)=In(y*sin’ x) funksiya

3
M={(x,y)e R':xe [%,Tx], O<y, Sy<y, <+oo} to‘plamda uz-

luksiz hamda f'(x,y)= 2 hosilaga ega va u ham A da uzluksiz. U
JJ'

holda 13.5- teorema bo‘yicha (va'ni Leybnis qoidasini go‘ltash
mumkin):

3z ix
AT 1(y)=j(ln(yzsmzx))vdx=zjdx=£.
ks "' j T . ¥ T ¥y e LA
4

3

13.15- misol. I(y)= |In(sin’x+y’ cos’ x)dx, y#0 integralni

2 3 | B

~l&lisob]:amg.

4 Yechilishi. y>0 va y=0 bo‘lmasin. f(x,y)=In(sin’x+

:f‘yz 0052 .I) funkSiya M= {(xsy)e R2 xe [0,%], ye [ynyz ]} to‘p‘

o 2ycos’x )
lamda uzluksiz, ay =5 7 2. hosilaga ega vauham M da

uzluksiz. U holda, 13.5- teoremaga asosan,

f _ 2ycos’x

¥ sin’ x + y° cos® x

bo‘ladi. Bu integralni hisoblash uchun r=tgx almashtirishni olamiz.
Unda

, N dr 2y 1 1
I'tny=2y = - dt =
(v) '}I(t2+l)(t2+y2) yz—l'!(t2+l .'.‘2+sz

0

CI'y)=

2y
y -1

_ T

_y+1

arctgs — l arctg 2
y ¥

0
"boladi va bu yerdan Iy ) topiladi:
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I(y)y=rln|y+1+C.
y>0 bo‘lganda, J{y) uzluksiz va I(1)=0 bo‘lgani uchun

+1
C=-nln2. Demak, y>0 bo‘lganda, I{y)=7xln yT I(y) juft
funksiya ekanligini hisobga olgan holda, y # 0 uchun

i+l
f(y):mni—Jf-'z—

ifodani hosil gilamiz.

1
13.16- misol. I(y)=jarctgf-dx funksiyaning y=0 nuqtadagi
0 ¥

hosilasming mavjud yoki mavjud emasligini tekshirishda Leybnis

goidasidan foydalanish mumkinmi?

Yechilishi. >0 bo‘lganda, berilgan integralga Leybnis qoidasini

go‘llash mumkin bo‘lsin deb, faraz gilamiz:
¢ xdx 1 ¥
ry)=-[+—=-l-2—.
2 X +y 2 1+y
Endi berilgan integralni bevosita hisoblaymiz:

I
i
I(y)= jarctg Y= xarctg x
»|0

] :
=g
)y +x v

1 2
—arctg +— yln———-
y

_y 2
ln +
e x) 27

Agar integral ostidagi f(x, y)}=arctg hd funksiyaning y=0 va y>0
¥

dagi giymatini Z ga teng desak, u holda 7 (O)_— Demak, I{y)
2

funksiya y=0 nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
I{y) funksivaning y=0 nuqtadagi hosilasini ta’rif bo‘yicha
topamiz:

Joy-d) . "y +;ln1y- -3
I'(0)=tim W =TO) _ 2 2
¥ v

y—0 y

Bu limitni hisoblashda arctgx ning |x|>1 bo‘lgandagi
~ yoyilmasidan foydalanamiz: : -
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i

E_ 2,1 ¥y y’ i
—=y 4=y = +=In -
RS 2yt 2
¥
Shunday qilib, berilgan /1y ) funksiya y=(nugtada chekli hosilaga
ega emas. Buholda Leybnis qoidasini go‘llash mumkin emas, chunki

JHx, 1) =—— x_i_ funksiya (0;0) nugtada uzulishga ega.
’ ¥

1(0)=lim
0

2z
x s
13.6- teorema (integraini parametr bo‘yicha integrallash). Agar
Sz ) funksiva M = {(x,y)e R xe [a;b], yele;d]) to'plamda

uzluksiz bo‘lsa, u holda
) d a1 b & d
EE jI Ny = J[Jf (x,y)dX] dy=fax| f(x,y)dy *)

cLa

formula o‘rinli, ya’ni integral ostida parametr bo*vicha integrallash
 mumkin. ' : S
13.17- misol. LJshbu integralni hisoblang:
L Y2 M
J=Jeostn Y (3,50, p,>0). ¥
" x Inx -

Yechilishi. Ravshanki, x>0 da

¥ _uh ¥,
f_.._f.__. = Ixydy R
: Inx 5
- Bu tenglikni e’tiborga olib, berilgan integralui quyidagi
/ ko‘rinishga keltiramiz: '
. 1 ¥
J =jdxjx" cos(ln--]-)dx .

0 n . *

Bunda f(x,y)=x" cos(In -x-) funksiva M ={(x,y)e R*:0<x <1,
¥, Sy <y,; to'plamda uzluksiz { f(0;1)=0 deb qaraymiz). Shuning
uchun, 13.6- teoremaga ko‘ra

1 ¥, ¥ i
J= jdxjxy cos(In l)a’x = Idijy cos(In —1~-)dx
o Edl x b ¢ *
deb yozish mumkin. Keyingi ichki integralda x =e™ almashtirish
bajarib, quyidagiga ega bo‘lamiz: S
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L3 e
J= Idy I e costdt.
i N : » ]
Endi J, = [e"**"costds integralni ikki marta bo‘laklab
0
integrallash natijasida, /, ga nisbatan chizighi tenglamani hosil qrhb

undan J =— y+l

(1P +1

y+1
(y+l) +1

integralga ega bo‘lamiz, bundan
Jlen‘iy2+2y+2H i y—-—l t2,%2
2 2 ¥ 42y, 42
kelib chigadi.
13.18- misol. Quyidagi integrallar o*zaro teng bo‘ladimi:
L

.[ dxj J dyf ——--4_--5, dx?

0 0
Yechilishi. Integral ostidagi f(x,y)=..(L*—"f)--sr funksiya (6;0)
X4

nugtada uzilishga ega. Shuning uchun 13.6- teorema o*rinli bo‘lmaydi,
Hagqigatan ham, :

Jl‘ y—x x __ L
s+ (+y) | A4y
j y_x J = 1 [=—1~‘
» (L+ ) i+y || 2
1
—-x 1 x 1
J-._y 3dy= + JE— Z
o (x+y) y+x (x+y) (1+x)
I P U
s (1+x)? x+1 L 2
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Shunday qilib, bu integrallar bir-biriga teng emas.

Yugqorida biz ko‘rib o‘tgan intcgrallarning chegaralari o‘zgarmas
edi. Endi integralning chegaralari ham parametrning funksiyalari
bo'lgan holni qaraymiz. [f(x,y) funksiya M ={(x,y)e R*:
:x€[a,b] ye[c,d]} to'plamda berilgan. y o*zgaruvchining [c,d]
dagi har bir tayin giymatida ffx,y/) funksiya x o‘zgaruvchining
funksiyasi sifatida [a,b] da integrallanuvchi bo‘Isin.

x=a(y) va x = f(y) funksiyalarning har biri [¢,d] da berilgan
va Vy e [¢,d] uchun

aso(y)SB(y)<b (13.2)
shartni ganoatlantirsin. Bu shartlarda
By
J S(x, y)dx (13.3)
a(y)
integral mavjud va u y o‘zgaruvchi (parametr) ning funksiyasi bo‘ladi:
Biy)
F)= | fGx,p)s.
aly)

Agar(13.3)da a(y)=a. B(»)=b (yelc,d]) debolsak,uholda
(13.3) integral (13.1) integralga aylanadi.

13.7- teorema. f(x,y )} funksiya M to‘plamda uzluksiz. a(y), B(»)
funksiyalarning har biri [¢,d] da uzluksiz va ular (13.2) shartni
qanoatlantirsin. U holda

Biy)

FY= | f(xy)ds

aiy)
funksiya ham [¢,d] da uzluksiz bo‘ladi.

13.8- teorema. f(x.y,) funksiya M to‘plamda uzluksiz, f;(x,y)
xususiy hosilaga ega va u ham M da uzluksiz, a(y), B(y)
funksiyalar esa a’(y), B'(y) hosilalarga cga hamda ular (13.2)
shartni ganoatlantirsin. U holda

By)
F = [ 10y

a(r)
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funksiya [c;d] da F'(y) hosilaga ega vau
By
Fiy)= | £nde+ B (BOYy)-' () f(@p).y) (13.4)

153
formula orqali topiladi.
giney
13.19- misol. F(y)= I chyx’dx funksiyaning F’(y) hosilasini
08 ¥
toping.
Yechilishi. f(x,y) = chyx2 fl]l'lkSiya M= {(x,y) e Rz :
:xe[a,b], yelo,o,]) to'plamda uzluksiz, f)(x,y)=x"shyx’
hosilaga ega va u ham M dauzluksiz, x =cosy, x =siny funkstyalar

[o;e,] da mos ravishda, x"=—siny, x"=cosy hosilalarga ega

hamda ular (13.2) shartni qanoatlanlziradi. Uholda (13.4) formulaga
asosan,
F’(y)=cosy ch(ysin® y)+siny ch(ycos® y)+ ST x*sh(3x™)dx
bo‘ladi. -
13.20-misol. F(y) = qujt?gxg dx funksiyaning F(y) hosilasini

Iy
toping.
Yechilishi. Integral ostidagi f(x,y)= 2% funksiya
_ X
M={(x,y)e R®: x#0,xe R, ye[o,e,]} to‘plamda uzluksiz,

. _ 1
fy(‘xyy) - l+

> hosilaga ega. x =2y, x=4y funksiyalar ham

[, ] da mos ravishda, x'=2, x'=4 hosilalarga cga va (13.2)
shartni ganocatlantiradi. Shuning uchun (13.4) formulaga asosan

4y I 2 2 2
Fn=| i.__dx Jarctgdy” arctgdy  arctgdy” —arctgdy”
2y

+x7y? y ¥y y
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o X+
13.21- misol. F(a):jdx J cos(x* +y* —a?)dy funksiyaning
0 X~
F'( «) hosilasini toping.
Yechilishi. Agar
Fx0)= [ cos® +y? —o)dy

-
deb belgilasak, u holda F(a):ff(x,a)dx ni hosil qilamiz.
Q

Ravshanki, f(x,y) funksiya uchun 13.8- teorcmaning shartlari
bajariladi. Bunga (13.4) formulani go‘Hasak,

Fl@)=[ f(x.a)dx+ f(a.a)
0
bo‘ladi, bunda
Fo(x,@)=cos(x® +(x+ ) —a*)+cos(x’ + (x —a)* —at*) +

X+

+20 I sin(x® + y* —a?)dy.

Shunday qilib,
Fl(@)= j cos v dy + ZJ'cos 2x? cos 2axdx +
4] 0
20 [ dx [ sin(® +y? — o Ydx.
0 xX—

13.22- misol. F(@)=[f(x+a,x-a)dx funksiyaning F'(a)
0

hosilasini toping.

Yechilishi. Integral ostidagi funksiyani f{,v) deb belgilaymiz,
bunda u=x+0o, v=x—a.Bu fly,v) funksiyau va vo‘zgaruvchilari
bo‘yicha uzluksiz xususiy hosilalarga cga, ya’ni 13.8- teorema
shartlarini ganoatlantiradi, deb faraz gilamiz. U holda (13.4)
formulaga asosan,
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Fo)= f2a,0)+ j(af wv) o (“"’))dx

d f L4 P .
bunda ZJ‘; = f.+/, ekanligini e’tiborga olsak,

boladi

Jor - s =2] flax- f o0+ fo-e)

. Shunday qilib,

Floy= fle—ay+2] fids
1]

Mustagqil yechish uchun misollar

Berilgan to‘plamda funksiyaning limit funksiyalarini toping:

13.1.

13.2.

13.3,

134

13.5.

ey = Ssingy; M ={(x,)e R : xe (0, 4e9),
y
e (0,4e0)}, y, =+ee
Flx n)"- M= {(x nye R*: xe[0,1], ne N},
n+x
=4co,

H,

Slxmy= ”[\ﬁ‘*—i —Jx )

M ={(x,n)e R*: x& (0,4), ne N},n,=+oo,

. f{x,n) w{xi -1 ],

M={(xne R xe[la],ne N}, ny=-oo,

. 1
Sxpy= 5" +—,
y

Mz{(xsy)e R2 L xXe R) yE (0,+°'°)}, y0=+°°
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13.6. f(x,n) = arctgnx;
M ={(x,n)e R*: x& (0,400}, ne N}, n, =+,

137, f(x,00=x cos——,
oax

M={(x,0)e R* : xe[0,2],€[0,2]}, 0z =+e0.

138. f(x.p)= \/;Siny,
M ={(x,y)e R : xe [0,+), ye (0,7)}, yo:g

13.9. flx,n)=nxsin’,
Fis
M={(x,m)e R® . xe R, ne N}, n,=+.

13.10. flr,m=n’x(l-x")", M ={(x,m)c R : x€[0,1], nc N}, n, = +eo.
Berilgan to‘plamda funksiyaning limit funksiyalarini toping va
yaqinlashish xarakterini tekshiring:

13.11. fx,m)y=x",
M={(x,n)e R* : xe [0,%], ne N}, ny=-oo,

-

13.] 2. f(x,n) =_f.1_f‘..:__,
n+x
M ={(X,PI)E R .}VE [1"+°°)9 ne N}a Py =+eo. |

13.13. f(X,R) =x" ——-x’”l,
M={(x,me R*: xe[0,1], ne N}, Ry = oo,

1314, f(xm)=x"—x",
M={(x,n)e R*: x€[0,1], ne N}, n, =+,

13.15. @) fm) =220 by flx,n)=sin’;
n 14

M={(x,m)e R* :xe R, ne N}, n, =+
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13.165a) f(x,n)=arctgnx; b) f(x,n)=xarctgnx;
VT M={(xm)e R 1€ (0,4), nE N}, 1, =os,

13.17:. a) f(x,n)=[l+)—f) , M={(x,n)e R*:xe R, ne N};
g H

:'!j. b) f.(xan)=(1+E'J ]
/ 7

C M ={(x,n)e R*: x e (a,b)~ chekliomlig, ne N}, m, =1,

5 '
13.18, f(x,fi)=f1[x" —1],
M={(x,n)e R : xe [La], ne N}, n, =4,

13.19. f(x,n)=nxe™,
M={(x,n)e R*:xe[01], ne N}, n, =+,

13.20. f(x,n)=nx(1-x)",
M={(x,m)e R : xe[0,1), ne N}, n, =+
13.21. Ushbu funksiyalarning & da uzluksiz ekanligini isbotlang:

1 Iy = Jsm ax‘dx; 2) (o) = j

I1+x +aixt

1
13.22, I(x)= jsign(x —a)dx funksiyaning R da vzluksizligini
0

isbotlang.
13.23. Limitlarni hisoblang:

11m \/“ xt o dx; hm —--dx hm 1+ x*dx;
L) ok 2) 75

) + o a—)l)

r

de G‘,;) . . 1 —Rsi-ne
4) Ll_l’fll Freeh o 5) llmJ dx; 6) gﬂ»»{[e ds.
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13.24. Ushbu liritlarnt integral ostiga kiritish mumkinmi: .

x
1

3
x ) xp
D lim | = *d 2y im | arctg ——dx 7
) ! e s )y—-)O:[ gl+}!

i }}

13.25. f(x) funksiya [e,b] da uzluksiz, @ <@, <x <b. kll :'
T |
lim~ [L/(+3)=FOM= 1= fle)
_ a )
ekanligini isbotlang. *
Funksivalarning hosilalarini toping:

1 3 3
13.26. I(y)= [sinyxdx. 13.27. I(y)= jf‘oﬂl’ﬂ dx.
b T x
jln(l )
X

o

4 eyx2
13.28. [(y)= j € dx. 1329, I(y)=
X
1

sin K

cosy )
L 1B3LIG= [ &

sin v

4 1330, I()= j

e’

C 1332 100 = | I+ () Y,
ya't :

13.33, I(y)= jdxjsm(x +y —a)dy.

-

1
13. 34. =0 bo‘lganda, /(@)= [In(x" +&’)dr funksiyaning
0

hosilasini Leybnis qoidasi bilan topish mumkinmi?

b . B .
13.35. j;;déE integralni (et >0) — parametr bo‘yicha
]

&

differensiallab, I 775 integralni hisoblang.

(x +a)
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13.36. (o) = I(x +a) f(x)dx funksiya berilgan, bunda f{x) —
0
differensiallanuvchi funksiya bo‘lsa, F{ o) ni loping.
1{1 171
13.37. | [ j [(x,@)do }dx va | [ [0 ]a’a integrallarning
0\ 0 o\ 0

teng yoki teng emasligini aniglang.
2 2

o _at-x , (2 2P -E
Agar: 1) .f(x,a)—(a2+xz)za 2) f(x,a)—(aras ]e

bo‘lsa.
Misollarning javoblari

13.1. p(x)=0. 13.2. o(x)=x. 13.3. @o(x)=

|
2Jx
b/
134. p(x)=Inx. 13.5. @(x)=x. 13.6. ¢(x)= s

13.7.¢(x) = x*. 13.8. <p(x)=‘/2§\/§. 139. (x)=x".

13.10. (x)=0. 13.11. @(x)=0 ga tekis yaqginlashadi.

13.12. ¢(x)=x7 ga tckis yaginlashadi. 13.13. @(x)=0 ga tckis
yaqinlashadi. 13.14. ¢(x)=0 ga notckis yaginlashadi.

13.15. a) @(x)=0 ga tekis yaqinlashadi; b) @(x)=0 ga notekis

i1
yaginlashadi. 13.16. a) ¢(x)= , &4 notekis yaqinlashadi; b)
(p(x)=x2n ga tekis yaginlashadi. 13.17. a) @(x)=e* ga tekis

yaginlashadi; b) ¢(x)=e* ga notekis yaqinlashadi. 13.18. ¢ (x)=Inx
ga tekis yaqginlashadi. 13.19. ¢ (x )=0 ga notekis yaqinlashadi.
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- id In3
13.20. qp(x)=0 ga notekis yaginlashadi. 13.23. 1) 1; 2) 1;3) 1;4) —]; :

)= ysiny-+cosy—1

5) 6)0 13.24. 1) yo‘q; 2) ha. 13.26. I( 7
. cos27y —cos y i PRI
1327, I'(n)=22222F 0 308 ron=S%
3y zy
2infi+y* , sin2y* —sin
13.29. I'(v)= —--L—--)‘ 13.30. (=27 "0F
y

cosy _ -
1331, | VI=2e i dx—sinye ™ —cos p- e,

it )
13.32. I'(»)= 4shy+y (arctg(y’e™ ) —arctg(y’e” )+

+(y+De’ In(1+vie®)—(y -De™ ln(1+y ™).

ala

13.33. I'(0)=2c j sin(y> +a —a )dy+2jsm2x cos 20xdx —

-2 j dxl I cos(x’ +y* —a’)dy. 13.34. Yo'q.
] -
b oretg 2 b
13.35. 2y 3 o zal(al ‘F’bl)‘

13.36. F(0) =3/ (a)+20.f (@). 13.37. 1) Teng emas; 2) Teng
emas.

14- §. Parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integrallar

14.1, Parametrga bog‘lig bo‘lgan xosmas integral tushunchasi.

1. fix,y) funksiya M ={(x,y)e R’ : xe[a,+»), yc EcR}da
berilgan bo‘lib, y ofzgaruvchining £ dagt har bir o*zgarmas
qiymatida x bo‘yicha [a,+e) da integrallanuvchi, ya’'ni
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jf(x,y)dx (ve ECR)

xosmas integral mavjud va chekli bo‘lsin. Bu integral y ning qumatlga
bog'lig bo‘ladi:

1) = [ f@x, ). (14.1)

(14.1) integral parametrga bog ‘fig (chegarasi cheksiz) bo‘lgan
xaosmas integral deyiladi.

fix.y) funksiya M ={(x,y)e R:xe(~w,a|, ye Ec R}
(M7 ={(x,y)e R:xe (—eojte0), ye E C RY) to'plamnda berilgan va
o‘zgaruvchining £ dan olingan har bir tayin giymatida x ning
funksiyasi sifatida {—s,a] {{—oo40}) da integrallanuvchi bo‘lsin ,
ya'ni

[ e [Tf(x,y)dx] 142

integral mavjud bo‘lsin, (14.2) integral ham, parametrga bog ‘lig
bo‘lgan xosmas integral deb ataladi.

2. Ax,y) funksiya M, ={(x,y)€ R :xelab)yeE CR}

to‘plamda berilgan bo‘lib, y o*zgaruvchining E dan olingan har bir
o‘zgarmas (iymatida x ning funksiyasi sifatida garaganda x=b nugta

maxsus nugta bo*lsin va bu funksiya [a,b) da integrallanuvehi, ya’ni
b
[ £y (ye ECR)

mavjud bo‘lsin. Ravshankt, bu integral ham y ning giymatlariga
bog‘liq bo‘ladi:

5)
L= § flx s, (143)

Bu integralga chegaralanmagan funksivaning parametrga bog ‘lig
bolgan xosmas integrali deyiladi.
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Xuddi shunday, ushbu

[ remis, | ronds
2}

) .
Xosmas parametrga bog'liq bo‘lgan integrallarning ham ta’riflari
yugoridagi kabi beriladi.

3. Aix,y) funksiya M, ={(x,y)e R? :x& (c,+), ye Ec R}
to‘plamda berilgan bo‘lib, y o‘zgaruvchining E to*plamdan olingan
har bir tavin giymatida x o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida
garalganda, vning uchun x=¢ maxsus nuqta bo‘lsin va bu funksiya
(ci+ e} da mtegrallanuvchi, ya'ni

T rex,yas
¢}

chegaralanmagan funksiyaning chegarasi cheksiz xosmas integrali
maviud bo‘lsin. Bu integral y ning giymatiga bog‘liq bo‘ladi:

L= f Sy (14.4)
<)

~ (14.4) integral chegaralanmagan funksivaning paramerrga bog lig
bo‘lgan chegarasi cheksiz xosmas integrali deb ataladi.
Masalan, ushbu

+ea

L= | ;ﬁa (a>0),12(a)=j(x—‘_iz?- (e >0),
2 ay

Lio)= | x*%e”dx  (0>0)
0}

integrallar parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integrallardir.
Parametrga bog‘lig bo‘lgan xosmas integrallarni o‘rganishda
integralning tekis yaqginlashish tushunchasi muhim ahamiyatga
ega.
14.2, Parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integrallarning tekis
vaqinlashishi

L fix.y) funksiva M ={(x,y}e R*: xe[a,+=), ye ECR} da
aniqlangan bo‘lib, y ning £ dan olingan har bir tayin giymatida
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1) = [ e, y)dx

integral mavjud bo‘lsin. U holda, cheksiz oralig bo‘yicha olingan
xosmas integrallarning ta’rifiga ko‘ra,

%

I(y)= [ f(x.y)dx = lim | £(x,y)dx = lim F(5,y)

ko‘rinishda yozamiz, bunda F{(¢,y)= I Flx,v)dx .

Shunday qilib, I{y) funksiva F(1,¥) funksiyaning

(v =const) {— +eo dagi limit funksiyasi bo‘ladi.
14.1- ta’rif. Agar ¢ — +eo da F{1,y) funksiya oz limit funksiyasi
" I(y} ga E da tekis yaginlashsa, ya'ni Vg > 0 olinganda ham, shunday
4 =6(€)>0 topilib, V¢ > § va ¥Yye E uchun

. | | -
| S, pydx| < . (14.5)
| |

tengsizlik bajarilsa, u holda j Six, v)dx integral E to*plamda rekis
A & AT

yaginkashuvchi deyiladi. (14.5) tengsiziik

[+0o ]
sup” f(x,y)dx;lce

ek ] :
tengsizlikka teng kuchh.
14.2- ¢a’rif, Agar  — 4eo da F(z,p) funksiya o‘z Limit funkstyasi
I(y} ga E da notekis yaqinlashsa, ya'ni ¥§ >0 olinganda ham,
shunday &,>0, y,e E va {>8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
t, € [a,+0) topilib,
| ] £y

| |2€n O (148)
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tengsizlik bajarilsa, u holda j f(x,y)dx integral E to*plamda notekis

yaginlashuvchi deyiladi.

2. flx,y) funksiya M,={(x,y)eR’:xe[ab),ye ECR}
to‘plamda berilgan bo‘lsin. y 0*zgaruvchining E dan olingan har bir
tayin giymatida ushbu

b)

1(9)=[ £ (x,p)dx
integral mavjud bo‘lsin. Xosmas integralning ta’rifiga ko‘ra, ixtiyoriy

[a,t] (a<t<b)da F(t,y)= J'f(x,y)d,\' integral mavjud va

b)
Il(y)= If(-’%ﬁdx =‘!|;;;|1_0F|(r’y)

bo‘ladi. Demak, /,(y) funksiya F\(4,y) funksiyaning 1 — p—0 dagi
limit funksiyasi bo‘ladi.

14.3-ta’rif. Agar 1 — p—0 da F(1,y) funksiya o°z limit funksiyasi
[,(y) ga E to‘plamda tekis (notekis) yaqinlashsa, ya’ni Ve > son
olinganda ham, shunday b =4'()>0 son topilib,

(Ve [a,b)) VEe[H,b) va Vye E uchun

by
[ f@pydx <&
(3e,>0,3¢e[h,b), Iy, € E va  Vhelab) uchun

b b)
I S (x,p,)dx 2 g,) tengsizlik bajarilsa, u holda J S (x,¥)dx integral
14 a

E to*plamda tekis (notekis) yaginlashuvchi deyiladi.
14.1- misol. Je"‘arctgxydr integralning (—eo;+o00)=R da y
0
parametr bo‘yicha tekis yaginlashish xarakterini tckshiring.
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Yechilishi. Ve >0 sonuchun 38 = lnz > () topiladiki, Vi >8 va
£

Vy e R uchun

;T e'*arctgxydx\ < % Te"dx = j; - ZQE et = g <E.

Demak, 14.1- ta'rifga asosan, berilgan integral (—eo;+c0) da ¥
parametr bo*yicha tekis yaginlashuvchi bo*ladi.

14.2- misol. 7(y)= j_d?)‘ - integralning o) £ = [0+ );
+

by E, =(—os; 0] to_‘plamlarda y parametr bo‘yicha tekis yaqginlashish

- xarakterint tekshiring.
' Yechilishi. «) Dastlab, berilgan integralni yaqinlashishga
tekshiramiz. Chegarasi cheksiz xosmas integralning ta’rifiga ko‘ra

i dx 1 x— y 1
F(t,v)=|————=--arct arct 24 +arct
) '!(x—y)2+4 2T 2{ 85 2 ng
Bundan, har bir tayinlangan y uchun ¢— 4ce da F(t.y)

funksiyaniang limitini topamiz:

. .1 1=y ryinm 1
I{y}=lim F(t,y}= lim —| arctg—-~+arct —+ - arct
(v)=lim F(t,y) Hmz[ g gz) o5 arctey.

Demak, berilgan integral yaqinlashuvchi. Endi qaralayotgan
integralni tekis yaginlashishga tekshiramiz. &, ={6€ desak, u holda

V8 e (0,+02) olinganda ham, # >J ni qanoatlantiruvchi barcha ¢,
va dy, =1, uchun

Yo LT
2 4 6

o
: —arctg

- =&,
0)2+4 4 ¢

F(r.,yo) J

Shunday qilib, Ve, e (0,1) uchun (14.6) tengsizlik o‘rinli.

Demak, 14.2- ta’rifga ko‘ra berilgan integral £ = [O;Jroo) to‘plamda
y parametr bo‘yicha notekis vaqginlashadi.
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b) Ve >0 son olinganda ham, § =68(g)=2ctg2e deyilsa, u
vaqtda V¢ > va Vye E, uchun

sup £ (¢ I =su
sup F(6,y)=1() ,J,’! (e y)+4

=su l ”—arct -y —larcct <€
P2l 27T o 2 8,

tengsizlik bajariladi. Demak, berilgan integral, 14.1-ta’rifga ko‘ra,
E, da y parametr bo‘yicha tckis yaginlashuvchi bo‘ladi.

|
14.3- misol. /7 (y)= d'? integralni o) E=(0;1); ) E =(0;0)(a<1)
I\ x_\ i
0

to‘plamlarda tekis yaginlashishga ickshiring.
Yechilishi. Xosmas integralning ta’rifiga ko‘ra

] ~ 1 I-y !
[,(y):J.‘L:=l_im D fim[ ] =
0 x A0 s X A0 | -y N 1 -y

Decmak, berilgan integral (0;1) da yaginlashuvchi. Endi, bu
yaqinlashishni tekis yaginlashishga tekshiramiz:
a) ye (0;1) bo‘lsin. x »0+0 da integral ostidagi [unksiya

A Ly
chegaralanmagan bo‘ladi. Idf = l;{ integralni baholaymiz.
o X -y
2’"." Al-_r
sup I =sup = lim = 400
yek Ox yeE ]—y »—ol—ol-—-v

bo‘lgani uchun

>e,

j'a'x

x Yo

V6 =6(¢), 3g,>0,3A>0(0< A <8(g)), Ay, € (0;])

tengsizlik bajariladi.
Shunday qilib, berilgan integral y parametr bo‘yicha E, =(0;¢)
to‘plamda notekis yaginlashadi.
h) ye (0,a) (@<1) bo‘lsin. Ve>0 son olinganda ham,
| .
S =(g(l_a))'|-a dcb olinganda, 0< A < 8(g) va Vye (0,a) uchun
lﬂ_ ){l—y

v

o X 1=y

<€ tengsizlik bajariladi.
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-~ Demak, 14.3 -ta’rifga asosan, berilgan integral E, =(0;x)
to‘plamda y parametr bo‘yicha tekis yaginlashadi,

" 14.4- misol. je‘""dt integralning: a) E=[b+w) (b>0)
0

to‘plamda tekis yaqinlashuvchi; b} E, =(0;+¢¢) to‘plamda esa
notekis yaginlashuvchiligini isbotlang.
Isbot. 4} t>0, y=5b>0 bo'lsin,
oo -3
ferae=",
il y

1 1
y 2 b bo‘lganligi uchun, agar f>31115 bo‘lsa, Ve>=0 va
¥ye€ E uchun

+o —tb
0< Je‘”dx=i—<£
f b

2.1
tengsizlik bajariladi. §(&) = max(o(e);0), bunda o€} = 7 In oy deb

belgilasak, Vie [G(g);+=) va ¥ye E uchun

b

Teval
Je'”dx.<£
| ¢ |

tengsizlik bajariladi. Demak, 14.1- ta’rifga asosan, berilgan integral
E da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

' 1 .
b) ¥& >0 uchun 1, =146, ¥, = 115 deb olsak,

je'”"dx =€ =(1+6)e' 2z,

1, )’0

ya’ni & =€ da (14.5) tengsizlik bajariladi. Shunday qilib, 14.2-

ta’rifga asosan, berilgan integral (0;+e) da notekis yaginlashadi.
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14.3. Parametrga bog‘lig bo‘lgan xesmas integrallarning
vaqinlashish alematlari.

1. fixy) funksiya M ={(r,y)e R :xe(gte)ye EcR} da
berilgan bo'lib, v ning £ dagi har bir tayin qiymatida x nmg funksiyasi

sifatida [a; 400} da integrallanuvchi, ya'ni

I(y)= j S,y (14.6)
xosmas integral mavjud bo‘lsin.
14.3- ta’rif. Agar Ye>0 3I6=6(e)>0,¢>8,1">5 ni
ganoatlantirnvchi ¥y e £ uchun
It |
[ £ pydn <
I |
bajarilsa, (14.6) xosmas integral E da fundamental integral deyiladi,
Koshi teoremasi. /(y)= j f(x,y)dx integralning £ to‘plamda
tekis yaginlashuvchi bo‘lishi uchun uning F da fundamental bo‘lishi
zarur va yetarlidir,
14.1- natija. Agar V8 € [a;+o0) uchun 3¢, 3¢, ¢ & [5;+), 3y, € E
topilib,
| |
[ 76, |z, (14.7)
14

tengsizlik bajarilsa, u holda (14.6) intégral ¥ bo‘yicha E to‘plamda
notekis yaginiasiruvchi bo*ladi.
Koshi teoremasidan quyidagi natija kelib chiqadi.

14.2- natija. Agar ixtiyoriy xelg+e),y€ £ uchun
0< flx,Y<@(x,y) tengsizlik bajarilib, (14.6) integral

yaqinlashuvchi va I@(x,,v)dx integral y bo‘yicha tekis

yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda (14.6) mtegTal Eto plamda ybotvicha
tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
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2. f(x,y) funksiya M ={(x,y)e R*:xelab),ye Ec R}
to‘plamda berilgan bo‘lib, ¥ ning E dan olingan har bir tayin
giymatida x ning funksiyasi sifatida [a,b) (b — maxsus nuqta) da
integrallanuvchi, ya’'ni

b)
L) =] fx, ) (14.6)

xosmas integral mavjud bo‘lsin,

14.4- ta’rif. Agar VYe>0 son olinganda ham, shunday
8 =6(e) >0 topilsaki, b—8 <t'<h, b-8 <t"<b bo’lgan V¢,1" lar
va Vye F uchun

If(x,y)dt <€

tengsizlik bajarilsa, u holda (14.6/) integral E to‘plamda fundamental
integral deb ataladi.
b)

Koshi teoremasi. /(y)= J J(x,y)dx integralning E to‘plamda

tekis yaginlashuvchi bo‘lishi uchun uning E da fundamental bo*lishi
zarur va yelarlidir.
Natija. Agar Ve [a;h) uchun 3g,>0,37, e[b-08:b) va

3y, € E topilib,

[1Gpe)dx 2 e (14.79
)

tengsizlik bajarilsa, u holda (14.6") integral E to‘plamda notekis
yaginlashuvchi bo‘ladi.

14.5- misol. I(y)= [ """ dx integralning @) £ =[a;1}(a> 0);
X

0

b) E, ={0;1] to‘plamlarda y parametr bo‘yicha tekis yaginlashish
xarakterini Koshi teoremasidan foydalanib tekshiring.
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a) Ve >0 son olinganda ham, § = §(¢) = 3 deyilsa, u holda
ame

Vi =nr >8,"=2nx >8(ne N) va Vye E uchun
£ . 1 S r £
Ismyxdx __lecosxy 1 J-cosxydx

x Xy . yrox

14

[ cosyt’” 1 cosyt” 1% cos
- /COS)«[_ COS yi _ ICOSXydx<

oy "y vy x
cos “
< ,1 + l +]J- xydx_ l,_f_l J‘dx 2 2
fy y y a

x? al’ at
Demak, berilgan parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas intcgral
Koshi icoremasiga asosan £ to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

o
3 N =4, 1 1 anlass
h) V& >0 son uchun y; = 3 8 2 5 deb tanlasak, u
holda
% sin YsX % sin6x %sin/
j dx = J dx =I~——dt—
x A . ¢t
3 E)

%

bo‘ladi, bunda g, > 0. Demak, berilgan integral, yugoridagi natijaga

asosan, ye€ E, da notckis yaginlashadi.

T dx
14.6-misol. | 7= integralning E € (—;0] to‘plamda y
:}[ (x_},)4+16 g g ( ] to‘p Y

parametr bo‘yicha tckis yaginlashish xarakterini ickshiring.

. 1 1
Yechilishi. ,y)= < =@(x,y) tengsiz-
echilishi. f(x,y) () +16 (e y) +4 @(x,y) tengsiz

. T dx

lik ¥x € [0;+o0], ye (—e0;0] uchun bajariladi. !; (x—y) +16
ralning har bir tayinlangan y uchun yaginlashuvchi ckanligini
ko‘rsatamiz. Ma’lumki,

integ-
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T ](x W +202(—+4| |~
) (x—y) +16 32( oy —2«/'(:: 9+4] |,
1 W2 (x~ ~2\2y+4 2
e 4J;(c—yj))) 37\/_ & I; +?j:;+4} 6 Iy
Demak, bu integral yaqinlashuvchi ekan. Ravshanki,
T dx
s (x—y) +4

integral Eto*plamda tekis vaginlashuvchi (14.2- misol-

ning b) bandiga qarang). Shunday qilib, berilgan integral, 14.2-
natijaga asosan, £ to‘plamda yaginlashuvchi bo*ladi.

arctgyx
 14.7-misol. J &)y dr integralm Koshi teoremasidan foydalamb

1
E =10 —2-] to‘plamda tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko‘tsating,
Yechilishi. Ve >0 son olinganda ham, § = 131_ deyilsa, u holda
e
o 1 " 1
Vi'=l--=>8, {'=1--—>68 (ne N)vaVye F uchun -
2n 45 _ .

1 1

l-— -— !

4 4n . 1=¥ [_I;
AN PRI GRIC RS U ) il S
(1-x%) 2 7 (-xy 2 1 (

' Tin

?tll—w [[':-’l“][ﬂ]

Ma’lumki, barcha x 2 y >0, pt <1 Jar uchun

X =yl pl -y -y
tengsizlik o‘rinli. Bu tengsizlikni e uborga olgan holda (*)
tengsizlikdan
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-
44

|-y .
Jreew g L)l L e
(1-x7y 2\ 4n 2 (4n)

|_L
1n

bajariladi. Shunday qilib, berilgan integral Koshi teoremasiga asosan;_ '

E=[ %] to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo‘lar ekan.

Vevershtrass alomati

3. flx,y) funksiva M ={(x,))e R*:xe{a;+), yc ECR } da
berilgan bo‘lib, y ning £ dagi har bir tayin giymatida f{x,y) funksiya
x ning funksiyasi sifatida [a,40) da integrallanuvchi bo*lsin. Agar
shunday @(x) funksiya (x € [4;+)) topilsaki:

1) ¥Vx & [a;+e0) va ¥y E uchun If(x,y)i < @(x) bo‘lsa; A

2) jqo(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

J(y = _[ F(x,y)dx integral E da tekis yaginlashuvchi bo*ladi.

4. flx,y) funksiya M, ={(x,y)e R’ :xe[a,b),ye ECR}
to‘plamda berilgan bo‘lib, uning E dan olingan har bir tayin
giymatida f(x,p) funksiya x ning funksiyasi sifatida {a,b) da

by
integrallanuvchi bo‘lsin, ya’ni /,(y}= J S{x, y)dx integral mavjud
bolsin. Agar [a,b} da shunday @(x) funksiya topilsaki:
+ 1) Vxe[a,b) va Yye E uchun | £(x,y)| < @(x) bo'lsa;

5)
P4 Jgo(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda
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b
1,(y)=f_/'(x,y)cbc integral E to‘plamda tekis yaqinlashuvchi

bo‘ladi.

14.8- misol. Ushbu intcgralning E ={-g,a] (¢ >0) to‘plamda
tekis yaginlashuvchiligining Veycershtrass alomatidan foydalanib
kotrsating:

T In(1+x)arctgyx
1= [ MR

0 )
Yechilishi. Berilgan intcgralni ikkita integralga ajratib, ularning
har birini tekis yaqinlashishga tckshiramiz: /=1 +1,;

In(1+ x)arctgayr Tin(l+ t)arctux

/()j ds, )= dx.

I, mtcgrdldd Vxe [0' 1Jva ye E uchun
_|In(1+xyarctgyx ln(l+x)yx ln 1+x
x x x
Demak, tagqoslash alomatiga ko‘ra /,(y) integral E to‘plamda
tekis yaqinlashuvchi, /,(y) intcgralda Vx e [l;4e0) va Vye [-a;d]

=0(), x—0 da.

In(1
T M = @(x) tengsizlik o‘rinli.

+I LN dx =In2+In——
x I+x 1+x

lar uchun |/ (x, )| €

=1In4.

2

jln(l+x)dx=_ln(l+x) -
T ¢ X

1

Veycrshtrass alomatiga ko‘ra I,(y) integral £ =[-a,d] (a>0)
to‘plamda tekis yaqinlashuvchi. Shunday gilib, berilgan integral ham
E to*plamda tekis yaginlashuvchi.

14.9- misol. .I[;T integralni a) E =[y,;4e°) (y,>0),
b) E, =(I;+e0) to‘plamlarda tekis yaqginlashishga tckshiring.

1
Yechilishi. ¢) Agar Vxe[l;400) va Vye E, uchun | < |
XX

ckanligini ¢’tiborga olsak va ¢@(x) = ! deb belgilasak, u holda

Yo
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Tde 1
j p)ds = [ Zo=
L X -1
integralning yaqinlashuvchihgldan Veyershtrass alomatiga asosan,
bertlgan integral £, da tekis yaginlashuvchi bo*ladi.

by ye E, bo‘lsin.

bo‘lganligidan, ¥4 >0 va Ve >0 uchun 3y >1 topiladiki,

¢ dx

J oy >¢& boladi. Demak, bu holda berilgan integral E, 10°plamda

4
~ notekis yaginlashadi.

' 14.10- misol. Ushbu integralning R to‘plamda tekis yaginlashishga

tekshiring:

o ,)y
arctg-———-dx, ye R
Jarctg "5 s ye R,

Yechilishi. Vye R, Vxe (I;+) uchun iarctg -—21—] 2|y |
’ > y'+x | y +x

tengsiziik bajariladi. Tayinlangan xe (1 +o0) larda tp(y) = E’| 3
P +x

" funksiya y = 1/ nuqtada-ekstremumga erishadi.

1

| 2y
Vye R, Vxe (I;+e) uchun Iarctg-—;--_—'s —|< -3 tengsizik o*rinli
: y+x|ox

Bl

bo‘ladt. I;E xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lganligi uchun
1

Veyershtrass alomatiga ko‘ra, berilgan integral R to‘plamda y
parametr bo‘yicha tekis yaginlashuvchi bo*ladi.

Abel alomati. f(x,y) va g(x,3) funksiyalar M ={(x,y)e R*:
. ye [a;+o0), ye E < R} da berilgan, y ning E dagi har bir tayin
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giymatida g(x,y) funksiya x ning funkiyasi sifatida [a;+oo) da

monoton funksiya bo‘lsin. Agar j f(x,y)dx integral E to‘plamda

tekis yaginlashuvchi va V(x,y)e M uchun [g(x,y)| < C(C =const)
bo‘lsa, u holda

‘ If (x, )8 (x, y)dx

xosmas integral E to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.
14.11- misol. Integralni tekis yaqginlashishga tekshiring:

R

]

aTClI}:’)’x e¥dx (yeE= [a;+°°)) (@¢>0) .
%2
arctgyx
3
¥2

Yechilishi. f(x,y)=

, g(x,y)=e deb olib, Abel

+oa

alomati shartining bajarilishini tckshiramiz. Ushbu _[
!

dx

arctgyx
3
integral Veyershtrass alomatiga ko‘ra tckis yaqinlashuvchi,
g(x,y)=e™ esa y ning E=[a;+°o) dan olingan har bir tayin
giymatida x ning kamayuvchi funksiyasi va Ve [l;+e0),
Vye E =[a;+e) uchun |g(x,y)|=¢™ <1 bo‘ladi. Demak, berilgan
integral Abel alomatiga asosan, [a;+e) da tekis yaqinlashuvchi.

Dirixle alomati. f{x,y) va g(x,) funksiyalar M da berilgan bo‘lsin.
Agar Vi =g hamda, Vye E uchun

j.f(X,y)dx <C (C=const)

bo‘lsa va y ning E to‘plamdagi har bir o‘zgarmas tayin giymatida

x —+oo da g(x,p) funksiya @(y)=0 limit funksiyaga tekis
.

yaqginlashsa, u holda, J J(x,)g (x,y)dx integral £ to*plamda tckis

yaqginlashuvchi bo‘ladi.
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14.12- misol. Ushbu integralni tekis yaginlashishga tekshiring:
Toosxv-lnx
! o J;——dx (ye E=fa;+),a >0).

Yechilishi. Agar 7 (x,)=cosxy, g(x,»)= 2 deyilsa, uholda
Vx
Yi>0,Yve E uchun

I -isz
! bg ‘

T —

I x
Jx

. . InxE
yaginlashadi, ya'ni g{x,v)= \/__1 0.
x

bo‘ladi. x >+ da g(x,y}= funksiva E da nolga tekis

Demak, berilgan integral Dirixle alomatiga asosan, E =[a;+)

" da tekis yaqinlashuvchi.
14.13- misol. Ushbu

[e "2 (p>0)
X

!
integralni E =[0;+<) to‘plamda tekis yaginlashishga tekshiring.

cos ¥
Yechilishi. Integral ostidagi funksiyani f(x,y):-—t--—

r ?
g (x, y) =e ™" deb belgilab, Abel alomati shartlarining bajarilishini
tekshiramiz: j ?O—i{ dx integral p >0 da Dirixle alomatiga ko‘ra

X
!

tekis yaginlashuvchi bo*ladi, g(;c;y):.:3"’”r funksiya y ning
E =[0;+c) dan olingan tayin qiymatida x ning kamayuvchi
funksiyasi va Vx € [I;+00), ye[0;+e0) laruchun g(x;p)=e™" <1.

Demak, bertlgan integral Abel alomatiga ko‘ra, [0;+e) to‘plamda
tekis yaqinlashuvchi.
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"~ Mustaqil yechish uchun misollar

I(y) integrallarning E to‘plamda tekis yaginlashuvchanligini
isbotlang:

14.1. I(»)

—y
S
Il :
¥ —"—-.‘ﬁ' m'-—..%’ =t ¥

e dx,ye E= [1;4]

14.2. y€ E =[a+e),a> 1.

) dx
x(lnx)y

14.3. I(y)=

144. 1(»)= jfoji’fdx, Y€ E = (—oojton),

1
145, (M= Jx”" In' xdx,ye E =[a;4],a>0.

1
o 146 1 )=jx AT ye E=[02].
AN
Fsinxplnx
14.7. I(y)= dx,ye F =|l;+e0}.
(») ! r ¥ [ )

Tsinx
148. I{y)= | ——e™dx,y€ E =|0;4ee}.
) j\/; 7€ E=[0;4)

14.9. I(y)= Tcos (xzy)dx,ye E =[L;+e0).
]

sin (y"x)

14.10. /(y)= o dx,ye E =(1;4¢e).
X 4y

St ¥

14.11. I1(») x’e™ dx,ye E= [1;2].

1l
m'-—"{

14.12. I(y)= jws(}x D, ye E=[ates),a>0.
)
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I(y) integrallarning E to‘plamda notekis yaginlashuvchiligini
ko'rsating:

3
14.13. 1(y)=| dr . yeE=[-51).
2 1

14.14. /()= [ 1€ E=[0;400).

dx
09 +(x —y)4

14.15. /1(y)= sze—n*dx,ye E =(0;+00).

0

14.16. 1(y)= [ dr.ye E=[0;4c0).
(1]

14.17. I(y)='[(x(f1)" V€ E = (I;400).
o

I7y) integrallarni E to‘plamda tekis yaqinlashishga tekshiring:

¥

14.18. I(y)= I l-(:: vE€ E=(I;400).

* cos
14.19. / = d ,ve E=|0; .
) [ % e £ =[054)

14.20. 1(y)= [ 0% dx,ye £ = (—ooj4e0).

0 e\ (Hx)
l

1421 1(y)=[sin ¥ ye E=0:3)
0 X X

cos vxdr

14.22. | J‘ e E=[01].
Sy
1423, I(y)= j X yeE=[0).
% sinx
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i+xy y 6E=(O,+°°)

e t
1425. )= arctg (xp lla;cg(w ) ede.ye Em [0;4).
. ¢ .

14:26. I{y)= Jsinxzarctg(xy)aﬂx,ye E =(—so;490).
{

5 ,
14.27. f(y)=f£ -cosizfj’dx, ye E=(-e;].

0

14.28.

14.29. I(y)= | S dnye B=(23).

= 8in (y x )arctg(xy)

14.30. I{y)= j—if_z “Zdx, y € E =(—eo;=1}U[l;+00).
14.31. I(y)=T§l-2x eV dv,y e E =[0;4%).

14.32. I(y)= jS‘P-"y dx,ye E=[12].
L]

_ . Misollarning javoblari
14.18. Notekis yaqinlashadi. 14.19. Tekis yaqinlashadi. 14.20.

Notekis yaginlashadi. 14.21. Notekis yaginlashadi. 14.22. Tekis
yaginlashadi. 14.23. Notekis yaqinlashadi. 14.24. Tekis
yaginlashadi. 14.25. Tekis yaqinlashadi. 14.26. Tekis yaqinlashadi.
14.27. Tekis yaginlashadi. 14,28. Tekis yaqinlashadi. 14.29. Notekis
yaqinlashadi.14.30. Tekis yaqinlashadi. 14.31. Tekis yaqinlashadi.
14.32. Tekis yaqinlashadi.
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15- § Parametrga bog lig bo‘lgan xosmas integrallarning
Sunksional xossalari

15.1. Integral belgisi ostida limitga o‘tish. f{x,y) funksiya
M ={(x,y)e R*:xe[a;+),ye ECR } to‘plamda berilgan, y,
nuqta £ to*plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

15.1- teorema. Agar f(x,)) funksiya:

1) y ning E dan olingan har bir tayin giymatida x o‘zgaruvchining
funksiyasi sifatida {a,+ ) da uzluksiz;

2} yoy, da Via;t] (a<i <) da @(x) limit funksiyaga tekis
yaqinlashuvchi;

3) Ky)= J S (x,y)dx integral E to‘plamda tekis yaginlashuvchi

bo‘lsa, v = v, da I{y) funksiya limitga ega va

lim ()= lim [ £(x,p)de= [ lim £(xr,9)=[ p(x)ds
Py, rm Y 5 ¥ /

tenglik o*rinli bo*ladi.

Ax.y)funksiya M, ={(x,y)e R* :xe [a;D), ye E c R} 10‘plamda
berilgan bo‘lib, y o‘zgaruvchining F to‘plamdan olingan har bir tayin
giymatida x=h nuqla uning maxsus nuqtasi, y, esa E to‘plamning
limit nuqtasi bo‘lsin.

15.2- teorema. Agar f(x,y) funksiya:
1} y o‘zgaruvchining E to‘plamdan olingan har bir tayin
giymatida x o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,b) da uzluksiz;

2) y >y, da ixtiyoriy [a,7] (a<i<b) oraligda @(x) limit
funksiyaga tekis yaqinlashuvchi;

8
H1LO= Jf (x,y)dx intcgral E to'plamda tekis yaqinlashuvchi

bo‘lsa, y — y,da I (y) funksiya limitga cga va

b)

h) b)
lim I,(y) = lim [ /(x,y)dx = [ lim f(x,y)=[@(x)dx
¥y, yr¥y a " Y=y "
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
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15.1- misol. Ushbu tenglikning o‘rinli ckanligini ko‘rsating:
+ou Ao
2y 2
lim | arct 7 L dx=| arctg dx.
vl 8 ¥ +x JI‘ Blex

Yechilishi. 15.1- tcoremadan foydalanib, yugoridagi tenglikning
to*gri ckanligini ko‘rsatamiz:

L 2 X .
1) integral ostidagi f(x,y)=arctg 3_:) , Tunksiya [l;+00) dan
¥ +x

olingan har bir tayinlangan y uchun [I;+) da x ning funksiyasi
sifatida uzluksiz;

. 2
2) yol da V[l (I<i<e) da J'(—Ys)’):’i"agHra :
Haqigatan ham. Ve >( son olinganda, §=¢ decb olinsa,
Vxe[l;+00) va Vye [l;+e2) uchun

2 | |2y 2| 2h-Aeteyh

2y —qrclb R 3
+x|” | I+ | (P +)1+x)

arctg —
Y +x

tengsizlik bajdnladx,

2y
3) jarctg T dx integral £ =[l;+ ) to‘plamda y parametr
+x°

bo‘yicha tekis yaqmlashuvchi (14.7- misolga qarang). Shunday qilib,
15.1-teoremaga ko‘ra, yugoridagi tenglik o‘rinli.

. 2 2
=l s X +y

T yarctg 2 . - -
15.2- misol. lim yarcbfdt:’i unosabatning o‘rinli ekanligini
ko‘rsating.
Yechilishi. Berilgan intcgralda, x=1f (>0,y>0) almashti-
rishni bajaramiz:

. y arct;_.,ty . Marctgty
lim j S di=lim | L

y-3l " ty + ) =l °
arctg _ 7 T dt
1+£ 2(l+l) 0l+t2
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yarctgx
bo‘lganligi uchun Veyershtrass teoremasiga asosan, J X4y , dx

arcigty
tekis yaginlashuvchi. 2) funksiya uzluksiz bo‘lganligi uchun

1+1¢
arctgry _ arctg!
[+ 1+7

Ve >0 gako‘ra, § =§ >0 debolinsa, Vte (a,h) uchun
arctgty  arctgy < t

I+ 1+ 1+
tengsizlik bajariladi. 15.1- teoremaga asosan,

]
-1< 6=¢
YIS,

- I arctgtv &t _Tl. arctgly | _ J drctgt 7r
Ft s 5ol 41

15.2. Paramertga bog‘lig bo‘lgan xosmas integralning parametr
bo‘yicha uzluksizligi. f(x,y) funksiya M ={(x,y)e R*:
:x€ [a;+e0), y € [c;d]} to‘plamda berilgan bo‘lsin.

15.3- teorema. f{x, y) funksiya M to‘plamda uzluksiz va

1) = [ 16, )dx

integral [e,d] oraligda tckis yaginlashuvchi bo‘lsin. U holda /(y)
funksiya [¢,d] oraligda uzluksiz bo*ladi.
flx.p) lunksiya M, ={(x,ye R*:xe[a,b),ye [c,d’l)} to‘plamda

berilgan. y o‘zgaruvchining [c¢,d] oraligdan olingan har bir tayin
qiymatida x=b nuqta uning uchun maxsus nuqta bo‘Isin.
15.4- teorema. f(x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz va

b
LOY= | £ s

integral [c;d] da tekis yaginlashuvchi bo‘lsin, u holda /,(y) funksiya
[¢;d] oraligda uzluksiz bo‘ladi.
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15.3- misol. F(»)= [sin(3x*)dx funksiyaning £ =[I;+eo)
[i]
1o*plamda uzluksizligini ko‘rsating.

Yechilishi. Berilgan integralda ¢ = yx* almashtirishni bajaramiz:

Ism(yx Ydx = I 51"’ [J‘Sml J‘ smt ]

Bu integralni tekis yaqinlashishga tekshiramiz. sin funksiyaning
t

sint

2y

funksiya M ={(x,y)e R?:0 < x < 4o0,1 € y < +oo} to‘plamda uzluksiz

=0 dagi qiymatini 0 ga teng deb gabul gilsak, f(,y)=

bo‘ladi. sin¢ funksiya [0;4+e0) da chegaralangan boshlang‘ich

funksiyaga cga, g(¢,y)= ! funksiya esa, t1=1 va y>1da
Y \/;; Y

, ]
(tay)':_ lim
& 21y -1 2,/ 2f e 2f

T sinedt
bo‘lgani uchun _[ \/’& integral, Dirixle alomatiga ko‘ra, [1;+0)

to‘plamda tekis yaginlashadi. Vye [I;+00) va Ve [0;1] uchun

sin¢

T

1.
sin¢ . .
bo‘lganligi uchun I \/t— dt integral Veyershtrass alomatiga ko‘ra tekis
o VY

<t tengsizlik o‘rinli; J.\/;dt integral yaginlashuvchi

0

yaqinlashuvchi. Demak, 15.3- teoremaga asosan, F(y ) funksiyaning
uzluksizligi kelib chigadi.
15.4- misol. Ushbu integralni uzluksizlikka tekshiring:

Fa=[ " dr 2>a>0)
x'(r-x)" )
[}]
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Yechilishi. 0<g<a<2—-g<2 bo‘lsin. Berilgan integralni uch
bo‘lakka bo‘lamiz va ularni baholaymiz:

T sinx j[ xdx = dx
+]
5 r (” t_)(1 x(l (ﬂ — y_\-)ﬂ X“ (ﬂ- _x)ﬂ

dx  dx
+fr(n_ 2y sj’)‘ +7 - 2+_[(7r g

0

Tengsizlikning o‘ng tomonidagi integrallar yaqinlashuvchi
bo‘lgani uchun, Veyershtrass alomatiga asosan, g<4<2-¢
bo‘lganda berilgan integral tekis yaginlashuvchi.

f(x,a)= sm.x funksiya 0<x<m, e <a<2-¢ bo‘lganda

x(m—x)°

uzluksiz. U holda 15.3- teoremaga asosan, F(a) funksiya
O0<x<m, €<a<2—-¢ bo‘lganda uzluksiz, ¢ ning ixtiyoriyligini
hisobga olganda, F(a) funksiyaning ( < g <2 oraligda uzluksizligi
kelib chigadi.

15.5- misol. Ushbu tenglik o‘rinli ckanligini isbotlang:

tou . o
lim [ ®"F ae= [P (15.1)
x

y—
: ] x 0

Isboti. Agar sinx funksiyani x=0 nuqtada uzluksizlikka qayta
x

aniqlasak, ya'ni 3% funksiyaning qiymatini x=0 nuqtadagi
x

giymatiga teng deb gabul qilsak, f(x,y)=e™ Smx funksiya
x

{(x,y)e R*:x 20, y=0} to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.

sinx funksiya chegaralangan boshlang‘ich funksiyaga ega,

o Sinx .
e” N funksiya x 20, y20 da

- ] -3y
0 (e )=—6 (I+xy) <0, ¢ I hml =0
x x ;
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e SinX . .. .
R dx integral, Dirixle alomatiga ko‘ra,

bo‘lgani uchun Ie
X

[i]
[0,+ ) oraligda y bo‘yicha tckis yaginlashuvchi. 15.3- tcoremaga
asosan,

oo

l(y)=fe

0

_ SinX

dx

funksiya ixtiyoriy (0;h] oraliqda uzluksiz. Xususiy holda, y=0

nugtada ham uzluksiz, ya’'ni lim0 1(y) = 1(0). Shuning uchun (15.1)
¥

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

.
| Sin—
15.6- misol. F (o) = f X dx funksiyaning —o < ¢ < 2 oraligda

o
0

uzluksizligini ko‘rsating.
. 1 e
Yechilishi. Integral ostida x =t (t>0) almashtirishni bajarib,

Flo)y= j smat dt ni hosil gilamiz. —e < < l bo‘lsin. U holda
t2—a 2

sinot 1 . LT .
Vie[l,+e) uchun , =~ < tengsizlik o‘rinli va j dt integral
e ‘/[3 L Ve
T sinot

dt

t2--'a'

yaqinlashuvchi. Demak, Veyershtrass alomatiga ko‘ra. J
1

integral —co < ¢ <; da tckis yaginlashuvchi.
- SINQY fynksiva 121 bo‘lganda uzluksiz. 15.3- :
fxo)y="", " funksiya 21 bo‘lganda uzluksiz. 15.3- teorema-
t
ga asosan, F(a) funksiya (—eo; ;] da uzluksiz bo‘ladi.
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X

| . 2
Endi ) S0 S2-¢ bo'lsin, £>0. U holda Ismwdf < 54
|

! . . . .
pa funksiya o ning belgilangan giymatida t — +eo da monoton

1 1
ravishda nolga intiladi, chunki 2 < p tengsizlik o‘rinli. Demak,

-

Dirixle alomatiga asosan, berilgan integral tekis yaginlashuvchi.

Dy s o 1 . .
Integral ostidagt funksiya V¢ >1 va 5 <o £2-¢ dauzluksiz. Bularni

e’tiborga olsak, F(a) funksiyaning ; <o £2—¢ oraligda uzluksiz

ckanligi kelib chigadi.

Shunday qilib, F(a) funksiya —ee< @ <2—€ oraligda uzluksiz
ekan. £ >0 sonning ixtiyoriyligini hisobga olsak, bundan F(a)
funksiyaning —eo <or <2 oraliqda uzluksizligi kelib chigadi.

15.3. Parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integrallarni parametr
bo‘vicha differensiallash. f{x,y) funksiya M ={(x.,y)e R*:
tx€[a;+oo), ye [c;d]} to‘plamda berilgan bo‘lsin.

15.5- teorema. f(x,y) funksiya M to*plamda uztuksiz, f;(x,y)

uzluksiz xususiy hosilaga ega va y o‘zgaruvchining [¢;d] dan olingan
har bir tayin giymatida

1) = [ fx,p)dx

integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Agar jf;(x,y)dx integral [¢;d] da

tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, I(y) funksiya ham [c;d] oraliqda /,(y)
hosilaga ega bo‘ladi va
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r(y)= | fix.y)a

: .__éi"‘lunosabat o‘rinli bo*ladi.

Alx,p)funksiva M = {(x, yIe R’ 1 xe[a+eo), ye[c; d]} to‘plamda
berilgan, y o‘zgaruvchining [c;d] dan olingan har bir tayin qiymatida
X=b nugta uning maxsus nuqtasi bo‘Isin.

15.6- teorema. f{x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz va f :(x 1)
uzluksiz xususiy hosilaga ega hamda y o‘zgaruvchining [¢;d} dan
olingan har bir tayin qiymatida

13}

L) = | Fx )

B
integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Agar jf;(x,y)dx integral [c;d] da

tekis yaqinlashuvchi bo*lsa, 7 (y) funksiya ham [¢;d] oraliqda I’ (y)
hosilaga ega bo‘ladi va

Iyy= | £(e.p)dx

munosabat o‘rinlidir. :
Parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integrallarni hisoblashda
quyidagi integrallardan foydalanamz:

4o

o

[ =|e*cosfxdx=——s.0>0, fER, 1

= [ eosprde= >0, f o

I, =Teﬂ”sinﬁxdx= B —a>0, BfeR - (2)
it a2+ﬁ2

(1), (2) formuylalar I, I, integrallarni ikki marta bo‘laklab
integrallash natijasida hosil gilinadi.

15.7- misol. Ushbu integralni parametr bo‘yicha differensiallash
teoremasidan foydalanib, hisoblang:
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l(aa ﬁ) = e"p-‘d,r, ﬁ > O .

T 1-cosax

]

Yechilishi, |~ 0S¥ funksiyaning x=0 nuqtadagi qiymatini ( ga
X

teng deb qabul gilsak, f(x,0)= I=cosax, B fr(x,) =sinaxe ™
funksiyalar M ={(x;a)e R*:0< X <+, o€ R} to‘plamda
uzluksiz bo‘ladi.

Berilgan integralni yaqginlashishga tekshiramiz:

|— ,‘~ﬁ.\' oo . . -Bx
J COSOX e gy = ZJsm cbr+2jsm20“r ¢ dy=1+1,
A x x d 2 x ’
2sin? EX. o o o’x
x40 da 2 _of€x)
X 4

~Bx

ax ¢ |

X = +eo dacsa 2sin? . =0 >1
2 x (xz )(B )

bo‘lganligi sababli, taqqoslash tcoremasiga asosan, /, va I, integrallar
yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Endi J'sinaxe Pdx integralni @€ R da tekis yaginlashishga
0

tekshiramiz: V3 >0 uchun

+eo
e M sinox e, je’”"d\:
i}
integral yaqginlashuvchi bo*lganligidan, Veyershirass teorcmasiga

ko‘ra Ie”"‘ sinoxdx integral g e R to‘plamda tckis yaginlashuvchi.
[i]

Demak, 15.5- tcoremaga asosan,
J (a, [3)—'[ * sin oxdx

(4]
bo‘ladi. (2) formulani ¢’tiborga olsak,

, 270 ,
www.ziyouz.com kutubxonasi



a

J;(a"ﬁ)=a2+ﬂ2 .

Bu yerdan

J(e, )= ; In o+ B% +C(B), J(0,8)=0

2
bo‘lganligi uchun C(B)=—Inf bo‘lib, ,](a,ﬁ)=;1n(1+22]

bo‘ladi.
15.7- misol. Ushbu

‘j'" singx

o) = dx, o020 4)

[
Dirixle integralini hisoblang,.
Yechilishi. Berilgan integralni hisoblash uchun quyidagi integralni
qaraymiz:

Fla,B)= |

0

et SO 4 B> 0. (5)

] e P+ funksiya (0;+e9) oraligda monoton kamayuvchi, sinox

X
funksiya csa & # 0 bo‘lganda chegaralangan boshlang‘ich funksiyaga
cga, ya'ni
|—cosax

X
Jsin outdt =
0 o

a=0 bo‘lganda (5) integral nolga teng. Dirixle alomatiga
asosan, belgilangan B >0 va ixtiyoriy a#0 uchun (5) intcgral
yaginlashuvchi.

Integral ostidagi funksiya va uning « bo‘yicha hosilasi x va o
bo‘yicha M ={(x,o¢)e R*: xe [0;+o0),a € [0;+<>°)} da uzluksiz.

J e cosaxdx = ) B )
0 « +B
integral « ga nisbatan tekis yaginlashuvchi, chunki
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+oe
e P cosax <e ', I e Prdx
0

integral yaqinlashuvchi. Demak, 13.5- teoremaga asosan, (5)
intcgralni & parametr bo‘yicha diffcrensiallash mumkin: ¢ 20 uchun

Fabh= P 5

munosabatga ega bo‘lamiz. Buni [0;¢r] oraliqda integrallab,
¢ dt a
Flo,B)-F0.8)=8] , = arctg
! £+p B
ifodani hosil gilamiz, bunda F(0,8)=0 bo‘lgani uchun

o
F(a,B)=arctg B ifodani hosil gilamiz. Shunday qilib,

Fla,B)= Te pr SINOLY dx = arctg @
0 X B
Endi o >0 dcb, (4) integralni hisoblaymiz. Belgilangan a>0
larda (5) integral 8 bo‘yicha [(); 1] oraliqda tckis yaginlashuvchi,
chunki sinox (o> (0 — belgilangan) chegaralangan boshlang‘ich
B

funksiyaga cga. € funksiya esa monoton kamayuvchi
¥

Bx \
e -B-x
[ x J <0,/320] va [0;1] da " 0. Dirixle alomatiga
’ x X X e
asosan, (5) intcgral [(),l] oraligda B boyicha tekis yaginlashuvchi,
hamda e # SMOX funksiya {(x,ﬁ)e R*:xe[0;+<),Be [();l]}
X

to‘plamda uzluksiz bo‘lgani uchun, F(c,f) funksiya [0;1] da B
bo‘yicha uzluksiz. 15.1- teoremaga asosan, (5) integralda integral
ostida B — +0 da limitga o‘tish mumkin:
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tos .
B SN ax

. T sinax . a =
I;_lm) - dx—_[ . dx—él_)n}oarctgﬁ—z.
[}
sin ox funksiya ¢ bo‘yicha toq funksiya bo‘lganligi uchun

X
doo . .
I Sina dx = ;[ signa, oe R. )

x

L

Xususiy holda, a =1 bo‘lganda

Joo .
sinx r
I dx="".

x 2

15.4. Parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integrallarni parametr

0

bo‘yicha integrallash. f(x,y) funksiya M={(x,y)eR2:

:x€ [a;+00), y € [¢;d]} to*plamda berilgan bo‘lsin.
15.7- teorema. Agar f{x,y) funksiya M to‘pldamda uzluksiz va

+oo
I(y)= If(x,y)dx integral [c;d] oraliqda tekis yaginlashuvchi

bo‘lsa, I(y) funksiya [c;d] da integrallanuvchi va

d d | wee 3 K
fl(y)dy=f[ff(x,y)dr]dy= J[If(x,y)dy]dx
munosabat o‘rinli.

fxy) funksiya M, ={(x,y)e R* :xe [a;+e),y€ [c;4e0)} to'p-

lamda aniglangan bo‘Isin.
15.8- teorema. f(x, ) funksiya M| to‘plamda uzluksiz hamda

T.f (x, y ¥ix, Tf (x.y)dy

integrallar, mos ravishda, [a;+e0),[c;+e0) oraligda tekis
yaqinlashuvchi bo‘lsin.

273

www.ziyouz.com kutubxonasi



Agar

Tdr T S (x,y)dv, Tafv T S (x,y)dx

intcgrallarning hech bo‘lmaganda bittasi yaginlashuvchi bo‘lsa, u
holda

+oo +o0 too oo
J ctr[ ] .f(x,y)dy], J d_v[ I f(x,,v)de
integrallar ham yaginlashuvchi va ular o‘zaro teng bo‘tadi.
flx,y) lunksiya M, ={(x,y)e R :xe(ab),ye [c;d]} to*plamda
berilgan. y ning [¢;d] dan olingan har bir tayin giymatida x=b nugta

uning maxsus nuqtasi bo‘lsin.
15.9- teorema. flx,y) funksiya M, to*plamda aniglangan, uzluksiz va

b)
L= _[ S (x,y)dx

integral [c;d] oraligda tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda I (y)
funksiya [c:d] oraliqda integrallanuvchi va
d

d &) b) J
j 1(y)dy = [ dy _[ S (xp)dx = [ ax j f(x,p)dy

munosabat o‘rinli.
sin® x

dx integralni hisoblang.

o
15.8- misol. I
Q0 X

Yechilishi. Intcgral ostidagi sin® x funksiyani quyidagi ko‘rinishda
ifodalaymiz:

. . . 31 | .
sin® x =sinxsin® x =( —2c032x+8cos4x)smx=

5. 5 . P
= "sinx— _sin3x+ sinSx.
8 16 16

Bu tenglikni ¢’tiborga olgan holda, berilgan integralni
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Tsin®x 5% smx
TR

0 - 4] 0

T sm3,\ sin 5x _3'Tsin X
j j X B ;{ x

.. N . fsinx | A
ko‘rinishga keltiramiz. Endi, J= j dx integralni hisoblash
0 X

I 7 o . .
uchun =Ie Tdy munosabatdan foydalanamiz:
X

J= Ism xdrfe “dy.

1t

Bu yerda integrallash tartibini almashtirish mumkin, deb faraz
qilib, (2) formulani e’tiborga olgan holda,

—m )4«)-". ) —M dy K
J—}I;d.\JL )Smxdy_-!l+y3_2

+ou +o0
munosabatga cga bo‘lamiz. Endi J = Jsinxdxj e ™dy integralda
0

0
integrallash tartibini o‘zgartirishning mumkin ekanligini asoslaymiz,
ya’ni 15.8- teoremaning shartlarini tckshiramiz. f(x,y)=¢"sinx
funksiya M, ={(x,y)e R?: x € [0;400) y & [0;+00)} to*plamda uzluk-

siz. 0 < a < A <+4oe deb olamiz. Unda

4 Sin x d o0 +oo A
J dx= J.sin xdx I eVdy= J dyje"" sinxdx =
o x a 0 0 o

4c0 - 3

sina+cosa _,, sind+cosd _

=I{y ) e .)__y ) (:‘Ay}dy=

° I+y l+y

oo

Y ,e%dy +cosa~f Y , e % dy—
y a1 +y

If

sina- |

+
y
1+y

—sinA4

e'—.—os cs_,‘{

T o1
e *dy—cosAd- , ey
2 4 ;‘,‘ 1+y? Y
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bo‘ladi. Keyingi ikki integral 4 (4 >4, >0) ga nisbatan tekis

yaginiashuvchi. Shuning uwchin 4 — 1o da integral ostida himitga
o‘tsak, ularning nolga intilishini ko‘rish qiyin emas.

Ikkinchi integral a (¢ 20) ga nisbatan tekis yaqinlashuvchi,

a—>0day -z 5 smaJ y_ ¢ *dy integralning a — 0 da nolga
ol )’

intilishini ko‘rsatamiz;

Hos y | ¢
— g Yy = | —— = e dl,

—[ 1+ 37 Y o I!- -[ a+f

1
—T--—e“dz< 1 a=tupsa -lna,
-!ar’+t2 ca +f 2 (+a’)

- {
&+ | te

gﬂsina(%ln(]+a2)~lna}=0,T—ﬁt cirs [ L=,

limcsinag =0.

a—0

‘T sinx F o N
Demak, J . dx = 9 ekanligi kelib chigadi. Shunday qilib,
. ,

e . %
J' sin’x o 3%
A 16
15.9- misol. Ushbu tenglik o‘rinli bo‘ladimi'

e Tel 25

o 2 2 e

¥-x x 1 T ody T

____________ = | =- - _j' c=-=
.(x2+y2) xX+yt oy 1+ e 4
e 2 haad pe

Yy -x ¥y 1 I b4

LT y=— = , L ode=
-[(x2+ iy 4 x4yt L lax '!1+x2 4
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Demak, berilgan integrallar teng emas, ya’ni berilgan integralda
integrallash tartibini almashtirish mumkin e¢mas, chunki 15.8-
tfeoremaning hamma shartlari bajarilmaydi:

2

f ( ,)’) ( +y )2 funksiya
M, ={(x,y)e R*:1Sx<4eo,l<y <+oo} to‘plamda uzluksiz,
4o yz —x? 4o yz -x?
2 242 dx’ 2 242 dy
1 (7 +Y7) 1 (7 +)7)

integrallar, mos ravishda, y 21, x 21 bo‘lganda y va x parametrlarga
nisbatan tekis yaqinlashuvchi lckin

ol Tol 2l

+00 oo

[ ey

integrallar uzoqlashuvchl. Haqnqatan ham,

x| dx

)

Tof 27" T y y-

d dy=[d X -
J r!(xuf)* Sk !(x sy ey by
- B 1 _

—-! Syt 1 eyt dx 'l[(x xz)dx
=(Inx—arctgr)  =-oe.

!
Shunga o‘xshash, ikkinchi integralning ham uzoglashuvchi
ckanligini ko‘rsatish mumkin.
Shunday qilib, 15.8- teoremani qo‘llash mumkin emas, ya’ni
tenglik o‘rinli emas.

dy . -
15.10- misol. I= '[\/f_—‘[szyz integralni, integrallash

tartibini almashtirish haqidagi tcoremadan foydalanib, hisob-
lang.

27 ,
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. I
Yechilishi. / (Xa}’)=\/l—l(]+ s ,) funksiya
-x x*y?

M2={(x,y)e R*:0<x<l1,0<y<1}

to‘plamda uzluksiz. dx integral y bo‘yicha [O;I]

'[\/: l+xy)

da tekis yaqginlashuvchi.

Hagiqatan ham, Vxe[0;1) va tayinlangan ye[0;1] uchun

1 < 1 Loodx
-2 (]+xly“’)— [|_¢* tengsizlik o‘rinli. {\/:; intcgral
yaqinlashuvchi.

1
I
Demak. dx integral, Veyershtrass tcoremasiga
'[ VI=x* (1+x%y*)

asosan, tekis yaginlashuvchi. 15.9- teoremaga asosan.

'[ Ji-x? -([]+x '[ j\ﬁ:— I+xV)

tenglik o‘rinli bo*lgani uchun, x=cos¢@ almashtirishni bajarib,
quyidagiga cga bo'lamiz:

& =7 ln(l+\/_)

15.5. Ba’zi bir muhim aniq integrallarni hisoblashda parametrga
bog‘liq integrallardan foydalanish. Biz shu vaqtgacha aniq integrallarni
hisoblashda ikki muhim usuldan foydalanib keldik: bulardan
birinchisida aniq integralni integral yig‘indining limiti sifatida garab,
ikkinchi usulda esa integral ostidagi funksiyaning boshlang‘ich
funksiyasini topib, Nyuton — Leybnis formulasidan foydalanib
hisobladik. Lckin, ba’z bir hollarda integral ostidagi funksiyaning
boshlangtich funksiyasini clementar funksiyalar yordamida ifodalab
bo‘lmaydi. Bunday integrallarni hisoblashda paramectrga bog‘liq
integrallar nazariyasidan foydalanish muhim ahamiyatga ega.
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i - oo Frollani integrallari

1. Agar f{x) funksiya [0;+e) da uzluksiz bo‘lib, chekli
Him f{(x)= f(+=) mavjud bo‘lsa, Ya>0,b>0 lax uchun

Tf_(‘lx)_:f;(_bﬂ dr =[F(0)— f(+e0)]ln % M

Frullani formulast o'rinli.
Hagigatan ham, f(x}) funksiya uzluksiz bo‘lganhgl uchun

V[A4;B] (0< A< B < +) da

tflaxy—fibx) % flax) ,  Ff(bx)

J'_....__ .._x_.__dx_:[. - dx ! . dx =
aB B L% | 8 (

:J'Iii)..dz_b-[f_iz_)a’z:a{_fg).dz_il;_)_dz

inlegral mavjud. Ma’lumki, berilgan integral quyidagicha
aniglanadi;

Jf(ax) £y, _ J'f() "ff(z)

A—)O B—)m

Keyingi ikki integralga umumlashgan o‘rta giymat haqidagi
teoremani qo‘llab, quyidagilarga ega bo*lamiz:

jf-( ) gz = fé)jdz )ln—- (aA<E<bd)

[1D s r [ “ = royn® @psnsomy,
aB z GBZ ¢

A—0 da & -0, B—>+ce da esa n o 4o ckanligini ¢’tiborga
olgan holda, ynqoridagi mulphazalardan

i - f(b b

j Slax)—fibxy [£(0)— f(+<)}In"

5 x a
tenglikning o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi.
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2. Agar x — +oo da f{x) funksiyaning chekli limiti mavjud bo‘lmasa,

lekin VA >0 uchun I /@) dz integral mavjud bo‘lsa, u holda
zZ
A

"J"./'(W)‘f(bx) de=/(0)-In” (1
X

formula o‘rinli.
3. Agar x=0 nuqtada f(x) funksiyaning uzluksizligi buzilib.
A o
J'-/ (z)dz(A < +o0) integral mavjud bo‘lsa, u holda ushbu formula
z
0

o‘rinli:
Tj.(a,\')_.j‘(bx) dx =/(+°°) ln b . (] vl)
0 X a

15.11- misol. Integralni (1) formuladan foydalanib hisoblang:
oo -ux
jl A3 A 50,650
T+3e™ x
Yechilishi. Berilgan integralda f(x)=1g(7+3¢™). Bu funksiya

[0;4 o0) da uzluksiz, lin(}f(,\-)=f(0)= I, 3im f(x)= f(+o0)=1g7.

oo

Demak, (1) formulaga asosan, J' ig T+ 36:;( dx =1g(1+ 3). In b
v 1+3e 7 a

*T sinax —sin Bx
15.12- misol. j
° X

dx, x>0, >0 integralni, (1)
formuladan foydalanib, hisoblang.
Yechilishi. Berilgan integralda f(x)=sinx bo‘lib, f(0)=0 va

x = +oo da sinx funksiyaning limiti mavjud emas. ¥4 >0 uchun

+o0

sinx
I
1

(19 formulaga asosan, integral yaqginlashuvchi va

dx integral Dirixle alomatiga asosan yaginlashuvchi, Demak
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J‘ sinax ~sin 'Bxdx -0,

0 X

15.13- misol. Ushbu integralni, (1) formuladan foydalanib
hisoblang:

40 SIN ! ~sin L
[—a—brar, a>0, b>0.
] x .
Yechilishi. Ravshanki, £(x)=sin = bo‘lib, x=0nuqtada uzilishga
X
L1
48in—
cga, f(+0)=0.Y4>0 uchun I X dx integral yaginlashuvchi.
x

[1]
Demalk, (1) formulaga ko‘ra,

msinl—sin]— b
_aX__’lde=f(+°°).|n_=()‘
X a

Mustagqil yechish uchun misollar

15.1. Agar f{x) funksiya (0;+0) da absolut integrallanuvchi
bo‘lsa,

+o0. Foo
lim [ £(x)sinaxds =0, lim | f(x)cosnxdx =0
0 "
ckanligini isbotlang.
15.2. Ushbu tenglikni isbotlang:

2 Tacosx

lim dx=1.

a-0 g7 2

. x*+a?
15.3. Iae"""dx integralda o —+0 da integral ostida limitga
(]
o‘tish mumkinmi?
154. Agar f(x) funksiya [0;+e0) da uzluksiz, chegaralangan va
f(0)=0, g(x) funksiya esa [0;+e) oraligda absolut
integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
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tim ] (% Jocoae=o
~ ekanligini isbotlang. _
15.5. Agar f(x) funksiya (0;+<) da integrallanuvchi bo‘lsa,
limoje"“ F(x)dx = j Flx)dx
{E—r rt 0
ekanligini isbotlang.
15.6. F(o) = jsin(axz)dx funksiyaning E =[1; +) to‘plam-
]

.da uzluksizligini isbotlang.

15.7. Fla)= J igsa—x dx funksiyvaning £=R to‘plamda uzluk-
+

LU
sizligint isbotlang,

.o
| §in—
15.8. F(a)=_[—axdx funksiyaning £=(0;1) to‘plamda
s X _— : .

uzluksizligint isbotlang.
2 oxdx ) ) S
15.9. F(a)=_[2—_;};; funksiyaning E =(2;+e) to‘plamda
iU .

uzluksizligini isbotlang.

COS_x_dx funksivaning E =(0;+) to* plamda

15.10. Fia)= j
uzluksizligini isbotlang.
Funksiyalarni ko‘rsatilgan oraligda uziuksizlikka tekshiring:

smx

15. 11, F(a)= j e dx, E=[0; +).
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15.13. F((}‘):J_:d': . E=[0;])
0
15.14. F(a)zj_s nl-o)x, g
X
o
15.15. F(o)= [oe™ dx, E=R
]

1

15.16. F(a)= [ ™ cosx’dx, E =[0; +ce),
Q
Dirixle integralidan foydalanib integrallarni hisoblang-

T

15.20. jﬂn—x dv. 15.21. j SInx —X00SX

o JC

Sll‘lx COS x
j “dx.

s X

Ang:
s, J‘ sin’ex 1523,
1]

Cal -15.24. j cosax -E‘EE{ dx .
X
Dirixle yoki Frullani integrallaridan foydalanib, mtegrallatm
hisoblang:
asingx—sinax

15.25. j - X, o>0.
X

15.26. >0, f>0.

k4

40 s 4 + 4
sin® o x —sin* S x
J___ --ﬁ—dx

] X

15.27. Jsmaxsmﬁxdx a>0, B>0, axp.
x

15.28. jsm --m-sﬂd o3,
x
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Parametr bo‘yicha integral ostida differcnsiallab, integrallarni
hisoblang:

1o g

_ e~[3.\‘x

15.29. I ()= I ¢ © dx, (x>0, B>0) integralni hi-
x
[
soblang.
we—ax _ -Bx
15.30. /()= | sinmxdx, (>0, B>0, m=0)
x
0
integralni hisoblang.
e ™ —e B . R
15.31. J cos Axdx, o >0, B >0 integralni hisoblang.
A x
1
arctgorx . -
15.32. dx intcgralni hisoblang.
0 xv1-x?
1
ctg o b4
1533, [ 28" de="n(1+a) (> 0) ekanligini isbotlang.
o x(l -X ) 2

3
o . 4
15.34. 15.33- misolning natijasidan foydalanib, J * dx=—£ln2
]
ekanligini isbotlang.
{
15.35. [x*'dr=,a>0 ckanligidan foydalanib,
0

{
jx"‘ "“Inx"dx, me N integralni hisoblang.
[}

15.36. [(b)= j e cosbxdx (h>0) integralni hisoblang.
0

15.37. j x*e™ cos2bxdx (ne N) integralni hisoblang.
0
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15.38. J' x =7 (a>0) formuladan foydalanib,
*+d® 2a
0

w1 (RE€ N) integralni hisoblang.
u (\ +d” )

15.39. Ushbu J(a)= j"i"s""‘dx K(@)= j‘lsi“?xdx Laplas
0 1]
integrallarini hisoblang:

15.40. Ushbu Frenel integrallarini hisoblang:
+o0 oo
J= Isinxzdx, J, = Jcosxzdx.
¢ [
15.41. Ushbu '[ e dx Eyler — Puasson integralini hisoblang.
0

Tsinakx 1

15.42. j =", o>0 dan foydalanib,
X 2
J- cosax—zcosbx d= n(b—o)
° X 2

bo‘lishini isbotlang.

400

15.43. _fe"”“dx= I , ¢>0 munosabatdan foydalanib,
o

e P b
I X dx=1In o %> 0, >0 bo‘lishini isbotlang.
0

15.44. J e dx= \/2; Eyler — Puasson integralidan foydalanib,
[

quyidagi munosabatlarni isbotlang
1)f ~arts2B0 gy = ,{ e“ ,00>0;
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i ax’ - fat
2) je——;e—-dx=2\/7?(\/23_—\/a). a>0,>0;

15.45. Integrallash lartibini almashtirish mumkinmi:
1

‘ Jof gepp @

Misollarning javoblari

15.11, Uzluksiz. 15.12. Uzluksiz. 15.13, Uzluksiz. 15.14. ¢ = *]
da uzluksiz; g =—1 va a=1 da uzilishiga ega. 15.15. a#0 da

i1
uzluksiz; o =0 da uzilishga ega. 15.16. Uzluksiz. 15.17.

2
b4 /4 . 3n
15.18.2.15.19.4.1520 ¢ 1521, l.22.4blgna. 15.23.
3, o
15.24. (B - a) 15.25. aina. 15.26. ln(ﬁ)-
1 a+p
15.27. , In( ) 15.28. 0. 15.29. I(oz)— ﬁ(a>0 B>0).
2 a-p
15.30, J(m)=arctg P —arctg® 15.31. L &+2
m m 2 o +A

m »_fz
15.32. In(a+x/1+a) 15.35. - lzﬂ, 15.36. /(h)= J”.e der
a

Q/;Z'— d*

22n+l dbln

n2n-"
22Nt

15.37. (-1)" ™). 15.38.

‘u

15.39. l(a)— ¢®, aeR, K(a)——mgna o™ aenr.

15.40. /(a)~-\f I(a)= \/71541 . 15.45. Yo'q.
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16- §. Eyler integrallari

16.1. Beta funksiya va uning xossalari. Ushbu
1
[x(1-x)" 'dx (a>0.6>0) (16.1)
]

xosmas integral Beta funksiva voki I- tur Eyler integrali deyiladi va
Bla.b) kabi belgilanadi, ya’ni
[
B(a,b) =J.\"’“'(l —x)"dx. (16.2)

0

Integral ostidagi funksiya uchun:

1)y a<l, b21 bo‘lganda x=0 nuqta;

2y azl, b<1 bo'lganda x=1 nugta:

3) a<1, b<I bo‘lganda x=0 va x=| nuqtalar maxsus nuqtalar
bo‘ladi.

Demak, (16.1) integral parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas
integraldir.

Beta funksiya quyidagi xossalarga ega.

1- xossa. (16.1) integral

M ={a,h)e R*: ae (0;+), be (0;+0)}
to‘plamda yaginlashuvchi.

2- xossa. (16.1) integral M,={(a,p)e R*: ae[a,;+),
he [b,;+o0)}, a,>0, b,>0 to'plamda tckis yaqginlashuvchi, Ickin
M to*plamda csa notekis yaginlashuvchi.

3- xossa. B(a,h) funksiya M to‘plamda uzluksiz funksiyadir.

4-xossa. V(a,h)e M uchun B(a,b)= B(b,a) (simmetrik) bo‘ladi.

5- xossa. B(u,bh) funksiya quyidagicha ham ifodalanadi:

oo tu—l
B(a,b)= s A1
-! (1+0**

6-xossa. V(a,h)e M, ={(a,b)€ R* :ae (0;+), he (I;+o0)} uchun

B(a,b)= ai;‘_‘ B(a,b-1) .
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7- xossa. b=n bo‘lganda;

n-1 n-2 1 1
B(a,n)= B(a,1), B(a,l})=-—.
(@) atn—la+n-2 n+l( ). Bla.l) a
: —BYm=N"
8- xossa. B(m,n)= (_n_i(m—l) (m,ne N).
(n+m—1)!

9- xossa. B{a,l-a) :_L(O< a<l1), xususiy holda a= 1
sinam 2

bo‘lganda, 8= (-1 . L ]= n.
272

16.2. Gamma funksiya va uning xossalari. Ushbu

Tx""'e'xdx (a>0) (16.3)

0

xosmas integral Gamma funksiva yoki 2-tur Eyler integrali deyiladi
va kabi belgilanadi, ya’ni

@)= Tx“_le_’dx (a>0). (16.4)

Integral ostidagi funksiya uchun:

1} a<lbo‘lganda x=0 nuqta maxsus nuqta;

2) a>1 bo‘lganda (16.3) integral yaginlashuvchi;
3) a <0 bo'‘lganda (16.3) integral uzoglashuvchi;
Gamma funksiya quyidagi xossalarga ega.

i- xossa. I'(a)=limn* 1-2-3-(n=1)

e ala+1)---(a+n+l) (16.5)

{16.5) formula Eyler — Gauss formulasi deyiladi,
2- xossa, (16.3) integral Vae [q,,8,] (0 <a, < b, <+0) oraligda

tekis yaqinlashuvchi, @€ (0;+0) da esa notekis yaqinlashuvchi.

3 xossa, ['(a) funksiya (0,+e=) oraliqgda uzluksiz va barcha

tartibdagi uzluksiz hosilalarga ega, ya’ni
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r'™(a)= [ x*¢™(Inx)"dx (ne N) |
0

4- xossa. [(a+)=al (a){(a>0).

5-xo0ssa. [(n+1)=nl.

6- xossa. B(a,b)= ') I“(b).
I'(a+b)
7-xossa. I'(@)['(1-a)=B(a, 1~a)= .~ , O<a<l.
swman

-1
8- xossa. I‘(n+;]=(2n2”1)-"\/7?, ne N.

N

9- xossa. Lejandr formulasi: F(a)]"(a+ ; )= p2l r'(2a).
16.1- misol. Ushbu integralni Beta funksiya orqali ifodalang:

[x@ ~x"dx, >0, a>0, B>0, n>0.
0

Yechilishi. Berilgan integralda x= at* (¢>0) almashtirish
bajarib,

a+nf~n )

e eyt
]

a

Jxa—l (an _xn )ﬁ—l dx =
0
ni hosil gilamiz. (16.2) formulaga ko‘ra

q a+nfi-n
0 n n

n

16.2- misol. J x*a* —x*dx (a>0) integralni hisoblang.
0

Yechilishi. Xususiy holda, 16.1- misolda n=2, fB= ;, o=3
deb olsak,
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I 4
szxlaz —xdx=" B 3 . 3
5 2 (272
munosabaiga ega bo‘lamiz. Gamma funksiyaning 5-, 6- va 8-
xossalariga asosan,

k]

Fe g @) _nat
2
0

re)y 16

ckanligini topamiz.

|
16.3- misol. I='wl x , integralni Eyler integrallari
¥ X (x+2)

yordamida hisoblang.

Yechilishi. Berilgan integralda 23:\’ =¢ almashtirish bajaramiz
X

va x= 2 , d ) _dt ekanligini e’tiborga olib,
3-t7 (x+2)° 6

|
= \'/gjﬂ:(l—z)*dz
0

ifodani hosil qilamiz. Beta funksiyaning ta’rifi va Gamma
funksiyaning 4-, 6-, 7- xossalaridan loydalanib, I'(2)=1 ckanligini
¢’tiborga olgan holda,

e

bo‘lishini topamiz.

1 o -}
16.4- misol. J(’" ! ] x#7'dx, o, B >0 integralni hisoblang.
X

Yechilishi. Berilgan integralda In l =1, (£>0) almashtirigh .
X

bajarib, so‘ngra Gamma funksiyaning ta’rifidan foydalangan holda,
1 a-l a-
1 R wdy _ 1
In Flde= | # e Pdr = ) = I'(4)
}l).[ X ) J' ﬂu l ﬁ ‘B(z (

ga cga bho‘lamiz.
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teo m ix
16.5- misol. ! (ail:x”)” (@>0,b>0,n>0) integraini hisob-
lang.

Yechilishi. Beriigan integralni hisoblash uchun x = JZ ;, (1>0)
a

almashtirish bajaramiz, so‘ngra Beta funksiyaning 5- xossasidan
foydalangan holda,

mil
ar

T x"dx b J= & aY 1 m+1 m+1
I = f di=|~| —B|—.,p———
(a+bx")"  na® § (1+1)" b) na n n

0

ifodani hosil gilamiz.
Berilgan integral 0< et < p bo'lganda yaginlashuvchi.
n

16.6- misol. Ushbu integralni hisoblang:

b m n
1=j("'“) (b:f)dx (0<a<bh,c>0).
. (X+C)m "+

Yechilish. Bu integralda * % = b_a: almashtirish bajarib, uni
x+e¢ b+c
(b_a)m-m-H H

= (1=1)'dt
(h+c)y™ (a+c)™ '([ (=5

shaklga keltiramiz. So‘ngra m >—1, n> -1 deb, Beta funksiyaning
ta’rifimi e’tiborga olgan holda,
_ (h _ a)m+n<)-l
(h+c)m+l(a+c)n+l
munosabatni olamiz.

B(m+1, n+1)

g
16.7- misol. 1=jsin"’xcos"xdx (m>~1,n>~-1) integralni
0
hisoblang.

Yechilishi. sinx=+ (1>0) almashtirish bajarib, berilgan
integralni ushbu ko‘rinishga keltiramiz:
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! m-l n-l
1=%!z 2 (1-1)7 dr .

Hosil bo*lgan integralga Beta funksiyaning ta’rifini qo‘llab,
= l B m+1 , n+l

2 2 2
ifodani olamiz.

tg”x

) ,dx, O<oa <l integralni hisob-
(sinx +cosx)

16.8- misol. / =j
0

lang.
Yechilishi. Berilgan integralda tgx=¢ (1>0) almashtirish
bajarib,

]=j- tg®x dx =T “dt
o cos’x (1+1gx)’ 1 (1+¢0)°
munosabatga ega bo‘lamiz.

0< o <1 shartda berilgan integral yaginlashuvchi. So‘ngra
keyingi hosil bo‘lgan integralga Beta funksiyaning 5-xossasini,
Gamma funksiyaning 4- va 7- xossalarini go‘llash natijasida

I=B(+a, 1-a)=al@)l(-o)= "%
sSmMorw

bo‘lishini topamiz.
sin"™ x dx

I+ kcosx)" (0< k <1) integralni hisoblang.

n
16.9- misol. / = ,[ (
0

Yechilishi. Bu integralda t=tg; almashtirish bajaramiz.
Natijada
2n +oo n~l _
I = J' ! ;1!2__ a=’l k
(A+k)" 5 (+a’)y 144
ifodani hosil gilamiz. Bu integralda o =z almashtirish bajarib,

Beta funksiyaning ta’rifiga asosan,
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ifodani topamiz.

1 24
16.10- misol. [ = I{In 1—) dx (p>-l) integralni hisoblang.
2 X
Yechilishi. Bu integralda ¢=In 1 almashtirish bajarib,
X

I oo
I= J(ln—-l— T dx = j e dt=I(p+1)
' 0 x 0
ega bo‘lamiz.
16.11- prisol. [ = Jx"e“" Inxdx (a>0) integralni hisoblang.
4
Yechilishi. Berilgan integralda /=ax almashtirish bajarib,
I= Tl - J tfe” Intdt — i?ﬁ I tre7dt
at? a’”’
L] 0

munosabatni hosil gilamiz. Bunda birinchi integral p+1>0 argumentli
. Gamma funksiyaning hosilasini beradi (Gamma funksiya p+1>0 da
istalgan tartibdagi hosilaga ¢ga), ikkinchi integral esa I(p+1) ni
- ifodalaydi. Shunday qilib,

' 1
I= I;(ip’:_ll - 1_13 Fp+h)= 4 I:_(p_+-1l—_)
a a'’ dpl af

bo‘ladi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Integrallarni Beta va Gamma funksiyalar orqali ifodalang:
16.1. j xledx, p>0, a»0-

0

16.2. | cosaxdr, 1>p>0.
)
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P"} ]
dx, p>5, >0 a+2\/;>0~

163. | — =~
;,[(x +ax + b))’

Hoa

2
164. [<dx, neN, a>0.
X

oo o |
16.5. jx dx’ O<a<l.

s 1+x

oo

e dx
16.6. e""e”xdx’ p>().16.7. . 16.8. oa>0-

i [ en] &

[}
169. [x*(1-x")'dx, B>0, a>-1, v>-I,

0

Rad aldx l
16.10. {* “*  Bsa>o0.16.11. dr, a>=

! (1+x)* j ,;/_1_

R L]
16.12. | SIX e, p>1.

o 1 +cosx

s | B~

16.13. Jsm xcos *plx B, a>0.

o (sinx +cos x)*
16. l4 xcos x dx, O<ab. O<a.

. (a sin x+b2 cos’ x)*

.
16.05. [—SF e 0<|p|<1.
0(]+ﬁcou)

16.16. I‘M" O<a<h 0<c
(x+c) ’ )

Eyler integrallaridan foydalanib, imcgral]ami hisoblang:

16.17. fo4 —x*dx. 16.18. f

(l+ )
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1
I6.l9.-[ dx n>1.

n "'
n\“—x

16.20.j dx _ 16.21. j

o 3fx? (2-x) ;‘/(2 —x)(I+x)*
16.22. j./(z )} (x~l)dy . 16.23. j,/

2-x (l+x)

16. 24 . 16.25. J“)
0 (2- x)\/x (- (X‘H)

16.26. :l)' (d4x)

16.28. jxlma(]_x)aaix “l<a<2:
s (1+x)° ’

16.291~/_1nx . 16.30. jx '“dx, a<l.
1+x

]
|6'31'_[ [+x dx 1632 js/ ln(x—l)

In
S Ha-x)2(+x) x*+3x

16.33. j'“ xdx
0 X +a

te ol doo a-ly 2
16.34. jx X 0<a<l. |6.35.I" In"x ..
v 1Hx o l+x

T x"d
16.36. i <
o (1+x9)
o
1637J xd g 0<a<l.
(smx+cosx)
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2a-1

dx, O<a<l
16.38. |42 .

N 1

16.39. |sin‘ xcos’ xdx
0

Tengliklarni isbotlang:

too  p-l q-1
16.40. B(piq)= [~ +x

de, p>0, q>0
1

3 1 1
16.41. |tg™xdx = o< =
;[ 2 n | I 3

cOS—
2

I 1
16.42. B(p;p)= = B(E;p ) p>0.

L p-l g-1
1643. B(piq)=[* T

Py & P20 020

1644J‘e dxsz-x &

T82

16.45. dex J' xdx
|

16.46. J-x””' sin axdx = ]p I'(p)sin ”Zp, p<l.
a
)

b4

16.47. 1 d j(t—-a)”” < FO=p) - (x=a)™™
T(l-e) dx? (x=1)* rl—o—-pu)

O<a<l, O<pu<l.

X -1
1648. | djU-a97

=0, O<a<l.
Fl-a) de? (x—1)°
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Misollarning javoblari

16.. 7P 162, ' r(pycos™?.
a’ o’ 2

I p—-l
16.3. Jr 2/
Ja@+24b) I'(p)

[0 [
164. 2> 4 21~[£). 165. * 166.7(p).167. T
2 sinorw 242

168. 1p() 121) 169. !5 ‘”‘,v+1].
a (o’ n B B

16.10.B(B-at, @) .

16.11.13[a+1, 2).]6.12.2”'3([)—], ”*'].
3 373 2

2
o o
Bl& &
16.13.8(c;, B). 16.14._\2 2 ] 16.15. 2 333,
2(a,h)* (1-p%¢ 44
2
16.06. —T=4" _ 1617.p.1618. *_ . 16.19.— =
8a+c) (b+c) 22 nsin
n
5
16.20.27 _16.21.732 . 16.22. *® .16.23.::‘/_
2T -4 75
16.24.27 (37 _1) . 16.25.372 * .16.26.B(=, 2) .
6 \/5(‘/5 1) 3n (4 4)
16.27._,,2‘/E 16.28.2za ' % . 16.29. 0.
4 sinom
sinom
b —_ 2
16.30.7° — 2 .16.31.2,; 1632, 472
4cos? — - 3
2
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2 2
16.33. % n2]a]+ " | . 16.34. - F 2%
2|a] 4 sin’ ax

1+cos” an 1-
ILC_‘?JS_) 16.36.5‘7'(1—@'- 16.37.71 —2

16.35.7 : : .
sin o singmw

16.38. % 16.39.37
2singn 512
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