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So'z boshi.

Lotin grafikasiga asoslangan o'zbek imlosi bo'yicha ta'lim olgan
o'quvchilar shu yildan oliy ta'lim muassasalariga o'qishga kiradilar. Shu
sababli, bu imloda darsliklar yozish yoki avval nashr etilgan darsliklarni
shu imloga o'tkazish shu kunning dolzarb masalasi bo'lib goldi.

Muallif kirill grafikasidagi o'zbek imlosida yozilgan shu nomli
darsligini lotin grafikasiga asoslangan o'zbek imlosida gayta nashr
ettirish taklifini bajonidil gabul qildi. Shu imkoniyatdan foydalanib,
avvalgi nashr davridan to shu kungacha bo'lgan muddat ichida ko'p
ustozlari, hamkasblari va mushtariylardan darslik to'g'risidagi fikr-
mulohazalari, kamchiliklar va qilingan takliflar asosida ushbu nashrni
tayyorlab, mushtariylar muhokamasiga taklif etayapdi. Muallif fikr-
mulohaza bildirgan barcha insonlarga 0'zining cheksiz
minnatdorchiligini bildiradi.

Ana shu fikrlar asosida darslikning ko'p joylariga o'zgartirishlar
kiritildi. Xususan, 1-bob avvalgi nashrdan farqli o'laroq determinant
tushunchasini bayoni bilan boshlanmay, balki matritsalar va ularga
bog'lig bo'lgan barcha tushunchalarni bayoni bilan boshlandi.
Determinant va uning xossalari shu bobning 2-§ ida keltiriladi. Shu
bobning 5-§ idagi barcha ma'lumotlar ayrim o'zgartirishlar bilan
alohida bob qilib ajratilib, Vektorlar algebrasi deb nomlandi. Avvalgi
nashrda barcha misol va masalalar asosan texnik jarayonlar taxliliga
doir bo'lgan bo'lsa, bu nashrga matematikaning ayrim iqtisodiy
masalalarga qo'llanishini namoyish etadigan misollar Kkiritildi. Shu
sababli, bu darslikdan iqtisodiy yo'nalishdagi ta'lim muassasalarida ham
foydalanish imkoni tug'ildi.

Muallif mushtariylardan bu nashr to'g'risidagi fikr-mulohazalarini
minnatdorchilik bilan qgabul (qilib, bildirilgan fikrlar darslikni
takomillashishiga yordam beradi deb umid qiladi.

Muallif.
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1 — BOB
CHIZIQ'LI ALGEBRA ELEMENTLARI

§1. Matritsalar.
1.1. Matritsaga doir asosiy tushunchalar.

1-ta'rif: ajj, i=1,2,...m, j=1,2,...,n sonlarning muayyan tartibda
yozilgan quyidagi jadvali

a; &, - a,
A= Ay 8y vt Ay
am1 amZ amn

m ta satr, n ta ustundan tuzilgan mxn o'lchamli matritsa, deb ataladi.
Bunda a;; sonlar matritsaning elementlari deyilsa, uning birinchi indeksi
[ shu element joylashgan satr raqamini, ikkinchi indeksi j esa u
joylashgan ustun  raqamini bildiradi. Matritsa qisqacha, A=||a,|
ko'rinishda ham yozilishi mumkin.

Agar m=n bo'lsa, A kvadrat matritsa deyiladi.

Agar barcha i=1,2,....m, j=1,2,...,n lar uchun al-j=bl-j bo'lsa, bir xil
o'lchamli A=||a;|| va B=||b;|| matritsalarni teng deymiz, ya'ni A=B.

Matritsalar uchun wular wustida bajariladigan arifmetik amallar:
go'shish, ayirish va ko'paytirish amallarini kiritish mumkin.

2-ta'rif: Bir xil o'lchamli A=||al-j|| va B=||bl-j|| matritsalarni yig'indisi
A+B deb, shunday C=||c;|| matritsaga aytamizki, bunda c;=a;+b

i=1,2,....m, j=1,2,...,n bo'ladi.

ijr

I-misol.
3 -1 2 1 -2 1 -1 1 1 01 2
4 3 0 -11|+] 3 -1 1 1 (=7 21 0
-1 2 5 -2 2 -1 -4 -1 11 1-3

3-ta'rif: A=||q;|| matritsani o songa ko'paytmasi deb, A matritsani
barcha elementlarini a ga ko'paytirishdan hosil bo'ladigan B=||bl-j||,

bl-]:aal-j, i=1,2,...,m, j=1,2,...,n, matritsaga aytamiz.
2-misol.
1 2 3 6
3.1 3 -1 |=| 9 -3
-1 4 -3 12

4-ta'rif: mxn o'lchamli A=||a;|| matritsaning nxk o'lchamli B=||b||
matritsaga ko'paytmasi deb, elementlari quyidagi
C,j=ai1b1j+ai2b2j+ +al-nbnj, i=1,2,...,m, j=1,2,...,n.
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formulalardan aniglanadigan mxk o'lchamli C=||c;|| matritsaga aytamiz.
3-misol.
| I1+6 4-2 0+2
1 4 0
A-B=| 0 -1 |- 3 = 0-3 0+1 O0-1 |=
3 1

-1 1
3+3 12-1 0+1
7 2 2
=/-3 1 -1 |=C
6 11 1

Agar m#k bo'lsa, B-A ko'paytmani bajarib bo'lmaydi, lekin agar m=k
bo'lsa, umumiy holda A-B=B-A bo'lmaydi, chunki A-B mxm o'lchamlij,

B-A esa nxn o'lchamli matritsa bo'ladi. Hatto m=n bo'lgan holda ham
matritsalar ko'paytmasi uchun kommutativlik (o'rin almashtirish)
xo0ssasi o'rinli emas. Masalan,

3 4 0 2 0 1
A={1 2 -1 B=| -1 1 0|
1 -1 2 3 4 5
matritsalar uchun
2 4 3 7 7 2
A-B=[-3 -2 —-4| B-A=|-2 -2 -1
9 7 11 18 15 6

ya'ni A-B#B-A.
Bevosita tekshirish yo'li bilan quyidagi
1) (1A)-B=A-(AB)=A-(A-B), A-son;
2) (A+B)-C=A-C+B-C;
3) C-(A+B)=C-A+C-B;
4) A-(B-C)=(A-B)-C;
xossalarni o'rinli ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin.
4-misol. Korxona AB,C mahsulotlar chiqgarib, wularni ishlab

chiqarish jarayonida ishlatadigan Sy S,  xom ashyolar normasi
quyidagi jadvalda berilgan bo'lsin:
Maxsulot Xom ashyoning bir mahsulot birligini Mahsulotning ish-
turi tayyorlash uchun sarf normasi lab chiqarilish rejasi
Si Sz
A 2 3 100
B 5 2 80
C 1 4 130
Xom ashyo bir- 30 50
ligining narxi
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Mahsulotning rejadagi xajmini ishlab chiqgarish uchun ketadigan xom
ashyolar xajmi va ularning umumiy narxi topilsin.

Yechish. S xom  ashyoning sarf xajmini topaylik:
S;=2-100+5-80+1-130=730 birlik. S, xom ashyo wuchun S,
=3-100+2-80+4-130=980 birlik. Shu sababli, S xom ashyoning sarf
xajmini quyidagi matritsa-satr ko'rinishida ifodalash mumkin:

2 3
S=C-A=¢00 80 1305 2|=4q30 980:.
1 4

U holda xom ashyoning sarf narxi Q=730-30+980-50=70900 pul birligi,
matritsa ko'rinishida quyidagicha yozilishi mumkin:
Q=S-B=CAB= €090 .
Agar barcha i,j lar uchun a’;=a; bo'lsa, AT=||a”;|| matritsani A=||a,|
matritsaga transponirlangan matritsa deymiz.
Agar A mxn o'lchamli matritsa bo'lsa, AT nxm o'lchamli matritsa
bo'ladi.

S-misol.
3 -1
3 -2 1 r
A= , A =] -2 1|
-1 1 2
1 2

Quyidagi xossalar o'rinli:

1)(AT)T= A;

2) (A+B)T=AT+BT

3)(A-B)T=BT-AT

Agar AT=A Dbo'lsa, kvadrat A matritsa simmetrik,AT=-A bo'lsa,
kososimmetrik matritsa, deb ataladi.

Teorema. Har ganday A kvadrat matritsani simmetrik B va
kososimmetrik C matritsalar yig'indisi ko'rinishida ifodalash mumkin.

1.2. Matritsaning determinanti.

Endi  matritsalarning  sonli  belgisi  bo'lmish  determinant
tushunchasini kiritamiz. Avval bu tushunchani kiritishda zarur
bo'ladigan quyidagi o'rinlashtirish tushunchasini ko'raylik.

5-ta'rif: Dastlabki n ta {1,2,...,n} natural sonlar to'plamining o'ziga
har gqanday o'zaro bir giymatli 7 mos qo'yish n-tartibli o'rinlashtirish
deyiladi. Har ganday n-tartibli 7z o'rinlashtirish quyidagicha yozilishi
mumkin:
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xususan,

T =
al az.“an

kanonik o'rinlashtirish deyiladi. Har ganday o'rinlashtirishni kanonik
ko'rinishga keltirish mumkin. Buning uchun mos qo'yish tartibini
saglagan holda, birinchi satr elementlarining o'rinlarini o'sish tartibida
yozish kifoya.

Agar berilgan 7z o'rinlashtirishda i<j natural sonlarga mos qo'yilgan
@; va ¢; sonlar uchun ¢;>¢; munosabat o'rinli bo'lsa, 7 o'rinlashtirishda
(i,j) juftlik inversiyani tashkil etadi, deymiz. Agar barcha invers
juftliklar soni S(z) juft bo'lsa, 7 o'rinlashtirish juft, agar S(z) toq bo'lsa,
7 o'rinlashtirish toq deyiladi. Masalan,

1 2 3 4
T =
3 21 4
o'rinlashtirishda (1,2), (1,3) va (2,3) juftliklar inversiyani tashkil etadi.
Demak, bu o'rinlashtirish toq ekan.
6-ta'rif: Quyidagi
Ay Gy 4

n

A, Ay a4,

n

a anz cee a

nl nn

kvadrat matritsaning aniqlovchisi yoki n-tartibli determinanti, deb,
quyidagi songa aytamiz:
ay dp - 4

n

_ S(r)
..n _Z(_l) Ty By
T

anz oo a

det A =

a

nl nn
bu yerda yig'indi barcha n-tartibli o'rinlashtirishlar bo'yicha bajariladi.
Bu ta'rifni tushunish uchun n=2 va n=3 bo'lgan hollarni ko'raylik.

Agar n=2 bo'lsa, o'rinlashtirishlar faqat

1 2 12
71 2) V@ T2

bo'ladi. Bunda S(7;)=0 va S(m,)=1. Shu sababli,

a,; 4y

det4 = =ady —apnpdy,

a, dy

Barcha 3-tartibli o'rinlashtirishlar quyidagicha:
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1 2 3 1 2 3 1 2 3

71'1 = . 72'2 = . 72'3 = )
1 2 3 31 2 2 31
I 2 3 I 2 3 1 2 3

T, = , Ty = , T = .
3 21 2 1 3 1 3 2

Har bir o'rinlashtirish uchun inversiya sonini hisoblasak: S(7;)=0,
S(my)=2, S(m3)=2, S(my)=3, S(75)=1, S(m;)=1 ekanligiga ishonch hosil
gilamiz. U holda ta'rifga ko'ra :

a11 a'12 a13

a21 a22 a23 = a'11a'22a33 + a21a32a13 + a12a23a31 o

a31 a32 a33

— Q138,85 —81,851833 — @1183a5,.
3-tartibli determinantlarni hisoblash uchun «uchburchaklar usuli»,

deb ataluvchi quyidagi diagrammadan foydalanish mumkin:
o]

0 ) 0 “O‘
05 Eié 2 \Zo 00
0 0 0 0 0
a) (+) b) ()
1-rasm
Har bir diagrammada tutashtirilgan elementlar o'zaro ko'paytirilib,
keyin natijalar qo'shiladi,
a) diagrammadagi yig'indi «+» ishorasi bilan,
b) diagrammadagi vyig'indi esa «-» ishora bilan olinib, ikkala natija
o'zaro go'shiladi.
3-tartibli determinantlarni hisoblash uchun «Sarryus wusuli», deb

ataluvchi quyidagi diagramma ham mavjud:
adp il a

1 ap a3 12
a1 ax a3 a1 ax
331/332><333><331\332

2-rasm.

bu yerda tutashtirilgan elementlar o'zaro ko'paytirilib, asosiy
diagonalga parallel tutashtirilganlari alohida qo'shilib «+ » ishora bilan,
yon diagonalga parallel tutashtirilganlari alohida qo'shilib «-» ishora
bilan olinib, natijalar qo'shiladi.

Agar A va V nxn o'lchamli kvadrat matritsalar bo'lsa, u holda

1) det(A-B)=detA-detB;

2) det(AA)=ArdetA,
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munosabatlar o'rinli bo'ladi.

1.3. Minor va algebraik to'ldiruvchi. Faraz qgilaylik, mxn o'lchamli

A matritsada ixtiyoriy ravishda uning k ta satr va k ta ustuni biror usul

bilan tanlangan bo'lsin, bu yerda k<min(m,n). Bu tanlangan satr va
ustunlardan tuzilgan k-tartibli determinant A matritsaning k-tartibli
minori deyiladi. Xususan, agar A nxn o'lchamli kvadrat matritsa bo'lsa,
uning i-yo'li va j-ustunini o'chirish natijasida hosil bo'lgan n-1-tartibli
determinant A matritsaning q;; elementiga mos keluvchi n-1-tartibli

J

minori deb atalib, M; ko'rinishda belgilanadi. Masalan, 3x3 o'lchamli
matritsa uchun a;; elementga mos keluvchi minor

a a
M 22 23
11

as; dss

Xuddi shuningdek, a;; ga mos keluvchi minor

) dy

va hokazo.

Quyidagi A;=(-1 )i+le.]. ifoda a;; elementning algebraik to'ldiruvchisi

a'22 a23
deyiladi. a;; elementning algebraik to'ldiruvchisi 41 = a q. |1 Q12”
32 Y3
o y ay Ay
elementniki esa “i2 =~ va hokazo.
a3 s

1.

2.

3.

1.4. Determinantlarning xossalari.
Agar determinantning barcha yo'l elementlarini ustun elementlariga
yoki aksincha, almashtirilsa, uning giymati o'zgarmaydi:

dyy Ay _ _
=d)dy —dpdy

di, dy
Agar determinantning ikki yonma-yon turgan yo'l (ustun)
elementlarini o'rnini mos ravishda almashtirsak, determinant giymati
garama-qarshi ishoraga o'zgaradi:

ap 4y

~ |4 4y

=dpdy —adpay, = _(llla22 —dapay =~

ay, Ay ay Ay
Agar determinantning biror yo'l (ustun) elementlari umumiy A
ko'paytuvchiga ega bo'lsa, u holda bu ko'paytuvchini determinant

tashqarisiga chigarish mumkin:
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a, Aa,
a, Aa,,

Xususan, agar A=0 bo'lsa, determinant giymati nolga tengdir.
4. Agar determinantning biror yo'l (ustun) elementlari mos ravishda
boshga yo'l (ustun) elementlariga proportsional bo'lsa, u holda
determinant giymati nolga teng bo'ladi:

a;, Aa,
ay Aa,
5. Agar determinantning yo'l (ustun) elementlari ikki ifodaning

yig'indisi ko'rinishida bo'lsa, u holda determinant ikki determinant
yig'indisi ko'rinishida yozilishi mumKkin:

~ |4 4

= Aa,\a,, — Aa,a,, = /1(111‘122 —a,a,, =4

a, Ay

a;; dp

=1

~
= ﬂ*(lnazl —a,a, =0,

a, dy

Lyl ! 1
a;;, dpTapn| |Gy 4| |9 4y

1 1 1 1
Ayy Ay T ay| |dy Ay| |4y 4y

6. Agar determinantning yo'l (ustun) elementlarini biror A#0 songa

ko'paytirib, mos ravishda boshqga yo'l (ustun) elementlariga qo'shsak,

determinant giymati o'zgarmaydi:

ay  ay +Aay, a, Ay,

ay @y +Aay, ay  Aa,
Yuqgorida keltirilgan xossalar determinant uchinchi va undan yuqori

tartibli bo'lganda ham o'rinlidir.

7. Demerminanting biror yo'l (ustun) elementlarini mos ravishda

o'zining algebraik to'ldiruvchilariga ko'paytirib qo'shsak, u holda

yig'indi determinant giymatiga teng bo'ladi. Haqgiqgatan,

A= a11A11 + a12A12 + a13A13 A= a11A11 + a-21A21 + a31A31
A= a21A21 + 3, Azz + a23A23 A= a, A12 +a,, Azz +a,, Asz

A=ag Ay +ag,A;, +a,hAy, A =a A + 85 A5 + A
Tengliklarning to'g'ri ekanligini isbotlash qiyin emas.

_ % Y a; dp

+

a, dy a, dy

a a a a
22 Ay 21 s
A=a 4, +a,A4,+a;4;=a), —a, +
ds; s as;  dj;
a a
21 Ay ~ ~
t+a;, =4, (lzzaw —dyds, A (1216133 —Qy3ay, ok
dy;  dj

~
t+a, (lzlan T AyQyy =AUy Qs T 4105505 T A)30,,05, —

Q130505 — A1y dyy — 4115305,
8. Determinantning biror yo'l (ustun) elementlarini mos ravishda

boshga vyo'l (ustun) elementlarining algebraik to'ldiruvchilariga
ko'paytirib qo'shsak, u holda yig'indi nolga teng bo'ladi. Masalan,

10
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a4, +a,4,, +a;;4,;, =0 a4, +a,4,, +as 4, =0

a, Ay, + a4y, + a4, =0 a, A +ay Ay + a4, =0
va hokazo. Haqiqgatan,
a a a a
12 13 11 13
a4y, + a4y, + a4 =ay, a, +
), dy; dy; Ay
a, dp
+a; = a),0,,0,; — Ay,Q130,, — 411,055+
a, Ay

+a,0,34,, + Q),0,30,, — a,a,30, =0
Yuqorida keltirilgan xossalar n-tartibli determinantlar uchun ham
o'rinlidir. Xususan,

detd=Ya, 4, (i=1,...,n) 3)

k=1

detd=> a4, (k=1,...,n) (4)
i=1
bu yerda Aj, algebraik to'ldiruvchilar n-1 tartibli determinantlardir, shu
sababli, (3), (4) formulalarni n-tartibli determinantni hisoblashning
tartibini pasaytirish yoki satr va ustun elementlari bo'yicha yoyish usuli
deb ham atashadi.

6-misol. Hisoblang:

2 -1 1 0
0o 1 2 -1
3 -1 2 3
3 1 6 1

Yechish: Masalan 3-ustun elementlarini avval 2-ustunga va —2 ga
ko'paytirib 1-ustunga qo'shamiz:

0 0 1 O
-4 3 -1
-4 3 2 -1
=1/-1 1 3
-11 2 3
-9 7 1
-9 7 6 1
3-ustunni -4 ga va 3 ga ko'paytirib, mos ravishda 1- va 2-ustunlarga
qushsak:
0O 0 -1
-13 10
-13 10 3 |=-1. =
-13 10
-13 10 1

11
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§2. Teskari matritsa.

Quyidagi nxn o'lchamli matritsani ko'raylik:

E =

Ixtiyoriy nxn o'lchamli A=||q;|| matritsa uchun A-E=E-A=A
ekanligiga ishonch hosil qilish giyin emas, ya'ni E matritsalar uchun
birlik vazifasini bajaradi. Shuning uchun E ni birlik matritsa, deb
aytiladi.

Determinanti 0 ga teng bo'lgan quyidagi har ganday nxn o'lchamli
A=||a;|| matritsa maxsus matritsa deb ataladi:

a,; ap - 4,
detA—a21 Uyt dy, _0
anl an2 ann

Aks holda, ya'ni detA=0 bo'lsa, A matritsa maxsus bo'lmagan
matritsa deyiladi.

Masalan, avvalgi paragrafda ko'rilgan misolga ko'ra
2 -1 1 0
o 1 2 -1
A=
3 -1 2 3
3 1 6 1
matritsa maxsus matritsa, chunki

2 -1 1 0
o 1 2 -1
3 -1 2 3

31 6 1

Ta'rif. Agar A-B=B-A=E munosabat o'rinli bo'lsa, nxn o'lchamli
kvadrat B=||b;|| matritsani maxsus bo'lmagan nxn o'lchamli A=||a;]|
matritsaga teskari matritsa deb ataladi. Teskari matritsa B=A"!
ko'rinishda belgilanadi.

Endi teskari matritsani bevosita hisoblash usullarini ko'ramiz.

Faraz qilaylik, A=||a;|| maxsus bo'lmagan kvadrat matritsa bo'lsin.
Agar A; — a; elementning detA dagi algebraik to'ldiruvchisi bo'lsa, u
holda

12
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A, A, ... A,

Av — A12 A22 An2

A, ... A

n nn

A

In
A ga biriktirilgan matritsa deb ataladi. Determinantning (3), (4)
xossalariga asosan quyidagi kelib chigadi:
4 1 .,
AVA=AAV=detA-E, bundan A4 =—FA
det A
Teskari matritsani hisoblashning bu usuli biriktirilgan matritsalar usuli
deb ataladi.
7-misol. Biriktirilgan matritsalar usuli bilan

I 2 -1
A=3 0 2
4 -2 5

matritsaga teskari matiritsani toping.
Yechish: detA=-4. Demak, A maxsus bo'lmagan matritsa ekan.
Uning barcha algebraik to'ldiruvchilarini topamiz:

0 2 2 —1 & 4 ‘2 —1‘
11__ - D 21__2 5_ s 31 — O 2_
3 2 1 -1 1 -1
12:_‘ 4 5‘:_7» Azzz‘ 4 5 =9, A32__‘ 3 2‘:_
3 0 1 2
13 = 4 _2‘=_: 232_‘4_ “10, 33_‘ O‘z_
Shuning uchun,
4 -8 4
A" =] -7 9 -5
-6 10 -6
va
-1 -2 -1
A =Ll s o s :
32 -52 32

Quyida ko'riladigan usulimiz elementar almashtirishlar usuli, deb
ataladi.

Agar A nxn o'lchamli maxsus bo'lmagan kvadrat matritsa bo'lsa,
uning uchun o'lchami nx2n bo'lgan I'y=(A|E) matritsa tuzib olamiz,
ya'ni A matritsaga birlik E matritsani birlashtirib tuzamiz. Hosil bo'lgan
I'y matritsani satrlari ustida elementar almashtirishlar bajarib, uni (E|B)
ko'rinishga keltiramiz. U holda B=A"! bo'ladi.
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8-misol. Elementar almashtirishlar usuli yordamida quyidagi
matritsaga teskari matritsani toping:

3 21
A= 45 2
2 14
Yechish: I'y matritsani tuzib olamiz:
32111 00
I'y= 4520 1 0],
2 140 0 1

I'y matritsaning satrlarini mos ravishda yq, v9, 73 deb belgilab olib, ular
ustida quyidagi almashtirishlarni bajaramiz:

1 2 1
7 =37 a8 =7{—;7£, 7 =7{/—£73’/
4 3 1
¥ =V2 30 ¥y =7n§, 7 =7£/—E7§/
2 1 7
7 =¥ =3 7y =7§+77§, 7y =£7§/-

Natijada ketma-ket quyidagini hosil qilamiz:

3211 00O 1 23 13]1/3 0 0
45201 O0|—=>| 0 73 23|-45 1 0|—>
2 140 0 1 0 -1/3 10/4|-2/3 0 1

1 017 |5/7 -2/7 0
—| 0 127 |-47 37 0|->
0 0 24/7-6/7 1/7 1

1 0 03/4 -724 -1/24
-0 1 0-12 512 -1/12
0 0 1|-1/4 1/24 724
Demak,
3/4 -724 -1/24
Al =| -12 512 -1/12
-1/4 1/24 724
Teskari matritsa quyidagi xossalarga ega:
10, (aA)1=A"1/a (a0)
20, (AB)!= B 1Al
30. (A-])T:(AT)-]
10-xossaning isboti. Agar a#0 bo'lsa, det(aA)=adetA#0 bo'ladi,
shuning uchun aA=||aq;|| matiritsa maxsus emas, demak, (cA)!
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mavjud. Agar A; deb @A matritsaning oaq; elementining algebraik
to'ldiruvchisi, A; deb esa A matritsaning q; elementini algebraik
to'ldiruvchisini belgilasak, u holda Aijza”‘IAl-j ekanligiga ishonch hosil
qilish giyin emas. Shu sababli,

L L g

(aA)l:a”detAHAﬁH:a”detA‘a 1AﬂH:
1 1 11, 1 4
:E.detAHAﬁH:;detAA _EA]

20 xossaning isboti. Agar BIA! ni A-B ga o'ng tomonidan
ko'paytirilsa
AB-BIAI=A(BB!)A'=AEA'=AA"I=E,
Agar chap tomonidan ko'paytirsak:
BIA!AB=B!(A"1A)B=B"!EB=B!B=E
bo'ladi. Demak, haqgiqatdan (AB)!=B!A-! ekan.
30 xossani isboti. AT ni (A!)T ga chap tomonidan ko'paytiraylik, u
holda 2.1§ dagi transponirlangan matritsalarning 3-xossasiga ko'ra
AT(A-1)T=(A"1A)T=ET=F
va AT ni (A"1)T ga o'ng tomondan ko'paytirsak quyidagi hosil bo'ladi:
(A"1)T AT =(AA-1)T=ET=E.

§3. Arifmetik vektorlar fazosi. Matritsaning rangi.

3.1 Arifmetik vektorlar. Ixtiyoriy n ta x;Xxy...,Xx, sonlarning har
ganday tartiblangan to'plami arifmetik vektor deyiladi va x=(x;,xy,...,Xp)

kabi belgilanadi. x;,x,,...,Xx, sonlar x arifmetik vektorning komponentlari
deb ataladi.

Arifmetik vektor ustida quyidagi amallarni kiritamiz:

Qo'shish: agar x=(xy,x9,...,X,) va y=(v1,¥2---,¥n) bo'lsa, u holda

xty=(x;ty1.Xo+y2 - XpT¥n) (3.1)
bo'ladi.

Songa ko'paytirish: agar A-biror son va x=(xy,Xs,...,x,) arifmetik
vektor bo'lsa, u holda

Ax=(Ax{,AXo,...,AX}) (3.2)
bo'ladi.

Barcha arifmetik vektorlar to'plami yuqoridagi kiritilgan amallarga
ko'ra arifmetik vektorlar fazosi, deb ataladi va R" bilan belgilanadi. Bu
fazo chiziqli fazo bo'ladi. Haqiqgatan, ixtiyoriy x,u eR? lar uchun
1) x+y=y+x;

2) (xty)tz=x+(y+z);
3) x+0=x, bu yerda 0= (0, . . . ,0) nol vektor;
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4) har ganday x,u uchun shunday z mavjudki, x=u+z, z ni x va u
larning ayirmasi deb ataladi va z=x-u deb belgilanadi;

5) A(ux)=(Ap)x, A, prixtiyoriy sonlar;

6) 1x=x;

7) Ax+y)=Ax+Ay;

8) (At+p)x=Ax+px.

Eslatma. Agar xy,xy,...,Xx, sonlar haqiqiy bo'lsa, R xaqiqiy arifmetik
vektorlar fazosi, agar xiy,Xy....X, lar kompleks bo'lsa, R? kompleks
arifmetik fazo, deb ataladi.

Agar shunday bir vaqtda nolga teng bo'lmagan A4;,4,...,4¢ sonlar
mavjud bo'lib, A;x;+Axo+...+4sxg=0 bo'lsa, arifmetik vektorlarning
{ x1,x9,...,Xx5 } sistemasi chiziqli bog'liq deyiladi. Aks holda, bu sistema
chiziqli erkli, deyiladi.

Faraz qilaylik, Q-arifmetik vektorlarning ixtiyoriy to'plami bo'lsin.
B={ ej,ey....es } sistema Q da bazis tashkil etadi deyiladi, agar
a) exeQ, k=172,....5;

b) B sistema chiziqli erkli bo'lsa;
v) ixtiyoriy xe@ uchun shunday 4;,...,45 topilsaki,

x=2 e, (3.3)
k=1

bo'lsa.
(3.3) formula x vektorning B bazis bo'yicha yoyilmasi, deb ataladi.

A, ..., Ags koeffitsientlar x vektorning B bazisdagi koordinatalari deyiladi.

Misol 1. Agar a,=(4,1,3,-2), a,=(1,2,-3,2), asz=(16,9,1,-3),
a,~(0,1,2,3), as=(1,-1,15,0) bo'lsa, 3a;+5ay-as-2a,+2a5; ni hisoblang.

Yechish: (3.1) va (3.2) ga asosan 3a;=(12,3,9,-6), 5a,=(5,10,-15,10),
2a,=(0,2,4,6), 2a5=(2,-2,30,0),

3a;toayasg-2a42a5=(12+5-16-0+2, 3+10-9-2-2, 9-15-1-4-30, -6+10+3-
6+0)=(3,0,-41,1).

Misol 2. x;=(-3,1,5) va x,=(6,-3,15) arifmetik vektorlarning chiziqli
bog'liq yoki chiziqli bog'liq emasligini aniqglang.

Yechish: Ta'rifga ko'ra

21X1+/12X2=(—3ﬂ¢1+6ﬂ¢2, 11—312, 511 + 1512) =0
bundan,
—3/11 +612=0, 11—3/12=0, 5/11+15/12=0

Ko'rinib turibdiki, bu tengliklarni bir vaqtda fagqat 4;=0, 4,=0
giymatlar ganoatlantiradi. Demak, berilgan vektorlar chiziqli erkli ekan.

Misol 3. e;=(1,1,1,1,1), e,=(0,1,1,1,1), e5=(0,0,1,1,1), e,=1(0,0,0,1,1),
es;=(0,0,0,0,1) arifmetik vektorlar sistemasi R> da bazis tashkil etishini
ko'rsating.
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Yechish: Avval bu sistema chiziqli bog'lig emasligini ko'rsatamiz.
Haqgiqgatan,
1161+/1262+1363+14e4+15e5=(/11,/11+12,11+/12+ﬁ3,/11+12+/13+/14,
ﬂl+ﬂ,2+ﬂ3+/14+l5) =0
bundan
11 =O, 11+12=0, 11+ﬂz+ﬂ,3=0, 11+12+l3+/14=0 /11"‘/12"‘/13"‘/14"‘/15=0
va ketma-ket 4;,=0, 1,=0, 13=0, 44=0, A5=0 hosil bo'ladi, ya'ni bu
sistema chiziqli erkli ekan.
Endi x=(x,X9,X3,X4,X5) R°> ning ixtiyoriy elementi bo'lsin. U holda
X=(X1,X0, X3, X4, X5)= (X1,X1,X1,X1, X1 ) (0, Xp=Xy, Xo=X1, XpX1, X=Xy )+
+(0, 0, X3-X9, X37X9, X3-X)+(0, 0, 0, x4~x3, x4~x3)++(0, 0, 0, O, x5-x4)=
=xy(1, 1, 1, 1, 1)+(x9-x¢)(0, 1, 1, 1, 1)+(x3x,)(0, 0, 1, 1, 1)+
+(X4—X3)(0, O, O, 1, 1)++(X5—X4}(0, O, 0, 0, 1)= X1€‘1+(X2—X1)€2+(X3‘X2)€3+
+(xgx3)est(x57x4)es.

Agar x=(x1,X9,X3,X4,X5)#0 bo'lsa, u holda xy, x9-x|, X37Xy, X4~X3, X5~X4
bir vaqgtda nolga teng bo'lmaydi. Shu sababli { ejejeszegsest R® da
bazis bo'lar ekan.

Masalan, x=(1, 0, 1, 0, 1) arifmetik vektorning shu bazisdagi
koordinatalari x=(1, -1, 1, -1, 1) bo'ladi.

1-teorema. Agar a;, ay as arifmetik vektorlar chiziqli bog'liq va aj
vektor a; va a, vektorlar orqgali chiziqli ifodalanmasa, a; va a, lar fagat
o'zgarmas ko'paytuvchigagina farq qgiladi.

Isboti: a;, a), as lar chiziqli bog'lig bo'lgani uchun bir vagtda nolga
teng bo'lmagan shunday A4;,49,43 sonlar topiladiki A;a;+4,a5+4A3a3=0
bo'ladi.Agar A3#0 bo'lsa, u holda

A A,

1
a, =——a,———a
3 ﬂg 1 13 2
deb yozish mumkin, lekin bu teorema shartiga zid, chunki as vektor a;

va a, lar orqali chiziqli ifodalanib goladi. Shu sababli A3=0 bo'lishi
shart. U holda
/116114‘]«20220,
bo'ladi, bundan esa, agar 4,0 bo'lsa,
a, = —&012
A

kelib chiqgadi. Teorema isbot bo'ldi.

2-teorema. Agar aj,as...,q, arifmetik vektorlar chiziqli bog'liq
bo'lmasa-yu, aj,ay...,a,b lar chiziqli bog'liq bo'lsa, u holda b vektor
ay,ay,...,a, vektor orqali chiziqli ifodalanadi.
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Isboti: ay,ay,...,a,b vektorlar teorema shartiga ko'ra chiziqli bog'liq
bo'lgani uchun bir vaqtda nolga teng bo'lmagan shunday A;,4y,..., 4541
sonlar topiladiki,

/11a1—|—ﬂ,2a2—|—.,.+/1nan+/1n+1b=O (34)
bo'ladi. bu yerda 4,4 #0 bo'lishi shart, aks holda, ya'ni agar 4,,;=0
bo'lsa,

11a1+ﬂ,202+...+lnan=0
bo'lib, bundan va aja,...,a, larning chiziqli bog'liq emasligidan
A=Ay=...=1,=0 kelib chiqadi, ya'ni a;a,...,a,b lar chiziqli bog'liq
emas degan xato xulosaga kelaiz. Shu sababli 4, #0, u holda (3.4) ni

b=- A a, — 4, a,—...— A
ﬁ’n+1 in+1
deb yozish mumkin. Teorema isbot bo'ldi.

3-teorema. aj,ay...,a, arifmetik  vektorlar orqali chiziqli

ifodalanuvchi har qanday n>m ta by,by,...,b, arifmetik vektorlar
sistemasi chiziqli bog'liq bo'ladi.

Isbotni matematik induktsiya usuli bilan amalga oshiramiz.

m=1 bo'lganda teoremaning to'g'riligiga ishonch hosil qilish qgiyin
emas. Teorema m=k-1 uchun to'g'ri bo'lsin deb faraz qilib, m=k uchun
tekshiramiz.

Agar

b1=C1101+...+C1kak,
b2=C21(11+...+C2kak,
bn=Cn1(11+...+anak
bo'lsa, quyidagi 2 hol yuz berishi mumkin.
1.Barcha cyy,C9y,...,cp1 koeffitsientlar nolga teng. Unda by,by,...,b, lar
k-1 ta vektorlar orqali chiziqli ifodalanib qoladi, bu hol uchun

farazimizga ko'ra teorema to'g'ri.

2. by ning koeffitsientlarini kamida bittasi noldan farqli.
Umumiylikni buzmagan holda c;1#0, deb faraz qilish mumkin.

Agar

bg:bz_%bl’ blL::bC%_ﬁbl" - "bl]:bn . 1

11 11 Cll
desak, bu vektorlar ay,ay,...,a, orqali chiziqli ifodalanadi va ularning
soni n-1 teorema shartiga ko'ra k-1 dan katta. Qilingan farazga ko'ra
bu sistema chiziqgli bog'ligq, ya'ni shunday bir vaqtda nolga teng

bo'lmagan p,...,}, sonlar topiladiki,
7,b) +...+y b =0
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bo'ladi. Agar b‘z,---,b,‘1 lar o'rniga ularning by,b,...,b, lar orqali
ifodasini qo'ysak,

yb, +y,b, +...+y,b =0
bu yerda

nl

M= VT
Cn i
hosil bo'ladi. y;, p,....7, lar bir vaqtda nolga teng bo'lmagani uchun
by,by, ..., by, lar chiziqli bog'liq ekanligi kelib chiqadi.

Har ganday vektorlar sistemasi QcR" kamida bitta bazisga ega va bu
sistemaning barcha bazislari bir xil sondagi vektorlardan tuzilgan
bo'ladi. Bu sonni @Q sistemaning rangi deb ataladi va rangQ@ yoki r(Q)
ko'rinishda belgilanadi.

R™ fazoning rangi n ga teng, uni bu fazoning o'lchami,deb ataladi.
R™ da bazis tashkil etuvchi quyidagi sistema

e1=(1,0,0, ..., 0),
e,=(0,1,0, ..., 0),

Y

e,=(0,0,0, ..., 1)
kanonik bazis deb ataladi.
R™ ning har gqanday x vektoriga uning shu bazisdagi koordinatalar
ustunini o'zaro bir giymatli mos qo'yish mumkin, ya'ni

X=X,8 +X,8 4.4 X E X =€, Xy, X,
Eslatma. Vektorning komponentalari bilan uning biror bazisdagi
koordinatalarini farglash zarur. Ular fagat kanonik bazis uchun bir xil

bo'ladi halos. Bunga 3-misolda keltirilgan vektor misol bo'la oladi.

3.2. Matritsaning rangi.

Ta'rif. Noldan fargli minorlarning eng yugqori tartibi A matritsaning
rangi deb atalib, r(A) ko'rinishda belgilanadi.

Agar r(A)=r bo'lsa, noldan farqli r—tartibli har qanday minor A
matritsaning bazis minori, deb ataladi.

mxn o'lchamli A matritsaning barcha yo'llarini (yo satrlarini yo
ustunlarini) R" ning yoki mos ravishda R™ ning arifmetik vektorlari
sistemasi, deb garash mumkKkin.

Isbotsiz quyidagi teoremani keltiramiz.

4-teorema. Matritsaning rangi uning yo'llari sistemasining rangiga
teng bo'ladi va bazis minorini o'z ichiga olgan yo'llar sistemasida bazis
tashkil etadi.

Matritsa rangini hisoblashning ikkita usulini ko'ramiz.

1-usul o'rab turuvchi minorlar usuli, deb ataladi.

19

www.ziyouz.com kutubxonasi



Agar M, minor M; minorni to'la
minorni o'rab turadi, deymiz. Masalan,

o'z ichiga olsa, M5 minor M;

a,, 4d,, d;z 4y 4
Ay Uy dyy dyy  dys
4=
ay; A3y dzz3 A3y Ajs
gy Ay dyz Quq dys
matritsada
a a
12 43
M1=
ay), Qy
bo'lsa,
a;; d;, dp
M, =l\a, a,, a,;
s, dz, ds;

uni o'rab turuvchi minor bo'ladi.

Faraz qilaylik, A matritsada noldan farqli biror k-tartibli minor M
aniglangan bo'lsin. M ni o'rab turuvchi (k+1)-tartibli minorlarni ko'rib
chigamiz. Agar bu minorlarning hammasi nolga teng bo'lsa, u holda
matritsaning rangi k bo'ladi. Agar bu (k+1)-tartibli minorlarning
orasida hech bo'lmaganda bitta noldan farqlisi M, ; bo'lsa, My ni
o'rab turuvchi barcha (k+ 2)-tartibli minorlarni ko'rib chiqamiz va

hokazo. Bu jarayon to o'rab turuvchi

minorlar orasida kamida bitta

noldan farqli topilmaguncha davom etadi.
Misol. Quyidagi matritsaning rangini toping:

10
—4 2
31
—4 5

#0

3
1

2 -4 3
1 -2 1
A=
O 1 -1
4 -7 4
Yechish: Ko'rinib turibdiki
-4 3
M, =
-2 1
Uni o'rab turuvchi 3-tartibli minorlar orasida masalan
2 -4
M,=|l -2
0 1

-1

minor noldan farqli. Lekin, M3 ni o'rab turuvchi 4-tartibli minorlar
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2 -4 3 1 2 -4 3 0

1 -2 1 -4 1 -2 1 2
=0, =0

0O 1 -1 3 01 -11

4 -7 4 -4 4 -7 4 5

Shu sababli A matritsaning rangi r(A)=3, uning bazis minori M3 bo'ladi.

2-usul elementar almashtirishlar usuli deb ataladi. Matritsalar ustida
quyidagi elementar almashtirishlar, deb ataluvchi almashtirishlarni
bajarish mumkin:

1) Biror yo'lni songa ko'paytirish;

2) Biror yo'lning elementlariga unga proportsional bo'lgan undan
avvalgi yo'lning elementlarini qo'shish;

3) Biror yo'lning elemenrtlariga unga proportsional bo'lgan undan
keyingi yo'l elementlarini qo'shish.

Bu almashtirishlarning birinchisini satrlar ustida bajarish uchun

berilgan matritsani quyidagi maxsus tuzilgan
1

1
matritsaga chapdan ko'paytirish kifoya.

2)-almashtirishni satrlar ustida bajarish uchun
matritsani quyidagi

esa berilgan

1

1

matritsaga chapdan ko'paytirish va nihoyat 3)-almashtirishni satrlar

ustida bajarish uchun shu matritsani quyidagi
1

1

matritsaga chapdan ko'paytirish kifoya. Masalan,
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1 0 OYa b c a b ¢

0 o Oflx py z|=lx v oz

0 0 1Au v w u v o w
1 0 O0Ya b c a b c
0 1 Of|x y z|=| x y z
0 aa 1\u v w u+ox v+ay w+oz
1 0 OYa b c a b c
0 1 allx vy z|=|x+ou y+av z+aw
0 0 1Thu v w u % w

Agar bu almashtirishlar ustunlar ustida bajariladigan bo'lsa, berilgan
matritsani shu maxsus tuzilgan matritsalarga mos ravishda o'ngdan

ko'paytirish kerak.
Agar satrlar ustida 1) va 2) almashtirishlarni bir necha marta bajarish

lozim bo'lsa, berilgan matritsani

yu 0 0
Vo Va0

(3.9)
7/n1 7/}12 e ynn

matritsaga chapdan ko'paytirish kerak bo'ladi.
Xuddi shunday, agar 1) va 3) almashtirishlarni bir necha marta

satrlar ustida bajarish lozim bo'lsa, bu matritsani

b11 b12 bln
0 bzz b2n
L (3.6)

nn

matritsaga chapdan ko'paytirish etarli.
Agar ustunlar ustida 1) va 2) almashtirishlarni bir necha marta

bajarishgan bo'lsa, matritsani (3.6) ga o'ngdan, agar 1) va 3)
almashtirishlar bajariladigan bo'lsa, berilgan matritsani (3.5) ga o'ngdan
ko'paytirish kifoya qiladi.

Bu usul quyidagi teoremaga asoslanadi.
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5-teorema. Matritsaning yo'llari ustida bajariladigan har ganday
elementar almashtirishlar matritsa rangini o'zgartirmaydi.
Isboti: Faraz qilaylik, r(A)=r bo'lib, bazis minor

a, 4a, - q

r

arl ar2 arr
bo'lsin. M, ning yo'llarini o'z ichiga olgan alz(a“,alz,,..,alr,,..,aln) L e
r o =(0r,Q .., Qppy .., Ay) arifmetik vektorlarning sistemasini qaraylik.
M,#0 bo'lgani uchun ay,..., q, sistema barcha yo'llar sistemasida bazis
tashkil etadi.
Agar M, yo'llarini o'z ichiga olgan yo'llar ustida almashtirishlar

bajarib, ularni

(al,O,...,O, a/1,r+1,...,a/1n),

(0,ay,...,0, a9 ;4 q,...,A%p),

(0,0,....a, a’%ryq,-..Q')

ko'rinishga keltirsak, bu arifmetik vektorlardan tuzilgan sistema ham
barcha yo'llar sistemasida bazis tashkil etadi. Ko'rinib turibdiki, bu
sistema rangi ham r ga teng. Teorema isbot bo'ldi.

Misol. Ushbu

2 -1 3
1 4 -1
2 -1 2

A=

S N -

matritsaning rangi topilsin.
Yechish: 1-yo'lni —2 ga ko'paytirib, 2-yo'lga qo'shamiz

1 2 -1 3 1 2 -1 3
A—=>12 1 4 -1|—»>|2 1 4 -1|->
0 2 -1 2 0 0 9 -8
1 2 -1 3 1 0 00
-0 9 0 5|—>(0 9 0 O0
0 0 9 -8 0 090

oxirgi matritsaning rangi 3 ga teng, chunki
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81#0

=

I
S O
S O O
o O O

I

Demak, r(A)=3 ekan.

Misol. a;=(1,-1,0,0), a,=(0,1,-1,0), a3=(1,0,-1,1), a4=(0,0,0,1),
a5=(3,-5,2,-3) vektorlarni chiziqli bog'liglikka tekshiring. Uning
rangini va bazis minorini toping.

Yechish: Berilgan vektorlardan quyidagi matritsani tuzib olamiz

I -1 0 0
0 1 -1 0
A=1 0 -1 1
0O 0 0 1
3 -5 2 -3

Bu matritsa ustida quyidagi almashtirishlarni ketma-ket bajaramiz:

1 -1 O 0 0O -1 -1 O 0O -1 -1 O
o 1 -1 O 0 1 0 0 0 1 0 0
A—-»|1 0 -1 1 |—»f0 O -1 1 |—>|0 O -1 O |—>
0O O 0 1 0O O 0 1 0O O 0 1
3 -5 2 -3 o -5 -3 -3 0O -5 -3 -3
O -1 O 0 0O 0 O 0 0O 0 0 O
0o 1 0 0 0O 1 O 0 01 0 O
o o -1 0|—>|0 O -1 O|—|0 O -1 O
0O O 0 1 0O 0 O 1 0O 0 0 1
0O -5 -3 -3 0O 0 -3 -3 O 0 0 O

oxirgi matritsaning rangi 3 ga teng va bazis minor

1 0 0
M,=0 -1 0
0 0 1

4-§. Chiziqli tenglamalar sistemasi.

4.1. Umumiy tushunchalar. Quyidagi n ta noma'lumli m ta
tenglamalar sistemasini garaylik
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a,x, +a,x,+...+a,x, =b,
a, X, +a,x, +...+a,,x, =b,, (4 1)

a, X, +a,,x, +...+a,x, =b

mn”’n m?

Agar bu yerda

a;,dpy5---54y, X, b,
A= Ay1sQs5-0050,, . X = X, B b,
aml’amZ""’amn xn bm
desak, (4.1) ni matritsa ko'rinishda yozish mumkin:
AX=B. (4.2)

Agar B=0 bo'lsa, sistema bir jinsli, aks holda bir jinsli bo'lmagan
sistema deyiladi. (4.1) sistemaning yechimi, deb (4.2) ni ayniyatga
aylantiradigan har qanday n ta komponentali ustun vektor X ga aytiladi
(X yechimga mos keluvchi xeR? arifmetik vektorni ham (4.1)
sistemaning yechimi deb ataymiz).

Agar sistema kamida bitta yechimga ega bo'lsa, uni birgalikda
deyiladi, aks holda birgalikda emas deymiz.

Agar ikkita sistema yechimlari to'plami bir xil bo'lsa, ularni
ekvivalent, deb ataymiz.

4.2. Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning matritsalar usuli
va Kramer formulalari.

Faraz qilaylik, (4.1) sistemada n=m bo'lsin. Agar detA=0 bo'lsa, u
holda ma'lumki (qarang 2.2 bo'limga), bunday matritsaga teskari A~!
matritsa mavjud. A-! ni (4.2) ga chapdan qo'llasak:

X=A"1B (4.3)
tenglik hosil bo'ladi. (4.3) ning o'ng tomonidagi ko'paytirish amalini
bajarib, hosil bo'lgan ustunlarning mos komponentalarini tenglab, (4.1)
ning yagona yechimini hosil qgilamiz. Sistemani yechishning bu usuli
matritsalar usuli, deb ataladi.

Yechimni yuqorida ko'rsatilgan usul yordamida topaylik. U holda
¥ = A, +A4,b,+...+4.b, i=12..n. (4.4)

det A
hosil bo'ladi. Tengliklarni o'ng tomonidagi kasr suratidagi yig'indini
determinantning biror yo'li bo'yicha yoyib hisoblash usulidan (garang,
1.4 bo'lim, (3), (4) formulalar) foydalanib, quyidagi

A=l , 1=1,n
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determinantlar ko'rinishida ifodalash mumkin.
Agar A=detA, deb belgilasak, (4.4) tengliklarni

X, :ﬁ, i=1,n (4.5)
A

1

ko'rinishda yozib olsa bo'ladi. Bu (4.5) formulalar Kramer formulalari,
deb ataladi.
Misol. Quyidagi tenglamalar sistemasini yeching:
3x, +2x, +x;=5
2%, =X, +x;,=06
X, +5x, =-3

Yechish: Sistemaning

matritsasi maxsuc emas, chunki detA=-2+#0. Biriktirilgan matritsasi
-5 5 3
A= 1 -1 -1
11 =13 -7
ko'rinishga ega. U holda teskari matritsa

-5 5 3

R -1 -1
2

1 -13 -7

-5 5 3Y 5 -4 2
X=A_IB=—l I -1 —-1] 6 =—l 2 [=|-1].
11 -13 -7)\-3 2 -2 1
Bundan, x; =2, x,=-1, x3=1 ekanligini hosil gilamiz.
Endi sistemani Kramer formulalari yordamida hisoblaymiz:

bo'ladi va nihoyat,

5 2 1 35 1 32 5
A=l6 -1 1|=4 A =2 6 1|=2, A,=2 -1 6|=-=2.
-3 5 0 1 -3 0 1 5 -3

A A A
Demak, x,=—'=2, x,=—2=-1, x,=—2=1 ekan.
A A A

Eslatma. Agar (4.1) sistema bir jinsli bo'lib, uning matritsasi xosmas,
ya'ni A=det#0 bo'lsa, u holda bunday sistema yagona trivial deb
ataluvchi nol x=(0,0,...,0) yechimga ega bo'ladi. Haqiqgatan, bunday
sistemani ozod hadlari nol bo'lgani uchun barcha A; i=1,2,...,n
determinantlar nolga teng bo'ladi, Kramer formulalariga asosan esa

x1=0, x,=0,...x,=0 ekanligi kelib chiqgadi. Shu sababli, bir jinsli
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chiziqli tenglamalar sistemasi noldan farqli, ya'ni kamida bitta
komponentasi nolga teng bo'lmagan, x=(xy,...,x,) yechimga ega bo'lishi
uchun uning matritsasi xos bo'lishi shart (A=0).

4.3. Ixtiyoriy chiziqli tenglamalar sistemasini yechish. Bunda
umuman n=m bo'lishi shart emas, deb hisoblaymiz. Quyidagi matritsa

a, - a,|b
— a - a b
A:(A|B): 21 2n .2
a a b

nl nn n

kengaytirilgan matritsa, deb ataladi.
Teorema (Kroneker-Kapelli). (4.1) sistema birgalikda bo'lishi uchun

rangA= rang A bo'lishi zarur va yetarlidir.

Zarurligi: Faraz qilaylik, (4.1) sistema birgalikda va r(A)=k bo'lsin.
Biz r( A)=k ekanini isbotlashimiz kerak. r(A)=k bo'lgani uchun A
matritsaga A matritsaga ham tegishli bo'lgan k-tartibli noldan farqli
minor mavjud. Shuning uchun r( A}zk bo'ladi. Endi bu minorni

gamrovchi A matritsaning har qanday k+1-tartibli minori nolga teng
ekanligini isbotlash zarur. Bu minorning bitta ustuni ozod hadlardan
iborat. Umumiylikni buzmagan holda, bu minor

A Ay b,

Aoy Qg by
deb faraz (qilishimiz mumkin, chunki aks holda sistemaning
tenglamalarini va no'malumlarnng joyini almashtirib shu holga olib
kelsa bo'ladi. Shartga ko'ra (4.1) sistema birgalikda, shuning uchun

shunday x=(xy,...,x,) arifmetik vektor mavjudki, u sistemani
ganoatlantiradi, xususan, u sistemaning birinchi k+1 ta tenglamasini
ham ganoatlantiradi. U holda

............ (4.6)

A X Tt a0 X+ A =0

bu yerda

(4.6) asosida quyidagi
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apy, t+...+ta, + 450 =0

............ (4.8)

Ao Vi Tt Qi Ve AeitVin =0
sistemani tuzib olamiz. Bu sistema birgalikda, chunki uni noldan farqli

y=(X1,.-.X 1) yechim qanoatlantiradi. U holda ( 4.2 bo'limdagi
eslatmaga garang) bir jinsli (4.8) sistemaning determinanti nolga teng,
ya'ni

Qp...8y Ay Xy et X =By

S=k+1 b
ak+1,l ce ak+1,k ak+1,S ak+1,1 tee aI<+l,k k+1

ak+l,1 te a‘k+1,k bk+l
chunki r(A)=k Dbo'lgani uchun vyig'indiga kiruvchi barcha
determinantlar nolga teng. Demak, r(4 )=k ekan.

Yetarliligi: Endi r(A)=r(4)=k bo'lsin deb faraz qilaylik. Sistema
birgalikda ekanligini isbot qilish kerak. Qilingan farazga ko'ra,
sistemaning shunday k ta tenglamasi mavjudki, uning no'malumlari
oldidagi koeffitsientlardan tuzilgan k-tartibli determinanti noldan
farqlidir. Tenglamaning birinchi gismida qilinganidek, umumiylikni
buzmagan holda bu aynan

........... (4.9)

ayx, +...+a,x, =b

n

Tenglamalar, deb faraz gilish mumkin. Shartga ko'ra, uning uchun

(4.9) sistemani quyidagicha yozib olamiz:
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anXx, +...taux, =b —a,; X, —...—a,x

n

........... (4.10)

a,x, +...+a,x, =b, =y Xy — e Ay X

n

c#0 bo'lgani uchun bu sistema yagona yechimga ega va uni Kramer
formulalari yordamida topish mumkin:

o, 1
X =— :_zAm(bl Xy~ A, X,)
o) O 5=
o (4.11)
o 1 &
— Kk _
X, =—= _ZASk(bk T X _"'_akﬂx”)
o O s

bu yerda Ay, i=1,2,...,k, a5 elementining o determinantdagi algebraik
to'ldiruvchisidir. xj4q,...,X, larga har xil qiymatlar berish mumkin,

X1,....Xx larning qgiymatlari esa (4.11) formulalar orqgali hisoblanadi.
Demak, (4.10) sistema cheksiz ko'p yechimga ega ekan.

Endi bu yechimlar (4.1) sistemaning (4.10) ga kirmagan
tenglamalarini ham qanoatlantirishini ko'rsatishimiz kerak. Buning
uchun (4.11) yechimlar (4.1) ning k+1 tenglamasini ham yechimi
ekanligini ko'rsatish kifoya.

(4.1) sistemaning avvalgi k+1 ta tenglamasini olib, ularni (4.6)
ko'rinishida yozib olamiz. Faraz qilaylik, x arifmetik vektor (4.6) ning
dastlabki k ta tenglamasini yechimi bo'lsin. Xuddi yuqoridagidek, (4.8)
tenglamalar sistemasini tuzib olamiz. Bu sistemaning determinanti
nolga teng. Shuning uchun bu sistema trivial bo'lmagan yy,...,Vi+1
yechimga ega. Bu yerda yj4#0, chunki, aks holda (4.8) sistema
Vi.--- Y0 yechimga ega bo'ladi, bundan y;=0,...,y,=0 ekanligi kelib
chiqadi, chunki o#0, ya'ni (4.8) trivial y;=y,=...=y,4+1 =0 yechimga ega
bo'lib goladi. (4.6) sistema bir jinsli bo'lgani uchun

y = 4 N = e

Vst Vi

sonlar ham bu sistemaning yechimi bo'ladi. U holda y{ ,...,y,ﬁ lar (4.0)
sistemaning dastlabki k ta tenglamalarining yechimi bo'ladi. Bizga
ma'lumki, bu sistema yagona xj,...,X; yechimga ega edi. 6#0 bo'lgani

uchun Zl/ = xl,...,z,/( =X, bo'lishi shart. Agar bu qiymatlarning va
zy, =1 ni (4.8) ning k+ 1-tenglamasiga qo'ysak, tenglik bajarilishiga
ishonch hosil gilamiz. Demak, xj,...,x; lar (4.6) ning k+ 1-tenglamasini

ganoatlantiradi va (4.6) ga asosan x=( Xy,...,X;) (4.1) ning k+1-
tenglamasini yechimi ekan. Teorema to'liq isbot bo'ldi.

29

www.ziyouz.com kutubxonasi



Eslatma: Agar x;,;=cy,...,.X,;=C,x desak, barcha xy,...,.x; lar cy,...,Chx
larga bog'liq bo'lib qgoladi. (xq(Cy,...,.Cpi)r--1Xk (C1r+1Croic),C1ye- 1 Crok) T
ustun (4.1) ning umumiy yechimi deb ataladi.

Misol. Quyidagi sistemani yeching:

X+y+z=1,
X+y+2z=1,

X+y+3z=2.
Yechish:
11
A=1 1 2/=0
1 13
Shuning uchun
111
A=(1 1 2
113

matritsa uchun r(A)=2, chunki o= 1+ 0. Kengaytirilgan

11
A=]1 1
11

w N =
N = =

matritsa uchun #(A4) =3, chunki shu matritsaning quyidagi minori
1 1 1
1 2 1=1#0
1 3 2
ya'ni 7(A4)>r(A) bo'lyapti. Yuqoridagi teoremaga asosan, bu sistema

yechimga ega emas, deyish mumkin.
Misol. Sistemani yeching:
x+y+z=1,
X+y+2z=1,

2x+2y+4z=2.
Yechish: Uning determinanti

A=

[\®] —_ —_—
N = =
o S
Il
(e
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Bevosita hisoblash yo'li bilan 7(A4)=r(A4)=2 ekanligiga ishonch hosil
gilishimiz ~mumkin. Berilgan sistemani birinchi va ikkinchi
tenglamalaridan

X+y+z=1,

x+y+22=L}
sistemani tuzib olamiz. Uni o'z navbatida

x+z=1-y,

x+2z=1—y}
ko'rinishda yozib olamiz. Bu sistema uchun

1
A=
1

1
‘=1¢0,
2

shu sababli, u yagona yechimga ega:
I-y 1
-y J
Demak, y ning har qganday qiymatida (1-y, y, 0) uchlik berilgan
sistemaning yechimi bo'ladi.
Agar u=S desak, (1-S, S, 0) ustun berilgan sistemaning umumiy
yechimi bo'ladi.

1 l—y‘

:1— ) 7 =
g ‘1 I-y

4.4. Bir jinsli sistemalar. Quyidagi
ax, +...+a,x, =0,
........... (4.12)

x +...+a,x, =0.

mn~"n

a

ml

bir jinsli sistemani qaraylik. Bu sistema har doim birgalikda, chunki
uning kamida trivial x=0 yechimi bor. Uning trivial bo'lmagan yechimi
mavjud bo'lishi uchun r(A)=r<min(m,n) bo'lishi zarur va yetarlidir.
Faraz qilaylik, QcR!—bir jinsli (4.4) sistemaning barcha yechimlari
to'plami bo'lsin. Bu to'plamdagi har qanday bazis n-r ta ejey....e,;
chiziqgli bog'lig bo'lmagan vektorlardan tuzilgandir. Kanonik bazisda

unga mos keluvchi EjE,,...,.E,, vektorlar sistemasi fundamental
yechimlar sistemasi, deb ataladi. Uning yechimini quyidagi
X=C1E1+...+Cn_rEn_r.
ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda Cy,...,C,_, ixtiyoriy o'zgarmaslar.
Misol. Quyidagi bir jinsli sistemaning fundamental yechimlar
sistemasini va umumiy yechimini toping:
2x, —4x, +5x; +3x, =0,
3x, —6x, +4x, +2x, =0,
4x, —8x, +17x, +11x, =0.
Yechish: Bu sistemaning matritsasini tuzib olamiz:
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2 -4 5 3
A=3 -6 4 2
4 -8 17 11
r(A)=2 (tekshiring!). Bazis minor sifatida, masalan,
5 3‘
=-2+#0
4 2
ni olishimiz mumkin. U holda sistemaning 3-tenglamasini tashlab, uni
quyidagi ko'rinishga keltiramiz:
S5xy +3x, =—2x, +4x,

M, =

4x, +2x, =-3x, + 6x,
Bunda, agar x;=C;, x,=C, desak,

x3:—§CI+5C2, 364:%6'1—7C2
topiladi. Demak, sistemaning umumiy yechimi
Cl
¢,
X =(C.,C) = —§c1+5c2
2
%Cl -7C,

bo'ladi. Bundan mos ravishda C;=1, C,=0 va C;=0, C,=1 deb,
fundamental yechimlar sistemasini topamiz:
1

0
0
5 1
E =X=(,0)= ol E,=X=(0])=
7 -7
2

4.5. Jordan-Gaussning noma'lumlarni ketma-ket yo'qotish usuli.
Bu usulning asosiy ma'nosi berilgan (4.1) sistemaning kengaytirilgan
matritsasini yozib olib, uning yo'llari ustida elementar almashtirishlar
bajarib, uni quyidagi ko'rinishga keltirishdir:

10 0 afy, ~ a|b
01 - 0 a,,  a |b]
00 1 a,, — da |0V (4.13)
00 . 0 O - 0/b,
00 0 0 - 0 |b

(4.13) matritsa o'z navbatida quyidagi (4.1) ga ekvivalent bo'lgan
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b/

X, ) 1 Xy ... A X

r+1 n

/ /
X, + 8y 1 Xpyy +oenF 85 X

n

X +a’

r r,r+l

X, +...+a x =b

0=b'

r+1

r+1

C (4.14)
0=h/
tenglamalar sistemasining kengaytirilgan matritsasidir. Agar (4.14) da

b ..,...,b sonlarning hech bo'lmaganda bittasi noldan farqli bo'lsa,
(4.14) va o'z navbatida (4.1) sistemalar birgalikda bo'lmaydi.

Agar b, =...=b), =0 bo'lsa, u holda sistema birgalikda bo'ladi va
(4.14) formulalar xjy,...,x, noma'lumlarning x,44,...,X, noma'lumlar orqali
ifodasini beradi.

Misol. Sistemani yeching:

X, +2x, +3x; +4x, =35,

X, +2x, +3x, =1,

X, +3x;, +4x, =2,

X, +x, +5x; +6x, =1.

Yechish. Kengaytirilgan matritsani yozib olaylik:
1 2 3 415
0 2 31
1 3 412
1 5 61
bu matritsaning satrlari ustida elementar almashtirishlar bajaramiz:

Z:

—_— O =

1 2 3 4|5 1 2 3 4|5 1 2 3 4] 5
— {01 2 3|1 0 1 2 3|1 0 -2 0 0f-3
A= - - -
1 0 3 4|2 0 -2 0 0]-3 0 1 2 3|1
1 15 6|1 0 -1 2 2|-4 0 -1 2 2|-4
1 0 3 4 2 1 0 3 4 2 1 0 3 4 2
02 00 3 02 0 O 3 0 200 3
- - —
0 0 2 3|-1/2 0 0 2 3 |-1/2 0 0 2 3|-1/2
0 0 2 2|-5/2 000 -1|] -2 0 001 2
1 0 30 -6 1 0 0 0| 15/4
0 2 00 3 0 2 00 3
- — :
0 0 2 0|-13/2 0 0 2 0|-13/2
0 0 0 1 -2 0 001 2
bundan X4=2, X3= ‘13/4, X2=3/2, X1 = 15/4 kelib Chlqadl
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Misol. Korxona A,B,C mahsulotlarni ishlab chiqgarish uchun §;, S,
S3 xom ashyolardan foydalansin. Xom ashyolarning bitta mahsulotni
tayyorlash uchun bir kundagi sarf normasi quyidagi jadvalda berilgan
bo'lsin:

Xomashyo turi Bitta mahsulotni tayyorlash uchun | Xom ashyoning bir
xom ashyoning sarf normasi kunlik sarf
A B C miqdori
S 5 3 4 2700
Sy 2 1 1 800
S3 3 2 2 1600

Har bir tur mahsulotning birkunlik ishlab chigarish xajmini toping.
Yechish. Agar korxona har kuni A mahsulotdan x; ta, B mah-
sulotdan x, ta va C mahsulotdan x3; ta ishlab chigarsa, u holda
yuqoridagi jadvalga ko'ra:
5, +3X, +4x, = 2700,
2%, + X, + X, =800,
3X, + 2X, + 2X, =1600
tenglamalar sistemasi hosil bo'ladi. Bu sistemani yuqoridagi biror usul
bilan yechsak: (200; 300; 200) yechimni olamiz, ya'ni korxona har kuni
A mahsulotdan 200 ta, B mahsulotdan 300 ta va C mahsulotdan 200
ta ishlab chigarar ekan.

4.6. Ko'p tarmoqli iqtisodiyotda Leont'ev modeli.

Makroiqtisodiyot masalalarida ko'p tarmoqli xo'jalikni effektiv
boshqarish bilan bog'liq bo'lgan balansli taxlil o'tkazish muxim rol
o'ynaydi. Bunda tarmoqlarning har biri bir tomondan ishlab
chiqgaruvchi, ikkinchi tomondan ham o'zining ham boshga tarmogning
mahsulotini  o'zlashtiruvchi hisoblanadi. Balansli taxlil har bir
tarmoqning extiyojini qondirish uchun tarmoqlar ishlab chiqgarayotgan
mahsulot hajmi gancha bo'lishini aniglab beradi. Tarmoqlar orasidagi
munosabatni shu nuqtai-nazardan taxlil qilishning matematik modelini
1936 yilda amerikalik igtisodchi olim V. Leont'ev ishlab chiggan.

Faraz qilaylik, har biri o'z navbatida mahsulot ishlab chigaruvchi
tarmoq bo'lran sanoatning n ta tarmog'i ko'rilayotgan bo'lsin. Ishlab
chiqgarilgan mahsulotning bir gismi shu va boshqga tarmoqlarning ichki
extiyoji uchun, golgani shaxsiy va umumta'minot extiyojlari uchun sarf
bo'ladi.

Ma'lum muddat uchun (aytaylik, vyil uchun) ishlab chiqarish
jarayonini ko'raylik.

Faraz qilaylik, x;

- i-tarmogning yalpi mahsulot hajmi, x; esa i-

tarmoq ishlab chigargan mahsulotning ishlab chiqgarish jarayonida j-
tarmoq tomonidan ta'minlanish hajmi va nihoyat, y, - i-tarmoq ishlab
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chiqgargan mahsulotning ishlab chiqarish uchun ishlatilmaydigan hajmi
bo'lsin, bu yerda i, j=12,...,n.

Ma'lumki, ixtiyoriy i-tarmoqning vyalpi mahsulot hajmi n ta
tarmoqning shu mahsulotdan foydalanish hajmlari va ishlab chiqgarish
uchun ishlatilmaydigan hajmi yig'indisiga teng, ya'ni

X =Y X +Y, i=12,..,n. (1)
j=1

(1) tenglamalar balans munosabatlari deb ataladi. (1) ga kiruvchi
barcha miqdorlar narx ko'rinishiga ega bo'lgan hol uchun tarmoqlararo
narxiy balans masalasini ko'ramiz.

Bevosita sarf koeffitsientlari deb ataluvchi quyidagi
a; =%, (i,j=12,...,n) (2)

J
miqdorlarni kiritamiz. Ular i-tarmoqning j-tarmoq tomonidan ishlab
chiqarilgan mahsulotning bir birligini ishlab chiqarish uchun qgilingan
sarf miqdorini bildiradi.

Qandaydir muddat ichida a; koeffitsientlarni o'zgarmas va ishlab
chiqarish texnologiyasiga bog'liq deb faraz qilish mumkin. Bu o'z
navbatida qilingan moddiy xarajatlar yalpi ishlab chiqgarishga chiziqli
bog'liq ekanligini bildiradi, ya'ni

X, =a,X;, (i,j=12,...,n). (3)
U holda (1) tenglamalar quyidagi
xizzn:aijxj+yi, i=12,...,n (4)
j=1
ko'rinishni oladi. Bu yerda
Xl a11 a'12 a'ln yl
X = X.Z ' A= aZl a22 a'2n ' Y = y.Z
Xn a‘nl a'n2 a'nn yn
belgilashlar kiritsak, (1) quyidagi matritsaviy ko'rinishni oladi:
X = AX +Y, ()

bu yerda X —vyalpi ishlab chiqarish vektori, ¥ — yakuniy mahsulot
vektori va A — bevosita xarajat yoki texnologik matritsa deb ataladi.

Demak, ko'p tarmoqli balans masalasi - bu berilgan bevosita
xarajatlar matritsasi A uchun yakuniy mahsulot vektori Y ni beruvchi
yalpi ishlab chiqgarish vektori X ni topishdan iborat ekan.

(9) tenglamani quyidagi

€-AX=Y (6)

ko'rinishda ifodalab olamiz. Agar E-A matritsa xosmas bo'lsa, ya'ni
det€ — A %0 bo'lsa, u holda (4.3) formulaga ko'ra

X =€-AT"Y (7)
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bo'ladi. Bu yerda S=€-A"' - to'la xarajatlar matritsasi, deb ataladi.

Masalaning iqtisodiy ma'nosiga ko'ra, agar barcha i,j=12,...,n lar
uchun y, >0 va a; 20 bo'lsa, ularga mos keluvchi x lar ham manfiy
bo'lmaydi.

Agar Dbarcha i,j=12...,n lar uchun a;>0 bo'lsa, A>0 deb
tushunamiz. Shu sababli, agar har qanday Y >0 vektor uchun (6) ning
X 20 yechimi mavjud bo'lsa, A>0 matritsa samarali, deymiz. Bu hol
uchun Leont'ev modeli samarali, deb ataladi.

A matritsaning samarali bo'lishi uchun bir nechta mezonlar mavjud.
Masalan, A matritsa samarali bo'ladi, agar ustun bo'yicha olingan
yig'indilar maksimumi birdan katta bo'lmasa va kamida bitta ustun
elementlari yig'indisi birdan qgat'iy kichik bo'lsa.

M i s o I Quidagi jadvalda bir xisobot davri uchun balansning
bajarilish ma'lumotlari berilgan:

Tarmoq Extiyoj Yakuniy Yalpi
energetika mashinasozlik mahsulot mahsulot
Ishlab Energetika 7 21 72 100
chiqgarish | mashinasozlik 12 15 123 150

Agar energetika tarmog'i o'z extiyojini ikki marta oshirsa-yu,
mashinasozlik tarmog'i o'zgartirmasa, har bir tarmoqning vyalpi
maxsulotlari ganchaga o'zgarishini aniqlang.

Yechish. Jadvalga ko'ra

X, =100, x, =150, x, =7, X, =21, X, =12, X,, =15, y, =72, y, =123.

(2) formulalarga ko'ra bevosita xarajatlar koeffitsientlarini topamiz:
a, =007, a,=014, a, =012, a,,=010. U holda, bevosita xarajatlar
0,07 014
012 010
samaralik mezonini ganoatlantiradi:

max §07 +0,12;0,14+0.10 ¥ max €19;0,24 30,24 <1.

Shu sababli, har qanday Y yakuniy mahsulotga ko'ra zaruriy

miqdorda yalpi mahsulot hajmi X ni (7) formula bo'yicha topish

matritsasi A=( J manfiy bo'lmagan elementlarga ega va u

mumkin:
093 -0,24 ~ 1093 -0,24
E-A= , detG—A/: =0,8202.
-012 0,90 -012 0,90
U holda,
- 093 -0,24
S—€-AT = .
0,8202\-012 0,90

144
Endi masala shartiga ko'ra Y = (123} ekanligini eslasak,
X = 1 093 -024) (144) (179,0
- 08202(-012 09 ) (123) |1605)
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yani yalpi mahsulotni energetika tarmog'ida 179,0 migdorga, mashi-
nasozlik tarmog'ida 160,5 migdorga oshirish kerak ekan.
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2-BOB
VEKTORLAR ALGEBRASI.

§1. Umumiy tushunchalar.

Elementar geometriyadan ma’lumki, kesma deb, to’g’ri chizigning
ikki nuqtasi bilan chegaralangan bo’lagiga aytiladi. Uning uzunligi deb,
tanlangan masshtab birligiga nisbatan kesmaning chegaralari orasidagi
masofani o’lchash natijasida olinadigan musbat son qiymatini
tushunamiz.

Agar biror to’g’ri chiziqda ikki A va B nuqtalar olib, shu to’g’ri chiziq
bo’ylab siljiydigan nuqtani qarasak, bu nuqta to’g’ri chizigda ikki
yo’nalish aniqlaydi: bittasi A nugtadan B nuqta tomonga qarab, ikkinchisi
teskari, ya’ni B nuqtadan A nuqta tomonga harakatlanganda. Bu
yo’nalishlardan birini musbat yo’nalish deb atasak, unga teskari
yo’nalishni manfiy yo’nalish, deb atash mumkin.

Musbat yo’nalishga ega bo’lgan to’g’ri chiziq o’q, deb ataladi.

A B >

&
1-rasm

Agar o’qlar parallelgina bo’lib golmay, musbat yo’nalishlari ham bir
xil bo’lsa, u holda bu o’qlarni bir xil yo’nalgan deymiz. Parallel bo’lib,
musbat yo’nalishlari teskari bo’lgan o’qlarni garama-qgarshi yo’nalgan
o’glar deb ataladi. Agar o’qlar o’zaro perpendikulyar bo’lsa, musbat
yo’nalishlari gandayligidan gat’iy nazar ularni ortogonal o’qglar, deyiladi.

Agar to’g’ri chizigning biror kesmasida musbat yo’nalish berilgan
bo’lsa, bu kesmani vektor, deb ataladi. kesmaning chegara nuqtalaridan
birini uning boshi, ikkinchisini oxiri desak, vektorning musbat yo’nalishi
uning boshidan oxiriga qarab bo’ladi.

Boshi A nuqtada, oxiri B nuqtada bo’lgan vektorni 4B ko’rinishda
belgilanadi. Vektorni bitta harf bilan belgilash ham qabul qilingan.

Masalan, a,b yoki ¢ va xokazo....
Vektorning uzunligi deb, shu vektorni ifodalovchi kesmaning uzunligi
tushuniladi. Demak, agar AB kesmaning uzunligini |4B| , 4B vektorning

uzunligini |45 deb belgilasak, |45 =|48 bo’ladi. Xuddi shunday a
vektorning uzunligi uchun |a| belgi gqabul qilingan.

Boshi va oxiri ustma-ust tushgan 44 vektorni nol vector,deb ataladi
va 0 ko’rinishda belgilanadi. Ma’lumki, |44 =[0=0 bo’ladi.
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Agar a va b vektorlar parallel, uzunliklari va musbat yo’nalishlari bir
xil bo’lsa, ularni teng deyiladi va a=b deb yoziladi. Uzunliklari bir xil
parallel vektorlar har doim ham teng bo’lavermaydi, masalan, a va b
vektorlar 2-rasmdagidek bo’lsa.

c_i/
b/
2-rasm.
Uzunliklari bir xil, parallel, lekin garama-garshi yo’nalgan & va b

vektorlar garama-qarshi vektorlar, deb ataladi.  vektorga garama-garshi
vektorni -a deb belgilanadi. Masalan, 2- rasmdagi b vektor a ga
garama-qarshi vektor, shu sababli b =-a.

Agar AB=AB, bo’lsa, u holda AB vektorni 4, nuqtaga parallel

ko’chirildi, deb tushuniladi ( 3-rasmga garang).

~
~
~
~
N
~
~
~
~
~
~
~
™ B
~
~ 1
~
N
N
~
N
~
N
N
~

3-rasm.
Bitta to’g’ri chiziqda yoki parallel to’g’ri chiziglarda joylashgan
vektorlar kollinear vektorlar deb ataladi.
A nuqtaning L to’g’ri chizigdagi proektsiyasi deb, L to’g’ri chizigning
unga perpendikulyar bo’lgan A nuqtadan o’tuvchi tekislik bilan A’
kesishish nuqtasiga aytiladi. (4-rasmga garang).

o 4 L
T
_— oA
T
4-rasm.
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a = AB vektorning L o’qidagi proektsiyasi deb, @ vektorning uzunligini,
uni L o0’q bilan tashkil etgan o burchagining kosinusiga bo’lgan
ko’paytmasiga aytamiz (5-rasmga qarang), ya’ni

IlpLEz=|Ez|Cosa , (O<as<r).

Eslatma. Proektsiyaning yuqorida keltirilgan ta’rifi A tekislik L o’qga
perpendikulyar bo’lgani uchun, to’g’ri burchakli proektsiya deb ham
ataladi. Agar A tekislikni L to’g’ri chizigga og’ma o’tgan biror A’
tekislikka parallel o’tkazsak, bu proektsiyani og’ma burchakli proektsiya,
deyiladi. Bunday proektsiya

np,AB ( A' ga parallel )
ko’rinishda belgilanadi. Agar qavs ichida hech ganday ma’lumot
berilmagan bo’lsa, bu proektsiyani to’g’ri burchakli (ortogonal )
proektsiya deb tushunamiz.

Teng vektorlarning bitta o’qdagi proektsiyalari ham teng va bir
vektorning o’zaro parallel L va L' o’qlardagi proektsiyalari ham teng
bo’ladi. Qarama-qarshi vektorlarning L o’qdagi proektsiyalari ishorasiga
farq qiladi,chunki agar & vektor L o’qga « burchakka og’ib o’tgan
bo’lsa, -a L o’q bilan «a+7 burchak tashkil etadi, Cosa va
Cos(r +«) lar giymati ma’lumki, ishorasi bilan farq giladi.

Agar a4 vektor A tekislikka parallel bo’lsa, uning L o’qdagi

proektsiyasi nol bo’ladi,chunki Cos% =0, np,d= |Zi|COS% - 0.

Agar a vektor L o’qga parallel bo’lsa, np,d =|a|Cos0° =|a bo’ladi.

§2. Vektorlar ustida arifmetik amallar.
Bizga a4,,a,....a, vektorlar berilgan bo’lsin. Ixtiyoriy O nugqta olib

g, ni boshini shu nuqtaga, @, ni 4, ning oxiriga, @, ni & ning
oxiriga va x.k. tartibda barcha vektorlarni parallel ko’chiramiz. Hosil

bo’lgan siniq chiziq berilgan vektorlar sistemasining ko’p burchagi, deb
ataladi (6-rasmga qarang).
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6-rasm.
Bu ko’pburchakni yopuvchi a tomoni berilgan vektorlarning
yig’indisi, deb atalib, quyidagi
a=a,+a,+..+a,
ko’rinishda belgilanadi.
Vektorlarni qo’shishning bu ta’rifi yig’indi uchun kommutativlik (ya’ni
go’shiluvchilarning o’rnini almashtirish )  xossasiga ega (7-rasmga
garang ).

7-rasm.

Bu go’shish amali uchun assotsiativlik xossasi, ya’ni a,6,¢ vektorlar
uchun
G+6 +c=d+6€+C_
munosabat ham o’rinli (8-rasmga garang ).

41

www.ziyouz.com kutubxonasi



a,

9-rasm.

Agar a4, va a, vektorlar yig'indisini 9-rasmdagidek, ya’ni &, , 4,

vektorlar boshini O nuqtaga Kkeltirib  bajarilsa, u holda vektorlar
parallelogramm qoidasi bo’yicha qo’shildi, deb ataymiz.
Agar 4 , 4, va a, vektorlar berilgan bo’lsa, ularni olti xil
. €,.4,.d, ,€,,d,,a, ,G,,d,,d, ,G,.d,d, ,€,.4,,a, va €,,a,,a_  ketma-ketliklar
bo’yicha qo’shish mumkin (10-rasmga garang ). Chizmadan ko’rinadiki,
barcha ketma-ketlik natijasi a=0B vektorga olib keladi, ya’ni boshlari
bir O nuqtaga keltirilgan vektorlar yig’indisi, shu vektorlardan qurilgan
parallepipedning O uchidan chigib unga garama-qarshi uchiga yo’nalgan
diagonaldan iborat bo’lar ekan. Xuddi shu xulosaga, qo’shishning
parallelogramm usuli yordamida ham kelsa bo’ladi. Bu ishni bajarishni
o’quvchining o’ziga havolo gilamiz.

Ta’rif. @« va & vektorlarning ayirmasi deb shunday ¢ vektorga
aytamizki, uning é vektor bilan yig’indisi @ vektor bo’ladi, ya’ni
a=e6-+c

Buni ¢=a4-6 ko’rinishda belgilash gabul qgilingan.

a, .
A
a,| a - \d
\ a -JE ________ R
S|
aZ \\\ N
\ a .
1 a3
aZ
10-rasm.
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I1-rasm.

Ta’rifdan va 1l-rasmdan ko’rinadiki, 4 va b vektorlarning
ayirmasini qurish uchun, ularning boshini bir O nuqtaga keltirib,
ayiruvchi vektor oxiridan kamayuvchi vektor oxiriga yo’nalgan vektorni
olish kerak ekan.

Eslatma. Gi-b ayirmani & va -b larni qo’shib bajarsa ham
bo’ladi, ya’ni

G=d-b=a+€b.
Bizga & vektor va biror m son (skalyar) berilgan bo’lsin.
Ta’rif. ma Kko’paytma deb, shunday b vektorga aytamizki, 1)

b|=|m|d] ~ va 2) & kabi yo'nalgan, agar m>0 bo’lsa, & ga teskari
yo’nalgan, agar m <0 bo’lsa.
B 1)_ ~
7 (-1)-a ( 2)" 2.4
> = - -
12-rasm.
12-rasmda m=—1,m= —%,m =2 bo’lgan hollar ko’rsatilgan.

Chizmadan ko’rinadiki, €1g=—a.

Bu ko’paytma quyidagi tagsimot xossalariga ega:

10. m@, +a, +...+d, =mi, +md, +...+ma,

20, G +m,+...+m, G =mad+ma+..+md.

Biror L o’qda yotuvchi shu o’q bo’ylab yo’nalgan uzunligi bir
o’lcham birligiga teng vektor shu o’qning orti, deb ataladi. Agar ¢ ort
va unga parallel biror & vektor berilgan bo’lsa, uni

a= i\é\é

ko’rinishda ifodalasa bo’ladi, bu yerda “+* ishora a va ¢ larning
yo’nalishlari bir xil bo’lganda va “-” ishora a va ¢ larning yo’nalishlari
teskari bo’lganda olinadi.
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— —

a va ¢ vektorlarning biror L  o’qdagi proektsiyalari quyidagi
xossalarga ega: .
ana+an5:an6+5} (2.1)
np, @i _=mnp, d. (2.2)
Xuddi shunday d=6€ -6 +é ekanligini e’tiborga olsak,

yoki
(2.3)

§3. Dekart koordinatalar sistemasida vektorlar.

Tekislikda o’zaro perpendikulyar, O nuqgtada kesishuvchi x va y
o’qglar, fazoda esa o’zaro perpendikulyar, O nuqtada kesishuvchi x,y,z
o’glar berilgan bo’lsin. O nuqtani koordinatalar boshi, x,y,z o’glarni

koordinatalar o’qlari, deb ataymiz. Tekislikdagi va fazodagi har ganday
nuqgta o’rni uning koordinatalar o’qidagi proektsiyalarini O nuqtagacha
bo’lgan masofalari orqali yagona ravishda aniglanadi. Bu masofalarni shu
nuqgtaning koordinatalari, deb ataymiz ( 13-rasmga garang ) .

y
A
o o
0] X X
13a-rasm.
Z
zZ |
A
o) ,,y y
X
y
X
13b-rasm.
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Uch o’Ichamli fazoda olingan ixtiyoriy nuqtani O nuqta bilan
birlashtirib turuvchi 04 vektor A nugqtaning radius-vektori, deb ataladi.
04 vektorning x,y va z o’qlardagi proektsiyalarini mos ravishda «x,y,z

deb belgilasak, ular 13-rasmdan ko’rinadiki, A nugtaning
koordinatalaridan iborat bo’ladi. x ni A nuqtaning abstsissasi, y ni

ordinatasi va z ni aplikatasi, deb ataymiz.
€.,z sonlar uchligi fazoning A nugqtasi bilan uning radius-vektori

o’rtasida o’zaro bir giymatli moslik o’rnatadi. Shu sababli, €, y,z:

uchlikni ayrim hollarda 4 nuqta yoki 04 vector, deb tushunamiz.
Har ganday vektorni o’ziga parallel ravishda ko’chirish mumkin
bo’lgani uchun, agar o4-= €, y,z: bo’lib, uni o’ziga parallel ko’chirish
natijasida hosil bo’lgan vektor i= €, yl,zl: bo’lsa, u holda
x=x,y=y,z=z bo’ladi.
(2.1),(2.2) va (2.3) xossalarga ko’ra
Q,y,Z:'L' ¢1>y1a21::QixlayiyUZiZl: (31)
a€,y,z = €.y, 0z (3,2)
deb yozish mumkin.
Tekislikda boshi 4€,,y, va oxiri B€,,y, nuqtalarda bo’lgan a= 4B

vektor berilgan bo’lsin (14-rasmga qarang). Chizmadan ko’rinadiki,

|

14-rasm.

np,AB = x, —x,,np,AB =y, — y,.
Demak,
i=6€,-x,y, _y1:
ekan. Xuddi shunday, fazoda berilgan AB, bu yerda
A€,,y,,z, ,B¢,,y,,2, , vektor uchun
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~

i=AB=€,-x.,y,~y,2, -2 .

x,y,z 0’qlarining ortlarini mos ravishda 7,7 va ¥  bilan belgilaymiz.
Ixtiyoriy €,7,z_ vektorni

(c,y,z:zxf+y]+zlg
ko’rinishda ifodalash mumkin. Haqiqatan, agar
i =¢€00,j=40,10 k=00,
ekanligini e’tiborga olsak,

xi +yj +zk =x€0,0 ¥ yOL0 +z0,01 = €,0,0 3+ 0,70 + 00,z =€,z
kelib chigadi.

Bizga a=¢6€,.y,,z, va b=4¢,,y,,z, vektorlar berilgan bo’lsin. Bu
vektorlar parallel bo’lishi uchun ularning koordinatalari ganday shartlarni
ganoatlantirishi kerakligini aniglash talab etilgan bo’lsin. Agar a=0
bo’lsa, u holda uning yo’nalishi aniq emas, shu sababli uni b ga ham
parallel deb garash mumkin. Endi faraz qilaylik, a=0 bo’lsin. b vektor
a ga parallel bo’lishi uchun b=24a bo’lishi zarur va yetarlidir. Oxirgi
tenglikni

X, =X,y = A, 2, = Az
ko’rinishda yozib olish mumkin. Bundan
X _ V2 _2
X0 4
kelib chigadi. Demak, ikki vektor kolleniar bo’lishi uchun, ularning
koordinatalari mos ravishda proportsional bo’lishi zarur va yetarli ekan.
Vektorlarning bu xususiyatidan foydalanib, uchlari M, €, yl,Zl: va
M, €,,y,,z, nuqtalarda bo’lgan A, kesmani berilgan MM : MM, = 1:1
nisbatda bo’luvchi M nuqgtaning koordinatalarini topish masalasini hal
kilamiz.
Agar oM, =7#,0M, =7#,0M =7 desak, u holda
M, MM=F-7,MM,=%-7 bo’ladi. MM va

M MM, vektorlar kolleniar bo’lgani uchun,
berilgan nisbatga ko’ra
7 FoF =€ —F
bo’ladi. Bundan 4 =-1 bo’lgani uchun
° 15-rasm. P = %
+

x, +Ax, _ N + Ay, S 4 + Az

: , 2 kelib chigadi.
1+ 4 1+ 4 1+4

yoki x =
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§4. Tekislikda yo’nalishni aniglash.

Ma’lumki, har bir vektorning yo’nalishini uning koordinata o’qlari
bilan tashkil etgan burchaklari to’la aniglab beradi. Masalan, tekislikdagi
vektorni qarasak, u Ox va Ou o’qglari bilan mos ravishda « va p
burchaklar tashkil etadiki, bu burchaklar uchun at p = z/2
munosabat o’rinlidir. Shu sababli, berilgan vektor yo’nalishini fagat bitta
burchak yordamida ham aniqlasa bo’ladi, deyish mumkin, lekin bunda
tekislikda musbat aylanma yo’nalish kiritilgan bo’lishi shart.

Ta’rif. O’zaro parallel bo’lmagan & va b vektorlar aniglagan
tekislikdagi aylanma yo’nalish deb, & vektordan b vektorgacha bo’lgan
eng qisqa (ya’ni ~ dan kichik ) burilish burchagiga aytamiz.

Musbat yo’nalish, deb i va ; ortlar aniglagan aylanma yo’nalishni

tushunamiz.

A
y _

)
[ :

16-rasm.

Faraz qilaylik, P - tekislikning ixtiyoriy vektori bo’lsin. Uning boshini
koordinata boshi O ga ko’chirib, oM radius-vektor bilan ustma-ust
tushiramiz. ¢ - P vektorni Ox 0’qi bilan tashkil etgan burchagi, ya’ni
Ox ni musbat yo’nalishda burganda oM bilan ustma-ust tushish
burchagi bo’lsin. Ayonki, ¢ burchak P vektorning yo’nalishini to’la
aniglab beradi. Bu burchak xuddi trigonometriyadagidek 2z dan oshiq
giymatlarni ham qabul giladi deb tushunilsa, u holda bir yo’nalishga ¢
burchakning bir-biridan 2kz (k-butun son) miqdorga farq qiluvchi
sanogsiz ko’p qiymatlari mos keladi, chunki berilgan bu yo’nalishni

necha marotaba 27 burchakka burmaylik, natijada yana avvalgi
yo’nalishga gaytamiz.
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N
>

(Pf u
M

o
Y

17-rasm. 18-rasm.

¢ burchakni manfiy yo’nalish bo’yicha ham hisoblasa bo’ladi, fagat
bu yerda endi ¢ ning qgiymati manfiy bo’ladi, deb tushunish kerak
bo’ladi. Lekin, bunda ¢ burchak tekislikda biz kiritgan aylanma

yo’nalish bo’yicha hisoblan-ganda, P vektorning Ox o’q bilan tashkil
etgan burchagi bilan bir xil bo’lmaydi, chunki « musbat burchak bo’lsa,
¢ hisoblash yo’nalishiga garab, yo manfiy yo musbat bo’lishi mumkin.

Masalan, 17-rasmdagi holatda « ~ dan kichik bo’lgan musbat
burchak, ¢ esa yo -«, yoki 27-« ga teng. Shu sababli, agar «, g

lar mos ravishda P vektorning Ox va Ou o’qlari bilan tashkil etgan
burchaklari bo’lsa, u holda ¢

I-chorakda bo’lsa:a=¢, =7/, - ¢
2-chorakda bo’lsa:a=¢, = ¢ - %
3-chorakda bo’lsa:a = 27- ¢, f=¢- %
4-chorakda bo’lsa:a= 27- ¢ , p=272+ 7/ -¢

bo’ladi.
Agar P={X,Y} bo’lsa, u holda

X=|p|Cos ¢ , Y= |P[Sin ¢, [P|= Jx*+1’
ekanligini e’tiborga olsak,
X : Y
Cosp=————— , Sin p=—— (4.1
Y VX2 +Y? v VX2 4+Y? )

kelib chigadi.

§4. Tekislikda yo’nalishni aniglash.
Ma’lumki, har bir vektorning yo’nalishini uning koordinata o’qlari bilan tashkil etgan
burchaklari to’la aniglab beradi. Masalan, tekislikdagi vektorni qarasak, u Ox va Ou o’qlari bilan

mos ravishda o va [ burchaklar tashkil etadiki, bu burchaklar uchun «a+ g = 7 /2
munosabat o’rinlidir. Shu sababli, berilgan vektor yo’nalishini fagat bitta burchak yordamida ham
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aniglasa bo’ladi, deyish mumkin, lekin bunda tekislikda musbat aylanma yo’nalish kiritilgan bo’lishi
shart.

Ta’rif. O’zaro parallel bo’lmagan a va b vektorlar aniglagan tekislikdagi aylanma

yo’nalish deb, @ vektordan b vektorgacha bo’lgan eng qisqa ( ya'ni 7 dan kichik ) burilish
burchagiga aytamiz.

Musbat yo’nalish, deb i va ] ortlar aniglagan aylanma yo’nalishni tushunamiz.

yl\
P

VAW
NEZ x

16-rasm.

Faraz qilaylik,l6 - tekislikning ixtiyoriy vektori bo’lsin. Uning boshini koordinata boshi O ga
ko’chirib, OM radius-vektor bilan ustma-ust tushiramiz. Q - P vektorni Ox 0’qi bilan tashkil
etgan burchagi, ya’ni Ox ni musbat yo’nalishda burganda OM  bilan ustma-ust tushish burchagi
bo’lsin. Ayonki, ¢ burchak P vektorning yo’nalishini to’la aniqlab beradi. Bu burchak xuddi

trigonometriyadagidek 27 dan oshiq giymatlarni ham gabul giladi deb tushunilsa, u holda bir
yo’nalishga ¢ burchakning bir-biridan 2kz (k-butun son) miqdorga farq qiluvchi sanogsiz ko’p

giymatlari mos keladi, chunki berilgan bu yo’nalishni necha marotaba 27 burchakka burmaylik,
natijada yana avvalgi yo’nalishga gaytamiz.
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N
>

@\/ u
M

0] . B |P
o j )& o
o) > >
X
17-rasm. 18-rasm.

¢ burchakni manfiy yo’nalish bo’yicha ham hisoblasa bo’ladi, faqat bu yerda endi ¢ ning qiymati
manfiy bo’ladi, deb tushunish kerak bo’ladi. Lekin, bunda ¢ burchak tekislikda biz kiritgan aylanma

yo’nalish bo’yicha hisoblan-ganda, P vektorning Ox o’q bilan tashkil etgan burchagi bilan bir xil
bo’lmaydi, chunki & musbat burchak bo’lsa, ¢ hisoblash yo’nalishiga qarab, yo manfiy yo musbat

bo’lishi mumkin. Masalan, 17-rasmdagi holatda « 7 dan kichik bo’lgan musbat burchak, ¢

esa yo -, yoki 27 -a gateng. Shu sababli, agar &, [ lar mos ravishda P vektorning Ox
va Ou o’qlari bilan tashkil etgan burchaklari bo’lsa, u holda ¢

1-chorakda bo’lsa:x = ¢, ,3=% -Q
2-chorakda bo’lsa:a =@, f= @ - %

i s = 2 - -7
3-chorakda bo’lsa: & 27m- @, P=¢ é

4-chorakda bo’lsa:a=27m- ¢ , =27+ % -
bo’ladi.
Agar P ={X,Y} bo’lsa, u holda
X=|P|Cos ¢, Y= |P|sin ¢, |P|= VX +7
ekanligini e’tiborga olsak,
(4.1)

Cosp= , Sin =

X Y
NX2+Y? VX2 +Y?

kelib chiqgadi.

(4.1) formulalar P vektorning yo’nalishini to’la aniglab be-radi. ¢ ni giymatini (4.1) ning bitta
formulasidan, masalan Sin¢ orqali aniglasa bo’ladi, lekin bu vektorning yo’nalishini aniglash uchun
etarli emas, buning uchun Cos¢@ ning ishorasini ham bilish kerak bo’ladi.
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A

)4

I

%
P
P2 ?
M
O x’
19-rasm.

Faraz qilaylik, P 1={X.,Y;} va f’2={X2, Y,} vektorlar berilgan bo’lsin. Bu vektorlar orasidagi

Y ~

burchakni, agar u P, dan 132 ga garab o’lchansa, €1: 52’ ko’rinishda ifodalaymiz; agar bu

burchak yo’nalishi bilan bir xil bo’lsa, bu burchakni musbat giymatlar bilan o’lchaymiz, aks holda, bu
burchak kattaligini manfiy giymatlar bilan ifodalaymiz.

pl va }32 lar orasidagi burchakni topaylik. Agar }31 va 152 vektorlarning Ox 0’q bilan tashkil
etgan burchaklari mos ravishda ¢, va ¢, bo’lsa, u holda
= ~
= €1’P2 TP--
Bundan

Cosp=Cos(p,-@,), Sin@p=Sin(p,-@,)
yoki
Cos(p,-¢@,)=Cos ¢, Cosp, + Singp, Sing,,

Sin(p,-¢,) = Sinp, Cosp, - Sinp, Cos ¢,,
Cos @, =X , Sing, = Y ,
VXY VX4
ekanligini e’tiborga olsak,

XX, +YY,
X v x4y

Cospp= 4.2)

Xle _X2Y1

\/Xl2 +le \/)(22 +Yzz
munosabatlarni hosil gilamiz. (4.2) formulaning o’ng tomoni vektorlarning koordinatalariga nisbatan

Singp = (4.3)

simmetrik bo’lsa, (4.3) formulaning o’ng tomoni, 131 bilan P, ning o’rinlarini almashtirganda, o’z
ishorasini teskarisiga almashtiradi. Shu sababli,

) ~ V) ~

€F --€6F +xn,

o) ~ v ~

~

Cos €,,P, =Cos@,P, ,Sin@Q,,P, =-SinQ,P,
bo’ladi.
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V) ~
Misol. (Q={3.,4} vektor bilan 6, P’=600 burchak tashkil etuvchi, uzunligi 2 bo’lgan P vektorni
toping.

) ~ v ~
Yechish. Agar @ = ()X,Q’ desak, u holda ¢ +60°= Ox, P bo’ladi. Shu sababli, Cosgp =
Sing = 4 5 ekanligi uchun

X=2 Cos(¢ +60°)=2 (Cos Cos60° - Sin¢p Sin 60°)=

\/_)____\/— 34\/_

1
=2(C — - Si —
(Cos @ 5 ing 5

Y= 2Sin( ¢ +60° )= 2(Sing@ Cos60° + Cos @ Sin 60° )=

RS O RIS V]
52 52 5 '

Endi boshi bir nuqtaga qo’yilgan ikki vektorga qurilgan uchburchak yuzini topish masalasini
ko’raylik. Boshlari A nuqtaga keltirilgan 131=A1§ ={X,,Y} va 132=AC ={X,, Y}  vektorlar
berilgan bo’lsin.

A C A B
Y Y
B A
) C
A
O X O X
a) b)
20-rasm.

B va C uchlarini birlashtirib ABC uchburchakni hosil gilamiz. Shu uchburchak yuzini
hisoblaylik. Agar ¢ = 61, bo Isa, ma’lumki,

L5005
= 5|1’1| |P,| Sin ¢ . (4.4)

Bu yerda, agar 161,152 vektorlar aniglaydigan aylanma yo’nalish Oxy tekislikning musbat aylanma
yo’nalishi bilan bir xil bo’lsa ( garang, 19-rasm, a)), yuza qiymati musbat, aks holda (garang, 4-rasm,

b)) manfiy bo’ladi.
Endi (4.4) da Sing o’rniga (4.3) niqo’ysak:

1 11X, Y
S= E(X]YZ— XZY] = —

45
2 X, Y, *)

formulani hosil gilamiz.
Agar P va P vektorlarga tortilgan parallelogrammni ko’rsak, uning yuzi uchun
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X, Y
XZ Y2

formulaga ega bo’lamiz.
Endi faraz qilaylik, AVS uchburchakning uchlari A(x;,y;), B(x,yy), C(x3y3 nuqtalarda bo’lsin.

Berilgan uchburchakning yuzi AB va AC vektorlarga qurilgan uchburchak yuziga teng bo’ladi.
Agar

AB =(xpx1,y2y) , AC= (x3-x1,y3-y1)
ekanligini e’tiborga olsak, (4.5) formulaga ko’ra

S= l Xy =X yz_)ﬁ‘
2 x5=x y;=y
yoki
| xooy o1
S= — |x 1
N Y
X, y 1
formulalarga ega bo’lamiz.
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§5. Vektorlarning skalyar ko’paytmasi.

Ta’rif. G va b vektorlarning skalyar ko’paytmasi deb, ular uzunliklarining, ular orasidagi burchak
kosinusiga bo’lgan ko’paytmasiga aytamiz, ya’'ni

dob=[a|-|b|-Cos €.b_.

Qy

N .

21-rasm.

Vektorning proyektsiyasini ta’rifiga ko’ra, |Ez| -CoSa  (bu yerda o= 6, b ) d vektorning b
vektordagi proyektsiyasiga teng bo’ladi, shu sababli skalyar ko’paytmani
dob = ‘6‘~np551 = |c?|~npd6
ko’rinishda ham yozsa bo’ladi ( 5-rasmga garang).
Skalyar ko’paytma quyidagi xossalarga ega:

— ﬁ\ — g — —
20.aO‘+c/=a0b+aoc,
— N - N
30, %:o = Q/J:GOb,/ ( A, u - ixtiyoriy sonlar )
4. Goa=a’=|a|",

—

50 Gob =0 bo'lishiuchun @ va b lar o’zaro perpendikulyar bo’lishi zarur va yetarlidir.
10-xossaning isboti.

dob =d|-b|- CoSa =|p|-|a]-CoSr =b o &
20—, 30- va 40-xossalarning isbotini bajarishni o’quvchining o’ziga havola gilamiz.
50- xossaning isboti. Zarurligi. d o b=0 bo’lsin. U holda, 0=dob = |Ez| . ‘6‘ -CoSa dan

- ~ T L=
|a| * 0,‘b‘ # 0 bo’lgani uchun CoSa =0, 0’z navbatida bundan o = 5 vani a L b ekanligi

kelib chigadi.
N T
Yetarliligi. Agar o = 6, b F £y bo’lsa, u holda CoS« =0, shu sababli

I e T
aob = |a| -‘b‘-COS > =0 bo’ladi.
59-xossa vektorlarning perpendikulyarlik sharti, deb ataladi.
40- va 50-xossalarga asosan
;o;:joj:kok:h?oj:;ok: ok =0.
Endi agar a=€,,y,,z, .b = €,.,.2, _ bo’

— N

dob==&i+y,]+ zlE} Ci vy, T+ 2K =X 2 Xy, 0 ]+

— .

sa, u holda

+X12270E+ ylxzjor-i— ylyzj72 +ylzZTOR+ZlX2EOT+Zly2RO i+

+2,2,k* =X X, + V,Y, + 2,Z,.
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—

Xususan, agar a =D bo’lsa,

yoki

|Zz| = \/xlz +yl2 +Z]2
bo’ladi.

Bu formuladan foydalanib,fazoning ixtiyoriy A4 ¢1 » V152, ?ﬁ¢2 s V52, : nuqtalari  orasidagi

masofa d ,, ni quyidagicha topsa bo’ladi:
B > > >
AB :\/(fz_xl/+q/2_y1/+ez_zl/-

1-misol. (,1,1: va (,2,3: vektorlarning uzunligini toping.

Yechish.
GIT=VE+ P11 = 43,[€23 =17 +27 +3° =14,

2-misol. d = (,O,l: va 6= (,2,2: vektorlar orasidagi burchakni toping.
Yechish . Skalyar ko’paytmaning ta’rifidan

dAB=|a|:

Sy

ao

CoSa =

Sy

-

formulani keltirib chigaramiz. Bundan

@] =17 +0% +1° =V2,p| =V1* 427 427 =3,

Gob=11+0.2+41.2=1+2=3,
Demak,

CoSa:i:%,azz.

3-42 4
Faraz gilaylik, berilgan @ vektor x o’qi 6ilan o burchak, y o’qgibilan S burchak, z o’qi
6ilan y burchak tashkil etsin. U holda
X=npa= |c7| -Cosa,
Y=npa= |é|~CoS,B,

Z =np_a =|a|- CoSy,

ekanligidan
X
CoSa = ,
NXP Y 4272
Y
CoSp = ,
VX2 +Y?+Z? (5.1
VA
CoSy =
VX +Y? +Z7
kelib chigadi.
(5.1) ni kvadratlarga ko’tarib,0’zaro qo’shsak,
X +Y*+ 77
CoS’a+CoS* B+ CoS*y = SERREI ) =1 munosabatni hosil gilamiz.
+Y°+

(5.1) dan topiladigan Co &,Co 8 va Co¥ qiymatlar ad vektorning kosinus
yo’naltiruvchilari deb ataladi.
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Agar d=é=€,m,n_ort bo’lsa, u holda
[ =CoSa,m=CoSp,n=CoSy
bo’ladi.

§6. Chizigli yevklid fazosi va chiziqli operator.

Tekislikdagi har bir nuqtaga uning OA radius-vektorini o’zaro bir giymatli mos qo’yaylik.
Natijada , radius-vektorlar uchun kiritilgan qo’shish, ayirish ( (5,4) ga garang ) va vektorni songa
ko’paytirish ( (5,5) ga qarang ) amallariga ko’ra, bu radius-vektorlar to’plami,ya’ni tekislik chizigli
fazoga aylanadi, ya’ni chizigli fazoning barcha xossalarini ganoatlantiradi. Bu chizigli vektor fazoni

R, bilan belgilaymiz, Xuddi shunday mulohaza qilib, uch o’lchamli fazoni chizigli vektor fazoga

aylantirib, uni R, bilan belgilaymiz,

Agar 1-bobdagi  3-§ da Kiritilgan R" chizigli fazoda uning  ikki
x= (c] I SR o ;y = §’1 s Voseees YV : vektorlari uchun skalyar ko’paytma
xoyszi-yl. (6.1)
i=1
ko’rinishda Kkiritilsa, R" n  o’lchamli chiziqli yevklid fazosi, deb ataladi, uni biz R, bilan

belgilaymiz.
Skalyar ko’paytma (6.1) uchun quyidagi xossalar o’rinli.
10, xox>0,xox=0 fagatx=0= (),O,...,O: bo’lsagina,
20, xoy=yox,
0. €x+fy oz=akoz ¥ f€oz,
40, |xoy|£\/xox-1/yo ,

Oxirgi xossa Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi, deb yuritiladi.
10-30-xossalarning isboti sodda bo’lgani uchun ularni baja-rishni o’quvchigi havola qilib, 49-
Xxossaning isbotini keltiramiz.
Hagqigatan, ixtiyoriy A hagiqgiy son uchun

0<€+ly o€+ly =xox+Al-yox+Al-xoy+A -yoy=
=xox+2A-x0oy+ A -yoy=a+2Ab+cA,
buyerda a=xox,b=xoy,c=yoy deb belgilandi. Ma’lumki, agar kvadrat uchhadni giymatlari
manfiy bo’lmasa, uning grafigi A o’qdan yuqorida joylashgan bo’ladi, shu sababli, u A 0’qni kesib

o’tmaydi. Bu hol, agar diskriminant b*—ac<0 yoki b* <ac bo’lgandagina ro’y beradi. Xossa
to’liq isbot bo’ldi.
Agar (6.1) da x=y desak,

2 & 2
vor=l =Yy
i=1

n

2

|x| = ,/sz-
i=1

xosil bo’ladi. U holda Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini
pro x| <[]
ko’rinishda yozish mumkin. Bundan ko’rinadiki, shunday 4, —1< A <1 mavjudki, uning uchun

Bundan

xoy=2A-[x|y
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o’rinli bo’ladi. Agar A = CoS® desak,( [),7[: da CoSw = A yagona yechimga ega, ya’ni xar bir A
uchun faqat bitta @ burchak topiladi) , oxirgi tenglikni
Xoy= |x| . |y|COSa) (6.2)
ko’rinishda yozish mumkin bo’ladi. @ son x va ) vektorlar orasidagi burchak, deb ataladi.
x va y vektorlar ortogonal deyiladi, agar ularning skalyar ko’paytmasi

xoy=2 x,y =0
i=1
bo’lsa.
(6.2) dan ko’rinadiki, nolga teng bo’lmagan x va y vektorlarning ortogonal bo’lishi uchun ular

orasidagi burchak @ = % bo’lishi zarur va yetarlidir.

Quyidagi tengsizlik

|x + y| < |x| +|y| (6.3)
Minkovskiy tengsizligi, deb ataladi. Bundan xususan,
=1 =[x - 51
tengsizlik kelib chigadi.
(6.3) ni isbotlashni o’quvchiga havola gilamiz.
R, chizigli fazoning har bir x» elementiga, shu fazoning y elementini

mos qo’yish qoidasi, R, ni o’ziga akslantirish, deb ataladi.

R, ning chizigli operatori deb, R, ni o’ziga akslantiruvchi va quyidagi

A€Q-x =A-Ax , A€+y =Ax+Ay

xossalarga ega bo’lgan har qanday 4 akslantirishga aytamiz. Buni
A:R — R ko’rinishda yozish gabul gilingan.

Bizga R, chiziqli fazoning 4 chiziqli operatori va shu fazoning biror
R=¢€,¢,,..,6, bazisi berilgan bo’lsin. 4é_,x=12,.,n , vektorlarni %
bazis bo’yicha yoyaylik:

AEK == alkél +...+ankén D) K= 1’2’__.,]/1_
U holda quyidagi
a4y a,
l4_: a, dy a,,
a a a

n2 ot nn

matritsa 4 chizigli operatorning % bazisdagi matritsasi, deb ataladi.
Agar matritsa chiziqli operatorning qaysi bazisdagi matritsasi ekanligini
ko’rsatish zarur bo’lsa, bu matritsa uchun |, belgi ishlatiladi.

Chizigli operator 0’z matritsasi bilan yagona ravishda aniglanadi,
ya’ni agar x,y lar R ning ixtiyoriy elementlari bo’lib, X,y lar ularning
mos ravishda koordinatalar ustunlari bo’lsa, u holda y=4x dan v=f}x
kelib chigadi.
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R, fazoning chizigli operatorlari uchun quyidagi amallarni Kkiritish
mumKkin:

a) operatorlar yig'indisi: @+ B)x=Ax+Bx_ , 0’z navbatida
k+-3=h+b_ ;

b) operatorni songa ko’paytirish: €-4xy=1-@&x_ va f-4=1-} ;

v) operatorlar ko’paytmasi: UB 3 =A4@x, va 0’z navbatida
k3=F-B..

Har gqanday xeR, uchun Ex=x munosabatni qanoatlantiruvchi E

operatorni birlik operator deymiz. 4 operatorga teskari operator deb,
AA™ = 4'4=E munosabatni ganoatlantiruvchi4" operatorga aytamiz. 4
operatorga teskari operator mavjud bo’lishi uchun ( bu holda 4
operator maxsusmas operator deb ataladi ) uning har ganday bazisdagi
k  matritsasi maxsus bo’lmasligi zarur va yetarlidir, bundan tashqari

|
I-m i s ol . R, ning Arx=6€,+x,,2x, +x,,3x,—x,+x,  operatorini
chizigli operator ekanligini ko’rsating va uning kanonik bazisdagi
matritsasini tuzing.
Yechish . Agar x=¢€,,x,,x,, va y=€,v,y, lar R, ning ixtiyoriy
elementlari bo’lsa, u holda
x+y=€ +y,x, +y2>3'*')’3; A-x= (Lxl,/lxz,lx3:
larga asosan,
A‘H‘y:: € +Y, X +Y5,2€ +y1:+X3 +Y5,3€, +)’1:_ &, + )/2:+ &; +Y3:::
=€, + x5+, +3,2% X, + 2y + 33,3 =X, x5 43y, —y, + ::
=€, +X3,2% +X3,3%, —x, +x, :+ ¢, + Y320 V330 — Yy T s :=Ax+Ay
AQx = Qx, + Ay 270, + Ay 30X, — Ax, + Jx, = A, + X3, 2%, + X3,3%, — X, + X, = JAX.

4é, =023 =0-¢,+2-¢, +3-¢,,
Aé, = €0,~1 =1-¢,+0-¢, —1-&,,
Aé, = L1 =1-¢,+1-¢,+1-¢,.
Bundan
3

0 2
k=1 0 -1
1 1 1
2-misol. Ax=€,x,+1,x,+2 operatorni chiziglikka tekshiring.
Yechish .
A&+ Y:: ‘(1 YL X Y, +1L %+ Y, +2:: ((1’)(2 +1, X +2:+ </1’ yz’ys} Ax+ Ay,
ya’ni berilgan operator chizigli emas.
3-misol. Ax=Qx,~2x +3x, +2x,,4x, — X, +5x,
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Bx=€3x, +x,,2x, +x,,—x, +3x,  operatorlar berilgan. ¢ =48 operatorni va
uning [ matritsasini toping.

Yechish. Avval | va B matritsalarni topib olamiz.
Ae, = 0,24 ,4¢, = €3,-1,4¢é, = 02,5 Va B=C _B=€-_Bl-C31
bo’lgani uchun
0 2 0 -3 0 1
k=|-2 3 -1 , B=|0o 2 1|
4 -1 5 0 -1 3
U holda
0 4 2
F=k-B=| ¢ 4 7
-12 -7 18
Bundan
Cé, =Q,6,-12, Cé,=€4-7, Ceé,=€718
va
Cx=C€;@, +x,8, + X8, :: x, - Ce, :+x2 X &c3 :+x3 B ::
= @x, +2x,,6x, +4x, +Tx;,—12x, — Tx, +18x, .
Agar
Ax = Jx (6.4)
tenglik biror x QxeR, uchun o’rinli bo’lsa, u holda 2 son 4

chizigli operatorning xos soni, x e€sa 4 operatorning A XOS soniga
mos keluvchi xos vektori, deb ataladi.

R, fazoda (6.4) tenglikni unga ekvivalent bo’lgan quyidagi matritsa
tengligiga almashtirish mumkin:

k-2Ex=0, x=zo0. (6.5)

Oxirgi tenglikdan, 2 son 4 operatorning xos soni bo’lishi uchun
detp-1E =0 bo’lishi zarur va yetarli ekanligi kelib chiqgadi.
p€Q =detp-1E_ A operatorning xarakteristik ko’phadi deb ataladi.

Demak, xos son xarakteristik ko’phadning yechimi bo’lar ekan.. Unga
mos keluvchi xos vektorning koordinatalar ustuni (6.4) bir jinsli
tenglamalar sistemasining biror noldan farqgli yechimi bo’ladi.

4-m i s ol Ax=€x —x,+2x,,5x —3x, +3x,,—x, —2x,  Operatorning xos
soni va unga mos keluvchi xos vektorlarini toping.

Yechish. Avval 4 operatorning matritsasini tuzib olamiz:

2 -1 2
k=5 -3 3
-1 0 -2
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Berilgan operatorga mos keluvchi bir jinsli tenglamalar sitemasi quyidagi
ko’rinishni oladi:
€23 —x,+2x,=0

5x,~ €+ 13, +3x,=0 (6.6)
—x,—€+13, =0.
Bundan xarakteristik ko’phadni topamiz:
2-4 -1 2
p€ =5 -3-2 3 |=-@+1_.
-1 0 -2-2

Demak, xos son A =—1 ekan. Bu sonni (6.6) ga qo’ysak,
3x, —x, +2x;, =0

5x, —2x,+3x,=0

-x,—x; =0.

Bundan Xx, =—-x; , x, =x,. Agar x; =« desak,
1

X=a 1

-1

bo’ladi.
Agar A operator R fazoda A, 4,,...4  xos sonlarga mos keluvchi 7 ta chizigli bog’liq

bo’lmagan EI,EZ,...,én xos vektorlarga ega bo’lsa, u holda A4 operatorning shu xos vektorlaridan

tuzilgan sistema R, da bazis tashkil etadi. 4 operatorning shu bazisdagi matritsasi quyidagi ko’ri-
nishda bo’ladi:

A0
l4 - 0 A4,
0o o0 . . 4,
S5-misol A chizigli operatorning quyidagi matritsasini diagonal ko’rinishga Keltiring:
1 2 0
k=0 2 o
-2 -2 -1
Yechish.
1-4 2 0
p€ =deth-2E=| 0 2-2 0 |=€@-2¥-2 =0
-2 -2 -1-A
Bundan xos sonlarni topamiz: 4, =2,4, =1,A, =-1.

Ularga mos keluvchi xos vektorlarni topish uchun avval (6.6) sistemaga A, =2 ni qo’yamiz:
-x+2x =0
—2x, —2x, -3x, =0
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Bundan, E, = Q,l,—Zj. Xuddi shunday, agar A, =1 desak, (6.6) sistema quyidagi ko’rinishni
oladi:

x,=0
—2x, —2x, —2x, =0.
Demak, E, = (,O,—lj ekan. Agar (6.6) da A, =—1 desak,

x, +x,=0
3x, =0.

Bundan, FE, = (),O,lj.

Demak, FE|,FE,,E, bazisda A4 operatorning matritsasi

2.0 0
k=101 o
00 -1

bo’ladi.
§7. Vektorlarning vektor va aralash ko’paytmalari.

7.1. IKkKki vektorning vektor ko’paytmasi. Avval Rj; fazoda yo’nalish tushunchasini kiritib olamiz.

Bir tekislikda yotgan uchta vektorni komplanar vektorlar, deb ataymiz. Bir tekislikda yotmagan xar
ganday vektorlar uchligini komplanar bo’lmagan vektorlar deymiz. Bizga komplanar bo’lmagan,
boshlari bir nuqtaga keltirilgan #, v, w vektorlar berilgan bo’lsin.

-~

Ta’rif. 4, v, w vektorlar uchligi chap sistemani tashkil etadi deymiz, agar € ,v : , Q,W/ ,

G, u : vektorlar juftliklari aniglaydigan aylanma yo’nalishlar o’zlari yotgan tekisliklarda musbat

aylanma yo’nalish bilan bir xil bo’lsa. Loaqgal bitta juftlik yo’nalishi o’zi yotgan tekislikning musbat
aylanma yo’nalishidan farq qgilsa, bunday uchlikni o’ng sistema, deb ataymiz.

U
22-rasm.

—

Misol. f, j, k  ortlar uchligi chap sistemani tashkil etadi, chunki (,j/, 6, IE/ va e,;/
juftliklar yo’nalishi mos ravishda Oxu, Ouz, Ozx tekisliklarning musbat yo’nalishi bilan bir xildir.
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f, l;, j uchlik esa o’ng sistemadir, chunki ( ,l; ) juftlik aniglagan aylanma yo’nalish Ozx

tekisligining musbat yo’nalishiga teskari. Xuddi shunday, G’], va (;,; juftliklar aniglagan

aylanma yo’nalishlar mos ravishda Oyz va Oxy tekisliklarining musbat yo’nalishiga teskaridir.
Endi geometriya va amaliy matematika masalalarida keng qo’llaniladigan vektor ko’paytma
tushunchasini kiritamiz.

Tarif. G va b vektorlarning vektor ko’paytmasi deb, quyidagi uchta xususiyatga ega bo’lgan ¢
vektorga aytamiz:
1) ¢ ninguzunligi @ va b vektorlar uzunliklari va ular orasidagi ¢ burchak sinusi
ko’paytmasiga teng:
¢|=lal |b] sing (7.1)
2) ¢ vektor a va b vektorlar yotgan tekislikka perpendikulyar,jumladan, ¢ ga ham va b ga
ham perpendikulyar;

3) a, b ,C vektorlar chap sistemani tashkil etadi.

A
C

1
23-rasm.

Birinchi xossadan ¢ ning uzunligi @ va b vektorlarga tortilgan paralelogramm yuziga teng
ekanligi kelib chigadi, ya’ni

S=‘ﬁ X Z;‘
yoki
sA=%‘a X E‘ . (1.2)

Vektor ko’paytmani d x 6 ko’rinishda ifodalaymiz.
Yuqgorida Kkiritilgan ikki ko’paytmalarga (ya’ni skalyar va vektor ko’paytmalar )  berilgan
nomlar,ularning natijalariga qarab tanlanganligini eslatib o’tamiz.
Vektor ko’paytma quyidagi xossalarga ega.
I-xossa. axb =0 bo’lishi uchun, a, b vektorlar kolleniar bo’lishi zarur va yetarlidir.

Bu xossa vektorlarning kolleniarlik sharti, deb yuritiladi.
Isboti  (6) tenglikdan kelib chigadi.

2-xossa. bxa=- dxb , yani ko’paytuvchilar o’rni almashsa, natija fagat o’z ishorasini
o’zgartiradi.

Gaxb  uchlik o’ng

—Gxb uchlik chap

Hagigatan, agar ko’paytmada d va b vektorlar o’rnini almashtirsak, 6,5,
sistema bo’lib goladi, a x b ning ishorasini teskarisiga almashtirsak, unda 5,5,
sistemaga aylanadi.
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3-xossa. Agar m,n - ixtiyoriy sonlar bo’lsa,
G x Ql; = mnexl;/ .
Isboti. Agar m=0, n=0 yoki m# Qu=0 bo’lsa, tenglik bajarilishi 0’z-0’zidan ko’rinib
turibdi. m # 0,n =1 bo’lgan holni ko’rish yetarli,chunki m =1,n# 0 bo’lgan hol 2-xossani qo’llash
hisobiga biz ko’rmoqchi bo’lgan holga keltiriladi. Avvalambor

| 3 B| =|milp|Sing,
bu yerda agar m>0 bo’lsa, d=¢ va mMm<0 bo’lsa,d =7 — ¢, lekin ikkala holda ham
Sing = Sing bo’lgani uchun
‘%5 :x I;‘ = |m||c7”l;‘Sin¢) = |m”ﬁ x I;‘ )
Ikkinchidan, ma vektor a vektorga kolleniar, shu sababli ~ a x b _ vektor ma ga perpendikulyar.

mﬁxl;’ vektor axb ga kolleniar bo’lgani uchun nfzx l;’ vektor mi gava b ga

perpendikulyardir. Va nihoyat, agar m >0 bo’lsa, a va ma vektorlar, ixb va r;fzxg

vektorlar bir xil yo’nalgan bo’ladi, shu sababli a ,I; ,ﬁxI; uchlik chap sistema bo’lgani uchun

m 5,5 ,m6x5 3 uchlik ham chap sistema bo’ladi. m <0 bo’lgan hol ham xuddi shunday

tekshiriladi. Xossa to’liq isbot bo’ldi.
4-xossa.

— — \ — g — —
ax ‘+c/=a><b +dxc.

Isboti: Avval a=e¢ ort bo’lgan holni ko’raylik. b va ¢ vektorlarni 3-rasmda ko’rsatilgandek
qgilib, ¢ ga perpendikulyar bo’lgan 7 tekislikka proektsiyalaymiz va bu proektsiyalarni € ort atrofida
soat milini xarakati bo’ylab 900 ga bursak, é xb va éx¢ vektorlar hosil bo’ladi.

— N — —

np, ‘+ b =np,b+np,c bo’lgani uchun éxb va éxc larning yig'indisi bo’lgan va ularga

tortilgan parallelogrammning dioganali € x ‘ + E’ ga teng bo’ladi. Demak,
e x ‘+5’= exb+ éxc
ekan.

63

www.ziyouz.com kutubxonasi



24-rasm.
Endi agar a ixtiyoriy noldan fargli vektor bo’lsa, a = |c7|c_io deb (buyerda a, - a vektorning
orti) ,
ix Q+c =ald, < €+ =[a|€, x € +& _=[d|€, xb +ad, x¢ =
= (3 €, xb +|d| €, x& = [, xb +|ald, x& = dxb +adxe
tenglikni hosil gilamiz. Xossa to’liq isbot bo’ldi.
Bu xossadan xususan quyidagi munosabat kelib chigadi:
6+5;< f+a::éx6+éxa+5x6+6x&.
Vektor ko’paytmaning xossalaridan ortlar uchun quyidagi
munosabatlar kelib chigadi:
ixi=i’

ix]:l;,]xl;:i

} e

Fxi=—k,kxj=—i,ixk=-].
Shu sababli, agar vektorlar o’z proektsiyalari bilan berilgan bo’lsa, ya’ni d ={a.
b={b,b,,b.} bo’lsa, uholda
- = = - =~ - - <~ ) - - =Y
axb = ‘xl +a,j+a,k x ‘XI +b,j+bk =ab,i +axby(XJjaxbz‘xkjaybx(xz Pa
. . 4N ] = N
+ab,j" +ab, kajasz exz Fa.b, fx]jazbz (xk/:
=abk—-ab. j—abk+abi+abj-abis=
> ~ >
=€b —ab i-€b —ab j+€b —ab, k=
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a, a, a,

a, a,|. |a, al|- |a, aylg 5 by 5
= - + = .
N S R o P A R
ik

I-misol a= 4,2,—3 va b= 31,4 vektorlarning vektor ko’paytmasini toping.
Yechish.

2-misol a= 34, Yi»Z, } = 3{2, VasZ, vektorlarga tortilgan uchburchak yuzini toping.
Yechish. Ma’lumki ( garang, (7.2)),

1_} N
SA—E‘CI x b
Shu sababli,
2 2 2
SA:l i 4 X Z +x1 Vi
2\|y, z, Xy, Z, X, Vs

3misol A(,—1,2;B(),1,—1: va C¢€ 1,2,3: uchlari berilgan ABCD parallelogrammning
yuzini toping.

Yechish. @ = AB = ‘:1,2,—3 } = AC = ‘{2,3,1: vektorlar tuzib olib, avvalgi misol natijasini
go’llasak:

2

=N112+7% +1 =
=+/121+49 +1 = J171kvbirlik.

-1
-2

7.2. Uch vektorning aralash ko’paytmasi.

—

d, b va C vektorlarning aralash ko’paytmasi deb, d vektorni b vektorga vektor
ko’paytmasidan hosil bo’lgan natijaning C vektorga skalyar ko’paytmasiga aytiladi va quyidagicha
belgilanadi: (dxb )-¢ yoki d b €.

—

va C vektorlar komplanar vektorlar bo’lmasin,

Aralash ko’paytmaning geometrik ma’nosi: a,
va (dxb)-¢=d ¢ =dcCosp=dc,; bu yyerda

b
ya’ni ular bir tekislikda yotmasin. U holda dxb=d

d- d,b vektorlarga qurilgan parallelogramm yuzi, c, esa d b ¢ vektorlarga qurilgan

paralelepipedning balandligi bo’lgani uchun d b ¢ aralash ko’paytma o’sha paralelepipedning
hajmiga teng bo’ladi.
Aralash ko paytmaning xossalari;
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1. Istalgan ikkita vektorning o’rni almashsa aralash ko’paytma ishorasini o’zgartiradi:

(dxb)-¢=-(dxb)b=-(¢xb)a.
2. Agarda uchta vektordan ikkitasi teng bo’lsa yoki parallel

bo’lsa, aralash ko’paytma nolga teng bo’ladi.
3. «o» va «x» amallari belglslmng o’rinlarini almashtirish
mumkin, ya’ni (axb )-C=da- (b xC).

4. a, b va C vektorlar komplanar bo’lishi uchun (bitta
tekislikda yotishi uchun) d b € =0 bo’lishi zarur va yetarli.
7.3. Parallelopiped va piramidaning hajmi.

d, b vac vektorlarga qurilgan parallelopipedning hajmi
Viap=td b €.

d, b va ¢ vektorlarga qurilgan piramidaning hajmi

Vip=+1/6 a bec.

>
d;
-
A
\\.
v>t/\
,
b
a
25-rasm.

4-m i s o | . Uchlari O(O 0,0), A(5,2,0), B(2,5,0) va C(1,2,4) nuqtalarda bo’lgan piramidaning
hajmi, ABC yoqnmg yuzasi va shu yoqqga tushurilgan perpendikulyar hisoblansin.

Yechish: AB AC va AO vektorlarmng proekt51ya51n1 topaylik
AB(-1,3,0, AC {-4,0,4), AO{-5,-2,0}

2 Vy=1/6 AB-AC-AO
-3 3 0

-5 -2 0
=84/6=14 kub.b.

Vpir=‘1/6 -4 0 4 =-1/6(-60-24)=

SMBC:—\ABqu —\12;+12k+12]\ v -
3.
h:OD= plr; Demak’ h 3& i
SAABC 6\/_ 3
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3 — BOB
TEKISLIKDAGI ANALITIK GEOMETRIYA

§1. Tekislikdagi to’g’ri chiziq.
1.1. Umumiy tushunchalar. Faraz qilaylik, bizga ikki X va )  o’zgaruvchi miqdorlarni
bog’lovchi
~

réy =0 (1)

tenglama berilgan bo’lsin. Bu tenglama o0’z navbatida bir o’zgaruvchini , masalan, ) ni

ikkinchisining, ya’ni X ning funktsiyasi sifatida aniglaydi. Agar (1) ni ) ga nisbatan yechib olsak,
quyidagiga ega bo’lamiz:

y=,6€_, )

bu yerda f 6: bir qgiymatli yoki ko’p qiymatli funktsiya bo’lishi mumkin, bu funktsiyaning
giymatlari X o’zgarganda uzluksiz o’zgaradi deb faraz qilaylik.

X va Y miqdorlarni Oxy dekart koordinatalar tekisligining biror M nugtasini koordinatalari
sifatida qaraymiz. U holda (2) tenglik X o’zgaruvchining har bir giymatiga ) ning aniq bir
giymatini mos qo’yadi.

Shu sababli, X ning har bir qiymatiga tekislikning koordinatalari X va ) = f (i: bo’lgan aniq
bir M nuqtasi mos keladi.

Endi, agar X uzluksiz giymatlarni gabul qilsa, u holda M Oxy tekisligida uzluksiz o’zgarib,
nugtalarning geometrik o’rnini chizadi, bu geometrik o’rinni chiziq, deb ataymiz.

Demak, chiziq koordinatalari (1) yoki (2) ko’rinishdagi tenglamani
ganoatlantiruvchi nugqtalarning geometrik o’rni ekan. (1) yoki (2)

tenglama o0’z navbatida chizigning tenglamasi deb ataladi.

Endi, agar aytilgan gaplarni umumlashtirsak, berilgan chizigning tenglamasi deb, (1) yoki (2)
ko’rinishga ega bo’lgan shunday tenglamaga aytamizki, bu tenglama faqat berilgan to’g’ri chiziqda
yotuvchi nuqtaning koordinatalarini X va ) ning o’rniga qo’ygandagina qanoatlanadi.

Agar F €, y:E Ax+ By +C bo’lsa, (1) ni 1-tartibli tenglama deymiz, u ifodalaydigan chizigni
to’g’ri chiziq, deb ataymiz.

Agar F‘c,y:E Ax? +Bxy+Cy2 + Dx+ Ey+M bo’lsa, (1) ni 2-tartibli tenglama , unga mos
keluvchi chizigni esa 2-tartibli chiziq, deb ataymiz.

Misol tariqasida, to’g’ri chiziq va aylananing tenglamasini tuzamiz.

1. To’g’ri chiziq tenglamasi. Faraz qilaylik, )’ o’qini A(),b: nuqgtada kesib o’tuvchi va X o0’qiga
a burchak ostida og’ib o’tgan A to’g’ri chiziq berilgan bo’lsin.
M Q,y/ A to’g’ri chizigning ixtiyoriy nuqtasi bo’Ilsin. Chizmaga ko’ra, BM = AB-tgax , bu

yerd%\ BM va AB lar ﬁ/[ va /Té vektorlarning

M€, y: kesma kattaligi.
y BM =y —b, AB = x bo’lgani uchun yuqorida-
AlaVY gi formuladan
' y—-b=tga-x,
X—yoRi
/ O v =hkx+b, (3)
274rasm. kelib chigadi, bu yerda
k=tga 4)

deb belgilandi. (3) tenglamani berilgan to’g’ri chizigning ixtiyoriy nuqtasini koordinatalari
ganoatlantiradi, va aksincha, koordinatalari (3) ni ganoatlantiradigan har ganday nuqta A to’g’ri
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chizigda yotadi. k koeffitsient (4) ga ko’ra, « burchakka bog’liq bo’lgani uchun burchak
koeffitsient, deb ataladi, & esa boshlang’ich ordinata deyiladi.

2. Aylana tenglamasi. Radiusi » va markazi C Q,b: nuqtada bo’lgan aylanani ko’raylik. Ta’rifga
ko’ra, aylana C (z,b: nuqgtagacha bo’lgan masofalari o’zgarmas r ga teng bo’lgan nuqtalarning
geometrik o’rnidir.

Agar M 6, y: tekislikning ixtiyoriy nugqtasi bo’lsa, u holda

~ ~
\/Q—a/ +€-b° =r,
yoki tenglikni kvadratga ko’tarib, ildizni yo’qotsak,
> > 2
C—a +€-0_=r".
Bu tenglama berilgan aylananing tenglamasidir.

Agar aylananing markazi koordinatalar boshida bo’lsa, u holda uning tenglamasi soddaroq bo’ladi:

x*+y’=r’

1.2. To’g’ri chizigning umumiy tenglamasi.

Teorema. OXJ/ koordinatalar tekisligida har ganday to’g’ri chizigning tenglamasi

Ax+By+C=0 5)

ko’rinishda bo’ladi, va aksincha, (5) ko’rinishdagi har ganday tenglama Oxy koordinatalar
tekisligida to’g’ri chizigni ifodalaydi.
Isboti. Yuqorida ko’rilganidek, X o’qiga og’ish burchagi ma’lum bo’lgan xar qanday to’g’ri

chizigning tenglamasi ¥ =kx+b ko’rinishda bo’ladi. Buni o’z navbatida kx—y+b =0
ko’rinishga keltirib olsa bo’ladi. Endi, agar to’g’ri chizigning bir nuqtasi M 0 &O,yo: va unga
perpendikulyar bo’lgan biror S = A,B vektor berilgan bo’lsa, u holda to’g’ri chiziqgda yotuvchi
har qanday M (c,y: nuqta uchun W = ﬂ—xo, Y=Y vektor § vektorga perpendikulyar
bo’ladi. Vektorlarning perpendikulyarlik shartiga ko’ra soM OM =0 yoki

A€-x, *B€¢-y, =0 . (6)
Qavslarni ochib va C= —Axo — Byo deb belgilasak, (6) ni (5) ko’rinishga keltirsa bo’ladi.

Endi teoremaning ikkinchi gismini isbot gilamiz. Agar (5) da B =0 bo’lsa, u holda (5)
tenglikni B ga bo’lib yuborib, uni

A C
y=-——x-——
B B
A C
ko’rinishga keltirib olamiz. Agar k= —E,b = _E desak, oxirgi tenglikni ) = kx +b deb yozsa

bo’ladi. Ma’lumki, bu to’g’ri chizigning burchak koeffitsientli tenglamasidir.
Agar B =0 bo’lsa, u holda A4 # 0 , shuning uchun (5) quyidagi ko’rinishni oladi:
C

X=——,

A
bu yerda a = _Z desak, X=a,ya’ni X o’qiga perpendikulyar to’g’ri chiziq tenglamasi hosil
bo’ladi. Teorema isbot bo’ldi.
(5) tenglama to’g’ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi, (6) esa bir nuqtadan o’tgan to’g’ri

chiziq tenglamasi, deb ataladi.
To’g’ri chizigning umumiy tenglamasi (5) to’lig bo’lmagan uch holni ko’ramiz:
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1) C=0, bunda tenglama Ax + By =0 ko’rinishni oladi, bu tenglama koordinatalar boshidan

o’tgan to’g’ri chizigni ifodalaydi. Haqigatan, X = 0, y= 0 koordinatalar bu tenglamani
ganoatlantiradi.

2) A=0,B#0 , bunda (5) By+C =0 ko’rinishga keladi, bu tenglama X o’giga parallel
o’tadigan to’g’ri chizigni ifodalaydi. Xususan,agar C =0 bo’lsa, y =0 hosil bo’ladi, bu X o’qining
tenglamasidir.

3) A#0,B#0,C#0 bo’lsin. U holda (5) ning ozod hadi C ni tenglikning o’ng tomoniga
o’tkazsak va — C ga bo’lib yuborsak:

ﬂ + & =1
-C -C
yoki
X Y
BT -
_c _¢
A B
Quyidagi belgilashlarni kiritsak:
C C
a=-—,b=——
A B
tenglama
XY
—+==1 7
4 b (7)

ko’rinishga keladi. (7) ni to’g’ri chizigning kesmalardagi tenglamasi, deb ataymiz, chunki bu to’g’ri
chizig X o’qini M(z,O: nuqtada, ) o’qini N(),b: nuqtada kesib o’tadi.

A Misol. 3x -5y +15=0 to’g’ri chizig-
u ning kesmalardagi tenglamasini

NN tuzing.

Yechish. Ozod had 15 ni tenglik-

ning o’ng tomoniga o’tkazib, -15 ga

0 A 5 bo’lib yuborsak:
X
a X —+ Y 1.
-5 3
28-rasm. Demak, berilgan to’g’ri chizig X va ) o’qlaridan mos ravishda

a =—5,b =3 kesmalar ajratar ekan.
Umumiy tenglamaning 4 va B koeffitsientlari geometrik ma’noga ega. (6) dan ma’lumki, 4 va
B koeffitsientlar to’g’ri chiziqga perpendikulyar vektorning koordinatalaridir. Agar a = %B,A )

vektor tuzib olsak, § va a vektorlar perpendikulyar ekanligiga ishonch hosil qgilish giyin emas. Shu
sababli, a vektor berilgan to’g’ri chiziqga parallel bo’ladi, uni shu hususiyatiga ko’ra, to’g’ri chizigning
yo’naltiruvchi vektori, § ni esa normal vector, deb atashadi.

1.3. To’g’ri chizigning boshqa turdagi tenglamalari.
Agar M 0 ‘50 YV _ to’g’ri chizigning berilgan nugtasi va a = ﬁﬁ,n _uning yo’naltiruvchi vektori
bo’lsa, uning tenglamasini quyidagicha tuzsa xam bo’ladi.

Faraz qilaylik, M (c,y/ nuqta to’g’ri chizigning siljuvchi nugtasi bo’lsin. U holda, @ va M M
vektorlar o’zaro parallel bo’ladi. Vektorlarning kolleniarlik shartiga ko’ra
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X=Xy V=)
m n

Bu tenglama to’g’ri chizigning kanonik tenglamasi, deb ataladi.
Agar (8) da kasrlarni ¢ ga tenglasak,

X—Xxy=mt , y—),=nt

8)

yoki
X =X, +mt,
y=y, tnt,
parametrik tenglamalar, deb ataluvchi tenglamani hosil gilamiz.
g -
Agar to’gri chizigning ikkita M, €,,y, ,M,€,,y, nuqtalari ma’lum bo’lsa, u holda

a=M M, vektorni yo'naltiruvchi vector, deb garash mumkin, shuning uchun bu to’g’ri chizigning
tenglamasi (8) ga ko’ra

X=X _ V=N

Xo =X Vo=
bo’ladi. Bu tenglama ikki nuqtadan o’tgan to’g’ri chizigning tenglamasi, deb ataladi.
Endi, faraz qilaylik, bizga A

(©)

\h to’g’ri chiziq va uning normal
vektori # berilgan bo’Isin.
Agar a n vektorning x o’qiga
i og’ish burchagi bo’lsa, u holda shu
7] vektorning orti
o ¢ x\ — 7y = §oSa,Sina bo’ladi.  |iy|=1
29-rasm. M €, y:A to’g’ri chizigning siljuvchi nugtasi va ON = pbo’lsin. U

holda ( 29-chizmaga qarang)
p=np.OM :|ﬁ|-npﬁO—M =7io OM = xCoSa + ySinar.
Bundan
xCoSa + ySina—p =0 (10)
kelib chigadi. (10) tenglama to’g’ri chizigning normal tenglamasi deb ataladi.
Agar to’g’ri chiziq Ax+By+C=0 tenglama bilan berilgan bo’lib, bu tenglama normal
tenglamami yoki yo’q ekanligini aniglash uchun bu to’g’ri chizigning normal vektorini uzunligi birga

tengligini tekshirish kifoya. Bu tenglama |ﬁ| =vA*+B* =1 bo’lsagina normal bo’ladi.Agar

|ﬁ| =+ A*> +B* #1 bo’lsa, berilgan tenglamani ++ A + B? ifodaga bo’lish kerak:

7—C 0 (11)

A B
+ x=* VF =
JA2+B A +B T A+ B
(10) formuladan ma’lumki, ozod hadning ishorasi manfiy bo’lishi shart, shu sababli, oxirgi tenglikdagi
ishoralardan birini ozod hadning ishorasiga teskari qilib tanlash zarur. Shunda (11) normal tenglamaga

aylanadi. = vA? + B ifoda normallovchi ko’paytuvchi, deb ataladi.

1.4. To’g’ri chiziqga doir turli masalalar.
1. Ikki to’g’ri chiziq orasidagi burchak. Faraz qilaylik, bizga Al 1y = klx—i-bl va
A, :y=k,x+b, to’g’ri chiziglar berilgan bo’lsin. Ma’lumki, k, =fga,,k, =tga, bu yerda
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a,,a, lar mos ravishda A] ,A2 to’g’ri chiziglarning X o’qiga og’ish burchaklaridir. Bu burchaklarni

0xy tekisligidagi musbat yo’nalish bo’ylab xisoblangan, deb tushunamiz. Agar «,>«, bo’lsa ,
A,,A, to’g’ri chiziglar orasidagi burchak deb « =, —«; burchakni tushunamiz. U holda

~ fga, —tgx k, —k
tga=tg(¥2—0(1/= g, —I8x;, Kk, 1

= (12)
l+tga, -tga, 1+k -k,

(12) dan ko’rinadiki, agar k, =k, bo’lsa, ¢ =0 yoki « =7 bo’ladi, ya'ni A, va A, to’gri
chiziglar parallel bo’ladi, va aksincha, agar A, va A, to’g’ri chizigqlar parallel bo’lsa, g =0,

bundan esa k, =k, kelib chigadi. Shu sababli, k, =k, tenglik to’g’ri chiziqlarning parallellik sharti,
T
deb ataladi. Agar A, va A, to’g’ri chiziglar perpendikulyar , ya’ni o = E bo’lsa, u holda (12) dan

1+k, -k, =0 munosabat kelib chigadi. Bu tenglikni to’g’ri chiziglarning perpendikulyarlik sharti, deb
ataymiz.

2. Ikki to’g’ri chiziq tenglamasini birgalikda tekshirish. Faraz qilaylik, bizga ikki A, va A, to’g’ri
chiziglarning tenglamalaridan tuzilgan

{Alx+Bly+C1 =0, 03
A,x+B,y+C, =0

sistema berilgan bo’lsin. Ma’lumki, bu sistema yagona yechimga ega bo’lishi uchun
4, B,
4, B,

#0

A B
bo’lishi zarur va yetarlidir. Bu esa —-# —- tengsizlikka ekvivalent. Bu holda (13) ning yagona
2 2

yechimi A, va A, to’g’ri chiziqlarda yotuvchi nuqtaning koordinatalarini beradi, yani A, va A,
to’g’ri chiziglarning kesishish nugqtasini aniglaydi.

Agar
Al Bl
AZ B2 -
Al Bl . . . . . . .
bo’lsa, A_ = B_ bo’ladi, Bunda ikki hol yuz beradi: 1)agar (13) sistema cheksiz ko’p yechimga ega
2 2
1 Bl Cl P . . ..
bo’lsa, bu — =—=— bo’lganda bajariladi, u holda A, va A, to’g’ri chiziglar ustma-ust
A2 BZ CZ

A B C

tushadi; 2) (13) sistema umuman yechimga ega emas,bu —- = B—l # —L bo’lganda yuz beradi, bunda

2 2 2

berilgan to’g’ri chiziglar umuman kesishmaydi, ya’ni ular parallel bo’ladi.
3. Nugtadan berilgan to’g’ri chiziggacha bo’lgan masofa.

M (x,,y,) nugtadan A to’g’ri chi-

y ziggacha bo’lgan |NM 0| = d masofa-
K ni topish talab etilgan bo’lcin.
N A to’g’ri chizigning 7  nor-

malini qurib olaylik. Agar M,
nuqta A ga nisbatan, 7 o normal-
70 ning musbat yo’nalishi tomoni-
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N\\ da joylashgan bo’lsa, u holda ma-
0 X sofa +d , aks holda —d bo’ladi.
30-rasm. Buni My nuqtaning A to’g’ri chi-

zigdan ¢ chetlanishi, deb ataymiz. Chizmadan ko’rinadiki,

p+o =np;, OM, =x,CoSa + y,Sina
bundan

0 =x,CoSa+ y,Sinac—p (14)
yoki

d = |x,CoSa + y,Sina - p| (15)
kelib chiqadi. Demak, nuqtadan berilgan to’g’ri chiziqgacha bo’lgan masofani topish uchun, nuqtaning
koordinatalarini to’g’ri chizigning normal tenglamasini chap tomonidagi noma’lumlar o’rniga qo’yish
kifoya ekan.

Agar to’g’ri chiziq tenglamasi normal bo’lmasa, u holda normallovchi ko’paytuvchi yordamida

normal ko’rinishga keltirib, so’ngra (15) formula yordamida talab gilingan masofani hisoblaymiz.

1.5. To’g’ri chiziglar dastasining tenglamasi. Tekislikning S (Co,yo: nugtasidan o’tgan barcha
to’g’ri chiziglari to’plami S markazli to’g’ri chiziglar dastasi, deb ataladi.
Teorema. Agar Ax+B,y+C, =0 va A4A,x+B,y+C,=0 Ilar S nuqtada kesishuvchi
to’g’ri chiziglar, va «,f lar bir vaqtda nolga teng bo’lmagan ixtiyoriy sonlar bo’lsa, u holda
all,x+By+C, rl,x+B,y+C, =0 (16)

S nugtadan o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamasi bo’ladi.
Isboti. Avval (16) hagigatan tenglama ekanligini Kko’rsataylik, buning uchun uni quyidagi
ko’rinishda yozib olamiz:

~ ~ ~
€4, + B4, x+€B, + B, y+ €C, + pC, =0 (17)
Bu yerda m41 + ,BAZ va aBl + ,332 lar bir vaqtda nolga teng bo’la olmaydi, chunki aks holda,
A B
oA, + A, =0 va aB, + B, =0 dan —L = B—l __L kelib chigadi, buni esa bo’lishi mumkin
o
2 2

emas, chunki bu to’g’ri chiziglar shartga ko’ra kesishadi. Bu esa (17) tenglama ekanligini ko’rsatadi.
Demak, u tekislikda biror to’g’ri chizigni ifodalaydi. Endi bu to’g’ri chiziq S nuqtadan o’tishini

ko’rsatsak  kifoya. Hagqiqatan, (17) dagi noma’lumlar o’rniga X, Yy, larni  qo’ysak,
Ax,+B,y,+C, =0 va A,)x,+B,y,+C, =0 ekanligidan,
~ ~
aldx,+By,+C, _+p€x,+B,y,+C, =0
bo’lishi kelib chigadi. Teorema isbot bo’ldi.
Agar masalan, o # 0 bo’lsa, (17) ni quyidagi ko’rinishda yozsa bo’ladi:

Ux+By+C +Alx+B,y+C, =0,

buyerda A= deb belgilandi.

R >

Misol . S nugtada kesishuvchi 2x+3y—5=0,7x+15y+1=0 to’g’ri chiziglar berilgan
bo’lsin. § nuqtadan 12x—5y—-1=0 to’g’ri chiziqgga perpendikulyar o’tgan to’g’ri chiziq
tenglamasini tuzing.

7

2
Yechish . Avval berilgan to’g’ri chiziglar kesishishini tekshiramiz: 7 # — . Demak, ular

15

kesishmaydi. Dasta tenglamasi
-
2x+3y -5+ A€x+15y+1 =0.

Buni quyidagicha yozib olamiz:
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C+7A3+€+154 y+ €5+ =0. (18)
Bu to’g’ri chizigning burchak koeffitsientini topaylik:
2474

34154

12
Berilgan to’g’ri chizigning burchak koeffitsienti &, = ? bo’lgani uchun , ularning perpendikulyarlik

shartiga ko’ra

B 2+74 _ 5
34154 12
Bundan A =—1. Bu giymatni (18) ga qo’ysak:
Sx+12y+6=0.
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§2. IKkkinchi tartibli chiziglar.

Biz avvalgi paragrafda birinchi tartibli chiziglar turkumiga kiruvchi to’g’ri chiziglarni o’rgandik. Bu
paragrafni ikkinchi tartibli chiziglarga, ya’ni X va )/ ga nisbatan 2-tartibli

Ax* +2Bxy+Cy* +2Dx+2Ey+F =0 (1)
tenglamalar bilan ifodalanuvchi chiziglarga bag’ishlaymiz. Biz asosan bunday chiziglar turkumiga
kiruvchi eng sodda egri chiziglar bo’Imish: aylana, ellips, giperbola va parabolalarni ko’rib chigamiz.
Quyida bu chiziglarga ta’riflar berib, ularning tenglamalarini shu ta’riflar asosida keltirib chigarib, ular
yordamida bu egri chiziglarning shaklini va xususiyatlarini o’rganamiz.

2.1. Aylananing umumiy tenglamasi.

§1.1 da markazi C (a,b) nuqtada, radiusi 7 bo’lgan aylana ta’rifidan foydalanib, uning
tenglamasi

(x—a)’ +(y-b)’=r"
ko’rinishda bo’lishi isbotlangan edi. Agar gavslarni ochib, ifodani soddalashtirsak, u (1) ko’rinishni
oladi.

Endi, aksincha, mulohaza gilamiz, ya’ni qanday hollarda (1) tenglama aylanani ifodalaydi? Buning
uchun avvalambor ayonki, X > va y2 larning koeffitsientlari 4 =C #0 bo’lishi va X) ning
koeffitsienti nol bo’lishi shart, masalan, (1)

Ax® + Ay* +2Dx+2Ey+F =0 )
ko’rinishda bo’lishi kerak. Agar (2)da qo’shiluvchilarni o’rin almashtirib, to’la kvadratga keltirib,
ifodani ixchamlasak, (2) quyidagi
D*+E* - AF
2 2
(x—a) +(y-b)" = Ve
ko’rinishga keladi. Bu yerda uch hol bo’lishi mumkin.

1-hol: D*> + E* — AF <0. Bunda (3) tenglikning ma’nosi bo’lmaydi, chunki har ganday X, ) lar
uchun tenglikning chap tomoni hamisha musbat bo’ladi. Demak,(3) hech ganday chizigni
ifodalamaydi.

2-hol: D> +E*—AF =0. Bu holda (3) ni fagat X =a va y =b qiymatlargina qanoatlantiradi,
ya’ni (3) faqgat bitta C (a,b) nuqtani ifodalaydi.

(3)

3-hol: D? + E*— AF >0. Bunda tenglikning o’ng tomoni ham musbat bo’ladi, shuning uchun
agar o’ng tomonni r’ desak, u (2) ko’rinishni oladi, ya’ni (3) aylanani ifodalaydi.

2.2. Ellips.
Ta’rif. Fokuslar deb ataluvchi F1 va F2 nuqtalargacha bo’lgan masofalari yig’indisi o’zgarmas
2a bo’lgan nuqtalarning geometrik o’rni ellips, deb ataladi.

F1 va F2 nuqtalar X o’qida yotib, koordinatalar boshiga simmetrik va ular orasidagi masofa 2c

bo’lsin, deb faraz qgilaylik. U holda ularning koordinatalari F](—c,0) va F,(c,0) bo’ladi.

A

v

M- N
F, O F, x a\\/
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31-rasm. 32-rasm.
Ta’rifga ko’ra, 7; +%, =2a, bu yerda r, = |F1M,r2 = |F2M| ,va 2C <2a (31-rasmga garang),

ya’ni € < a . Agar s=0 bo’lsa, Flva F2 nuqtalar ustma-ust tushib, 7; =7, =a bo’ladi, ya'ni ellips
aylanadan iborat bo’ladi.
Ikki nuqgta orasidagi masofa formulasiga ko’ra

4 =1/(x+c)2+y2 , 7”2=\/(x—c)2+y2 )

\/(x+c)2 +y° +\/(x—c)2 +y° =2a

bo’ladi. Bu tenglikni soddalashtirish magsadida ildizlardan birini tenglikning o’ng tarafiga o’tkazib, uni
ikkala tarafini kvadratga ko’taramiz:

(x+¢)* +y* =4a’ —4a\|(x—c) +y> +(x—c)* +°.

Ildiz qatnashgan hadni chap tomonga, qolgan hadlarni 0’ng tomonga o’tkazib ixchamlasak:

a(x—c)’ +y’ =a’ —cx

hosil bo’ladi. Buni yana kvadratga ko’tarib ixchamlasak:
(aZ_C2)x2 +a2y2 :aZ(a2 _CZ)

U holda

tenglikka kelamiz. a o' >0 ekanligini e’tiborga olib va b>=a*—-c* belgilash kiritib, oxirgi

2
tenglikni a’b ga bo’lib yuborsak:
2 2

X
a b
tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama ellipsning kanonik tenglamasi, deb ataladi.

Bu tenglamadan ko’rinib turibdiki, ellips koordinata o’qlariga nisbatan simmetrik bo’ladi,ya’ni agar
M (x,y) ellipsda yotuvchi nugta bo’lsa, u holda M (x,—y),M(—x,y) va M (—x,—y) nuqtalar
ham ellipsga tegishli bo’ladi (buni tekshirishni o’quvchini o’ziga havola qilamiz). Shu sababli,
ellipsning shaklini 1-chorakda o’rganish bilan kifoyalansa bo’ladi.

2 2

X Y
(4) tenglamadan ko’rinib turibdiki, ~— < 1, b_2 <1 ,vani —a<x<a, —b<y<b boladi.
a

4

(4) tenglamani ) ga nisbatan yechib olamiz:

b
y=t—va’-x*. (5)
a
Agar biz shaklni 1-chorakda tekshirmoqchi bo’lsak, (5) da ildiz oldida “+” ishorani olsak yetarli,

ya’ni
b rm——=
y=+— a’ —x*

a
deymiz. Agar X = 0 bo’lsa, ¥ =b bo’ladi. X qiymati ortsa, Y ni giymati kamayadi va X =4a
bo’lganda ¥ =0 bo’ladi. Natijada ellipsning V>4, yoyi hosil bo’ladi (32-rasmga qarang). Ellipsning

golgan gismlarini uning simmetriklik xususiyatidan foydalanib chizib olamiz. Demak, ellips 32-rasmda
ko’rsatilgandek yopiq chiziq ekan. A;, A5, V; va V, nuqtalar ellipsning uchlari, deb ataladi.

2a ellipsning katta o’qi, 2b esa kichik 0’qi; shu jum- ladan d va b lar mos ravishda katta
yarim o’q va kichik yarim o’q deyiladi.

Agar d = b bo’lsa, u holda (4) tenglama
2 2 2
x"+y =a

ko’rinishni oladi, ya’ni ellips aylanadan iborat bo’ladi, bunda C = \/a2 —b2 miqdor nolga teng
bo’ladi.
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Agar ad # b bo’lsa, s miqdor nolga teng bo’lmaydi, shu sababli, uni ellipsning aylanadan
chetlanish o’lchami sifatida qarasa bo’ladi. Uni ellipsning chizigli ekstsentriteti, deb ataymiz. Uning

katta yarim o’q @ ga nisbati
c a’-b’
e==Y0 "2 (©6)
a a

ellipsning sonli ekstsentriteti yoki sodda qilib ekstsentritet, deb ataladi. ¢ <a bo’lgani uchun

ellipsning  ekstsentriiteti hamisha birdan kichik bo’ladi: e <1.
Ellipsning ixtiyoriy M (x,y) nuqtasidan fokuslarigacha bo’lgan masofa bu nugqtaning fokal

radiuslari, deb ataladi. 31-rasmda bular 7, = Jx+e)? +y® va r, = (x—c)> +y* . Agar
ularni kvadratga ko’tarib, ikkinchisidan birinchisini ayirsak:
vy =1’ =dcx
yoki
(ry =r)(7 +1y) = dex
tenglikni olamiz. Agar bu tenglikka ellipsning ta’rifini qo’llasak:
(r,—1)-2a=4cx

yoki
r, —r, =2ex
hosil bo’ladi. Natijada, quyidagi
rn+r,=2a
r, —r, =2ex
sistemaga kelamiz. Agar ularni mos ravishda hadma-had ayirib va qo’shsak:
rn=a—ex, 1,=a-+tex (7)

formulalarni olamiz.
Misol. 2x2+4y2=8 ellipsning fokuslarini koordinatalari, ekstsentriteti va abtsissasi 1 ga teng bo’lgan

nuqtalarning fokal radiuslari topilsin.
Yechish. Ellips tenglamasini 8 ga bo’lamiz: ﬁ +yi =1

bu tenglikdan @ 2=4, a =2, b* = 2.b= \/E
c=a’-b* =J4-2=2

demak, Fl(\/i , 0) Fz(—\/z , 0) nugtalar ellipsning fokuslaridir. Ellipsning ekstsentriteti ¢ = €.
a

V2
o
x=1 bo’lgani uchun

J2 . 4-2 _4+2

n=a—-ex=2-——:1= 5 .7, 5

a a
,q:e(__xj, rzze(—er). (8)
e e

a
O, =—-xvad,= a + x miqdorlar ellipsning M (x, y) nugqtasidan Ox o’qiga perpendikulyar o’tgan
e e

Ay, va Ay to’g’ri chiziglargacha bo’lgan masofalarni bildiradi. Bu to’g’ri chiziglar Ox o’qini mos

(7) formulalarni quyidagicha yozib olamiz:
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a
ravishda — va -& nugtalarda kesib o’tadi. € < 1 bo’lgani uchun -4 . _, va a > a bo’ladi, ya’'ni Ay
e e e e

va A, to’g’ri chiziglar ellipsdan tashqarida joylashgan (33-rasmga qarang).

y

33-rasm.
Endi (8) ni belgilashlarga binoan

7 r

_1 =e , _2 =e

J, 9,

ko’rinishda yozib olamiz. Bundan ko’rinadiki, ellipsning har ganday nuqtasi uchun

n_n
= ©)
o 9,

bo’lar ekan.

Bunday xususiyatga ega bo’lgan A; va A, to’g’ri chiziglar ellipsning direktrisalari, deb ataladi.

Bu bilan biz direktrisalarning quyidagi xossasini isbot qildik:

Ellipsning ixtiyoriy nugqtasidan fokuslarigacha bo’lgan masofalarini mos direktrisalarigacha bo’lgan
masofalariga bo’lgan nisbati birdan kichik o ’zgarmas sondir.

2.3. Giperbola.
Ta’rif. Fokuslar, deb ataluvchi Flva F , nuqtalargacha bo’lgan masofalari ayirmasining absolyut

giymati o’zgarmas 2a bo’lgan nuqtalarning geometrik o’rni giperbola, deb ataladi.
Ta’rifga ko’ra, 1, —F, =12a, bu yerda r, = |F1M

b = |F2M |, M giperbolaning ixtiyoriy nuqtasi.

Agar fokuslar orasidagi masofani 2C desak, u holda ellipsdan farqli o’laroq, giperbola uchun € > @
bo’ladi, chunki agar fokuslarni 31-rasmdagidek Ox o’qida O nuqtaga nisbatan simmetrik joylashtirsak,

2c AFIZWF2 ning uchinchi tomoni bo’lib, u golgan ikki tomonlari ayirmasidan katta bo’ladi.

Xuddi yuqoridagidek,
n=ANE+) T Y =y (x—0) +)y

-1, =12a
tenglikka qo’yib, ifodani ixchamlasak, natijada
(@ —c)x*+a’y’ =a’(a’ —c?)

larni

tenglamaga kelamiz. Lekin bu yerda a” —c” <0. Shu sababli, agar a> —c° =—b> deb, oxirgi

tenglikni @’ (a”> —c*)=—a’b> ga bo’lib yuborsak:
2

2
X
— -

=1 (10)

A

a
tenglama hosil bo’ladi. Bu tenglama giperbolaning kanonik tenglamasi, deb ataladi.
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Xuddi yuqoridagidek, bu erda ham giperbola Ox va Oy o’qlariga nisbatan simmetrik ekanligiga
ishonch hosil qgilamiz. Bundan tashqari giperbola O nuqtaga nisbatan ham simmetrik bo’ladi, shu
sababli, O nuqtani uning markazi, deb ham atashadi.

Ta’rifdan ko’rinadiki, giperbola ikki tarmoqdan iboratdir: bir tarmog’i 7, > 7, tengsizlikni

ganoatlantiradigan nugtalar o’rni, ikkinchi tarmog’i esa?; <7, tengsizlikni ganoatlantiradigan
nuqtalar o’rni.

Giperbolaning (10) tenglamasini )’ ga nisbatan yechib olaylik:

y= ié\/x2 —a*.
a

Bundan x° > a’ ,ya’ni X =2 a yoki X <—a bo’lishi kerakligi kelib chigadi. Demak, giperbola to’liq
X =a va X = —a parallellar orasidagi sohadan tashqarida yotar ekan.

Giperbolaning 1-chorakdagi tarmog’ini tekshiraylik. U holda

y=+2\/x2 ~a’
a

bo’ladi. Bu yerda, agar X =a bo’lsa, ¥ =0 bo’ladi. Agar X o’sib borsa, } ham o’sadi. Demak,

tarmoq cheksizgacha cho’ziladi. Agar X ning giymatlari @ dan to « gacha ortib borsa, u holda x?

bilan a’ orasidagi tafovut kattalasha boradi, X yetarlicha katta bo’lganda x? bilan x*—a’
orasidagi farq yetarlicha kichik bo’lib, X 0’sib borgan sayin bu farq nolgacha kamayib boradi, ya’ni
b

y =+=+x*—a® qiymat bilan Y =+é\/ x? qiymat orasidagi farq kamayib boradi. Geometrik
a a

b >7—>
nuqtai-nazardan bu tenglamalari y=+— x*—a® va y= +é\/ x?> bo’lgan chiziglar o’zaro
a a

yaginlasha borishini bildiradi. Lekin X ning hech bir giymatida ¥ =Y bo’lmagani uchun bu
chiziglar kesishmaydi.Bunday xususiyatga ega bo’lgan

y= +2x (11)
a
to’g’ri chizigni giperbolaning asimptotasi deb ataymiz. Giperbolaning simmetriklik xususiyatidan
X —> —0 da 3-chorakdagi tarmog’i ham shu to’g’ri chizigga yaqinlashishi kelib chigadi.
Aynan shunday mulohazalar bilan giperbolaning 2- va 3-choraklardagi tarmogqlari
b
y=-2x (12)
a
to’g’ri chiziqga yaqinlashadi, degan fikrga kelamiz. Demak, giperbola tenglamalari (11) va (12) bo’lgan
ikkita asimp-totaga ega ekan.

Giperbolaning Ox o’qini kesib o’tgan A; va A, nuqtalarini uning uchlari deb, A4 ,A2=2a ni

bo’ylama o’qi, deb va V]V2=2b ni ko’ndalang o’qi, deb ataymiz. d va b lar mos ravishda
bo’ylama va ko’ndalang yarim o’qlari, del;\ataladi.

u

Fl_agjoa}/zl X
T

Y
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2 2
c a —b
c= \/a2 +b? miqdorni giperbolaning chizigli ekstsentriteti deb, € = — =——— ni esa,
a a

sonli ekstsentriteti, deb ataymiz. C > @ bo’lgani uchun giperbolning ekstsentriteti birdan katta, ya’ni
e >1 bo’ladi.
Giperbolaning fokal radiuslari
rn=*(ex+a), r,=%(ex—a)
bo’ladi, bu yerda giperbolaning o’ng tarmoq nuqtalari uchun “+” ishora va chap tarmoq nuqtalari
uchun “-“ ishora olinadi.

Bu yerda ham giperbolaning M (X, y) nuqtasidan Ox o’giga perpendikulyar o’tgan A;: =% va
e

Ay:x = —— to’g’ri chiziglarni giperbolaning direktrisalari, deb ataymiz.
e

Aynan yuqoridagidek mulohazalar bilan direktrisalarning quyidagi xossasini isbotlash mumkin:

Giperbolaning ixtiyoriy nuqtasidan fokuslarigacha bo’lgan masofalarini mos direktrisalarigacha bo’lgan
masofalariga nisbati birdan katta o ’zgarmas sondir.

Ellips va giperbolaning bu xossasini umumlashtirib, berilgan o’ nuqta va berilgan A to’g’ri

chiziqlargacha bo’lgan masofalari nisbati o’zgarmas € # 1 son bo’lgan nuqtalarning geometrik o’rni
ellips yoki giperbola bo’ladi deyish mumkin.

Hagigatan, Oy o’qni A to’g’ri chiziqga parallel, Ox o’qni o’ nuqtadan o’tkazamiz. Koordinatalar
boshini shunday tanlaymizki, natijada o’ va A to’g’ri chizigning Ox o’q bilan kesishish nuqtasi K

a
larning abtsissalari mos ravishda d€ va Z bo’lsin. Bu yerda @ quyidagicha tanlanadi: agar [ F

nuqgtadan A to’g’ri chiziggacha bo’lgan masofa bo’lsa, u holda

2
a a‘l—e‘
——ae

e

I =|FK| =
e

tenglikdan

el
a=—-—-. (13)
i-e’|
Agar M (x,y) berilgan geometrik o’rinlarning biri bo’lsa, u holda qo’yilgan shartga ko’ra 7 = €0
bo’lishi kerak, bu yerda

rz\/(x—ate)ery2 va s=[%_x.
e
Demak,
J(x—ae)® +y? S
e

ekan. Bu tenglikning ikkala tarafini kvadratga ko’tarib, hosil bo’lgan ifodani ixchamlasak:
2 2

X Y

a’ " a’*(1-e*) -
hosil bo’ladi. Agar € <1 bo’lsa, a’(1—e”)=b" belgilash kiritib ellipsni tenglamasini, agar e > 1
bo’lsa, a’(1—e’)=—b" deb giperbolaning tenglamasini hosil gilamiz.

Misol. X%é—y % =1 giperbolaning o’ng tarmog’ida shunday nuqta topilsinki, bu nuqtadan

o’ng fokusgacha bo’lgan masofa chap fokusigacha bo’lgan masofasidan ikki marta Kichik bo’lsin.
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Yechish . Giperbolaning o’ng tarmog’i uchun fokal radiuslar 7; =e€x—a va I, =ex+a
bo’ladi. U holda masala shartiga ko’ra, €x +a = 2(6X - Cl) bo’lishi kerak. Bundan X = 361/ € ke lib

chigadi. Bu yerda a =4,e =c/a=+/16+ 9/4 =5/4 . Demak, x=9,6 ekan.

Ordinatasini topish uchun giperbolaning tenglamasidan foydalanamiz:

3/ 1623 (48 3 o
y:iz % _16=4__Z ? _]6=i§ 119.

Demak, masala shartini ikkita M 6,6;0,6\/119 _va M, 6,6;—0,6\/119 _ nugtalar ganoatlantirar

ekan.

2.4. Parabola.
Ta’rif. Fokus deb ataluvchi o’ nuqtadan direktrisa, deb ataluvchi to’g’ri chiziggacha bo’lgan
masofalari teng bo’lgan nugtalarning geometrik o’rni parabola deb ataladi.

Agar M (x,y) parabolaning ixtiyoriy nugqtasi, 7 -bu nuqtadan o’ nuqtagacha bo’lgan masofa va &

- direktrisagacha bo’lgan masofa bo’lsa, u holda ta’rifga ko’ra 7" = O bo’ladi.
Fokusdan direktrisagacha bo’lgan masofa p bo’lsin. Ox o’qini fokusdan direktrisaga

perpendikulyar qilib o’tkazaylik. Koordinatalar boshini fokus bilan direktrisa o’rtasida olaylik. U holda
fokusning koordinatalari F' [+§,OJ va direktrisaning Ox o’q bilan kesishgan nugqtasi K(—%,O)

bo’ladi.
Ikki nuqta orasidagi masofa formulalariga ko’ra

2
rzwf(x—ﬁj +y°>, &= x+ 2.
2 2
U holda parabola tenglamasi
2
/ V4 2 p
(x — Ej +y =x+ 5
bo’ladi. Agar buni kvadratga ko’tarib ixchamlasak:
y'=2px (14)

tenglikka kelamiz. Buni parabolaning kanonik tenglamasi, deb ataymiz.

Parabolaning (14) tenglamasi X ning fagat manfiy bo’Imagan qiymatlari uchun ma’noga ega. Shu
sababli, parabola Oy o’qning o’ng tarafida joylashgandir. Agar X =0 bo’lsa, )’ =0 bo’ladi, ya’'ni
parabola koordinatalar boshidan o’tar ekan. O nuqtani parabolaning uchi, deb ataymiz. Demak,

parabola chizig’i 35-rasmdagidek bo’lar ekan.
y
o |
A /\

K(-p/2;0) F(p/2;0) X

35-pacm.
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§3. Dekart koordinatalar sistemasini almashtirish
va qutb koordinatalar sistemasi.

3.1. Koordinatalarni parallel ko’chirish. Faraz qilaylik, Oxy koordinatalar sistemasi berilgan

bo’lsin. Tekislikni ixtiyoriy M nuqtasining shu sistemadagi koordinatalari M (x, y) bo’lsin.

u A u’ A y’
y ............ y; ............. ..M
R 0
b ol «x X'
O a X X X X
36-rasm. 37-rasm.

Boshi O'(a,b) nuqtada bo’lgan O'X')' koordinatalar sistemasida berilgan M nuqtaning
koordinatalarini topaylik (36-rasmga garang). Bu yerda yangi O'x')y' sistema eski OX) sistemaning
boshini O'( a,b) nuqtaga parallel ko’chirish natijasida hosil bo’lgan bo’lsin.

Chizmadan ko’rinadiki, Ox kesma uzunligi Oa va ax kesmalar uzunliklari yig’indisiga teng.
Xuddi shunday, Oy kesma uzunligi Ob va by kesmalar uzunliklari yig’indisiga teng. Demak,
xX=x+a, y=y+b (1)
yoki
X'=x—a, y'=y-b (1)
ekan.
Eslatma. Agar fazoda Ox)z koordinatalar sistemasini O'(a@,b,c) nuqtaga parallel ko’chirish

natijasida yangi O'x'y'z' koordinatalar sistemasi hosil gilingan bo’lsa, u holda M (x, y,z) nuqtaning

yangi koordinatalari
1 '

X'=x—a, y'=y-b, z'=z—c
formulalar orqali aniglanadi.

3.2. Koordinatalar sistemasini burish. Faraz gilaylik, yangi O'x'y" sistema eski Ox) koordinatalar
sistemasini biror o burchakka burish natijasida hosil bo’lsin. M nuqtaning eski sistemadagi
koordinatalari M (x,y) bo’lsin. Uning yangi koordinatalarini topaylik.

Faraz qilaylik, Ox' o’q bilan OM kesma orasidagi burchak 6 bo’lsin. U holda to’g’ri burchakli
AOMXx' dan

x'=|OM|cos®, y'=‘OM‘sin¢9,
~MOx=a+0 bo’lgani uchun AOMXx dan
xX= ‘OM‘COS(O(+9) = ‘OM‘ Cosacosd —sinasind =

= |0M| cosa cosé —|OM| sinasiné = x'cosa—)'sincr
y= ‘0M‘sin(a+6?) = ‘OM‘(in ocosf +cosasin @ =

= |OM|sin ocosé + |0M|cosasin€ =Xx'sima+)'cosc.

Demak,
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x =x'cosa — y'sin a}

o \ (2)
y=x'sma+ y'cosa
ekan. Bu almashtirishning matritsasi
cosay —sing
A=| .
Smo CcosS&x
xosmas, chunki det A = cosa+sin“a=1%0, Shuning uchun unga teskari matritsa mavjud:
e cos SsSma
—sina cosa )’
U holda yangi koordinatalarni eskilari orqali ifodasi quyidagicha bo’ladi:
X'=xcosa+ ysma
) (2°)
y'=—xsina+ ycosa

1-eslatma. Yangi koordinatalar sistemasi eski koordinatalar sistemasini o burchakka burish
natijasida hosil bo’lgani uchun, yangi koordinatalar sistemasini -o. burchakka burib eski koordinatalar
sistemasini qaytamiz. Shu sababli,(2) formulalarda eski va yangi koordinatalarni mos ravishda
o’rinlarini va « ni -o ga almashtirib (2’) for-mulalarga kelish mumkin.

2-eslatma. Agar yangi koordinatalar sistemasi eski koordinatalar sistemasini ham parallel ham o
burchakka burish natijasida hosil bo’lsa, u holda yangi koordinatalardan eski koordinatalarga o’tish
formulasi

x=x'cosa—y'sna+a
y=x'sma+ y'cosa+b,
va aksincha, eski koordinatalardan yangi koordinatalarga o’tish formulalari
xX'=(x—a)cosa+(y—>b)sina }

V'=—(x—a)sna+(y—b)cosx
bo’ladi. Buni isbotlashni o’quvchiga havola gilamiz.

3.3. Qutb koordinatalar sistemasi. Biz bu yerda qulay va kelajakda ko’p qo’llaniladigan qutb
koordinatalar sistemasini kiritamiz.

1. Tekislikda qutb koordinatalar sistemasi qutb, deb ataluvchi O nuqta va O nuqtadan chiggan qutb
0’qi deb ataluvchi OA nur nuqtalari orqali aniglanadi.

M tekislikning ixtiyoriy
M nuqtasi va qutbdan bu nuqtagacha

bo’lgan masofa 7 bo’lsin. Qutb

o’qi OM kesma bilan ustma-ust

tushishi uchun uni ¢ burchakka

\buish kerak bo’lsin. Agar burish
O | A yo’nalishi tekislik yo’nalishiga
38-rasm. teskari bo’lsa, bu burchakni “ - “ ishora bilan, agar yo’nalishlar bir xil

bo’lsa, “+” ishora bilan olamiz. Atamaning umumiyligini saglagan holda, bu burchakni qutb burchagi
deb ataymiz.

7 va ¢ larni M nuqtaning qutb koordinatalari, deb ataymiz.

Ko’p hollarda, bir vaqtda ham dekart va ham qutb koordinatalar sistemalaridan foydalanishga
to’g’ri keladi. Shuning uchun nuqtaning bir sistemadagi koordinatalarini bilgan holda, ikkinchi
sistemadagi koordinatalarini ham bilish muhim rol o’ynaydi. Biz bu yerda bir koordinatalardan
ikkinchi koordinatalarga o’tish formulalarini qutb boshi dekart koordinatalar sistemasining boshi bilan,
qutb 0’qi Ox 0’qi bilan ustma-ust tushgan xususiy hol uchun chigaramiz.

y

A
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My o M
Yy

Y
M

X

A\ 4

P
O x X

39-rasm.
Faraz gilaylik, M tekislikning ixtiyoriy nuqtasi (X, ») - uning dekart koordinatalari, (’,(0/— qutb

koordinatalari bo’lsin. M _ va M , bilan M nugtadan Ox va Ou o’qlariga tushirilgan

perpendikulyarlarning asosini  belgilaylik ( 2 - rasmga qarang). AOMM X dan
OM . :‘OM‘cosgp, OM , z‘OM‘singo . Demak,

xX=rcos@, y=rsine (3)
ekan. Bu formulalarni dekart koordinatalarning qutb koordinatalar orqali ifodasi deb ataymiz. Endi

teskari ifodani topish uchun (3) dagi tengliklarni kvadratga ko’tarib qo’shsak:

x2+y2:r2

tenglik hosil bo’ladi. Bundan va AOMM , dan

r=yx>+y%, tgq):Z (4)

X
kelib chigadi. Bular dekart koordinatalardan qutb koordinatalarga o’tish formulalari, deb ataladi.
I-m i s o | . Markazi koordinatalar boshida, radiusi p bo’lgan aylananing qutb koordinatalar
sistemasidagi tenglamasi 7 =p bo’ladi.
2 2

2-misol. —+ b_2 =1 ellipsning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasini tuzing.
a

Yechish . Qutb sifatida o’ng fokusni olaylik. U holda ellipsning ixtiyoriy nuqtasidan qutbgacha
bo’lgan masofa
r=a-—ex (5)
bo’ladi (§2.2 dagi (7) ga qarang).

O o A p X
F
a) b) c)
40-rasm.

40,a)-rasmdan ko’rinadiki,
- — >N
x=np OM =np_ W'HLFM/: C+rcosp =ae+rcosp.
Buni (5) ga qo’yib ixchamlagandan so’ng

V4
e (6)
I+ecosp
. . 5 b2 . 5 aZ _ b2 b2
tenglikka kelamiz, bu yerda p =a(l—e”)=— chunki € = — = 1- — . (6) tenglama
a a a
ellipsning qutb tenglamasidir.
2 2
3misol. —5— b_ =1 giperbolaning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasini tuzing.
a
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Yechish. Bu yerda ham qutb sifatida o’ng fokusni olaylik. U holda qutb o’qi Ox o’qga teskari
yo’nalgan bo’ladi (40,b-rasmga garang). §2.3 ga asosan giperbolaning ixtiyoriy nuqtasidan biz tanlagan
qutbgacha bo’lgan masofa

r=2x(ex —a) (7)
ishora chap tarmoq uchun olinar edi.

[T

bo’ladi, bu yerda “+” ishora o’ng tarmoq uchun va
Xuddi yuqoridagidek, 40,b-rasmdan

- 5 —_ N - _
x=np OM =np, 67+FM/= c+np FM =ae+np FM
kelib chigadi, lekin bu yerda npxﬁl =rcos(r —@p)=—-rcose. Demak, bularni (7) ga qo’yib
ixchamlasak:
r=t—L (®)
l+ecosgp

hosil bo’ladi, bu yerda
2

b
p=a(e -1=",
a
bu giperbolaning qutb tenglamasidir.

4-m isol. y2 =2 PX parabolaning qutb tenglamasini tuzing.
Yechish. 40,c-rasmga asosan

X = anOW = npx07’+npxﬁ/[ :g—rcosw.

Buni 7 = §+ X ga qo’ysak:

V4
F=r—— )
I+ cosep
tenglamani hosil gilamiz. Bu parabolaning qutb tenglamasidir.
2. Fazoda qutb koordinatalar sistemasining asosiy elementlari bu: qutb, deb ataluvchi O nugta, qutb
0’qi, deb ataluvchi Oz o’q va bu o’qga tiralgan qutb yarimtekisligi, deb ataluvchi Ozx yarimtekisligidir.

A A
z z
oM
0 0 p \
O @) M, y R
D! Q r
0
X X
41-rasm. 42-rasm.

Faraz qilaylik, (41-rasmga qarang) M fazoning biror nuqtasi, p = ‘OM ‘, 60 - OM vektorning z

0’q bilan tashkil etgan burchagi, ¢- M nuqtadan o’tib z o’qga tiralgan yarimtekislik bilan Ozx qutb
yarimtekislik orasidagi burchak bo’lsin.

P, 6 va @ miqgdorlar M ning qutb koordinatalari, deb ataladi. Bunday aniqglangan koordinatalarga
ega bo’lgan nuqtalar o radiusli sferada joylashgani uchun ularni M nuqtaning sferik koordinatalari,

deb ham atashadi.

Endi qutb koordinatalar bilan dekart koordinatalar orasidagi munosabatlarni topaylik. Buning uchun
biz Oz 0’q qutb o’qi bilan ustma-ust tushsin, Ox o0’q qutb yarimtekisligida yotsin va Oy o’q qutb
yarimtekisligiga perpendikulyar bo’lsin, deb faraz gilamiz (42-rasmga qarang). U holda
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z=np_OM = pcos6.
M nuqgtani Ox) tekislikka proektsiyalaylik. Faraz qilaylik, M o hugta uning Oxy tekislikdagi

proektsiyasi bo’lsin. Bu nugtaning 0xy tekislikdagi qutb koordinatalari 7 va ¢ bo’lsin.
AOMM, dan

r=|0M,|= pcos(%—@j = psind.

U holda (3) ga asosan
X =rcos@ = psinfcosy
y=rsing= psin@singp
tengliklarni hosil gilamiz. Demak,
X=rcos@p = psinfcose, y=rsinp=psnfsing, z= pcosd (10)
ekan.
Endi teskari munosabatni aniqglaylik. Buning uchun (10) dagi tengliklarni kvadratlarga ko’tarib,

go’shamiz:
p=Ax>+y +z".

(10) ning uchinchi tengligidan € ni

cosé?:i,
yo,

va birinchi va ikkinchi tengliklaridan

—, sinp=—2
psin @ psiné
¢ burchakni topamiz yoki ularni quyidagicha ifodalash mumkin:

X
pzw/x2+y2+22,cosH:%,COSCD:ﬁ- (11)
VXYt 4z X2 +y

3. M nuqtaning holatini uning Oxy tekislikdagi proektsiyasining qutb koordinatalari 7,¢ va

cosQ =

z= |M oM | koordinatasi orqali aniglasa ham bo’ladi. Bunday aniglangan 7,¢,z koordinatalar

tsilindrik koordinatalar, deb ataladi. Bu koordinatalarning dekart koordinatalar bilan bog’lovchi
munosabati

X=rcosQ, y=rsme, z=z. (12)

§4. Ikkinchi tartibli tenglamalarni
kanonik ko’rinishga keltirish.

2-§ da biz 2-tartibli
Ax* +2Bxy+Cy* +2Dx+2Ey+F =0 (1)
tenglamani 4= C # 0 bo’lgan xususiy holda tekshirgan edik. Endi faraz qilaylik, A # C bo’lsin. U
holda (1) ni quyidagi
Ax® +2Bxy+Cy* +2Dx+2Ey+F = Ux+By+D x +
+@x+Cy+E y+QOx+Ey+F =0 2)

ko’rinishda yozib olsa bo’ladi. Buni tekshirishni o’quvchining o’ziga havola gilamiz.

Koordinatalar sistemasini almashtirish hisobiga (1) ni ixcham, ya’ni kanonik ko’rinishga keltirish
masalasini ko’raylik. Buning uchun almashtirishni shunday tanlaymizki, natijada noma’lumlar
ko’paytmasi qgatnashgan had yo’qolib, chizigli ifodasidagi hadlar soni yo yetarlicha kamaysin yoki
butunlay yo’qolsin.

Avval
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x=x+a, y=y+b (3)
almashtirish bajaramiz. Bunda koordinatalar boshi O'(Cl ,b) nugtaga ko’chadi. (3) ni (1) ga olib borib
go’yamiz:

A(x'+a)* +2B(x"+a)(y'+b) + C(y'+b)* +2D(x'+a) + 2E(y'+b) + F =
= A" +2Bx' y'+Cy? +2€@a + Bb+ D y+2@a+Ch+E y'+
+ Qa® +2Bab+ Ch? +2Da+2Eb+F:= 0.

a va b larni shunday tanlaymizki, natijada X' va y' lar oldidagi koeffitsientlar nolga aylansin, ya’ni

Aa+Bb+D =0
Ba+Chb+E=0

bo’lsin. Agar AC — B> #0 bo’lsa, (4) yagona yechimga ega. Sistemani yechib, topilgan @ va b
larni oxirgi tenglamaga qo’ysak, tenglama quyidagi

Ax"+2Bx' y'+Cy” +F, =0 (5)

“4)

ko’rinishga keladi, bu yerda (2) ga asosan

F,=0a+Bb+D g+ @a+Ch+EDb+Qa+Eb+F =Da+Eb+F.

Agar (5) tenglamani M €', y': nugta ganoatlantirsa, u holda bu tenglamani N € x',—y': nugta ham

ganoatlantiradi. Demak, (5) tenglama bilan ifodalangan chizig (5) ni ganoatlantiradigan O' (a,b)
nuqtaga nisbatan simmetrik bo’lgan nuqtalar juftliklarining geometrik o’rnidan iborat ekan. Shu
sababli, 0'(a,b) nuqtani bu egri chizigning markazi deb atashadi. Bitta markazga ega bo’lgan egri

chizigni markaziy chiziq deb ataymiz. Markaziy chiziqga masalan, ellips va giperbola misol bo’lishi
mumkin. Demak, biz bajargan almashtirish geometrik nuqtai-nazardan koordinatalar boshini egri
chiziq markaziga ko’chirishni bildirar ekan.

Endi O'x ’y' koordinatalar sistemasini shunday o burchakka buramizki, natijada X 'y' oldidagi

koeffitsient nolga aylansin. Avvalgi paragrafdan ma’lumki, burish quyidagi almashtirish yordamida
bajariladi:

x'=Xcosa—ysina
y'=Xsina+ ycosa.

Bularni (5) ga qo’yib ixchamlasak:
~2 2 . ) ™ e~ . ™~
%2 @Ucos> o+ Bsin 2a + Csin a Xy €Bcos2a—(A-C)sin2a_+
~
+52@Usin® @ — Bsin 2a + C cos’ a +F, =0 (6)

bo’ladi. Agar
2Bcos2a—(A—-C)sm2a =0
yoki
Btg’a+(A-C)ga—B=0 7
desak, (6) quyidagi ko’rinishni oladi:
AR +CF2 +F, =0, 8)

bu yerda

A= Acos’> a+ Bsin2a+Csin’ «, C = Asin® a— Bsin 2+ Ccos’ « .
(7) ni echib, 2 ni topgandan so’ng,

1 ) e
CoSq = ——— sina = g

J1+1gia ’ JI+ig'a
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lar topiladi. Bu giymatlardan foydalanib, A va B koeffitsientlarni aniqlaymiz. Shu bilan (8) tenglama
tuzib bo’linadi.

Agar A va 5 larning ishoralari birxil, £, ning ishorasi ularnikiga teskari bo’lsa, (8) ellipsni, agar

A va C larning ishorasi har xil bo’lsa, F; ning ishorasi ganday bo’lishidan qat’iy nazar, (8)

giperbolani beradi. Agar A , C , I, larning ishoralari bir xil bo’lsa,(8) mavhum ellipsni beradi:
~2  ~2

X
m n

~ ~

Agar [F ;=0 bo’lsa, u holda 4 va C larning ishoralari birxil bo’lganda, (8) bitta nuqtani, 4 va

5 larning ishoralari har xil bo’lsa, (8) giperbolaning kanonik tenglamasiga o’xshash

~2 ~2
X Y
S22 T
m n

tenglamaga kelsa ham, lekin u o’zaro kesishuvchi ikkita

Xy Xy
m n m n
to’g’ri chizigni beradi.
I-misol 17x* +12xy +8y”> —46x—28y+17 =0 tenglamani kanonik ko’rinishga keltiring.

Yechish . Avval (3) almashtirishni bajaramiz. Bunda @ va b larni topish uchun vujudga keladigan
(4) sistema quyidagicha bo’ladi:

6a+8b—-14 =0.

Bu sistemani yechimi @ =1 va b =1. U holda
F, =-23a—14b+17 =20,
Demak, (3) almashtirish natijasida berilgan tenglama

17x"+12x' y'+8)'*~20 = 0

{17a+6b—23 =0,

ko’rinishga keltirilar ekan.
Endi ko’chirilgan koordinatalar o’qlarini o burchakka buramiz, ya’ni (5) almashtirishni bajaramiz.
Bunda o ni topish uchun hosil bo’ladigan tenglama quyidagicha bo’ladi:

6tg’ o +9gar—6=0.
1
Bundan Iga = 5 va Igo = —2 . Biz o’tkir burchakka mos keladigan birinchi yechimni olamiz. U
holda

) Iga 1
COS{ =—F/——=—F7= smMog=——==—_
J1+1gia J5 Ji+1gia NE]

Bu giymatlardan foydalanib, A va 5 koeffitsientlarni aniglaymiz:

A=Acos’a+Bsin2a+Csina=17- i+12 i L 1:20,
5 505

C=Asin’a—-Bsin2a+Ccos’a=17- l—12 2 L ﬂ:S'
5 NGRNE 5

Demak, egri chizigning ) X} koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

20X° +55°-20=0
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yoki

2 ~2
LV,
1 4

ekan. Bu yarimo’qglari 2 va 1 bo’lgan ellipsdir.
Agar (4) sistema yechimga ega bo’lmasa, ya’'ni (4) ning asosiy determinanti

A
S =
B

bo’lsa, u holda chizigning yo markazi bo’lmaydi yoki markazi cheksiz ko’p bo’ladi, shu sababli, biz
bunday hollarda avval burish almashtirishini bajaramiz:

{xzfcosa—f/sina

=AC-B*=0

~ - ~ 9
y=Xsina+ycosa. ©)

Buni (1) ga qo’ysak, u quyidagi ko’rinishgi keladi:
~2 2 . - 2 ~—~ . ~
52 Ucos® o+ Bsin 2a + Csin a FXy QBcos2a: (A-C)sin2a +
+y2(451n205—85111205+Ccos2 a/+2xOcosa+Esma/+ (10)
+25€cosa—Dsina + F =0,
o burchakni shunday tanlaymizki, natijada
2Bcos2a—(A—-C)sin2a =0

bo’lsin. Buning uchun (7) ni yechish kifoya.
Topilgan o ga ko’ra, (10) quyidagi ko’rinishni oladi:

AX*+Cy2 +2DX +2E7 +F =0 (11)

Endi (11) ni kanonik ko’rinishga keltirish uchun parallel ko’chirish almashtirishini bajarish kifoya.
Bayon qilingan usul yanada tushunarli bo’lishi uchun uni quyidagi misolda ko’rib chiqaylik.

2-misol 4x* — 4xy + y2 —2x— 14y +7 =0 tenglamani kanonik ko’rinishga keltiring.

Yechish. Bu yerda 5=4-1-2° = 0. Shu sababli, berilgan tenglama bilan aniglangan egri chiziq
markaziy emas. (10) almashtirishni bajaramiz. U holda (7) tenglama quyidagicha bo’ladi:

g’ —3tgar—2=0.
1
Bundan g = _E va Iga= 2 . Biz o’tkir burchakka mos keladigan birinchi yechimni olamiz. U
holda

cosa———i Sina_tg—a_L
Ji+igla J5 J1+1gia J5

Bu giymatlardan foydalanib, A , 5 , D va E koeffitsientlarni aniqlaymiz:

Z:Acosza+Bsin2a+Csinza:4-1—4-L-i+ﬂ:0,
5 ﬁ V505
4 1 1

C =Asin’a—Bsin2a+Ccos’a=4-—+4-——=.— +—-=5,
5 f V505

D=Dcosa+Esina =—1-

2

NE]
E=ECOSO(—DSiI10(=—7-—+1'i=—\/§_

J5

(9]
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Demak, egri chizigning 097)7 koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

552 —63/5% —2/55 +7=0 (12)
ko’rinishda bo’lar ekan. Bu yerda birinchi va uchinchi hadlarni birlashtirib, ularni to’la kvadratga

keltirsak:

Y 65l 5

yo2 | 2y 2

5 5 2

0

tenglamaga kelamiz. Endi bu yerda

X=Xx——, Y=y——
5
parallel ko’chirish almashtirishini bajarsak, (12) tenglama
12 6\/5 '
Y= x
5

kanonik ko’rinishga keladi. Ma’lumki, bu parabolaning tenglamasi.

3misol 4x° —4xy+y> +4x—2y—3=0 tenglamani kanonik ko’rinishga keltiring.

Yechish. Bu yerda O =4-1— 27 =0 , lekin (4) sistema bitta 2a—b+1=0 tenglamaga
tengkuchli. Demak, berilgan chiziq 2x -y +1=0 to’g’ri chizigda yotuvchi cheksiz ko’p markazga
ega ekan. Berilgan tenglamani quyidagi ko’paytuvchilarga ajratish mumkin:

4x* —4xy+y* +4x—2y-3=Qx—y+3 ®x—y—1_.
U holda berilgan tenglama quyidagi ikki tenglamaga tengkuchli bo’ladi:
2x—y—1=0va 2x—y+3=0, (13)

ya’ni berilgan chiziq tenglamalari (13) bo’lgan ikkita to’g’ri chizigni ifodalaydi. Markazlarning
geometrik o’rni bo’lmish 2x—y+1 =0 to’g’ri chiziq (13) to’g’ri chiziglarning o’rtasidan o’tgan
to’g’ri chiziq ekan.
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4 — BOB
FAZODAGI ANALITIK GEOMETRIYA

§1. Fazodagi tekislik tenglamalari

1.1. Umumiy tushunchalar. Faraz qilaylik, X, ), Z - ixtiyoriy o’zgaruvchi miqdorlar bo’lsin. Agar
~
Féyz=0 (1)
tenglik X, ¥,z larning fagat ayrim giymatlaridagina o’rinli bo’lsa, u holda (1) ni X, ),z larga nisbatan
tenglama, deb ataymiz. Agar (1) dagi noma’lumlar o’rniga X =X,y = ),,Z = Z, sonlarni qo’yganda
tenglik ayniyatga aylansa, u holda bu sonlar (1) tenglamani ganoatlantiradi, deymiz.

-~

(1) tenglamani ganoatlantiradigan har bir X,,Y,,Z, sonlar uchligiga fazoning M ‘CO,yO,ZO B

nugtasini mos qo’yamiz. Bunday nuqtalarning geometrik o’rnini sirt, deb ataymiz, (1) ni esa shu
sirtning tenglamasi deymiz.

Agar sirt tenglamasi berilgan bo’lib, biror nuqtaning shu sirtda yotish
yoki yotmasligini tekshirish talab gqilingan bo’lsa, u holda berilgan
nuqgtaning koordinatalarini tenglamaning noma’lumlari o’rniga qo’yish
kifoya. Analitik geometriyaning vazifasi garalayotgan sirtni uning
tenglamasi yordamida o’rganishdir.

Sirtning ixtiyoriy M (C, ¥,z : nugqtasi uning siljuvchi nugqtasi, deb ataladi.

Misol sifatida sferaning tenglamasini tuzaylik. Sferaning ta’rifiga ko’ra, sferaning markazi, deb

ataluvchi C Q,b,C/ nuqtadan sferaning siljuvchi nuqtasi orasidagi masofa 7 o’zgarmasdir.
Demak,

> ~ ~
\/(c—a/ +€-b_+€-c_ =r,
yoki
€ +€-b_+€-c’=r".
Agar sferaning markazi koordinatalar boshida bo’lsa, u holda
2 2 2 2
X +y +zo=r.
Fazodagi analitik geometriyada asosan algebraik tenglamalar bilan ifodalangan sirtlar o’rganiladi.
Masalan, tenglamasi

Ax+By+Cz+ D=0 ()
ko’rinishda bo’lgan sirt 1-tartibli sirt, deb ataladi. Tenglamasi
Ax* +By* +Cz* +2Dxy + 2Exz + 2Fyz + 2Gx+ 2Hy +2Kz+L=0  (3)
bo’lgan sirtlarni 2-tartibli sirtlar, deb ataymiz. Yuqorida ko’rilgan misoldan sfera 2-tartibli sirt ekanligi
kelib chigadi.

1.2. Tekislikning umumiy tenglamasi.
1-teorema. Dekart koordinatalar sistemasida tekislik 1-tartibli sirtdir.
Isboti. Biror dekart koordinatalar sistemasida berilgan o« tekisligida uning biror nuqtasi

Mo ¢0 » Vo2 : va unga perpendikulyar o’tgan gandaydir #n = A,B,C vektor berilgan bo’lsin.
Faraz qilaylik , M Q, Y,Z _ tekislikning siljuvchi nuqtasi bo’lsin. Bu nuqgta o tekisligida yotishi

uchun M M vektor n ga perpendikulyar bo’lishi shart, ya'ni #n 1L M M . Vektorlarning

perpendikulyarlik shartidan M M on =0 yoki
A€—x, rB§ -y, +C€—z, =0 (4)
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kelib chiqadi. Agar M ‘f, y,z : nuqgta o tekisligida yotmasa, (4) o’rinli bo’lmaydi, shu sababli (4)
tenglik M &, v,z : nugtaning o’rnini to’la aniqlaydi. Agar (4) dagi gqavslarni ochib va
D =—Ax, — By, — Cz, deb belgilasak,

Ax+By+Cz+ D=0

hosil bo’ladi. Teorema isbot bo’ldi.
Tekislikka perpendikulyar bo’lgan noldan farqli har qanday vektor tek\islikka normal vektor deb,

va shu sababli, (4) tenglama normal vektori n bo’lib , M 0 ¢o: Yo»Z, _ nuqtadan o’tgan tekislik

tenglamasi deb ataladi.
2-teorema. Dekart koordinatalar sistemasida har ganday 1-tartibli tenglama tekislikni aniglaydi.
Isboti. Biror dekart koordinatalar sistemasida (3) tenglama berilgan bo’lsin. Faraz qilaylik,

Xy»> Vo2, lar shu tenglamaning biror echimi bo’lsin, ya’ni (3) ni ganoatlantiruvchi sonlar bo’lsin. U
holda
Axy+By, +Czy + D=0 (%)
bo’ladi. (3) dan (5) ni ayirsak
~ ~ ~
A‘:_XO/_*_B@_J/O/—FCQ_ZO/:O
hosil bo’ladi. Ma’lumki, bu tenglama normal vektori 7  bo’lib, M, QO,yO,Z0 _ nuqtadan o’tgan

tekislik tenglamasidir. (4) tenglama (3) ga ekvivalent bo’lgani uchun (3) ham « tekislikning
tenglamasi bo’ladi. Teorema isbot bo’ldi.
Tekislikning (3) tenglamasini uning umumiy tenglamasi, deb ataymiz.

Misol. n = 3,2,3 ) vektorga perpendikulyar bo’lib, M, (,1,1: nuqtadan o’tgan tekislik

tenglamasi tuzilsin.
Yechish. (4) ga asosan

26€-1r2€-1+3€-1=0
yoki
2x+2y+3z-7=0.
3-teorema. Agar ikki A x+B,y+Ciz+D, =0 va Ayx+B,y+C,z+D, =0 tenglamalar bir

tekislikni ifodalasa, u holda bu tenglamalarning mos koeffitsientlari o’zaro proportsional bo’ladi.
Isboti. Haqgiqatan, agar teorema sharti o’rinli bo’lsa, u holda n, = 7‘11,Bl,Cl _ va

n, = 7!12,32,C2 vektorlar berilgan tekislikka perpendikulyar bo’ladi, demak, ular o’zaro kolleniar.
Vektorlarning kolleniarlik shartiga ko’ra, A4,,B,,C, sonlar A4,,B,,C, sonlarga proportsional
bo’ladi. Agar proportsionallik koeffitsientini g  desak, A4, = A, B, =B u,C, =C,u . Agar
M 0 ¢O,y0,zo : tekislikning ixtiyoriy nuqtasi bo’lsa, u holda uning koordinatalari har bir
tenglamani ganoatlantiradi, ya’ni Axy,+By,+Cizy+D, =0 va
A,x, +B,y, +C,z, + D, =0 bo’ladi. Agar ularning birini g ga ko’paytirib, ikkinchisidan ayirsak
D, —D,z£=0 hosil bo’ladi. Bundan esa,

Cc, D
Cl Dl
kelib chiqgadi.

1.3. Tekislikning kesmalardagi tenglamasi. Ma’lumki, A,B,C,D Kkoeffitsientlar bir vagtda nolga

teng bo’lmaydi. (3) tenglamada bu koeffitsientlarning ayrimlari nolga teng bo’lgan bir necha hususiy
hollarni ko’rib chigaylik.

1) D=0 ; tenglama Ax+By+Cz=0 ko’rinishga keladi. Bu tenglamani
x=0,y=0,z=0 sonlar ganoatlantiradi,ya’ni tekislik koordinatalar boshidan o’tadi.
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2) S=0 ; tenglama Ax + By + D =0 ko’rinishda bo’ladi. Bu tekislikning normal vektori
n= ﬁl,B,O: z o’qiga perpendikulyar , demak, tekislikni o’zi shu o’qga parallel
o’tadi.

3) B=0,C=0 ; bunda Ax+D =0 ga ega bo’lamiz. Uning normal vektori
n= 7{,0,0: y va z o’qlariga perpendikulyar , u holda tekislik Oyz tekisligiga
parallel o’tadi. Hususan, agar D =0 bo’lsa, x =0 hosil bo’lib, bu tekislik Oyz
koordinatalar tekisligi bilan ustma-ust tushushiga ishonch hosil gilamiz.

Yugqoridagidek fikr yuritib, Ax+Cz+D =0 tenglama y o’qiga parallel tekislikni,
By+Cz+ D =0 tenglama x o’qiga parallel tekislikni aniglashiga ishonch hosil gilamiz. Bularning
hususiy holi sifatida, y =0 tenglama Oxz koordinatalar tekisligining, z =0 esa Oxy tekisligining
tenglamasi ekanligini ko’ramiz.

4) A,B,C, D koeffitsientlarning birortasi ham nolga teng bo’Imasin. U holda ozod hadni
tenglikning o’ng tomoniga o’tkazib, tenglamani — D ga bo’lib yuboramiz:
Ax By (Cz
+ + =1
-D -D -D
yoki
X y z
AR
A B C
D . ..
Agar a=——,b= —E,c = —— belgilashlar kiritsak,
X z
ZiZiion (6)
a b c

hosil bo’ladi. (6) tenglamani tekislikning kesmalardagi tenglamasi, deb atashadi.

1.4. Tekislikning normal tenglamasi. Faraz qilaylik, bizga 7 tekislik, uning normali 7 va
koordinatalar boshidan tekislikkacha bo’lgan masofa p berilgan bo’lsin.

7 A 7 A
u
o)
n nop
O O
43-rasm. 44-rasm.

n vektorning koordinata o’qlari bilan tashkil etgan burchaklari «, f,y bo’lsin. Agar n, n
vektorning orti bo’lsa, u holda 7, = §oSa, CoSp,CoSy

bo’ladi.  Tekislikning  siljuvchi  nugqtasini ( ,,@:E desak, uning  radius-vektori
OM = %y,z :bo’ladi.
43-rasmdan ko’rinadiki, np; 071 = p. Ma’lumki,
np, OM =|i,|-np, OM =Tiy o OM = xCoSct + yCoSp +zCoSy .

Bundan,
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xCoSa + yCoSp +zCoSy — p =0. (7)
(7) tenglama tekislikning normal tenglamasi, deyiladi.
Agar tekislikning tenglamasi (3) ko’rinishda berilgan bo’lsa, uni normal tenglamami yoki yo’qligini
u=NA>+B*+C? ®)
ifodaning qiymatiga qarab aniqlaymiz: agar & =1 bo’lsa,(3) normal teng-lama bo’ladi, aks holda (3)
ni = ga bo’lib
D
* x* yt zZF
VA2 +B+C* LB+ LB+ A4 +B+C
hosil gilamiz. Bu tenglama normal bo’lishi uchun endi (9) dagi ishoralardan birini ozod had D ning
ishorasiga teskari qilib olinsa kifoya. (3) tenglama g ifoda yordamida normal ko’rinishga keltirilgani
uchun 1/ 4 ni normallovchi ko’paytuvchi, deb atashadi.

=0 )

1.5. Tekislikka doir ayrim masalalar.
1.Nugtadan berilgan tekislikkacha bo’lgan masofa. Faraz qilaylik, 7 tekislik va unda yotmagan

biror Mo(xo, yo,zo: nuqta berilgan bo’lsin. M nuqtadan 7 tekislikkacha bo’lgan d masofani
topish talab gilingan bo’lsin.

Berilgan tekislikning normali ﬁo ni qurib olamiz. Agar M, nuqta va koordinatalar boshi 7
tekislikning har xil tomonlarida joylashgan bo’lsa, u holda M, nuqtaning 7 tekislikdan chetlanishi,
deb O =+d ga, aks holda & = —d ga aytamiz.

M , nuqtani normalga proektsiyalaylik. U holda 44-rasmdan ko’rinadiki,

6=PQ=0Q-0P, OP=p,00=np; OM,
ekanligini e’tiborga olsak,
0 =np; OM, —p, np;, OM, = x,CoSa + y,CoSp +z,CoSy

bo’lgani uchun
0 = x,CoSa+y,CoSp +z,CoSy — p (10)
formulaga ega bo’lamiz. U holda
d =|x,CoSa+ y,CoSP+z,CoSy —p]| .
2. Ikki tekislik orasidagi burchak. Faraz gilaylik, bizga A, :A4x+B,y+Cz+D, =0 va
A, Ax+B,y+Cyz+D, =0 tekisliklar  berilgan  bo’Isin. N, = 4.B,.,C, va

N ) = 7'@]2,BZ,C2 berilgan tekisliklarning normal vektorlari. 45-rasmdan ko’rinadiki, tekisliklar

orasidagi burchak ularning normallari orasidagi burchakka teng. Shuning uchun normal vektorlar
orasidagi burchakni gidiramiz. Ma’lumki,

N,oN,

1
%)

|
7N3
LU0

CoSop =

[

yoki
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A /A, + BB, +C/C,

(1)
\/Alz +Bl2 +C12 ~\//122 +322 +C22

CoSop =

Agar A LlA, bo’lsa, q):% bo’ladi. U holda CoSp=0 va (11) ga asosan

A A, + BB, +C,C, =0 . Bu tenglikni tekisliklarning perpendikulyarlik sharti deb atashadi. Agar

A, tekislik A, tekislikka parallel bo’lsa, u holda Nl vektor N , vektorga kolleniar bo’ladi.
Vektorlarning kolleniarlik shartiga ko’ra

Al Bl _ Cl
AZ BZ C2
bo’ladi. Bu munosabat tekisliklarning parallellik sharti, deb ataladi.
3. Uch nuqtadan o’tgan tekislik tenglamasi. Bizga A tekislikning  uchta
~ ~ ~ ~
M €.,y,z, M, &,,y,,z, M,&,,y,,z, nuqtasi berilgan bo’lsin. Agar /xyz  shu

tekislikning siljuvchi nuqtasi bo’lsa, u holda ~ MM, MM ,, M\ M, vektorlar A tekislikda yotadi,
ya’ni ular komplanar bo’ladi.

MIM: 7€_x1’y—y152_21 2
MM, = ﬂz XYy T V2, T4 ;
MM, = 753 XV T V23 T2y
ekanligidan va vektorlarning komplanarlik shartidan
X=X V=V Z-z
X=X Y= Z,-%|=0

X3 =X V3= Z3—Z%
kelib chiqadi.

§2. Fazodagi to’g’ri chiziq.

2.1. Fazodagi to’g’ri chizigning umumiy tenglamasi.

Agar berilgan A, :Ax+By+Cz+D, =0 va A,:4x+B,y+C,z+D, =0 tekisliklar
parallel bo’lmasa, u holda ular to’g’ri chiziq bo’ylab kesishadi. Shu sababli, fazodagi to’g’ri chizigni
ikki tekislikning kesishish chizig’i sifatida garaymiz. Demak, fazoda to’g’ri chiziq quyidagi tenglamalar
sistemasi bilan aniglanadi:

12)

Ax+By+Ciz+D, =0,
A,x+B,y+C,z+ D, =0.

(12) to’g’ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi. Agar A,va A, tekisliklar parallel bo’lsa, (12)
to’g’ri chizigni ifodalamaydi. Demak, berilgan tenglamalar sitemasi to’g’ri chizigning umumiy
tenglamasi ekanligini aniglash uchun noma’lumlar oldidagi mos koeffitsientlarni proportsional
emasligini tekshirish kerak ekan.

Bir to’g’ri chiziq bo’ylab cheksiz ko’p tekisliklar kesishadi. Bunday tekisliklarni tekisliklar dastasi,
deymiz. Agar shu dastaga tegishli ikkita tekislikning tenglamasi ma’lum bo’lsa, shu dastaning boshqa
tekisligi tenglamasi

alx+By+Cz+D, +f¥,x+B,y+Cy,z+D, =0 (13)
bo’ladi.

Bunga ishonch hosil qilish uchun, avval (13) tenglama ekanligini tekshiraylik. Buning uchun, (13)
ni quyidagi ko’rinishda yozib olamiz :

~ ~ ~ ~
€4, + 4,8 x+€B, + BB, y+ €C, + pC, 2+ €D, + D, =0.
Agar bir vaqtda a4, + p4, =0,aB8, + BB, =0,aC, + pC, =0 bo’lsa, u holda
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i = Bl = Cl = —ﬁ
4, B, C(C, o
bo’ladi. Bu esa dastlabki farazga zid, chunki bu holda A, va A, tekisliklar parallel bo’ladi va ular

to’g’ri chizigni ifodalamaydi. Bu ziddiyat (13) tenglama ekanligini ko’rsatadi. Bu tenglama 1-darajali
tenglama bo’lgani uchun u tekislikni ifodalaydi.

Agar «,f larning biri, masalan « # 0 bo’lsa, u holda (13) ni quyidagi ko’rinishga keltirish
mumKkin:
Ux+By+Cz+D, ¥Al,x+B,y+C,z+D, =0.

2.2. To’g’ri_chizigning kanonik va parametrik tenglamalari. Bizga fazoda to’g’ri chizigning biror
M, QO ,Yo»Z, _ Nuqtasi va unga parallel bo’lgan a= l{m,n _ vektor berilgan bo’lsin. Faraz qilaylik,

M €, y,z: to’g’ri chizigning siljuvchi nuqtasi bo’lsin. U holda a va M M vektorlar parallel

bo’ladi. Vektorlarning kolleniarlik shartiga ko’ra
X —X — zZ—Z
0o _ Y=Y _ 0 (14)
[ m n
kelib chigadi . @ vektor M nuqgtaning to’g’ri chizigda bo’lishini ta’minlagani uchun uni to’g’ri
chizigning yo’naltiruvchi vektori, deb atashadi. (14) ni to’g’ri chizigning kanonik tenglamasi, deb
ataymiz.
Agar to’g’ri chizig umumiy tenglamasi bilan berilgan bo’lsa, uning bu tenglamasini kanonik
ko’rinishga keltirsa bo’ladi. Hagigatan, bizga (13) berilgan bo’lsin. Bu sistemani aniglaydigan
tekisliklarni mos ravishda A, va A,, deb belgilaylik. Ularning normal vektorlari 7, = ;411,B1,C1 va

n, = 712,BZ,C2 bo’ladi. To’g’ri chizigning kanonik tenglamasini tuzish uchun: 1) uning biror
M, (co,yo,zo: nuqtasini  bilish kerak; bu nugtani topish uchun (13) dagi noma’lumlardan biriga
giymat berib, masalan z=1z, deb, (13) sistemani x va y larga nisbatan yechib, x=x,,y =y,
larni topamiz; 2) to’g’ri chizigning yo’naltiruvchi a= ﬁm,n vektorini topish kerak; qaralayotgan
to’g’ri chiziq ikki tekislikning kesishish chizig’i bo’lgani uchun, u 7, va n, vektorlarga perpendikulyar
bo’ladi. Shuning uchun, a vektor sifatida 7, va n, vektorlarga perpendikulyar bo’lgan ixtiyoriy

vektorni, shu jumladan, ularning vektor ko’paytmasini olish mumkin, ya’'ni a =n, x n,
Misol . Berilgan to’g’ri chizigning kanonik tenglamasini tuzing:

3x+2y+4z-11=0,
2x+y-3z-1=0.

Yechish . Agar x, =1 desak, sistemadan y, =2,z, =1 kelib chiqadi ,demak, M (,2,1: ekan.
Endi yo’naltiruvchi vektorni topamiz. Sistemadan 7, = <: 3,2,}z = <:2,],—3: larni aniglaymiz. U
holda d= i, x7i,= 410,17,~1 “bo’ladi, bundan [/ =-10,m =17,n = -1 lar topiladi. Bularni (14)
ga olib borib qo’ysak:

x—1 y-2 z-1
-10 17 -1

Agar (14) dagi nisbatlarni ¢ ga tenglasak:

X=X _ V=Y _Z27% —¢

/ m n
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bundan

x=x,+1t,
y =y, tmt, (15)
z=z,+nt

kelib chigadi. (15) ni to’g’ri chizigning parametrik tenglamasi deb atashadi, # bu yerda parametr
rolini o’ynaydi. To’g’ri chizigning parametrik tenglamasi odatda to’g’ri chiziq bilan tekislikning
kesishish nuqtasini topish masalasida ishlatiladi.

x-2 y-3 z-4
1 2

Misol . to’g’ri chiziq bilan 2x+ y+2z—6 =0 tekislikning kesishish

nuqtasini toping.
Yechish . Avval to’g’ri chizigning parametrik tenglamasini tuzib olamiz:
x=2+t,y=3+t,z=4+2t.
Endi bularni tekislik tenglamasiga olib borib qo’yamiz:

2€+1 €+t +€+2t ~6=0.

Bundan ¢ = -1 topiladi, bu giymatni parametrik tenglamasiga qo’yib x= 1ly= 2z=2 Ilarni
topamiz.

2.3. To’¢g’ri chiziqga doir ayrim masalalar. Faraz qilaylik, to’g’ri chizigning ikki
> -
M, Ql,yl,z1 LM, Qz,yz,zzl nuqtasi berilgan bo’lsin. Bu to’g’ri chizigning yo’naltiruvchi vektori

sifatida @ = M,M,  vektorni olish mumkin. Agar M ¢, y,z: nuqgta to’g’ri chizigning siljuvchi

nugqtasi bo’lsa, u holda, M, M va a vektorlar parallel bo’ladi. Berilgan koordinatalarga ko’ra,

MIM: ﬁ_xlay_ylaz_zl

a= 7&2 =XV T V52, T2y
Vektorlarning kolleniarlik shartiga ko’ra:

X=X Y=Y _ Z—Z

Xo =Xy Vo=V Z 4
Oxirgi tenglik ikki nuqtadan o’tgan to’g’ri chiziq tenglamasi deb ataladi.

Endi faraz qilaylik , bizga

X=X Y=V, zZ—Z va X=Xy, V=YV, 2Z—2,
[ m, n, L m, n,

to’g’ri  chiziglar berilgan bo’lsin. Ular orasidagi burchak ularning yo’naltiruvchi vektorlari
a, = #m,n, La= B,m,,n, orasidagi burchakga teng. Shu sababli,
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aoca, _

CoSp=——"7—=
|al|-|a2| \/112+

LI, +mm, +nn, =0 bo’ladi. Bu tenglikni to’g’ri Ichiziqlarning perpendikulyarlik sharti, deb

S L, m n
Ho’lsa, a,,a, laming kolleniarlik shartidan L=—1=-_1

ataymiz. Agar to’g’ri chizi
L, my, n,

kelib chiqgadi . Bu tenglik o’g’gj.;-(‘:’ﬁiziqlarning parallellik shatti, deb ataladi.

X=X y—@éz—zo
m n

l =

Bizga to’g’ri chiziq va Ax+By+Cz+ D =0

tekislik berilgan bo’lsin.

46-rasm.

46-rasmdan ko’rinadiki, to’g’ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchak « va yo’naltiruvchi vektor bilan

V4 T
tekislikning normal vektori orasidagi burchak ¢ lar yig’indisi o+ ¢ = 5 , bundan o = 5 — @ yoki

Q= % — o . Shu sababli, @ ni topsak kifoya. Demak,

Al + Bm+Cn
A2+ B2 +C NP +m? +n?

CoSo = Sina =

Agar to’g’ri chiziq tekislikka parallel bo’lsa, u holda yo’naltiruvchi vektor normalga perpendikulyar
bo’ladi, shuning uchun

Al+Bm+Cn=0

bo’ladi. Bu tenglik to’g’ri chiziq bilan tekislikning parallellik sharti deyiladi. Agar to’g’ri chiziq bilan
tekislik perpendikulyar bo’lsa, u holda yo’naltiruvchi vektor bilan normal vektor parallel bo’ladi. U
holda to’g’ri chiziq bilan tekislikning perpendikulyarlik sharti

4_8_C
I m n

bo’ladi.

§3. IKkkinchi tartibli sirtlar.
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3.1. Umumiy tushunchalar. Fazodagi biror Dekart koordinatalar sistemasida X,),z larga

nisbatan

a, X’ +2a,xy +a,,y’ +2a,,xz +2a,,yz +a;,z° +

+2a,,x+2a,,y+2a,z+a,, =0 (1)

tenglamani qanoatlantiradigan nuqtalar to’plami ikkinchi tartibli sirt deyiladi. 2-tartibli sirtlarga
masalan: sfera, ellipsoid, giperboloid,, tsilindrlar, konuslar yoki bir gancha aylanma sirtlarni misol qilib
keltirish mumkin. Biz bu paragrafda aynan ana shu sirtlar bilan tanishamiz.

3.2. Sfera. Sferaning ta’rifi va uning kanonik tenglamasi 1-§ da berilgan edi: markazi

O,(x,,¥,y,2,) nuqtada, radiusi 7 bo’lgan sferaning kanonik tenglamasi

= = -
€C—x,  +€-y, _+€-z, =2

edi.

X
47-rasm.
Misol. x* + y2 +z2 +2x+4 1y —20=0 tenglama bilan berilgan sferaning markazi va radiusi
R topilsin.
Yechish. X+ +z274+2x+4y-20=0 dan to’la kvadrat ajratamiz:
X A+2x+1+ )y  +4y+4+2> =25 yoki €+1° + @ +2° +27 =57,

Demak: 0;(-1; -2; 0) sfera markazi va R=5 sfera radiusi ekan.

3.3. Tsilindrik sirtlar.
Ta’rif. Fazoda yo’naltiruvchi, deb atalgan L-chizigni kesib o’tuvchi va biror / to’g’ri chizigqa

paralel bo’lgan barcha to’g’ri chiziglardan hosil bo’lgan sirt tsilindrik sirt, deb ataladi.
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48-rasm.

Yasovchisi OZ o’qqa parallel bo’lgan tsilindrik sirtning tenglamasi F'(x,y) =0 bo’ladi.
Shuningdek, 7'(x,z) = 0 yasovchisi OY o’qga parallel bo’lgan, F'(»,z) =0 esa yasovchisi OX o’qqa
parallel bo’lgan sirtni aniglaydi. ' (x,y)=0, F(x,z2)=0, F(y,z) =0 tenglamalar mos ravishda
X 0?’, X 0Z, YOZ tekisliklardagi egri chiziglarni ifodalaydi va ular tsilindrik sirtlarning yo’naltiruvchilari,
deyng(l)dLll'yidagi yasovchilari OZ o’qqa parallel bo’lgan eng muhim tsilindrik sirtlarni ko’ramiz. Ularning
yo’naltiruvchilari mos ravishda aylana, ellips, giperbola, paraboladan iborat

2 2 2 e
a) X +Yy  =a” -to’g’ri doiraviy tsilindr

2 2
X
b) —+ y_2 =1 - elliptik tsilindr
a b
2 2
X
V) — — Y _ 1 - giperbolik tsilindr
2 bz
a

gy =2 DX - parabolik tsilindr

49-rasm.

3.4. Konus sirt.
Ta’rif. Fazoda yo’naltiruvchi, deb atalgan L chizigni kesib o’tuvchi va berilgan R nuqtadan o’tuvchi
barcha / to’g’ri chiziglardan hosil bo’lgan sirt konus sirt (yoki ikkinchi tartibli konus), deb ataladi.
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50-rasm.

R nuqta - konusning uchi, L —yo’naltiruvchisi va [ yasovchisi, deb ataladi.
Misol. Uchi koordinatalar markazida yotgan va yo’naltiruvchisi L ellips bo’lgan:

zZ=cC
2 2
Li<x  y 1 konus tenglamasi tuzilsin.
a b

Yechish. Faraz qilaylik, M 6',)/',0/ L ning ixtiyoriy nuqtasi bo’lsin, u holda konusning

yasovchi 0(0;0;0) va M k’,y',c/ nugtalardan o’tgan to’g’ri chiziq bo’ladi. Uning fazodagi kanonik
tenglamasini topamiz:

x-0 y-0 z-0 _ X_ Yy _z
0 v0 yoki Il
x-0 y-0 ¢-0 x y c
Bundan:
T
V4 V4
larni topib olib, yo’naltiruvchi L ning tenglamasiga qo’ysak, quyidagi tenglama hosil bo’ladi:
C2x2 CZyZ 1 y xZ N y2 ZZ
= yoki _ —— =
a222 b222 a2 bZ CZ
Bu ikkinchi tartibli konusning tenglamasi, deyiladi. Agar bunda a=b deb olsak, yo’naltiruvchisi
z=cC
5 5 , ( a- radiusli aylana bo’lgan to’g’ri aylanma konus hosil bo’ladi, uning simmetriya 0’qi
X +y =a
0Z dan iborat bo’ladi:
2 yz 52
5t 5 ——5=0
a a C

Shuningdek, o’qlari OY va OX koordinata o’qlaridan iborat va uchi koordinatalar markazida

yotuvchi ikkinchi tartibli konuslarning tenglamalari mos ravishda
2 2 2 2 2 2
X Z X z
_2—y—2+—2:0 va ——2+y—2+—2:o
a- b ¢ a- b ¢
bo’ladi.

3.5. Aylanma sirtlar.
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Ta’rif. Biror L chizigning / 0’q atrofida aylanishidan hosil bo’lgan nuqtalar to’plami aylanma sirt,
deyiladi. L- chiziq aylanma sirtning medianasi, /- (chiziq) 0’q esa uning aylanma o’qi, deyiladi. Biz
aylanish o’qlari OZ, OY, OX- o’qlaridan iborat bo’lgan hollar bilan chegaralanamiz.

1) Aylanish o’qi OZ o’qidan, L- medianasi esa OYZ tekisligida yotgan

F(y,z)=0
x=0

tenglamali tekis chiziq bo’lgan sirt tenglamasini tuzaylik.

z

V' N

M

51-rasm.
M(x,y,z)- aylanma sirtning ixtiyoriy nugqtasi bo’lsin, M nuqta orqali OZ o’qiga perpendikulyar qilib
QO tekislik o’tkazaylik, Q tekislikda aylanma sirtning markazi 01 (0,0, Z) bo’ladi. L chizigda
P(0,y,,z) nugta olaylik. U holda |O,M|=|0,P| =|y,| bo’lgani uchun

O M\ |=(x=0)"+(y=0)" +(z-2)" =/x* +)"

[ 2 2, _ [ 2 2
|y 1 |= X +y s Y 1 TyX +y
P(O,yl,Z) nuqta L- medianada yotgani uchun, uning tenglamasini ganoatlantiradi, ya’ni

F(y,,z) =0 o’rinli bo’ladi.
Bundan ushbu tenglama hosil bo’ladi:

F(£y(Jx*+3y*2z)=0.

2) Agar F(y,z7)=0, x=0 L- medianani OY o’qi atrofida aylantirilsa, u aylanma jismning tenglamasi

quyidagicha ko’rinishda bo’ladi.
F(y,Avx*+z°)=0 )

3) Agar F(x,y)=0, z=0 L- mediana OX o’qi atrofida aylantirilsa va bundan hosil bo’lgan aylanma

jismning tenglamasi quyidagi ko’rinishda bo’ladi:
F(x,t\Jy*+z°)=0. 3)

3.6. Ellipsoidlar.

1. Aylanma ellipsoidlar.
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2 2
X z
a) Agar XOZ tekisligida berilgan — —i——2 =1 ellipsni OZ o’qi atrofida aylantirsak, tenglamasi

a C
quyidagi ko’rinishda bo’lgan aylanma ellipsoid hosil bo’ladi:
2 2 2 2 2 2
X +Zz X V4
a C a C C
b) Agar shu ellipsni OX o’qi atrofida aylantirsak ushbu aylanma ellipsoid hosil bo’ladi va h.k.
2 2 2 2 2 2
X + V4 zZ
_2y +—2=1yoki—2+y—2 — =1 )
a C a a C
s) Agar (4) yoki (5) da a=s deb olsak:
x2+y2+72=32 (6)
sfera hosil bo’ladi.
2. Elliptik ellipsoid. Tenglamasi:
2 2 2
X z
4 Y +—=1 (7)

a’> b*

ko’rinishida berilgan sirt fazoda elliptik ellipsoid, deyiladi.

z
X+7= V? 22_1 z
R [ !
C
_b y bt
X
-C
X
2 2 2 2 2 2
Y Xtz S A
b’ c a b
52-rasm.

3.7. Giperboloidlar.

1. Bir pallali aylanma giperboloidlar.

2 2
z

a) UOZ tekislikda berilgan y—2 - = 1 giperbola OZ o’qi atrofida aylantirilsa, tenglamasi quyidagi
C

ko’rinishda bo’lgan bir pallali aylanma giperbolik sirt hosil bo’ladi:
xZ + yZ ZZ . xZ yz Z2
———=1 yoki —+=——-—=1
b’ c’ b* b
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2 2
=1 giperbola OY- 0’qi atrofida aylantirilsa, tenglamasi

b) Agar XOY tekislikda berilgan

2 2
a b
quyidagi ko’rinishda bo’lgan bir pallali aylanma giperbolik sirt hosil bo’ladi:
PR yz . e yz
5~y = lyoki 4 - =1
a b a ¢ b
x>z
s) Agar XOZ tekisligida berilgan — =1 giperbola OZ o’qi atrofida aylantirilsa, tenglamasi
a C

quyidagi ko’rinishda bo’lgan bir pallali aylanma giperbolik sirt hosil bo’ladi.

x2+y2 ZZ . x2 y2 Z2
—F———F=lyki —+—-—=1.
a C a a C

2. Bir pallali elliptik giperboloidlar.
Tenglamalari quyidagi ko’rinishda berilgan sirtlar bir pallali elliptik giperboloidlar, deyiladi:

Bu sirtlar mos ravishda

z=h, y=k, x=t tekisliklar bilan

kesilsa, kesimda ellipslar hosil bo’ladi.
y4
giperb giperbol
2 2
z z
=1 - =1
C C
X2+y2:b2
y 2 2 Y
aylana ellips x_2 + 2}_2 =
...................................................................................................................................................... a
X X
53-rasm.
y2 ZZ
3. IKkki pallali aylanma giperboloidlar. a) Agar YOZ tekisligida berilgan E - = 1 giperbola
C

0Y o’qi atofida aylantirilsa, tenglamasi quyidagi ko’rinishda bo’lgan ikki pallali aylanma giperboloid
hosil bo’ladi:

y2 x2 +ZZ

2 2 2
— 1 yoki Lz_i_izl

b’ c’ b &
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2 2 2 2
b) Shuningdek XOY tekisligida berilgan XT— yT =1; va XOZ tekisligida berilgan — x_2 +Z—2 =1
b~ ¢ a c
giperbolalar mos ravishda OX va OZ o’qi atrofida aylantirilsa, quyidagi ko’rinishdagi ikki pallali
giperboloidlar hosil bo’ladi:

4. IKki pallali elliptik giperboloidlar.

Tenglamalari quyidagicha ko’rinishda berilgan sirtlar fazoda ikki pallali eliptik giperboloidlar,
deyiladi:

2 2 2 2 2 2

X z X Z
—2—y—2——2: 1 yoki ——2+y—2+—2 e —1
a- b c a- b c
2 2 2 2 2 2
X z
——2—y—2+—2:1 yOkl —2+y—2——2: -
a- b a- b ¢
x2 y2 ZZ . 2 y ZZ
— oty = ok =
a- b ¢ a c
Quyida OY o’qi atrofida aylantirilishdan hosil bo’lgan
x>y oz . | .
— T + — = —1 ikki pallali aylanma giperboloid va
a- b ¢
x>y oz .
— 5 + — = —1 ikki pallali elliptik giperboloidlar shaklini keltiramiz:
a- b ¢
Z N Z -~
y_ozZ YN
bz C ™ bz

ellps

< N

54-rasm.
3.8. Paraboloidlar.

1. Aylanma paraboloidlar.

a) Agar XOY tekisligida berilgan y2 =2 PX parabola OX o0’qi atrofida aylantirilsa, tenglamasi
quyidagicha ko’rinishda bo’lgan aylanma paraboloid (sirt) hosil bo’ladi:
Y +z =2px

Agar bu sirtni X = h tekislik bilan kessak, kesimda y2 +z°=2 ph aylana hosil bo’ladi.
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b) Shuningdek XOZ tekisligida berilgan X =2 PZ parabola va YOZ tekisligida berilgan Z 2=2 py
parabolani mos ravishda OZ va OY o’qlari atrofida aylantirsak, quyidagi aylanma paraboloidlar, deb
ataluvchi sirtlar hosil bo’ladi:

Y +x'=2pz x'+z°=2py.

2. Elliptik paraboloidlar.  Tenglamasi umumiy holda quyidagicha ko’rinishda berilgan sirtlar
elliptik paraboloidlar, deyiladi.

x2 y2
—+—=2z
p 9
2 2
.X_ + Z_ =2 y
P 4
y2 ZZ
— 4+ —=2x.
p 4
2 2
Quyida OZ o’qi atrofida aylantirishdan hosil bo’lgan y2 +x2 =2 pPZ va * + Y =z elliptik
2p 2q
paraboloidlarning shaklini keltiramiz:
Vb= y?=2p
h
XLV
2p 2q
ellips
0 y
X X
55-rasm.
3. Giperbolik paraboloidlar. Tenglamasi umumiy holda quyidagi ko’rinishda berilgan sirtlar
giperbolik paraboloidlar, deyiladi.
x2 y2 x2 Z2 y2 ZZ
= L =22 ) 2 2 =
P 9 p 49 P 4
yoki bu tengliklar odatda quyidagi ko’rinishda yoziladi:
x2 y2 x2 ZZ y2 ZZ
— ===z — =y EAR——
2p 2q 2p 24 2p 2q
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2 2
X
Quyida y——— = z giperbolik paraboloid shaklini keltiramiz. Agar sirtni Z = h tekislik bilan

2q 2p
2 x2
kessak, kesimda y— — —— =1 giperbola; X = 0 tekislikda y2 = 2qZ parabola; Y = 0
2gh  2ph
2 )2 y e
tekislikda x2 =2 PZ parabola va nihoyat Z = 0 tekislikda y— —— =0 yoki =— —— = 0 yoki
2q 2p q P

X

[y X j( Y + X jzo tenglamaga kelamiz. Bundan L__ZO v L+i20
T \ET A S

tengliklar kelib chigadi. Bular y =+ /zx koordinatalar boshidan o’tuvchi to’g’ri chiziglarni beradi.
p

Bu degan so’z sirt XOU tekisligini shu ikki to’g’ri chiziglar bo’ylab kesib o’tadi.

yA giperbola

\ Z//zpf/_

- T - »_y
0 xe=-2pz
X
z
56-rasm.

Giperbolik paraboloidlarni umuman to’g’ri chiziglardan tashkil topgan sirt ekanligini isbotlash
mumkin.

§4. Ikkinchi tartibli sirt tenglamalarini
kanonik ko’rinishga keltirish.

Ikkinchi tartibli sirtlarning umumiy
a“x2 +2a,,xy + a22y2 +2a,,xz +2a,,yz + 613322 +

+2a,,x+2a,,y+2a,z+a,, =0 (1)
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tenglamasini kanonik ko’rinishga keltirish masalasi ancha murakkab. U invariantlar, deb ataluvchi sonli
parametrlar yordamida murakkab mulohazalar asosida amalga oshiriladi. Biz bu yerda nisbatan sodda,
ishlatishda qulay ikki usulni ko’rib chigamiz. Bu ikkala usulni xususan ikkinchi tartibli chiziglarga
ham qo’llash mumkin ekanligini e’tiborga olib, umumiy mulohazalarni ikkinchi tartibli 7 -ta
o’zgaruvchili tenglamalar uchun bajaramiz.

1. Agar (1) da

b b

X4 Xy X4
munosabatlar bilan berilgan birjinsli X,,X,,X;,X, dekart koordinatalarga o’tsak, bu tenglama
quyidagi ko’rinishni oladi:
D(x,,x,,%;5,x,) =0, )
bu yerda
D(x,,x,,%;,%,) = allxl2 +2a,x,x, + azzxz2 +2a,,%,%; +2a,,x,x; +
+ Ay +2a,%,%, +2a,,%,%, +2a,%,%, +a,x. (3
o’zgaruvchilariga nisbatan birjinsli ko’phad, biz uni kvadratik forma deb ataymiz. Ayonki, agar X, =1
desak:
D(x,,x,,x;,1) = F(x,y,2)
bo’ladi, bu yerda F'(x,y,z)- (1) ning chap tomonidagi ifoda. Shuning uchun (2) uchun chigarilgan

har ganday xulosa (1) uchun ham o’rinli bo’ladi.
Faraz qilaylik, bizga

n n
D= a;x,x, 4)
i=1 j=1
kvadratik ifoda berilgan bo’lsin. Magsad, shunday
— ' ] —
xi—z/iijxj, i=12,...,n, (5
=1
chiziqgli almashtirish bajarish kerakki, natijada (4) quyidagi kanonik ko’rinishga kelsin:
D= A x T+ x5+ A X (6)

bu yerda A,,...,A, noldan farqli o’zgarmaslar.

Qilinadigan mulohazalar yanada tushunarli bo’lishi uchun avval ikki o’zgaruvchili kvadratik ifodani
ko’raylik:

_ 2 2
D =aq,x; +2a,xx, +a,x;.
Faraz qilaylik, bu ifodaga kamida bitta kvadrat qatnashgan had Kkirsin, ya’ni &;; va a,,

koeffitsientlarning kamida biri noldan fargli bo’lsin. Umumiylikni buzmagan holda, @, # 0 deyish
mumkin, chunki aks holda, o’zgaruvchilar tartibini almashtirib, shu natijaga kelsa bo’ladi. U holda

2
2a a,, X a?

_ 2 12 2 1272 _ 12 2 2

O=a,| x5 +—=x,x, |+ayx; =a,|x +—— —=X, +a,,x;
a, a, a,

2 2
a a
_ 12 12 |2
O=a,|x+—=x,| +|a,, ——[x;
ap, ap,

yoki

deb yozish mumkin.
Agar
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C +a12 v
X =X Xy, Xy =X,
ap,

deb chiziqli almashtirish bajarsak, berilgan ifoda quyidagi kanonik ko’rinishga keladi:
D'= A, x7+2,x'7,
2
buyerda 4, =a,,, 4, = 2uln =%
ap
Yugorida biz a@,, =a,, =0 bo’lmasin, deb faraz qilgan edik. Agar berilgan ifodada
a,, =a,, = 0 bo’lsa, ya’ni ifoda
D =2a,x,x,
ko’rinishda bo’lsa (bu yerda @, # 0 bo’lishi shart, aks holda ifoda aynan nolga teng bo’lib qoladi), u
holda

' X1+X2 ' xl_XZ . ' ' " '
XI—T,XZ—T,yam X, =X +X,, X, =X, —X,
desak:
~
(. 12 a2 12 12 12 12
CI)—26112¢l X'y =2a,x"2a,x", = 4x|+2,x7,

bo’ladi, bu yerda 4, =2a,,, 4, =—2a,,.
Endi umumiy holga qaytaylik. Agar (4) da kvadratli hadlar gatnashmagan bo’lsa, ya’ni barcha
a,=ay =...=a, =0 bo’lib, masalan a; # 0 bo’lsa (bunday koeffitsient albatta mavjud,
chunki aks holda ifoda aynan nolga teng bo’lib qoladi), u holda
CX X ,

X, = T , X,
x}c =x,,k#i,k#j,,

: (7

almashtirish bajarib, kvadratik ifodadagi 2ay.xix ; had o’rniga 261in',»2 —26147-)5_? hadni, ya’ni kvadratli
hadlarni hosil gilamiz. Shu sababli, (4) ifoda kamida bitta kvadratli hadni o’z ichiga oladi, deb faraz
gilish mumkin. Xuddi yuqoridagidek, umumiylikni buzmagan holda, @, # 0 deyish mumkin.
@ ifodaning ichidan X, qatnashgan barcha hadlarni ajratib olaylik:
a, X\ +2a,%,x, +...+2a,,x,x, . (*)
Bu yig’indini quyidagi ko’rinishga keltirib olamiz:

2a 2a
2 12 1n _
al{x1 +—=x,X, +...+ XX, |=

a, ap,

2

a a

= a”(x] + —alz X, t...t a_]nx"j + (X, qatnashmagan barcha hadlar) (**)
1 11

(**) ni kvadratik ifodaga (*) o’rniga olib borib qo’yaylik, u holda

2

a a

_ 12 1n

D= a“(xl +—=x, +...+—xn] + D, (x,,X5,...,X,)
a, a,

ifodaga kelamiz, bu yerda ®@,- X,,X;,...,X, larga nisbatan kvadratik ifoda.
Agar
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1n

o 2 4t
X, =X, X+ X,
a, ap, ()

Xy =Xy, X5 = X3,000,X, =X

n n

almashtirish bajarsak, @ kvadratik ifodamiz
) \ \
D'=a, x; +P,(x,,...,x,)
ko’rinishga keladi.
Agar @, aynan nolga teng bo’lsa, u holda keltirish jarayoni to’xtaydi, aks holda yuqoridagi usulni

endi @, uchun qo’llab, undan bitta kvadrat qatnashgan had va 7 — 2 ta o’zgaruvchining kvadratik

ifodasini ajratib olamiz. Bu jarayonni to kvadratik ifodada faqat o’zgaruvchilarning kvadratlari
gatnashgan hadlar qolguncha davom ettiramiz. Bu, albatta, (7) yoki (8) kabi qator almashtirishlar
yordamida bajariladi.

2. Ortogonal almashtirishlar usuli. (4) ko’rinishda berilgan kvadratik ifodani quyidagicha yozib

olaylik:
Q=>>a,xx, =Zx{2a,.jxjj. )
i=1 j=1

i=1 j=1
Agar bu yerda

n
X, =) a,%,, i=12,...n, (10)
j=1
chiziqli almashtirish bajarsak, (9) quyidagi
CD=le.x;=xox':x0Ax (11)
i=1
ko’rinishga keladi, bu yerda X©° x'- Rn chizigli fazoning X = ‘71 s Xyseenn X, Va

~

x'=€,,x,,..,x _ elementlarini skalyar ko’paytmasi, va 4 (10) almashtirishning matritsasi:

n

ay 4 -,
a a s a
21 22 2n
A= : (12)
anl an2 ' ann

Faraz qilaylik, 2’1 ) /12 geens A
shu xos sonlarga mos keluvchi ortonormal xos vektorlari bo’lsin, ya’ni
Ap, =A@, @o0, =1, @00, =0, i=j i,j=12,...n.  (3)
@15 Pyses @, lar Rn da bazis tashkil etadi (2-bob, §6 ga garang). Ixtiyoriy X € Rn ni shu bazis
bo’yicha yoyilmasi

» lar (12) matritsaning xos sonlari, @,,®,,...,, lar esa (11) ning

X=Y 9 (14)
i=1
bo’lsin. U holda

Ax:zyiAqoi :Zyi;“i¢i (15)
i=1 i=1
bo’ladi. (14) va (15) larni (11) ga qo’ysak, (13) ga asosan:
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O=xo0Adx= (zyigoijo (zyiﬂ’igoi] = Z/liyiz
i=1 i=1 i=1
tenglikni hosil gilamiz.

Endi 2-tartibli sirtning umumiy (1) tenglamasini ko’raylik. Uning bosh hadlaridan tuzilgan
D =qa, x* +2a,xy+a,,y° +2a,,%2 +2a,,yz + a2’ (16)
ifoda X,),Z ga nisbatan kvadratik ifodadir.
Bu ifodaning matritsasini tuzib olaylik:

Bu matritsaning

ap, -1 a, a;
D=l a, ap-4 ay |=0
as, as, az; — A

xarakteristik tenglamasini yechib, matritsaning xos sonlarini topamiz: ﬂl ,ﬂz ,ﬂg . Ularga mos keluvchi
xos vektorlarni topish uchun

611 -4 El +a,,8, + a8 =0,

a, & + €,y — 4, zz +a,é =0, =123,

a5 & +a5,é, + €y — 4 Zs =0,
birjinsli tenglamalar sistemalarini tuzib olamiz. Bu sistemalarning har birini yechimini topib, ularni
normallashtiramiz. Faraz qilaylik, bu

e =€,e,.e; 6= ezlaezzaez.’,, » €3 = €31,e32,€33,
vektorlar bo’lsin. U holda (16) formani kanonik ko’rinishga keltiruvchi almashtirish matritsasi

bo’ladi.Bu almashtirishni bajargandan so’ng (16) ushbu
D'= A, x2+A, " 44,27
ko’rinishga, (1) esa quyidagi
F'(x',y",2") = 4x° +A,V"* +1,2"° +2a,,x'+2a,,y'+2a,,z'+a,, =0

ko’rinishga keladi. Va nihoyat, koordinatalarni parallel ko’chirib, (1) ni ushbu

F"(X",y",Z") — ilqu +12yn2+2432v12 +Cl;‘4 — O
kanonik ko’rinishga olib kelamiz.

I-m i s o l. 5x° +6xy +5y2 — 16x—16y—16 =0 egri chizigning tenglamasini kanonik

ko’rinishga keltiring.
5 3
A= )
3 5

Yechish . Bosh hadlarining matritsasi

U holda xos sonlarni quyidagi

110

www.ziyouz.com kutubxonasi



5-4 3
3 5-4

‘:0 yoki A*—10A+16=0

xarakteristik tenglamadan topamiz: ﬂl =2, /12 =8.
Ularga mos keluvchi xos vektorlarni topaylik. Avval ﬂl =2 deylik. U holda
{ 38 +3&, =0,
38, +35, =0
sistemani hosil gilamiz. Uning yechimi (a ,—CZ). Buni normallashtirsak, xos vektor kelib chigadi:
é=0V2,-1/2 .
Endi /12 =8 desak,
-3£,+3&, =0,
36,35, =0

sistema hosil bo’ladi. Buning yechimi (¢,&). Uni normallashtirib ikkinchi xos vektorni topamiz:
T (NCRTNC

€, va é, vektorlar ortogonal, chunki e oé, =%—% =0. Bu ikki vektordan foydalanib,

Ve Vel
A4

almashtirish matritsasini tuzaylik:

Demak, berilgan tenglamada

1
X=—x+—)'
2R
y _Lx'_kiy'
V202

chiziqli almashtirish bajarish kerak ekan. Natijada berilgan tenglama quyidagi
2x'"2 4812 —16~/2)'—16 = 0
ko’rinishga keladi. Bu tenglikning ikkinchi va uchinchi hadlarini to’la kvadratgacha to’ldirsak

>
2321842 =32

bo’ladi. Koordinatalarni x"= x', "= y'—\/z formulalar bo’yicha parallel ko’chirsak:
n2 n2
J
=32 yoki —+=——=1
16 4

tenglamaga ega bo’lamiz. Demak, berilgan chiziq ellips ekan.
2misol. X" +5y> +2z> +2xy+6xz+2yz—6=0 sirt tenglamasini kanonik ko’rinishga

keltiring.
Yechish. Bosh hadlarining matritsasi

"2

2x"+8y

Xarakteristik tenglamasi
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quyidagi ko’rinishga keladi:
6% —2-6 =0.
Bundan 4, = 6,4, =3,4, =-2. ﬂl = 6 uchun xos vektor
—Su, +u, +3u; =0,
u, —u, +u, =0,
3u, +u, —5u; =0
sistemadan topiladi: Uu=uo (,2,1 : Uni normallaylik:
- (L;L;Lj,
J6 V6 Ve
Agar ﬂz =3 desak,
—29 +9,+39, =0,
4 +28,+8, =0,
39 +9,-28,=0
sistema hosil bo’ladi. Uning yechimi: :§ = ﬂ (;—1;1:. U holda ikkinchi xos vektor
. (L;_L;LJ
NERNEINE]
bo’ladi.
Uchinchi xos son 23 =—2 uchun
3w, +w, +3w, =0,
o, + 7w, +w; =0,
3w, +w, +3w, =0
sistemani yechamiz: = 7(1;0;—1) . U holda uchinchi xos vektor
- 1 1
€ = (E;O;EJ
bo’ladi.

él ,52 , 53 vektorlar o’zaro ortogonal (buni tekshirishni o’quvchiga havola gilamiz).
Demak, berilgan tenglamani kanonik ko’rinishga olib keluvchi chiziqli almashtirish

x = —=['+

1 1
— Y +—=1z
V2 V37 e
y —_Ly'+iz'
{ NEMNS

1 1
Z=——x+—y+—z

V27 3T Ve

bo’lar ekan. Bu almashtirishdan so’\ng berilgan tenglama
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12 12
6x" +3y'2 —2z?-6=0 yoki XT + y? -
ko’rinishga keladi. Demak, berilgan sirt bir pallali giperboloid ekan.
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5 - BOB
O’ZGARUVCHI VA O°’ZGARMAS MIQDORLAR

1-§. Umumiy tushunchalar.

1.1.0’zgaruvchi va o’zgarmas miqdorlar, to’plamlar. Tabiat, fan va texnika masalalarida bir
miqdorning ikkinchi migdorga bog’liq ravishda o’zgarishini ko’p kuzatamiz. Shu sababli o’zgaruvchi
miqdor tushunchasi matematikada asosiy tushunchalardan hisoblanadi.

O’zgaruvchi miqdor deb, tekshirilayotgan masaladagi kamida ikkita giymat gabul giluvchi migdorga
aytamiz . Ko’rilayotgan masaladagi miqdor faqat bitta qiymat gabul qilsa, u holda bu migdorni
o’zgarmas miqdor deb ataymiz.

Agar o’zgaruvchi miqdorning barcha giymatlarini jamlasak, o’zgaruvchi miqdorning gqiymatlari
to’plamini hosil qilamiz. Bu to’plamga kiruvchi giymatlarni to’plamning elementlari, deb ataymiz.

To’plamlar bosh harflar A4,B,C,..., X,Y,..., bilan, ularning elementlari esa kichik harflar a,b,c,...,
X,),..., bilan belgilanadi.

Agar X element A to’plamga tegishli bo’lsa, uni X € A ko’rinishda belgilaymiz, agar tegishli

bo’lmasa, u holda X & A , deb belgilaymiz.

Agar A to’plamning barcha elementlari B to’plamga ham tegishli bo’lsa, uni AC B deb
yozamiz, va A to’plam B to’plamning gism to’plami, deb ataymiz.

AC B belgi bilan bir qatorda unga tengkuchli bo’lgan B> A belgilashni ham ishlatamiz.

Agar to’plam birorta ham elementga ega bo’lmasa, u holda bu to’plamni bo’sh to’plam, deb
ataymiz va A = ko’rinishda belgilaymiz.

A va B to’plamlar teng, ya’ni A=B deymiz, agar AC B va BC A bo’lsa.

Kelgusida biz faqgat sonli to’plamlar, ya’ni elementlari sonlar bo’lgan to’plamlar bilan ishlaymiz.

To’plamlar uchun, sonlar uchun bajariladigan qo’shish, ayirish va ko’paytirish amallarining barcha
xossalariga ega bo’lgan arifmetik amallarni kiritish mumkin.

Ixtiyoriy A va B to’plamlarning yig’indisi deb , 4 va B to’plamlarning elementlaridan tuzilgan C
to’plamga aytamiz (qarang 57-rasm). Bu yig’indini C=A+B yoki C=AU B ko’rinishda yozish
gabul qilingan; xususan A-+A=A.

A va B to’plamlarning ko’paytmasi yoki kesishmasi deb bir vaqtda ham A4 ga ham B to’plamga
tegishli bo’lgan elementlar to’plamiga aytamiz va AB yoki AM B ko’rinishda belgilaymiz ( 58-
rasmga qarang). Xususan, A N A =A.

57-rasm. 58-rasm.
A B

A
B

60 -rasm.

Agar Z& .14, B _to’plamlar kesishmaydi, deymiz. fda kiritilgan amallar uchun
quyidagi xossalar o’rinli: 1) A+B=B+A, 2) (A+B)C=AC+BC , 3) (AB)C=A(BC) , 4)
(A+B)+C= A+(B+C) . Bu xossalarning 2) sini isbotlaymiz , qolganlari shu tariqa isbot gilinadi. Agar
X € (A+B)C bo’lsa, ko’paytmaning ta’rifiga ko’'ra, X € 4+B va X € C bo’ladi. Yig’indining
ta’rifiga ko'ra , X €4 yoki X € B bo’ladi, masalan X €4 bo’lsin. U holda X € AC va demak,
X € AC+BC. Bundan (A+B)C — AC+BC. Endi agar X € AC+BC bo’lsa, u holda yo X € AC yoki
X € BC bo’ladi, masalan X € AC bo’lsin. Bundan X €4 va X € C, bulardan esa, X € A+B va
X € C yoki X € (A+B)C kelib chigadi. Demak, AC+BC < (A+B)C . To’plamlarning tenglik
ta’rifidan (A+B)C =AC+BC ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

A va B to’plamlarning ayirmasi deb, A to’plamning B to’plamga kirmagan elementlari
to’plamiga aytamiz , bu to’plamni A\B ko’rinishda belgilaymiz (59-rasmga qarang). Umuman,
(A\B)+B # A, lekin , agar B — A bo’lsa, (A\B)+B = A bo’ladi.
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1.2. Kesma, interval, chegaralangan to’plam. Faraz qgilaylik, @ va D sonlar uchun @ < b
munosabat o’rinli bo’Isin.

Kesma yoki segment deb, @ < X < b tengsizliklarni qanoatlantiruvchi barcha X lar to’plamiga
aytamiz. Bu to’plam ll, b _ ko’rinishda belgilanadi.

a< x < b tengsizliklarni ganoatlantiruvchi X lar to’plamini interval, deb atab, g,b I
ko’rinishda belgilaymiz.

a<x<b va a<x<b tengsizliklarni ganoatlantiruvchi X lar to’plamini esa, mos ravishda

Il,b;ﬁ,b_ ko’rinishda belgilab, yarimochiq kesmalar yoki yarimintervallar, deb ataymiz.

Ko’pincha _ cheksiz va yarimcheksiz intervallar deb ataluvchi
Co,0 €0,a,€0,a,6,0 0 woplamiar ham ishlatiladi.

Agar a va b,a<b lar chekli bo’lsa, b—a ni [t,b:, (z,b;(z,b;ll,b: kesmalarning uzunligi,
deb ataymiz.

¢ (a< ¢< b ) nugtani o’z ichiga olgan har ganday Q,b: interval ¢ nuqtaning atrofi,
deyiladi. Xususan, € —¢&,c+ 8: interval ¢ nuqtaning & -atrofi, deb ataladi.

Faraz qilaylik , X = 5& haqiqiy sonlarning ixtiyoriy to’plami bo’lsin. Agar shunday haqiqiy M
son mavjud bo’lsaki, X to’plamning barcha x elementlari uchun x <M munosabat o’rinli bo’lsa,

X to’plam yuqoridan chegaralangan, agar m son mavjud bo’lib, barcha x lar uchun x>m

munosabat o’rinli bo’lsa, u holda X to’plam quyidan chegaralangan , va nihoyat, agar X to’plam
ham yuqgoridan, ham quyidan chegaralangan bo’lsa , uni chegaralangan, deb atash gabul qilingan.
Agar to’plam chegaralangan bo’lmasa, u holda uni chegaralanmagan to’plam deymiz. Buni yana

quyidagicha ta’riflash mumkin: agar har qanday M >0 son uchun X to’plamning shunday x,

elementi mavjud bo’lsaki, uning uchun |x0|>M munosabat o’rinli bo’lsa, X to’plamni
chegaralanmagan to’plam, deb ataymiz.

1.3. Sanogli to’plam. Agar har qanday n € N uchun X to’plamda »n tadan oshiq element
mavjud bo’lsa, X to’plam cheksiz to’plam, deyiladi. Agar 4 ning har ganday a elementiga B
to’plamning biror b elementini mos qo’yuvchi o’zaro bir giymatli moslik mavjud bo’lsa, 4 va B
to’plamlar  ekvivalent deyiladi, ya’ni ikkita har xil a,,a, € A elementlarga ikkita har xil
b,,b, € B eclementlar mos keladi va har bir b e B elementga biror a € A4 element mos keladi.
Buni A4 ~ B ko’rinishda belgilaymiz.

Masalan, agar A r radiusli aylananing nugqtalari to’plami, B R >r radiusli kontsentrik
aylananing nuqtalari to’plami bo’lsa, u holda A4~ B bo’ladi.

Agar X = 3{ } N= 7{ bo’lsa, X to’plam sanoqli, deyiladi. Masalan, barcha juft natural sonlar

to’plami sanoqli, chunki buning uchun har bir juft natural sonni 2n ko’rinishda yozib 2n <> n
moslik o’rnatish kifoya.

Ta’rifdan ko’rinadiki, sanoqli X to’plamning elementlarini tartiblash mumkin, ya’ni quyidagi
ko’rinishda yozish mumkin

X= ﬂ,xz,...,xn,... .

1-teorema. Sanoqli yoki chekli E* to’plamlarning sanoqli yig’indisi sanoqli to’plamdir.
Isboti. E" to’plamning elementlari xk‘/, j=1L12,...., bo’lsa, ularni quyidagi ko’rinishda yozib
olamiz:
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Bularni quyidagi tartibda yozib chigamiz:
x11,xlz,x21,xl3,xzz.x31,xl4, .....
natijada j{l »V35V5,... to’plamni hosil gilamiz.

Natija. Sanoqli yoki chekli E”“ to’plamlarning chekli yig’indisi, agar ularning orasida kamida
bittasi sanoqli bo’lsa, sanoqlidir.
2-teorema. Ratsional sonlar to’plami sanoqlidir.

Isboti. Avval musbat ratsional sonlarni ko’rib chigamiz Q, :{B}. p +q natural sonni %
q

sonning ko’rsatkichi, deb ataymiz. Faraz qilaylik, 4, ko’rsatkichi n bo’lgan ratsional sonlar to’plami

bo’lsin. A, to’plamlar chekli sondagi elementlardan tuzilgan, masalan

4 =04, =4ba JL 2L, 4L 25
1 21 321

Ko’rinib turibdiki, @, = UAn. Agar qavs ichidagi elementlarni 1-teoremada bajarilgan tartibda
n=1
belgilab chigsak,
rn=Lr,=—,rn=2r,=—,r. =3,.....
1 2 2 3 4 3 5
ketma-ketlikni hosil qilamiz, bu yerda gayta takrorlangan sonlar, masalan 2 tashlab yuborildi.

Demak, O, sanoqli ekan. Q = {— E} to’plamning sanoqli ekanligi xuddi shu kabi isbot gilinadi.
q
Shu sababli, barcha ratsional sonlar to’plami O =0, UQ_ U Q ham sanoqlidir.

3-teorema. Barcha hagqiqiy sonlar to’plami sanoqli emas.
Bu teoremani isbotsiz keltiramiz.

2-§. Ketma-ketlikning limiti.

2.1. Ketma-ketlikning limiti tushunchasi.

Sanoqli X = ﬂ,xz,xw...,xn,... _to’plamni ketma-ketlik, deb ataymiz. Ketma-ketlik 7{, )

ko’rinishda ham yoziladi, bu yerda X, ketma-ketlikning 7 - hadi, deb ataladi.
Misollar:
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n-ll_Jp 123
4) n 273747)

5) £ +13 4500,
6) G'n ¥ 41234,

1-, 2- va 4-misollardagi ketma-ketliklar chegaralangan, 3-,5- va 6-misollardagi ketma-ketliklar esa

chegaralanmagandir. Shunday bo’lsa ham, 3-misoldagi ketma-ketlik quyidan 0 soni bilan , 5-
misoldagi ketma-ketlik esa quyidan 2 soni bilan chegaralangan.

2-misoldagi ketma-ketlikda juft hadlari takrorlangan, ya’ni X, =X, = X, =....= 2. To’plamlarda
bunday elementlar bir marta olinar edi, ketma-ketliklarda esa bu elementlar har xil, deb tushuniladi.

Agar 7%, _ ketma-ketlikning barcha hadlari bitta songa teng bo’lsa, bu ketma-ketlikni 0’zgarmas
deymiz.

Ta’rif. Agar ixtiyoriy & >0 son uchun shunday 7, =n,(g) son topilsaki, barcha natural

n>n, sonlar uchun

xn—a‘ <& (1)

tengsizlik o’rinli bo’lsa, & son 7{, _ ketma-ketlikning limiti deb ataladi.
Buni
lmx, =lmx, =a yoki x, >a

n—>w
ko’rinishda belgilab, 7{,  ketma-ketlik @ limitga intiladi yoki yaqginlashadi, deymiz.

O’zgarmasni limiti o’ziga teng. Haqiqatan, agar lim X, =4 bo’lsa, u holda lim X,q=4a

bo’ladi, chunki agar 7 > lar uchun |X, — a‘ <& bo’lsa, >Ny -1 lar uchun |x,_ , — a‘ <&

bo’ladi.
1-misoldagi ketma-ketlikning limiti 0 ga teng. Hagiqatan, ta’rifga ko’ra, ixtiyoriy & >0 uchun

n+l

1 o o . 1 1
— —0[< & bo’lishi kerak, bu tengsizlikni echaylik. Bundan, — < n. Agar  n, =n, (6) =— desak,
n £ &
1
u holda barcha 7 > #( lar uchun |——0|<& bo’ladi.
n
4-misoldagi ketma-ketlikning limiti 1 ga teng. Bunga ishonch hosil qilish uchun
1= il (L PP
n n

1
tengsizlikni echish kifoya. Yuqorida bu tengsizlik har ganday & >0 wuchun 7 >n,=n,(g)=—
g

bo’lganda bajarilishini ko’rsatgan edik. Bu

lim =1
n—>0 n
ekanligini bildiradi.
Misol . Agar |g|<1 bo'lsa, u holda
q" =0. )
n—>o0
Hagiqatan, agar ¢ # 0 bo’lsa, u holda
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q" —0‘ =|q"|<&
tengsizlik
nlglg|<lg e
bo’lganda, ya’ni
Ig e
n> L LA 1, ()
lgq]

bo’lganda o’rinli bo’ladi. Endi, agar ¢ = 0 bo’lsa, q" larning barchasi nollardan iborat bo’ladi ,
uning limiti esa 0 ga teng.

Ixtiyoriy haqiqiy @ sonni garaylik. Ma’lumki, har ganday haqiqiy sonni cheksiz o’nli kasrga
yoyish mumkin:

a=a,,a,a,a,..4,....

Agar
a*-=a,,aa,a,..a,
desak, u holda
U U
lim a"-=a 3)
bo’ladi.
Hagqiqatan,

<10™

w2

‘a - aq =0,0..0a,,,a

bo’lgani uchun, yuqorida ko’rilgan misolga ko’ra, agar ¢ =10"" desak, har ganday & >0 uchun
shunday 7, topiladiki, 72 > ¥ lar uchun

‘(1 —a (1:‘ <&
o’rinli bo’ladi.

Bundan, har ganday haqiqiy son biror ratsional sonlar ketma-ketligining limiti bo’ladi degan
xulosa kelib chigadi. Xususan, har ganday irratsional sonni etarlicha aniqlikda ratsional son bilan

yaginlashtirish mumkin. Shu sababli, ratsional sonlar to’plami ( barcha haqiqiy sonlar to’plami R

da zich joylashgan, deyiladi.
Limitni ta’rifidagi (1) tengsizlik quyidagi ikki tengsizlikka

-e< X, —0<g yoki A—e< X, < ad+e

teng kuchli. Bundan, n> ny lar uchun X, € (I—E,a—l-e‘/ bo’lishligi, ya’ni @ ning ¢ -

atrofiga tegishli bo’lishligi kelib chigadi.
U holda limitni quyidagicha ta’riflasa ham bo’ladi:

a son x, ketma-ketlikning limiti bo’ladi, agar ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday 7, son
topilsaki, n> ny indekslar uchun x, hadlar @ ning ¢ - atrofiga tegishli bo’lsa. Demak, xulosa

qilib aytganda, @ son Xx, ketma-ketlikning limiti bo’lishi uchun, @ ning biror ¢ - atrofida ketma-
ketlikning cheksiz ko’p elementi yotib, tashqarisida chekli sondagi elementi qolishi kerak ekan.

Misol . Quyidagi
17 3 B 4)
ketma-ketlik limitga ega emas.
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1
Hagqiqatan, teskarisini faraz qgilaylik, ya'ni ketma-ketlik @ limitga ega bo’lsin. Bu nuqtaning 5 -
atrofini ko’raylik. Bu oraliq bir vaqtda ham 1 ni ham -1 ni 0’z ichiga olmaydi, chunki oraliq

2
uzunligi g , -1 va 1 sonlar orasidagi masofa esa 2 ga teng, ya’ni atrof tashqgarisida (4) ning cheksiz

ko’p elementi qolyapti, bu esa yuqoridagi limit hagidagi xulosamizga zid. Bu ziddiyat d (4) ning
limiti bo’laolmasligini bildiradi, @ ixtiyoriy son bo’lgani uchun bundan (4) birorta ham limitga ega
emasligi kelib chigadi.

Ketma-ketlik limiti quyidagi xossalarga ega.

1-xossa. Agar ketma-ketlikning limiti mavjud bo’lsa, u yagona bo’ladi.

Isboti. Teskarisini faraz gilaylik, ya’'ni X, ketma-ketlik @ va 6 har xil limitlarga ega bo’lsin.

U holda limitning ta’rifiga ko’ra, ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday #, (‘/ va n, (.‘/ sonlar

topiladiki, 7 >n, é/ va n> n, é/ bo’lganda mos ravishda |X, — Cl‘ <g va |X, —6‘ <g bo’ladi. Agar

n, = max ri,nz _desak, n>n lar uchun

‘a—e‘z xX,—6ta—x,|<

X, —a‘+ X, —6‘ <2
bo’ladi, £ ixtiyoriy kichik son bo’lgani uchun bu tengsizlik @ =6 bo’lgandagina o’rinli bo’lishi
mumKkin.

2-xossa. Chekli limitga ega bo’lgan ketma-ketlik chegaralangan bo’ladi.

Isboti. Agar Xx, ketma-ketlik @ chekli limitga ega bo’lsa, ixtiyoriy € > 0 uchun shunday

n, e‘/ son topiladiki, 7 >#n( lar uchun

X, — Cl‘ <g va 0’z navbatida |xn| —|a| < |xn —a| <g yoki
|xn| < |a| +e bo’ladi. Agar

M:max|5§1 a|+8i

o5 |5eees X, |5

<M munosabat o’rinli bo’ladi. Bu 7{, _ ketma-

desak, barcha natural #  lar uchun ‘xn
ketlik chegaralanganligini ko’rsatadi.

3-xossa. Noldan farqli a limitga ega bo’lgan 7%1 _ ketma-ketlik uchun shunday 7

. a C e g .
topiladiki, # >n lar uchun |xn|>| % munosabat o’rinlidir. Agar @ >0 bo’lsa, ko’rsatilgan 7 lar

uchun x, >% , va agar d <0 bo’lsa, X, <% bo’ladi,ya’ni x, ketma-ketlik hadlari biror nomerdan

boshlab, d ning ishorasini takrorlaydi.

Isboti. Agar x, —>d =0 bo’lsa, u holda s=|% uchun shunday 7 topiladiki, n>n, lar

0/ Ja=x,| = |a -],

a a
>|a| — | % = g bo’ladi. Endi yuqoridagi tengsizlikni quyidagicha yozib olamiz

a-|%<xn<a +|%.

uchun

yoki (X,
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a
Agar d>0 bo’lsa, u holda bundan x,>d —|%=E , va agar d <0 bo’lsa, x,<d +|%= a-

a
5 kelib chigadi.

4-xossa. Agar x,—>@, y,—bD va barcha natural n lar uchun x, <y, bo’lsa, u holda

a
2

a<b bo’ladi.
-
Isboti. Teskarisini faraz qilaylik , ya’ni b <a bo’lsin. Berilgan 0< € < G- /é uchun shchunday

1y va N, larni tanlash mumkinki, 7 >7 lar uchun d -¢ < x,, va n>n, lar uchun y,k < b+e

bo’ladi. Endi agar n( = max{n, n,} desak, u holda n >ng lar uchun y,6 < b+e<<a-¢<

x, bo’ladi. Ziddiyatga keldik, bu gilgan farazimiz xato ekanligini bildiradi.

5-xossa. Agar ¢ ga yaqinlashuvchi 7{, _ ketma-ketlik uchun shunday 7, mavjud bo’lsaki,

n >ng laruchun x, €[4, b] bo’lsa, u holda ¢ [ &, b] bo’ladi.

Isboti. Shartga ko’ra, a<x, < b. Bu tengsizliklardan ¢ ni ayiramizz a—c¢ < X, —c< b-c.
Bu yerda c<@ bo’lmaydi, chunki aks holda ¢ ning shunday e-atrofi mavjudki, u berilgan ketma-
ketlikning cheksiz ko’p X, elementlarini 0’z ichiga olib, ular uchun X, < cte< @ tengsizlik o’rinli

bo’ladi. Bunday bo’lishi mumkin emas, chunki shartga ko’ra tanlangan 7 lar uchun @ < X, .

b<c¢ ham bo’laolmaydi, chunki aks holda shunday &>0 son mavjudki, b < c-¢ bo’ladi. Shu ¢
son uchun shunday # mavjudki, # >#n( lar uchun b<ce< X, bo’ladi. Buni bo’lishi mumkin
emas, chunki shartga ko’ra X, < b. Demak, d <c< b .

Eslatma. Agar xossaning biror sharti buzilsa, u holda xossa o’rinli bo’lmasligi mumkin, masalan,
X, =% L1€ 0.1 | Ickin c=0 <[0,1] .

6-xossa. Agar barcha natural 7 lar uchun x, <y, <z bo’lib, x, va z, ketma-ketliklar bir
xil @ limitga intilsa, u holda y, ketma-ketlik ham shu limitga intiladi.

Isboti. Ixtiyoriy & > 0 uchun shunday #; va n, sonlar topiladiki, # > »n | lar uchun a -¢ <
X, va n > njlaruchun z, < @ +e bo’ladi. Agar 7 (= max{n , n,} desak, 7> 1, bo’lganda,

n

d-e<Xx,<y,<z,<d+e,bundanesa |}, —a‘ < ¢ ekanligi kelib chiqadi.

X —>‘(1‘ bo’ladi.

7-xossa. Agar x, —»d bo’lsa, u holda |X,

X, — d| tengsizlikdan kelib chigadi.

~ld] <

Buni isboti ||x,
2.2. Limitga ega bo’lgan o’zgaruvchilar ustida arifmetik amallar. Berilgan 7{! ;ﬂn ketma-
ketliklar mos ravishda chekli @ va D limitlarga ega bo’lsin, deb faraz qilaylik.
10, im €, +y, =limx, +lim y,
20. lim €, y, =lim x, -lim y,
x, lmx,
y, lmy,

Isbotlari. Ixtiyoriy € >0 uchun 7 sonni shunday tanlaymizki, # >n o lar uchun

30. agar lim y, # 0 bo’lsa, im
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X —a‘<g/2, yn—b‘<g/2

n

bo’lsin. U holda n >n  lar uchun

€, £y, > G+e]< |x,—d|+ |y, —b <cr2te2=2
bo’ladi. Bu 19 ni o’rinli ekanligini ko’rsatadi. Endi 20 ni isbotlash uchun quyidagi munosabatni
ko’raylik:

xny}’l _ab| =

XY, —ay, +ay, —ab| <|x,y, —ay,|+|ay, —ab| =

Y.|x, —a|+|a|y, - bl (3)

2-xossaga ko’ra, ), ketma-ketlik limitga ega bo’lgani uchun chegaralgan, ya’ni shunday M > 0
son mavjudki,

Yal = M, n=12,.., (6)
la| < M (7
Ixtiyoriy € >0 uchun 7 sonni shunday tanlaymizki, # >n ( lar uchun
X, —a‘<s/2M, V. —b‘<s/2M
bo’lsin. U holda n >n ( lar uchun
X,y ae‘ Me + Me g
- < - = .
e 2M  2M
Faraz qilaylik, b#0 bolsin. U holda
=~ ~
X, a__%b—%ngtn—¢p+6—yLﬂ<
v, bl | »b | .[p)
x,—al -y, la
xi=d | ] ®
Y, .o

Endi 3-xossaga ko’ra, yetarlicha katta 7 ; uchun 7> n | bo’lganda

Y
vl /o ©

bo’ladi. Ixtiyoriy € >0 uchun %, va n 3 sonlarni shunday tanlaymizki, 7 > n, bo’lganda

x, —d<eb/ (10

alv, —6l<<b’, an

bo’lsin. U holda, agar 7n¢=max 7{,,n2,n3 desak, n> n bo’lganda, (8)-(11) tengsizliklarga
ko’ra

va N> N3 bo’lganda

X a

n

y, b

L el 2

&
+—=¢
4 | 2

bo’ladi.

2.3. Cheksiz kichik va cheksiz katta miqdorlar.
1-Ta’rif. Limiti nolga teng bo’lgan har ganday ketma-ketlik cheksiz kichik migdor, deyiladi.

<g bo’lsa, &,

Demak, agar ixtiyoriy £>0 uchun shunday 7 ( topilsaki, 7> 71, lar uchun |an

ketma-ketlik cheksiz migdor bo’lar ekan.
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Bundan, X, ketma-ketlik @ limitga ega bo’lishi uchun u X,=a+ &, buyerda «&
cheksiz kichik miqdor, bo’lishi zarur va yetarli ekanligi kelib chigadi.

n

2-ta’rif. Agar har ganday A7>0 uchun shunday 7 ( topilsaki, # > 1 lar uchun ‘ ,Bn > M bo’lsa,
,Bn ketma-ketlikni cheksiz katta miqdor, deymiz. Buni
im B, =0 yoki B, « (12)
ko’rinishda yozib, ,Bn cheksizlikka intilyapti, deb atash gabul qgilingan.
Ayrim hollarda ,Bn ning ishorasiga garab, uni
im B, =+ , B, +x (13)
yoki
lim g, =—0 . f,> (14)

ko’rinishda yozish mumkin. Lekin, {-/)'n} ketma-ketlik misolida (12) ko’rinishda ifodalanishi
mumkin bo’lgan ketma-ketlikni na (13) ko’rinishda, na (14) ko’rinishda ifodalab bo’lmasligini ko’rish
mumkin.

94
1-xossa. Agar X, chegaralangan va an cheksiz katta miqdorlar bo’lsa, u holda % -0
bo’ladi.

Isboti. Shartga ko’ra, &, chegaralangan migdor bo’lgani uchun , shunday M;>0 son mavjudki,

|0(n <M;,va

,3,, cheksiz katta migdor bo’lgani uchun, ixtiyoriy M,>0 son uchun shunday #» ( topiladiki, # > n

lar uchun ‘ ﬁn > M, bo’ladi. U holda n > n( lar uchun

n| _ |a" <
ﬂn |ﬂn 2

bo’ladi. M, ixtiyoriy katta son bo’lib, 7, unga bog’liq holda topilgani uchun, ¢ ixtiyoriy kichik
bo’lib, n & ga bog’liq bo’ladi.

Natija. Agar &, cheksiz katta migdor bo’lsa, u holda an =%{ cheksiz kichik miqdor

(04 A]M1

=&

bo’ladi.

2-xossa. Agar X, quyidan musbat @ son bilan chegaralangan va &, noldan fargli cheksiz

X
kichik miqgdor bo’lsa, u holda % — o bo’ladi.
n

X

n

Isboti. Shartga ko’ra, barcha natural # lar uchun =X,>ad >0 va ixtiyoriy &>0uchun

< ¢ bo’ladi. U holda

shunday 7 ( topiladiki, # > n lar uchun |0!n

X

n

Yn
tengsizlik barcha 7> n lar uchun bajariladi.

Natija. Agar &, cheksiz kichik migdor bo’lsa, u holda an :%{ cheksiz katta migdor

a
> =M
£

bo’ladi.

122

www.ziyouz.com kutubxonasi



3-xossa. Cheksiz kichik migdor &, bilan chegaralangan X, migdor ko’paytmasi cheksiz
kichik miqdordir.
Isboti. Hagiqatan, ixtiyoriy &>0 uchun shunday 7 ( topiladiki, # > 1 lar uchun |an < %4

bo’ladi, bu yerda barcha natural 7 lar uchun |xn| <M .Uholda n> n lar uchun

a,x, — 0| = |an

xl’l

<t M=¢
M
bo’ladi.

2.4. Anigmasliklar. Yuqorida keltirilgan xossalarning shartlari qanoatlanmaydigan barcha boshga
hollarda natijasi aniq xulosaga olib kelmaydigan quyidagi holatlar yuz beradi. Masalan,

1 1 X,
agar x,=—, ),=—, bo’lsa, n —> o da =11,
n n

Yn
1 _ 1 X,
agar x,=—, YV, =, bo’llsa, n >0 da — =n-—>0,
n n Y,
1 1 x, 1
agar X, =—, V, = bo’lsa, n —> o0 da —:_—)O,
n n y, n
(=D" 1 e n o
agar X, = , Y, =— bollsa, — = (—1) bu ketma-ketlikning limiti mavjud emas.
n n

n

X
Demak, X, —> 0 s Y, — 0 ekanligi % ifodaning natijasi to’g’risida aniq bir xulosa
n

X 0
chiqarishga yetarli emas ekan. Shuning uchun % ifodani X, —> 0 s YV, — 0 bo’lganda [Ej
n

ko’rinishdagi anigmaslik, deb atashadi.

X Q0
Xuddi shunday, X, —>© | V, —> 9 bo’lganda, % ifodani (gj ko’rinishdagi
n

anigmaslik, deb ataymiz.

Agar X, —0, Y, = 0 bo’lsa, uholda X,Y, ifoda ()oo: ko’rinishdagi anigmaslik,
deyiladi.

Va nihoyat, agar Xx, — +00,),6 —> —©0 bo’lsa, X, +V, ifoda ‘0 —OO: ko’rinishdagi

anigmaslik, deb ataladi.

Ayrim hollarda berilgan ifodalarni soddalashtirish hisobiga aniq bir natijaga kelish mumkin. Buni
anigmasliklarni ochish, deb ataymiz.

Anigmasliklarni ochishga doir misollar ko’raylik.

I-misol. Agar

x,=a,n" +..+an+a,,
y, =bn +b_n“"+. . +bn+b,, (a,#0b, =0,

X Q0
bo’lsa, u holda % ifoda 1 —> 0 da (;j ko’rinishdagi anigmasliklik bo’ladi.
n

m
1) Agar k=m bo’lsa, surat va mahrajni 77 ga bo’lamiz:
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no_ " n n" a_m
yn b + m-1 + +b70 e bm
" on n"
s fm = e
yani o0 y b .
n m

. X . X
2) Agar m > Kk bo’lsa, hm( / JZOO ,agar m< Kk bo’lsa, llm(/ )20 bo’ladi.
n—> Vi n—> Y

2-misol. Agar X, =+n+l,y = \/; bo’lsa, u holda X,—Y, ifoda n—> da
(O — 0 ko’rinishdagi anigmaslik bo’ladi. Bu anigmaslik quyidagi tartibda ochiladi:

xn_ynzm_fz

_ n+l1-+n ~
BT A et

\
Demak, M(/n—i— —\/;/20 .

n—>®0

2.5. Monoton_ ketma-Kketliklar.

Ta’rif. 5% _ kamaymaydigan (o’smaydigan) ketma-ketlik deyiladi, agar barcha n € N lar
uchun
X <X

n n+l

( xn 2 xn+1 )
tengsizliklar o’rinli bo’lsa.

Agar x, < Xx,,, (x, > X,,,) qat’iy tengsizliklar o’rinli bo’lsa, u holda 7%, _qat’iy o’suvchi

(qat’ily kamayuvchi) yoki qgisqacha o’suvchi (kamayuvchi) ketma-ketlik, deyiladi. O’suvchi va
kamayuvchi, kamaymaydigan va o’smaydigan ketma-ketliklar monoton ketma-ketliklar, deb ataladi.
Monoton ketma-ketliklarning elementlarini quyidagi tartibga solish mumkin:

X SX, . SX, <X, S..oyokiox 2x, 22X, 22X, =....

Bu tengsizliklardan ko’rinadiki, kamaymaydigan ketma-ketlik quyidan va o’smaydigan ketma-ketlik
yugoridan chegaralangan bo’lar ekan.

Har ganday monoton ketma-ketlik ham chekli limitga ega bo’lavermaydi. Masalan, {n?+1} ketma-
ketlik cheksiz monoton o’sadi, shu sababli uning limiti chekli bo’Imaydi.

Quyidagi Boltsano-Veyershtrass teoremasi bu savolga to’liq javob beradi.

Teorema. Kamaymaydigan (o’smaydigan) va yuqoridan M (quyidan m ) soni bilan chegaralangan

n+l

X3 X553 X5eeuis X)) e (15)
haqiqiy sonlar ketma-ketligi M dan katta (m dan kichik) bo’lmagan @ limitga ega:
Imx, =a<M (limx,=a>m). (16)
Nn—>0 n—>0

Isboti. (15) ketma-ketlikning barcha elementlarini chekli yoki cheksiz o’nli kasrlar bilan ifodalaymiz

X; = X0 X 1 X g Xy oee

Xy = XogsXp 1 XggeeXyyoen
a7
X, = X005 X, X 0o X e

n
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Ikki hol bo’lishi mumkin: x,>0 yoki x;<0 .
Faraz qilaylik, x,>0 va (15) ketma-ketlik kamaymaydigan bo’lsin. U holda, barcha n lar uchun

x, >0 bo’ladi.
Ketma-ketlik kamaymaydigan bo’lgani uchun  (17) dagi kasrlarning butun gismlari uchun

X, 0= X,41,0< M munosabat o’rinli bo’ladi. M chekli son bo’lgani uchun X, sonlar orasida M dan
oshib ketmaydigani bor. Faraz qilaylik, u ano bo’lsin, uni shartli ravishda @ bilan belgilaylik.

Ma’lumki, @y< M. (17) dagi kasrlarning verguldan keyingi birinchi ragamlari 7 2> n, lar uchun
X, < X,4+1,1 munosabatda bo’ladilar. Tabiiyki, ularning orasida ham Kkattasi bor, faraz gilaylik, u
X,,1 bo’lsin, uni shartli ravishda ¢ bilan belgilaylik. Agar 71 2 N,>N; bo’lsa, ay,a, <x, <M
bo’ladi. Endi matematik induktsiya usulini qo’llaymiz, ya’ni biror 7, uchun 7 > n. bo’lganda
a,,a,a,..a, <X, =< M bo’lsin, deb faraz qilaylik. H 2N, lar  uchun
X, =a,,a,a,..4, X, .. bo’lgani uchun, ularning verguldan keyingi 7, -xonasidagi x,, .,
ragamlarini solishtirib chigamiz. # = n, lar uchun Xx,, <X, +1,n,,, Munosabat o’rinli , ularning

orasida eng kattasi mavjud, faraz qilaylik, u annxﬂ bo’lsin, uni @ n.+1 bilan belgilaylik. Demak,

n2n, lar uchun a,,a,a,..4, a, . <x, <M . a=a,,a,a,..4,..., deb belgilaylik. U

e =y +1

holda , im x, = a bo’lishini isbotlash qoldi.

n—>x0
Hagqiqatan, yetarlicha katta 7 ¢ uchun X, =a,,a,a,..a, x
0
U holda,

g4 ceee

la—x,/=0,00..08, .8, ,..<107"

)

Ma’lumki, ixtiyoriy 0 < & uchun shunday 72 ; topiladiki, #Z > 1 ;| lar uchun 10"< ¢ bo’ladi. Agar
X, —d|<e bo'ladi

n,=max 7{),711 ~desak, 7 > N, lar uchun

Endi, agar Xx,;< 0 bo’lsa, u holda unga shunday s sonni go’shamizki, natijada X; +C >0
bo’lsin. U holda )y, =X, +C ketma-ketlik uchun yuqorida isbotlanganiga ko’ra, b limit mavjud.
Shu sababli, lim x, = lim €, —c:= b—c<Mm.

n—>w0 n—>w0
Endi, agar berilgan ketma-ketlik o’smaydigan bo’lib, quyidan m son bilan chegaralangan bo’lsa, u

holda %xn _ketma-ketlik kamaymaydigan va yuqoridan m bilan chegaralangan ketma-ketlik bo’ladi.
Isbotlanganiga ko’ra, bu ketma-ketlik uchun limit mavjud lim (— X, := —a < —m. Demak,
n—o0

lim Xp = —lim (— X, :: —(—Cl) =a = m ekan. Teorema isbot bo’ldi.
n—»0

n—>0
Misol . Ixtiyoriy 4@ son uchun
n

limZ- =0

n—>®0 n!
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Hagigatan, agar ‘d‘ <1 bo’lsa, bu tenglikni to’g’riligi ochiq ravshandir. Agar ¢ > 1 bo’lsa,

n
u — a_ . . un+l _
n , deb belgilaymiz. U holda #©—>© da —— =
n! u n+1

n

a

—>0  bo’ladi. Bundan,

yetarlicha katta  n, uchun V n> n, larda u,,

< u, bo’lishi kelib chigadi, ya’ni  u, ketma-
ketlik kamayuvchi va quyidan 0 soni bilan chegaralangan. U holda u, ketma-ketlikning limiti
mavjud:

lmu, =4=>0,

n—>0

Xuddi shunday,

A=]jmun+1=]jm(un- ? j=A1im( ? j=A-0=O.
n—> n—>o n+1 o\ n+1

n
n

a
= |—, — 0 bo’lishidan
n.

Berilgan tenglik @ <0 bo’lganda ham to’g’ri ekanligi 7 —> © da \
n!

kelib chiqgadi.

2.6. e soni. Natural logarifmlar.

- 1Y
7%, = (1 +— ketma-ketlikning o’suvchi va yuqoridan chegaralanganligini ko’rsataylik.
- n

N’yuton binomiga asosan

PRSI I o LTSS DS

k=0 K!
U holda
N (lijl_iu(ijw(lj
8 n 1 n 1-2 n 1-2-3 n
_ n(n=1)(n=2)..[n—(n-D] (lj as)
1-2-...-n n

(18) ifodada algebraik almashtirishlardan so’ng
1+l :1+1+L 1—l +; l—lj 1—g +...
n 1-2 n) 1-2-3 n n
...+;(l—lj(1—zj.(l—"_lj (19)
1-2-...-m n n n

Bu tenglikdan x, =2 ekanligi ko’rinib turibdi. Agar (19) da » ni n+] ga almashtirsak, (19) ga

asosan
n+l
X, =1+ ! =1+1+1 1- 1 + 1 1- 1 1- 2 +...
n+l1 1-2 n+l1 1-2-3 n+1 n+l

1 1 J 2 j n j
et 1- 1- L 1-
1-2-...-n(1+1£ n+1 n+1 n+1
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K K
hosil gilamiz. Bunda barcha k lar uchun l1-— <1 -
n n+

ekanligini e’tiborga olsak, barcha natural

n lar uchun X, < X, ., bo’lishligiga ishonch hosil gilamiz. Agar barcha k =1,2,...,n—1 uchun

1 1
1—E <lva — = ~._1 ckanligini hisobga olsak,
n k! 2
1 1 I 1
X, <l+l+—+. +—=<I+l+—-+5+..+——<
2! n! 2 2 2"
1 1 1
<l+|l+—+—=+..+—+...|=1+——=3. (20)
2 22 2111 1_1
2

Demak, 7{, _ ketma-ketlik monoton va yuqoridan 3 bilan chegaralangan ekan. U holda

Veyershtrass teoremasiga ko’ra, bu ketma-ketlik chekli limitga ega. Bu limitni L.Eylerning taklifiga
ko’ra e deb belgilash gabul qilingan. Yuqoridagi xulosalarga asosan 2 < e < 3 bo’ladi. (20) ga
asosan, bu limitni quyidagicha yozish mumkin
-1 6
e=) —+— (n>2), 21
= k! n
bu yerda @ - 0<6<1 bo’lgan son.
Bundan e irratsional son va uning aniqroq giymati e=2.7182818284... ga tengligi kelib chiqgadi.

Haqiqatan, teskarisini faraz qilaylik , ya’'ni €= % bo’lsin, bu yerda p , ¢ lar natural sonlar. U
holda (21) da 1 = g desak,

| —

P_~ %
PRl

k=0

o
2

41
Bu tenglikning ikkala tarafini q! ga ko’paytirsak va [ = q!Z—' desak,
k=0

p€G-150=0, (22)
kelib chigadi. (22) ning chap tomoni butun son va o’ng tomoni oddiy kasr. Bu garama-qarshilik
gilgan farazimiz xato ekanligini ko’rsatadi.

Asosi e bo’lgan logarifmlar natural logarifmlar, deb ataladi, @ ning natural logarifmi uchun /nd
belgi gabul qgilingan.O’nli va natural logarifmlar quyidagi munosabatlar bilan bog’langan
IlgN=MInN (23)
InN=1/M-IlgN (24)
Bu yerda M natural logarifmlardan o’nli logarifmlarga o’tish moduli.
M=lg e=lg 2.718~0.4343
1/M=In10~2.303
Shularga asosan (23) va (24) ni quyidagicha yozish mumkin:
IgN=0.4343InN InN=2.303IgN
Misol. Jadvaldan foydalanmasdan hisoblang.
In100=In102=2In10=2-2,303=4.606
n0,001=In10-3=-3In10=-3-2,303=-6,909

In V10 =%In 10 = %-2,303 —1151.

2.7. Boltsano-Veyershtrass teoremasi.

Ta’rif. ll, b _kesma II', b' _ kesmani qamraydi deymiz, agar
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a<a' < b'<b
. B ropr” . .
bo’lsa. Buni ll, b C ll N _ ko’rinishda yozamiz.
1-teorema. Agar o, = Il " ,bn _ (n=123,... ) lar wuzunliklari nolga intiluvchi

d n = bn —-a, —> O (n—>o ), bir-birini ichiga qamralgan kesmalar ketma-ketligi bo’lsa, ya’ni

n=123.... lar uchun O, ;c O, bolsa, u holda barcha O, kesmalarga tegishli bo’lgan

yagona C nuqta mavjud.
Isboti. Teorema shartiga ko’ra har ganday m uchun:
a,<a,<..<b,

Bundan ko’rinadiki, 1{1 ketma-ketlik kamaymaydigan va yuqoridan har qanday #” uchun b son

m

bilan chegaralangan, shu sababli Veyershtrass teoremasiga ko’ra,u yagona C < bm limitga ega. m

ixtiyoriy son bo’lgani uchun, xususan @, Scébn munosabat ham o’rinli. Demak, barcha
n=123.... lar uchun C €0,. Endi bunday nuqta yagona ekanligini isbotlaylik. Faraz gilaylik,

bunday nugqtalar ikkita C # C; bo’lsin. U holda, a, <c,c, Sbn bo’lgani uchun, har ganday 7
uchun
b,~a, 2|c—cl|>0

bo’ladi, bu b, —a, —> 0 shartga ziddir.
Bundan tashqari,

lim b :limh an/+a =c.

Endi faraz qilaylik, bizga (15) ketma-ketlik berilgan bo’lsin. Uning ichidan tanlab yangi tuzilgan har
ganday

Xy s X 5 Xy 5eees Xy 5eee (M<H, <3< L)

ketma-ketlik (15) ning xususiy ketma—ketllgl deyiladi.

Agar (15) ketma-ketlik chekli yoki cheksiz limitga ega bo’lsa, uning har qanday xususiy ketma-
ketligi ham shu limitga ega bo’ladi. (15) ning limitga ega emasligidan uning birorta ham xususiy
ketma-ketligi limitga ega emasligi kelib chigmaydi. Masalan,

1,-1,1,-1,...
ketma-ketlik limitga ega bo’lmasa ham, uning
1,1,1,..,1,...  va -1,-1,.,-1,...
xususiy ketma-ketliklari mos ravishda 1 va -1 limitlarga ega.

Chegaralanmagan yoki +o ga intiluvchi ketma-ketlikdan chekli limitga yaqginlashuvchi xususiy
ketma-ketlikni har doim ham ajratib olib bo’lavermaydi. Lekin, agar ketma-ketlik chegaralangan
bo’lsa, u holda bu muammoni quyidagi teorema hal kiladi.

2-teorema. (Boltsano-Veyershtrass) Har qanday chegaralangan (15) ketma-ketlikdan chekli limitga
yaqginlashuvchi xususiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin.

Isboti. (15) ketma-ketlik chegaralangan bo’lgani uchun uni barcha elementlarini 0’z ichiga olgan

ny 5°

,b_ kesma mavjud, bu yerda masalan, @ (15) ning quyi chegarasi va b uning yuqori chegarasi
bo’ladi. Bu oraligni teng ikkiga bo’lib, (15) ning cheksiz ko’p elementlarini gamragan gismini olamiz.

Bunday qism mavjud, chunki aks holda (15) ning cheksiz ko’p elementlari b dan tashqgarida
golgan bo’ladi, buni esa bo’lishi mumkin emas. Agar ikkala gismi ham cheksiz ko’p elementlarm 0’z

ichiga olsa, u holda ularning ixtiyoriy b1ttas1n1 olib, uni lll ,b _ bilan belgilaymiz. Undan (15) ning

biror X elementini tanlaylik va lll »0; _ ni yana teng ikkiga bo’lib, undan (15) ning cheksiz ko’p
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elementlarini gamragan qismini olib, uni llzabz _ deb belgilaylik. Bu gismdan (15) ning X, ga

teng bo’lmagan boshqga X,,2 elementini olaylik. Bu protsessni cheksiz davom ettirsak, bir-birining
ichiga gqamralgan va uzunliklari
—-a
bk —a P Z_k

nolga intiluvchi kesmalar va ulardan tanlab olingan X, ,X, ,X, »...,X, ... xususiy ketma-ketlik

hosil bo’ladi. U holda, 1-teoremaga va a, <X, <b, bo’lgani uchun 2.1. bo’limdagi ketma-

ketliklarning 6-xossasiga ko’ra,shunday C nuqta mavjudki, nlir_l;lw xnk = C bo’ladi.
k

2.8. Chekli limitning mavjudlik sharti.
Faraz qilaylik, (15) ketma-ketlik chekli @ limitga ega bo’lsin:
Imx, =a,

n—0
-~

ya’ni har ganday & >0 uchun shunday 7, = #, e/ son topilsinki, barcha 7 > 7 lar uchun

X, — Cl‘ <g’2
bo’lsin. U holda barcha 7,71 n lar uchun

X, —X, =|xn —a+a-—x, S|xn —a|+|xm —a|<a/2+sQ =€

bo’ladi, ya’ni chekli limitga yaginlashuvchi har qanday X, ketma-ketlik uchun Koshi sharti: har

~

ganday € >0 uchun shunday #, = 1, 6/ son topiladiki, /2,71 > n lar uchun

x,—x,| <e (25)

munosabat o’rinli bo’ladi.

Koshi shartini ganoatlantiruvchi ketma-ketlik fundamental ketma-ketlik, deb ataladi.

Demak, chekli limitga ega bo’lgan ketma-ketlik fundamental ketma-ketlik bo’lar ekan. Bunga
teskari bo’lgan xulosa ham o’rinli, ya’ni har qanday fundamental ketma-ketlik chekli limitga ega
bo’ladi.

Haqgiqatan, agar X, fundamental ketma-ketlik bo’lsa, u holda u Koshi shartini ganoatlantiradi.
(25) ni quyidagicha yozib olamiz:

X, —‘Xm‘ < |X, —Xm‘ <¢g
yoki
X, < ‘Xm‘+ &
Agar .
M:ngc I“J‘n J+ Xl

desak, barcha 7 eN lar uchun ‘xn‘ <M bo’ladi. U holda, Boltsano-Veyershtrass teoremasiga
ko’ra, X, ketma-ketlikdan biror chekli @ limitga yaqinlashuvchi Jdu ~ xususiy ketma-ketlikni

ajratib olish mumkin. @ limitga X, ketma-ketlik ham yaqginlashadi. Hagiqatan, Koshi shartiga

~

ko’ra, har qanday ¢ > 0 uchun shunday 7/, = H, 6/ son topiladiki, /7,71 > n, lar uchun

x —x | <&2 (26)

n m
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tengsizlik o’rinli bo’ladi. K —> 0 da an —> d bo’lgani uchun, shunday KO ni topish

mumkinki, barcha K > K{ lar uchun

X —a‘<aQ

nk’

bo’ladi. Endi agar K —> 9 da n1,, — o0 bo’lishini e’tiborga olsak, shunday « > « topiladiki, n.>
n ybo’ladi. U holda, (26) ga ko’ra barcha # > 7 ( lar uchun

X, —a‘ :‘xn -X, +X, —a‘ S‘xn -X,

+‘an —a‘< e2+e2=¢.

Bundan ad X, ketma-ketlikning limiti ekanligi kelib chigadi.
Yugoridi isbot qilingan fikrlarni quyidagi teorema ko’rinishida ifodalaymiz.

3-teorema. (Limit mavjudligining Koshi sharti) Haqiqiy sonlar ketma-ketligi 7&, _ chekli limitga
ega bo’lishi uchun uning fundamental ketma-ketlik bo’lishi zarur va yetarlidir.

6 - BOB
FUNKTSIYA. FUNKTSIYANING LIMITI.

1-§. Funktsiya tushunchasi.
Faraz qilaylik, bizga E,F  to’plamlar va £ ning har bir X elementiga /' ning biror
y elementini mos qo’yuvchi quyidagi f akslantirish berilgan bo’lsin:
f: E—>F (N
Agar EcC R, va FcR bo’lsa, f biro’zgaruvchili funktsiya , agar E < R",F c R, bo’lsa,

f ni ko’p o’zgaruvchili funktsiya va agar K= R, FC R" bo’lsa, f ni vektor funktsiya, deb
ataymiz.

Funktsiyani y =f(X ) ko’rinishda ham yozish qabul qilingan. £ to’plam f funktsiyaning
aniglanish yoki berilish sohasi, F* esa f funktsiyaning giymatlar sohasi, deyiladi. Aniglanish sohasi
uchun D(f) va giymatlar sohasi uchun R(f) belgilashlar ishlatiladi. Agar X e FE bo’lsa, u

holda y yoki f(X ) funktsiyaning X nuqtadagi qiymatini bildiradi.

Agar X E to’plamning o’zgaruvchisi bo’lsa, X ni erkli o’zgaruvchi yoki argument, deb

atashadi.
Funktsiyani belgilash uchun yana @&, %,¢,4,y,... harflar, argumentni belgilash uchun 6,7,0,&¢,...
harflar ishlatiladi.
Biz bu va keyingi uch bobda asosan bir o’zgaruvchili funktsiyalarni o’rganamiz.

Agar f: E1—> E, va ¢o: E,—>FE3 bo’lsa, uholda Z =¢(f(X )) funktsiya murakkab funktsiya

yoki f va ¢ funktsiyalarning superpozitsiyasi, deb ataladi. Murakkab funktsiya « ta funktsiya
superpozitsiyasidan iborat bo’lishi mumkin:

z=f1(f2(-.(fl(X ))-.)).

Funktsiyalarga ko’p misollar keltirish mumkin. Masalan, 7 radiusli doira yuzi S=nr?2 r
radiusning funktsiyasidir. Radius masofa sifatida fagat musbat qgiymatlar gabul qilishi mumkin

bo’lgani uchun , bu funktsiyaning aniqglanish sohasi R L= (O,OO) bo’ladi. Agar S=nr2 formulani

geometrik ma’nosisiz qarasak, u holda bu funktsiyaning aniglanish sohasi R, bo’ladi.
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Misollar:
ny=+1-x*, D)=L,

%) y=lg(l+x), D(f)=€Co

x* =1 -
D =" D()=R\HK,

4) y = arcSinx, D(f)= ll,l :
1) va 2) misollardagi funktsiyalar = murakkab  funktsiyalardir, chunki 1) funktsiya

y= \/; au=1-v,v=x : funktsiyalarning, 2) funktsiya esa y=1Ig u,u =1+ x funktsiyalarning
superpozitsiyasidan iborat.

Funktsiya tushunchasi igtisodiyotda ham keng qo’llaniladi. Masalan, talab, o’zlashtirish, taklif
funktsiyalari yoki foydalilik funktsiyasi, maqsad funktsiya va h.z.

Keltirilgan misollarda funktsiya formulalar yordamida berilgan, bundan funktsiya fagat formulalar
bilan berilar ekan degan xulosa kelib chigmaydi. Masalan, X ning har bir giymatiga uning butun

gismini mos qo’yuvchi K( funktsiyaning har bir qiymatini ko’rsataolsak ham:
E()=1,E(2,3)=2,E(r) =3 va x.k., uni hech qanday formula bilan ifodalab bo’lmaydi.
(x,f(x)) juftlik tuzib olib, koordinatalar tekisligidan bu juftlikka koordinatalari X va f(Xx)

bo’lgan nuqtani mos qo’yamiz. Barcha X € D larga mos qo’yilgan bunday nugtalarning geometrik
o’rnini f(Xx) funktsiyaning grafigi, deb ataymiz.

Funktsiyaning ko’p xususiyatlari: aniglanish sohasi, o’sish va kamayish oraliglari, uzulish nuqtalari
atrofida va cheksizlikda o’zini tutishi, grafikda yaqqol ko’ringani uchun, funktsiyaning grafigini qurish
va undan foydalanish amaliyotda juda muhim rol o’ynaydi.

\4

O a x b X

61-rasm.

Ayrim hollarda, funktsiya grafik ko’rinishda berilishi ham mumkin. Masalan, seysmik izlanishlarda
ishlatiladigan jihozlar seysmik o’zgarishlarni grafik ko’rinishda ifodalaydi yoki meditsinada
ishlatiladigan kardiogramma asbobi yurak hurujini grafigini chizib beradi yoki texnikada keng
go’llaniladigan otsillograf asbobi ham bunga misol bo’ladi.

Agar f(X) funktsiya biror (l,b’ oraligda berilgan bo’lib, a=0 ixtiyoriy o’zgarmas son bo’lsa, u
holda o va f funktsiyalar yordamida: 1)af(X), 2) f(X)+a, 3) f(X -a),4) f(oX) funktsiyalarni tuzib

olish mumkin. 1) va 2) funktsiyalar (c;b/ oraligda aniglangan, lekin 1) funktsiyaning grafigini

ordinatasi f(X) ordinataga nisbatan o marotaba uzaytirilgan. 2) funktsiyaning grafigi, agar o>0
bo’lsa, f(Xx) funktsiyaning grafigini « miqdor tepaga, va agar o<0 bo’lsa, |a|] miqdor pastga surish
natijasida hosil bo’ladi. 3) funktsiyaning grafigi esa, f(X) funktsiyaning grafigini @ miqdor o’ngga
agar o>0 bo’lsa,va agar a<0 bo’lsa, shu grafikni |o| miqdor chapga surib hosil gilinadi. Va nihoyat, 4)

funktsiya %,%’ intervalda aniqlangan; uning grafigi f funktsiya grafigini o« marotaba siqish

natijasida hosil bo’ladi.
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Agar f funktsiya nolga nisbatan simmetrik bo’lgan to’plamda aniglangan bo’lsa, va shu to’plamning
barcha nugqtalari uchun f(— X )=f(X) yoki f(-—X)=-f(X) munosabat o’rinli bo’lsa, bu funktsiyani mos
ravishda juft yoki toq funktsiya, deb ataymiz.

Ta’rifdan ko’rinib turibdiki, juft funktsiyaning grafigi )’ o’qiga nisbatan simmetrik, toq

funktsiyaning  grafigi esa, koordinata boshiga nisbatan simmetrik bo’ladi. Masalan,

2 / 2 h . /
x*,Cosx,N1—-x", f ﬁé‘/ - juft funktsiyalar, x”‘”,Sznx,x 1+x° funktsiyalar esa toq

funktsiyalardir.
Juft yoki toq funktsiyalar ko’paytmasi juft, juft va toq funktsiyalar ko’paytmasi esa toq funktsiya
bo’ladi.

2
Har ganday funktsiya juft yoki toq bo’lishi shart emas. Masalan, X — X +1 tog ham juft ham
emas.

f funktsiya E to’plamda o’suvchi (kamaymaydigan) funktsiya deyiladi, agar har qanday
X1,X, € E, X,< X, lar uchun f(Xx,) < f(x,) (f(Xx,) < f(X,) ) munosabat o’rinli bo’lsa.

f  funktsiya E to’plamda kamayuvchi (o’smaydigan) funktsiya deyiladi, agar har qanday
X, X, € E, X, < X, lar uchun f(Xx,) > f(x,) (f(X;) = f(X,) ) munosabat o’rinli bo’lsa.

Mahsulotning sotilish miqdori uning narxiga bevosita bog’liq. Ular o’rtasidagi munosabat talab
funktsiyasi deb ataladi. Tabiiyki, mahsulot narxi oshsa, mahsulotga bo’lgan talabni kamaytiradi, yani

talab funktsiyasi kamayuvchi funktsiyadir. Bu funktsiyani Qp = f (—’: ko’rinishda belgilaymiz. Ishlab
chigarilayotgan mahsulotning hajmi bilan uning narxi o’rtasidagi munosabat taklif funktsiyasi deyiladi
va QS = gP: ko’rinishda belgilaymiz. Bu funktsiya o’suvchi, chunki mahsulot narxining oshishi
mahsulotni ko’proq ishlab chiqgarishiga olib keladi.

f funktsiya E to’plamda chegaralangan deyiladi, agar har qanday X € E  uchun | f (X)| <M
munosabatni qganoatlantira-digan musbat A soni topilsa, aks holda f funktsiya E to’plamda
chegaralanmagan deyiladi. Masalan, y=% funktsiya kamayuvchi va (0,0) oraligda
chegaralanmagan, lekin (1,.0) oraligda chegaralangan.

Agar f funktsiya uchun shunday 7 son mavjud bo’lsaki, barcha X € D( f ) lar uchun

x+1 e D( f ) bo’lib | f(x)=f(x +T) munosabat o’rinli bo’lsa, bu funktsiyani davriy funktsiya,

T ni uning davri deb ataymiz. Masalan, Sinx, Cosx davri 27 bo’lgan davriy funktsiyalardir.
Funktsiya quyidagi jadval ko’rinishida ham berilishi mumkin:

X x| x|~ |x

Y| vl yal | .

Demak,funktsiya analitik ko’rinishda, ya’ni arifmetik, algebraik va trigonometrik amallar bilan
ifodalanuvchi formulalar bilan, yoki grafigi bilan, yoki jadval ko’rinishda berilishi mumkin ekan.

Berilgan funktsiya to’g’risida to’la tasavvurga ega bo’lish uchun uning, masalan analitik ifodasi
yetarlik bo’lmasligi mumkin, shu sababli, uning grafigi quriladi, agar funktsiya grafik yoki jadval
ko’rinishda berilgan bo’lsa, uning analitik ifodasini tuzish zaruriyati tug’ilishi mumkin, bu esa ancha
murakkab masala. Bunga doir masalalarni biz keyingi boblarda batafsil ko’rib chigamiz.

Biz shu paytgacha bir qiymatli funktsiyalarni ko’rdik, lekin f X € E ga )Y ning bittadan oshiq

giymatlarini ham mos qo’yishi mumkin, bunday funktsiyani ko’p qiymatli funktsiya deb ataymiz.
Masalan, arcSinx,arcCosx,arctgx lar shchunday funktsiyalar jumlasiga kiradi:

y =(=1)" arcsin x + kzr, y = tarccosx + 2kx, y=(-1)* arctgx +k,
k=0+142,...
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X va y lar o’rtasidagi munosabat quyidagi ko’rinishda berilishi ham mumkin:

F(x,7)=0. 2)
Bunday ko’rinishda berilgan funktsiyani oshkormas funktsiya, (2) ni esa, uning tenglamasi, deb

ataymiz. Masalan,

X2+y2:r2

aylananing tenglamasi oshkormas funktsiyaga misol bo’ladi. U oshkor bo’lmagan holatda bitta ikki
giymatli

y== rr—x’ , (=r<x<r);
funktsiyani yoki ikkita bir qiymatli y =+ r—x* va y= —\/r2 —x? funktsiyalarni aniglaydi.
Ularning grafiklari birgalikda markazi koordinatalar boshida bo’lgan » radiusli aylanani ifodalaydi.

Oshkormas funktsiyaning grafigi koordinatalari (2) ning yechimlaridan tuzilgan nuqtalarning
geometrik o’rnidan iborat bo’ladi.

Agar (2) ni yuqorida keltirilgan misoldagidek, biror o’zgaruvchiga nisbatan yechsak, ) = (DQ/
yoki Xx= l//ﬁ/: ko’rinishdagi funktsiyani hosil gilamiz. Bunda x= l//ﬁ/: funktsiyani Y= (DQ/
funktsiyaga teskari funktsiya, deb ataymiz.

2-§. Funktsiyaning limiti.

2.1. Ta’riflar. Cheksizlikka intiluvchi funktsiyalar. Chegaralangan funktsiyalar.
Faraz qilaylik, f(x) funktsiya @ nuqtaning o’zida bo’lmasa ham, uning biror atrofida aniglangan
bo’lsin. Agar X a ga , cheksiz ko’p elementlari @ ning shu atrofiga tegishli bo’lgan har ganday

7%, _ketma-ketlik bo’ylab intilganda ham, f(X) ning ularga mos keluvchi giymatlari ketma-ketligi

f(x]_)s f('x2 )5 f(x3)3"'9f(xn )s (1)
fagat A limitga ega bo’lsa, A ni f(x) funktsiyaning X —> @ dagi limiti, deb ataladi va
lim f(x) = 4 2

ko’rinishda yoziladi.
I-misol. f(X)= x> —2x+4 funktsiyaning X —> 2 dagi limitini topaylik. 2 ga intiluvchi

ixtiyoriy X, ketma-ketlikni garaylik. U holda, ketma-ketlik limitining xossalariga ko’ra
lim f(x)=lim(x,° —2x, +4)=lmx  —2limx, +4=4-4+4=4.
x—>2 x—>2 x—2 x—2
Demak, lim f(x)=4.
x—2

1
2-misol. f(X)= CoS ; funktsiya barcha X # 0 1arda aniglangan. Bu funktsiyaning X —> 0

dagi limitini aniglaylik.
0 ga intiluvchi quyidagi ketma-ketliklarni ko’raylik

2 2 ) b
1 f{(4n+1)ﬂ}’ 1 f{zm} ’

(4n+Drx
2

u holda,
f(x,)=Cos
f(x)=Cos2nr=1.

O;
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Berilgan f(x) funktsiya 0 ga intiluvchi ikki xil ketma-ketlik uchun ikkita har xil limitga ega bo’ldi.

Demak, berilgan funktsiya X —> 0 da limitga ega emas.
Funktsiya limitiga quyidagicha ta’rif bersa ham bo’ladi.
Ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢ > 0 son uchun shunday & > 0 son topilsaki,

‘x - a‘ <0
bo’lganda,
‘ f (x) — A‘ <eg

munosabat o’rinli bo’lsa, u holda A4 son f(x) funktsiyaning X — d dagi limiti deyiladi.

Funktsiya limitiga berilgan bu ikki ta’rif o’zaro ekvivalent.

Hagiqatan, faraz qilaylik, 4 son f(x) funktsiyaning
birinchi ta’rif bo’yicha X — @ dagi limiti bo’lsin, va u ikkinchi ta’rif ma’nosida limit bo’lmasin. U
holda shunday ¢y mavjudki, uning uchun kerakli & ni topib bo’lmaydi, ya’ni har ganday & uchun 0

< |x - a| < 8 bo’lsa ham, kamida bitta shunday X ; topiladiki, uning uchun

f(x5) = 4| e
bo’ladi.

1 1
Endi agar, 6=— (x=1,2,3,....) deb, ularning har biriga mos 0 < |X, — a‘ < — va ‘f(xx)— A‘ =g
K K

(k=1,2,3,....) munosabatlarni qanoatlantiruvchi barcha X =X ; larni topsak, ulardan X, —> @ bo’lsa
ham, f(x) larning A ga intilmasligi kelib chigadi. Demak, gilingan faraz xato, ya’ni 4 son f(X)
funktsiyaning ikkinchi ta’rif bo’yicha ham limitidir.

Endi teskarisini isbotlaylik, ya’ni A4 son f(Xx ) funktsiyaning ikkinchi ta’rif bo’yicha limiti bo’lsin.
U holda, x ning giymatlaridan tuzilgan @ ga intiluvchi 7{, _ ketma-ketlik mavjud. Berilgan ¢

uchun ikkinchi ta’rifda so’ralgan & ni topaylik. Endi shunday natural 7 ( ni tanlaymizki, 7 > 7

X, — (1‘ < & bo’lsin. U holda, ikkinchi ta’rifga ko’ra, 7 > 71 ( lar uchun ‘f(x,,)—A‘< €

bo’lganda

-~ -
bo’ladi. Bundan ﬁ‘fn _, ketma-ketlikning A ga intilishi kelib chiqadi. 7{, _ ketma-ketlik ixtiyoriy

bo’lgani uchun, A son f( X ) funktsiyaning birinchi ta’rif ma’nosida ham limiti bo’ladi.

3-misol. f(x)=x2 funktsiyaning X —1 dagi limiti 1 ekanligini ko’rsataylik.

Haqiqatan, € > 0 ixtiyoriy son bo’lsin. 1 ning (12 , 32) atrofini garaylik. Bu atrofning ixtiyoriy X
nugtasi uchun

2 =1 ==t 1 < 21,
2

12
Agar 6 = mm{a,gé‘} desak, u holda ‘X - 1‘ < & tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha X lar

uchun
<2200
25
Buni birinchi ta’rif bo’yicha isbot gilsa ham bo’ladi. Masalan, agar X, —1 ixtiyoriy ketma-
ketlik bo’lsa, limitlarning xossasiga ko’ra, lim an =lmx, -lmx =1-1=1.
4omisol f(X)=(x2-4)/(x-2) funktsiya D(f)=R\ 3 da
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aniglangan. Uning X —>2  dagi limitini topaylik. D( f ) ning ixtiyoriy X nuqtasi uchun
2
x° -4

x—2

=x+2. Agar { X ;}c D(f) 2 ga intiluvchi ixtiyoriy ketma-ketlik bo’lsa, u holda,

2

lim -4

n—>0 —
xn

=lm(x, +2)=2+2=4.

f(x)=(x2-4)/(x-2) va o(x)=x+2 har xil funktsiyalar bo’lsa ham (chunki ularning aniglanish
sohasi har xil), ularning X —2 dagi limitlari teng ekan.

Agar f(x) biror K >0 uchun |Xx|> K tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha X lar uchun
aniglangan bo’lsa, va ixtyoriy & > 0 uchun shunday M > K son topilsaki, | x| > M bo’lgan barcha

X lar uchun ‘ fi (x)—A‘ <¢ bo’lsa, u holda 4 son f(X) funktsiyaning X —o dagi limiti, deb
ataladi. Buni

lim f(x)=A4
X—>0
ko’rinishda yozamiz.
Bunday limitga ta’rifni ketma-ketlik tilida bersa ham bo’ladi.
Agar {X,} oo ga intiluvchi ixtiyoriy ketma-ketlik bo’lib,

lim /(x,)=4

bo’lsa, u holda A4 son f(Xx) funktsiyaning X —oo dagi limiti, deb ataladi.

Bu ikki ta’rifning ekvivalentligini isboti yuqorida chekli @ uchun bajarilgani kabi bo’ladi.

Umuman, f(Xx) funktsiyaning chekli @ uchun x - d dagi va X > dagi limitlarining xossalari
bir xil bo’lgani uchun, bu xossalarni ikkala hol uchun bitta qilib beramiz. Ayrim hollardagina zaruriyat
tug’ilsa, @ ning chekli, +o yoki -oo ekanligini ko’rsatamiz.

a ning ixtiyoriy atrofini U, bilan belgilaylik. Agar @ = (+oo yoki -) bo’lsa, d ning atrofi

deb , yetarlicha katta M > 0 uchun,
|X|>M (x >M yoki x <-M )
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha X lar to’plamini tushunamiz. Aytish lozimki, ikkita U,! va
U,? atroflarning kesishmasi ham biror U, atrof bo’ladi.
Agar f(Xx) funktsiya @ ning biror U, atrofida chegaralanmagan bo’lsa, ya’ni har gqanday M >
0 uchun va barcha X €U, lar uchun |f(Xx)|> M bo’lsa,

lim f(x)=o0

X—>®

deb yozamiz. Bunday funktsiyalarni X — @ dagi cheksiz katta migdor, deymiz.
Eslatma. Agar lIm f(x) =00 bo’lib, U, da f(x) > 0 (f(X) < 0 ) bo’lsa, u holda
X—>0

Iim f(x) =+ (Im f(x)=-—00) deb yoziladi.

2.2. Funktsiya limitlari haqidagi asosiy teoremalar.
1-teorema. Agar lim f (x) =A, A - chekli son bo’lsa, u holda f(x) biror U, atrofda
x—>a

chegaralangan bo’ladi.
Isboti Teorema shartidan , masalan, e=1 uchun shunday U, atrof mavjudki, uning barcha
nugqtalari uchun

1> | £ () = A4 = |fox)l- 4
ekanligi kelib chiqadi. Bundan, U, ning barcha nuqtalari uchun

(X)) < 1+ A]
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ni hosil qilamiz. Teorema isbot bo’ldi.
2-teorema. Agar lim f (X) = A, A - chekli son bo’lsa, u holda shunday U, atrof mavjudki,
xXx—>a

seop 4

Agar 4> 0 bo’lsa, f(X)> A2,va A<0 bo’lsa, f(Xx)< A2 .
Teoremaning isboti §2.1 dagi 3-xossaning isboti kabi bajariladi.

3-teorema. Agar lim f1 (x)= A1 , Iim fz (x)= A2 ,vabiror U, atrofda f;(X)< fo(X) bo’lsa,
X—a xX—>a

barcha x e U, lar uchun

uholda A;< A, bo’ladi.

I's b o ti. Faraz gilaylik, X, — a biror ketma-ketlik bo’lsin. Shunday 7 ( topiladiki, # > 1 ( lar
uchun X , €U, bo’ladi. Teorema shartiga ko’ra, bunday X p lar uchun f;(X )< fo(X p) bo’ladi.
U holda §2.1 dagi 4-xossaga ko’ra, 4 < A, .

4-teorema. Agar 1123 ﬁ (x)=4, }C]I_nmfz (x)=A , va biror U, atrofda  f1(X )< o(X)<f(X)
bo’lsa, u holda

lim e(x)=A4.

X—a
I's b o ti. Faraz gilaylik, X, — a biror ketma-ketlik bo’lsin. Shunday 7, topiladiki, 77 > 7 (lar

uchun X 5 eU, bo’ladi. Teorema shartiga ko’ra, bunday X , lar uchun f{(X )< (X 5)<f2(X n)

bo’ladi. U holda §2.1 dagi 6-xossaga ko’ra, lim o(X p)=A. {X p} ketma-ketlik ixtiyoriy bo’lgani

X,—>a

uchun, IIm ¢(x)= A4 bo’ladi.

X—a
5-teorema. Chekli lim f (X) =4 limitning mavjud bo’lishi uchun, f(X) ning @ nuqtaning
Xx—a
o’zida bo’lmasa ham, uning atrofida aniglanganligi va har ganday € > 0 uchun uning shunday U,
atrofi mavjud bo’lishi zarur va yetarliki, ixtiyoriy x',x"eU,,x',x"# a lar uchun

[fOD) = f ()<

bo’lsin.

Zarurligi Faraz qgilaylik , Iim f(x) =4 chekli bo’lsin. U holda, f(x) funktsiya @
nuqtaning biror atrofida aniqlangan bo’lggs Bundan tashqari, ixtiyoriy
e > 0 uchun shunday U, atrof mavjudki, agar x eU, , x#d , bo’lsa, ‘f(x) - A‘< g/2 bo’ladi.
Agar x',x"eU ,x',x"# a bo’lsa, u holda,
SO = FOM|< [F6) = A+ A= F () <s2+ 02 -

Yetarliligi. Faraz qilaylik, /(X) @ nuqtaning o’zida bo’lmasa ham, uning atrofida
aniglangan va har qanday € > 0 uchun uning shunday U, atrofi mavjud bo’lsinki, ixtiyoriy

x',x"eU,,x',x"# a lar uchun

[fO) = ()<

bo’lsin. @ ga intiluvchi biror {X 5}, X ;#d ketma-ketlikni olaylik. Ketma-ketliklar uchun Koshi

~

shartiga ko’ra ( qarang 4-bob,§2.8 ), har qanday € > 0 wuchun shunday #,=17, e son

—

topiladiki, 72,7 > n { lar uchun
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X —X

n m

vani x,,x €U, . Uholda, #,M> n, lar uchun

‘f(xn)_f(xm)‘< €,
ya’ni {f(X )} ketma-ketlik Koshi shartini qanoatlantiradi, va shu sababli limitga ega. Endi har xil
{X 5} ketma-ketliklar uchun {f(x 7 )} ketma-ketliklar bir xil limitga intilishini ko’rsatish qoldi.

Faraz gilaylik, X > @, X’jp—>a ; X p,X p=a (n=12,... ) bo’lsin. U holda, yuqorida
isbot qilinganiga asosan, shunday 4 va A’ lar mavjudki, f(Xx )= A va f(x'y)—> A’ bo’ladi.
Yangi d ga intiluvchi {X {,X'[,X,X",..., X p,X"n,...} ketma-ketlikni tuzamiz. U holda yuqorida
isbotlanganiga ko’ra, unga mos keluvchi {f(X ), f(X')), f(X3), f(X'),..., (X n)f(X'n),...}
ketma-ketlik ham chekli limitga egadir. Bu 4= A4’ bo’lsagina mumkin. Teorema isbot bo’ldi.

6-teorema. Agar Im f(x)=A va lim o(x)=B , A,B -chekli sonlar bo’lsa, u holda
X—>a X—>a

<g,

10, h’gl [/(X)tp(X)]=A+B;
20, h'm [/(X)o(x)]=A B;

x) A
30, Agar B#0 bo’lsa, lim f( ) =—.
x—a ¢(x) B
Isboti. 19 ni isbot gilamiz, 20 va 30 ning isbotlari shunga o’xshash bajariladi.

Ixtiyoriy € > 0 uchun @ ning shunday U,V atroflari mavjudki, barcha x eU  lar uchun

‘f(X) - A‘< g/2 va barcha X el  lar uchun ‘(D QC)—B‘ < ¢/2 bo’ladi. U holda, barcha
XEUa ﬂVa lar uchun

[F(X)xo(X)]-(A£B)=/(x)- Alx[e(x)- B
<|f(x)- A+ o(X)- Bl< g/2+ g/2=¢.

Bundan tashqari, quyidagi ikki munosabat ham o’rinli:
1. Agar f( x) chegaralanmagan funktsiya va lim ¢(Xx)=0 bo’lsa, u holda
x—>a

oL
x—a (D(X)

bo’ladi.
2. Agar Iim f(x)=A va im ¢(x )=« (A - cheklison )
xX—>a X—a
bo’lsa, u holda
im L9,

x—a ¢(.X)
bo’ladi.

Ayrim hollarda f( X ) funktsiya d ning o’zida emas, balki uning biror (1 b _( l’ a ) atrofida
aniglangan bo’lishi mumkm u holda funktsiyaning X —>Cl dagi limitini bir yoqlamah limiti deb,

xususan, X € e b bo’lsa, o’'ng limiti va agar X € P, a, bo’lsa, chap limiti, deb ataladi. Ular mos
ravishda f(d +0) va f(a -0) ko’rinishda belgilanadi.

Agar f(x) funktsiya (l,b’ intervalda aniglangan bo’lsa, u holda @ nuqtada o’ng f(d +0)
limiti va b nuqtada chap f(b -0) limiti ma’noga egadir.
Eslatma. f(d +0)= f(@ -0) = A4 tenglik IIm f(x) = A limitning mavjudligiga ekvivalent.
xX—>a
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S5-misol hrr}) Sinx =0 ekanligini isbotlang.
X—>

Hagqgiqgatan, har ganday X uchun ‘Simd <|x| bo’lgani uchun ixtiyoriy & > 0 uchun §=¢ desak,
|x -0] <& bo’lganda,
|Sinx—0| =|Sinx| < |x |=|x 0] < 5 = &
bo’ladi.
6-misol lm Cosx =1 ekanligini isbotlang.

x—0

Avvalgi misoldagidek, ixtiyoriy & >0 uchun & =+/2& desak, | X -0| <§ bo’lganda,

2
X x—0 1 2
|Cosx - 1| = ‘Cosx - CosOO‘ =2Sin* =< 2- = —|x - O| < 1 §2=¢
2 2 2 2
bo’ladi.
2.3. 1-ajoyib limit. Kelajakda ko’p ishlatiladigan quyidagi limitni

. Sinx
lim =1 (1)
x—0 X

T
1-ajoyib limit deb atashadi. Buni isbotlashdan avval, 0<X < 5 lar uchun Sin<X < 12X
bo’lishini ko’rsataylik.

Buning uchun R radiusli doirada
AOB o’tkir burchak, 4B vatar va A
nuqgtada o’tkazilgan AC urinmani
ko’raylik (gqarang 62-rasm).

Rasmdan ko’rinadiki

Spios < Seoraos< Spsoc -
62-rasm. Bundan

1 , 1 1
ERZ 'SlnX< ERZ X < ERz tgx

1 T
Agar bularni ERZ ga bo’lib yuborsak, Sinx<X < I€X ni hosil gilamiz. 0<X < 5 ekanligini

e’tiborga olib, oxirgi tengsizlikni Sinx ga bo’lib yuborsak,
Sinx

> COSX.

1>
Bundan
Sinx
0<1- <1-CoSx
X
kelib chigadi. Lekin
. X X
1- COSx=2Sm2§< 2Sm5 <X .

Shuning uchun,
Sinx

0<1- < X .

Bundan o’z navbatida,
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Sinx

0<| <X

T
kelib chiqgadi. Oxirgi tengsizliklar - E < X < 0 giymatlar uchun ham o’rinlidir. Endi agar ixtiyoriy &

Sinx
>0 uchun & =¢ desak, |X -0=|X |< & bo’lganda, | X -1]< € bo’ladi. (1) isbot bo’ldi.

I—misol

limSlnax:]ijlnax-aza
x—0 X x—0 ox
2—misol
28in> > Sin* X
m 2T gy 2 opy 2 1oL
x—0 X x—=0 X x—0 (xj 2 2
4. =
2
3—misol
limtg—leimSmx- 1 =limSlnx-lim 1 1121

x=>0 x x=>0  x Cosx x=>0 x x—>0 COSX
4—misol

1 Sin— Sin
lim x - Sin— = lim —% = lim 222 =

X0 X X—>0 y—0 y

1,

1

X
1 L

bu yerda ¥ =— deb belgiladik, X —xda ¥y —> 0 bo’ladi.
X

2.4. 2-ajoyib limit. Biz avvalgi bobning §2.6. sida quyidagi limitni ko’rgan edik:

1 n
lim (1 + —j =e. ()
n—»w n
Lekin bu limit o ga intiluvchi har qanday 7{, _ketma-ketlik uchun ham o’rinli.

Hagqiqatan, faraz gilaylik , X j; — +o ixtiyoriy ketma-ketlik va [x,]=k, X 5 ning butun

gismi bo’lsin.
U holda, K, <X,< K, +1<x, +1< K, +2 va

1 K,+1 1 x,+1 K, +2 1 2
[l+ ] <(1+—j <(1+L] <e(1+—j )
K, +1 X, K, K,

X 5o+ da K, —> 190 | shuning uchun yuqoridagi tengsizlikning birinchi va oxirgi ifodalari e ga

intiladi. U holda
1 x,+1
1+— —>e.
‘xn
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I+ ——>1 ekanligini e’tiborga olsak, (2) ni X ; —+oo bo’lgan hol uchun isbot gilgan bo’lamiz.
X

n

Endi agar X j —-o0 bo’lsa, u holda Xn' =-X, >+ va

fim [1+ij = lim [1—l] = lim ( all ]
X, —>—® X, X', =40 x'n X', >+ x'n -1
Y 1
= lim || 1+ |1+ =e,
X'y 4o x' -1 x', -1

Demak,
. 1Y
lim{1+—| =e (3)
X—>0 X

ekan.

S5-misol

1
lim €+u y =e.

u—0
Bu tenglik (3) dan % = u almashtirish natijasida hosil bo’ladi .

6- misol Harganday o uchun

\= -

:ea'

]jm(1+g) =e“, lim (+au

X—>c0 X u—0

Agar o=0 bo’lsa, bu tenglik ixtiyoriy X uchun 1" =1 ekanligidan kelib chiqadi. Endi =0

X
bo’lsin. Agar X —o bo’lsa, — —> © va
(94

ﬁm(1+g) = lim (1+z

X—>0 X X—>0
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§3. Uzluksiz funktsiyalar.

3.1. Ta’riflar. Funktsiyaning limiti bilan bog’liq bo’lgan oliy matematikaning yana bir muhim
tushunchasi — bu funktsiyaning uzluksizlik tushunchasidir. Biz bu yerda keltiradigan funktsiyaning
uzluksizligiga beriladigan ta’rif XIX asrda yashab ijod qilgan chexiyalik B.Boltsano va farangistonlik
0.Koshiga tagaladi.

Faraz gilaylik, bizga f( X ) funktsiya va biror Xye D(f) nugqta berilgan bo’lsin.

Funktsiyaning X — Xy  dagi limiti tushunchasini kiritganimizda X X, qiymatni qabul qilishi
shart emas deb aytgan edik. Bu giymat hatto D( f) ga tegishli bo’lmasligi ham mumkin, agar tegishli
bo’lganda ham, limitni hisoblash jarayonida f(Xy) giymat e’tiborga olinmagan edi.

Biz hozir aynan

lim f(x) = f(x,) (1)
X—>Xg
bo’ladigan hollarni ko’ramiz.

Agar (1) tenglik bajarilsa,  f(X ) funktsiya X = X; nuqtada uzluksiz , aks holda funktsiya

giymati bu nuqgtada uzulishga ega deymiz.
Funktsiya uzluksizligiga quyidagicha ta’rif bersa ham bo’ladi.

X, nugtaga yaqgin joylashgan boshqa X ;e D(f) nuqtani X =Xy+AX ko’rinishda yozish

mumkin, bu yerda A X miqdor X ning orttirmasi, deb ataladi. X; ning joylashishiga qarab AX
musbat yoki manfiy bo’lishi mumkin. U holda

Af=f( XO +AX )—f(xo)
miqdorni f funktsiyaning X, nuqtadagi A X orttirmaga mos keluvchi orttirmasi deb ataymiz.
Agar A X —0 da limitga o’tsak, (1) ga asosan Af —0 bo’ladi, ya’ni agar funktsiya uzluksiz bo’lsa, u
holda A X —0 da Af —0 bo’lar ekan. Aksi ham o’rinli, ya’ni agar A X —0 da Af —0 bo’lsa, u holda
m ap=lm [7(Xo+A% )-f(Xo)I=0,
—0

Ax—0
yoki

lim [7(Xo+A X )]-f(X0)=0.

Bu yerda X =Xy+AXdesak, AX 50 da X — Xy bo’ladi. Shuning uchun oxirgi tenglikni (1)

ko’rinishda yozsa bo’ladi.
Demak, funktsiya uzluksiz bo’lishi uchun, A X —0 da Af —0 bo’lishi zarur va yetarli ekan.
Shu sababli funktsiyaning uzluksizligiga quyidagicha ta’rif beramiz .

f(X ) funktsiyani X, nuqtada uzluksiz deymiz,agar f(X ) X, nuqtaning o’zida va uning biror

atrofida aniglangan bo’lib, uning argumentning A X orttirmasiga mos keluvchi Af orttirmasi A X —0
da nolga intilsa.
Har ganday funktsiya uchun ham A X —0 da Af —0 bo’lavermaydi (63-rasmga garang).

y A R
d
Q
P A
O a x x,+Ax b x >
63-rasm.
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Funktsiya uzluksizligiga yana “g,8” tilida ham ta’rif bersa bo’ladi:

Agar ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday § > 0 son topilsaki, |X -X5 |< & tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha X lar uchun |[f(X) — f(Xy) | < ¢ tengsizlik o’rinli bo’lsa, u holda f(X)

funktsiya X =X; nuqtada uzluksiz, deyiladi.
(1) tenglikni quyidagicha yozish ham mumkin:
lim /()= f (lim x)
ya’ni uzluksiz funktsiya belgisi ostida limitga o’tish mumkin.
I-misol O’zgarmas ) = C funktsiya X ning har qanday qiymati uchun uzluksiz. Haqiqatan,

agar X ga funktsiyaning )Y = C giymati mos kelsa, X +AX ga ham Y = C giymat mos keladi.

Shuning uchun Af=0 va lim Af= lim 0=0 bo’ladi.
Ax—0 Ax—0

2-m i s o l. X ning barcha giymatlari uchun Y =X funktsiya ham uzluksiz, chunki Ay=Ax ,va
shu sababli, AX -0 da A Y -0 bo’ladi.

3-misol y=Sinx funktsiya ham barcha X larda uzluksiz.
Hagqiqatan,

|Ay| = |Sin(x + Ax) — Sinx| = ‘2Sin % -Cos(x + %) <2

. Ax
Sin(—)|. (2)
2
Ma’lumki, har ganday o uchun ‘Sina‘ <|o| (§2.3 ga qarang). U holda (2) dan

A <2

9

32M:|Ax
2

Sing
2

va 0’z navbatida, bundan A X —0 da A ¥ -0 ekanligi kelib chigadi.

3.2. Asosiy teoremalar.

1-teorema. Agar f va ¢ funktsiyalar X =X, nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda
S (x)
@(x)

F(X) £ (X)), f(X)o(X) vaagar o(X g}20 bo’lsa,

lar ham X = X; nuqtada uzluksiz bo’ladi.
Teorema isboti §2.2 dagi 6-teoremadan Kkelib chiqadi.

Hagiqatan, f va ¢ funktsiyalarning X =X, nuqtadagi uzluksizligi }1_1)1)} f (x) = f (Xo) va
0
lim ¢(x) = @(x,) tengliklarga teng kuchli bo’lgani uchun, masalan, agar ¢( X )=0 bo’lsa,

| i L) _ S
S0 () plr,)

S (x)
@(x)
2-teorema. Agar f (u) funktsiya ©# = A nugtada va u = @(x) funktsiya X =Xy nuqtada

bo’ladi. Bu esa, 0’z navbatida ning X =X, nuqtada uzluksiz ekanligini bildiradi.

uzluksiz, ¢(Xp)=A bo’lsa, u holda ularning superpozitsiyasidan tuzilgan £ (x)= f(@(x))

murakkab funktsiya ham X =X, nuqtada uzluksiz bo’ladi.
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Isboti. u = @(x) funktsiya X =X, nuqtada uzluksiz, ¢(Xy)=A bo’lgani uchun, X — X, da
u = @(x) >¢(Xy)=A bo’ladi. U holda,
lim F(x) = lim f(p(x)) = lim /() = £(4) = f(p(x,)) = F(x,)

bo’ladi. Demak, berilgan murakkab funktsiya uzluksiz ekan.
4-m i s o l. N -darajali
P(x)=a,x"+ax"" +..+a, x+a,
ko’phad a,,q,,...,a

ko’paytirish amallarini ketma-ket bajarish natijasida hosil bo’ladi. Shu sababli 1-teoremaga ko’ra, u
barcha X lar uchun uzluksizdir.

, O’zgarmas sonlar va ) =X uzluksiz funktsiyalar ustida qo’shish, ayirish va

. T . T
5- misol. y = Cosx = Sin(x + E) funktsiya uzluksiz y Sinw=x+ E funktsiyalarning

murakkab funktsiyasi, deb qaralsa, 2-teoremaga ko’ra, o’zi ham uzluksiz bo’ladi.

6-misol Y= ‘x‘ barcha X larda uzluksiz,chunki
|Ay| =Hx+Ax|—|x” £|x+Ax—x| :|Ax| —0.

7-mis ol Agar f(X) funktsiya X ( nuqtada uzluksiz bo’lsa, shu nuqtada |f( X )| ham uzluksiz

bo’ladi, chunki u uzluksiz y = |u ,u = f(X) funktsiyalarning superpozitsiyasidir.

3-teorema. Agar f( X ) funktsiya X  nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda bu nuqtaning shunday atrofi
topiladiki, bu atrof nuqtalari uchun f(X) chegaralangan bo’ladi.
4-teorema. Agar f(X) funktsiyva Xy nuqtada uzluksiz va f(Xg)#0 bo’lsa, u holda bu nuqtaning

shunday U, atrofi topiladiki, bu atrof nuqtalari uchun

FCXO] > [f(Xp)l/2

bo’ladi. Xususan, agar f(Xy) >0 bo’lsa, barcha X €U lar uchun

f(X ) > f(X9)/2,
va agar f(Xy) <0 bo’lsa, barcha X e U lar uchun

f(X) < f(Xg)/2
bo’ladi.
Bu teoremalarning isboti §2.2 dagi 1- va 2-teoremalardan bevosita kelib chigadi.
3.3. Birinchi va ikkinchi tur uzilish nugtalari.

Ta’rif. f/ funktsiya X =X, nuqtada o’ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi, agar f(Xq)=f(Xy+0)

(f(Xg)=f(X-0)) bo’lsa (§2.2 ga garang).
Yuqoridagi ta’rifdan foydalanib uzluksizlikka quyidagicha ta’rif bersa ham bo’ladi: agar f funktsiya

Xy nuqtaning o’zida va uning biror atrofida aniglangan bo’lib, f(Xy-0) va f(Xy+0) bir yoglamali
limitlari mavjud bo’lsa va ular

f(Xo)=f(Xg-0)=f(Xo+0) ey

munosabatda bo’lsa, u holda f funktsiyani X =X, nuqtada uzluksiz deymiz.
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/ r A /"
(0] a X (0] a X (0] a X
64-pacm. 65-pacm. 66-pacm.
A
y . y K/\
_ T N\
/ /7'
(0] a X (0] a X (0] a X
67-rasm. 68-rasm. 69-rasm..

Agar f funktsiya uchun f(Xy-0) va f(Xy+0) limitlar mavjud bo’lsa-yu (1) tenglik bajarilmasa, u
holda funktsiya bu nuqtada uzluksiz bo’lmaydi. Bunday nuqtani 1-tur uzilish nuqtasi, deymiz.

64-69-rasmlarda 1-tur uzilish nuqtalarining olti holati ko’rsatilgan. Rasmlardagi A4=(4a, f (Cl))
funktsiya grafigining nugqtasidir. Grafik bo’lagining oxiriga qo’yilgan “strelka“ oxirgi nuqta grafikka
tegishli emasligini bildiradi.

64-rasmda uchchala f(Xg),f(Xy-0),f(Xy+0) sonlar teng bo’lmagani uchun funktsiya bu nugtada
ham chapdan, ham o’ngdan uzilishga ega. 65-rasmda f( Xg)=f(Xy-0)=f(Xy+0) , demak, funktsiya
bu nuqtada chapdan uzluksiz va o’ngdan uzilishga ega. 66-rasmda esa, f( Xg-0)=f(Xg)=f(Xy+0) ,shu
sababli funktsiya bu nuqtada chapdan uzilishga ega va o’ngdan uzluksiz. 67-rasmda f(Xq)=f(Xg-
0)=f(Xy+0) , bunda funktsiya yo’qotiladigan uzilish nuqtasiga ega deyiladi, chunki f ni uzluksiz
funktsiyaga aylantirish uchun (1) tenglikni bajarilishini talab qilish yetarli. 69-rasmda X = a nuqtada

f aniglanmagan bo’lsa ham, f(Xy-0)=f(Xy+0) bo’lgani uchun, uni X =a nuqtada aniqlash
mumkin, buning uchun (1) ni bajarilishini talab qilish kifoya. 68-rasmdagi X = a nuqta uzilish
nugqtasi, funktsiya bu nuqtada aniglanmagan.

Agar f(Xy-0) va f(Xy+0) limitlarning kamida bittasi cheksiz yoki mavjud bo’lmasa, bu nugtani

2-tur uzilish nugqtasi, deb ataymiz.
I-misol

x>0,
Signx =<0,x =0,
-1,x <0,

funktsiya X # 0 barcha nuqtalarda uzluksiz, X =0  nuqtada 1-tur uzilishga ega, chunki
Sign(0+0) =1,Sign(0-0)=-1.

2-misol
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1
Cos—,x#0,

f(x)= x
0,x=0,

funktsiya X =0 nuqtada chap va o’ng limitlarga ega emas (§2.1 dagi 2-misolni qarang), shu sababli
funktsiya bu nuqtada 2- tur uzilishga ega.

1

—,x#0,
3-misol Y=

2,x=0,

funktsiya x # 0 nugtalarda uzluksiz. X =0 nugqtada chap va o’ng limitlari cheksizga teng, shuning
uchun bu nuqta 2-tur uzilish nuqtasidir.

5-teorema. Agar f funktsiya ll,b_ oraligda kamaymasa, u holda @ nuqtada o’ng limit f(a +0)
va b nugtada chap limiti (b -0) mavjud va f(a +0)> f(a), f(b -0)< f(b).
Isboti. Teorema shartiga ko’ra, barcha X ¢ ll,b _lar uchun f(X )< f(b ).

l?,b/ oraligdan b ga intiluvchi 7%, _ ketma-ketlik olaylik. Funktsiyaning bu ketma-ketlik
~
elementlariga mos keluvchi giymatlari ketma-ketligi j{ «n . kamaymaydigan va yuqoridan f(b )

bilan chegaralangan. Veyershtrass teoremasiga ko’ra, bu ketma-ketlik f(b) dan katta bo’lmagan

limitga ega:
Iim f(x)< f(b).
x,—b
xp <b
Tengsizlikni chap tomonida turgan ifoda ta’rifga ko’ra funktsiyaning b nuqgtadagi chap limiti f(b -
0). Demak, £( D -0) mavjud va £(b -0)< £(b).
Funktsiyaning a nuqtadagi o’ng limiti f(a +0) ning mavjudligi xuddi shunday isbot qilinadi.
Natija. Agar f funktsiya ll,b_ oraligda kamaymasa, u holda ixtiyoriy X e ll,b/ nuqtaning
o’ng limiti f( X +0)> f( X ), va ixtiyoriy X ¢ (Z,b_ nugtaning chap limiti f( X -0)< f( X ) mavjud.
Hagiqatan, X =da,b bo’lgan hol uchun bu xulosalar 5-teoremadan kelib chigadi. Faraz gilaylik,
X e Q,b/ bo’lsin. Teorema shartiga ko’ra, funktsiya lz,x : va ",b_ oraliglarda kamaymaydi. Shu
sababli, 5-teoremaga ko’ra, f( X -0), f( X +0) limitlar mavjud va f( X -0)< f( X )< f( X +0).

Bu yerda, f funktsiya X nuqtada uzluksiz bo’lishi uchun f(X -0)=f(X +0) bo’lishi zarur va
yetarlidir.

Agar f(X -0)< f(X +0) bo’lsa, funktsiya bu nugtada 1-tur
uzilishga ega bo’ladi.

3.4. Kesmada uzluksiz funktsiya. Veyershtrass teoremasi. / funktsiyaning biror chekli oraligning

barcha X nugqtalarida aniglanganligidan uning shu oraligda chegaralanganligi kelib chigmaydi.

Masalan, X (0,1] da f(X )=%, f(0)=0 funktsiya [0,1] oraligda aniqlangan, lekin bu oraliqda

chegaralanmagan, chunki X (ga yaginlashgan sayin funktsiya giymatlari cheksiz orta boradi. Bunday

hol yuz berishiga sabab, funktsiya 0 nuqtada uzilishga ega.
Oraligning barcha nuqtalarida uzluksiz bo’lgan funktsiyalar uchun bunday holat hech gachon yuz
bermaydi.
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Ta’rif. Agar f funktsiya barcha X € (l,b/ nuqtalarda uzluksiz, @ nuqtada o’ngdan va
b nuqgtada chapdan uzluksiz bo’lsa, u holda f funktsiya ll,b _ oraliqda uzluksiz, deyiladi.
6-teorema. Agar f funktsiya ll, b _ oraliqda uzluksiz bo’lsa, u shu oraligda chegaralangan bo’ladi.

Isboti. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni f funktsiya ll,b_ oraligda chegaralanmagan bo’lsin. U
holda har bir natural 7 son uchun shunday X, € Il,b_ nuqta topiladiki,

f(x,)

>n (n=1.2,.) 2)
munosabatlar o’rinli bo’ladi.

7% _ ketma-ketlik chegaralangan bo’lgani uchun, Boltsano-Veyershtrass teoremasiga ko’ra (5 bob,

§2.7 ga qarang ) , undan biror ae ll,b _ songa yaqinlashuvchi xususiy %K ~ketma-ketlik ajratib
olish mumkin. Teorema shartiga ko’ra f funktsiya o nuqtada uzluksiz, shu sababli
lim £(x, )= f(@). )
Ziddiyatga keldik, (3) tenglik (2) munosabatga zid. Demak, qilgan farazimiz xato, ya’ni funktsiya
) b _ oraliqda chegaralangan.

6-teoremaning xulosasini geometrik nuqtai-nazardan 70-rasmda tushunish mumkin: uzluksiz
funktsiya grafigi y = K va y =—K to’g’ri chiziglar oralig’ida joylashgan bo’ladi.

A A
A
K
y
AN a
O A /\ |-
AY » \/ »
a * B _ b x c b x
70-rasm. /1-rasm. - g
a=o B b x
Ma’lumki, cheksiz ko’p elementli chega = to’plam tarkibiga uning eng katta elementi

(eng kichkina elementi) kirmasligi mumkin. Agar f funktsiya X ning o’zgarish sohasida aniglangan va
hatto chegaralangan bo’lsa ham, uning {f(X )} giymatlari to’plami ichida uning eng katta yoki eng
kichkina giymati bo’lmasligi mumkin. Bunday holatlarda f(X ) funktsiya shu oraligda o’zining aniq
yuqori yoki aniq quyi chegarasiga etishmasligi mumkin. Masalan, f(X)=X .y (X) funktsiya uchun

shunday: [0,c] ,s > 1, oraligda o’zgargan barcha X lar uchun funktsiyaning aniq yuqori chegarasi bir,

lekin funktsiya bu giymatiga [0,c] oraligda erishmaydi, ya’ni funktsiyaning eng katta giymati

yo’q. Buning sababi berilgan [0,c] oralig funktsiyaning uzilish nuqtasini o’z ichiga olganligidadir. Bu
muammoni quyidagi teorema hal giladi. 6-teoremani Veyershtrassning birinchi teoremasi, deb atashsa,
quyidagi teoremani Veyershtrassning ikkinchi teoremasi, deb atashadi.
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7-teorema. Agar f funktsiya i, b _ oraligda uzluksiz bo’lsa, u holda funktsiya shu oraliqgda
o’zining eng katta va eng kichik giymatlariga erishadi.
Isboti. Faraz qilaylik, funktsiyaning aniq yuqori chegarasi M bo’lsin, buni quyidagicha yoziladi:

M = Sup{f(x)}.
6-teoremaga ko’ra, bu chekli son. Teskarisini faraz gilaylik, ya’ni berilgan oraligning barcha nugqtalari
uchun f(X)< M bo’lsin. Quyidagi yordamchi funktsiyani tuzib olamiz

1
M—f(x)

Qilingan farazga ko’ra, maxraj nolga aylanmaydi. Demak, funktsiya berilgan oraligda uzluksiz va 6-

@(x) =

teoremaga asosan u chegaralangan : ¢(X) <u, u>0.U holda

1
f(x)SM__s
7

1
ya’ni M dan kichik bo’lgan M -— son f(X) funktsiya uchun yuqori chegara bo’lyapti, buni
7

esa bo’lishi mumkin emas, chunki _funktsiyaning aniq yuqori chegarasi M . Vujudga kelgan ziddiyat

teoremani isbotlaydi, ya’ni l’,b_ oraligda shunday X, nugqta topiladiki, f(Xy)=M son f (X)

funktsiyaning eng katta giymati bo’ladi.
Funktsiyaning eng kichik giymati haqidagi xulosa aynan shunday isbot qilinadi.

70-rasmda aks ettirilgan f(X) funktsiya o’zining eng kichik va eng katta giymatlarini E,b_

oraligning ichida mos ravishda X =o nuqtada va X =B nuqtada qabul qilyapti. 71-rasmda funktsiya

minimum qiymatiga oraligning chap chegarasida va maksimum qiymatiga oraligning ichidagi
gandaydir nuqtada erishyapti.

Boltsano-Koshining birinchi teoremasi. Agar f funktsiya ll,b_ oraligda uzluksiz va oraligning

chekka nuqtalarida har xil ishorali giymatlar gabul qilsa, u holda e,b/ da shunday s nuqta
topiladiki, bu nuqtada
f(e)=0

bo’ladi. _

72-rasmda aks ettirilgan funktsiya teoremaning hamma shartlarini qanoatlantiradi, ya’ni i,b_
oraligda uzluksiz va  f(a)< 0 , f(b)> 0. Grafik se (l,b/ nuqtada X o’qini kesib o’tyapti.
Teorema shunday bo’lishini talfidlayapti.

Teoremaning isboti. ll,b_ oraligni oy bilan belgilaylik. oy ni teng ikkiga bo’lamiz. Agar oy ning
o’rtasida funktsiya nolga teng bo’lsa, teorema isbot bo’lgan bo’ladi, agar bunday bo’lmasa, qaysi
bo’lakning chegara nugqtalarida funktsiya qiymatlari har xil ishorali bo’lsa, o’sha gismni olib uni o
bilan belgilaymiz va uni teng ikkiga bo’lamiz. Agar funktsiya o ning o’rtasida nolga teng bo’lsa,
teorema isbot bo’ladi, aks holda funktsiya giymatlarining ishoralarini har bir bo’lak chegaralarida
tekshiramiz. Qaysi bo’lak chegarasida ishoralar har xil bo’lsa, o’sha bo’lakni o, bilan belgilab, uni yana

teng ikkiga bo’lamiz va h.k. , bu jarayonni davom ettirib, biz yo funktsiya giymati nolga teng
bo’ladigan nuqtaga duch kelamiz bunda teorema isbot bo’ladi yoki bir-birining ichiga gamralgan

69D01D0,D... oraliglar ketma-ketligini hosil gilamiz. o; oraligning chap chegarasini &; bilan va o’ng
chegarasini bl. bilan belgilaymiz. Barcha i =1,2,3,... lar uchun shartga ko’ra, masalan, f( a;)<0va

7( bl. )> 0 . o; oraliq uzunligi
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i i 2[ )
I —> 00 da nolga intiladi. U holda gamralgan kesmalar hagidagi teoremaga ko’ra (5 bob , §2.7 dagi
1-teorema) {4;}{ b,. } ketma-ketliklar bir xil limitga intiladi, ya’ni
Ima, =limb, =c
1—>00 1—>0
bo’ladi. Funktsiya uzluksiz bo’lgani uchun

f@=lm f(@)<0 va f(e)=lm f(b)=0.

Bundan f(¢) =0 ekanligi kelib chigadi. Teorema isbot bo’ldi.
Isbot qilingan teorema tenglamalarni yechishda keng qo’llaniladi. Masalan, toq darajali

fx)=ax™" +ax™ +...+a,x+a,,, =0
algebraik tenglamani ko’raylik. Absolyut giymati bo’yicha yetarlicha katta bo’lgan X lar uchun
ko’phadning ishorasi bosh hadning ishorasi kabi bo’ladi, , ya’ni musbat X lar uchun ¢, ning

ishorasidek bo’ladi va manfiy X lar uchun unga teskari ishorada bo’ladi. Ko’phad uzluksiz bo’lgani

uchun , u ishoralarini o’zgartira borib, natijada biror oraliq nuqtada nolga aylanadi. Demak, har
ganday toq darajali algebraik tenglama kamida bitta yechimga ega ekan.
Boltsano-Koshining 1-teoremasidan nainki yechimning mavjudligini aniglashda, balki hatto bu

yechimni taqribiy topishda ham foydalaniladi. Masalan, f(x) =x*-x-1 bo’lsin. f(1)=-1,
f(2)=13 bo’lgani uchun, yechim 1 va 2 orasida bo’lishi mumkin. [1,2] oraligni 1,1; 1,2; 1,3;...
nuqtalar bilan teng 10 bo’lakka bo’lamiz va ketma-ket ravishda bu nugqtalarda funktsiyaning
giymatlarini hisoblaymiz:

f(1,H)=-0,63...; f(1,2)=-0,12...; f(1,3)=+0,55; ...
Bundan yechim 1,2 va 1,3 nuqtalar orasida ekanligini aniglaymiz. [1,2; 1,3] oraligni ham teng 10
bo’lakka bo’lamiz va hisoblaymiz:

£(1,21)==0,06...; f(1,22)=—0,04...; f(1,23)=+0,058...; ...
Bundan yechim 1,22 va 1,23 nuqtalar orasida ekanligini bilib olamiz va x.k. bu jarayonni davom
ettirib, yechimni yetarlicha xatolik bilan topamiz, misol uchun 1,22 ni 0,01 xatolik bilan yechim, deb
gabul qilish mumkin.

Boltsano-Koshining ikkinchi teoremasi. Agar f funktsiya l’,b_ oraligda uzluksiz,

f(a)=A, f(b)=B,A+# B bo’lsa, u holda A, B lar orasidagi har ganday C son uchun ll,b_
oraliqgda kamida bitta shunday s nugqta topiladiki, f(c) = C bo’ladi.

Isboti. Yordamchi ¢@(x)= f(x)—C funktsiyani tuzib olamiz. f funktsiya l’,b_ oraligda
uzluksiz bo’lgani uchun, ¢ ham shu orligda uzluksizdir va teorema shartiga ko’ra, C A4 va B lar

orasidagi son bo’lgani uchun, ll,b_ ning chegaralarida har xil ishorali giymatlarga ega, chunki

masalan, agar A<B bo’lsa, 4<C<B bo’ladi va
p(a)=f(a)-C=A4-C<0 , o@b)=f(b)-C=B-C>0.

U holda avvalgi teoremaga ko’ra, ll,b _ oraligda shunday s nugta topiladiki, ¢(c) = f(c)—C =0
bo’ladi. Bundan f'(c) = C ekanligi kelib chiqadi.

Natija. ll,b _ oraligda uzluksiz bo’lgan har ganday f funktsiya o’zining shu oraligdagi eng kichik
va eng katta giymatlari orasidagi barcha giymatlarni gabul giladi.
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Agar funktsiya eng kichik giymatiga o nuqtada va eng katta giymatiga f nuqtada erishsa, masalan,

o < B bo’lsa, [o,B] < ll b bo’ladi.U holda natijaning isboti Boltsano-Koshining 2-teoremasini [a,f]
oraligga qo’llashdan kelib chlqadl.

3.5. Teskari uzluksiz funktsiyalar. ll,b_ oraligda uzluksiz va qat’iy o’suvchi bo’lgan Y = f (X)

funktsiya berilgan bo’lsin. f(a) =, f(b) = [ bo’lsin deb faraz qilaylik. Bu funktsiyaning grafigi
uzluksiz egri chiziqdir (73-rasmga qarang).

A Agar X a dan b gacha o’sib borsa, y IX ﬂ
oraligning o dan to B gacha bo’lgan barcha giymatlarini
uzluksiz o’sib qabul giladi. U holda har bir y e IZ ,3 uchun

o y= f(x) bo’ladigan yagona X e l’,b_ mos keladi. Bu

bilan IZ, p : oraligda berilgan Y = f (X) funktsiyaga teskari
bo’lgan X = (0()/) funktsiyani

[
|

0] a b

anigladik. M ‘ ’) funktsiya ll ,8 oraliqda gat’iy o’sib, uni ll b oraligqa o’zaro

73-pacm.
bir giymatli akslantiradi: barcha y e IZ ,3 lar uchun f[@(y)] =y va barcha X e ll b lar

uchun @[ f(x)] =

X = (D(y) funktsiyaning grafigini 1-koordinatalar choragining bissektrisasi atrofida tekislikni 1800
burchak ostida burish natijasida hosil gilamiz. Burish jarayonida grafik uzluksizligicha qolgani uchun,

X = (0()/) funktsiya ll ,3 oraligda uzluksiz bo’ladi, deyish mumkin. Bunday geometrik muloxaza
quyidagi teoremaning hagligiga asos bo’ladi.

y1;

x=p(y)

y=f(x)

0 X

74-rasm. _
Teorema. Agar Y = f (X) funktsiya ll,b_ oraligda uzluksiz, qat’iy o’suvchi va
f(a)=ca, f(b)= L bo’lsa, u holda f ga teskari bo’lgan X = (0(_)/) funktsiya mavjud va bu

funktsiya o’zaro bir giymatli, qat’iy o’suvchi va ll, p _oraligda uzluksizdir.
Teoremani quyidagi lemma yordamida isbot qilamiz.

Lemma. Agar gat’iy o’suvchi VY = f (X) funktsiya l’, b _ oraligni ll, ,3 _oraliqga akslantirsa, u
holda f ll, b _ oraliqda uzluksiz bo’ladi.
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Isboti. Ixtiyoriy X, € (l,b’ nuqta olaylik. f qat’iy o’suvchi bo’lgani uchun unga mos keluvchi
Vo = f (xo) nuqta €, S : intervalga tegishli bo’ladi. Yetarlicha kichik € > 0 ni shunday

tanlaymizki, a< Yy — &< Vo< Vo T E< B bo’lsin. Shartga ko’ra, shunday X;,X, € (l,b/ lar

topiladiki, ¥y —& = f(x,),y, +&=f(x,) bo’ladi. f  o’suvchi bo’lgani uchun X € ¢ . x, B
ekanligidan Y, —& = f(x,)< f(x)< f(x,)=y,+& kelib chigadi. Bundan ‘f(X) —yo\ <e
yoki ‘ f (X) - f (XO )‘ <& ni hosil gilamiz. Demak, f funktsiya X, € (l,b: nuqtada uzluksiz ekan.

f funktsiyaning X, = a yoki X, = b nuqtalarda bir tomonli uzluksizligi xuddi shunday isbot
gilinadi.

Teoremaning isboti. Faraz qilaylik, ¥ = f( Izbi bo’lsin. f(a)=ca, f(b)= [ va f funktsiya
o’suvchi bo’lgani uchun, har ganday X € Il,b: uchun @ < f(x) < f bo’ladi, ya'ni ¥ Iz,ﬂ:
Lekin, agar y ll, p : kesmaning ixtiyoriy nuqtasi bo’lsa, §3.4. dagi Boltsano-Koshi teoremasining
natijasiga ko’ra, y €Y ,yani Y C ll,ﬁ: . Demak, Y = ll,ﬂ: ekan. U holda gat’iy o’suvchi f
funktsiya uchun Y = IX,,B : da gat’iy o’suvchi ll,ﬂ: kesmani ll,b_ kesmaga akslantiruvchi

X = (0()/) teskari funktsiya mavjud. Lemmaga asosan esa, X = (D(y) funktsiya uz
luksizdir. Teorema to’liq isbot bo’ldi.

3.6. Tekis uzluksiz funktsiyalar. ll,b_ kesmada (intervalda, yarim intervalda) uzluksiz bo’lgan f

funktsiya berilgan bo’lsin. U holda bu kesmaning (intervalning, yarimintervalning) ixtiyoriy X

nugtasi uchun berilgan ¢ > 0 son uchun shunday 6 > 0 son topiladiki, ‘x - xo‘ < 8§ tengsizlikni

ganoatlantiruvchi barcha X € Il,b: ( (l,b;(l,b;ll,b:) lar uchun ‘f(x) - f(xo )‘ < ¢ bo’ladi.

X ( nuqgta o’zgarishi bilan o’zgarmas ¢ uchun & ham o’zgarishi mumkin, ya’ni & faqat ¢ ga
bog’liq bo’lmay, balki X ( ga ham bog’liq bo’ladi.

Shu sababli berilgan € > 0 uchun berilgan oralig’dagi barcha X larga bir xil § > 0 mos keladigan

funktsiyalarni ajratishga extiyoj tug’iladi.
Ta’rif. X to’plamda aniglangan f funktsiya shu to’plamda tekis uzluksiz, deyiladi, agar ixtiyoriy ¢

> 0 son uchun shunday & > 0 topilsaki, ‘Xl _xz‘ < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha

X, X, € X lar uchun
()= f(x)]<e
munosabat o’rinli bo’lsa.
Agar funktsiya X to’plamda tekis uzluksiz bo’lsa, u holda bu funktsiya X ning har ganday X
gismto’plamida ham tekis uzluksiz bo’ladi. Lekin aksi har doim ham o’rinli emas.

Teorema(Kantorl). l’,b_ oraligda uzluksiz bo’lgan har qanday f funktsiya shu oraliqda tekis

uzluksiz bo’ladi.
Isboti. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni shunday € > 0 mavjud bo’lsinki, har ganday & > 0 uchun

‘Xl - xz‘ < § tengsizlikni qanoatlantiruvchi X;, X, € Il, b _ lar topilib,

I Georg Kantor (1845-1918)- mashhur olmon matematigi, to'plamlar nazariyasining asoschisi.
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‘f(xl)_f(xz)‘zs

munosabat o’rinli bo’lsin.

Nolga intiluvchi musbat { o ,, + sonlar ketma-ketligini olaylik. har bir o , uchun

S, va |f(x,)=f(x,,)

munosabatlarni ganoatlantiruvchi X, ,,X,, € ll, b lar topiladi.

“xl,n _x2,n <

>g (1)

3%,,, _ ketma-ketlik chegaralangan (chunki barcha 7 = 1,2,3,... lar uchun Xin € ll,b_ ) , shu

sababli Boltsano-Veyershtrass teoremasiga ko’ra undan qandaydir X, € Il,b_ ga intiluvchi Jl{

My

xususiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin. K —> % da X, —X,, —> 0 bo’lgani uchun, )i,nk

PN

xususiy ketma-ketlik ham X, € l’,b_ nuqtaga intiladi. Shu sababli, f funktsiyaning X, nuqtada
uzluksizligidan

lim f(x,, ) =Hm f(x,, )= /(x)

—0 k—w
bo’ladi. Agar (1) da K —> 9© da limitga o’tsak,

e <lm|f(x,,) = () =1/ (x) = ()] = 0 @)
kelib chigadi. Buni esa bo’lishi mumkin emas, chunki shartga ko’ra € > 0. Bu ziddiyat qgilingan faraz
xato ekanligini ko’rsatadi. Teorema isbot bo’ldi.

Bu teoremadan bevosita quyidagi natija kehb chiqgadi.

Natija. Agar Y = f (X) funktsiya E b _ oraligda uzluksiz bo’lsa, u holda har qanday berilgan € >
0 son uchun shunday & > 0 topiladiki, oraligni uzunliklari & dan kichik bo’lgan bo’laklarga qanday
usulda bo’lmaylik, Y = f (X) funktsiyaning shu bo’laklardagi tebranishi ¢ dan kichik bo’ladi.

Misol Y= Si”l(%) funktsiya V & > 0 uchun [§,1] oraligda uzluksiz va yuqoridagi teoremaga
ko’ra u shu oraligda tekis uzluksiz. Lekin bu funktsiya (0,1] yarim intervalda uzluksiz bo’lsa ham, unda
tekis uzluksiz emas.

Haqiqatan, X, = ——(xk =0,1,2,...) nugtalar (0,1] yarimintervalga tegishli va ular uchun
7(2x +1)

K+l
f ()= S (x| =S =D = (=D*|=2
munosabat o’rinli. Agar e=1 desak, har qanday § > 0 son uchun shunday « topiladiki,
4
= <3
7(2x +3)(2xk +1)

‘f(xkﬂ)_f(xk)‘ =25¢=1

bo’ladi. Bundan berilgan funktsiyani [0,1] da uzluksiz bo’ladigan qilib davom ettirib bo’lmaydi degan
xulosa kelib chigadi, chunki aks holda, teoremaga ko’ra funktsiya [0,1] da tekis uzluksiz , demak (0,1]
da ham tekis uzluksiz bo’lishi kerak. Buni esa bo’lishi mumkin emasligini yuqorida isbot qildik.

i 7z'(2k +1)

o 2k +3)
2

X

k+l xK

bo’lsa ham, lekin

3.7. Elementar funktsiyalar. C (0’zgarmas), X" ,a" ,log . X, Sinx, Cosx,

tgx, Arc sin X, Arc CosX, Arctgx funktsiyalarni eng sodda elementar funktsiyalar deb ataymiz. Ular
ustida bajarilgan arifmetik amallar yoki superpozitsiyalar natijasida hosil bo’ladigan barcha murakkab
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funktsiyalarni elementar funktsiyalar, deymiz. Masalan, ) = ]Il( e+ Sinzx + 1) elementar

funktsiyadir.
Elementar funktsiyalarni o’rganib chigish matematik tahlil nuqtai-nazaridan foydadan holi emas.
a) O’zgarmas C funktsiya. Avval ko’rganimizdek barcha haqiqiy sonlar to’plamida aniglangan,

uning grafigi X o’qidan C masofada bu o’qga parallel o’tgan to’g’ri chizigdan iborat. Yuqorida bu
funktsiyaning haqiqiy sonlar o’qida uzluksiz ekanligini isbot gilgan edik.
b) y= x" - darajali funktsiya (7 -o’zgarmas). Natural 7 lar uchun bu funktsiya barcha hagiqiy

sonlar to’plamida aniqlangan, u yyerda uzluksiz ( § 3.2, 4-misolga qarang ). Bu funktsiya [0,0) da

gat’iy o’suvchi, chunki har qanday X;< X, lar uchun

n

X" —x" =0, —x)0%" T X, x xS ) 0.
Bundan tashqari y=x” funktsiya X = D,OO/ yarimintervalni ¥ = D,OO/ yarimintervalga
akslantiradi, shu sababli § 3.6 dagi teoremaga ko’ra, unga teskari bo’lgan bir giymatli , uzluksiz va
1
gat’iy o’suvchi funktsiya mavjud. Bu funktsiyani X = yA = ’{/; (»20) ko’rinishda belgilab, y
ning 7 -darajali arifmetik ildizi deb ataymiz.

Agar N =2k+1 bo’lsa, y = x"  funktsiya toq funktsiya bo’ladi. U (~oo,+%) oraligda uzluksiz,

gat’iy o’suvchi va (-oo,+0) oraligni (-oo,+0) oraliqga akslantiradi, shu sababli (-w,+0) oraliqda
uzluksiz, gat’iy o’suvchi teskari funktsiyaga ega:

x=24y  (yecmin),
Bu yyerda ¥ > 0 lar uchun 2’”\1/; ifoda ¥ ning 2k+1-darajali

arifmetik ildizi va ) < 0 lar uchun 2“\‘/; =24 y].

Agar N =2k bo’lsa, y=xn funktsiya juft funktsiya bo’ladi. U (-oo,+00) intervalni [0,0)
yarimintervalga akslantiradi. Lekin bu funktsiya (-o,+o) intervalda monoton emas, va shu sababli
unga teskari funktsiya ikki qiymatli:

x=%y (y=0).
Quyida y =X 8 funktsiyaning /I haqiqiy son bo’lgan ayrim hollardagi grafiklari berilgan:
y y y y

'S 'S 'S F N

y=x y=x &:1/ X
» X » X y=I/x X
0 0 0

»
»

y y y
V' §
y=x2/ 3 y:;(” yle/s
» X X pX
0 0 0
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75-pacm.

vy y=da * _ ko’rsatkichli funktsiya (a4 # l,aso ). Bu yerda ikki hol bo’lishi mumkin: 1) @ >1
va 2)0< a < 1.
1-hol: agar @ >1 bo’lsa, funktsiyaning aniglanish sohasi D( f )= (—oo,+oo _, va bu funktsiya

(~o0,+) ni (0,4+) ga akslantiradi, ya’ni barcha X e&(-w,+w) lar uchun @” >0 . Bundan tashqari, har
ganday X e(0,4+w) lar uchun " > 1.

Hagigatan, ratsional X lar uchun a’ >1 bo’lishi o’rta maktabdan ma’lum. Endi agar X -

X K
irratsional bo’lsa, uning butun gismini [ =K desak, x =k bo’ladi, bundan d >d >1.

Bu funktsiya o’suvchi, ya’'ni y > X munosabatda bo’lgan har qanday X , ) e(-w,+») lar uchun
a’sa*. Hagiqatan, a’-a*=a" ( a’™" -1)> 0 , chunki barcha X &(~,+%) lar uchun a's

0Ova y-X >0 bo’lgani uchun a’ " -1s0.
I-misol

lim 8/ =1. (1)

n—>w
Hagigatan, musbat A lar uchun Nyuton binomiga ko’ra

(+17 =1+nﬂ+@f+...> 1+@ﬂ2.

Agar bu yerda A =3%/n —1 desak,
1 >
n-> 1+n(nT)Qn —1/

yoki 7 > 2 lar uchun

2 >
—> ‘/n—1/>0.
n

Agar bu tengsizliklardan kvadrat ildiz olsak,
/2
- > % -1 0
n

2
;+1>’{/;>1. )

yoki

Va nihoyat, agar 1 —o da limitga o’tsak, (1) hosil bo’ladi.
N > a bo’ladigan barcha natural sonlar uchun
1 |
1< 614 < I’l4 — 1
n—w
bo’lgani uchun

1
lima% =1 (3)

n—>0
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bo’ladi. Endi agar X, ixtiyoriy nolga intiluvchi musbat sonlar ketma-ketligi bo’lsa, |:%C } =K,
n

J

Kn

lima™ =1

n—>0

desak, 0 < X, < % va 1= a’<a™ <a bo’ladi. U holda (3) ga asosan

{ X, } ketma-ketlik ixtiyoriy bo’lgani uchun, biz 0’ng limitning mavjudligini isbotladik:

lima* =1
xz)O
U holda chap limit ham mavjuddir :
. : 1 1 1
lim ¢* = lim = =-=1
=0 =0 Ima" 1
x=<0 x>0
u;)o()
Demak,
lima* =1 4
x—0
ekan.

y= a’ funktsiya har qanday X, € (—OO,—I-OO/ nuqtada uzluksiz: agar X — X, —> 0 bo’lsa,
(4) ga asosan
X, X—X ™ X
a” 6 0 —1L= a”
bo’ladi.

Endi bu funktsiya X —> 90 da o’zini qanday tutishini ko’raylik. M > 0 yetarlicha katta son bo’lsin.

X

a*—a™

a —1\ >0

Shunday o ratsional son topiladiki, @ “> M bo’ladi, shuning uchun ixtiyoriy X > o lar uchun

M< a*< a’
ya’ni X —> 40 da a” >+ ekan.
Endi, agar X —> — bo’lsa, u holda
: . . 1 1
lim ¢* = lim =— =0
X—>—b —x—+0 g ¥ Iim a*
U—>+w
bo’ladi.
2-hol: 0< a@ < 1. Agar
1

a = >
(.

desak, biz ko’rmoqchi bo’lgan  hol 1-holga keltiriladi, chunki % > 1. Bu holda ham
funktsiyaning aniglanish sohasi D(f) = (—OO,+OO:, va u (—o,+0) ni (0,+) ga akslantiradi, ya’ni

barcha X e(—0,4+) lar uchun a” >0 . Bundan tashgari, har qanday X (0,4+w) lar uchun a <1

va

X € (—00,0/ lar uchun a’ >1. Bu holda ham funktsiya o’z aniqlanish sohasida uzluksiz va qat’iy
kamayuvchi.

Agar X —> +90 bo’lsa, a* 50 va Xx—>—o bo’lsa, u holda a* o0 bo’ladi.
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y= a’ funktsiyaning ikkala hol uchun grafigi quyidagicha bo’ladi:

LY y
a<l a>1
a>1
» X 0 j
X

o y=2"
a<l
log x

76-pacMm.

g) y=log « X . Bu yyerda ham ikki hol bo’lishi mumkin. Avval @ >1 deb faraz qilaylik. ) = a’

funktsiya (—oo,+oo: da uzluksiz, gat’iy o’suvchi va (—w,+o) ni (0,+) ga akslantirgani uchun, unga
teskari (0,+0) da uzluksiz va qat’iy o’suvchi funktsiya mavjud. Uni ) ning @ asosga nisbatan
logarifmi deb ataymiz va X = log « Y ko’rinishda yozamiz. Agar bu tenglikda X va y larni o’rnini
almashtirsak, yuqorida bildirilgan fikrlarga asosan

lim log x =+ , lmlog,6 x=—o.

X—>+0 x—0
x>=0

Teskari funktsiyaning ta’rifiga ko’ra, quyidagi ayniyatlar o’rinli:

alog”x:x (O<x<+00)’ logaax:x (—oo<.x<+00).

a ning € asosga nisbatan logarifmini d ning natural logarifmi deb ataymiz va loge a=Ina
ko’rinishda yozamiz.

Agar0 < a@ <1 bo’lsa, Y = log o X funktsiya (-c0,+0) da uzluksiz va qat’iy kamayuvchi.

Bu funktsiyaning grafigi yuqoridagi rasmda ko’rsatilgan.

d) Trigonometrik funktsiyalar. Sinx, Cosx,tgx,ctgx va boshqa trigonometrik funktsiyalar
o’quvchiga o’rta maktabdan ma’lum.

Ma’lumki ( §3.1, 3-misolga qarang ), ¥ = SinXx funktsiya l77 ,% _ oraligda uzluksiz va gat’iy

o’suvchi, bu oraligni [-1,+1] oraligga o’zaro bir giymatli akslantiradi. Shu sababli, unga teskari bir
giymatli, uzluksiz funktsiya mavjud:

x =arcsin x, D(f) = l1,+1:.
Agar Yy = Sinx funktsiyani (-o,+0) oraligda qarasak, unga teskari funktsiya ko’p qiymatli
Arc sin Y funktsiya bo’ladi, uning barcha giymatlari quyidagi formula yordamida topiladi:

x = Arcsiny = (=1)  arcsin y+kzr (kK =0,£1,22,... ). 4)
Xuddi shunday
y =Cosx (0=x=<7),

y =1gx (—%<x<%),

funktsiyalarga teskari funktsiyalar mos ravishda
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x =arccosy,(y e I1,+15
x = arctgy,(y € € o040 _
Agar berilgan funktsiyalarni (—«,+0) oraliqda garasak, ularga teskari funktsiyalar mos ravishda
x = Arc cosy = tarccosy + 2k,

x = Arctgy = arctgy + kr

(k=0£1,42,..)
bo’ladi.

1 =Si —Co
N e N TN
32 w2/ 0 2 x 3n2/ 2n x 3R _n A2 0 w3 _n /3n/2 2

32 dn —r72/ 0 nf’ﬂ: 2 2m T X 3702 -t M2 T/ T 3072 2 "

77-pacm.
e) Giperbolik funktsiyalar. Quyidagi funktsiyalar

X X

shx =l,chx =i,thx=Sh—x,cthx :ch_x
2 2 chx shx

mos ravishda giperbolik sinus, kosinus, tangens va kotangens funktsiyalar, deb ataladi.

shx,chx.thx funktsiyalar (-o,+) oraligda aniqlangan, cthx funktsiya esa  (-o0,0)U(0,+0)
oraligda aniglangan.
Bu funktsiyalar uchun quyidagi formulalar o’rinli ekanligiga ishonch hosil qilish qiyin emas:

sh(x + y) = shxchy + shychx,
ch(x + y) = chxchy + shxshy,
ch’x—sh’x=1.
y b ohx y y 1 cthx
\ / shx 1
17 / thx
|

\4
\4

0] 1 X O X
-1
Yugqorida keltirilgan elementar funktsiyalarning xossal.......... ., Jalanj quyidagi limitlarni hisoblaylik.
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2-misol HIHM=1,ﬁm

x—0 X x—0 X

log,(1+x)

log , e = — ekanligini isbotlang.
Ina

Hagiqgatan, v) ga asosan In x funktsiya (0,+«) oraligda uzluksiz bo’lgani uchun va §2.3 dagi 5-
misolga ko’ra

]jn%)m:ljn})]n(l+x)% :lnlimo(l+x)%‘ —he=1.
x—> X x—> x—>
3-misol

fim &1~ q (o< a), lim < o he-1.

x—0 X x—0 X

Hagqigatan, agar @ —1=u desak, ko’rsatkichli funktsiyaning uzluksizligiga ko’ra, X — 0 da
U —0 bo’ladi. Endi agar XIna = In(1+u) ekanligini hisobga olsak,
a’ —1 u . u

lim = lim Ina=ha-lm ——— =ha
x—0 X u—0 ]_n(1+u) u—0 ]Il(1+u)

3.8. “O” va “0” miqdorlar. Miqdorlarni solishtirish. @ nuqtaning o’zida bo’lmasa ham, uning
biror U, atrofida berilgan o¢(X) , f(X) funktsiyalarni qaraylik. d nuqta chekli son yoki cheksiz

(—o0,+0) yoki ) bo’lishi mumkin. Barcha X e U lar uchun ¢(X )=0 bo’lsin.
1-ta’rif. Agar
. X
tim £ _ g

x—>a ¢(x)
bo’lsa, X - a da f(X) funktsiyani ¢( X ) funktsiyaga nisbatan o-kichik miqdor, deb ataymiz va

f(x) = 0@(x) @

M

ko’rinishda yozamiz.
Masalan:

x> = o(x),
x—=0

-
n m
agar M <7 bo’lsa, X = 0( P
x—0

—>0

agar N < m bo’lsa, x"
X

. 1-C . Sin
1—Cosx =, o(x), chunki hm0 TRow 2 llmO —A =0.
X—> X—> X xX—> X

o(l), X—> a da ifoda X — a dagi cheksiz kichik miqdorni bildiradi. Masalan,

@) =—— = o).

In x x>+
(1) ni f(X)=¢e(X)p(X ) deb, yozish mumkin,bu yerda X - a@ da ¢(X )—0. Agar (1) munosabat

X — a da cheksiz kichik migdor bo’lgan f( X ) va ¢(X ) funktsiyalar uchun bajarilgan bo’lsa, f( X ) ni
@(X) ga nisbatan X — a da yuqori tartibli cheksiz kichik miqdor deymiz. Agar (1) dagi f(X) va
@( X)) funktsiyalar X — @ da cheksiz katta miqdorlar bo’lsa, u holda f(X ) ni (X ) ga nisbatan X —
a da quyi tartibli cheksiz katta miqdor, deymiz.

2-ta’rif. Agar

oS

3
—a () €)
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munosabat o’rinli bo’lsa, f(X ) va ¢(X ) funktsiyalar X — a da ekvivalent miqdorlar, deyiladi va
f(X)=p( X ) ko’rinishda yoziladi.
Masalan, X —» 0 da

Sinx =~ x,1 — Cosx ~ X 5 ,ln(+x:z x,e'—l~rx,a"—1l=xlna. 4
1-teorema. Agar
X — a da f(X)~p(X) bo’lsa, %)
u holda
X > a daoe(X)=f(X) (6)
bo’ladi.

Isboti. Agar biror U, da ¢(X )#0 bo’lsa, (5) ga ko’ra, ravshanki, @ ning balki biror kichikroq
atrofida f( X )#0 bo’ladi. U holda

o)y 11

) ) 1
p(x)
2-teorema. (5) munosabat bajarilishi uchun X — a da
FCX)=o(X )FTo(p( X)) (7

bo’lishi zarur va yetarlidir.
Z arurligi. Faraz gilaylik, (5) o’rinli bo’lsin. U holda shunday &(X ) funktsiya mavjudki,

VAC))

X - a dag(X)—>0bo’llib, —— =1+&(x) deyish mumkin. Bundan

@(x)
S (x) = @(x) + e(xX)p(x) = (x) + o(@(x))
kelib chiqgadi.

Yetarliligi. Agar (7) o’rinli bo’lsa, u holda
S (x) = p(x) + o(p(x)) = p(x) + £(x)p(x)

bo’ladi, bu yerda X - a da g(X )—0. Demak,

X
/( ):1+8(x) —>1.
(ﬁ(.X) xX—a
Bundan (5) kelib chigadi. Teorema isbot bo’ldi.
3-teorema. Agar X — a da ¢(X )~¢i(X ) bo’lsa, u holda

lim f(x)p(x) =lm )¢, (x). ®)

o )L )
o ()

(€)

munosabatlar o’rinli bo’ladi.

(8) va (9) tengliklarda o’ng tomondagi limitlar mavjud bo’lsagina chap tomondagi limit mavjud
bo’ladi, deb tushunmoq kerak, ya’ni agar o’ng tomondagi limit mavjud bo’lmasa, chap tomondagi
limit ham mavjud bo’Imaydi.

Isboti. (8) ni isbot qilish bilan chegaralanamiz. Faraz qilaylik, (8) ning o’ng tomonidagi limit
mavjud bo’lsin. U holda

iim F(x)¢(x) = im MWWWW}@WmWﬂmﬂm

1(%) (x)
=lim (0, (x)-1=1im F (), (x)_
I-misol X —0da IgX =~ X | chunki
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lim 8x = ]im(Smx~C0sx] =1.

x>0 x x—0 X

2-misol
3 3 2
. g x . X . b
lim 3g = lim — = lim —
=0 xT +x 20 xT +x 0xT 41
3-ta’rif. Agar f(X) funktsiya uchun shunday A=0 va m sonlar topilsaki, X - a da f(X )=~A(X -
a)™ bo’lsa, u holda A(X-a)™ funktsiya f(X) funktsiyaning @ nuqta atrofidagi bosh darajali

hadi, deb ataladi.
4-ta’rif. Agar barcha X € E lar uchun ‘ f (x)‘ < C‘@(x)

o’zgarmas, bo’lsa, u holda f FE to’plamda ¢ tartibga ega yoki f FE to’plamda ¢ ga nisbatan O-katta
miqdor, deb ataymiz va quyidagi ko’rinishda yozamiz:
f(x)=06(x) . (10)

Xususan, f (x) = 0(/ tenglik f funktsiyaning E to’plamda chegara-langanligini bildiradi.
Misollar:
1) Sinx = O(1), Sinx = O(x),x € € 0,400

2) Lo a x=0€ :;
3) bl . x*=0€ .

=0.

, buyerda § X ga bog’liq bo’lgan
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7 - BOB

BIR O’ZGARUVCHILI FUNKTSIYA UCHUN
DIFFERENTSIAL HISOB

§ 1. Hosila va uni hisoblash.

1.1. Asosiy tushunchalar. Biz bu bobdan boshlab o’quvchi e’tiboriga oliy matematikaning eng
asosiy tushunchalaridan biri—differentsial va integral hisobini havola gilamiz. Differentsial va integral
hisobning boshlang’ich tushunchalari XVII asrda vujudga keldi va XVIII asrga kelib ingliz olimi
I.Nyuton va farang olimi G.V.Leybnitslarning buyuk xizmatlari tufayli mukammal nazariya
ko’rinishiga keldi.

Avval keyingi bo’limda kiritiladigan hosila tushunchasiga asos solgan bir nechta amaliy masalalarni
ko’raylik:

1. Moddiy nuqgtaning oniy tezligi. Moddiy nuqtaning erkin tushish masalasini ko’raylik. Agar ¢
vaqt tushish boshidan boshlab hisoblansa, shu vaqt ichida bosib o’tilgan yo’l

2

t
S formula bilan hisoblanadi, bu yerda g =9,81. Nuqta harakatining ¢ vaqtdagi 9

tezligini topish talab gilingan bo’lsin.
| M t o’zgaruvchiga At orttirma beraylik va 7+Af vaqtdan so’ng material M nuqtaning
As M, holatini ko’raylik. Yo’lning A¢ vaqt oralig’ida olgan MM orttirmasini As bilan
M; belgilaylik. U holda 7 o’rniga f+4t ni (1) ga qo’ysak
s+As=2 €+ At
79-pacm. 2

As=§¢t-At+At2:,

Agar As ni At ga bo’lsak, moddiy nuqtaning MM; yo’lni bosib o’tgan o’rtacha tezligini topamiz:

As
v9rp =—=gt+§-At,
At 2
Nugtaning ¢ vaqtdagi 9 oniy tezligi deb, 9,; o’rta tezligining At nolga intilgandagi limitiga aytamiz:
9= lim(gt+§At) = gt.
At—0 2
Umuman, nuqtaning tekis harakat tezligi 3 ham xuddi shunday hisoblanadi. Bunda, agar harakat
tenglamasi s=f(t) bo’lsa, nuqtaning t vaqtdagi oniy tezligi
) . As
g=lm 3§ =Ilm —
M0 P A0 A
bo’ladi.
2. Tok kuchi. Q = f (t ) simdan t vaqt ichida o’tadigan elektr miqdorini bildirsin. U holda

AQ _ f(t+ AN~ £(1)

At At
tokning [t,t+At] vaqt oralig’ida o’tgan tok kuchini bildiradi. Shu sababli,
. A
lim —Q =1
At=>0 At

limit tokning t momentdagi kuchini beradi.

3. Massaning tagsimot zichligi. Faraz qilaylik, X o’qining ll, b _ kesmasida biror massa umuman

notekis tarqalgan bo’lsin. U holda ll, X _kesmadagi massa migdori
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M=F(x) (a<x<b),
y ya’ni X ning funktsiyasi bo’ladi, chunki bu miqdor aABx

shakl yuzasiga proportsional. If,x+Ax_ oraligga to’g’ri

A keluvchi massa migdori
T AF = F €+ Ax = F(x)
0 a X X+AX b x bo’ladi.
| V771 |
80-rasm.

U lholda shu oraliqdagi o’rtacha massa zichligi E bo’lsa, uning limiti

. AF

lim — = u

Ax—=0 Ax
massaning X nugqtasidagi zichligini beradi.

Yugorida keltirilgan masalalarning barchasida asosiy miqdor funktsiya orttirmasining argument
orttirmasiga bo’lgan nisbatining limitidir. Mana shu limitni funktsiyaning hosilasi, deymiz .Qat’iy ta’rif
quyidagicha:

Ta’rif. Berilgan )Y = f (x) funktsiyaning aniqlanish sohasiga tegishli bo’lgan biror nuqtasida olgan

Ay orttirmasining argumentning mos Ax orttirmasiga nisbatining quyidagi limiti

]jm&:h.mf(x-'_AX)_f(x):f'(X) )

Ax—0 Ax Ax—0 A_x
mavjud bo’lsa, bu limit berilgan funktsiyaning hosilasi, deb ataladi.
. . cAdf(x) dy R
Hosila uchun yana ko’pincha ), »—— belgilar ham ishlatiladi.
dx dx
Ay
X ning har bir o’zgarmas giymati uchun E miqdor Ax ning funktsiyasi bo’ladi:
Ay
W(Ax) =—— (Ax=0).
Ax ( )

f funktsiyaning X nugqtada hosilasi mavjud bo’lishi uchun f nainki X nuqtaning o’zida, balki
uning biror atrofida ham aniqlangan bo’lishi zarur. Shu holdagina y(A X ) funktsiya nolga yetarlicha
yaqin bo’lgan A X lar uchun aniglangan bo’ladi.

Funktsiya hosilaga ega deganda asosan, (1) limit chekli bo’lishligi nazarda tutiladi, lekin agar (1)
limit mavjud bo’lib cheksiz (-o,+0 yoki «) bo’lsa, u holda f funktsiya berilgan nuqtada cheksiz
hosilaga ega, deymiz.

Agar (1) formulada AX — 0 , AX > 0 bo’lganda limit mavjud bo’lsa, bu limitni f funktsiyaning
o0’ng hosilasi, deb ataymiz. Uni f', (x) ko’rinishda belgilaymiz.

Xuddi shunday, agar (1) limit AX — 0

funktsiyaning chap hosilasi, deb atab, uni "', (X) ko’rinishda belgilaymiz.

, AX< 0 lar uchun mavjud bo’lsa, bu limitni f

Bunday holat, agar f funktsiya ll,b _ oraligda berilgan bo’lsa, shu oraligning chekka nuqtalarida

yuz beradi. Agar f funktsiyaning barcha X € (l,b/ nuqtalarda hosilasi, @ nuqtada o’ng hosilasi va

b nuqgtada chap hosilasi mavjud bo’lsa, u holda f funktsiyaning ll, b _ oraligda hosilasi mavjud yoki

f funktsiya l’, b _ oraliqda differentsiallanuvchi deyiladi.

161

www.ziyouz.com kutubxonasi



Funktsiyaning berilgan nuqtadagi limiti mavjud bo’lishi uchun uning shu nuqtadagi o’ng va chap
limitlari mavjud va teng bo’lishi zarur ekanligidan, funktsiya X nuqtada differentsiallanuvchi bo’lishi
uchun uning shu nuqgtada o’ng va chap hosilalari mavjud bo’lib

@) =1 )= ()
bo’lishi zarurdir.

Agar funktsiyaning X nuqtada chap va o’ng hosilalari mavjud bo’lsa-yu, lekin ular teng bo’lmasa

(f', (x)# f',(x)), u holda funktsiya shu nuqtada differentsiallanuvchi bo’Imaydi.

Misol Y= ‘X‘ funktsiya uchun
Ay _fr+Ax |y
Ax Ax '
Agar X > 0 bo’lsa, yetarlicha kichik A X lar uchun X +AX > 0 va

Ay_erAx—x_Ax_1
Ax Ax Ax
Agar X < 0 bo’lsa, u holda yetarlicha kichik A X lar uchun X + AX <0 va
Ay —€+Av(x) A

Ax Ax Ax
Demak, chap hosila —1 ga va o’ng hosila +1 ga teng, shu sababli berilgan funktsiya X =0 nuqtada
differentsiallanuvchi emas .

Bizga ma’lumki (6-bob,§3.2 , 6-misolga garang), J = ‘X‘ funktsiya X ning barcha giymatlarida,

shu jumladan, X =0 nuqtada ham uzluksiz. Demak, funktsiyaning nuqtada uzluksizligidan
funktsiyaning shu nuqtada hosilasi mavjudligi kelib chigmas ekan. Lekin, aksi hamisha o’rinli, ya’ni
berilgan funktsiyaning nuqtada chekli hosilasi mavjudligidan uning shu nuqtada uzluksizligi kelib
chiqadi.

Haqiqgatan, (1) limit biror X nuqtada mavjud va chekli bo’lsa, U holda (1) ni quyidagi ko’rinishda
yozsa bo’ladi:

%=f'<x)+e<Ax>, ®

bu yerda A X — 0 da (A X )—>0 . (2) dan
Ay = f'(x)  Ax + Ax - £(Ax)
kelib chigadi. Bunda A X — 0 da limitga o’tsak,
Im Ay =0,

x—0
ya’ni funktsiya X nugqtada uzluksiz ekan.

1.2. Hosilaning geometrik ma’nosi. Faraz qilaylik, e,b/ intervalda uzluksiz Y = f (x)
funktsiya berilgan bo’lsin. Uning grafigi /' uzluksiz egri chiziq bo’ladi. /" da
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YA

fOc+h)
fx+h)-f(%)

)
=l
<

B

0 X x+h X

81-rasm.
A‘C, f (x): nuqta olib, shu nuqtada /' ga urinib o’tgan to’g’ri chiziq , ya’ni urinmani topish
masalasini ko’raylik. Buning uchun " da boshqa N €+h, [ (x+h): nuqtani olaylik, bu yerda
h#0 (81-rasmga qarang). A va N nugtalardan o’tgan to’g’ri chizigning O X o’q bilan tashkil
etgan burchagi B bo’lsin, —% <p <% deb faraz gilamiz. 81-rasmda B>0 , h= AC,Ay = CN

nry sababli, A% =1gp.
Agar h—0 bo’lsa, funktsiya uzluksiz bo’lgani uchun Ay = 0 va N nugta I" bo’ylab A

nuqtaga intiladi. Agar bunda p burchak —% va % narga teng bo’lmagan biror o limitga ega bo’lsa,
u holda

. A .
lim 2 = lim te 8 = tocx (3)

h—0 | h—0

limit mavjud va u f ning X bo’yicha hosilasiga teng, ya’ni

f'(x)=1ga. (4)

Va aksincha, agar chekli f'(X) hosila mavjud bo’lsa, u holda ,3 —> o= arctgf'(x) bo’ladi.

Bunda AN to’g’ri chizig 4 nugtadan o’tib, O X o0’q bilan o burchak tashkil etgan BA to’g’ri

chiziq holatini egallashga intiladi.
I egri chiziq bilan bitta umumiy 4 nuqtaga ega bo’lgan BA to’g’ri chiziq /' ga A nuqtada
o’tkazilgan urinma, deb ataladi.

Biz hozir, agar V' = f(X) funktsiya biror X nuqtada chekli f'(x) hosilaga ega bo’lsa, u holda
funktsiyaning I grafigiga burchak koeffitsienti g = f'(Xx) bo’lgan urinma o’tkazish mumkinligini
isbot qildik. Aksincha,

Im =«

limitning mavjudligidan chekli f '(x) hosilaning mavjudligi va (3) , (4) tengliklarning o’rinli ekanligi
kelib chiqgadi.
Ayrim hollarda teng bo’lmagan chap va o’ng hosilalar mavjud bo’lishi mumkin, bunda A4 nuqta [”

ning burchak nugtasi, deyiladi. Bunday hollarda A4 nuqgtadan I’ ga hech ganday urinma o’tmaydi,
lekin burchak koeffitsientlari mos ravishda
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Ay, Ay,
gy = im -2 = £, (1), tgar, = lm 2= 1, (x)

Ax>0

bo’lgan chap va o’ng urinmalar mavjud deyish mumkin (82-rasmga qarang ).
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A A
Yy y
A
A
(o )
[ 82-pacm. ——*» T ooPaem -
a<0 0]
0] X X
nga funktsiyaning X nuqtadagi I ‘heksiz vy 1a:
Ay
S'(x)=1lm — =00,
A—0 Ax
u holda quyidagi to’rtta hol yuz beradi:
A A —~ T A A T
y y y
A
A A
; ) 1 4 -— )
@) T x (0] T x O ‘T X
84-rasm. v 85-rasm. 86-rasm.
Ay v
lim == = +oo T _ v
1) S'(x)= a0 Ax , ,B—)z ( 83-rasm)
f'(x)=lm — Ay _ o0 i
2) Jm Ax = , B —5 (84-rasm)
3) S, ()= ]Jm =—00ﬂ ——f (x)= hmAy +00 BT (8s-
Ax—0 Ax ’ Ax—0 Ax ’ 2

rasm).
Chap urinma X o’qgiga perpendikulyar bo’lib pastga yo’nalgan va o’ng urinma esa, X o’qiga
perpendikulyar bo’lib, yuqoriga yo’nalgan.

Ay n
X hm Z lim — = —o0 -z B}
49 fl.()= A’H‘)Ax ﬂ—) , S ()= ) Ax B 5 (86-rasm).
Chap va o’ng urinmalar X o’qiga perpendlkulyar bo’lib, birinchisi tepaga , ikkinchisi pastga
yo’nalgan.

To’g’ri chizigning analitik geometriyadan ma’lum bo’lgan burchak koeffitsientli tenglamasiga ko’ra
grafik [’ ga A(co, Y, _ nuqtada o’tkazilgan urinmaning tenglamasi

y—yozf'(xo)(c—xo) ®)
bo’ladi. Shu nuqtada urinmaga perpendikulyar bo’lgan to’g’ri chizigni I’ ga A(co, Y, _ nuqtada
o’tkazilgan normal deb ataymiz. Uning tenglamasi

1 -
P €750

Y=Yy =7 (6)
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bo’ladi.

1.3. Elementar funktsiyalarning hosilalari.

O’zgarmas C funktsiyaning hosilasi nolga teng, chunki bu funktsiya uchun Ay =0 va

0

C'= lim — = lim 0=0.

Ax—0 Ax Ax—0

Darajali funktsiya )Y = X ! (n=1,2,...) ning hosilasi

‘" z: nx".

Hagigatan, Nyuton binomiga binoan

1 -1 _ nn-1) ,_ 0 o
— k’+ij —-x" =—|x" +nx" lAx+(—)x” A A X | =
Ax - Ax !

- n(n—1 n— n— n—
=nx”l+¥x AXH .+ AT o o
2! Ax—0
Differentsiallashning quyidagi to’rtta qoidasi mavjud:
(l+19?_ v+]90
8 '=u'td |
~
(9 =ud+u'9 ,

9 9’

Bu yerda U = u(x), 4= 19()6) lar X ning differentsiallanuvchi funktsiyalaridir.

(ij _ u'd—-—ud G " O:,

e

(2)

3
“

)

[sboti Argumentga AX orttirma beraylik. U holda © = u(x), 9 = 19(X) funktsiyalar ham

mos ravishda Au,Alg orttirmalar olishadi. Bundan

AG+9 = +Mu FOG+AS —€+9 =Au+AI,

va hosilaning ta’rifiga binoan

¢+ 9= lim
Ax—0 Ax Ax—>0 Ax Ax—>0 Ax

AG+Y AS

kelib chiqgadi.
Xuddi shunday

AGI = G+ Au B+AI - uf=ulI+IAu+ AuA

va

AQS — m uA19+.9Au+AuA19 o lim A8 - 9lim %

¢97= lim
=0 Ax Ax—>0 Ax Ax—0 Ax A—0 Ax

+ Iim Au - lim A_.9 =ud+u'9+0-9=ud'+u'9.

Ax—0 Ax—0 Ax

AT i My gim 2% ey

Bu verda differentsiallanuvchi funktsiya uzluksiz bo’lgani uchun Ax — 0 da Au — 0 bo’lishidan

foydalanildi.
Va nihoyat, shu xossaga binoan

(zj hm(u+Au _Zj_ 1 _ m Au—uAg
3) s> 9+A9 8) Ax AHO(9+A‘9}Ax

ghu A9
~ E E u9—ud
0 @+AY Y 9>

y= Sinx funktsiyani garaylik. Uning hosilasi
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=T
Cinx '= Cosx 6)
bo’ladi, chunki

G Ax)— S 2SinA2xCos(x + Asz
Ginsz fim in(x + Ax) — Sinx " tm _
Ax—>0 Ax Ax—0 Ax
Sing

2 . lim Cos(x + gj =1-Cosx = Cosx.
A=0 Ax A0 2

2

Bu yerda Cosx funktsiyaning uzluksizligidan foydalanildi.
Xuddi shunday quyidagi hosilani ham isbot gilsa bo’ladi:

Cosx "= —Sinx. )
U holda
~ 1
Cex =sec’ x=—Ff, (8)
Cos“x
-~ 1
€igx "= —cosec’x = — T 9)
Hagqgigatan, misol uchun
P ( Sinx j _ Cosx - Gian—Sinx- Cosxj_
~ \ Cosx Cos*x
_ Cos’x + Sin’x 1 sec?
Cos’x Cos’x
y= loga X (X >0) funktsiya uchun
~ log, 1+ij log, 1+ij
Ay _log, €+Ax ~log, x _ 2) 1 2
Ax Ax Ax X Ax '
2
Ikkinchi ajoyib limitga ko’ra,
. lo Yu
lim —~Sa =T ¢ -=log, e
u—0 u
bo’lgani uchun
~ 1 1
g, x'=—log, e= : (10)
X xlna

Xususan,

~
Gx =

1
—. (10°)
X

1.4. Murakkab funktsiyaning hosilasi.
1-teorema. Agar X =@(t) funktsiya ¢ nuqtada, ) = f ()C)

funktsiya X nuqtada differentsiallanuvchi bo’lsa, u holda murakkab

167

www.ziyouz.com kutubxonasi



yv=F@t)=fb@) (1)

funktsiya ham ¢ nugqtada differentsiallanuvchi bo’ladi va bu hosila uchun quyidagi formula o’rinli:
F'(x)=f'(x)-¢'(2) (2)
yoki
Y=y, 3)
Isboti. Agar ¢ ga At=0 orttirma bersak, X =¢) funktsiya AX =@@+At)-p) orttirma oladi.
y= f (x) funktsiya X nugqtada differentsiallanuvchi bo’lgani uchun §1.1 dagi (2) formulaga asosan
Ay = f'(x)Ax + &(Ax)Ax, ©
bu yerda A X —0 da g(A X )—0.
Endi (4) ni 4f ga bo’lamiz:
Ay Ax Ax
——=f"(x)—+&(Ax)—. (5)
At At At
X =¢p(t) funktsiya ¢ nuqtada differentsiallanuvchi bo’lgani uchun u shu nuqtada uzluksiz, shu sababli,

At—0 da A X —0.
Yuqoridagi (5) tenglikda Ar—0 da limitga o’tamiz. U holda AX -0 va gAX )—=0 ,va shuning

uchun
YW,=xX@O)+0-x'@) = ()X @) =)', X',
Teorema isbot bo’ldi.

Eslatma. Agar murakkab funktsiya uchta Z = f (y),y = (0(x),x =y (f ) funktsiyaning
superpozitsiyasidan iborat bo’lsa, va uchchala funktsiya mos nuqtalarda diffe-rentsiallanuvchi bo’lsa, u

holda Zz',=2',-y' X', bo’ladi.
I-misol. y =In Sinx. Agar u = Sinx desak, y =Inu bo’ladi. U holda
—~ Cosx

1 .
y'x — y'u ,u'x — ; . Glnx;: - = cIgx .

2-misol. y = Sinax . y', = Cosax- €x "= a-Cosax .
. Qs 2 h " (2 v\_
3-misol. y=S8in®§” +2x—1 . y' =Cosu-&§ +2x-1's
_ ~ 2 B
=2€+1_Cos€” +2x—1 .
1.5. Teskari funktsiyaning hosilasi.
Teorema. ) = f (X) funktsiya e,b/ intervalda uzluksiz, gat’iy o’suvchi va biror X e Q,b/

nugtada chekli noldan farqli /'(x) hosilaga ega bo’lsin. U holda f funktsiyaga teskari bo’lgan
x = f'(y) = g(») funktsiya ham mos nuqtada

1
g =—— (1)
S'(x)
yoki
, 1
xy—y—.x (1)

formula bilan aniglanuvchi hosilaga ega bo’ladi.
Isboti. Ma’lumki (§3.5 dagi teoremaga qarang), qat’iy o’suvchi va uzluksiz funktsiyaga teskari

funktsiya ham qat’iy o’suvchi va uzluksiz bo’ladi. Shu sababli, agar f ning (l,b/ intervaldagi eng
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kichik va eng katta giymatlari mos ravishda 4 va B bo’lsa, X = & (y) funktsiya @,B : intervalda
gat’iy o’suvchi va uzluksiz bo’ladi.

Y ga Ay %0 orttirma beraylik. f gat’iy monoton bo’lgani uchun unga teskari funktsiya ham
noldan fargli A X orttirma oladi. Shuning uchun

A _ 1
Ay Ay
Ax

deyish mumkin. Agar Ay —>0 bo’lsa, X = & (y) uzluksiz bo’lgani uchun A X ham nolga intiladi.
Lekin A X —0 da teorema shartiga ko’ra, ﬂ — f'(x) # 0. U holda
Ax
Ax 1 1

ljm _— = =
wAy A ()
Ax—=0 Ax

limit ham mavjud bo’ladi.

Natija. Agar f "(x)#0 X ning funktsiyasi sifatida (l,b: da uzluksiz bo’lsa, u holda g'())
U, B : da uzluksiz bo’ladi.

Hagiqgatan, agar (1) da X =4 (y) desak:

g'Wy)= S
A {08
' 1 '
ya'ni g (y) uchta z=—,U = f (X) va X=¢ (y) uzluksiz funktsiyalarning superpozitsiyasidan
u

iborat bo’ladi. U holda avvalgi paragrafdagi teoremaga asosan £ '(y) ham uzluksiz bo’ladi.

1.6. Elementar funktsiyalarning hosilasi (davomi).
1. y=a’.Bundan X = 10g » YV - teskari funktsiyani topamiz. U holda

1 1 Y FIE
y'x:T:T:ylna:a"lna,ya’m 6 sa Ina.
X
y
yha
Xususan,
xy\ x —xy\ —X
6 /:e b e /:_e *
2. y=arcsinx ([x <1, 14 <y<mfy ). X =Siny - teskari funkisiva. Shu sababli
o= 11 1 B 1
' x',  Cosy \/I—Sinzy N ’
ya’ni

1

V1=x? .

Ildiz oldida + ishora olinganini sababi _% <y< % lar uchun Cosy > 0.
1

N
4. y=arctgx , x=1gy - teskari funktsiya ( —oo<x<oo,_%<y<%).
U holda

. ~
Cresin x '=

(7 . '
3. €rccosx '=| = —arcsinx = —
2
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1 1 1
—\: C0S2 = =
(D Y l+tgy 1+x7

o

Grergx '

b

ya’ni

-~ 1
Grctox '= .
Ex 1+ x?

5. Xuddi shunday

Grecrgx I= - >
1+x
6. y= x? , (x > 0, —ixtiyoriy hagqiqiy son). Ma’lumki,
xa — ealnx
e" va alnx differentsiallanuvchi funktsiyalar bo’lgani uchun murakkab funktsiyaning hosilasi
haqgidagi teoremaga ko’ra

a

~ ~ (04 X
a_ @alnx 1_ jalnx P _ . _ a-1
O R

ya’'ni
‘:a o a-1
=0ox .
A

7. y= u(x)g(x) (U >0) — ko’rinishdagi funktsiyada u(x), 9(x)lar X ning differentsiallanuvchi

funktsiyalaridir.
U holda

va

8. Giperbolik funktsiyalar:

x e e | _etret
2 2
X etre) _et-e” o
2 2
P shx) _ch®x—sh’x 1
~ { chx ch?x ch?x’
~ (chx) sh?x—ch?x 1
tthx':( j: =— ,(x #0).
-~ \shx sh2x sh?x ( )
9. y = Arshx funktsiya x =shy funktsiyaga teskari funktsiyadir. Bundan
(4rshx?= 1 1 1 1

g Ghyi_%_ \/1+Sh2y B Ji+x*

1.7. Hosilalar jadvali. Yuqorida keltirib chiqarilgan hosilalarni quyidagi tartibda jadval ko’rinishida
yozib olamiz:

1.y=c y':O
2.y=Xx y'=1
3.y=x" y'=ox*"
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g 1
yoe YTk
4y=a" y'=a*-Ina
y=e y'=e'
S5.y=log, x '= log, e
X
, 1
y=hx y'=—
X
6.y =sin x y'=cosx
7.y =cosx y'=—sinx
8_)/ = tgx y': sec2 X = 12
COS X
9.y = cigx y'=—csc’ x = —— 12
sm- x
. 1
10.y = arcsin x y'=
1-x*
11.y = arccosx y'=- !
1-x*
12 Y :
.y = arctgx =
Y & 1+ x°
\ 1
13.y = arcctgx y'=- >
I+ x
14.y = shx y'=chx
15.y = chx V'=shx
16 th —
.y =thx =
Y d ch’x
17.y = cthx -
o 4 shx’

§2. Differentsial.

2.1. Funktsiyaning differentsiali. Avvalgi paragrafda biz, agar berilgan ) = f (x) funktsiyaning
chekli hosilasi mavjud bo’lsa, quyidagi munosabat o’rinli ekanligini ko’rgan edik:
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% = () + £(A),

bu yerda AX — 0 da (A X )—>0 . (2) dan
Ay = f'(x) - Ax + Ax - (Ax)
yoki -
Ay =f"(x)-Ax+o€Qx_ 1)
Ax—0
kelib chigadi.

Ta’rif. Y = f (X) funktsiya X nugqtada differentsiallanuvchi deymiz, agar uning Ay orttirmasi

Ay=A4-Ax+o€Qx_ )
Ax—0
ko’rinishda ifodalansa, bu yerda A X ga bog’liq bo’lib, AX ga bog’liq emas.

Avvalgi paragrafda biz hech qanday qo’shimcha tushun-tirishlarsiz X nuqtada chekli hosilasi

mavjud bo’lgan funktsiyani shu nuqtada differentsiallanuvchi deymiz, deb ketgan edik. Hozir biz
yuqoridagi ta’rif asosida shunga izoh beramiz va bu ikkala tushuncha bir-biriga ekvivalent ekanligini
ko’rsatuvchi quyidagi teoremani isbot qgilamiz.

Teorema. ) = f (x) funktsiya X nuqtada differentsiallanuvchi, ya’ni uning X nuqtadagi
orttirmasi (2) ko’rinishda ifodalanishi uchun uning shu nuqtada chekli hosilasi mavjud bo’lishi zarur va
yetarlidir. U holda 4 = f'(x) bo’ladi.

Isboti. Shartning yetarli ekanligi yuqorida isbot qgilingan, shu sababli biz faqat zaruriy gismini isbot
gilamiz.

Faraz qilaylik, Y = f (x) funktsiya X nugqtada differentsiallanuvchi bo’lsin. Unda (2) ga asosan
A X #0 lar uchun

A o(Ax
G NI
A)C AX Ax—0
Ax—0
bo’ladi. A X — 0 da o’ng tomonning limiti A ga teng:
. A
lim 2 = 4
Ax—>0 Ax ’

ya’'ni

f'(x)=4.
Teorema isbot bo’ldi.
(2) ifodaning o’ng tomonidagi ikkinchi qo’shiluvchi A X ga nisbatan cheksiz kichik migdor bo’lgani
uchun, o’ng tomonning A X ga nisbatan chizigli gismi A-Ax yoki yuqoridagi teoremaga ko’ra
f '(X) 'AX, orttirmaning asosiy gismi va Y = f(X) funktsiyaning differentsiali deb ataladi va

dy vyoki df (X) ko’rinishda belgilanadi. Demak,
dy =df = f'(x)-Ax
ekan.
Differentsialni geometrik nuqtai-nazardan ganday ma’no berishini tushunish uchun Y = f (x)
funktsiyaning grafigini ko’raylik.

0 T — G ga abstsissasi X bo’lgan A nuqgtada o’tgan

y B
7[)/ T urinma bo’lsin. Agar T ning X o’qiga og’ish burchagi
/ a bo’lsa, u holda f'(X) = tgcr bo’ladi.
! g C dy = f'(x)Ax =tgaAx = CD,
1 A
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A 4

DB =Ay—dy = o(Ax).

0 X xtAx X Ax—0

Demak, funktsiyaning A X

87-rasm. orttirmaga mos keluvchi X nuqtadagi differentsiali urinmada
yotuvchi nuqgtaning ordinatasini orttirmasiga teng ekan, ya’ni dy =CD. Ay =CB bo’lgani uchun
umuman chizigli funktsiyadan boshqa barcha hollarda dy * Ay bo’ladi. Chizigli y = Ax+ B
funktsiya uchun barcha X larda Ay = A-AXx = dy , xususan, Y =X funktsiya uchun
dy = dX = AX . Shu sababli, funktsiya differentsialini
dy = f'(x)dx

ko’rinishda yozish mumkin. Bundan
, d
f0=-2.
dx

ya’ni funktsiyaning X nuqtadagi hosilasi funktsiyaning shu nuqtadagi differentsialini argument

differentsialiga bo’lgan nisbatiga teng ekan.
Differentsiallarni quyidagi qoidalar bo’yicha hisoblanadi:

10, dQ+8 =du+d9,
2. dq-9 =udg+9du,
d €u :: cdu  (c- o’zgarmas)
30, d[zj _ Sdu—ud§ (9%0)
9 9’ ’
buyerda U =u(x), 3 =9(x) lar X ning differentsiallanuvchi funktsiyalaridir.

Bularning isboti hosilalarni hisoblash qoidalaridan osongina kelib chigadi. Masalan, 20- ni
isbotlaylik:

d€9 = €9 Yx =€ 9+ud gx=9u'dx+uddx = 9du+ud9
Ma’lumki (§1.4 garang), agar murakkab funktsiya dif-ferentsiallanuvchi Y = f (X) va
X = (ﬁ(f ) funktsiyalarning superpozitsiyasidan iborat bo’lsa, u holda
Y 't =y 'x "x’t
bo’lar edi. U holda y = F(¢) = f p(¢) _ funktsiyaning differentsiali
dy=y',dt=y" X' dt=)" dx
bo’ladi, bu yerda X', dt = dx ekanligidan foydalanildi. Bu tenglik murakkab funktsiyaning asosiy

argument bo’yicha differentsial ko’rinishi bilan oraliq argument bo’yicha differentsial ko’rinishi bir xil
ekan degan ma’noni bildiradi. Shuning uchun differentsialning bu xususiyatini differentsial
ko’rinishining invariantligi, deb atashadi. Demak, murakkab funktsiyaning differen-tsialini oraliq
argument bo’yicha olingan hosilani shu argument differentsialiga ko’paytmasi ko’rinishida yoki asosiy
argument bo’yicha olingan hosilasini asosiy argument differentsialiga ko’paytmasi ko’rinishida ifodalasa
yoki hisoblasa bo’lar ekan.

2.2. Differentsialning taqribiy hisoblarda qo’llanishi. Avvalgi bo’limdagi (1) formulaga ko’ra
Ay =dy+o(Ax).

Ax—0

Bundan yetarlicha kichik A X lar uchun
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Ay ~ dy = f'(x)dx (1)
ekan degan xulosa kelib chigadi. Agar bu yerda AX=X-X, yoki X (+AX =X desak, (1) ni

quyidagicha yozish mumkin:
S (xg +Ax) = f(xy) = f'(xp) - Ax
SX) = f(x) = f1(x0) - (x—x,)
JxX) = f(x)+ f1(x%p) (x=x,).

Oxirgi tenglikni X ing X ; ga etarlicha yaqin giymatlari uchun f( X ) funktsiyani taqriban chizigli

yoki

yoki

funktsiyaga almashtirish deb tushunish mumkin. Geometrik nuqtai-nazardan bu Y = f (X) egri
chizigning ( X ¢,f( X o)) nuqta atrofidagi gismini shu nuqtada o’tkazilgan urinma- ning kesmasi bilan
almashtirilganini bildiradi.

Bundan, agar X (=0 desak, X ning etarlicha kichik qiymatlari uchun

1
(+x2’ ~ 1+ px, xususan N1+ x z1+§x’ e” ~1+x,

In(1+x)~x, Sinx=x, IgX =X vaxk
deyish mumkin.

Bundan tashqari differentsial tushunchasi taqribiy hisoblarda xatoliklarni baholash uchun ham
ishlatiladi.

Faraz qilaylik, f funktsiyaning X uqtadagi giymatini hisoblash kerak bo’lsin. Agar X ni uning
taqribiy giymati X +A X bilan almashtirish zarurati tug’ilgan bo’lsa, u holda
f(X)=f(X+AX)
taqribiy munosabat vujudga keladi. Bu yerda yo’l qo’yilgan absolyut xatolik
AV =] f (x + Ax) = £ (%)

bo’ladi. Agar f funktsiya X uqtada differentsiallanuvchi bo’lsa, (1) ga asosan, yetarlicha kichik A X ar
uchun absolyut xatolik differentsialning absolyut giymatiga teng bo’ladi:

[A] |y
Nisbiy xatolik taqriban quyidagicha ifodalanadi:

& % (y=[(x)=0).

~
~

Misol. Agar tagriban

38,001 ~3/8 =2

3
desak, u holda xatolik taqriban ) = \/; funktsiyaning X =8 nuqtada AX =0,001 orttirmaga

nisbatan hisoblangan differentsialiga teng:

dy=1xPax=18%.0001=—~
3 3 12000

2.3. Yugqori tartibli hosilalar va differentsiallar.
Agar VY = f (X) funktsiya biror (l,b/ oraligda chekli y'= f '(X) hosilaga ega bo’lsa, u holda

bu hosila 0’z navbatida X ning yangi funktsiyasi bo’ladi, shu sababli, u ham X bo’yicha

differentsiallanuvchi bo’lishi mumkin. Agar bu yangi funktsiyaning e,b/ oraligda hosilasi mavjud
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bo’lsa, bu hosilani Y = f (X) funktsiyaning ikkinchi hosilasi yoki ikkinchi tartibli hosilasi, deb
ataymiz. Bu hosila uchun

y'=@(y), M) =€"(x) "
belgilashlarning birortasi ishlatiladi.

Shu bobning §1.1 da jismning oniy tezligi yo’ldan vaqt bo’yicha olingan hosilaga teng edi:

ds

:a, tezlanish esa tezlikdan vaqt bo’yicha olingan hosilaga teng bo’ladi: a =c;—l9. Demak,
t

tezlanish yo’lning vaqt bo’yicha ikkinchi hosilasiga teng ekan: d = s"
Xuddi shunday, agar )V = f (x) funktsiya (l,b/ oraligda chekli y"= f ”(X) hosilaga ega
bo’lib, bu ikkinchi hosila 0’z navbatida X bo’yicha differentsiallanuvchi bo’lsa, ikkinchi hosilaning

hosilasini Y = f (X) funktsiyaning uchinchi hosilasi yoki uchinchi tartibli hosilasi, deb ataymiz va
quyidagi belgilarning birortasi bilan ifodalaymiz:

ym:(yn)v fm(x): «”(X)T
Xuddi shu tartibda, uchinchi hosiladan to’rtinchi hosilaga o’tish mumkin va hokazo. Va nihoyat,
~ -
agar (l -1 " hosila e,b/ oraligda chekli hosilaga ega bo’lsa, bu hosilani Y = f ()C)
funktsiyaning 7 — chi hosilasi yoki 72— chi tartibli hosilasi deb ataymiz va quyidagi belgilarning
birortasi bilan ifodalaymiz:

> AN ey d7 d(d"y)d"f(x
y«:w&qu)wy__( y} X

dx{ dx"* ) dx"

Misollar.

"
0 x - _ X
1°. 6 =€,

~ ~ RD
0 X 1_ AX X w__ AX 2 x Qo ox n
20 € '=a‘lna, € "=a‘In’a,.., € “=a‘lh"a

m?_ m-1 mw_ > m-2 m € ~ >, m-n
2 €M '=mx™ " =m@-1x",.LL, €T = m@ -1 -n+1X

Xususan, agar m natural bo’lsa,

m‘/l:_ n111:_
‘ P =m! va N>M lar uchun ‘ P =0.

. 6i1'lXj= COSX = sin(x+ %j,‘iﬂxi: [Sin(x +§jj = sin(x+ 2 %j,

. D . T
.., €in xf*=sm(x+ n-Ej .

> 7T
50, €osx $°= co{x+ n- Ej

(=]

4

¢-17
x"

1 - L1\
60 m Xiz =, « Xj”: m Xi;(l—l,: (_j — ‘_12—1 .
X X

- 1 _
70. @retgx "= - =cos” y=cosy- sm(y + ZJ,
1+x 2

erctngz {—sin y-sin(y+%j+ cosy-co{y+%ﬂ~ y'=

=cos’ y-cos(2y+§j=cos2 y-sin2[y+%j,
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@rctgx °= @ -1Tcos" y-sin n(y + %J
7 — chi hosilalar uchun
A DN B ¢
¢£9 =uv+9%
Lekin X bo’yicha 71 marotaba differentsiallanuvchi u=u (X), 9 = 19(X) funktsiyalar

ko’paytmasi uchun bu bir oz murakkabroq. Ko’paytma uchun 7 — chi hosilaning mavjudligini va
uning ifodasini birinchi bo’lib Leybnits ko’rsatgan. Shu sababli u taklif etgan formulani Leybnits
formulasi, deb atashadi.
Ko’paytmadan hosila olish qoidasini ketma-ket qo’llasak
y=u'8+ud',y"=u"9+2u" $+9",
y'"=u"3u"9+3u'9"+9'"",...
Bundan matematik induktsiya usulini gqo’llab
~ ™ ~ I nn —1 & i - ~
Y= €8 C u € 1,19.+(1_2)u(1%,..+._-+u19@: S ¢ HC
: i=0
ekanligiga ishonch hosil qilish giyin emas, bu yerda
Ccio— n nn-1)...(n—i+l)
G-l -2,
Nyuton binomining koeffitsientlaridir. Buni isbotini o’quvchining o’ziga havola qgilamiz.

Bizga ma’lumki, Y = f (X) funktsiyaning X nuqtadagi differentsiali uning shu nugqtadagi
hosilasini erkli o’zgaruvchining differentsiali bilan bo’lgan ko’paytmasiga teng edi:
dy = f'(x)dx. (1)
Bu yerda dx=Ax, ya’ni X ga bog’liq bo’lmagan o’zgarmas son, shu sababli, uning X bo’yicha
hosilasi nolga teng:
¢x'=0
X =V,

Agar (1) ni Y = f ()C) funktsiyaning X nuqtadagi birinchi differentsiali desak, (1) ning shu

nuqtadagi differentsiali y = f (X) funktsiyaning ikkinchi differentsiali yoki ikkinchi tartibli
differentsiali, deb ataladi. Bu quyidagicha belgilanadi:

d*y=d(dy).
Bu differentsialni hisoblash uchun (1) dan X bo’yicha hosila olib, uni dx ga ko’paytirish kifoya:
d’y=d ' (x)dx =d ' (x) -dx= f"(x)dx-dx = f"(x)dx’.

Xuddi shunday, ikkinchi differentsialning differentsialini uchinchi differentsial yoki uchinchi tartibli
differentsial, deb ataymiz:

d’y=d(d*y).
~
Va umuman, (l -1 - tartibli differentsialning differentsialini ) = f (X) funktsiyaning 7 — chi
differentsiali yoki 7 — chi tartibli differentsiali deb ataladi va quyidagicha belgilanadi:
d"y=dd""y).
Bundan
n (z\ n
d"y=f Ax)dx )
munosabatni matematik induktsiya usuli bilan keltirib chigarish qiyin emas. Shu sababli bu ishni

o’quvchining o’ziga havola qgilamiz.
(2) dan

Y= =Y 3)
dx
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munosabat, ya’ni Y = f (X) funktsiyaning X bo’yicha N —chi hosilasi uning # — chi
differentsialini dX" = ﬂXj ga bo’linmasiga teng ekanligi kelib chigadi.
(2) dan foydalanib differentsiallar uchun Leybnits formulasini keltirib chigarish mumkin,buning

uchun hosilalar uchun Leybnits formulasini dx” ga ko’paytirish kifoya. Natijada quyidagi formulani
hosil gilamiz:

d"¢8=Y Chd" ™ u-d'S

i=0

bu yerda d0u=u,d09=w9.

Ma’lumki, birinchi differentsial ko’rinishi invariantlik xususiyatigi ega (§2.1 ga qarang). Shunday
xususiyatga yuqori tartibli differentsiallar ham egami degan tabiiy savol tug’iladi. Masalan, ikkinchi
differentsial shu xossaga ega emas.

Hagqgiqatan, agar Y = f (X) , X = ¢(f) murakkab funktsiya berilgan bo’lsa,
d’y=d@ dx =dy dx+y d(dx)=y" dx’ +)' d’x, (4)
bu yerda X o’zgaruvchi t ning funktsiyasi bo’lgani uchun dx o’zgarmas emas, shu sababli, umuman

d(dx)=d’x#0. 4) tenglik d’y=)"_-dx’ ko'rinishga fagat X =at+b bo’lgandagina

keladi. Demak, boshga barcha holatlarda ikkinchi differentsial (4) ko’rinishda bo’ladi, ya’ni ikiinchi
differentsial invariantlik xususiyatiga ega emas.

Misol Y= xz,x = l‘2 bo’lsin. Bundan
dy=2x-dx,d’y =2dx". (5)
Endi X =1 ekanligini eslasak, y=t * va bundan
dy=4dt,d*y =12°dt*
kelib chigadi. dy uchun shunday natijaga X =1 : ni (5) ga olib borib qo’yib ham kelsa bo’ladi.

2 2 2
Lekin d )Y uchun bunday emas, ya’ni shunday almashtirish bajarib 12¢°dt o’rniga 8t 2dt 2 ni

hosil gilamiz.
Agar (4) formulani qo’llasak,

d’y =2dx* +2xd*x =2- Qudt > +2¢* - 2dt* =12¢7dr”
ya’ni to’g’ri natijaga kelamiz.
2.4. Parametrik funktsiyalarni differentsiallash.
Faraz qgilaylik, )’ bilan X orasidagi munosabat t parametr orqali berilgan bo’lsin:
x =@ ~
¢()},z‘e Gb . (1)
y=y(r)

Y dan X bo’yicha hosilani X va ) larning t bo’yicha hosilalari orqgali topamiz. Birinchi

differentsialning invariantligidan ' = d%x , lekin dy = y't dt,dx = x', dt .Shu sababli

vo=2o €, #0_ ®)
xl
Ikkinchi tartibli hosila uchun
d d 1 d 1 dt xl " _ ' xH
yv!xx:_ylxz_y_'t :_y_’t_: tytt -};t tt. (3)
dx dx\ x', ) dt\x', )dx ¢,
Misol
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X =acost T T
. s le P
y=bsint 2°2

Yechish. ~ X',=—asmt,)',=bcost,x",=—acost,)", =—bsmt. U holda (2) va (3)

formulalarga asosan

, bcost b
=———=——ctgt,
—asmt a
o= b 1 j 1 b 1
™ a\l sin’t) —asint a’ sin’t

§3. O’rta qiymat haqidagi teoremalar.

3.1. Ferma! teoremasi. Funktsiyaning hosilalarini bilishlik keyingi boblarda (7- va 10-boblarga
garang) ko’riladigan funktsiyani tahlil gilishda asosiy omil hisoblanadi. Biz bu paragrafni shu tahlil uchun
zarur bo’lgan, ko’rinishidan sodda, lekin muhim teoremalar va formulalarga bag’ishlaymiz.

Quyida keltiriladigan teorema Fermaga taqaladi. Ferma uchun hosila tushunchasi —ma’lum
bo’lmagani uchun u taklif etgan teorema biz keltirgan teorema ko’rinishidan ancha farq qiladi. Lekin
asosiy mag’zi bir bo’lganligi sababli bu teoremani Ferma sha’ni bilan atash gabul qgilingan.

Ta’rif. X =c nugtada va uning biror U, = C-5,c+0 : atrofida aniglangan ¥ = f(X)

funktsiya X = ¢ nuqtada lokal maksimumga (minimumga) erishadi deymiz, agar barcha X € U o lar
uchun

f(e)= f(x) (1)
(mos ravishda f(x) = f(c)) (1)
bo’lsa.
Lokal maksimum yoki minimumni lokal ekstremum, deb ataymiz. X = ¢ lokal ekstremum nuqta,
deb ataladi.

Agar f funktsiya ll,b: oraligda uzluksiz va uning ichki ¢ e (l,b: nuqgtasida maksimumga
(minimumga) erishsa, u holda ra_vshanki, C 0’z navbatida lokal maksimum (minimum) nuqta ham
bo’ladi. Lekin f funktsiya ll,b_ oraligning chegara nuqtalaridan birida maksimumga (minimumga)
erishsa, bu nuqta lokal maksimum (minimum) bo’lmaydi, chunki f funktsiya bu nuqtaning to’liq
atrofida (@ nuqtaning chapida va b nuqtaning o’ngida) aniglanmagan.

Ferma teoremasi. Agar V' = f(x) funktsiya X = ¢ nuqtada va uning biror U, = €= 8,c+3 :
atrofida aniglangan, chekli f'(c) hosilasi mavjud va shu nuqtada lokal maksimumga (minimumga)
erishsa, u holda f"'(c)=0 bo’ladi.

[ sb oti Faraz qilaylik, f funktsiya X = ¢ nuqtada lokal maksimumga erishsin, ya’ni barcha
xeU . lar uchun

Sz f(x) .

f!(c):h-m f(JC)—f(C) '

X—>c xX—ca

Hosilaning ta’rifiga ko’ra,

(1) ga asosan X > C lar uchun
S-S .
X—C
va demak, x > ¢+ 0 da limitga o’tsak,

! P'er Ferma(1605-1655)-mashxur farang matematigi, cheksiz kichik miqdorlar tahliliga asos
solganlardan biri.
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f'(©)<0 Q)

ga ega bo’lamiz. Agar X < ¢ bo’lsa, u holda
f@-1© 4,
xX—c

bo’ladi, bunda x — ¢ —0 da limitga o’tsak,

f'(©)=0 (3)
kelib chigadi. U holda (2) va (3) larni solishtirsak, f'(c)=0 ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

Hosilaning geometrik ma’nosini eslasak, f'(c) qiymat y = f(x) funktsiyaning grafigiga X =c

nugtada o’tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientini berar edi.

A A
y
| | > a;c >
O 88-ra 2 ¢ b X 89-ras 0 b X
Hodilaning nolga teng bo’lish. -uu urinmaning Ox| o’giga parallel o’tishini bildiradi (88-rasmga
garang).

Teoremaning isbotida X = ¢ nuqta ichki nuqta bo’lishi talab qilingan edi, chunki bu nuqtadagi
giymat bilan uning chap va o’ng tomonlarida joylashgan nuqtalardagi qiymatlar solishtirildi. Bu
talabsiz teorema o’rinli bo’lmay qolishi mumkin: agar f funktsiya yopiq oraligda aniglanib, uning
chegarasida lokal ekstremumga erishsa, bu nuqtada hosila (agar u mavjud bo’lsa) nolga teng bo’lmay
golishi mumkin (89-rasmga garang).

3.2. Roll! teoremasi. Differentsial hisobning ko’p teoremalari va formulalari asosida biz quyida
keltiradigan Roll nomi bilan bog’liq bo’lgan teorema yotadi. Bu teoremani Roll fagat ko’phadlar
uchun isbot qilgan.

Teorema. Agar )Y = f (X) funktsiya 1) ll,b_ oraligda uzluksiz, 2) (l,b/ intervalda
differentsiallanuvchi va 3) oraligning chegaralaridagi giymatlari teng f (a) = f (b) bo’lsa, u holda
shunday ¢ e (l,b/ nugqta topiladiki, f"'(c)=0 bo’ladi.

Isboti. Agar f funktsiya ll,b_ oraligda o’zgarmas bo’lsa, u holda (l,b/ intervalning barcha ¢
nugqtalari uchun f"'(c)=0 bo’ladi.

Endi Y = f (x) funktsiya ll,b_ oraligda o’zgaruvchi bo’lsin deylik. f funktsiya ll,b _ oraligda
uzluksiz bo’lgani uchun Veyershtrass teoremasiga ko’ra (5-bob, §3.4, 7-teoremaga qarang) u shu
oraligda o’zining eng kichik 7 va eng Kkatta M giymatlariga mos ravishda qandaydir

X, X, € Il,b_ nuqtalarda erishadi. Bu nuqtalarning ikkalavi bir vaqtda chegara nugqtalari bo’lishi
mumkin emas, chunki aks holda, teoremaning 3)- talabiga ko’ra,

J(@) = f(b) = min _f(x) = max_f (x),

va bundan o’z navbatida f(x)=m=M,Vxe Il,b:, ya’'ni f l’,b_ oraligda o’zgarmas degan
xulosa kelib chigadi. Bu bizning talabimizga zid. Shu sababli, bu nuqtalarning kamida bittasi ichki
nuqgta bo’ladi. Uni ¢ deb belgilaylik. Bu nuqtada lokal ekstremumga erishilyapti, bundan tashqari bu

I Mishel Roll (1652-1719)- farang matematigi, uzoq vaqt yangi hisobga garshi bo'lgan, bu
izlanishlarga umrini oxiridagina qo'shilgan.
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nuqtada teoremaning 2)- talabiga ko’ra, f'(c) hosila mavjud. U holda Ferma teoremasiga ko’ra,
f'(c)=0 bo’ladi.
Teoremaning barcha shartlari muhim, chunki masalan, ) = X — E (X) funktsiya X = 1 nuqtada

uzilishga ega, teoremaning boshga barcha shartlarini [0,1] oraligda qanoatlantiradi va (0,1)
intervalning barcha nugqtalarida f'(x) =1, yoki

l,acapx =0
- x,aeap0 < x <1
funktsiya X = 0 nuqgtada uzilishga ega, teoremaning boshga barcha shartlarini [0,1] oraliqda

ganoatlantiradi va (0,1) intervalning barcha nugqtalarida f'(x) =1, yoki masalan, } = X funktsiya

teoremaning 3)-shartidan boshqa barcha shartlarini ganoatlantiradi va Vx e 0,1/ lar uchun

f'(x)=1. y= ‘X‘ funktsiya [-1,1] oraligda uzluksiz, chegara nuqtalaridagi giymatlari teng,lekin 0
nuqgtada minimumga erishsa ham, shu nuqtada hosilasi mavjud emas.
3.3. Chekli orttirmalar hagidagi teoremalar. Roll teoremasidan bevosita kelib chiqadigan chekli
orttirmalar haqidagi teoremalar, deb ataluvchi quyidagi teoremalarning birinchisi Lagranjga! tegishli.
Teorema (Lagranj). Agar )= f (x) funktsiya 1) ll b oraligda aniglangan, uzluksiz va 2)

(l,b/ intervalda differentsiallanuvchi bo’lsa, u holda shunday ¢ e (l,b/ nuqta topiladiki, bu nuqtada

b)— f(a
b-a
munosabat bajariladi.
Bu teorema ko pincha o’rta giymat hagidagi teorema deb ham yuritiladi.

Isboti. ll b _ oraligda quyidagi yordamchi funktsiyani Kiritaylik:

F@ = f@- f@- L0 LD ),

Bu funktsiya Roll teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi. Hagigatan, u ll,b_ oraligda

uzluksiz, chunki uzluksiz f (X) va chizigli funktsiyalar ayirmasidan iborat, Q,b/ intervalda
differentsiallanuvchi:

P - - LO@,

va nihoyat, F(Cl) = F(b) = (0. U holda Roll teoremasiga ko’ra, (l,b/ intervalda shunday ¢ nuqta
topiladiki, F'(C) = 0 bo’ladi. Bundan

- LO=I@ g yold f(b) - Z:(a) @

kelib chiqgadi.
Misol f(x)=%x*+5 funktsiya [-1,2] kesmada uzluksiz, shu kesmaning X # 0 bo’lgan barcha

ichki nuqgtalarida differentsial-lanuvchi: f‘(x)z% va Lagranj teoremasining ikkinchi sharti
3Vx

buzilayapti.

1 Jozef-Lui Lagranj (1736-1813)- mashxur farang matematigi va mexanigi.
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2—(=1) 3 e iAo :(VZ—IY>

demak cg(-1,2)
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Lagranj teoremasining geometrik
ma’nosi quyidagicha:
(4) ning chap tomoni 67 f (Cl)/ va
G.f(b)_  nuqtalami tortib turuy-
chi vatarning Ox o’qiga og’ish bur-
chagining tangensini, o’ng tomoni
esa, abtsissasi C e (l,b/ bo’lgan

nuqtada grafikga o’tkazilgan
(0] a b X urinmaning Ox o’qiga og’ish bur -
90-rasm. chagining tangensidir ( 90-rasmga

Y

garang). Demak, Lagranj teoremasiga ko’ra, agar egri chiziq ll,b_ oraligda uzluksiz va (l,b/
intervalda differentsiallanuvchi bo’lgan funktsiyaning grafigi bo’lsa, u holda grafikda abtsissasi

gandaydir ¢ e (l,b/ bo’lgan nuqta topi-ladiki, bu nuqtadan grafikga o’tkazilgan urinma egri

chizigning chekka 6, f (a)/ va 6, f (b)/ nugtalarini tortib turuvchi vatarga parallel bo’ladi.
Oraliq ¢ qiymatni qulaylik uchun ¢ =a+68(b—a),0 <6 <1 ko’rinishda yozish gabul gilingan.
Unda Lagranj formulasi quyidagi ko’rinishni oladi:

f(b)-f(a)=€—a f'(a+6(b—a)) (0<6<1). (5)

~

Teorema (Koshi). Agar f (x) va & (X) funktsiyalar ll,b_ oraligda uzluksiz , (l,b/

intervalda differentsiallanuvchi, va e,b/ ning barcha nugqtalarida g'(x) #0 bo’lsa, u holda
shunday x=c (a<c<b) nuqta topiladiki, bu nuqtada

f®) - (@) _ f'(©)
g®)-g@) '@

tenglik o’rinli bo’ladi.
Isboti. &£ (b) - g (Cl) =0 , chunki aks holda Roll teoremasiga ko’ra, shunday &£e(a,b) nuqta
topiladiki, g'(£) = 0 bo’ladi, bu esa teorema shartiga zid. Quyidagi yordamchi funktsiyani tuzamiz:

vy SO =@ g
nm—fu>fw>gw%gw)tu>gmx _

Bundan F (Cl) = 0, F (b) =0 ekanligiga ishonch hosil qilish qiyin emas. Bu funktsiya i,b_
oraligda uzluksiz va (l,b: intervalda differentsiallanuvchi bo’lgan funktsiyalar ayirmasidan tuzilgani
uchun, l’,b_ oraligda uzluksiz va (l,b: intervalda differentsiallanuvchi bo’ladi. U holda Roll
teoremasiga ko’ra, shunday ¢ e (l,b: nuqta topiladiki, bu nuqtada F '(C) =0 bo’ladi. Lekin

F'(x) = 1'(x) - L@ =@ o1y
( ) f( ) (b)—g(a) g ( )
bo’lgani uchun, bu tenglikda X = ¢ desak,

Frieye (e JO-@ o0y _
= /(0-LOTD g'(c)

f) = fla) _ f'(c)
gb)—gla) g'(c)
va teorema isbotlandi.

M is ol fix)=x>+8, g(x)=x>+x+I funktsiyalar [-1,2] kesmada uzluksiz va uning barcha ichki
nugqtalarida differentsiallanuvchi ekanligi ravshan (a=-1, b=2)

yoki
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f(2)—f(—1): 8+8—(-1)°-8 9 9

3
g(2)—g(-1) 8+2+1-[(-1)’—1+1] 11+1 12 4
M) 31 3
'€1) 3 1+1 4°

f(x)=3x2, g'(x)=3x2+120, x=1 nuqtada

S@Q-fC) _ L)
g2)-g(-1) g0’

Agar Koshi teoremasida g(x) = X desak, Lagranj teoremasi kelib chiqadi, ya’ni Lagranj teoremasi
Koshi teoremasining xususiy holi ekan.

Bundan -1<1K2.

3.4. Anigmasliklarni ochish. Lopital qoidalari.

J ()

. . 0
Agar Iim f(x) =lim g(x) =0 bo’lsa, u holda nisbat X —> @ da “—” ko’rinishdagi
x—a x—a g(_X) 0

SAC))
x—a g( X)
topishni tushunamiz. Bunday limitni topishning usullari ko’p, lekin biz hozir ko’radigan usulda bu
limitni hosilalar nisbatining limitiga keltiriladi. Bu usul I.Bernulliga! tegishli bo’lsa ham, matematikada
o’zining “Cheksiz kichiklar tahlili” kitobida birinchi marotaba chop ettirgan G.F.Lopital? nomi bilan
ma’lum.

anigmaslik deb ataladi. Bu anigmaslikni ochish deganda, agar u mavjud bo’lsa, limitni

1-teorema. Agar: 1) f (x) Ba & (x) ¢dyskumsimap X = d nuqtaning o’zida bo’lmasa ham,
uning biror atrofida aniglangan va differentsiallanuvchi, 2) lim f (X) = lim g (X) =0, 3) shu
X—>a X—a

atrofning barcha nugqtalari uchun & (x) va g'(x) # 0, va nihoyat, 4) lim f' Ex; = A limit mavjud
x—>a g x
bo’lsa, u holda lim & limit ham mavjud va
x—>a g(x)
limf(X)=ﬁmf'(x)—A. (1)

e g(x) eg'(x)

Isboti. @ -chekli son bo’lsin (@ =« bo’lgan hol keyinroq ko’riladi). f (X) va & (x)
funktsiyalarni X = @ nuqtada f (CZ) =g (CZ) =0 deb aniqglaylik? . U holda bu funktsiyalar X = &
nuqtada uzluksiz bo’ladi. Agar X > @ bo’lsa, ll,X: oraligni va agar X < d bo’lsa, I, d _ oraligni
garaymiz. Aniqglik uchun ll,x: oraligni qaraylik (ikkinchi hol ayran shunday ko’riladi). f(x) Ba
g (x) dbyHKUMsIIAp Il,x: oraligda uzluksiz, (l,x: da differentsiallanuvchi, shu sababli Koshi

teoremasiga ko’ra, shunday ¢ e e,b: nuqta topiladiki,
f@O-f@ _f©) i SO _[©
g(x)—gla) g'(c) glx) g'(c)

bo’ladi.

I Togann Bernulli (1667-1748)- matematika tarixida mashxur bo'lgan golland oilasining vakili,
G.V.Leybnitsning safdoshlaridan bo'lgan.

2 Gil'om Fransua de Lopital (1661-1704) — farang matematigi, u ham Leybnits maktabining vakili,
teksda keltirilgan kitob differentsial hisobning dastlabki kursi hisoblanadi.

3 Avvaldan f(x) va g(x) funktsiyalarni X =a nuqtada aniglangan va uzluksiz, deb faraz gilish
mumkin edi, lekin amaliyot aynan teoremadagidek shart go'yish ma'qulroq ekanini ko'rsatadi.
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Agar X — a desak, 0’z navbatida C — @ bo’ladi, shu sababli teorema shartiga ko’ra,

fin L) iy L'©) _ g, )
x—>a g(x) c—>a g (c) x—>a g (x)
munosabat o’rinli bo’ladi. Teorema isbot bo’ldi.
I-eslatma. Agar (1) ning 0’ng tomonidagi limit mavjud bo’lmasa, chap tomonidagi limit ham
mavjud bo’lmasligi mumkin.

1- mis ol Ma’lumki (6-bob,§3.7 ga qarang), snx ~ x , shu sababli

x? sin — 1
lim ——* =lim xsin— =0 ,
x>0 SN x x—0 X
lekin
1) 1 1
(xz smj 2xsin ——cos—
X/ _ x X
=0 €inx " x>0 cosXx
mavjud emas.
S'(x) 0
2-eslatma. Agar T) ifoda yana 6 ko’rinishdagi anigmaslik bo’lib, f '(X), g '(x)
g (X

funktsiyalar 1-teoremaning hamma shartlarini ganoatlantirsa, u holda

i SO S0 @)

Sog(x) Seg(n) oo g'()

bo’ladi.
2-misol
L 1
lim 1gx —x =1jm0052x_ _ 1 'l—coszxzh.ml+cosx=2
-0 x—sinx 0 l—cosx 9cos’x l—cosx 0 cos’x '
yoki
1 { 200sx~(—sinx: 2sin x
lim Igx—x — lim cos’ x ~ lim cos’ x — im cos3x=2.
=0 xy—snx *0 l—cosx x>0 sin x x>0 Sin x

2-teorema. Agar: 1) f (X) Ba & (x) dyskmusmmap X = d nuqtaning o’zida bo’lmasa ham,
uning biror atrofida aniglangan va differentsiallanuvchi,2) lm f(x) =lm g(x) =, 3) shu
xX—>a xX—>a

atrofning barcha nugqtalari uchun & (x) va 2'(x) # 0, va nihoyat, 4) lim M = A limit mavjud

a g'(x)
bo’lsa, u holda lim & limit ham mavjud va

x—a g(x)
OGNy
() g ()

0
Bu teoremada ko’rilayotgan ifodani — ko’rinishdagi anigmaslik deb ataymiz.
o0

Isboti. Teoremaning 2)-shartiga binoan, X ning barcha giymatlari uchun f(x)>0 va g(x)>0

deyish mumkin.
Avval A chekli son bo’lgan holni ko’raylik. U holda li-mitning ta’rifiga ko’ra, ixtiyoriy € > 0 son

uchun shunday § > 0 son topiladiki, | X -@|< & tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha X lar uchun
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I,
g'(x)
ce €,a+3 nugta topiladiki,

<£ tengsizlik o’rinli bo’ladi. lf,a +0 _ oraligga Koshi teoremasini qo’llasak, shunday

S =1 _ [
g(x)—gla) g'(c)

bo’ladi. Demak,

S~ [(a) A‘<g_
g(x)-g(a) 2

Quyidagi ayniyatni ko’raylik:

uﬂm_Azfwyn@va+ﬁ_a@]{ﬂm—fwx”4
g(x) g(x) g ] g -gla) |

Uning hagligiga tenglikning o’ng tomonini soddalashtirib ishonch hosil qgilish qiyin emas.

Teoremaning 2)-shartiga ko’ra, X —> @ da g(x) — o bo’lga-ni uchun (l,a+5’ oraligning
barcha nuqtalari uchun

a)—Ag(a)| ¢
g(x) > g(a) M <z
g(x) 2
bo’ladi. U holda yuqoridagi ayniyatga ko’ra, barcha X ¢ (l, a+o _lar uchun
M — Al < f + f =c
g(x) 2 2
bo’ladi.
Endi, agar A= bo’lsa, u holda
g™ _y
x—a f '(x)
bo’ladi. Hozir isbot qgilinganiga ko’ra, bundan
. X
fim £ _
x—a f(x)
ekanligi kelib chigadi. U holda
X
lim ZACINS 0
x—>a g(x)

bo’ladi. Teorema to’liq isbot bo’ldi.

3-eslatma Agar a =% bo’lsa, X = % almashtirish yordamida d = 0 bo’lgan holga

keltiriladi:
o) .f¢ﬂ. V; .f95(//. f¢C
EPER H/,, T SR 7
3-misol a>1va ixtiyoriy a > 0 uchun ]jm . =0.

X—>®0 a

o0
Bu — ko’rinishdagi anigmaslik. Unga Lopital qoidasini K 2 O marotaba go’llasak,

Q0
o 1 _ ok
i & :h.ma(x 1,.€ k}+l} _0.
x—w g¥ X—>0 a’ - ma/
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chunki natijada natural o lar uchun kasrning suratida X yo’qoladi yoki X ning darajasi manfiy bo’lib
goladi.
4- mis o l. Agar o ixtiyoriy musbat son bo’lsa,

h.mlnx

o
X—>0 x

=0.

o0
Bu ham — ko’rinishdagi anigmaslik va X a,]l'l X funktsiyalar 2-teoremaning barcha shartlarini
o0

ganoatlantiradi. Shuning uchun

1
. Inx . / .1
lim =lim 4+ =lim —=0.
“ x>0 oy ? x>0 o ?
Yugorida ko’rilgan anigmasliklardan tashqari, ularga keltiriladigan “0-00”, “007, “000” | “c0o—00” va
“1”” ko’rinishdagi anigmasliklar ham ko’pincha uchrab turadi.

Agar X —>a da f(X)50 va g(x) > o bolsa, f(X) g(x) ifoda “0-” ko’rinishdagi

X0 X

n

anigmaslik bo’ladi. Bu f-g =—— almashtirish yordamida "—" ko’rinishdagi anigmaslikka yoki

y
g
f-g= 7 almashtirish yordamida "—
0
f

5-m i s o I Ixtiyoriy a>0 lar uchun hﬂ}) xX*Inx=0.
X—>

" ko’rinishdagi anigmaslikka keltiriladi.

Hagqiqatan,
1
Inx . / 1.
Iimx*Inx=0=1lim = lim X 1:——hmx =0,
x—0 x—0 x7 x—0 — szfaf o x—=0

Agar f(x) -g(x) ifodada X > a da f(X) S50 va g(x) > © bo’lsa, f(x) - g(x) ifoda

"—" ko’rinishdagi anigmaslikka, masalan

e
f(x)-g(x)=—+
%{ /g 11

“ow-0” ko’rinishdagi anigmaslik bo’ladi. Bu

fg
almashtirish yordamida keltirilishi mumkin
~1 +sin x
. ~ . CIgx—cosx . / 2
6-misol lim€ecx—tgx =1lim <& = lim — ST X : =
x—)z x—)z COSX - Ctg-x x—)ﬁ —Sm x - Ctgx —COSX- / 2
2 2 2 sm- x
1—sin® x
= Im ~ 0

7 COSX - (+sin? X,

“007, “x0” va “1°” ko’rinishdagi anigmasliklar f £ ifodada vujudga keladi. Agar f > 0 bo’lsa, u
In f
holda f & =€ gh/ deyish mumkin. Bunda &£ In f ifoda “0-0” ko’rinishdagi anigmaslik bo’ladi.
. . k
Agar Im gln f =k  bo’lsa, u holda m % =e" poladi,
xX—>a xX—>a

xInx

: X
7-misol ])31;1}) X". Bunda X" =e bo’lgani uchun

186

www.ziyouz.com kutubxonasi



1
fim xln x = lim 2% = fim A — _limx=0

x—0 x—0 y x—>0 __ 1 x—0
X x2

Iim x* =1

x—0

U holda

§4. Teylor formulasi.

4.1. Ko’phad uchun Teylor! formulasi. Agar bizga 7 -darajali
P (x)=a,+ax+..+a,x"" +ax" (1)
ko’phad berilgan bo’lsa, uni # marotaba ketma-ket differentsiallasak:
P'(x)=a,+2-a,x+3-a,x" +...+n-a,x"",
P"(x)=1-2-a,+2-3-ax+...+ €-175-a,x"7,
P"(x)=1-23-a,+..+€-2&-15-a,x"",
Px)=1-2-3-....n-a,

va ularda X =0 desak, (1) ning koeffitsientlarini uning hosilalari bilan bog’lovchi quyidagi

formulalarni hosil gilamiz:
(l\
£'©) _ £"(0) _ £, 10
,ay = geeesd, = —
1! 2! n!
Agar bularni (1) ga olib borib qo’ysak, P " (X) ko’phad uchun yangi ko’rinish olamiz:
(l\
P'0 P"(0 P 10
2 )x+ Al )x2 +...+”—“x".
1! 2! n!
Endi, agar ixtiyoriy X, uchun (1) da X =X, + Q — X, _ deb, qavslarni ochib, ifodani X — X, ning

a, =P,(0),a, =

P (x)=PF,(0)+ )

darajalari bo’yicha ixchamlasak:

P(x)=b,+b €-x, +b,€-x, +..b,€-x, " =>b €-x, " (3)
k=0

hosil bo’ladi. (3) ni Pn (X) ko’phadning X — X, ning darajalari bo’yicha yoyilmasi deb ataymiz.
Aslida P " (X) ko’phad X, ga bog’liq bo’lmasa ham, uning (3) yoyilmasidagi bo,bl,...,bn

koeffitsientlar @, va X, ga bog’liq. Agar (3) da X —Xx,=¢ desak, Pn (x) =Pn (xo + é:) =D, (f)
va (3) ga ko’ra
P& =by +bE+bE" +. +b,E"

bo’lgani uchun, (2) asosan

(l\
0
b, =p”—'(), k=012,....n.
n.

larga ega bo’lamiz.
Lekin

I Bruk Teylor (1685-1731) — ingliz matematigi, Nyutonning izdoshlaridan.
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P,(S)=F,(x, +5)p,' () = F,'(x, +6), p," (&) = £," (%) +&),...,

bo’lgani uchun
P,(0)=P,(x,), p,"(0) = F,'(x,), p,"(0) = B," (%), ...,
va
&\
P~ x
bkzﬁ'o), k=0,12,...,n, 4)
n.

ya’ni (3) yoyilma koeffitsientlari o’zining va hosilalarining X, nuqtadagi giymatlari orqali ifodalanar

ekan.
Bularni (3) ga qo’ysak:

P.(x) = P, (x,) + 12 °)¢

~ P"( 0) Pn(l)(xo) »
¢ n! €

)

formulani hosil gilamiz. Bu formula P " (X) ko’phad uchun Teylor formulasi, deb ataladi. Buning
xususiy holi bo’lgan (2) formulani Makloren formulasi deb atashadi.

I-misol P (x)=6€+x" va x,=0 bo’lsin. Unda
P =n€-1,. Q- k+1 &+x"",
PO =nG-1..@-k+13"*

va (5) ga asosan

G+x” =Zn(l_l/“lf—k+l/a"‘kxk,
k=0 .

ya’ni Nyuton binomi deb ataluvchi formulani hosil gilamiz.

4.2. Ixtiyoriy funktsiya uchun Teylor formulasi. Faraz qilaylik, X, nuqtaning biror U x, atrofida

N +1 marotaba uzluksiz differentsiallanuvchi ixtiyoriy JV = f (x) funktsiya berilgan bo’lsin. Bu

funktsiya uchun (5) ga o’xshash Y = f (x) funktsiyaning /1 -darajali Teylor ko’phadi deb ataluvchi
quyidagi

n e\
f( o)e_ \ f (xo)e_ f (xo)‘: )

B, (x) = f(x,)+ —X_ (6

ko’phadni tuzib olamiz.

n!

Bu ko’phadning X, nuqtadagi giymati f (x) funktsiyaning shu nuqtadagi giymatiga teng bo’lsa

ham, X, nuqtaning atrofidagi boshqa nuqtalarda umuman aytganda, P " (x);t f (X) Bundan
tashqari,

P(xy) = (%) B," (%) = S (X ) r P, ) = £ €4x,)- %

Quyidagi belgilashni kiritaylik:
r,(x) = f(x)=F,(x). ®)
U holda,

)= f(x)+

formulani f (X) funktsiyaning Teylor formulasi, deb ataymiz, bu yerda, 7, (x) f (x) funktsiyaning

f(xo) € 5 f”(xo) € x AR

n:

€—x, +7,(x) 9

Teylor formulasini 7 -tartibli qoldig’i, deyiladi.
. . G+ . .. .. .
r, (x) funktsiyaning f ’(x) hosila orqali ifodasini topaylik.
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(7) va (8) larga asosan 7,(x,)=7r,"(x,)=...= rn(z(xo) =0. Yordamchi ¢(x)= € —x, jﬂ

funktsiyani ko’raylik. Bu funktsiya uchun (p(xo) =¢'(x0) = ...:(p":(xo). r, (x) va @(x)
funktsiyalarga U % atrofda Koshi teoremasini qo’llasak:
n(x) _r,(0)-r,() _n'(x) _n' () =n(xg) 1, "0n) _
o) p)-plx)  Px)  PO)-9'(x) 9"(r)
B AR A NI A LT AR D AR 6 A
CoHx) pUx) 0 Hx) co"“%xm |
buyerda X, € €, x U, va x,,, € €,,x, =U, k=12,
Lekinp ' {x) = €+15 7, “'{(x) = F " {x)-0= feu(x) . Demak,

agar X, ., = C desak, u holda

r,(x) = e(@ T f‘”li) (10)

kelib chigadi. Buni Teylor formulasining Lagranj ko’rimsh1dag1 goldiq hadi deb ataladi. Agar (10) ni
(9) ga olib borib qo’ysak:

G+
f(x)= Zf (XO)G— X, . f(lf )Gc— . (11)

Agar (11) da X, =0 bo’lsa, bu formulani Makloren formulasi, deb ataymiz.

4.3. Qoldiq hadning har xil ko’rinishlari. Ayrim hollarda qoldiq hadning Lagranj ko’rinishi
yarogsizlik giladi. Bunday hollarda qoldigning boshqa ko’rinishlaridan foydalaniladi.Biz hozir
shulardan ikkitasini ko’rib chigamiz.

Qoldigning (10) ifodasidagi ¢ nuqta 0»X _ oraligga tegishli bo’lgani uchun wuni
c=x,+0€- X, D<O< 1, deb yozish mumkin (§3.3, (5) formulaga garang).

Endi Koshi teoremasini U x, atrofda 7, (x) va p(X)= =x— X, funktsiyalarga qgo’llasak:
rn('x) _rn(‘x)_rn(xO) _rn'(c)
p(x)  ox)-p(x) 1

bu yerda ¢@(x,)=0,¢'(x) =1 ekanligi e’tiborga olindi. (10) dan

=r,'(c), (12)

r(x) = %f‘l%)

yoki

+1 G+l _
fhn'(c)Q—Cj=f () +6(x —x,)) 0" €-x,"

n!

r,'(c) =
U holda (12) ga ko’ra,
G+l _
n) =, () ol = L AT,
n!

kelib chigadi. (13) ni qoldiq hadning Koshi ko’rinishi deb ataymiz.
Qoldiq hadning Lagranj va Koshi ko’rinishlari asosan f (x) funktsiyani Teylor formulasi bo’yicha,

V07657 1

P " (x) ko’phadga almashtirib, bunda yo’l qo’yilgan xatolikni baholash uchun ishlatiladi. Ayrim
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hollarda, bizga bu xatolik emas, balki qoldiq hadning X —> X, bo’lganda o’zini X, nuqta atrofida
qanday tutishi yoki anigroq qilib aytsak, goldiq hadning kichiklik tartibi gizigtiradi. Bu tartibni f (x)
funktsiyaga qo’yilgan talablardan engilroq shartlarda ham topsa bo’ladi. Masalan, f (X) funktsiya X,

nuqta atrofida 7 marotaba uzluksiz differentsiallanuvchi bo’lsin. U holda,(11) formulada 7 ni 7 -1
ga almashtirsak:

n—1 k
f(x) = Zf {x0)¢ * f()(c xo/,

bu yerda ¢ nuqta ‘CO,X/ oraligga tegishli bo’lgani uchun, X —> X, bo’lganda C —> X,,, shu

sababli, / ¥1c) > f¥(x,) va

ASCIVALCH IR
n! !

bu yerda X —> X, bo’lganda a(x) —> 0 ya'nicr(x)- € — xoj = O(X —x))"
U holda

> N
x n
f(x)=2%¢—xof+0(x—xo) . (14)
k=0 .
Demak,

r,(x)=0x—x,)" . (15)
Qoldigning (15) ko’rinishini Peano! taklif etgan.
Quyidagi teorema berilgan f funktsiyani (14) formula bo’yicha yagona ravishda yoyish mumkinligini
ko’rsatadi.

Teorema. Agar f (X) funktsiya X, nuqta atrofida
f(x)=a,+a, €- xO/ ta,€-x, " +olx- xo) (16)
f(x)=b, +b, €-x, ...+b €—x, " +olx—x,)" (17)
yoyilmalarga ega bo’lsa, u holda barcha k =0,1,...,n lar uchun @, = bk bo’ladi.

2

Isboti. Agar (16) va (17) tengliklarning o’ng tomonlarini tenglab, X —> X, bo’lganda limitga
o’tsak, d :bo hosil bo’ladi. Endi, bu tenglikni Xx—X, ga bo’lib, X —> X, bo’lganda limitga

o’'tsak, d; = bl kelib chigadi. Shu tartibda davom etib, natijada a4, = bn ekanligiga ishonch hosil

gilamiz.
Funktsiyaning (14) yoyilmasi “lokal” harakterga ega ekanligi, ya’ni bu yoyilma funktsiyaning faqat

X —> X, bo’lganda qanday o’zgarishini harakterlashi (14) tenglikdan ko’rinib turibdi.
Agar (11) va (14) da f (XO) ni tenglikning chap tomoniga o’tkazib, X —X, = AX desak:

A () = )= £ ) = £+ S50 a

¢ €1
+f {xO)Axn +f /(C) Aanrl (lla)

n! G+17

va

I Juzeppe Peano (1858-1932)- italiyalik matematik.
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A (xg) = £ (x) — £ (xy) = f(xo)AHf ) g

o
(x -

+ f (' 0) Axn +0 c—x_n (1 43.)
n! -

munosabatlarga ega  bo’lamiz. Agar bu tengliklarda AX ni dx ga almash-tirib,

J'(xy)dx = df(xo),f"(xo)a’x2 = dzf(xo),...,f'1:(x0)dx” =
=d"f(x,), f ‘”l:(c)dx"+l =d"" f(x,) ekanligini eslasak:

1 2 1 n 1 n+l
Af (xo) =df (xo)+—d" f(xo)+...+—=d" f(x,) + =d"" f(c)
2! ! ¢+17
C¢=x, +OA,0<0 <1 (11b)
yoki
1 2 1 n n h
Af(xo):df(xo)+5d f(x0)+...+;d f(xo)+0¢x ) (14b)
tengliklarni hosil gilamiz. Shunday qilib, agar Ax —0 desak, funktsiyaning cheksiz kichik Af (XO)
orttirmasidan, nainki wuning bosh qismi — Dbirinchi differentsiali, balki yuqori tartibli

d’f (x)s---»d" f(x,) differentsiallari bilan mahrajlardagi faktoriallar anigligida ustma-ust
tushuvchi yuqori tartibli kichik hadlari ham ajraldi.

4.4. Elementar funktsiyalarni Teylor formulalari bo’yicha yoyish.
1. f(x)= e”. Bu funktsiya (—w,0) oraligda cheksiz marotaba differentsiallanuvchidir va

f)=¢", f940)=1 k=01...), <) =¢"

U holda, (11) formulaga ko’ra,

n K e‘x
=y —+r(x), r(x)= -,
kz_ék! 5 (%) (x) )

n+l

~
ce Q,x, (18)

bu yerda X ham musbat, ham manfiy bo’lishi mumkin.

(18) formuladan foydalanib, e sonini 0,001 aniglik bilan hisoblash mumkin. X =1 uchun (18) ga
ko’ra:

1
e= Z +7,(1), (19)
io k!
bu yerda
r.(1) = 0<c<l),
N ni shunday tanlash kerakki, natijada
r, (1) =—2—=< 0,001

(z 11

bo’lsin. Buning uchun, e’ <3 bo lganligidan, /(1 SOOOI tengsizlikni echish kifoya. Bu

tengsizlik, masalan 7 = 6 uchun bajariladi. Demak,

l'+...+—:2,718.

ez2+l+
3

2!
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, C
Eslatma. 0 <c <1 bo’lgani uchun, 1<e <3. Lekin, 7 >2 lar uchun e/(l 1= g ., bu

e

yerda 0 <@ <1 . U holda (19) ni quyidagi ko’rinishda yozish mumkin:

| N 0 20)
e= ) —+— .
o k! n
Bu formula 6-bob, §2.6 da e sonining irratsional ekanligini isbotlashda ishlatilgan edi.

2. V= sin X. Bu funktsiya ham barcha hosilalarga ega va

(inxw:| _ i 0,acapn =2k,
=0 A
- 2 (—lj,azapn=2k+l.
U holda bu funktsiya uchun Teylor formulasi quyidagicha bo’ladi:
3 5 2k-1
. X h+
smx=x—+——...+ €1 +r X
R CL PTSTE @1
bu yerda
x2k+1 T -
ry (X) = ———sin| &+ 2k +1)= | =0 €**
ek + IL 2 x>0~
. Smx—Xx
I-misol lm — 3  ni hisoblang.
x—0 X
(21) ko’ra,
. X =
smx=x——+0(3 .
3! -
Shuning uchun
X 3 Y
) XxX——+4o Q —X 3
. smx—x . ! ~ I .. o 1
NI I N BT DR Y
x—0 X x—0 X 6 x—0 x3 6

3. Y = COSX. Xuddi yuqgoridagidek,
f(‘(X)—CO{XJFk —j fO)=1, £¥(0)=€1”,
FEH0)=0 (k=123,...)

Demak, agar 7 = 2k +1 desak,

2 4 2k

X X
COSX:1—§+Z—...+(— /e +I"2k+1

4. f (x) = ( + x:. Bu funktsiya x > —1 lar uchun aniglangan va barcha tartibli hosilalariga ega:

(_lerlh lT - .y -
o > B ‘ + |

A =
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va nihoyat,
2

]n(+x::x—x7+...+ ¢1

w41 X"
_/+ -;;'+'n1(X).

5. f(x)= (+xzn. Ma’lumki,
) =mm-1)...(m-n+1)q+x """,

FE0)=m(m—-1)...(m—n+1) .

U holda

-1 -D...(m-n+1
(+x” :1+mx+%x2+...+m(m ) '(m nt )x"+l’n(x). (22)
! n!

2-misol Hisoblang (m#=n,m=0,n=0):

Hm4/1+x—ﬂl+x.

x—0 X

(22) formuladan foydalansak:

X X
. ) 1++0(x)—(1++0(x)j
h.m\/1+x—\/1+x=h.m m n _

x—0 X x—0 X

11
x(_jﬂ’(x) 11 11
= lim 2" =]jmK———j+0(1)}=———.

x—>0 X x—>0

6. f(x)=arctgx . Ma’lumki (§2.3,79-misolga qarang),
S Hx) = €—1%cos" y-sin ”(y““ %) f¥40) =0,
FEH0)=€17" @k -2T.

U holda bu funktsiya uchun Teylor formulasi quyidagicha bo’ladi:

3 5 2k-1
X X *-1 X
arctex =x——+——...+ €1 —+7r, ().
g 3 ¢l Y 2 (X)
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8-BOB.
FUNKTSIYALARNI HOSILALAR YORDAMIDA TEKSHIRISH
1-§. Funktsiyaning monotonligini tekshirish

Funktsiyaning o’zgarishini tekshirish jarayonida uning giymatlari qaysi oraliqda o’zgarmasligi yoki
gaysi oraligda monotonligini aniglab beruvchi shartlarga zaruriyat tug’iladi. Biz bu paragrafda shu
shartlarni aniglash bilan shug’ullanamiz.

1.1. Funktsiyaning o’zgarmaslik sharti

Teorema. Agar f(x) funktsiva €,b intervalda aynan nolga teng bo’lgan hosilaga ega bo’lsa, u
holda f(x) shu intervalda o ’zgarmas bo’ladi.

Isboti. €5 _ intervalning biror o’zgarmas X, nuqtasini va uning biror U, c (z,b: atrofini
garaylik. Shu atrof uchun Lagranj teoremasini (7-bob, 3.3-§ ga qarang) qo’llasak:

SO~ f(x)= () €~x,_ VX U,

bu yerda, C € (:O,x: yoki ¢ € (:, X, :

Teorema shartiga ko’ra, barcha x € (z,b: larda, jumladan, ceU, < (z,b: nugtada f'(c)=0.
Shu sababli barcha x € (z,b: lar uchun

f (x) = f(x,) =const..

Teorema isbot bo’ldi.
Bu teoremadan integral hisob uchun zarur bo’lgan quyidagi natija kelib chigadi:

Natija. Agar f(x) va g(x) funktsiyalar Q,b/ intervalda aynan teng bo’lgan hosilaga ega
bo’lsa, ya’ni barcha x € Q,b: larda
f'(x)=g"(x)
bo’lsa, u holda f(x) va g(x) funktsiyalar shu oraligda faqat o’zgarmas miqdorga farq giladi:
f(x)=g(x) +C.

Buni isbotlash uchun yugqoridagi teoremani f(x) - g(x) ayirmaga qo’llash kifoya.

funktsiyalarning hosilalari X ning *1 qiymatlaridan boshqa

1 2X
Misol. arctgx va Earctgl >

barcha giymatlarida o’zaro teng. Buni tekshirishni o’quvchining o’ziga havola gilamiz. Shu sababli

arctgx = %arctg +C (1)

1-x°
tenglik fagat (—1,1), (-o0,~1) va (1,+o) oraliglardagina bajariladi. Yana qiziq tomoni shundaki, C ning
giymati har bir oraliq uchun har xil, masalan, birinchi oraliq uchun C=0, bunga ishonch hosil qilish

uchun (1) da X =0 deyish kifoya, agar (1) da X —»—o da limitga o’tsak, ikkinchi oraligda C :%

ekanligi va nihoyat, (1) da X -+ da limitga o’tsak, uchinchi oralig uchun C = —% ekanligi kelib
chiqadi.

1.2. Funktsiyaning monotonlik sharti
Endi, funktsiya hosilasi nolga teng bo’lmagan hol uchun funktsiya qanday o’zgarishini tekshiramiz.
1-teorema. Agar f(x) funktsiya It,b_ oraligda uzluksiz, €,b _ intervalda manfiy bo’lmagan

(musbat) hosilaga ega bo’lsa, u holda f(x) funktsiya lt,b: oraligda kamaymaydi (o ’sadi).
Isboti. Haqgiqatan agar a <x, <x, <b desak, l:l,xz: oralig uchun Lagranj teoremasi o’rinli bo’ladi,
ya’ni (cl , X, : da shunday ¢ nugqta topiladiki, uning uchun
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S~ ()= 1) € ~x, b))
tenglik bajariladi. Teorema shartiga ko’ra, (J,b: intervalda f'(x) =0 ( f'(x)>0) bo’lgani uchun, bu
tengsizlik ¢ e €,,x, :C (z,b: nugtada ham o’rinli bo’ladi, yani f'(c)=0 (mos ravishda
£'(¢) > 0) bo’ladi,

U holda (2) dan f(x,)—f(x,)20 (f(x,)—f(x,)>0) kelib chigadi. X va X, lar ixtiyoriy
tanlangani uchun f(x) funktsiya I,,b: oraligda kamaymaydi (o’sadi).
Ta’rif. Agar shunday 5>0 topilsaki, 0<Ax <6 lar uchun
L >0 (& < Oj
Ax Ax
tengsizlik bajarilsa, f(x) funktsiya X j nugtada o’suvchi (kamayuvchi) deyiladi.
2-teorema. Agar f'(x,)>0 (f'(x,)<0) bolsa, [f(x) funkisiva X, nugtada o’suvchi
(kamayuvchi) bo’ladi.

S . Ay : o L
Isboti. f'(x)= i]mo_ bo’lgani uchun, ixtiyoriy >0 uchun shunday & > 0 topiladiki, |Ax| <0
x—>0 Ax

lar uchun
A
f'(xo)—8<Ey<f'(xO)+g
bo’ladi. Agar f'(x,)>0 bo’lsa, u holda < f'(x,) deb tanlasak,

A
‘Ax‘ < ¢ lar uchun Ey > (0 bo’ladi. Teorema isbot bo’ldi.

1-eslatma. 1-teoremada funktsiyaning (z,b: intervalda f'(x) >0 bo’lgan hosilasi mavjudligidan
uning shu oraligda kamaymasligi isbot qilingan edi. Lekin aksi ham o’rinli, ya’ni agar funktsiya (l,b:
intervalda differentsiallanuvchi va kamaymaydigan bo’lsa, u holda shu intervalda f'(x) >0 bo’ladi,

chunki agar (z,b: intervalda shunday X ( nuqta mavjud bo’lsaki, bu nuqtada f'(x,)<0 bo’lsa, 2-
teoremaga asosan funktsiya X ¢ nuqtada kamayuvchi bo’lib qoladi, bu esa qilingan farazga zid.

Agar funktsiya differentsiallanuvchi va (l,b: intervalda qat’iy o’suvchi bo’lib, bu funktsiya hagida
boshga ma’lumotlarga ega bo’lmasakda, baribir Q,b: intervalda f'(x) >0 bo’ladi deyishga to’g’ri
keladi, chunki gat’iy o’suvchi funktsiya (l,b: intervalning biror nuqtasida nolga teng bo’lgan hosilaga
ega bo’lishi mumkin. Masalan, X 3 funktsiya (—o,+0) da qat’iy o’sadi va X =0 nuqtada uning hosilasi
nolga teng, xuddi shunday f(x)=x-sinx funktsiya o’suvchi, chunki uning hosilasi
f'(x) =1—cosx hech gayerda manfiy emas, lekin X =2k7x,k =0,+1,£2,... nugtalarda nolga
teng.

2-eslatma. Funktsiyaning X ( nuqtada o’suvchiligidan uning shu nuqta atrofida ham o’sishi kelib
chigmaydi. Masalan,

0,x=0,

F(x)=1x !
Z—x?sin—,x#0,

2 X

funktsiya X =0 nuqtada o’suvchi, chunki

X .

= —x*sin {
F'(0)=lim 2—— X -~
x—0 X 2
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1 .1 1 .
Lekin, bu funktsiya monoton emas, chunki uning hosilasi F'(x) = E—szm—+cos— nolning
X X

ixtiyoriy kichik atrofida ham musbat, ham manfiy giymatlar qabul qiladi: X, = %{7[ ¢ = 1,2,...:

nugtalarda juft & lar uchun 3/2 ga, toq k lar uchun —1/2 ga teng.
3-teorema. Agar f(x) funktsiya juft (toq) va l—a,a: oraligda differentsiallanuvchi bo’lsa, u holda
f'(x) toq (juft) funktsiya bo’ladi.
Isboti. Teorema shartiga ko’ra Vxe la,a: lar uchun f(x)=f(—x). Agar bu tenglikni
differentsiallasak:
S (xX)=-f'(=x),

ya’ni funktsiya toq ekanligi kelib chigadi.
2-§. Funktsiyaning lokal ekstremumlari

Lokal ekstremum nuqtalarga ta’rifni 7-bob, 3.1-§ da bergan edik. Bunday nuqtalarni quyidagicha
ta’riflasa ham bo’ladi:

Agar shunday 6>0 sonni ko’rsatish mumkin bo’lsaki, funktsiyaning ¢ nuqtadagi Ay orttirmasi €
ning §-atrofida Ay = f(x)— f(c) <0 (mos ravishda Ay = f(x)- f(c)>0) tengsizlikni ganoatlantirsa.
f(x) funktsiya ¢ nuqtada lokal maksimumga (minimumga) erishadi deymiz.

Ferma teoremasiga ko’ra (7-bob, 3.1-§ ga garang), agar funktsiya X ( nuqtada differentsiallanuvchi
bo’lib, shu nuqtada local ekstremumga erishsa, u holda f"(x,)=0 bo’lar edi.

Yugorida ko’rgan misollarimizdan ma’lumki, hosilani nolga aylantiradigan har ganday nuqta
ekstremum nuqta bo’lavermaydi. Shu sababli f'(x) =0 tenglamaning yechimlarini f(x)

funktsiyaning statsionar nuqtalari, deb ataymiz.
Funktsiya local ekstremumlarga hosilasi mavjud bo’lmagan nuqtalarda ham erishishi mumkin,

masalan, y = |x| funktsiya X =0 nuqtada differentsiallanuvchi emas, lekin bu nuqtada minimumga
erishadi.

Demak, funktsiyaning local ekstremumlarini statsionar nugqtalari, ya’ni hosilasi mavjud bo’lib, bu
hosilani nolga aylantiradigan nuqtalar orasidan yoki hosilasi mavjud bo’lmagan nuqtalar orasidan
qidirish kerak ekan.

Bundan xulosa shuki,

S'(x)=0 (1)
shart differentsiallanuvchi f funktsiya X nuqtada lokal ekstremumga erishishi uchun zaruriy shart
ekan, lekin etarli emas.

Shu sababli statsionar nuqtalar orasidan lokal ekstremumlarni ajratib olish uchun qo’shimcha shartlar
zarur. Bu shartlarni lokal ekstremumning etarli shartlari, deb ataymiz.

2.1. Lokal ekstremumlarni birinchi hosila
yordamida aniqlash
Faraz qilaylik, x ¢ f(x) funktsiyaning statsionar nuqtasi bo’lsin va funktsiya bu nuqtada va uning

biror U atrofida uzluksiz, shu nugtaning o’zida bo’lmasa-da, uning U atrofida chekli hosilaga ega
va bu hosila U da X (ning chap tomonida ham, o’ng tomonida ham doimiy ishoraga ega bo’lsin.

1-teorema. 1) Agar X e(x ¢g—6,x g) lar uchun f'(x)>0, va X €(X g, X p+6) lar uchun f'(x)<0
bo’lsa, X, nuqta lokal maksimum bo’ladi; 2) agar x e(X g-6,Xy) lar uchun f'(x)<0 va
X (X g, X g+6) lar uchun f'(x)>0 bo’lsa, X o nuqta lokal minimum bo’ladi; 3) agar hosila X
nuqtaning chap va o’ng tomonlarida bir xil ishorali bo’lsa, bu nuqta lokal ekstremum bo Imaydi.
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Isboti. 1) (x¢-&x¢) da f'(x) >0 bo’lsa, 1-§, 1-teoremaga ko’ra funktsiya bu oraligda o’sadi va
shu sababli barcha X e(x(-6,x¢) lar uchun f(x) < f(x,) bo’ladi,(x¢,xo+6) da f'(x)<0 bo’lsa,
o’sha teoremaga ko’ra funktsiya bu oraligda kamayadi va demak, barcha x e(xg,x o+ lar uchun
f(xy)> f(x) bo’ladi. Bundan xulosa: Vx e(x (-6, xo+d) lar uchun f(x,)= f(x), ya’ni x( nuqta

lokal maksimum ekan.
2) Xuddi yuqoridagidek mulohaza qilsak, x e(x¢-6,x¢) lar uchun f'(x) <0 ekanligidan, barcha

x €(x=6,x¢) lar uchun f(x,)< f(x) va (xg,x9+0) da f'(x)>0 ekanligidan, barcha X e(xg,xo+J)
lar uchun f(x,) < f(x) bo’lishi kelib chigadi. Demak, V xe(x-8x+d) lar uchun f(x,) < f(x),
ya'ni x( nugta lokal minimum ekan.

3) Agar x e(xo-6,x0) lar uchun f'(x)<0 (>0) va x €(xg,xo+6) lar uchun ham f'(x)<0 (>0)
bo’lsa, funktsiya x nuqtaning chap tomonida ham, o’ng tomonida ham kamayadi (o’sadi). Shu

sababli xy nuqgta lokal ekstremum bo’lmaydi.
1-eslatma. Teoremada birinchi hosila X ; nuqtadan o’tish jarayonida ishorasini o’zgartirsa, lokal

ekstremum bo’ladi deyilyapti, lekin bunda f'(x,) ning mavjudligi shart emas, fagat f(x) x
nuqtada uzluksiz bo’lsa etarli.

@) 1+x,x<0,
1-misol. X) =
—x,x20.
Y a Bu funktsiyaning hosilasi X =0 nuqtaning chap tomonida «+»
1 ishoraga va o’ng tomonida «—» ishoraga ega, lekin funktsiya X =0
/‘ » hugtada uzluksiz ham, differentsiallanuvchi ham emas (91-rasmga
/ « garang).
1
2-misol. y=——; y'= _2—x) . Bu yerdan ko’rinadiki, x <0 lar
I+x (+x?
A
uchun y'>0 va X >0 lar uchun y'<0; bundan tashqari funktsiya x =0

91-pacm. . . . .
pact nuqgtada uzluksiz. Shuning uchun 1-teoremaga ko’ra berilgan funktsiya

X =0 nuqtada lokal maksimumga ega. Funktsiyaning boshqa lokal ekstremumlari yo’q.

.1
3-misol. y=2— x’ (l —simn —j (X #0), y»(0)=2. Bu funktsiya X =0 nuqtada uzluksiz va lokal
X

maksimumga erishadi: barcha X lar uchun y(x)<y(0)=2. Lekin, X =0 ning hech qaysi atrofi
uchun X <0 larda o’sib, X >0 larda kamaymaydi, chunki

y'= —2){1 —sin l) — cosl (x #0),
x x

Z—xz[l—sinl)—2 i
1(0) = fim x :—limx(l—sin—j:O,
x—0 X X

x—0

.1
Kichik X lar uchun 2x(1—5|n —J ifoda qiymati yetarlicha kichik, shuning uchun hosilaning
X

1 1
ishorasi cos— ga bog’lig. X -0 da cos— bir necha marotaba +1 qiymatni gabul qiladi.
b X

2.2. Lokal ekstremumlarni ikkinchi hosila
yordamida tekshirish
2-teorema. x o nuqta [/ funkisiyaning statsionar nugtasi, ya'ni f'(x,)=0 va uning atrofida / ikki

marta uzluksiz differentsiallanuvchi bo’lsin. Agar f"(x,) <0 bo’lsa, x ¢ nugta / funktsiyaning lokal

maksimumi va agar f"(x,)>0 bo’lsa, x g nugta / funktsiyaning lokal minimumi bo’ladi.
Isboti. Berilgan funktsiyani # =1 bo’lgan hol uchun Teylor formulasiga yoyaylik:
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1= 5+ F) 0, 3D 62 () @
Bundan teorema shartiga ko’ra f'(x,)=0 bo’lgani uchun
=)+ 65,

Faraz gilaylik, f"(x,) <O bo’lsin. f” X, nuqta atrofida uzluksiz bo’lgani uchun shunday &0
topiladiki, barcha x e(x -6, x¢+8 lar uchun f"(x)<0 bo’ladi. U holda (2’) dagi qoldiq had
V x €(x o6, x o+0) lar uchun

(2)

e_xoj "
Tf (c)<0

bo’ladi. Bundan V x e(x -6, x ¢+9) lar uchun

Ay =f(x)= f(x) <0
ekanligi kelib chigadi, ya’ni X (lokal maksimum ekan.
Xuddi shunday, agar f"(x,)>0 bo’lsa, xy ning atrofida f"(x)>0, shu jumladan, f"(c)>0

bo’ladi. U holda (2’) dagi qoldiq had shu atrofda manfiy bo’lmaydi. Shu sababli x, ning atrofidagi
barcha X lar uchun

Ay = f(0) - [(x) 20

bo’ladi, ya’ni X (lokal minimum ekan.
4-misol. y = x* +5,)'= 2x, x =0—statsionar nuqta ekan.
Barcha X lar uchun y"=2 >0, demak, 2-teoremaga ko’ra X =0 — lokal minimum ekan.
2-eslatma. f'(xo) =0 va f"(xo) =0 ©bo’lishi X, nuqtaning ekstremum bo’lishini

ta’minlamaydi. Masalan, y:x3 va y=x4 funktsiyalarning birinchi va ikkinchi hosilalari X =0

nuqgtada nolga teng, lekin birinchi funktsiyamiz bu nuqtada ekstremumga ega emas, ikkinchisi esa lokal
minimumga ega.

3-teorema. f’(x0)=f"(xo)=...=f“:(x0)=0,f"*‘:(x0)¢0 va f‘”%x) X o nugtaning atrofida uzluksiz
bo’Isin. Agar (1 +1)-juft va f‘”l:(xo) <0 bo’lsa, ffunktsiya X o nugtada lokal maksimumga; agar (7 +1)-juft
va f"“%xo) >0 bo’lsa, /funktsiya X, nugtada lokal minimumga erishadi; va nihoyat, agar (7 +1)-tog va

[ :(xo) # 0 bo’lsa, ffunktsiya X  nugtada hech ganday ekstremumga erishmaydi.
Isboti. f funktsiyaning X ( nuqgta atrofidagi Teylor yoyilmasiga teorema shartini qo’llasak:

/)~ f(xo)—“(l 5 1O (e ) ®

<
Agar bu yerda (71 +1)-juft bo’lsa, (2°) formuladek mulohaza gilamiz. Endi (7 +1)-tog va f(’+l’(x0) =0

bo’lsin. f(’“(x) X o nugta atrofida uzluksiz bo’lgani tufayli, uning uchun shunday (X o—6, X o+d) interval

b n+l
mavjudki, u yerda u f‘m‘(xo) ning ishorasini saglaydi. Agar X X, nugtadan o’sib o’tsa, (C—xo "oz

—
ishorasini o’zgartiradi, f.m’(xo) ning ishorasi esa o’zgarmaydi. Shu sababli,(3) tenglikning o’ng tarafi va o’z
navbatida Ay = f(x)— f(x,) ham o’z ishorasini o’zgartiradi, ya’ni X ( nugta lokal ekstremum bo’Imaydi.

4-teorema. Agar f"'(x,)=0, f""(x,) > 0(<0) bo’Isa, u holda /funktsiya X , nugtada lokal minimumga

(maksimumga) erishadi.
Bu teoremaning 2-teoremadan farqgi shundaki, 4-teoremada ikkinchi hosilaning uzluksizligi talab gilinmay,
fagat mavjudligi talab gilinyapti. Shu ma’noda 2-teoremani 4-teoremaning xususiy holi, deb garash mumkin.
4-teoremaning isboti.
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f"(x()) ]]In f(.X') f(xo) f‘(X) >0

X=X, X _‘x(] X—)XO X — x()

S

X=X,

bo’lgani uchun 5-bob, 2.2-§, 2-teoremaga ko’ra X o ning yetarlicha kichik atrofida > (0 bo’ladi. U holda

X <Xglaruchun f'(x)<0 va X>Xglaruchun f'(x) >0 bo’ladi. Demak, 1-teoremaga ko’ra X , nugta lokal
minimum ekan. f"'(x,) <0 hol xuddi yuqoridagidek tekshiriladi.

3-§. Funktsiyaning eng katta va eng kichik giymatlari

Faraz gilaylik, f(x) funktsiya lzb: oraligda uzluksiz bo’lsin. U holda Veyershtrass teoremasiga ko’ra (6-
bob, 3.3-§ ga garang) bu funktsiya [:,b: da o’zining eng katta va eng kichik giymatlariga erishadi. Funktsiya bu

giymatlarga yo (z,b: intervalda yoki chegaraviy x = a va x =b nugtalarda erishishi mumkin. (z,b: intervalda

eng katta va eng kichik giymatlarga erishilayotgan nugtalar yuqoridagi mulohazalarga asosan local ekstremum
nugtalar bo’ladi. Shu sababli, eng katta va eng kichik giymatlarga erishilayotgan nugtalarni yo statsionar nugtalar
orasidan, yo hosilasi mavjud bo’lmaydigan nuqtalar orasidan qidirish kerak ekan. Agar bu nugtalar chekli

X5X5,...,X,, to’plamni tashkil etsa, u holda

maxj/’(X) max R(a), f(b), £(x,), [ (x;)s.5 [ (x,,)
va ]
xemér},jf(x) =min A(a), £ (), f(x), f(x,)sr f(X,,)
5-misol. f(x) =sin x + cosx funktsiyaning [0,r] oraliqdagi eng katta va eng kichik giymatlari topilsin.
Avval hosilasini hisoblaymiz: f"(x) = cosx —sin x . Uni nolga tenglab, statsionar nugtalarini topamiz:
cosx—sinx=0.

Bu tenglamaning [0,x] oraliqga tegishli yechimi fagat X =n/4. U holda /0)=1, f(ﬂ/4):\/§ , /{m)=—1 bo’lgani
uchun

max_f (x) = V2, min_f(x) = -

6-misol. Yer sathiga ¢ burchak ostida joylashtirilgan to’pdan boshlang’ich 90 tezlikda otilgan o’qning uchish

masofasi
2 .
8, sin2¢ 4
g

formula bilan hisoblanadi, bu yerda, & — og’irlik kuchining tezlanishi. Berilgan boshlang’ich tezlikda o’qning eng

uzoq masofaga tushishi uchun to’pni ganday burchak ostida joylashtirish kerak?
Yechish. Tabiiyki, 0 < ¢ <7/2 bo’lishi kerak (4) ni shu oraliqda maksimumga tekshiramiz:

drR _ 29, cos2¢ 29,” cos2¢p _0

dp g g
bundan kritik nuqta p=7z/4 ekanligi kelib chigadi.

R=

d’R 49, sin2p (aﬂRj 49, .
=- =— <0.
do’ '
» g =2 g
Demak, gp=n/4da uchish masofasi R maksimumga erishar ekan:
3,

¢ -0

Funktsiyaning [0,m/2] oraliq chegaralaridagi qiymatlari

R;=0 =0, R;:AZO-
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Demak, 0’q eng uzoq masofaga tushishi uchun uni yer sathiga 45° burchak ostida uzish kerak ekan.

7-misol. Hajmi V bo’lgan tsilindrning to’la sirti S eng kichik bo’lishi uchun uning o’lchamlari ganday bo’lishi
kerak?

Yechish. Tsilindr asosining radiusini r va balandligini h bilan belgilaylik. U holda

S =2m?+2mh,V =ar’h

v .
bo’ladi. Bundan h = — hitopib, S uchun yozilgan formulaga qo’ysak:
ar

S =2ar? +2mi2 yoki S 22(’”2*!)
ar r

hosil bo’ladi, bu yerda, V berilgan son. Natijada S yuza r radiusning funktsiyasi sifatida ifodalandi. Bu funktsiyaning
O<r<woraligdagi eng kichik giymatini topaylik:

ds 2(2 —12) =0,
dr r

2
r_3/i [dsj =2(27r+¥j >0.
dr’ ” r* Jicq

Demak, S funktsiya r=r; nugtada minimumga ega ekan. Endi lim S =o0 va lim S = oo ekanligini e’tiborga

r—0 r—®

bundan

olsak, S funktsiya r=r; nugtada eng kichik giymatga erishadi deyish mumkin. Bu giymatga

—31 h-izz23l=2r
\ 27 7t \ 27

nugtalarda erishiladi. Demak, berilgan hajmli tsilindrning to’liq yuzi balandligi asosining diametriga teng bo’lganda
eng kichik bo’lar ekan.

8-misol. Elektr chirog’i tik OV to’g’ri chizig bo’ylab biror blokka biriktirilgan holda
harakat gila oladigan bo’lsin. Tekislikdagi A nugtada yorug’lik eng yuqori bo’lishi A uchun
elektr chirogni tekislikdan ganday balandlikka qo’yish lozim?

sin
Ma’lumki, A nugtadagi | yorug’lik / =c¢ 2¢ goida bo’yicha aniglanadi. Agar h ni

r
erkli o’zgaruvchi sifatida qarasak, u holda 92-rasmdan s]ng)_— =vh?+4* lami
aniglasak,

[:c.#\y (0 <h <+40)
62 +a2 /2
formula hosil bo’ladi. Bu funktsiyani maksimumga tekshiramiz:
2 2
a”—2h
I '= —\?/
2 2
¢+a’
hosila h = — nugtada nolga aylanadi. Endi,

f
a
|(\/_j 3\/_2>0 1(0) = I(0) = 0

a
giymatlar ichida eng kattasi h = ﬁ nugtada erishilyapti.

Demak, chirogni h = % balandlikka o’rnatish kerak ekan.
2

4-§. Egri chizigning gavarigligi. Bukilish nugtalari
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1-ta’rif. Agar nugtaning shunday atrofi mavjud bo ’Isaki, bu atrofdagi barcha nuqtalar uchun abtsissasi x,, bo’lgan
nugtada egri chizigga o ‘tkazilgan har ganday urinma egri chiziqdan yugorida (pastda) joylashgan boIsa, y =/{x ) egri

chizig X, nugtada gavarigligi yugoriga (pastga) garagan deymiz.
2-ta’rif. Agar X x,, nugtadan o'tayotganda egri chizigning abtsissasi x bo’lgan nuqtasi urinmaning bir tomonidan

ikkinchi tomoniga o 'tsa, x,, nuqta y=f(x) egri chizigning bukilish nugtasi deyiladi. Masalan, 93-rasmdagi X 3 nuqta
A bukilish nugtasidir.

y _— Ayrim hollarda "gavarigligi yuqoriga (pastga) garagan” jumla o’rniga "botigligi
pastga (yugoriga) garagan” jumlasi ishlatiladi. Masalan, 93-rasmdagi x, nuqtada egri
chizigning gavarigligi pastga garagan, x, nuqtada esa gavarigligi yugoriga (93-rasm)
garagan.

Bu ta’riflar egri chizigning urinish nugtasining yetarlicha  Kkichik atrofida
urinmaga nishatan ganday joylashgani hagida ma’lumot beradi. Lekin, bu ta’riflar

A 4

0 X, X; X, X barcha holatlar uchun o’rinli bo’lavermas ekan, masalan,
93-pacwm. O,X = 0,
fx) =5,

.1
x“sin—,x #0,
x2
funktsiya uchun X o’qi uning grafigini X =0 nuqtada kesib va urinib o’tadi, lekin X =0 nugta bukilish nugtasi

emas.
1-teorema. Agar / funktsiyaning X , nugtadagi ikkinchi hosilasi uzluksiz va f"'(x,) >0 (<0) bo’Isa, u

holda ¥y =X )egri chizigning x o nugtada gavarigligi pastga (yugoriga) garagan bo lad;.

Isboti. f funktsiyani X ( nuqta atrofida Teylor formulasi bo’yicha yoyaylik:
f(X)=f(x)+ F'(%)€&—X +n(X),

G(X)=<(_TX°E &, +0(x—x,) D<0 <1,

Abtsissasi X o bo’lgan nuqtada bizning egri chiziqga o’tkazilgan urinrpaning tenglamasi
Y = f(x)+ /" (x) €~ %, _
bo’ladi. U holda egri chizig nuqgtasi bilan unga X ( nugtada o’tkazilgan urinma nuqtasi orasidagi farq
S () =Y =r(x)

bo’ladi. " X o nugtada uzluksiz bo’lgani uchun f”( X )>0 ekanligidan X o ning yetarlicha kichik atrofidagi barcha X lar
uchun f"(X ¢+6(X — X ))>0 bo’lishi kelib chigadi. Shuning tufayli ko’rsatilgan X lar uchun 7;(x) >0 bo’ladi.
Demak, grafik o’z urinmasidan yuqorida joylashgan, ya’ni egri chiziq gavarigligi pastga garagan ekan.

Xuddi shunday, agar f”( X o)< 0 bo’lsa, u holda X  ning biror kichik atrofidagi barcha X lar uchun 7, (x) <0
bo’ladi, ya’ni grafik o’z urinmasidan pastda joylashgan bo’ladi. Demak, egri chiziq gavarigligi yugoriga garagan ekan.

Natija. Agar X, Y =f(x) egri chizigning bukilish nuqgtasi va bu nugtada f"( X o) ikkinchi hosila mavjud
bo’lsa, u holda f”( X ¢)=0 bo’lishi zarurdir.

Shu sababli amalda ikki marotaba differentsiallanuvchi Y =f(x) egri chizigning bukilish nugtasini f”(Xx )=0
tenglama yechimlari orasidan gidiriladi.

f"(X ¢)=0 shart bukilish nugtasi uchun yetarli emas. Masalan, y:x4 funktsiyaning ikkinchi hosilasi X =0

nugtada nolga teng, lekin bu nugta minimum nugtadir.
Bukilish nuqgtasi uchun yetarli shartni quyidagi teoremalar beradi:
2-teorema. Agar /funktsiyaning uchinchi hosilasi /7 x o nugtada uzluksiz, /{x ¢)=0 va /(X ¢)#0 bo’Isa, u

holda x o nugta ¥ =/Ax )egri chizigning bukilish nuqtasi bo "lad;.
Isboti. Berilgan shartlarda Teylor formulasi bo’yicha yoyilma quyidagicha bo’ladi:
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F(X) = %)+ F'(X) €&—%, 3 ,(X),

K, (X) :% £ €, +0(x—x) <0 <1.

f"" ning x, nugtada uzluksizligidan va f”'( x ¢)#0 ekanligidan x o nugtaning biror atrofida f"'( x ¢+6(x —x o))
ning ishorasi bir xil bo’ladi. Lekin (x —x o)® ko’paytuvchi x ning X, hugtadan o’tish jarayonida o’z ishorasini
0’zgartiradi, shu sababli 7, (x) ham o’z ishorasini o’zgartiradi, ya’ni X,, nuqtaning bir tomonida grafik urinmadan,
masalan, pastda bo’lsa, ikkinchi tomonida yugorida bo’ladi. Teorema isbot bo’ldi.

Agar f"'(x ¢)=0 bo’lsa, yuqoridagi teorema o’rinli bo’lmaydi, bunga yuqorida keltirilgan y = x* funktsiya

misol bo’la oladi. Bunday holatlar uchun yetarli shartni quyidagi teorema beradi:
3-teorema. /funktsiya quyidagi xususiyatlarga ega bo ’Isin:
S (x) = ... :f‘j’(xo) =0,

f (’H(x) hosila x, nugtada uzluksiz va f M:(xo);tO. U holda, agar n toq son bo’lsa, ¥ =f(x) egri
chizigning qavarigligi f "*‘{xo) >0 bo’lganda pastga, f '”1\(x0) <0 bo’lganda yugoriga garagan bo’ladi; va agar # —
juftbo’lsa, x o nugta y =f( x ) egri chizigning bukilish nugtasi bo’ladi.

Isboti xuddi yugoridagidek bajariladi, fagat isbotlash davomida ishlatiladigan Teylor formulasi bo’yicha
yoyilmasi bu gal quyidagicha bo’ladi:

' - e_x jJrl
SO = f(xg)+ /'(x) €= x) "=

G+10
3-ta’rif. Agar ¥ =/(x )egri chizigning abtsissalari x,, x, (a <x, <x, < b) bo’Igan nugtalar orasidagi

f(z+1:¢0 +g(x_x0):_

ixtiyoriy yoyi uni tortib turuvchi vatardan pastda (yuqorida) bo’lmasa, Yy =/(x ) egri chizigni Iz,b: oraliqda
qavarigligi yuqoriga (pastga) garagan deymiz.

Agar f funktsiya ll,b_ oraligda differentsiallanuvchi bo’lsa, yuqoridagi ta’rif quyidagiga ekvivalent: agar
Y =f(x) egri chizigning qavarigligi (z,b: intervalning har bir nugtasida yuqoriga (pastga) garagan bo’lsa, ¥ =f(x)
egri chizigni lz,b: oraliqda gavarigligi yugoriga (pastga) garagan deymiz.

4-teorema. / funktsiya ll,b: oraligda uzluksiz va (z,b: intervalda ikki marotaba differentsiallanuvchi
bo’lsin. U holda Y =/{x ) egri chizigning Iz,b: oraliqda gavarigligi yuqoriga (pastga) qaragan bo ’lishi uchun
barcha x € €,b laruchun " (x) <0 (0) bo lishi zarur va yetarlidir.

1-misol. y=x +3x7,y'=3x" +6x, x, =0 va X, =-2 nugtalarda y'=0;
Y=6x+6,y'(0) =6 >0, " (-2)=—6<0, va x=—1 nugtada y"=0, y"=6=0, demak, x=—1 bukilish
nugtasi ekan. x > —1 lar uchun y"(x) >0 va x <—1 lar uchun »"(x) < 0. Shu sababli funktsiya grafigining
qavarigligi (—o,—1) oraligda yuqoriga va (—1,) oraligda pastga garagan.

2-misol. y = 6—1:%, y'= % ¢ —C%,y": —g Q—lj%; ikkinchi hosila hech gayerda nolga aylanmaydi va

x =1 da mavjud emas. x >1 lar uchun y"(x) <0 va x <1 lar uchun »"(x)>0. Demak, funkisiya grafigining

gavarigligi (—oo,1) oraligda pastga va (1,00) oraliqda yucoriga garagan, shu sababli, x =1 nugta bukilish nugtasi bo’ladi.
5-§. Funktsiya grafigining asimptotalari

Agar
lim (x) yoki lim /(x)

limitlarning kamida bittasi « ga teng bo’lsa, x =a to’g’ri chiziq ¥ =f(X) funktsiyaning grafigiga vertikal
asimptota bo’ladi, deymiz.
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Agar y =f(x) funktsiya x >M (x <M) lar uchun aniglangan bo’lsa, u holda y = kx+b to’g’ri chizigni
uzluksiz ¥ =f(x) egri chizigning x—>+o (x—>-») dagi og’'ma asimptotasi deymiz, agar
f(x)=kx+b+a(x),buyerda, lim o(x)=0 bo’lsa.

[l

1
1-misol. y = — funktsiya uchun x =0 o’q vertikal asimptota bo’ladi, chunki
X

.1 1

lim — = 4o0, Im — = -0,
x=>0 x x=>0 x

x>0 x<0

sin x

) sin x )
2-misol. ¥ =X+—— (x#0). im
X

X—>0

=0 bo’lgani uchun Y = x to’g’ri chizig x —>+0o (x »>— da

ham) da berilgan funktsiya uchun og’ma asimptota bo’ladi.

3-misol. y = \/; (x >0) funktsiya grafigining og’ma asimptotalari yo’q, chunki £ va b larning hech bir
giymatida x —+oo bo’lganda Jx —oc — b ifoda nolga intilmaydi.

Teorema. Y = kx +b to’g’ri chiziq V =/x ) funktsiya grafigiga x —+o0 (x ——) da og’ma asimptota
bo’lishi uchun

tim L _ g lim |(x)~ke =b @

X—>+0 X

chekli limitlarning mavjud bo ’lishi zarur va yetarlidir.
Zarurligi. Faraz gilaylik, ¥ = kx + b to’g’ri chiziq ¥ =f(x) funktsiya grafigiga x—>+o0 (x—>-0) da og’ma
asimptota bo’lsin. U holda ta’rifga ko’ra f(x) —kx —b = a(x) ifoda x—>+o0 da nolga intiladi. Bundan
i 79 [0 0]

X—>+0 X X—>+0 X X
lim f(x)—kx = lim p+a(x) =b.
X—>+0 X—>+0
Yetarliligi. Faraz gilaylik, (1) limitlar mavjud bo’lsin. U holda limitning ta’rifiga ko’ra ikkinchi limitdan
f(x)—kx—b=a(x) migdor x —+o da cheksiz kichik migdor bo’lishi, ya’ni f(x)=kx+b+ c(x) bo’lishi kelib
chigadi. Shu mulohazani x —-co uchun gaytarib chigish mumkin.
Agar k£ =0 bo’lsa, asimptota gorizontal, deyiladi.

b
4-misol. 3-bob, 2.3-§ da ¥ = £ —Xx to’g’ri chiziglar
a

2 2
x—z—y—zzl (|x|2a,a2b>0)

giperbolaning og’ma asimptotalari ekanligini ko’rgan edik. Hozir shunga boshga yo’1 bilan ishonch hosil gilamiz.
Berilgan tenglamani ) ga nisbatan yechamiz:

y:J_ré x*—a’

Bundan
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Xuddi shu usulda x —-o hol ham tekshiriladi. Demak, hagigatan, y:-_i-éx to’g’ri chiziglar bizning
a

giperbolamizga og’ma asimptotalar ekan.
6-§. Uzluksiz va silliq egri chiziglar
6-bobda funktsiyaning berilish usullari ko’rilgan edi. Bu paragrafda biz vositachi vazifasini bajaruvchi parametr

yordamida beriladigan funktsiyalarni ko’rib chigamiz.
Biror (l,b} intervalda o’zgaruvchi  parametrning uzluksiz funktsiyalaridan tuzilgan quyidagi:

{x = (1),
y=y(t)
sistemani ko’raylik. xOy koordinatalar tekisligida ¢ parametrning giymatlari bo’yicha tartiblangan €(¢),/(¢)

nugtalarning geometrik o’mi uzluksiz egri chizigni ifodalaydi, yani x va ) o’zgaruvchilar o’rtasida funktsional
bog’lanishni aniglaydi. Bunday usulda aniglangan funktsiyani tenglamasi (1) bo’lgan parametrik funktsiya, deb ataymiz.

€]

Agar ¢ funktsiya ¢ ning monoton funktsiyasi bo’lsa, (1) ning birinchi tenglamasidan # = (p_1 (x) ni aniglab, ikkinchi
tenglamaga qo’yilsa, funktsiyaning bizga ma’lum .
-1
y= )=y (x) @
ifodasini hosil gilamiz.

Ta’rif. Agar () va y/(t) funkisiyalar €,b _intervalda uzluksiz differentsiallanuvchi bo ‘Zib, ularing hosilalari

') +y/ (1) >0, V1€ @b ©)
tengsizlikni ganoatlantirsa, tenglamasi (1) bo ‘Igan egri chiziq silliq deyiladi.

Sillig chizig tenglamasini har doim (2) ko’rinishga keltirish mumkin. Hagigatan sillig chizig uchun (3) o’rinli, bu
tengsizlik esa ¢'(¢) va y/'(t) larning birontasi noldan fargli bo’lganda bajariladi. Masalan, parametrning biror 7, € €, b _
giymatida ¢'(¢,) # 0 bo’lsin. U holda ¢'(¢) ning uzluksizligidan £ o ning shunday -5,,+65 : atrofi mavjudki, u
yerda ¢'(¢) funkisiya @'(,) ning ishorasini saglaydi. Demak, () funktsiya €, —&,t,+5  oraligda qat’iy
monotondir. U holda bizga ma’lumki, bunday funktsiya uchun teskari funktsiya mavjud.

Agar biror 7, € (l,b/ giymatda y/'(¢,) # 0 bo’lsa, yuqoridagidek mulohaza qilib, (1) ning quyidagi

=g =0€" ().
ko’rinishga Keltirilishiga ishonch hosil gilamiz.

Yugoridagi mulohazalardan xulosa gilsak, silliq chizigning ixtiyoriy nugtasida urinma o’tkazish mumkin ekan.
Misol. Barcha — o0 < f < +00 lar uchun

X =acost,

y=bsint

tenglamalar koordinatalar tekisligida ellipsni aniglaydi. Ellips ma’lumki, (2-bob, 2.2-§ ga garang), silliq egri
chiziqdir, hagigatan

€0 +€) > =€sint >+ Gcost > =b"€in” t+cos’t =b* >0,
bu yerda, 0 < b < a, deb faraz qilindi, agar 0 < a <b bo’lsa ham taxminan shunday xulosaga kelinadi.

7-§. Funktsiya grafigini qurishning umumiy sxemasi

Yuqoridagi tekshirishlar funktsiya grafigi to’g’risida umumiy tasavvurga ega bo’lish uchun zarur edi. Bu
paragrafda biz shuni qanday amalga oshirish bilan shug’ullanamiz. Bu quyidagi tartibda bajariladi:

1. f funktsiyaning aniglanish sohasi D( /) ni topish.

2. f funktsiyaning statsionar va kritik xi, x, Xs3,..., nugtalarini topish. Statsionar nugtalarda:
f(x)), f(x,),... giymatlarni hisoblash va ularni lokal ekstremumlikka tekshirish. Kritik nugtalarda bir yoglama

f(x, —0) va f(x, +0) limitlarni hisoblash kerak. Agar ma’noga ega bo’lsa,
lim f(x), lim f(x)
X—>-0 x>+
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limitlarni ham aniglash lozim.

3. D(f) sohani x nugtalar, har birida f"'(x) # 0 bo’lgan bir nechta intervallarga bo’ladi. Agar f'(x) bu
intervallarda uzluksiz bo’lsa, ularda o’z ishorasini saqlaydi. Har bir oraligda bu ishoralarni aniglab, funktsiyaning
o0’sish va kamayish oraliglarini topamiz.

4. Har bir oraligda ikkinchi hosilani nolga aylantiradigan x x1, X k2,..., k=0,1,2,..., nugtalarni aniglab, bu nugtalarda
S(x1)s f(x,5),..., diymatlarni hisoblash zarur. Bu nuqtalar orasida bukilish nugtalari bo’lishi mumkin. Bukilish

nugtalari ajratgan intervallarda "' (x) ning ishoralarini aniglab, gavariglik va botiglik oraliglarini topamiz.

5. Agar imkoni bo’lsa, f(x)=0 tenglamaning yechimlarini topib, bu nuqtalar atrofida f(x) ning

ishoralarini aniglash lozim.
6. Asimptotalari bor-yo’q ekanligini tekshirish, ya’ni
im £ _ k| lim o) —ix =b
x—>tow X x—>Foo -
limitlarni hisoblash kerak.
Bu tekshirishlar asosida jadval tuzib, keyin shu jadval yordamida funktsiya grafigi yasaladi.
Agar funktsiya juft yoki togq bo’lsa, u holda funktsiyani x ning fagat musbat giymatlari uchun tekshirish kifoya,
chunki juft funktsiyaning grafigi ordinata o’qiga nisbatan simmetrik, toq funktsiya grafigi esa koordinata boshiga nisbatan
simmetrikdir.

Yugorida aytilgan amallarning bajarilishini quyidagi y = f(x) = 1 X ; funktsiya misolida ko’raylik.
+X

Yechish. 1. Funktsiyaning aniqlanish sohasi: -co< x <co.
X

Berilgan funktsiya toq funktsiya dir, chunki y(—X) = R —Y(X) funktsiya uzluksizdir.
+ X

Statsionar nuqtalarni aniqlaymiz:

2 2
‘:Fix; y'=0, lixzo, 1-x2=0 x,=-1; x,=1.
(1+x*)? (1+x*)?

Bu nugqtalarni lokal ekstremumlikka tekshiraylik.
Buning uchun 2- tartibli hosilani olamiz.

252 2 2
= —2x(1+x°)" =2(1+x7)-2x-(1—-x7) _ —2X(+x2+2-2x%)  2x(x* -3) | N0
(1+x*)* (1+x?)* @+x?)°% "’
Demak, x =—1 nuqtada funktsiya minimumga ega y,;,l..,;=-1/2;
Y =-1/2<0.
Demak, x =1 nuqtada funktsiya maksimumga ega: y,.| .;=1/2;
3. Funktsiya ning o’sish va kamayish intervallari: (-o0; —1) da y'<0 — funktsiya kamayadi, (-1; 1) da
y'>0 — funktsiya o’sadi, (1; o) da  y'<0 — funktsiya kamayadi.
4. Egri chizigning qavariqlik va botiglik sohalarini va bukulish nuqtalarini aniglaymiz.
2
=0, 2X(°=3) _ 1 ax(x23)=0.  x,=/3. x,20, x =3,
(1+x*)°
u holda (-o0; -\/5) da ¥"<0 - egri chiziq gavariq; (-~/3: 0) da y">0 — egri chiziq botig; (0; \/3) da y'"<0
— egri chiziq qavarig; (+/3; ) da y'>0 — egri chiziq botig.

=1/250.

V3 V3
Mo m=220 =0 y|_ =Y2
x=-+/3 4 =3 4
Demak, (- \/g; _3 ), (0;0), (\/§ ; */g) nuqtalar bukulish nugtalaridir.
4 4

5. Berilgan funktsiya x =0 da nolga teng. (—,0) oraligda f(x) < 0 va (0,+) intervalda f(x) > 0.
6. Egri chizigning asimptotalarini aniqlaymiz.

a) Egri chizigning vertikal asimptotasi yo’q.

b) Og’ma asimptotasi:

! _=0; b=lm_—~

k=1lim
x>0 4+ X

o= 1m
e x(l+x7) == 1+x
Demak, y=0 — gorizontal asimptota ekan.
Bu topilgan ma’lumotlar asosida quyidagi jadvalni tuzaylik:

;=0.
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X (-0, j3) (-v3)  |(-43-1) -1 (-1,0) 0 [ @O | 1 (1,43) (43) (55©)
u"’ <0 - <0 0 >0 >0 0 <0 - <0
u'" <0 0 >0 - >0 0 <0 1 >0 0 >0

u A - ﬁ AV -1 A 0 A l A ﬁ A

4 2 2 4
qavariq | buri-lish | botig min botig | b.n. | Qava | max | botiq |buku-lish| botiq
nuqta riq nuqta

Jadvalga va yuqoridagi tekshirish natijalariga asoslanib funktsiyaning grafigini chizamiz.

A

0,5

1+x°

X\L\/O

0,25

94-rasm.
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9-BOB.

KOMPLEKS SONLAR.
KO’PHADLAR

1-§. Kompleks sonlar. Boshlang’ich tushunchalar

Ma’lumki, har ganday haqigiy sonning kvadrati musbat bo’ladi. Kvadrati manfiy bo’lgan sonlar ham mavjud,
masalan, a-ib, (v/—4 )>=-4. Bunday sonlarni mavhum sonlar, deb ataymiz. Mavhum sonlar to’plamida birlik
vazifasini ~/—1 soni bajaradi, chunki masalan, v—9 =3+—1 = 3i yoki /-7 =i+/7 vah. k., shuning uchun uni

mavhum birlik deyish gabul gilingan. Bu son I = \/—_1 , deb belgilanadi.
Quyidagi
z=a+1ib (1)
ko’rinishdagi sonlarni kompleks sonlar, deb ataymiz. Bu erda, a va b sonlar hagigiy sonlar, agar a =0 bo’lsa, u
mavhum songa, va agar b =0 bo’lsa, hagigiy songa aylanadi. Demak, hagiqiy va mavhum sonlarni kompleks

sonlarning xususiy holi, deb garash mumkin ekan.
a va b sonlar z sonning mos ravishda hagigiy va mavhum gismlari deyiladi. Ular uchun
a=Rez, b=Imz
belgilashlar ishlatiladi.
z=a+ib va Z =a—ib sonlar qo’shma kompleks sonlar, deb ataladi.
Agar a=a,va b=b,bo’lsa, z, = a, +ib, va z, = a, +ib, sonlar o’zaro teng, ya'ni z, = z, deymiz,
agar @ =0va b =0bo’lsa, z = a + ib =0 deymiz.
R Har bir z = a +ib songa Oxy tekisligida koordinatalari a va b bo’lgan A(z,b:
y A (”b, nugtani mos qo’yish mumkin. Va aksincha, tekislikning ixtiyoriy M(t,y/ nuqtasiga
r b z=Xx+Iy sonni mos qo’yish mumkin. Kompleks sonlar tasvirlangan bunday
tekislikni z kompleks o’zgaruvchining tekisligi deyiladi. Bu tekislikning Ox o’qining
» nugtalariga haqigiy sonlar va Oy o’qgining nuqtalariga sof mavhum sonlar mos keladi.

0 X Shu sababli z kompleks o’zgaruvchi tekisligining Ox o’qi haqigiy o’q va Oy o’qi
a mavhum o’q, deb ataladi.

95-pacm. - _—
Aﬁ,b/ nugtani koordinatalar boshi bilan birlashtirib OA vektorni hosil gilamiz.

\4

Ayrim hollarda kompleks sonlarni geometric tasviri sifatida (A4 vektorni garash qulayroq.
Agar qutb nugtasi koordinatalar boshi bilan, qutb o’qi esa Ox o’qning musbat yo’nalishi bilan ustma-ust

tushadigan qutb koordinatalar sistemasida A(l,b: nugtaning qutb koordinatalari ¢ va 7 bo’lsa, u holda
a=rcose,b=rsing
bo’ladi (95-rasmga garang). Buni (1) ga qo’ysak: -
z=rcosp+irsing=r€osp+isng )
ifoda hosil bo’ladi. Buni kompleks sonning trigonometrik ifodasi deb, » ni z ning moduli, ¢ ni esa z ning
argumenti, deb ataymiz. Ular quyidagicha belgilanadi:
r=|z|,(1)=argz. 3)
@ va r larning @ va b lar orqali ifodasi

b
r=va®+b*, gozarctgg

bo’ladi.
Demak,
2] = |a+ib| = a? + b7,
- 4
argz=arg@+ib = arcth
a
ekan.
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@ ning Oxy tekisligining musbat yo’nalishi bo’ylab olingan giymatlari argumentning musbat giymatlari va
teskari yo’nalishda olingan giymatlarini argumentning manfiy giymatlari, deb gabul gilingan. Har bir kompleks songa
argumentning yagona giymati emas, balki 27k ga farq giluvchi giymatlari mos keladi.

Qo’shma z = a +ib va z = a —ib kompleks sonlar uchun |Z| = |Z

,arg z = —arg z munosabatlar o’rinli.
2-§. Kompleks sonlar ustida asosiy amallar

2. Kompleks sonlarni qo’shish. z, =a, +ib, va z, = a, +ib, sonlarning yig’indisi, deb quyidagi:

z,+z, =€ +ib, ¥(a, +ib,) =€, +a, +i€ +b, (1)
tenglik orgali aniglangan kompleks songa aytamiz.

(1) formuladan kompleks sonlarni qo’shish shu sonlarni ifodalovchi vektorlarni qo’shish qoidasi bo’yicha bajarilishi
kelib chiqyapti (96-rasm, a) ga garang).

2. Kompleks sonlarni ayirish. z, = a, +ib, va z, = a, +ib, sonlarning ayirmasi deb shunday kompleks

songa aytamizki, uni z, ga qo’shganda, yig’indi
Z, ga teng bo’ladi:

Z. -

1
g Y . ~ . =
zZ, - Z2:(’1+lb1;(az+lbz):(ll_azjlbl_bz,
: )
” Bundan ikki kompleks son ayirmasining
moduli  shu sonlarni  kompleks tekislikda
96-pacm. ifodalovchi nuqtalar orasidagi masofaga teng

ekanligi kelib chigadi (96-rasm, b)):
) )
|Zl _Zz| :\/(11 —a, _+ ¢, —b, _.

3. Kompleks sonlarni ko’paytirish. Ma’lumki, i*=-1. U holda i’ =—i,i* = (»lj =1,i° =i va hk.

.. . . . o . A4k+3 .
ixtiyoriy butun k lar uchun i* =1,i**" =, i**2 = -1, i*"> = —i  Shunga asosan
z,z, = €, +ib, &, +ib, =a,a, +ia,b, +iba, —bb,
yoki
™~ . -~
z,z, = Qa, -bb, +i€a,+ab, . ®)
Agar kompleks sonlar trigonometrik ko’rinishda berilgan bo’lsa:
2, =r,€osp, +ising, , z, =r, €osp, +ising, , 4)
u holda
. ~ " . ~
2,2, = 1, €osp, +isin g, T, €osp, +ising, =rr, fosp, cosp, +
+iC0Sg, sin @, +isin ¢, cosgp, +i’sing,sing, =
= rr, Kosp, cosp, —sin ¢, sin g, +i€in g, cosgp, +
. -~ ~N .. -~
+COS@ SN, =1l |05<01 +@, Fisin@, +o,
Demak,

~ . . s
21z, =hn los<01 T, Frism ¢ +9, ot (3)
ya’ni kompleks sonlarning ko’paytmasi shunday kompleks son ekanki, uning moduli ko’paytuvchi sonlar
modullarining ko’paytmasiga, argumenti esa ko’paytuvchilarning argumentlari yig’indisiga teng ekan.

(3) tenglikdan z-Z = a® + b7 yoki z-Z = |2|” =|2|" kelib chigadi.

4. Kompleks sonlarni bo’lish. z, = a, +ib, va z, =a, +ib, sonlarning bo’linmasi, deb shunday z songa
aytamizki, Z; = Z,Z bo’ladi. Agar

bo’lsa, u holda
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. . | ~ . =
a,+ib, = €, +ib, §+iy = €, x—b,y ri€,y+b,x .
Bu tenglikdan x va y larni topish uchun
a, =a,x—b,y, by =b,x+a,y
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Sistemani yechsak,
_aya, +bb, _a,b,—ab,

2 2 2 2
a, +b, a,” +b,
bo’ladi. Demak,

_aa, +bb, +l,azbl —a,b,

()
a22 +b22 a22 +l)22

ekan. Shu natijaga quyidagi usul bilan kelsa ham bo’ladi:
a,+ib, € +ib &, —ib,

2

Ga, +bb, +i€,b —ab,

2

~

. - . . 2 2
a, +ib, €, +ib, :62 —ib, _ a,’ +b,

_aa, +b,b, +ia2bl —a,b,

2 2 2 2
a, +b, a,” +b,
Agar kompleks sonlar (4) trigonometrik ko’rinishda berilgan bo’lsa, u holda
- . ~
z, r,€osg +ising,

z, r,€osp,+ising,

i €osg, +isin ¢, €osp, —ising,

r, €osp,+ising, €osp, —ising, ©)

I ..
:r_l' los‘ol_%:"'lsm(%_%:
2

Demak, kompleks sonlar nisbatining moduli modullar nisbatiga, argumenti esa bo’linuvchining argumentidan
bo’luvchining argumentini ayirganiga teng ekan.

Yugorida kompleks sonlar uchun Kiritilgan amallarni haqigiy sonlarga (ularni kompleks sonlarning xususiy
holi, deb qarab) qo’llasak, u holda bu amallarni arifmetikadan bizga ma’lum bo’lgan amallar bilan bir xil ekanligiga
ishonch hosil gilamiz.

Agar (1),(2),(3) va (5) ifodalarda kompleks sonni unga qo’shma bo’lgan songa almashtirsak, amallar natijalari
avvalgi natijalarga qo’shma bo’ladi. Bundan xususan quyidagi teorema kelib chigadi:

Teorema. Agar haqigiy koeffitsientli

n n-1
ax" +a,x" +...+a, x+a,
ko ’phadga X o’zgaruvchi o’rniga avval a+ib ni, keyin a-ib ni qo ysak, u holda olingan natijalar ham qo’shma
bo’ladi.

3-§. Kompleks sonlarning darajalari va ildizlari

1. Darajaga ko’tarish. Avvalgi paragrafdagi (3’) formulada z, = z, desak,
22 = f€osp +ising > =r* €os2¢p +isin2¢p
bo’ladi. Agar (3”) formulani ketma-ket 7 marotaba qo’llasak:

f€osp+ising T =" €osnp+isinng 1)
kelib chigadi. Bu formula Muavr formulasi, deb ataladi.
Demak, kompleks sonni musbat butun darajaga ko’tarish uchun modulini shu darajaga ko’tarib, argumentini
daraja ko’rsatkichiga ko’paytirish kerak ekan.

1-misol. (+ij) ni hisoblang.

7 2 /4
Yechish. Avval trigonometrik ko’rinishga keltirib olamiz. Bu yerda, 7 = 1P 4+1% = \/5 @ =arctgl= Z .U holda
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1+i=\/§(cosz+isin£j
4 4

i = 25(cos(10-1j+ i sin(lo-zjj =
4 4

=32 cos5—ﬂ+ isin 5—”j =32 cosz+isin zj = 32i.
2 2 2 2

bo’ladi. Demak,

2. lldiz chigarish. Kompleks sonning n — darajali ildizi deb, n — darajasi ildiz ostidagi songa teng bo’lgan
songa aytamiz, ya’ni

. . ™~ . . =
2/r€osg +ising = p€osy +isiny
deymiz, agar
n L. ~ .. ~
p" €Cosny +isinny =r€osp+ising_
bo’lsa, oxirgi tenglikdan

ol =r ny=p+2knr

2k
p=vlr, y=2"2E

kelib chigadi. Bundan

n
ga ega bo’lamiz, bu yerda, & — ixtiyoriy butun son, 4/; —musbat 7 sonning arifmetik ildizi. Demak,
; +2kn .. @o+2knr
(/r6osgo+is1n¢:= ’{/;[cos¢—+zs1n(p—). )
n n

k ga ketma-ket 0,1,2,..., n—1, giymatlar berib, ildizning har xil n ta giymatini topamiz. k£ ning boshga barcha
giymatlarida bu ildiz giymatlari takrorlanadi.

Noldan fargli hagigiy A sonning n-ildizi n ta gqiymatga ega, chunki bu sonni kompleks sonning xususiy holi, deb
garab, quyidagi trigonometrik ko’rinishda yozish mumkin:

agar 4> 0 bo’lsa, 4 = |A|6050 +isin 0; (3)

agar A <0 bo’lsa, A= |A| €osz +isin 7r: 4)

2-misol. Bir ragamining barcha kubik ildizlarini toping.
Yechish. Birni trigonometrik ko’rinishda yozib olamiz:

1=cos0+isin0.
Bunga (2) formulani qo’llasak:

2 ) 2

k ga ketma-ket 0,1,2 giymatlar berib, ildizning quyidagi uchta giymatini topamiz:

x1:c030+isin0:1,x2:cos%ﬂsin%,

dr . . Arx

Xy = COS— +1iSin —

_ 3 3
yoki

3 1 3
=1L x,=—4i—, x;=———i—.
2 2 2 2
3. Ikkihadli tenglamalarni yechish. Quyidagi
x"=4A4

ko’rinishdagi tenglamalarni ikkihadli tenglama deyishadi.

Shu tenglamani yechaylik. Buning uchun avval A ni trigonometrik ko’rinishga keltirib olamiz. Agar A haqigiy
musbat son bo’lsa, (3) ga asosan
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X= \/_(COS— +isin Zk—ﬂ)
n n

~

«=012...,n -1
va agar A hagiqiy manfiy son bo’lsa, (4) ga asosan

r+2kr . . w42k
=14 —_—+ - -
X 1/| |(COS o 1SIn o j

«=012..,n-1._
Agar A kompleks son bo’lsa, X ning barcha giymatlari (2) formula yordamida topiladi.

3-misol. x* =1 tenglamani yeching.
Yechish Avvalgi misoldagidek ish tutsak,

— 2km . . 2krx
x =4 cos2krx +isin 2kr = COST +isin ——
bo’ladi. k£ ga ketma-ket 0,1,2 va 3 giymatlarni bersak:
x, =cos0+isin0=1,

27 .. 2w .
X, =COS— +isin— =1,
4 4

dr . . 4rx
X; =coS— +isin— = -1,
4 4
6r .. b7m ,
4, =COS— +ism— =—i.
4 4

4-§. Kompleks ko’rsatkichli funktsiya va uning xossalari

Agar x va y hagiqiy o’zgaruvchilar bo’lsa, Z =X +1y kompleks o’zgaruvchi bo’ladi. Uning har bir giymatiga
kompleks o’zgaruvchining Oxy tekisligida biror nugta mos keladi.

Ta’rif. Z o’zgaruvchining har bir giymatiga boshga w o’zgaruvchining biror giymatini mos qo’yuvchi f goidani
Z kompleks o’zgaruvchining funktsiyasi, deb ataymiz. Bunday funktsiyani w = f(z) yoki w = w(z) Kko’rinishda
belgilaymiz.

Bu yerda kompleks o’zgaruvchining funktsiyalaridan fagat bittasini —w=e” = e™™  ko’rsatkichli
funktsiyani ko’ramiz. Bu funktsiyani yana quyidagicha yozish mumkin:

w=e"" =¢* €osy+isiny . (1)

1-misol. e2+i§ = GZ(COSZHSin Ej =¢’ 1+ i é ;
3 3 2 2

0+iZ T ... .
2-misol. € 2 =€° cos=+isin= |=i;
2 2
. x+i0 x L =~ X
3-misol. e = ¢ 6080—!—181110/:6 .
Ko’rsatkichli funktsiya quyidagi xossalarga ega:
1e =e” -e™  Hagigatan agar z, = X, +iy, va Z, = X, + 1, bo’lsa, u holda
s Y oA™Y ~: ~
gi+22 _e(<1+ly1,+(<2+ly2/_ (<1+X2;H(/1+y2/: _ @)

ZI+ZZ

=e1e? fosq, +vy, risin€, +vy,
ezlelz — e><1+|y_|_ex2+|y2 — ex.l. tOS yl + I Sln yl\

2 €osy, +isiny, =ete? fos€@, +y, Fisin€@, +y, .
(2) va (3) tengliklarning o’ng tomonlari bir xil bo’lgani uchun chap tomonlari ham teng bo’ladi.

®
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Z
174y

2. € . Buni 1-xossaga o’xshash isbotlash mumkin.

2

e
Buni bajarishni o’quvchiga topshiramiz.

mz

z % . - - - . - -
3. Agar m — butun son bo’lsa, Q . =€ bo’ladi. Buning isboti 1- va 2-xossalardan kelib chigadi.

4, e’ =e’, ya’ni kompleks o’zgaruvchining ko’rsatkichli funktsiyasi davri 27z bo’lgan davriy

funktsiyadir.

Hagigatan (1) formulaga va 1-xossaga ko’ra

e = e?e*™ = ¢ €os2m +isin 27z:: e’
O’uyidagi
w=u(x)+i9(x) 4)

kompleks ifoda, haqiqiy funktsiyalari bu yerda, u(x) va 9(x) hagigiy x o’zgaruvchining haqiqiy o’zgaruvchining
kompleks funktsiyasi, deyiladi.

Agar

lim u(x) = u(x,), lm 9(x) = 8(x,)

limitlar mavjud bo’lsa, u holda w,, = u(x,)+i%(x,) (4) funktsiyaning x — X, bo’lgandagi limiti, deyiladi.

Agar u'(x) va $'(x) mavjud bo’lsa, u holda

W =u'(x)+i8'(x) (5)

ifodani hagigiy o’zgaruvchi kompleks funktsiyasining hagigiy argument bo’yicha hosilasi, deb ataymiz.

Hagiqiy o’zgaruvchining quyidagi:

W= eax+iﬁx _ ebc+iﬂ:x ,
ko’rsatkichli funktsiyasini ko’raylik, bu yerda, «, o’zgarmas hagigiy sonlar. Uni yana quyidagicha yozish
mumkin: B
w=e™ fos fc+isin e
yoki
w=e” cosfx +ie” sin fx.
Bu funktsiyaning hosilasini topaylik. (5) ga asosan -
W, = (4 cos fx '+i ¢~ sin P '=
=e™ €cos fx— Bsin ,Bx:j ie™ €sin fx + ,Bcos,Bx;z
=« I“x €os fx+isin fx_+if8 I‘”‘_‘;osﬂerisin fr =
= €+ip §= €ospr+isin p = @+if ¢
Demak, agar k = a +if} ixtiyoriy kompleks son bo’lsa, u holda
e v 7 ke ew_ o N g T 2 K
e /_ke > e - k /__ke /_k €
va ixtiyoriy 7 uchun
ekx L PR
L =ke.

5-§. Eyler formulasi

Agar avvalgi paragrafdagi (1) tenglikda x =0 desak, matematikada Eyler formulasi nomi bilan mashhur
bo’lgan quyidagi:

e” =cosy+isiny @)
tenglikni hosil gilamiz. Agar bu yerda )’ ni- ) ga almashtirsak:
e” =cosy—isiny 2)
bo’ladi. (1) va (2) tengliklardan
cos e¥ +e” < e” —e”
yE=———,siny=—"r— 3
2 2i )
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munosabatlar kelib chigadi.
Ixtiyoriy z kompleks son berilgan bo’lsa, uni quyidagi:

z=r€osp+ising
trigonometrik ko’rinishda yozish mumkin. U holda Eyler formulasiga ko’ra
z=re"
ifodaga ega bo’lamiz. Bu ifodani kompleks sonning ko’rsatkichli ko’rinishi, deymiz.
Misol. 1, 7,2, -1 sonlarni ko’rsatkichli ko’rinishga keltiring.

Yechish. 1 = cos2kr +isin 2kz = e**™

7.
—i

. T
i =Ccos—+ism—=e?,
2 2

. . ~ i
—2=2€oszw+isinzr _=2e",

ool 3 Jral )

Ko’rsatkichli funktsiyaning xossalariga (4-§ ga garang) tayangan holda, kompleks sonlar ustida bajariladigan amallarni
ularning ko’rsatkichli ifodasi ustida osongina bajarish mumkin.

. j i
Hagigatan, agar z; = r]e"/’1 va Z, =Fre 2 bo’lsa, u holda
. — ig | iy _ i€+,
Z,zZ, =ne’ ‘e’ =nr.e ,
i -
Zi_he N e
—_— == —0 ,
r

ip)
zZ, ne

9 )
n o ( ip ™ n_ing
Z = Qe = r-e s
[¢)+2k7r

n ip M n

re’” =Alre (c:O,l,Z,...,n—I:.

6-§. Ko’phadni ke’paytuvchilarga ajratish
n -darajali ko’phad, deb quyidagi:
P(z)=a,+az+a,z" +...+a,z" =Zakzk 1)
k=0

funktsiyaga aytamiz, bu yerda, @, — haqiqiy yoki kompleks koeffitsientlar, &, #0, z - umuman olganda, kompleks

o’zgaruvchi z ning har bir giymatiga mos keluvchi funktsiyaning Pn(z) giymati kompleks bo’lishi ham mumkin.
Zo ni (1) ning ildizi yoki noli deymiz, agar Pn (Z0)=0 bo’lsa.

Bu yerda ham hagigiy o’zgaruvchining ko’phadi kabi (7-bob, 4.1-§ ga garang) P (z) ko’phadni har ganday
kompleks z, son uchun z- z, ning darajalari bo’yicha yoyish mumkin ekanligini, ya’ni

P(z)=Y b €-z," @)
k=0

bo’lishini ko’rsatish mumkin. Bundan P, (z,) = b, .

1-teorema (Bezu). P, (z) ko phad z, ildizga ega bo ‘lishi uchun, u z- zo ga qoldigsiz bo linishi, ya 'ni uni

P(2)=€-2z,F,,(2) ©
ko 'rinishda ifodalash mumkinligi zarur va yetarlidir, bu yerda P._,(z) biror n-1-darajali ko ‘phad.

Zarurligi. Agar z, (1) ning ildizi bo’Isa, u holda b, =0 bo’lishi kerak, chunki P,(z,) =b,. Agar b, =0
bo’lsa, u holda (2) tenglik
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n n—1
I)n(z)zzbk Q—Zoj = 6_Zozzbk Q—ZOE = 6—20},1,1(2)
k=1 k=0
ko’rinishga keladi.
Yetarliligi. Agar (2) tenglik o’rinli bo’lsa, u holda (2) da z 0’rniga z, ni qo’ysak, P, (z,) =0 bo’ladi. Teorema
isbot bo’ldi.
Natija. Ixtiyoriy zo uchun P, (z) ko’phadni z- z, ga bo’linsa, goldigda P, (z,) bo’ladi.
Misol. P,(z) =z’ —6z> +11z-6 ko’phad z=1 da nolga teng, shuning uchun bu ko’phad z-1 ga goldigsiz
bo’linadi:
P(z)=z2" -6z +11z—6=€-1 %" —52+6 .
Agar f(z)=0 tenglamada f(z)=P (z) bo’lsa, bunday tenglamani algebraik tenglama, boshqa barcha
hollarda noalgebraik tenglama , deymiz.
Demak, P, (2) =0 algebraik tenglamaning ildizlari Pn (2) ko’phadning ildizlari bilan bir xil ekan.

Noalgebraik tenglama bironta ham ildizga ega bo’Imasligi mumkin, masalan: e = 0. Lekin algebraik
tenglamalar uchun bunday emas.

2-teorema. Har ganday algebraik tenglama kamida bitta haqiqiy yoki kompleks ildizga ega.

Bu teorema algebraning asosiy teoremasi, deb ataladi. Biz uni isbotsiz keltiramiz.

Agar z, Pn(z) ko’phadning ildizi bo’lsa, u holda bu ko’phad (3) ko’rinishda ifodalanar edi. Agar P, ,(z,)#0
bo’lsa, u holda Bezu teoremasiga ko’ra P (z) ko’phad z -z, ga va demak, P (2) ko’phad (z — z5)* ga bo’lin-
maydi. Bu holda z, P,(2z) ko’phadning oddiy ildizi (noli) deyiladi. Agar P,_,(z,)=0 bo’lsa, u holda, Bezu
teoremasidan P_,(z) z- z, ga qoldigsiz bo’linishi va shu sababli P, (z) = Q—ZOEP,H(Z) bo’lishi kelib
chigadi. Bu yerda, P,_,(z) gandaydir 7 -2-darajali ko’phad. Agar P, ,(z,) # 0 bo’lsa, zy P,(z) ko’phadning
2 karrali ildizi (noli), deyiladi. Va nihoyat, agar biror natural s < 72 uchun

P(2)=€-2z, P, (2), P_(2)#0
bo’lsa, bu yerda, P, (z,) biror n -s-darajali ko’phad, z, PP, (z) ko’phadning s karrali ildizi (noli), deyiladi.
3-teorema. Har ganday n-darajali algebraik tenglama, karraligini hisobga olgan holda, n ta kompleks ildizga
ega, ya'ni P, (z) ko’phad quyidagi ko 'rinishda ko ‘paytuvchilarga ajraladi:
P(z)=a,€-z " €-2,"...€-z," @
ki +k,+...+k, =n,
bu yerda, z,,2,,...,Z,, lar P, (z) ko’phadning karralari mos ravishda &,,k,,...,k, bo’lgan ildizlaridir.

Isboti. Asosiy teoremaga ko’ra P, (z) ko’phad kamida bitta ildizga ega. Bu ildizni Z; bilan, uning karrasini

k, bilan belgilaylik. U holda
P(2)=€-z 2P, (2), P, (z)#0.
Agar n—k =0, yani k; =n bo’lsa, uholda P, , (z) = a, bo’ladi, bundan P, (z) =a, ¢ - Z1j kelib

chigadi, shu bilan teorema isbot bo’ladi.
Agar k; <n bo’lsa, u holda P (2) ¢ -z j‘ ga bo’linmaydigan N — k1 -darajali ko’phad bo’ladi. Asosiy

teoremaga ko’ra u ham kamida bitta Z, ildizga ega, uning karrasi k, bo’lsin. Natijada quyidagi munosabatni
olamiz:
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P(z)=€-z €-z, P, , (2). P, . (z)#0,j=12.
Agar n—k, —k, =0 bo’lsa, u holda P,_, , (z)=a, bo’ladi. Agar n—k, —k, # 0 bo’lsa, u holda bu

jarayonni davom ettiramiz. Oxir-ogibat chekli gadamdan keyin bu jarayon to’xtaydi va (4) munosabatga kelamiz.

Agar (4) ning o’ng tomoniga Z o’rniga topilgan z,,z,,...,z,, lardan fargli giymatlarni qo’ysak,u nolga

m
aylanmaydi, ya’ni (4) munosabat yagonadir.
Natija. 7 -darajali ko’phad 7 tadan ortiq ildizga ega emas.

4-teorema. Agar ikkita 7 -darajali ¢,(z) va @, (Z) ko ’phadlar giymatlari argumentning 7 +1 ta har xil
ZysZ15Z,5- 52, giymatlarida teng bo lsa, u holda bu ko ‘phadlar aynan tengdir.
Isboti. Quyidagi
f(2) = o(2) - ,(2)

funktsiya darajasi 77 dan ortiq bo’Imagan ko’phaddirvau n ta z,,2,,...,Z, nugtalarda nolga aylanadi. U holda
uni
f(@)=a,(z-2(z2-2,)...(2-z,) ()
ko’rinishda ifodalash mumkin.
Lekin, teorema shartiga ko’ra,bu ko’phad Z, nugtada ham nolga teng. (5) ifodaning birorta ham chizigli

ko’paytuvchisi bu nugtada nolga teng emas. Shuning uchun @, =0 bo’ladi, ya'ni f(z)=0. Demak,
?,(2) = @,(2) =0 yoki ¢,(2) =@,(2).

5-teorema. Agar
2 n
P(z)=a,+az+a,z" +...+a,z

ko ‘phad aynan nolga teng bo ’Isa, u holda uning barcha koeffitsientlari nolga tengdir.
Isboti. Berilgan ko’phadni (5) ko’rinishda yozib olamiz:

P(2)=a,(z-z(z-2,)..(z-2,).
Agar teorema shartiga ko’ra bu ko’phad aynan nolga teng bo’lsa, u holda u z,,z,,...,z, larga teng bo’Imagan

biror Z nuqgtada ham nolga teng bo’ladi. Lekin Z -Z,, Z-Z ,,..., Z -Z, larning birortasi nolga teng emas, shu
sababli, fagat @, = 0 bo’lishi mumkin. Aynan shunday a, , =0,a, , =0,..,a, = 0 ekanligi isbot gilinadi.

6-teorema. Agar ikki ko ‘phad bir-biriga aynan teng bo Isa, u holda ularning mos koeffitsientlari o zaro teng bo 'ladi.
Teoremaning isboti berilgan ko’phadlarning ayirmasi aynan nolga tengligidan va 5-teoremadan kelib chigadi.

7-teorema. Agar Z , f(z) ko’phadning k, >1 karrali ildizi bo’lsa, u holda z ; f'(z) hosilaning k, —1

karrali ildizi bo’ladi.
Isboti. Teorema shartidan

[(@)=(z-2)"0(2)
bo’lishi kelib chiqadi, bu yerda, ¢(z,) # 0. Bu tenglikni differentsiallasak:
f'@)=k(z-2)"p2)+(z-2)"¢'(2)=

=(z=2)"" ho@)+(z-2)9' @)
bo’ladi. Agar bu yerda,

w(2) = kp(z2) +(z2-z)9'(2)
desak, y(z,)=k,p(z,)+(z, —z,)9'(z,) =k,@p(z,) # 0 ekanligidan Z ; f'(z) hosilaning k, —1 Karrali ildizi
ekanligi kelib chigadi. Xususan, agar k, =1 bo’lsa, Z ; f'(z) hosilaning ildizi bo’Imaydi.
Bu teoremadan Z ; f"'(z) hosilaning k, —2 karrali ildizi, f'"(z) hosilaning k, —3 karrali ildizi va h.k.
f("fl%z) hosilaning oddiy ildizi va nihoyat, f(“ %zl) # 0 bo’lishi kelib chigadi.

7-§. Kompleks yechimlar holida ke’phadni
ko’paytuvchilarga ajratish
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Faraz qilaylik, (1) ko’phad berilgan bo’lsin.
1-teorema. Agar haqiqiy koeffitsientli

P(z)=a,z" +a, z"" +...4+az+a, 1
ko’phad @ + ib ildizga ega boIsa, u holda @ —ib ham uning ildizi bo ladi.
Isboti. Agar z, = a +ib son (1) ning ildizi bo’lsa, u holda 2-§ dagi teoremaga ko’ra:
F,(zy) =P, (z,) =0=0,
ya'ni Z, = a—ib ham (1) ning ildizi ekan.
Demak, (1) ko’phad

6—a—ib}—a+ib:: Q—af +b?
ifodaga bo’linar ekan, ya’ni
> 2
()= k-0 P L),
buyerda, P,_,(z) n -2-darajali haqigiy koeffitsientli ko’phad.
Yugoridagi fikrlarni umumlashtirsak, quyidagi xulosaga kelamiz:
2-teorema. Hagqiqiy koeffitsientli Pn (Z) ko ‘phad quyidagi ko rinishda ko ‘paytuvchilarga ajraladi:
P(2)=a,€-2"..€-2, 7 k—a1f+bfl_1...

- 2Ts L N T k > 2Ty
k-220 -a]Te-2 " k-3 2+b2"
i=1 j=1

bu yerda,b, > 0,k, +...+k, +2€ +...+1, =n, z,,z,,...,2, lar P,(2) ko’phadning karralari mos ravishda

)

ky,....k. bo’lgan hagigiy ildizlari, a, £ib,,...,a, tib_lar esa P, (z) ko’phadning karralari mos ravishda
l,,...,1, bo’lgan o’zaro qo’shma kompleks ildizlaridir.

8-§. Interpolyatsiyalash. Lagranjning
va nyutonning interpolyatsion formulalari

Faraz qilaylik, biror hodisani o’rganish jarayonida X va y miqdorlar o’rtasida funktsional bog’lanish borligi va X
ning [a b ] oraliqoa tegishli X o, X 1,%, X ,qiymatlariga } ning Vo, V1, %, V nQiymatlari mos kelishi aniglangan
bo’lib, bu bog’lanishning analitik ifodasi noma’lum bo’lsin.

Masala shu noma’lum » = @(X) funktsiyani [@ ,b ] oraliqda aniq yoki taqriban ifodalovchi ko’phadni
qurishdan, ya’ni

Yo =@(x0), ¥, = P(X)),..., ¥, = @(x,)
giymatlari [a ,b ] oraliqda berilgan ¥ = @(x) funktsiyani tagriban ifodalovchi darajasi < 7 bo’lgan P(x)
ko’phadni qurishdan iborat.

Bunday ko’phad sifatida X o, X ;,%, X , nugtalardagi giymatlari } ning ) o, )V 1,%, ) nqiymatlari bilan ustma-

ust tushadigan ko’phadni olgan ma’qul. Bunday masalani funktsiyani interpolyatsiyalash, deyiladi.
Interpolyatsiyalavchi ko’phad sifatida quyidagi:

P(X) =Cy(X=X)(X=X,)...(Xx=x%,) + C,(Xx=X,)
(X=%,) ... (X=X%,) +C, (X=X ) (X =X )(X = X5) ... @
(X=X%,)+...+C (X=Xy)...(X—X,;)
ko’phadni olamiz. C,,,C,,...,C, koeffitsientlarni

P(xy) =y, P(x))=y.4 P(x,)=y, )

shartlarni ganoatlantiradigan qilib tanlash kerak.
(1) formulada X = X, deylik, u holda (2) ga ko’ra

Yo = Co(xg —x )(xg —X5)...(xg —x,),
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bundan

C - Yo
0 = .
(g —x)(Xg —x,)...(x, — x,)
Agar (1) da x = x; desak, u holda
n =G0 —x) (% —x,)...(x —x,),
bundan

C — yl
1 ,
(xl _xo)(xl _xz)---(xl _xn)
vahk. (1) da x = x, deb
yn = Cn(‘xn _XO)(‘xn _xl)"'(‘xn _xn—l)9
tenglikni, bundan esa
Y

(x, =x )X, =x)...(x, —x,})

n

hosil gilamiz.
Topilgan koeffitsientlarni (1) ga qo’ysak:

P(x) = (X=X)(X=X,)...(X=X,)
(XO—Xl)(XO—Xz)...(XO—Xn)
(X=%X)(X=X;)...(X=X,) N 3

(% = %)%~ %) (% = 3)
ot (X_XO)(X_Xl)"'(X_Xn—l)
(X, = %) (% = %) (% = X, 1)

Bu formula Lagranjning interpolyatsion formulasi, deb ataladi.
Aytish lozimki, agar noma’lum y = @(x) funktsiya [« ,b ] oraligda 7 + 1 -tartibli hosilaga ega bo’lsa, u

Yo t+

Y-

holda y = ¢(x) funktsiyani P(x) ko’phadga almashtirilganda yo’l qo’yilgan xatolik, ya’ni R(x) = ¢@(x)— P(x)
miqdor

|R(x)| <|(x—x0)(x—x1)...(x—xn)

tengsizlikni ganoatlantiradi.
Misol. Tajriba natijasida » = @(x) funktsiyaning ¢(1) =3,¢(2) = -5,p(—4) =4 qiymatlari olingan

Tmax‘(o At :(x)‘
o

1
G+1

bo’lsin. ¥ = @(x) funktsiyani taqriban 2-darajali ko’phad bilan ifodalang.

Yechish. (3) formulaga ko’ra 7 =2 bo’lgan hol uchun:
:(x—2)(x+4).3+(x—1)(x+4).(_5\+ (x—-D(x-2) "

P(x) b
(1-2)1+4) 2-1)2+4) (-4-1)(-4-2)
yoki
P(x) = —ﬁx2 —Ex+g.
30 30 30
Bundan tashqari boshqga interpolyatsion formulalar ham mavjud, shulardan biri — Nyuton interpolyatsion

formulasidir. Bu formulada yuqgoridagi masaladan fargli o’laroq, X,,X,,X,,....X, nugtalar orasidagi masofa bir
xil, masalan, & bo’lsin, deb faraz gilinadi.
Avy =01 = Vo Ay =2, =0 AV, = V3= 3, %,
Ky =9, =20+ 9y =0y, — By, Ky, = by, - Ay, %

3 2 2
Ny,=y; =3y, +3y, =y =Ay —Ay,.%,
Y 4 a6 Y a4 Y a6 o a
Ay, =Ny =Ny,
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Bularni mos ravishda 1-,2-,%, n-tartibli ayirmalar, deb ataymiz.
X o, X 1,.... X ynugtalardagi giymatlari ) o, V 1,..., V nbo’lgan n-darajali ko’phad quyidagicha bo’ladi:

X — X, +AzyO X=X, [ X=X, _1j+"'
h 2l h h

+ &% X_XO(X_XO —1]...[’(_’(0 —(n—l)}
nh (h h

Mana shu formula Nyutonning interpolyatsion formulasi, deb ataladi.

Aslida 6-§ ning 4-teoremasiga ko’ra X ning n+1 ta giymatidagi n+1 ta giymatlari teng bo’lgan darajasi n dan
katta bo’Imagan ko’phadlar bir xil bo’ladi. Lekin bu interpolyatsion ko’phadlar bir xil bo’lsa ham yozilish tartibi
bilan farg giladi.

Interpolyatsion formulalar injenerlik izlanishlarda ko’p ishlatiladigan taqribiy hisoblarda keng qo’llaniladi. Biz
hozir shulardan biri — tagribiy differentsiallashda Nyuton ko’phadini ganday qo’llanishini ko’ramiz.

Agar y = @(x) funktsiyaning X ¢, X i,.., X , nugta-lardagi giymatlari Yo Y1 Yolarberilgan bo’lsa, (4)
formulaga asosan:

P(X) =Y, + 4y,
(4)

h 2! h h
+A"y0 X% [ X% —11... X% —(n-1
n! h h h
tagribiy tenglikni yozish mumkin. Agar bu tenglikni differentsiallab, hosil bo’lgan munosabatda x = X, desak,

- A? - -
P0) = P(x) = y, + Ay, ——0 4 =20~ XO(X x°—1j+...

hosilaning X, nugtadagi tagribiy qiymatini hosil gilamiz:

2 3 4
Ayo_Ayo_FAJ/o_AJ/o_}_m_ (5)

1 zPV ' —
@(xo) n (xO) h 2]/[ 3]’[ 4h

9-§. Chebishev nazariyasi

Interpolyatsiyalash usuli yordamida qurilgan ko’phad asl funktsiya bilan 7 +1 ta nugtada ustma-ust tushsa ham
golgan nugtalarda undan juda katta farg gilishi mumkin, bu esa bajarilayotgan hisoblarda katta xatolarga olib kelishi

mumkin. Shuning uchun tabiiy savol tug’iladi: [@ ,b] oraligda uzluksiz y = @(x) funktsiyani tagriban
ifodalovchi darajasi < 7 bo’lgan P(x) ko’phadni oldindan berilgan ixtiyoriy aniglik bilan qurish mumkinmi?
Boshgacha gilib aytganda, [@ ,b ] oraligning barcha nugtalari uchun @(x) va P(x) orasidagi fargning absolyut
giymati oldindan berilgan har ganday musbat & sondan ham kichik bo’ladigan P(x) ko’phadni qurish mumkinmi?
Bu savolga quyidagi teorema javob beradi:
Veyershtrass teoremasi. Agar ¢(x) funktsiya [a,b ] oraligda uzluksiz bo’lsa, u holda har ganday & >0 son
uchun shunday P(x) ko’phad mavjudki, [ @ , b ] oraligning barcha nugtalari uchun
lp(x) - P(x)| < &
tengsizlik o’rinli bo’ladi.
Ana shunday ko’phadga Bernshteyn ko’phadi misol bo’la oladi: ¢(x) funktsiya [0,1] oraligda uzluksiz
bo’lsin. O’uyidagi # -darajali ko’phadda
Z m _
B,(x)= Z(/{—)CZ’X’" (1-x)"",
m=0 n
bu yerda, C" — binomial koeffitsientlar, ¢,(mj — berilgan funktsiyaning x = n nugtadagi qiymati, n ni shunday
n n
tanlash mumkinki, ixtiyoriy & >0 son uchun [0,1] oraligning barcha nugtalarida

B,(x)-p(x)| <

tengsizlik bajariladi.
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Eng yaxshi yaginlashish nazariyasini P.L. Chebishev® yaratgan. Bu nazariyaning vyaratilishiga uning
mashinalarda keng qo’llaniladigan sharnirlar mexanizmi nazariyasi bo’yicha bajargan ishlari sabab bo’lgan. Bunday
mexanizmlarni o’rganish jarayonida u berilgan darajali ko’phadlar orasidan berilgan oraligda noldan eng kam farq
giluvchi ko’phadni tanlash masalasiga to’qnash keldi. U bunday ko’phadlarni qurdi va keyinchalik bu ko’phadlar
Chebishev ko’phadlari, deb atala boshladi. Bu ko’phadlar matematika va texnikaning ko’p masalalarida keng
go’llanib kelinmogqda.

1 P.L.Chebishev (1821-1894) — buyuk rus matematigi.
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10-BOB.
ANIQMAS INTEGRAL
1-§. Boshlang’ich funktsiya va anigmas integral

Fan va texnikaning ko’p masalalarida funktsiya hosilasini bilgan holda, o’zini tiklash zaruriyati uchraydi. Masalan, 7-

bobning 1-§ ida harakatning berilgan § = f(l‘) tenglamasini differentsiallab, nugtaning ¢ = a tezligini va yana bir
dt

marotaba differentsiallab, nugtaning tezlanishini topish mumkinligini ko’rgan edik. Aslida, teskari masalani yechishga

to’g’ri keladi, ya’ni berilgan a = a(¢) funktsiya uchun shunday & = 4(¢) funktsiyani tiklash kerakki, a = a(¢) bu

funktsiya uchun hosila vazifasini o’tasin va funktsiya uchun shunday funktsiyani topish kerakki, uning hosilasi
4 = 9(t) bo’lsin. Biz bu bobni shu masalaga bag’ishlaymiz.

1-ta’rif. Agar li,b: oraligning barcha nugtalari uchun F'(x) = f(x) munosabat o rinli boIsa, F'(x) ll,b:
oraligda y = f(x) funktsiyaning boshlang ich! funktsiyasi, deyiladi.

1-misol. f(x)=2x funktsiya uchun ta’rifza ko’ra F(x):x2 boshlang’ich funktsiya  bo’ladi, chunki
(xz).: 2x.

1 1

cos’ x cos’ x|

Har bir funktsiyaning, agar mavjud bo’lsa, boshlang’ich funktsiyasi yagona emas (7-bob, 1-§ dagi teorema
natijasiga garang), ya’ni boshlang’ich funktsiyalar o’zgarmasga farq giladi. Masalan, x> +C har ganday C
o0’zgarmas son uchun f'(x) = 2x funktsiyaning boshlang’ich funktsiyasi bo’ladi, chunki €2 + CZ: 2x.

2-misol. f(x)= funktsiyaga F'(x) = #gx boshlang’ich funktsiya bo’ladi, chunki (gxz=

2-ta’rif. Agar F(x) funktsiya f(x) ning boshlang’ichi bo’lsa, F'(x)+C ifoda f(x) funktsiyaning
anigmas integrali deb atalib, .[f(x)dx ko 'rinishda belgilanadi.
Demak, ta’rifga ko’ra, agar F"'(x) = f(x) bo’lsa,
j F(x)dx=F(x)+C

bo’lar ekan. Bu yerda, f(x) integral ostidagi funktsiya, f'(x)dx integral ostidagi ifoda va /— integral belgisi,
deb ataladi.

/belgi birinchi marotaba Leybnitsning 1686 yilda chop ettirgan «Chuqur geometriya va bo’linmaslar tahlili
hamda cheksizlik» memuarida uchraydi. Leybnits va Nyutonning o’sha davrdagi xatlaridan ma’lum bo’lishicha,
integral tushunchasi Nyutonga ham ma’lum bo’lgan. Leybnits 0’z memuarida / belgi ostidagi dx ifodaning
zarurligi hagida ham gapirib o’tgan. Lekin «integral» atamasini birinchi marotaba aka-uka Bernullilar ishlatgan.

Geometrik nugtai nazardan anigmas integral egri chizigni Oy o’q bo’ylab parallel surish natijasida hosil
bo’ladigan egri chiziglar oilasini tasvirlaydi.

Har ganday funktsiya uchun boshlang’ich funktsiya mavjudmi, degan tabiiy savol tug’iladi. Boshlang’ich
funktsiyalar fagat berilgan oraliqda uzluksiz bo’lgan funktsiyalar uchungina mavjuddir. Demak, anigmas integral
uzluksiz funktsiyalar uchun mavjud ekan. Buni biz keyingi bobda isbotlaymiz.

Berilgan f(x) funktsiyaning boshlang’ich funktsiyasini topish jarayoni f(x) funktsiyani integrallash, deb
ataladi.

Anigmas integral ta’rifidan bevosita quyidagilar kelib chigadi:

1. Anigmas integralning hosilasi integral ostidagi funktsiyaga teng, ya’ni agar F'(x) = f(x) bo’lsa, u holda

(rax= fx). 1)
2. Anigmas integralning differentsiali integral ostidagi ifodaga teng, ya’ni
~N
df(dx = f(xdx. @

1" boshlang’ich" atamasini birinchi marotaba Lagranj kiritgan.

220

www.ziyouz.com kutubxonasi



3. Biror funktsiya differentsialining anigmas integrali shu funktsiya bilan o’zgarmasning yig’indisiga teng:
j dF (x)=F(x)+C. @)

Hosilalar jadvali va anigmas integral ta’rifidan foydalanib, integrallar jadvalini tuzib olish mumkin:

n+l

+1

x
1. Ix"dx: p + C (C=const, n#-1)

2 J%dx —lnfx [+C

aX

3. Iaxdx =—+C (a>0)
Ina

4. Iexdx =e" +C

5. |sin xdx = —cosx

6. |cosxdx=sinx+C

dx
7. =tgx+C
jcoszx g

dx
8. =-ctgx+C
jsinzx g

9. J'tgxdx =—Injcosx +C

10. Ictgxdx =In|sin x| +C

11. =—arctg +C——£arctg +C. (a#0)
x*+a’ a

12. = I
x> —a?

13J'
a?— x>

+C (a#0)

X+a
x+a
x—a

In|x++vx*+a®|+C (a#0)

——|+C (a#0)

14, J‘% _

15j _ = arcsin — +C_—arccos +C (a#0)
[22 a

Anigmas integral quyidagi xossalarga ega:
1°. Agar A — o’zgarmas son, C — biror o’zgarmas bo’lsa, u holda

[4f Gdx = 4 [ f(x)dx+C
bo’ladi, ya’ni o’zgarmas ko’paytuvchini integral belgisi tashgarisiga chigarish mumkin.

2°. j"(x) + g(x) Zix = If(x)dx + Ig(x)dx +C.

Hagigatan, agar tenglikni o’ng tomonini differentsiallasak:

(/o | o()dx = ( (s + ( o)dx = f(1)£g(x).

Demak, tenglikni chap va o’ng tomonlari f'(x) £ g(x) ifodaning boshlang’ich funktsiyalari ekan, shu sababli
ular o’zgarmasga farq giladi.
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3% Agar F'(x) funktsiya f(x) ning boshlang’ichi bo’lsa, u holda

[f(ax+b)ax = L Flax+by+c
a

bo’ladi.
Bu xossa ham yuqoridagidek, differentsiallab isbot gilinadi.

I(x2 +1)(x* -2)

Misol. dx integralni hisoblang.
3 /xz
Yechish.
(x? +1)(x —2) X —2x? +x2-2 x'—x?-2
'[ j x2/3 dx = .[ x2/3 dx =
x4 G / / /
10/3 4/3 -2/3
- J'(W -7 —W)dx '[x dx — Ix dx -2 Ix dx =
X103 x4 x 2 3 s 3 s 6xY% 4 C

= - -2 +C=—Xx""-=Xx
10/3+1 4/3+1 -2/3+1 13 7
Endi olingan javobning to’g’riligini tekshirish uchun undan hosila olib, integral ostidagi funktsiya bilan
taqqoslaymiz:

(ix3/13 3 X3 ZBXH? 4 C) = x01F _ x¥13 _px23
13 7

X -2 X222 (X -2)+ (X -2)
0+ -2)

3X2

Demak topilgan natija to’g’ri ekan.
2-§. Integrallashning o’rniga qo’yish usuli

Faraz qgilaylik, bizdan

j £ (x)dx

integralni hisoblash talab gilingan bo’lsin.
Integral ostidagi ifodada

=o(1), (oY)
deb o’zgaruvchini almashtiramiz, bu yerda, ¢(t) — teskari funktsiyaga ega, uzluksiz differentsiallanuvchi uzluksiz
funktsiya. U holda, quyidagi tenglik o’rinli:
[f0o0dx= [t b dot) = [t ) '@t @)
Bu tenglikni isbotlash uchun (2) ni differentsiallaymiz. Chap tomonining hosilasi
-~
(rax ;= 1.

0’ng tomonini murakkab funktsiyadan hosila olish goidasiga ko’ra differentsiallaymiz:

pr ~ dt
qf bt) o (t)dt { t b o'(dt s

= bt o ®)—— =1 bt) = (0.

( )
Oxirgi tenglikda (1) ning hosilasi x'(¢) = ¢'(¢) va teskari funktsiyaning hosilasini hisoblash formulasiga
ko’ra ﬁ = 1 bo’lishidan foydalanildi.
dx  ¢'(1)
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Demak, (2) ning chap va o’ng tomonlaridan alohida-alohida olingan hosilalari o’zaro teng ekan, ya’ni (2)

tenglikning ikkala tomonida turgan ifodalar f(x) ning boshlang’ichi ekan.

Integrallashning bu usulini go’llashdan magsad, berilgan integralni soddaroqg, yengil hisoblanadigan integralga olib
kelishdan iborat. Ayrim hollarda, bu magsadga (1) almashtirish emas, balki ¢ = y(x) ko’rinishdagi almashtirish tezrog

olib keladi. Masalan,

w'(x)dx
y(x)
ko’rinishdagi integralda # = y/(x) desak, u holda
dt =y'(x)dx,

w'(x)dx ﬂ_ B
bo’ladi I w(x) _'[t =Injt|+ C =Infy(x)|+ C.
o’ladi.

1-misol. j\/l— x*dx . x = sin ¢ almashtirshni bajaramiz. U holda dx = costdt va demak,

j.\/l— x2dx = J'\/l— sin?t costdt = J'cost -costdt =

J'cos2 tdt ='[l €+ cos2t gt 1 Idt+ jcostht =
2 2 -
“ L Lin 2tj+C 1 (+sintcost =
2 2 2

1 (\/1 x? +arcsin x +C

bu yerda, ¢ =arcsinx,cost= \/l—sm t = \/1 x’ ekanligidan va integralning
foydalanildi.

=2xdx va
xdx dt 1
= Int C== In +x* +C
_ e =2t G
bo’ladi.
3-misol. Iexzxdxz % Iexz 2xdx = €* = u,2xdx = du:z
1 1 1 -
=— le'du=—e"+C=—¢e" +C.
2 2 2
4-misol. J. de 5 :LJ. dx 5 = =€=at,dx= adt =
a - +x° a
1+ %/
=—J adt__ j =larctgt+C=larctg£+C.
1+t 1+ a a a
. dx ~
5'm|SOI = — = " = at’dx = adt/:

adt dt . .X
'[ :j =arcsint + C =arcsin — + C.
V- J1-¢2 a

3-§. Kvadrat uchhad gatnashgan integrallar

Bunday integrallar asosan quyidagi ko’rinishda bo’ladi:
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13, = [—

_J‘ Ax+B
ax? +bx+c ax?

+bx+c
Ax+B

3J,= 4.3, =
J'\/ax +bx+c j\/ax +bx+c
5.J5=I\/ax + bx + cdx.

Bunday integrallarni hisoblash uchun integral ostida gatnashgan uchhaddan to’liq kvadrat ajratilib, ikkihad kvadratining
algebraik yig’indisiga keltiriladi. Natijada hosil bo’lgan ifodani integrallar jadvali yordamida integrallash mumkin bo’ladi.
Kvadrat uchhaddan to’liq kvadrat quyidagicha ajratiladi:

b ¢
ax’ +bx+c=a(X* + —x+—) =
a a

b c b’ b
al(x+--)"+= ——]=al(x+--)* +k’]
2a a 4da 2a
4agc—-b*
bu yerda, * k* = 4—2 Bunda plyus yoki minus ishora ax?+bx-+s kvadrat uchhadning ildizlari hagigiy yoki
a

kompleks bo’lishiga garab aniglanadi, ya’ni b*4ac ni ishorasiga garab aniglanadi.
To’lig kvadrat ajratilgandan keyin yugorida keltirilgan integrallar quyidagi ko’rinishni oladi:
3 J- dx 1 dx
= 5 == b
ax +bX+C a (X+7)2ik2

Bunda x+b/2a=t, dx=dt desak,

J_le
Yalrxk?

bu esa jadvaldagi integraldir.

: dx _ :
1-misol. .[2— hisoblansin.
2x° +8x+20

dx 1J> dx 1¢ dx

2 +8x+20 29X +4x+10 2xP+dx+4+10-4
=lj—dxz = J:x+2=tdx = dt
(x+2)°+6

1J- dt 11 arctg ——
26 26 f
to’rniga x orgali ifodasini go’yib, oxirgi natuanl topamiz:
J- x+2

\/_ arctg \/_

—(2ax+b) + B——
20, [ B (22 QPO
ax>* +bx+c ax’> +bx+c

:A 3ax+b dx+(B—A—b)j : dx
2a “ax” +bx+c 2a” Jax”“ +bx+c
| < I(Zax+b)dx ax’+bx+c=t | dt
ax’ +bx+c | (2ax+b)dx =dt

In | ax* +bx+c|+C

Yechish. j

A Al
J.=—In]ax’* +bx+c|+(B—-2)J,.
2= oo | | +( 2a) 1
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+3
2-misol. J = j—dx hisoblansin.

x°—=-2x-5
J:J- 2x+3 dX_II/Z(Zx 2)+(3+21/2)OI _
X°—=2x-5 x?—2x-5
2X — 2dx dx
I( ) I - :—In|x2—2x—5|+
-2x-5 X‘=2x-5 2
dx N D,
4|—— In x?—2x-5 +2—I
-[(x—l)z— | | J6 l\/§+(x 1)

: Bu integral yugorida Ko’rilgan almashtirishlar natijasida quyidagi ko’rinishga keltiriladi:

3.J, =
J‘\/ax +bx+c
) , 1 dt
a>0 bo’lganda J, = Im a<0 bo’lganda J, = m jm
a —_

Bular esa jadvaldagi integrallardir.

3-misol. hisoblansin.
IVX —4x -

Yechish. x*-4x-3=(x-2)? —7 dx=d (x-2)

dx _ d(x-2) | 9 /7_22_7 C
J‘\/x2—4x—3 I\/(X—Z)Z—Y I L

jadvaldagi integralga asosan hisoblandi.

AX+B

vax? +bx+c
A Ab
—(2ax+b)+(b-——
) (2ax+b) +( 5 )

\/ax +bx+c \/ax2+bx+c

=A 2ax+b (B__)J-
2a \/ax2+bx+c Jax? +bx+c
I(Zax+b)dx _{ax +bx+c=t}

Jaxt +bx+c | (2ax+b)dx=dt]
- J'W:Z\/E+C:2\/ax2+bx+c +C,

J, :é\/axz +hx+c +(B—2—b)\]3
a a

43, = [-———

5X+3

4-misol. dx hisoblansin.
. J.\/X +4x+10
Yechish.
5x+3 5/2(2x+4) +(3-10)
J’ —dx I dx =
VX2 +4x+10 VX2 +4x+10

(2x+4)dx

== -~ =5vVx* +4x+10 —
2 '[\/x2+4x+10 I\/(x+2)2+6

—7IN | Xx+2+(X+2)*+6|+C =5VXx* +4x+10 = 7In | x +
2+x*+4x+10 |+C.
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5.J; = j\/ ax? +bx + cdx. Bunda ham integral ostidagi kvadrat uchhaddan to’la kvadrat ajratamiz:
Jo = J‘\/ax2 +bx+cdx = j\/a[(x + 23)2 +k?]dx =
a
2
| 480ob ey D o dt]- [Va(t? £kt
4a* 2a

Bu integral esa quyidagi formula yordamida hisoblanadi:

(A). |Vt* + dt——\/t +b+— In|t+\/t +b|+C,

(B). |[va? —tdt = E\/az —t? +a?arcsin£+c.
a
5-misol. I\/ X2 + 2% + 6dx hisoblansin.

Buni hisoblash uchun to’la kvadrat ajratib, # = x+1, b =5 belgilashdan so’ng (A) formula qo’llaniladi:
X +2x+6=(x+1)> +5,

J.\/x2+2x+6dX= J&+12+5d €+1 =
X+1 «+ 1 +5+= In‘x+l+w/((+1 +5‘+C

4-§. Bo’laklab integrallash usuli

Bizga ikkita differentsiallanuvchi #(x) va 9(x) funktsiyalar berilgan bo’lsin. Bu funktsiyalar ko’paytmasi

us ning differentsialini topaylik. Bu differentsial quyidagicha aniglanadi:
d €9 =ud3+9du.
Buning ikki tomonini hadma-had integrallab, quyidagini topamiz:
ug= J' udg+ _[ gdu
yoki
J.ud.9:u.9—_|'l9du. (1)

Oxirgi topilgan ifoda bo’laklab integrallash formulasi, deyiladi.

Bu formulani qo’llab integral hisoblaganda Iudg ko’rinishdagi integral, ancha sodda bo’lgan Iﬂdu
ko’rinishdagi integralga keltiriladi.

Agar integral ostida u=Inx funktsiya yoki ikkita funktsiyaning ko’paytmasi hamda teskari trigonometrik
funktsiyalar gatnashgan bo’lsa, bunda bo’laklab integrallash formulasi qo’llaniladi. Bu usul bilan integrallaganda
yangi o’zgaruvchiga o’tishning xojati yo’q.

Umuman, anigmas integralni hisoblaganda topilgan natija yoniga o’zgarmas (C=const) ni qo’shib qo’yish shart.
Aks holda, integralning bitta qiymati topilib, qolganlari tashlab yuborilgan bo’ladi. Bu esa integrallashda xatolikka
yo’l go’yilgan, deb hisoblanadi.

1-misol. jxarctgxdx ni hisoblang.
dx

Yechish. u =arctgx, d9=xdx, du= 5, 9= dex =x*/2
1+X
(bunda C=0 deb olindi). (1) formulani go’llaymiz.
2 2
xarctgxdx ——arct X— |——— @)
Jrarctgrox = =-arctg faa 203 X
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2

J.l 50X ni alohida hisoblaymiz
+ X

2

X 1+ X2 —
J'1+x2dX:-[ 1+ X d -

buni (*) ga qo’yamiz.
2 2

Jxarctgxdx = X—arctgx X + 1arctgx +C=- 1 + X +1arc'[gx +C
2 2 2 2
2-misol. Ix In xdx ni hisoblang.
dx x?
Yechish. Agar # =In x|, xdx = d 9 desak, du =—, 9= J.XdX = ? bo’ladi. U holda
X
2 2 2 2
lenxdx:x—lnx— X—%:X—In ——+C
2 2 X 2 4

3-misol. J, = jeax sinbxdx va J, = jeax cosbxdX integrallarni hisoblang ( a, b #0-0’zgarmas sonlar).

cosbx

Yechish. J, integralda © = e“*,d 9 = sin bxdx desak, du = ae“dx, 9 =— bo’ladi. Bularni
integralga qo’ysak:
1 a 1 a
J, =——e"cosbx+— jeax cosbxdx =—-—e*™coshx+—1J,. )
b b b b
Endi J, integralda u = e ,d9 = cosbxdx desak, u holda
sin bx

du=aedx, 9= va (1) ga ko’ra

| R a
Jzzze Sll'lbx—le. (3)
(3) ni (2) ga olib borib qo’yamiz:
J, = —le” cosbx+£(le‘”‘ sinbx—ngj
b b\ b b

yoki
a’ 1 a . .
Ji+—J, =——e" cosbx+—e“ sinbx.
b b b
Bundan va (3) dan
asin bx —bcosbx i
J, = . ¢ e+ C J, _bsmb)§+agosbxeax+cl
a +b a +b

4-misol. Faraz gilaylik, £ >1-natural sonva a > 0 bo’lsin. U holda

dx x* +a’ )
1:.[(2+a2 _J‘(z_}_az‘k‘dxza .[(24_8‘2?‘+
J- X-2X ——|u=xdg= 2xdx% _
(2+a ¢+a’

azj dx +1 X 1 J- dx
Cra’" 2 -k ¥+a2" k-l
bundan
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B X B 2k-3
"2 e-1 ¥ +a? ) 20 G-D T

Natijada berilgan integralni hisoblash uchun rekurrent formula hosil gildik. Agar bu jarayonni k -1 marotaba
qo’llasak, bizga ma’lum bo’lgan

d. 1
I, = J.z—xz=—arctg£+C
x“+a° a a

integralga kelamiz.
5misol. Agar P (x)=a,x"+a, x"" +...+ax+a,-n-darajali algebraik ko’phad bo’lsa, u holda
JB, (x)e™dx, J.Pn (x)cosbxdx _[Pn(x) sin bxdx ko’rinishdagi integrallar bo’laklab integrallash usulini 7
marotaba qo’llab hisoblanadi. Bunda har gal # funktsiya sifatida ko’phad olinadi, ya’ni avval u = Pn(x), keyin
u =P '(x) va hk, natijada integral soddalashib mos ravishda
1

jea*dx= ~e*+C, jcosbxdx: 1sin bx+C,
a b

Isin bxdx = —%cosbx+ C

integrallarga keladi.
Bu turdagi integrallarni hisoblashning boshga usuli ham bor, uni noaniq koeffitsientlar usuli, deb atashadi. Bu

usulni ganday qo’llanishini masalan, J-Pn (x)e™dx integral misolida ko’raylik. Tabiiyki, uning boshlang’ichi

O, (x)e™  korinishda bo’ladi, shuning uchun bu integralni  Q, (x)e”+C= b x"+h X"+
...#+bXx+b, +C ko’rinishda izlaymiz, bu yerda magsad noma’lum b,,b,,...,b, koeffitsientlarni topishdadir.
Boshlang’ich funktsiyaning ta’rifiga ko’ra,

0, (x)e” +C "= P,(x)e™ yoki Q. (x)+b0, (x) = P,(x). @

Oxirgi tenglikning ikkala tarafida n-darajali ko’phad turibdi. Ma’lumki (8-bob, 6-§, 6-teoremaga garang), bu
ko’phadlar teng bo’lishi uchun X ning bir xil darajalari oldidagi mos koeffitsientlari teng bo’lishi kerak. Ularni
o’zaro tenglab, noma’lum koeffitsientlarni topish uchun chizigli tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Yuqgorida
aytilganlarni quyidagi integral misolida ko’raylik:

J'(<2 +1§de = €x? +bx+c§X +C
Bunda
P(x)=x>+1, Q,(x)=ax’ +bx+c.

(4) tenglik quyidagi ko’rinishda bo’ladi:
ax> +(a+b)x+b+c=x"+1.
Bundan
a=1,2a+b=0, b+c=1.

Bu tenglamalardan: a =1,b = —2,¢ = 3. Demak,

J.((2+1§de: ((2—2x+3§x+C.
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5-§. Ratsional kasrlarni integrallash

Ikkita algebraik P (x)=a,x"+a, x"" +..+ax+a, va Q,(x)=b x"+b, x"" +...+bx+b,
ko’phadlarning
f () = 2 <1>
Qn ()
nishati ratsional funktsiya yoki ratsional kasr, deb ataladi, bu yerda a,,b, #0, n=0,m >1.
Quyidagi

i’ A? (22:
x-a €-a_ ?
Ax+B Ax+B ~
>2,

X2+ px+q (X + px+q)~
ko’rinishdagi ratsional funktsiyalar eng sodda ratsional kasrlar, deb ataladi, bu yerda, A, B,a, p,q — o’zgarmas

2
sonlar, k& — natural son, x* + px + g kvadrat uchhad haqiqiy ildizlarga ega emas, ya’ni pT -g<0.

Uchinchi va to’rtinchi ko’rinishdagi ratsional funktsiyalarni integrallashni 3-§ da ko’rgan edik. Avvalgi ikkita

kasrning integrali esa quyidagicha bo’ladi:
dx dx A 1
A[——=Ah[x-d+C, Af——=-—"——_4C.
X-a «-a~ k-1 €-a’

Agar (1) ratsional kasrning suratida turgan ko’phadni darajasi 7 maxrajda turgan ko’phadning darajasi m dan
kichik bo’lsa, (1) ni to’g’ri kasr, aks holda noto’g’ri kasr, deymiz.

Agar (1) noto’g’ri kasr bo’lsa, ko’phadni ko’phadga bo’lish qoidasiga ko’ra bo’lib, uni

P (x) -
f(x) =ko’phad + — G <m,

m

ko’rinishga keltirish mumkin. Ko’phadni integrallashni avvalgi paragraflarda ko’rdik. Demak, har ganday ratsional
funktsiyani integrallashdagi asosiy giyinchilik to’g’ri kasrni integrallashga Kkeltirilar ekan. Ixtiyoriy to’g’ri kasrni
integrallash quyidagi teoremaga asoslanadi.

Teorema. Agar haqiqiy to g’ri (1) kasrning mahraji

7 T
0,(0)=b,(x=c)"..(x=c,)" € +px+q, .. € +px+q,
ko ’rinishda ko ’paytuvchilarga ajralsa, u holda (1) yagona ravishda quyidagi:

P, (x) Al.l Al,z Al,k
= ot ottt —
0,(x) (x-¢) (x—¢) X=¢
Ar,l Ar,2 Ar,k,.
+ —+ et +
(x=c)"  (x—c,)" x-c,
Bmx-I-CL1 s Bl’2x+Cl,2 Bulx+Cl’,] .
n ST
‘2+p1x+%,1 (2+p1x+q1/] T AEpxtg
B x+C, B ,x+C,, B, x+C,
+ ; : : +t ; ’ ’7}_1+...+ 2+ +”‘ (3)
‘c +pX+q, Q +pX+q, X +pX+g;
ko 'rinishda eng sodda kasrlar yig indisiga yoyiladi.
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Demak, bu teoremaga ko’ra har ganday haqigiy to’g’ri ratsional kasr uchun ko’rsatilgan indekslari bo’yicha
shunday A4,B,C o’zgarmas sonlar topiladiki, (2) munosabat x ning ¢,,c,....,c, giymatlaridan boshga barcha

giymatlari uchun bajariladi.

Bu koeffitsientlarni aniglash uchun odatda noaniq koeffitsientlar usuli qo’llaniladi. Bu usulni birinchi marotaba
I. Bernulli qo’llagan.
Bu usulni quyidagi kasr misolida ko’rsatamiz:

2x% +2x+13 A Bx+C Dx+E
2 2 = + 2 + 2 2"
(x=2)(x"+1)" x-=2 x"+1 (x"+1)
Tenglikning o’ng tarafini umumiy maxrajga keltirib, suratlarini tenglasak:
20 420 +13= A( +1)7 + @+ C (¥ +1)(x-2)+ Ox+E (x-2). (4)
Bu tenglikning o’ng tomonini ixchamlab, tenglikning ikkala tomonidagi x ning bir xil darajalari oldidagi
koeffitsientlarni tenglab, quyidagi sistemani hosil gilamiz:

X' 4+B=0
X Z2B+C=0,

x> 244B-2C+D=2,
X! -2B+C—-2D+E=2,

x": 4-20-2E=13,
bundan
A=1,B=-1,C=-2,D=-3, E=-4.
Demak,

2x? +2x+13 1 x+2 3x+4

(x=2)(x*+1)* x-2 x*+1 (*+1*
Xuddi shu natijaga x ning o’rniga ketma-ket —1,0,1,2 va —2 giymatlarni qo’yib kelsa ham bo’ladi. Bunda noma’lum
koeffitsientlarni topish uchun quyidagi sistema hosil bo’ladi:

254 =125,
A-2C-2E =13,
44+6(B-C)+3(D-FE)=13,
44-2(B+C)—-(D+E)=17,
254+202B-C)+4(2D—-E)=17.
(2) dagi qo’shiluvchi kasrlarning integralini eslasak, quyidagi xulosaga kelamiz:
Har ganday ratsional funktsiyaning integrali ratsional funktsiya, logarifmik va arktangens funktsiyalar orqali
ifodalanadi.
Ko’rgazma sifatida yugoridagi misolga gaytamiz:

2x% +2x+13 dx X+2 3X+4
j—zdxzj__jz— X_Iﬁ
(x=2)(x"+1) X-2 Ix°+1 (x*+1)
13-4x 1, (x=2)°

=52 ~In 2
2x+1 2 X +1

dx =

—4arctgx + C .

6-§. Irratsional funktsiyalarni integrallash

Bu paragrafda biz ratsional bo’Imagan funktsiyalarni o’zgaruvchini almashtirish usuli yordamida ganday gilib ratsional
ifodaga olib kelish yo’llarini, va nihoyat noratsional funktsiyalarning integrallarini almashtirish natijasida hosil bo’lgan
ratsional ifodalarga 5-§ da berilgan usullarni qo’llab hisoblashni ko’ramiz. Bu— jarayonni ratsionallashtirish usuli, deyiladi.
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1. J'R( ax+b ]dx, bu yerda a,b,c,d -o’zgarmas sonlar, m -natural son, ad —bc#0, R(x,y)- 0’z
cx+d

argumentlariga nisbatan ratsional ifoda.
Berilgan integralni

. ax+b
ox+d
almashtirish ratsionallashtiradi. Hagigatan
n_ax+b
ex+d
Bundan
b—dt" -l ~
X=—— dx= Gd-bc,
ct” —a ¢ -
U holda

IR( ax+b jdx:
cx+d

b—dt" \mt""€d- bc ~
I(ctm—atJ @ it = IRl(t)dt,

bu yerda R, (1)t ning ratsional funktsiyasi.

X+1
1-misol. _[ = J.
3/(x - 1)(x+1) Vx-1x+1"
/ +1
Yechish. Agar ¢ =3 desak x— =t dx =— (6t dt bo’ladi. U holda
—1

[X+1 —3dt t+2
-[ 1x+1_I _j( t +t+1]dt:

:—I t?+t+1 \/— arctg t+1+C

2 ( ~1)° V3
dx dx (x ~ ¢ 6tot
2' i I = = :t = =
miso j&+?{/; J“lxi+ ‘/Xz X - ’[t2+t3

=6 € —r+1dr—Infl+4 =20 3¢ + 61~ Infl +1+ C.

N
2. J.R ( vax? +bx+c dx, bu yerda a,b, c -o’zgarmas sonlar.

Integral ostidagi kvadrat uchhad tabiiy karrali ildizga ega emas, chunki aks holda integral ostidagi ifoda

ratsional ifodaga aylanib goladi. Agar u haqigiy har xil X;, X, ildizlarga ega bo’lsa, u holda
X —Xx,

Vax® +bx+c :\/a(x—xl)(x—xz) =(x-x).|a
X=X

deb, berilgan integral yugorida ko’rilgan 1-tur integralga keltiriladi.
Endi, faraz qilaylik, kvadrat uchhad hagiqiy ildizlarga ega emasva @ > 0 bo’lsin. U holda berilgan integralni

vax® +bx+c =t—\/5-x

almashtirish ratsionallashtiradi. Haqgigatan, agar bu tenglikni kvadratga ko’tarib ixchamlasak, bx+c = t* —2\/Z-lx

Eylerning 1-almashtirishi, deb ataluvchi

va bundan
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—c \/T \/_t +bt+0\/_
ax X+ c = ,
T oJat+b’ 2at + b

\/_t +bt+0\/_
Q\/_t+b

Bularni berilgan integralga olib borib qo’ysak, integral ostldagi funktsiya ¢ ning ratsional funktsiyasiga
aylanadi.

dx =

3-misol. j\/ a’ + xdx integralni hisoblang. Bu yerda, x*+a’ haqiqgiy ildizlarga ega emas. Shuning uchun

2 2
" —a
Nal +x  =t—-x, x> +a> =t> - 2x+ x>, x =
2t
va
2 2
1"+a
at+x?=t—-x=—"
2t
Bundan
4 4 2 2
5, t —a 1" +a
X a2+x2 :4—2,dx:2—d1.
t t

Bularni integralga qo’ysak:

2 2 2 2 4
I\/a +x%dx = jt tal vt > dtzlj{t+zi+a—}dt:
2t 4 t

2 2 4 4
=L+ oLy C——]n|t|
2 8 8¢

8¢’

=%]n‘x+\/x2 +a’ +§\/x2+a2 +C.

Agar kvadrat uchhadda a < 0,c > 0 bo’lsa, u holda quyidagi almashtirishni bajaramiz:

vax? +bx+c :xt+\/z

Bu Eylerning 2-almashtirishi, deyiladi. Agar bu tenglikni kvadratga ko’tarib ixchamlasak, ax +b = xt* + 2\/21‘ hosil

bo’ladi. Bundan
- - —bt+
2\/_1  Nax® +bx+c \/_ a\/_

a—t’
\/_t —bt+\/_a
¢

Bularni integralga qo’yib, integral ostidagi ifodani ratsionallashtiramiz. Integrallab bo’lgandan so’ng avvalgi

o’zgaruvchiga gaytish magsadida, javobda
B Vax® +bx+c —e
X

dx =

almashtirishni bajarib qo’yamiz.
7-§. Trigonometrik funktsiyalarni 0’z ichiga olgan ayrim ifodalarni integrallash
Biz shu paytgacha fagat algebraik (ratsional va irratsional) funktsiyalarni integrallashni ko’rgan bo’lsak, bu
paragrafda noalgebraik funktsiyalarni, shu jumladan, trigonometrik funktsiyalar gatnashgan ifodalarni integrallashni

ko’ramiz.
Bizga

IR €in x,cosx dx )
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integral berilgan bo’lsin, bu yerda R(x, y)— o’z argumentlariga nisbatan ratsional funktsiya.
Trigonometriyadan ma’lumki,

X
2f85 1-1g” =
sinx = , COSX =
1+1g° = 1+1g
Shu sababli, (1) ni
t=t al (2)
= g—
2
almashtirish ratsionallashtiradi. Hagigatan, (2) dan
2dt
X = 2arctgt, dx = =
1+¢
sin x = _1= t
1+¢2 1+¢£°

Bularni (1) ga qo’ysak:
_[R €in x,cosx dx = jR[

1-misol. ﬁ integralni hisoblang.
sin X

2dt
1+t2 1+t2 1+t2

= j R, (t)dt .

Yechish.
2dt

1+t jdt Inft|+C =In

1+t2
Yugqorida keltirilgan (2) almashtirish universal almashtirish, deb ataladi. Bu usul ayrim hollarda murakkab ratsional
funktsiyalarga olib keladi, shuning uchun bu usul bilan bir gatorda magsadga tezroq olib keluvchi almashtirishlar ham
ishlatiladi. Shulardan ayrimlarini ko’rib chigaylik. Avval izohlash jarayonida zarur bo’ladigan bir nechta tushunchalarni
kiritib olaylik.
Agar R(-x,y)= R(x,y) (R(x,—y)= R(x,y)) bo’lsa, R(x,y) funktsiya X ga () ga) nisbatan juft

deyiladi, agar R(—x,y)=-R(x,y) (R(x,—y)=-R(x,y)) bo’lsa, R(x,y) funktsiya X ga ()’ ga) nisbatan
tog, deyiladi.
Faraz qgilaylik,

JlSIn X tg

Plu,9)
O(u,9)
bo’lsin, bu yerda, P va Q lar u,9 lar bo’yicha ko’phadlar.

Agar P U ga (9 ga) nisbatan va Q U ga (9 ga) nishatan bir vaqtda juft yoki toq bo’lsa, R(u,$) U ga
(9 ga) nisbatan juft bo’ladi.

Agar P U ga (4 ga) nishatan juft (toq) va Q U ga (¢ ga) nisbatan toq (juft) bo’lsa, R(u,9) U ga (9 ga)
nisbatan toq bo’ladi.

P va Q lar ko’phad bo’lgani uchun R(u,9) biror argumentiga, masalan, ¥ ga nisbatan juft bo’lsa, uni

R(u,9)=R,(u*,9)

ko’rinishga, ya’ni U ning juft darajalarini o’z ichiga olgan ko’phad ko’rinishiga keltirish mumkin.

Agar R(u,8) u ga nishatan toq bo’lsa, uni

Ru,9)=R,(u*,9)-u

R(u,9) =

(u =sinx,9=cosx)

ko’rinishga keltirsa bo’ladi.
1. Agar R(u,9) u ga nisbatan toq bo’lsa, u holda
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_[R €in x,cosx dx = IRZ €in® x,cosx sin xdx =

2 ~
= —_[Rz (- cos’ x,cosx g cosx
bo’ladi va demak, £ = cOSXx almashtirish ratsional funktsiyaning integraliga olib keladi.
_ sin® x 1- t
2-misol. J. = jdt— — =
cos? X
1

=t+¥+C=cosx+

+C.

COSX
2. Agar R(u,3) 9 ga nisbatan tog bo’lsa, u holda

- ™~ - 2 ~
IR €in x,cosx dx = 'fRO €in x,cos’ x cosxdx =
- - 2 ~N -
= IRO €in x,1—sin” x g sin x
bo’ladi va demak, ¢ = sin x almashtirish bilan magsadga yetishamiz.
~

3-misol. J'sin2 X C08s® xdx = jsinz x {—sin? x dsinx=

1 1 1. 1.

= _[tz(l—tz)dt =t - =t°+C==sin®x-=sin’ x+C.

3 5) 3 5
3. Agar R(u,$) birvarakayiga ikkala o’zgaruvchisiga nishatan juft bo’lsa, ya’ni

R(—u,—9%) = R(u,9)

bo’lsa, U ni 319 ga almashtirib,

Ru,9)=R%9,9=R"(L,9
(,8)=R( 9.9)=R"(..9)
munosabatga kelamiz. U holda
« U * U
R (—=,~9%=R (—,89
(59 ( g )
tenglikka ishonch hosil gilish giyin emas. Shu sababli
« U * u 2
R (—=,9)=R 1(—,9),
( 3 )=R i ( 9 )
deyish mumkin. Demak,
. ~ * ~ * l Fok
R€in x,cosx =R, gx,cos’ x =R| tgx, ——— | =R, (tgx
¢ =R ; 1(9 mgzxj  (tgx)

ekan. Bundan berilgan integralni # = #gx almashtirish ratsionallashtirishi kelib chigadi.
Eslatma. Har ganday R(u,$) ratsional ifodani quyidagi:
Ru,9%)-R(-u,9) N R(-u, %) - R(-u,—9) N R(-u,—9%) + R(u,9)
2 2 2

ko’rinishda ifodalash mumkin, bu yerda birinchi kasr uchun 1-holat, ikkinchi kasr uchun 2-holat va uchinchi kasr uchun 3-
holat o’rinli. Shu sababli R €in x,cosx _ ifodani yuqoridagidek  yoyib, har bir gismiga  mos ravishda

R(u,9) =

t=cosx,t=sinxval= 1gXx almashtirishlarni qo’llab, berilgan integralni ratsionallashtirish mumkin.

dx
4-misol. Iﬁ ni hisoblang.
SIn " XCOS™ X
Yechish. Bu integral uchun 3-holat o’rinli, shuning uchun t = tgx almashtirishni bajaramiz. U holda

_ J"—Hl 2 1

~dt=t-=—-—+C=
t 3t

Ism XC0S? X
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1
:tgx—2ctgx—§ctg3x+c.
4. J, = .[cosmxcosnxdx, J, = Jsin mxcosnxdx va J; = ISin MXSIN NXdX  ko’rinishdagi
integrallar quyidagi formulalar yordamida hisoblanadi:

1 -

COSMXCOSHX = > Ios(m +n)x+cos(m—n)x
: 1 y. . -
sin mxcosnx = > Iln(m +n)x+sm(m—n)x

. : 1 -
sin mxsin nx = 5 l cos(m+n)x+cos(m—n)x .

Bularni berilgan integrallarga mos ravishda qo’yib hisoblaymiz:
1 —
J = > “os(m +n)Xx+cos(m—n)x dx =

_sin(m+n)x N sin(m—n)x

2(m+n) 2(m—-n)
O’olgan ikkitasi ham shu kabi hisoblanadi.

5-misol. Isin 5xsin 3xdX integralni hisoblang.
Yechish.

jsin 5xsin 3xdx :% jlcosSx +c0s2x dx =

sin8x sin 2x
— +
16

8-§. Ayrim irratsional funktsiyalarni trigonometrik almashtirishlar yordamida integrallash

+C.

Biz 6-§ da batafsil ko’rgan

J.R (, vax® +bx+c;lx (1)
2

integralga qaytamiz, bu yerda a # 0,¢c — 7 # 0. Bu paragrafda trigometrik almashtirishlar yordamida (1) integral

7-§ da ko’rilgan
Jﬁ(in z,c082 0z @)
integral ko’rinishiga ganday gilib keltirilishi ko’riladi.

3-§ da ax® +bx+C kvadrat uchhad koeffitsientlarning har xil giymatida \/mzt2 +n’ , \/mzt2 -n’ va
Vn? —m’t* ifodalardan biriga keltirilishini ko’rgan edik, shuning uchun umumiylikni buzmagan holda, (1) integral

J'R ( Vm?t? +n? ;it : @)
IR(\/mztz -n? ;It : @)
IR(\/nZ — m?? ;jt )

integrallarning biriga keltirilgan, deb faraz gilamiz.
n
Agar (3) ga t = —19z almashtirishni, (4) ga t = Esecz almashtirishni va (5) ga ¢ = " sin z almashtirishni qo’llasak,
m m m

bu integrallar (2) integral ko’rinishiga keladi.
Misol. Hisoblang:
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J- dx
—
62 _x2 )
Yechish. Bu (5) ko’rinishdagi integral, shuning uchun unga x = @ sin z almashtirishni qo’llaymiz. U holda
dx =acoszdz

j I acoszdz J‘acoszdz
\/62 z‘o‘ \/6 _ asin? z a’cos’z
1 dz 1 1 smz
a’ J.coszz a2 gz + - a? cosz
ZLL-FC :%L_FC_

2 .
- a" yJ1-sin’z S a’4a?r-x?
Eslatma. Har ganday uzluksiz funktsiya uchun boshlang’ich funktsiya mavjud bo’lsa ham (1-§ ga garang), har ganday
boshlang’ich funktsiya elementar funktsiyalar orgali ifodalanavermaydi. Bunday integrallarjumlasiga

I jsmx j%dx J\/l k?sin?xdx, |——
va h.k. kiradi.

Bu turdagi integrallarni Laplas, Lejandr va Luivill' keng o’rganishgan. Lejandrning hatto bunday
funktsiyalarning giymatlari jadvali ham mavjud.

11-BOB.
ANIQ INTEGRAL
1-§. Quyi va yuqori integral yig’indilar

Sohalarning yuzalarini hisoblash masalasi gadimdan insoniyatni gizigtirib kelgan. Ko’pburchaklarning yuzini
hisoblashni gadimgi Vavilon va Misr olimlari bajara olishgani tarixdan ma’lum. Arximed* parabola segmentining
yuzini hisoblay olgan. Matematik tarixning oxirgi izlanishlaridan ma’lumki, doira va sektor yuzini hisoblashni
O’rta osiyolik vatandoshlarimiz Al-Xorazmiy va Beruniylar ham bilganlar.

Biz bu bobda o’rganadigan asosiy tushunchalarimiz ham yuzalarni hisoblash masalasidan kelib chiggan. Shu
sababli hozir biz chegaralaridan biri egri chizigdan iborat bo’lgan egri chizigli trapetsiya, deb ataluvchi soha
yuzasini hisoblash masalasini ko’ramiz.

Faraz gilaylik, bizga quyidan Ox o’qining Ir,b: kesmasi bilan, yonboshlaridan x = a va x =b to’g’ri chiziglar
bilan va yugoridan uzluksiz y = f'(x) funktsiya grafigi bilan chegaralangan soha berilgan bo’lsin.

y -
1 ll,b_ kesmani ixtiyoriy ravishda
_— C a=x,<x, <x,<..<x,,<x,=b
D g nugtalar bilan n ta bo’lakka bo’lamiz va
Yo % X, —Xg =Ax,x, —x; =Ax,,...,x, —x, ; =Ax,
\/ deb belgilaymiz. _
A B 5 y=f(x) funktsiya har Dbir [z‘—l’xi _ bo’lakda
0] X1 X2 X Xin b X uzluksiz bo’lgani uchun Veyershtrass teoremasiga ko’ra u

97-pacwm. shu oraligda o’zining eng kichik m, va eng katta M,

giymatlariga erishadi (funktsiya ll,b: oraligda uzluksiz bo’lgani uchun uning har ganday bo’lagida ham uzluksiz
bo’ladi).
Quyidagi

I Andrian Mari Lejandr (1752-1833) va Jozef Luivill (1809-1882) — buyuk farang matematiklari.
I Arximed (taxminan miloddan avvalgi 287-212 yillar) — buyuk yunon olimi.
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s_n:mle1+m2Ax2+...+mnAxn :ZmiAxi, 1)

i=1
s, =M Ax, + M,Ax, +...+ M, Ax, = > M Ax, @)
i=1

yig’indilar mos ravishda 97-rasmda aks ettirilgan ichki chizilgan AC,N,C|N, ...C N,k B va tashqi chizilgan
AK,C\K,...C, K, ,C, B pog’onasimon shakl-laring yuzalariga teng. Ular mos ravishda Darbuning' quyi va

n—1"%n
yuqori yig’indilari, deb ataladi. Uzluksiz y = f(x) funktsiyaning ll,b_ oraligdagi eng kichik va eng katta
giymatlari mos ravishda m va A bo’lsin. U holda
mm,m,2m,. .., m =m

va
M, <M,M,<M, .. M,<M

bo’lgani uchun

s, = Zn:miAxi > Zn:mAxl. = mZn:Axi =m(b—a), 3)
=l i=1 i=1
5, =S MAv, <3 MAx, = M Av, = M(b—a). @)

i=1 i=1 i=1

Barcha I (i=12,.,7)laruchun m, <M, ekanligidan

S, <S5, . (5)

Uchta (3),(4) va (5) tengsizliklarni birlashtirsak:
mb—-a)<s, <s, <M(b—-a) (6)

Darbu yig’indilari quyidagi xossalarga ega:
1°. Agar bo’lish nugtalarini oshirsak, Darbuning quyi yig’indisi fagat ortishi, yugori yig’indisi fagat kamayishi
mumkin.

Buni isbot gilish uchun tanlangan bo’lish nuqtalariga bitta X' nugta qo’shilgan holi bilan kifoyalanamiz.
Faraz gilaylik, bu nugta X, va X, , nugtalar orasida bo’lsin:

'
X, <X'<X,,, .

Agar M, va nTk mos ravishda y = f(x) funktsiyaning ng, x': va Ic',xk+l oraliglardagi eng kichik giymatlari

bo’lsa, u holda S, ning k -hadi

m (x'=x; ) +m (x,,, —x")

L& ning k -hadidan farq giladi. Ik,x': va lc',xkﬂ: bo’laklar l:k,xk+1 _ ning gismlari bo’lgani uchun

M, >m, , m, >m, vashu sababli
m (xX'=x) 2 my (x'=x;), my (x, —x') 2m (x,,, —x')
bo’ladi. Agar bu tengsizliklarni birlashtirsak:

m (X'=x, )+ my (X, —x)z2m, (X, —X;),

ya'ni S, =5, ekan. Yuqori yig’indi uchun ishot aynan shunday bajariladi.

2°. Darbuning har bir quyi yig’indisi har ganday yugori yig’indisidan katta emas, hatto bu yig’indi boshga
bo’linishga taallugli bo’lsa ham.

I Gaston Darbu (1842-1917) — farang matematigi.
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Isboti. Iz,b: oraligni ixtiyoriy ravishda bo’laklarga bo’lib, bu bo’linishga mos keluvchi Darbu yig’indilarini

S, va S, deb belgilaylik.

- 1
Endi, Il,b_ oraligning bu bo’linmadan boshga bo’linmasini olib, unga mos keladigan Darbu yig’indilarini S_n

1
va S, , deb belgilaylik.

1
S, < S, ekanligini ishot gilish kerak. Buning uchun birinchi va ikkinchi bo’linish nugtalarini birlashtiramiz.

2 2
Natijada yangi, uchinchi bo’linish hosil bo’ladi. Unga mos keluvchi Darbu yig’indilari Si va §, bo’lsin.
Uchinchi bo’linishni ikkinchi bo’linish nuqtalarini birinchisiga birlashtirish natijasida hosil bo’lgani uchun 1°-

2 2 1
xossaga ko’ra S, < S, bo’ladi. Xuddi shunday ikkinchi va uchinchi bo’linishlarni solishtirib, S, < S,

ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

2 2 1
Lekin, S_ns S, , shu sababli yuqoridagi ikkita tengsizlikdan S_n < 8, ekanligi kelib chigadi. Shuni isbot

qilish kerak edi.
Bu ikki xossadan Darbuning quyi va yugori yig’indilari # ning natural giymatlari uchun mos ravishda monoton
kamaymaydigan va monoton o’smaydigan ketma-ketliklarni hosil qilishi kelib chigadi. Shu sababli Boltsano-

Veyershtrass teoremasiga ko’ra (4-bob, §2.7 ga garang) bu ketma-ketliklar 7 —oo da chekli [, <1 : limitlarga ega.
Aslida bu yerda fagat tenglik o’rinli. Hagigatan

n
- ~~
Sn_s_n:ZMi -m; dx;
i-1

Kantor teoremasining natijasiga ko’ra (5-bob, 3.6-§ ga garang), ixtiyoriy &> 0 son uchun shunday &> 0 son
topiladiki, Ax; <o bo’lganda M, —m,; < & bo’ladi. U holda

n
Sui —sn_k<g_21:zbci =c@-a.
i=

Bundan /, =lim s, = lim s_” =1 ekanligi kelib chigadi.
n—0 — n—>®0
1-rasmdan ham ko’rinadiki, 7 orta borgan sari C,N,C,...N, va C K,C\K, ...K, ,C, siniq chiziglar
COCn yoyga yaginlasha boradi. Demak, ichki chizilgan va tashqi chizilgan sohalarning yuzi berilgan egri chizigli

trapetsiyaning yuziga yaginlasha borar ekan, ya’ni S=1I1.= I bo’lar ekan.
2-§. Aniq integralning ta’rifi va mavjudlik shartlari

Yana yugorida ko’rilgan masalaga gaytamiz. Har bir IO , X ;ll » X, ; e lfn_, X, bo’lakda mos ravishda bittadan
&,&,,...,& nugtalar olib, berilgan funktsiyaning shu nugtalardagi 1(&)), £(<,),..., f(£,) diymatlarini hisoblaymiz.
Quyidagi

8, = FENAY + f(E)A, +...+ f(E,)Ax, =D f(&)Ax, @
i=1

yig’indini tuzib olaylik. Bu yig’indini y = f'(x) funktsiyaning ll,b: oraligdagi integral yig’indisi, deb atashadi.
&, nugta l’H ,X; _ bo’lakdan ixtiyoriy

y
0 Any A tanlangani uchun m, < f(£,) <M, bo’ladi. Bundan
A, " mAx, < f(E)Ax, <M Ax, yoki
d
Ay
ALk
f(E) | f(E2) f€n) | Hag
(0] a & Xé& X Xn1 & 0 X
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Ay <3 (€A <3 M Ax,.
i=1 i=1 i=1
ya’ni

s, <8, <S5, . )

Bu tengsizlikning geometrik ma’nosi yuzi S, bo’lgan maydon ichki va tashqi chizilgan siniq chiziglar orasida
joylashgan siniq chiziq bilan chegaralangan ekanligini bildiradi.

Yig’indi S, ly,b: oraligni Ii_l,xl. : bo’laklarga bo’lish va &, nugtalarni tanlash uslubiga bog’lig. Har xil

bo’linishlarni garaylik. Har bir bo’linishda mos &, nugtalarni tanlab, (1) ko’rinishdagi mos yig’indilarni tuzamiz.

Natijada integral yig’indilar ketma-ketligi hosil bo’ladi. Ularni quyidagicha tartiblaymiz. Umumiylikni buzmagan
holda, birinchi bo’linishda bo’laklar soni 7 4, ikkinchi bo’linishdagi bo’laklar soni 7 ,>n 4, uchinchi bo’linishdagi

bo’laklar soni 7 ;> 7 ,va h.k. U holda ularga mos keluvchi integral yig’indilar ketma-ketligi
Sy 5 SpyseeesSy aee ©)]

Snl 2% ny

tartibda joylashadi. & -bo’linish uchun 2, =max

i=1,n;
1-ta’rif. Agar k —»o da A4—0 bo’lib, (3) ketma-ketlik chekli § limitga intilsa, bu limit y = f(x)
funktsiyaning lzb: oraligdagi aniq integrali, deb ataladi va

[£()ax

deymiz.

Xi =X

tarzda belgilanadi.
Demak, ta’rifga ko’ra

b nk
T T €Ay €
ajf(x)dx _Jlirﬂosnk _Jlinloizﬂ:f(fi IAx €=, )

Bu yerda, a aniq integralning quyi chegarasi, b aniq integralning yugori chegarasi, deyiladi.
1-ta’rif quyidagi ta’rifga ekvivalent.

S, —s‘ <g

2-ta’rif. Agar har ganday & >0 uchun shunday & >0 topilsaki, A, <0 bo’lganda

tengsizlik &, nugtalarni ganday tanlanishidan qar’i nazar bajarilsa, u holda S y = f(x) funktsiyaning Iz,b:

oraligdagi aniq integrali, deb ataladi.

Uzluksiz funktsiyalar uchun aniq integralning bu ta’rifi farang matematigi Koshiga taallugli, umumiy hol uchun,
ya’ni ixtiyoriy funktsiya uchun aniq integral ta’rifini B.F. Riman® kiritgan. Shu sababli uzluksiz funktsiya uchun aniq
integral mavjud bo’lsa, uni Koshi ma’nosida integrallanuvchi, agar ixtiyoriy funktsiya uchun aniq integral mavjud
bo’lsa, funktsiyani Riman ma’nosida integrallanuvchi, deymiz.

Quyidagi teorema aniq integralning mavjudlik shartini beradi:

1-teorema. Aniq integral mavjud bo lishi uchun

ny -~
lim » &,Ax$-=0, (5)
i=1

k—o0 <

bo lishi zarur va yetarlidir, bu yerda & = M; —m,, i=12,...,n,.

Zarurligi. Faraz gilaylik, aniq integral mavjud bo’lsin. U holda ta’rifga ko’ra, har ganday & >0 uchun

shunday & > 0 topiladiki, 4, <& bo’lganda |S, —S| <& tengsizlik bajariladi. Bundan
§—€<5, <S+E& yoki s—€<s}l£snk <s, <ste,

ya’'ni

I B.F.Riman (1826-1866) — olmoniyalik buyuk matematik.
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lims, =lims,

A—0 M 450 Tk

yoki

N . ¢ . “ 'S
lim ‘;_Sizz lim ;Mz _milxi )z}:rgoggimi “=0.

A —0 A —0

Yetarliligi. Endi (5) shart o’rinli bo’Isin. Unda 7, =" = I bo’ladi. Ma’lumki ((2) garang),

S, =8, =8,

e

bundan

_— n

k ™~
Ossnk ~Sp SSn ~So = ZMi—mi}Xi‘”
- - 1

U holda (5) shartga binoan
Ims, =lms, =1
A—0 Tk
demak, aniq integral mavjud va u 1 ga teng ekan.
Teoremaning ikkinchi gismidan |, 5 oraliqda uzluksiz bo’lgan har ganday » = f(x) funktsiyaning aniq
integrali mavjud bo’lishi kelib chigadi.
2-teorema. |,b_ oraliqda chegaralangan va unda chekli uzilish nugtalariga ega bo’lgan y = f(x)
funktsiya shu oraligda integrallanuvchidir.

Isboti. Eng sodda hol, ya’ni a va b orasida fagat bitta X, uzilish nugtasi bo’lgan hol bilan kifoyalanamiz.

Ixtiyoriy & >0 uchun X, ning ¢ -atrofini olaylik. Bu atrofdan tashqarida funktsiya uzluksiz bo’lgani uchun u
yerdagi nugtalarga Kantor teoremasining natijasini qo’llash mumkin. Berilgan & uchun ¢ -atrofning chap va o’ng
tomonlari uchun topilgan & larning kichigini tanlab, uni yana J bilan belgilaymiz. Tanlangan O & -atrofning
tashqarisidagi ikkala oraliq uchun yaraydi. Umumiylikni buzmagan holda & <& deb faraz gilish mumkin. I:,b:
oraligni ixtiyoriy ravishda bo’laklari uzunligi & dan kichik bo’ladigan gilib bo’laylik. Bu yerda bo’laklar uchun 2-hol
bo’lishi mumkin:

1) butunlay € -atrofning tashqarisida joylashgan bo’laklar. Ularda funktsiyaning tebranishi @, < & bo’ladi.

2) butunligicha € -atrofning ichida yoki bir gismi shu atrofda bo’lgan bo’laklar.

Teorema shartiga ko’ra funktsiya chegaralangan bo’lgani uchun uning har ganday bo’lakdagi tebranishi lt,b_

oraligdagi €2 tebranishidan katta emas.
& -atrof va uning tashqarisi uchun mos ravishda quyidagi:

Za)i,Axl., va Za)i,,Axi,,
- =

yig’indilarni tuzib olaylik.
Ikkinchi yig’indi uchun

Za)i,,Axi,, < gZAxi,, <g(b—a).

Birinchi yig’indi tarkibiga kiruvchi butunlay & -atrofda yotuvchi oraliglar uzunligi 2& dan kichik bo’lishi
ayon, bir gismi ¢ -atrofning tashqarisida yotadigan oraliglar soni ikkitadan oshmaydi, shu sababli ularning

uzunliklari yig’indisi 20 dan va demak, 2 € dan kichik. U holda
D> 0,Ax, < QY Ax, <Q-4e.

Demak, Ax; <& uchun
Za),Ax,. <¢ Ir -a +4Q:.

Bundan 1-teoremaga asosan berilgan funktsiyaning integrallanuvchiligi kelib chiqadi.
Agar funktsiyaning berilgan oraliqdagi uzilish nuqtalari soni chekli bo’lmasa, funktsiya integrallanuvchi bo’lmay
golishi mumkin.
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1, x — payuonan -
’ Py ’ funktsiya chegaralangan: ‘l// (x)‘ =1, lekin u har ganday ll,b_

Misol. l//(x) = {

(a < b) oraligda integrallanuvchi emas.

—1,x —uppayuonan

Hagiqgatan, agar integral yig’indida fl. nuqta sifatida ratsional sonlarni olsak, u holda

S :zn:l//(gi)Axi :Zn:l'Axi =b-a,
i=1 i=l

agar fl. nuqta sifatida irratsional sonlarni olsak, u holda

n n

Sy = ZW(@)AXI‘ :Z(_l)'Axi =—(b-a)

i=1 i=1
bo’ladi. Bu integral yig’indi é:l. nuqtalarning tanlanishiga garab har xil giymatlar gabul gilishi va bitta limitga
intilmasligini ko’rsatadi, shu sababli y funktsiya Il,b: da integrallanuvchi emas.

3-teorema. ll,b: da chegaralanmagan funktsiya shu oraliqda integrallanuvchi bo’lmaydi.

Isboti. Agar funktsiya lz,b: da chegaralanmagan bo’lsa, u biror lio_l,xl,o _ bo’lakda chegaralanmagan
bo’ladi. Tanlanadigan fl. nu(talarning shu bo’lakka mos keluvchi Qiymatini §i0 bilan belgilab, uni
o’zgaruvchi deb, qolgan bo’laklarga mos keluvchi é:l. larni o’zgarmas deb faraz gilaylik. U holda integral
yig’indi l:l.ofl,xi0 _ bo’lakda chegaralanmagan f (§i0 )(xl.U —xl.ofl) qo’shiluvchi hisobiga chegaralanmagan
bo’ladi. Bundan funktsiyaning integrallanuvchi emasligi kelib chigadi, chunki integrallanuvchi funktsiyaning
integral yig’indisi har ganday f[ uchun chegaralangan bo’ladi.

4-teorema. Chegaralangan monoton funktsiya har doim integrallanuvchidir. _

Isboti. Faraz gilaylik, ¥ = f(x) funktsiya monoton o’suvchi bo’lsin. U holda uning l”H ,X; _oraligdagi
tebranishi

o, = f(x;)—f(x)
bo’ladi.

Ixtiyoriy € > 0 uchun quyidagi:

s__ &
()= f(a)

ni tanlaymiz. Agar Ax, <& bo’lsa, u holda
Yo <5y Fe)-fx) =6 Fb)-fa) =«

bo’ladi. Bundan o0’z navbatida 1-teoremaga ko’ra funktsiyaning integrallanuvchiligi kelib chigadi.

Aniq integralni bevosita (4) formula bilan hisoblash ancha murakkab, chunki ayrim funktsiyalar uchun
integral yig’indini limitni hisoblash mumkin bo’ladigan darajada ixchamlab bo’lmasligi mumkin. Eslatish
lozimki, Arximed o’zining masalasini shunga o’xshash usulda hal gilgan. Hisoblash uchun eng qulay usulni
XVII asrga kelib, Nyuton va Leybnitslar topganlar. Ularning usuli boshlang’ich funktsiyani topish masalasiga
asoslanadi.

Faraz gilaylik, Il,b: oraliqda uzluksiz bo’lgan y = f(x) funktsiya shu oraligda integrallanuvchi va uning
F(x) boshlang’ich funktsiyasi mavjud bo’Isin.
Iz,b: kesmani ixtiyoriy ravishda
a=x,<x <x,<..<x,,<x,=b
nugtalar bilan 7 ta bo’lakka bo’lamiz va
X, =Xy =Ax,x, —x; = Ax,,...,x, —x, ; =Ax,,

deb belgilaymiz. U holda
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F(b)-F(a)=F(x)-F(x)=F0)-F(x.)+

FF ()~ FO)+F00) - FO) =) () - ©)

~F0) = Y P %) =Y HE > 10

bu yerda biz F(x) funktsiyaga Lagranjning o’rta giymat hagidagi teoremasini qo’lladik.
Demak,

b
j f(x)dx = F(b)— F(a) 7
ekan. Bu formula anig integralni hisoblashning Nyuton-Leybnits formulasi, deb ataladi.

3-§. Aniq integralning xossalari

Biz shu paytgacha ll,b: oraligda a <b deb, ya’ni x bu oraligda Ox 0’gining musbat yo’nalishi bo’ylab
o’zgaradi, deb tushunib keldik. Agar shu oraligda a > b bo’lsa, X 0’z giymatlarini Ox o’qining yo’nalishiga
teskari yo’nalishda, ya’ni kamayish tartibida gabul giladi, deb tushunamiz. Shu ma’noda lz,b: va Ir,a:
kesmalar sonli to’plam sifatida bir xil bo’lsa ham har xil yo’nalgan kesmalar ekan.

Yuqorida aniq integralga ta’rif berilganda Il,b: oraligda a <b deb faraz qilingan. Teskari yo’nalgan

l,a: kesma uchun ham aniq integralga o’sha tartibda ta’rif bersa bo’ladi, fagat bo’linish nuqtalari
Xo=a>x,>x,>...>x,_,>x,=b
tartibda joylashgani uchun integral yig’indida
Ax, =x;,—x,_, <0
bo’ladi. Shuni hisobiga quyidagi xossa o’rinli:
1°. Agar y=f(x) funktsiya Il,b_ oraliqda integrallanuvchi bo’lsa, u holda u I>,a: kesmada ham
integrallanuvchi bo’ladi va ular

l]f(x)dx = —L]‘f(x)dx

munosabatda bo’ladilar.
Bundan xususan

Tf(x)dx =0

ekanligi kelib chigadi.
2°. 0’zgarmas ko’paytuvchini aniq integral belgisidan tashgariga chigarish mumkin:

I]kf(x)dx = k}]f(x)dx

Isboti.

Jo e, S0 -

—k lim Z f(&)AX = kbjf (x)dx

maxAxj -0

3°. Bir nechta funktsiyaning algebraik yig’indilarining aniq integrali qo’shiluvchilar integralining yig’indisiga
teng (ikki go’shiluvchi bo’lgan hol bilan chegaralanamiz):

bﬁf (x) £ @(x)]dx = bjf (x)dx ibjga(x)dx .

a
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Isboti 2°-xossaga o’xshash bajariladi. _
4°. Agar f(x) funktsiya Ir,b_, lz,c_ va I,b_ oraliglarning kichiklarida integrallanuvchi bo’lsa, u kattasida
ham integrallanuvchi bo’ladi va

[ e =[ reods+ [ s M

tenglik o’rinli bo’ladi.
Isboti. Unjumiylikn_i buzmagan holda @ < c¢ < b, deb faraz gilamiz. U holda teorema shartiga ko’ra
funktsiya l:,c_va Ir,b_oraliqlardaintegrallanuvchi bo’ladi.

|.5_ nibo’laklarga shunday bo’lamizki, s nugta bo’luvchi nugtalardan biri bo’Isin. U holda
b c b
Za)Ax = Za)Ax + Za)Ax
bo’ladi, bu yerda iwm belgi funktsiyaning |, ¢ oraliqdagi integral yig’indisini bildiradi. Agar bu tenglikda

limitga o’tsak, o’ng tomonining limiti mavjudligidan chap tomonining ham limiti mavjudligi, ya’ni funktsiyaning
lt,b_ da integrallanuvchi ekanligi va (1) tenglik kelib chigadi.
5°. Agar f(x) funktsiya ly,b: oraligda integrallanuvchi va manfiy bo’Imasa, a < b bo’lgan hol uchun

l]f(x)deO.

6°. Agar f(x),g(x) funktsiyalar Il,b: oraligda integrallanuvchi va barcha X e ll,b: lar uchun
f(x) < g(x) bo’lsa, uholda @ < b bo’lgan hol uchun

tj[f(x)dx Sl]‘g(x)dx :

Buni isbot gilish uchun 5%-xossani g(x) - f(x) ayirmaga qo’llash kifoya.
7°. Ir,b:(a < b) oraliqda integrallanuvchi har ganday f(x) funktsiya uchun

l] f(x)dx

< ﬂ f (x)|dx

munosabat o’rinli.
Buning isboti barcha X e |5 uchun f(x) < |f(x)| ekanligidan va 6°-xossadan kelib chigadi.

8°. |.b (a <b) oraligda integrallanuvchi f'(x) funktsiya uchun shu oraliqda
m< f(x) <M )
tengsizlik o’rinli bo’lsa, u holda

b
m(b—a) < j F(x)dx < M(b-a)
munosabat o’rinli bo’ladi.
Buning isboti (2) ga 6%-xossani qo’llash natijasida kelib chigadi.

9°. Agar b (a <b) oraligda integrallanuvchi f'(x) funktsiya uchun shu oraliqda (2) tengsizlik bajarilsa,
u holda shunday p, m < 1 < M son topiladiki,

[/ @ydx = p(o-a)

bo’ladi. Bu xossa o’rta giymat xagidagi teorema, deb yuritiladi.
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Bunday deb atalishiga sabab, agar funktsiya uzluksiz bo’lsa, Veyershtrass teoremasiga ko’ra m, M
funktsiyaning mos ravishda eng kichik va eng katta giymatlari bo’ladi. U holda Boltsano-Koshi teoremasiga ko’ra
funktsiya o’zining oralig p giymatini I;,b_ oraligning gandaydir ichki s nugtasida gabul giladi, ya'ni

[£Gdx=f(e)-(b-a).

4-§. Yuqori chegarasi 0’zgaruvchi bo’lgan integral

Agar y = f(x) funktsiya |, oraliqda integrallanuvchi bo’lsa, u |,5_ oraliqdan olingan har ganday X
uchun l],x:da ham integrallanuvchi bo’ladi. Aniq integralning yuqori chegarasi » ni x ga almashtirib,

O(x) = [f () ®

ifodaga kelamiz, bu yerda anglashilmovchilikdan saglanish magsadida integral ostidagi 0’zgaruvchini almashtirdik.
Bu ifoda X ning funktsiyasi bo’lishi ayon. Bu funktsiya uchun quyidagi xossalar o’rinli.

1° Agar f(x) funktsiya |5 oraliqda integrallanuvchi bo’lsa, ®(x) funktsiya shu oraliqda uzluksiz bo’ladi.
Isboti. x ga Ax=h orttirmani x+h e (z,b: bo’ladigan qgilib bersak:

x+h x+h

D(x+h) = j F(t)dt = j F(o)dt + j F(0)dt

yoki

x+h

D(x + h) — D(x) = j F(6)dt

tenglikka ega bo’lamiz.
Bu integralga o’rta giymat hagidagi teoremani (9°-xossani) qo’llasak:

O(x+h)—DO(x) = uh 2
hosil bo’ladi, bu yerda, m <m, < u <M, <M m,M - funktsiyaning Iz,b: oraliqdagi va m,, M —
funktsiyaning lc, X+ h: oraligdagi eng kichik va eng katta giymatlaridir.

Agar (2) da 2 — 0 da limitga o’tsak:
AD =P(x +h)—Px) —> 0
bo’ladi. Demak, @(x) funktsiya It,b:oraliqda uzluksiz ekan.
2°. Agar f(¢) funktsiya ¢#=x nugtada uzluksiz bo’lsa, u holda shu nugtada  &(x) funktsiya
differentsiallanuvchi va @'(x) = f(X) bo’ladi.
Isboti. Aniq integralning 9%-xossasiga berilgan izohga ko’ra I(,x+ h: oraligda shunday s nuqta topiladiki,

x+h

O(x + )~ D(x) = If(f)dt =f(c)-h ®)

tenglikni yozish mumkin. f'(¢) funktsiyaning ¢ = x nuqtada uzluksizligidan, agar (3) da 2 — 0 da limitga
o’tsak, ¢ = x va

@' (x) = lim

h—0

q)(x+h2—CD(X) = lim /(¢) = /(%)

bo’ladi.
Demak, (1) integral f'(x) funktsiyaning boshlang’ichi ekan. Shu sababli, X e ll,b_ lar uchun

j F(x)dx = j f(Hdt+C,

deyish mumkin.
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Agar F(x) f(x) funktsiyaning boshga biror boshlang’ichi bo’lsa, u holda
O(x)=F(x)+C
bo’ladi. Agar bu tenglikda X = @ desak:
0=®D(a)=F(a)+C.
Bundan C =—F(a) .U holda
O(x)=F(x)—F(a).
Agar x = b desak:

O(b) = [ (x)dx = F(b)—F(a). )

Biz bu formulani §2 da integral yig’indilar yordamida keltirib chigarib, uni Nyuton-Leybnits formulasi, deb
atagan edik.

Demak, aniq integralni hisoblash uchun avval integral ostidagi funktsiyaning boshlang’ichini 10-bobda ko’rib
chigilgan usullarning biri bilan aniglab, keyin unga (4) formulani qo’llash kerak ekan. Shu ma’noda Nyuton-
Leybnits formulasini quyidagi ko’rinishda ham ishlatishadi:

[f@dx=Fo| 2=F®)-F(a).

1-misol.
1 3
1
J‘xzdx =2 0==.
; 3 3
2-misol.
Isinxdx=—cosx§=l+1=2.

0

5-§. Aniq integralni hisoblash usullari

1. Aniq integralda o’zgaruvchini almashtirish.
b
Bizga J.f(x)dx aniq integral berilgan bo’lsin, bunda f (x) funktsiya ll,b_ kesmada uzluksizdir.

X=¢(t) deb yangi o’zgaruvchi kiritamiz, bunda ¢(t) va uning hosilasi ¢/(t) [, 4] kesmada uzluksiz bo’lsin.
Faraz qilaylik, p(a)=a, ¢(#)=b bo’Isin. Bu shartlar bajarilganda quyidagi tenglik o’rinli bo’ladi:

b B
j f(x)dx= [T ()¢ )t )
a o

Bu tenglikni isbotlash uchun (1) formulaning o’ng va chap gismlariga Nyuton-Leybnits formulasini qo’llaymiz:

b
jf (x)dx=F ()|"=F (b)-F (a);

B
[ (@) (1)t =F(p(0) /L=F(AB)-F(A ) =F (b)-F(a).

Aniq integralni (1) formula bo’yicha hisoblaganda yangi o’zgaruvchidan eski o’zgaruvchiga gaytish kerak
emas, balki eski o’zgaruvchining chegaralarini keyingi boshlang’ich funktsiyaga go’yish kerak.
Misol.

% xdx
1. I integralni hisoblang.
sVX+1

Yechish. x+1=t* deb almashtirsak, x=t>1, dx=2tdt bo’ladi. Integrallashning yangi chegaralari x=3 bo’lganda
t=2, x=8 bo’lganda t=3. U holda:
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Toxdx Pt -D)2tdt
i)

3
=2 |(t* -Ddt =
Jx+1 t ZI( )

3 2. 32
=2(—-t)P=2(6-5)="2;
(3 ) =2( 3) 3

1
2. J\/l— x%dx integralni hisoblang.
0

Yechish. x=sint deb almashtirsak, dx=costdt, 1-x’=cos’t bo’ladi. Integrallashning yangi chegaralarini aniglaymiz:
x=0 bo’lganda t=0, x=1 bo’lganda t=m/2.
U holda

: /2 7/2
j\ll— x*dx = Icos2 =2 j(l+cosZt)dt = E(t +Lsin g2 ==
0 0 2 0 2 2 4
3. Agar f juft ( f(—u) = f(u))bo’lsa, uholda
[t wdu=2f u)du.
A ;

Hagigatan

0jf(u)du —@=-x = —Ojf( —X)dx =

—a

_ aIf( — X)dx :ajf(x)dx = ajf(U)dU

bo’lgani uchun

6]‘f(u)du = (]‘f(u)du + t]'f(u)du =

= Tf(u)du + ajf(u)du = Zajf(u)du.
0 0 0
4. Agar ftoq ( f (—u) =—f(u)) bo’lsa, u holda
E]’f (u)du =0.

5. Agar f davri 2r bo’lgan davriy ( f(x +27) = f(x)) funktsiya bo’lsa, u holda

A+2r7

jf(x)dx=2j|5f(u)du.

Hagiqgatan,
27+ A

jf(x)dx=«=t+2n}
27

O e

f(t+27)dt = Ajf (t)dt =—0jf (t)dt

bo’lgani uchun
27+A 0 27+A

[fo9dx= | f(x)dx+2ff(x)dx+ [f9dx= T f(x)dx .

A 0

4 27 Ax T
6. Isin3tdt: Isin3tdt+ J'sin3tdt:2 jsin3tdt:0.
0 0 2z -
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2. Anig integralni bo’laklab integrallash.

Faraz gilaylik, u(x) va v(x) funktsiyalar [a, b] kesmada differentsiallanuvchi funktsiyalar bo’lsin. U holda:

(uv)=ulv+uvl.

Bu tenglikning ikkala tomonini a dan b gacha bo’lgan oraligda integrallaymiz.
b

j(u v)'dx = bJ‘u’udx+ k]'u’udx.

Lekin j(uu)’dx= uv+C bo’lgani sababli

j(uu)'dx =uvp.
Demak, (2) tenglikni quyidagi ko’rinishda yozish mumkin:

b b
uv = judu + judu
a a

b b
Iudu=uu|2 —Iudu

Bu formula aniq integralni bo’laklab integrallash formulasi, deyiladi.
Misol.

1
1. Iarctgxdx integral hisoblansin.
0

y u = arctgx du——dx
jarctgxdx= - arctg T 14 x2|=xarctgx s —
0 dv = dx V=X
1
xdx 1 T 1
- =arctgl—-=In(1+x*)f==-=In2
I1+x2 gL+ k=773

0

1
2. Jxe‘xdx integral hisoblansin.
0

1 1
u=x du=dx
Ixe‘xdx = » Cl=xe T+ J'e‘xdx =
; dv=edx v=-e ;
-1 -x 1 -1 -1 2
=—€e —e'[j=—e —-e +1=1-—;
e

Eslatma. Ba’zi integrallarni hisoblashda bo’laklab integrallash formulasini bir necha marta go’llash mumkin.

6-§. Xosmas integrallar

@

®)

Chekli lz,b: yarim intervalda berilgan f funktsiya ixtiyoriy 5'<b uchun Il,b': oraligda integrallanuvchi

va b nuqta atrofida chegaralanmagan bo’lsin. U holda f lt,b: da va demak, Il,b: da ham Riman ma’nosida
integrallanuvchi emas, chunki 2-§ dagi 2-teoremaga ko’ra funktsiya berilgan oraligda integrallanuvchi bo’lishi

uchun u shu oraligda chegaralangan bo’lishi zarur edi. Lekin quyidagi:

b
lim j f (x)dx

chekli limit mavjud bo’lishi mumkin. Agar shunday bo’lsa, bu limitni f funktsiyaning Iz,b: oraligdagi xosmas

integrali, deb atab, quyidagicha yozamiz:

bjf (x)dx = llj@jf (x)dXx.
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b
Bunday hollarda _[f (x)dX xosmas integral yaginlashadi, aks holda, u uzoglashadi deyiladi.

a

6.1. Chegaralari cheksiz bo’lgan integrallar

Faraz gilaylik, f funktsiya ll,OO: yarim o’qda berilib, har ganday a <b'<oo uchun It,b': oraligda
integrallanuvchi bo’lIsin. Agar

b'—>w

.
lim [ f(x)dx 2

chekli limit mavjud bo’lsa, uni f funktsiyaning lz,oo:yarim 0’qdagi xosmas integrali deymiz:

O]f (x)dx = t!ligwwbjf (x)dx

Bunda xosmas integral yaginlashadi deyiladi. Agar (2) limit chekli bo’lmasa, u holda xosmas integral
uzoqlashadi, deyishadi.

t}f (x)dx = JLrpw l]f (x)dx

Tf (X)dx = cjf (x)dx+°]'f (x)dx

ko’rinishdagi xosmas integrallar ham aynan shunday ta’riflanadi. Oxirgi tenglikda o’ng tomonda turgan

integrallarning har biri yaginlashuvchi bo’lsa, If (x)dx Yyaginlashuvchi bo’ladi.

+0

| jdx hisobl
1-misol. ni hisoblang.
J1+x° ’
Yechish.

+00 dX )
I > = lim I > = lim arctgx
01+X b—>+c001+x b— -+

b_ i _T
O—blmo arctgh = >

o Tpdx
2-misol. IX_“ ni hisoblang.
1

Yechish. Ta’rifga ko’ra
Tdx o fdx
X

@ b—+o0 i X

1
Agar a1 bo’lsa,
b
% — _1 Xl—a
l-«

1 a4
: = -1
X

l-«

1
bo’ladi. Shuning uchun

+co
dx . 1 _ ~
= lim — € -1
1 Xa b—)+001_ (04 -
Bu yerda uch xil holat yuz berishi mumkin:

1) agar a>1 bo’lsa, u holda % = i , ya’ni integral yaginlashadi.

a
7 X -«
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+o0
dx
2) agar a<1 bo’lsa, u holda J.—a = 00, ya’ni integral uzoglashadi.
X
1

+0
dx »
3) agar a=1 bo’lsa, u holda j—a =Inx 1* = 00, ya’ni integral uzoglashadi.
X
1
Ko’pincha ayrim masalalarda xosmas integralning aniq giymatini emas, balki uning yaginlashuvchi yoki
uzoglashuvchi ekanligini bilish va uni baholash yetarli bo’ladi. Quyidagi teoremalar aynan shu magsadga Xxizmat
giladi:
1-teorema. Agar barcha x = a lar uchun

0< f(x)<g(x) 3
tengsizlik o rinli boIsa, u holda
fa(dx )
integralning yaginlashuvchiligidan )
T f(x)dx 5)

a
integralning yadQinlashuvchiligi va aksincha (5) ning uzoQlashuvchiligidan (4) ning uzoQlashuvchiligi kelib
chiqadi.
Isboti. (3) ga binoan har ganday a < b < 400 uchun

k]f (x)dx < bJ'g(x)dx (6)

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Agar (4) integral yaqinlashsa, u holda (6) ning o’ng tomoni yuqoridan (4) integral
giymatiga teng bo’lgan son bilan chegaralangan bo’ladi. 5 ning ortishi bilan (6) ning chap tomoni monoton
kamaymaydigan bo’lgani uchun uning limiti mavjud va

It (X)dxﬂ'if?jf (9axs o0

bo’ladi. Teoremaning ikkinchi gismi aynan shunday isbot gilinadi.
+0 +00
Natija. Agar _” f (X)|dX integral yaginlashsa, u holda J‘f (X)dX integral ham yaginlashadi.
a a
Bunday integrallarni absolyut yaginlashuvchi integrallar, deb atashadi.

3-misol. Ism_sxdx integralni yaginlashishga tekshiring.
X
1

Yechish. Barcha x € l,+oo: uchun Sln3X < % . Lekin
X X
Tdx o 1.1
2 )
U holda
+oo| _ =
Sin X
I‘ | dx
X
1

integral yaginlashadi. Demak, berilgan integral absolyut yaginlashar ekan.
2-teorema. Agar (4) va (5) integral ostidagi funktsiyalar musbat va

lim w =A>0 )
= g(x)

limit mavjud bo’lsa, u holda (4) va (5) integrallar bir vaqtda yaginlashadi yoki uzoglashadi.
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Isboti. (7) ning mavjudligidan ixtiyoriy musbat & < A son uchun shunday C € ll,+00/ topiladiki,
¢ < X <400 lar uchun

A-¢g< M <A+¢
g(x)
bo’lishi kelib chigadi. g(x) > 0 bo’lgani uchun
U-s3(x)< f(x)<U+e g(x) €<x<+o . (8)
U holda
fa(xdx

integralning yaginlashuvchiligidan Jg(X)dX integralning yaginlashuvchiligi va T(A+$)g(x)dx integralning
C C

yaginlashuvchiligi kelib chigadi. Bundan 1-teoremaga ko’ra Tf(x)dx integral va demak, jf(x)dx integral

yaginlashadi.
Teskarisi (7) ga monand

. 1

im £ _ 1
X—>+00 f(x) A

tenglikka asosan aynan yuqoridagidek isbot gilinadi.

4-misol. O]‘X—_le_xdx ~ O]e_xdx <.
i X 1
6.2. Uzlukli funktsiyaning integrali
Bizga lz,c: yarim intervalda aniglangan va uzluksiz, x =c¢ nugtada esa yo aniglanmagan yo uzlukli
y = f(x) funktsiya berilgan bo’lsin. Bunday funktsiya uchun ].f(x)dx integralni integral yig’indilar limiti
sifatida ta’riflab bo’Imaydi, chunki bu limit mavjud bo’Imasligi mur;kin.
Barcha a < b < ¢ lar uchun Zi[f(x)dx mavjud, shu sababli ]f(x)dx integralni xosmas integral deb, quyi-
dagicha tushunish mumkin: ’ ’
c b
ajf (x)dx = bﬁToJf (x)dx.

Agar bu tenglikning o’ng tomoni mavjud va chekli bo’lsa, bu xosmas integral yaginlashuvchi, aks holda
uzoglashuvchi, deyiladi.

b
Agar y = f(x) funktsiya Iz,b: oraligning X =a nugtasida uzlukli bo’lsa, u holda If(x)dx xosmas

integralni quyidagi ma’noda tushunamiz:

kiff (x)dx = !ITa ki[f (x)dx.

b
Agar y = f(x) funktsiya |5 oraligning ichki x = ¢ nugtasida uzlukli bo’lsa, u holda jf (x)dx xosmas

integralni quyidagicha tushunamiz:

t]'f (x)dx = ]f (x)dx + ti|'f (x)dx,

250

www.ziyouz.com kutubxonasi



b
agar tenglikning o’ng tomonidagi xosmas integrallar bir vagtda yaginlashuvchi bo’lsa, J.f(x)dx xosmas integral ham

b
yaginlashadi va agar o’ng tomondagi integrallarning loagal bittasi uzoglashsa, I f(x)dx xosmas integral uzoglashadi,

a

deymiz.

dx
5-misol. J—a (o > 0 —o’zgarmas son) integral ostidagi funktsiya x =0 nugtada uzlukli. Quyidagi limitni
b
0

hisoblaymiz:
1 l-a -
.pdx . X a<l
lim |— =1lim = im —— - & l-a’ ’
£-0 J x* e>0 ] — ¢y >0 ] —
>0 g o, 0 > 1

Agar o=1 bo’lsa,
dx o
Iim | —=-IlimIng=+w,
-0 X -0
&
ya’ni berilgan integral o>1 lar uchun uzoglashadi va o<1 bo’lsa, yaginlashadi.

6-misol. _‘-— integralni hisoblang.
aX
Yechish. Integral ostidagi funktsiya integrallash oralig’ining ichki x =0 nugtasida uzlukli, shuning uchun uni
quyidagicha ifodalab olamiz:

bedx
—2— lim —+ I|m —2.
X b—-— O X a—>+0
Bu yerda,
b

. dx .1 . (1

lim |— =-1lim =" =—lim| =+1|=

b—>-0 < X b—>-0 ¥ b—>-0\ p

ya’ni birinchi integral [-1;0] oraligda uzoglashadi va
1
. dx . 1
lim |—=—1lim (1——]:00,

a—>+0 X2 a—>+0 a
a

ya'ni ikkinchi integral [0;1] oraliqda uzoglashadi. Demak, berilgan integral [-1;1] oraliqda uzoglashuvchi ekan.
Agar berilgan integralni integral ostidagi funktsiyaning uzilish nugtasiga e’tibor bermay hisoblaganimizda,
quyidagi xato natijaga kelgan bo’lar edik:
1
-1z,
X X
Eslatma. Chegaralaridan biri cheksiz bo’lgan integrallar uchun keltirilgan teoremalarning barchasi uzlukli
funktsiyalarning xosmas integrallari uchun ham o’rinli.

sin X
7-misol. '[X—“ dx (a > 0) integral ostidagi funktsiya quyi chegarada uzlukli. Shuning uchun uni quyidagicha
yozib olamiz:

dx

© = 1 .- © =

J-smax dx = ISInaX dx+ Ismax
0 X 0 X 1 X

Birinchi integral ostida musbat funktsiya turibdi, shu sababli u yo uzoglashadi yoki yaqinlashsa ham absolyut

yaginlashadi. Ma’lumki, x € (),1: lar uchun

U holda
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1 .- 1
a2 laruchun 0% gy < [yi-egx <o, yaginlashadi
a
0 X 0
sinx 27 -
o>2 laruchun P22 40> 2 J‘xl’“dx:oo, uzoglashadi.
X“ 7

0 0
Ikkinchi integral (3-misolga garang) « > 0 lar uchun yaginlashadi va « > 1 lar uchun fagat absolyut
yaginlashadi. Demak, berilgan integral 0 < « < 7 lar uchun shartli yaginlashadi, 1< « < 2 lar uchun absolyut
yaginlashadi va o > 2 lar uchun uzoglashar ekan.
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12-BOB.
ANIQ INTEGRALNING TATBIQLARI. TAQRIBIY HISOBLASH USULLARI
1-§. Tekis shakllar yuzini hisoblash
1.1. Dekart koordinatalar tekisligida yuzalarni hisoblash

Avvalgi bobdan ma’lumki, agar [a, b] kesmada funktsiya f(x)>0 bo’lsa, u holda y=f (x) egri chiziq, OX o’qi va x=a
hamda x=b to’g’ri chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzi

s= [ £ (x)dx ®

b
ga teng edi. Agar [a, b] kesmada f (x)<0 bo’lsa, u holda aniq integral J.f(x)dx <0 bo’ladi. Absolyut giymatiga

ko’ra bu integralning giymati ham tegishli egri chizigli trapetsiyaning yuziga teng:

s=| [ £(dx] ()

99-rasm.

Agar f (x) funktsiya [a, b] kesmada ishorasini chekli son marta o’zgartirsa, u holda integralni butun [a, b]
kesmada gismiy kesmachalar bo’yicha integrallar yig’indisiga ajratamiz. f(x)>0 bo’lgan kesmalarda integral
musbat, f(x)<0 bo’lgan kesmalarda integral manfiy bo’ladi. Butun kesma bo’yicha olingan integral OX o’qgidan
yugorida va pastda yotuvchi shakllar yuzining tegishli algebraik yig’indisini beradi (99-rasm). Yuzalar yig’indisini
odatdagi ma’noda hosil gilish uchun yuqorida ko’rsatilgan kesmalar bo’yicha olingan integrallar absolyut
giymatlari yig’indisini topish yoki

b
5= [ ()1 dx @
a
integralni hisoblash kerak.

Agar y,=f1(x) va y,=f,(x) egri chiziglar hamda x=a va x=b to’g’ri chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzini
hisoblash kerak bo’lsa, u holda f;(x)>f,(x) shart bajarilgan shaklning yuzi quyidagiga teng:

S = [(£,()— f,(x))dx. @

1-misol. y=cosx, y=0 chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzi hisoblansin, bunda x<[0,2x].

By

S,
cj nIZW 32 2 x

100-rasm.
Yechish. xe[0,n/2] va xe[3n/2,2n] da cosx=0 hamda xe[n/2,3n/2] da cosx < 0 bo’lgani uchun
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27 zl2 372
S= ﬂcosx|dx: jcosxdx+| .[(—cosx)dx|+
0 0 w2

2z

. . . . 7T
+ Icosxdx =sinx[J'2 +|sin x |¥7)2 +sin x |7, = sin 5

3rl2
—sin0+|sin3§—sin%|+sin 2ﬂ—sin37”=1+|—1—1| (-1)=4
Demak, s:4gkv. birlik) ekan.
2-misol. y=x"+1 va y=3-x chiziglar bilan chegaralangan sohaning yuzini hisoblang.
y=x*+1
y=3-X

Yechish. Shaklni yasash uchun avval ushbu { sistemani yechib, chiziglarning kesishish nugtalarini

topamiz.

N

101-rasm.
Bu chiziglar A (-2;5) va V (1;2) nugtalarda kesishadi. U holda
1

S = [(3-x)dx- lj(xz +1)dx = 1j(z—x—xZ)olx:

2

x> x° 11 4 8, 9
=2x-—-")L,=2->-2) - (-4-=+-2) == (x6.6upn.).
(2x== 3)|—2 2-3 3) (=47 3) , (6. 0up1.)
Endi, tenglamasi x=¢(t), y=y(t) parametrik ko’rinishda berilgan chiziq bilan chegaralangan egri chizigli

trapetsiyaning yuzasini hisoblaymiz. Faraz gilaylik, bu tenglamalar [a, b] kesmada biror u=f(x) funktsiyani aniglasin,

bunda te[a, [] va p()=a, p(f)=b.
b
U holda egri chizigli trapetsiyaning yuzini S = jde formula bo’yicha hisoblanish mumkin. Bu integralda

a
o’zgaruvchini almashtiramiz: x=¢(t), dx=¢/(t) dt, y=f(x)=f(p(t))=yA1).
Demak,

B
S = fy(t)g' @)t @

3-misol. x=acost, y=bsint ellips bilan chegaralangan sohaning yuzi hisoblansin.
Yechish. Ellipsning yuqori yarim yuzini hisoblab, uni 2 ga ko’paytiramiz. -a<x<+a uchun -a=acost, cost=-1,
t=n; a=acost, cost=1, t=0

0 0
S= 2J'bsin t(—asin tdt) = —2ab jsin2 tdt = zab .
1.2. Tekis shakllar yuzini qutb koordinatalarda

hisoblash
AB egri chiziq qutb koordinatalarida p=f(6) formula bilan berilgan va f(6) funktsiya [a,] kesmada uzluksiz bo’lsin.
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102-rasm.
Ushbu p=f(6) egri chizig va qutb o’qlari hamda « va g burchak hosil giluvchi ikkita g=a,¢=p nurlar bilan
chegaralangan egri chizigli sektorning yuzini aniglaymiz. Buning uchun berilgan yuzani o=6,6=6,,...,6=8,...,6,=f

belgilaymiz. 4., bilan & orasidagi biror &, burchakka mos nurning uzunligini ;l orgali belgilaymiz. Radiusi p,

1
va markaziy burchagi 46 bo’lgan doiraviy sektorni garaymiz. Uning yuzi AS; = EpizAQ. bo’ladi.

Ushbu yig’indi
14— 13 ——2
S, :_Zpi AG, :_Z[f(ei)] AG,
23 23
zinapoyasimon sektorning yuzini beradi.
Bu vyig’indi a<6<8 kesmada p*=[f(6)]° funktsiyaning integral yig’indisi bo’lgani sababli uning limiti

B
max46—0 da %J.pzde aniq integralga teng. Bu A& burchak ichida ganday g nur olishimizga bog’liq emas.
Demak, OAV sektorning yuzi:
S =1?p2d¢9 =1?[f (9)]2d¢9 : 4)
2 o 2 o

4-misol. p=a(1+cosb), a>0 kardioida bilan chegaralangan figuraning yuzini hisoblang.
——, p=al o)

e=n<\ 3, . 8=0

103-pacm.
1 200 12
S =28, =2§ajp d&:Jp do,
S= J'az (1+cos@)*do=a’ J'(1+ 2c0s6 + cos’ 6)d6 =
0 0
=a’ j( £ 2c039+£c0520)d0=a2(§9+ 2sin 6 +
5 2 2 2
+ Esin 40) |7 = E7za12;8 = Eﬂaz (kv.birl.)
4 2 2
2-§. Egri chizig yoyining uzunligi
2.1. Yoy uzunligini dekart koordinatalar sistemasida hisoblash

To’g’ri burchakli dekart koordinatalar tekisligida egri chizigq u=f(x) tenglama bilan berilgan bo’lsin.
Bu egri chizigning x=a va x=b vertikal to’g’ri chiziglar orasidagi AB yoyining uzunligini topamiz.

y
M; B
<l Ay | y=f(x)
AXi
1
0 a Xi X2 Xi1 X b X
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104-rasm.
AB yoyda abstsissalari a=xg, X1, Xo,..., Xi,...y Xo=b bo’lgan A, My, My,..., M;,..., B nugtalarni olamiz va AMy,
M;M,,..., M.1B vatarlarni o’tkazamiz, ularning uzunliklarini mos ravishda AS;,AS,,...,AS, bilan belgilaymiz.

AB yoy ichiga chizilgan siniq chizigning uzunligi S = ZAsi bo’lgani uchun AB yoyning uzunligi

i=1
5= ol 2,85, w

Faraz gilaylik, f(x) funktsiya va uning f(x) hosilasi [a, b] kesmada uzluksiz bo’lIsin. U holda

AS, = J(A%)? +(Ay;)? = /1+(%)2 ive

Ay F(x) - F(xi)
A X —

yoki Lagranj teoremasiga asosan

=f'(G).

i i i-1

AS, =1+ (F/(£)2Ax,

bo’ladi. Ichki chizilgan sinig chizigning uzunligi esa
n
Sy =D L+ (F(£))*Ax
i=1
Shartga ko’ra, f(x) funktsiya uzluksiz, demak, ,/1+(f'(x))* funktsiya ham uzluksizdir. Shuning uchun integral
yig’indining limiti mavjud va u quyidagi aniq integralga teng:

S = lim Zn:,/1+(f’(§i))2Axi :bJ' 1+ (f'(x))%dx.

max Axj —0

bunda X, ; <& <X; bo’lgani uchun

Demak, yoy uzunligini hisoblash formulasi:

s =bj 1+(f’(x))2dx=ti[/1+(%)2dx @

x=(t), y=yAt), ast<p @)
parametrik ko’rinishda berilgan bo’Isin, bunda ¢(t) va yAt) uzluksiz hosilali uzluksiz funktsiyalar va ¢'(t) berilgan
oraligda nolga aylanmaydi.

ekan.
Endi egri chiziq tenglamasi

dy _ (1)
dx ¢'(t)
hosilaga ega. a=¢(a), b=¢(p) bo’lsin. (2) integ-ralda x=¢(t), dx=¢t) dt almashtirish bajaramiz. U holda

B ) B
S= [+ &2 p(t)dt sm S = j (@' ()% + (/' ()2 dt - 4)
. @'(t) ;

x=g(t), y=yAt), 7= (1) ©®)
parametrik tenglamalar bilan berilgan va ¢(t), yAt), »(t) funktsiyalar [, £] kesmada uzluksiz hamda uzluksiz
hosilalarga ega bo’lsa, egri chizig aniqg limitlarga ega bo’ladiva u

B
S = [V@'@®) +'®©) + (7 (1) dt ©)

Bu holda (3) tenglama biror u=f(x) funktsiyani aniglaydi. Bu funktsiya uzluksiz bo’lib, uzluksiz

Agar egri chiziq fazoda

formula bilan aniglanadi.

2.2. Yoy uzunligini qutb koordinatalar sistemasida hisoblash
Qutb koordinatalar sistemasida egri chizigning tenglamasi

p=f(6) ()
bo’lsin. Qutb koordinatalaridan Dekart koordinatalariga o’tish formulasi: x=pcosf, y=psin® yoki (7) dan
foydalansak:

256

www.ziyouz.com kutubxonasi



x=f (6) cosb, y=f () sino.
Bu tenglamalarga egri chizigning parametrik tenglamalari deb garab, yoy uzunligini hisoblash uchun (4)
formulani tatbiqg gilamiz:

d—; = £/(0)cos6 - f (0)sino, 3—; = £/(0)sin6 + f (8)cos .

U holda
(32) ( ) =(f'@)*+(f(0))° =+ p*

Demak,
o
S= j p+pdo. 8
o

1-misol. x?+u’=r? aylana uzunligi hisoblansin.
Yechish. Dastlab aylananing 1-chorakda yotgan to’rtdan bir gismining uzunligini hisoblaymiz. U holda AV

yoyning tenglamasi
e W x .
i) dX 1

r2—x2

r 2 r
s L+ ZX 2dx=j L dx=r-arcsin > p=r-Z,
4 b r~—x 0\/r2_)(2 2 2

Butun aylananing uzunligi: S=2xr;

2-misol. p=a (1+cos6) kardioidaning uzunligi topilsin. Kardioida qutb o’qiga nisbatan simmetrikdir. 6 qutb
burchagini 0 dan m gacha o’zgartirib, izlanayotgan uzunlikning yarmini topamiz (103-rasm). (8) formuladan
foydalanamiz, bunda

p’'=-asind

S=2. jJa2(1+ cosd)? +a’sin?6do = 2a.[\/2+20059d<9 =
0 0

=4a- J'cosgdé?:8a-sing|g’:8a-1:8a.
s 2 2

3-misol. x=acost, y=bsint, 0<t<2x, ellipsnhing uzunligi hisoblansin, bunda a>b.
Yechish. (4) formuladan foydalanamiz Avval yoy uzunligining 1/4 gismini hisoblaymiz.

_f\/a sin’t + b? cos’ tdt = Na (1-cos’t) +b?cos’ tdt =

wl2
J'\/a ?)cos’tdt =a Hl— cos 2tdt =

wl2

=a \/1— k?cos?tdt

/ rl2
bunda k = ——— —b° <1.Demak, S =4a \/1 k?cos’tdt .

3-§. Aniq integralning jism hajmlarini hisoblashga qo’llanilishi
3.1. Jism hajmini parallel kesimlar yuzalari be’yicha hisoblash
Biror T jism berilgan bo’lsin. Bu jismni OX o’qqa perpendikulyar tekislik bilan kesishdan hosil bo’lgan har

ganday kesimning yuzi ma’lum, deb faraz gilamiz. Bu holda yuza kesuvchi tekislikning vaziyatiga bog’lig, ya’ni x
ning funktsiyasi bo’ladi:
Q=Q ()
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/\ /
¢ ]
e Y

| a Xi-1 Xi b X

105-rasm.

Q(x) ni uzluksiz funktsiya, deb faraz gilib, berilgan jism hajmini aniglaymiz.

X=Xo=a, X=X1, X=Xp,..., X=X,=b tekisliklarni o’tkazamiz. Har bir x;.;<x<x; qismiy oraliqda ixtiyoriy &, nugta tanlab
olamiz va | ning har bir giymati uchun yasovchisi x o’qiga parallel bo’lib, yo’naltiruvchisi T jismni x=¢, tekislik
bilan kesishdan hosil bo’lgan kesimning konturidan iborat bo’lgan tsilindrik jism yasaymiz. Asosining yuzi Q(&;) va
balandligi Ax; bo’lgan bunday elementar tsilindrning hajmi Q(&)Ax; ga teng. Hamma tsilindrlarning hajmi

VAES iQ(gﬁ)Axi bo’ladi.

max Axj -0

n
Bu yig’indining maxAx;—0 dagi limiti berilgan jismning hajmi, deyiladi: VV = lim Z:Q(cji)Axi .
i=1

V, migdor [a, b] kesmada uzluksiz Q (x) funktsiyaning integral yig’indisidir, shuning uchun limit mavjud va u

b
V= [Q(x)dx @

aniq integral bilan ifodalanadi.
2 2 2
Misol. — + Y + — =1 ellipsoidning hajmi hisoblansin.
a’> b* ¢’
Yechish. Ellipsoidni OYZ tekislikka parallel bo’lib undan x masofa uzoglikdan o’tgan tekislik bilan kesganda
yarim o’qlari

XZ XZ y2 ZZ
b =b1-=, ¢ =cl-— bo’lgan =+ - =1 ellips hosil bo’ladi. Bu ellipsning yuzi: Q
: : (b 1-5 ) eyl
a

(x)=nbsc;= =mbc (1-x¥/a?).
Ellipsoidning hajmi:

G X . 4 .
V= ﬂbc_J;(l— a—z)dx =he(x — Q) 1= abe(kub.birl.).

3.2. Aylanma jismning hajmi

y=f (X) egri chiziq Ox o’q va x=a, x=b to’g’ri chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning OX o’qi
atrofida aylanishidan hosil bo’lgan jismni garaylik. Bu jismni abstsissalar o’qiga perpendikulyar tekislik bilan
kesishdan hosil bo’lgan ixtiyoriy kesim doira bo’ladi. Uning yuzi Q=ny*=n(f (x))°.

Hajmni hisoblashning (1) umumiy formulasini tatbiq etib, aylanma jismning hajmini hisoblash formulasini hosil
gilamiz:

b b
v=r [y’dx=7 [(F(x))*dx. @

2 2

y

Misol. _2+b_2:1 ellipsni OX va OY o’qlari atrofida aylantirish natijasida hosil gilingan jismlarning
a

hajmlarini hisoblang.
Yechish. Ellips tenglamasidan:

b? a’
yi=z@ =X X =07 -y)

Ellipsni OX o’qi atrofida aylantirishdan hosil bo’lgan jismning hajmi:
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a b2 a b2 X3
V =2V, =27 [y'de =27 [(a® - X')dx =27 (a'x - ) 1=
0 0

2 3
22 @y = A et v = 2 rab(kubibirl).
a 37 3 3
Ellipsni OY o’qi atrofida aylantirishdan hosil bo’lgan jismning hajmi:

’ 2 a?’ 2 2 a’ ., AN
V=2v1=27r0jx dyzznb—zoj(b -y )dy:27rb—2(b V=)=

2 3
— 272 (p? Dy A e v =2 zatb(kubbir.).
b 3’3 3
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4-§. Aniq integralning mexanika masalalariga tatbiqi

4.1. Ishni aniq integral yordamida hisoblash

Biror F kuch ta’siri ostida M moddiy nuqta OS to’g’ri chiziq bo’yicha harakat gilsin, bunda kuchning yo’nalishi
harakat yo’nalishi bilan bir xil bo’Isin. M nugta S=a holatdan S=b holatga ko’chganda F kuchning bajargan ishini
topamiz.

1) Agar F kuch o’zgarmas bo’lsa, u holda A ish F kuch bilan o’tilgan yo’l uzunligi ko’paytmasi asosida
ifodalanadi:

A=F (b-a)

2) F kuch moddiy nugtaning joylashgan o’rniga garab uzluksiz o’zgaradi, ya’ni [a, b] kesmada F (S) uzluksiz
funktsiyani ifodalaydi, deb faraz gilamiz.[a, b] kesmani uzunliklari AS;,AS,,...,AS, bo’lgan n ta ixtiyoriy bo’lakka
bo’lamiz. Har bir [S;4, Si] gismiy kesmada ixtiyoriy &, nugta tanlab olib, F(S) kuchning AS; yo’lda bajargan ishini
F(&)AS; ko’paytma bilan almashtiramiz. Oxirgi ifoda AS; etarlicha kichik bo’lganda F kuchning AS; yo’lda bajargan
ishining tagribiy qiymatini beradi.

A=A = Y F(E)AS

yig’indi F kuchning [a,b] kesmada bajargan ishining tagribiy ifodasi bo’ladi. Bu yig’indining maxAS;—0 dagi limiti
F(S) kuchning S=a nugtadan S=b nugtagacha bo’lgan yo’lda bajargan ishini ifodalaydi:

b
A= jF(S)ds. )

Misol. Agar prujina 1 N kuch ostida 1 sm cho’zilishi ma’lum bo’lsa, uni 4 sm cho’zish uchun gancha ish
bajarish kerak?
Yechish. Guk gonuniga ko’ra prujinani X m ga cho’zuvchi kuch F=kx; Agar x=0,01lm va F=1N ekanligini
hisobga olsak, u holda k=F/x=1/0,01=100 kelib chigadi.
Demak, F=100x ekan. Bajarilgan ish (1) formulaga asosan
0,04

A= [100xdx =50x" [}**=0,08(c)
0
bo’ladi.

4.2. Inertsiya momentini aniq integral yordamida hisoblash
XOY tekisligida massalari m;, my,..., m, bo’lgan Pi(Xy,y1), P1(X2,¥2),..., P1(Xn,yn) moddiy nugqtalar sistemasi
berilgan bo’lsin. Mexanikadan ma’lumki, moddiy nuqtalar sistemasining O nuqtaga nisbatan inertsiya momenti:

Jo = i(xi2 + yiz)mi = zn:rizmi : O]
i1 i1

bu yerda, I; =+ Xi2 + yi2 .

Faraz gilamiz, egri chizig moddiy chizigdan iborat bo’lib, u y=f (x) tenglama bilan berilgan bo’lsin va [a, b]
kesmada f (x) uzluksiz funktsiya bo’lsin. Egri chizigning chizigli zichligi y ga teng bo’lsin. Bu chizigni uzunliklari

AS1,AS,,...,AS,, bo’lgan n ta bo’lakka bo’lamiz, bunda ASiz,/AXi2+Ayi2, ularning massalari Am;=yAS,,

AM,=yAS,,...,Am,=yAS, bo’lsin. Yoyning har bir gismida abstsissasi & va ordinatasi n;=f(&;) bo’lgan nugtalar
olamiz. Yoyning 0 nugtaga nisbatan inertsiya momenti:

Jo zZ(fiz +17)yAS; 3)
i-1

bo’ladi. Agar y=f(x) funktsiya va uning hosilasi f'(x) uzluksiz bo’lsa, u holda Ax;—0 da (3) yig’indi limitga ega va
bu limit moddiy chizigning inertsiya momentini ifodalaydi:

Jo :;/l](x2 + F2(x))y1+ fz/(x)dx. 4)

1. Uzunligi | bo’lgan ingichka bir jinsli tayogchaning (sterjenning) oxirgi uchiga nisbatan inertsiya momenti.
Tayoqchani OX o’q kesmasi bilan ustma-ust joylashtiramiz 0<x<lI
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| i L !

0 X X
106-pacm.

Bu holda AS;=Ax;, Am;=yAXx;, r’=x;? bo’ladi. (4) formula quyidagi ko’rinishni oladi:
3

|
|
Joo =7 [Xdx = (5)
5 3
Agar tayoqchaning massasi M berilgan bo’lsa, u holda y=M/I va (5) formula quyidagi ko’rinishda bo’ladi:
1
‘]OC = § I\/”2 . (6)

2. Radiusi r bo’lgan aylananing markazga nisbatan inertsiya momenti.
Aylananing barcha nugtalari uning markazidan bir xil masofada bo’lgani va massasi m=2zry bo’lgani uchun
aylananing inertsiya momenti quyidagicha bo’ladi:
Jo=mr’=y2nrr’=2nr’y (7)
3. Radiusi R bo’lgan bir jinsli doiraning markaziga nisbatan inertsiya momenti.
Doirani n ta halgalarga ajratamiz (107-rasm). S-doira yuzi birligining massasi bo’lsin. Bitta halgani olib
garaymiz.

N/

107-rasm.

Bu halganing ichki radiusi r;, tashqi radiusi ri+Ar; bo’lsin. Bu halganing massasi Am;=82nr;Ar; ga teng bo’ladi.
Bu massaning markazga nisbatan inertsiya momenti (7)formulaga muvofiq tagriban quyidagiga teng bo’ladi:
(AJo)izSaniAriri2:627rri3Ari.
Butun doiraning inertsiya momenti:

n
Jox Y 027 °AY, -
i=1
Ari—0 da limitga o’tib, doira yuzining markazga nisbatan inertsiya momentini hosil gilamiz:

R R4
J :527zj'r3dr:7z5— @)
5 2

Agar doiraning massasi M berilgan bo’lsa, u holda sirt zichligi § 5= % bo’ladi. Bu giymatni (8) ga qo’ysak:
r

MR?
J, = . 9)
° 2
Eslatma. Asos radiusi R va massasi M bo’lgan doiraviy tsilindrning o’qqa nisbatan inertsiya momenti (9)

formula bilan aniglanadi.

4.3. Og’irlik markazining koordinatalarini hisoblash
XOY tekisligida massalari m;, m,,..., m, bo’lgan Py(x1,y1), Pi(X2,Y2),.... P1(Xn,¥n) moddiy nugtalar sistemasi
berilgan bo’lsin.

Xm; va y;m; ko’paytmalar m, massaning Ox va Oy o’qlariga nisbatan statistic momentlari, deb ataladi.

Berilgan sistemaning og’irlik markazining koordinatalarini X, va y_ bilan belgilaylik. U holda mexanika kursidan
ma’lumki, moddiy sistemaning og’irlik markazi quyidagi formulalar orgali aniglanadi:
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n
Zx.m.
XMy XMy e XMy 4 (10)

_ i1
c ~ n !
m+m,+...+m
i 2 n m.
i=1
n
Zyimi
_ Mt y,M+...+y,M, 3 , (11)
yc_ ~ n

+m,+...+M
ml 2 n Zm

1. Tekis chizigning og’irlik markazi. Tenglamasi Y = f (X), @ <X <b bo’lgan moddiy chiziq berilgan bo’Isin.

Bu moddiy chizigning chizigli zichligi, ya’ni chizigning uzunlik birligining massasi y bo’lsin. Chizigni
uzunliklari Asy,ASy,...,As, bo’lgan n ta bo’laklarga bo’lamiz. Har bir bo’lakning massasi uzunligining chizigli
zichligi ko’paytmasiga teng: Am, = yAS;. Yoyning har bir As; bo’lagida abstsissasi & bo’lgan ixtiyoriy nugta
olamiz. Agar (1) va (2) formulalarga x, lar o’rniga &; larni, m; lar o’riga yAs, larniva . lar o’rniga f(&;) lami
qo’ysak, yoyning og’irlik markazi koordinatalari uchun taqribiy formulalarni hosil gilamiz:

Yems, Y Ems

! =
s DS
i1

Agar Y = T (X) uzluksiz va uzluksiz differentsiallanuvchi funktsiya bo’lsa, u holda har bir kasming surati va

mahrajidagi yig’indilar maxAs;—0 bo’lganda mos integral yig’indilarning limitiga intiladi. Shu sababli limitda
yoyning og’irlik markazi koordinatalari uchun quyidagi formulalarga ega bo’lamiz:

k]‘xds t]‘x 1+ f2 (x)dx

Xe = ab = ab ' ()

jds j 1+ 2 (x)dx

a

b b
[f0ods [ O0V1+ f2 (x)dx
Yo == =4 ' 2)

bjols j 1+ f 2 (x)dx

a

Misol. Ox o’qgidan yuqorida joylashgan X%+ y2 =a’ yarim aylananing og’irlik markazini toping.

Yechish. Berilgan yarimaylana Ou o’qqa nisbatan simmetrik bo’lgani uchun X_.=0. Shuning uchun ordinatasini
hisoblaymiz:

y=+va’-x* dy X ds= 1+[dy)dx: i dx,

2 a’-x
J' va® - x? a J.dx )
1/ —x2 2a° 2a
yC = = = = —
7a 7a 7a T
2. Tekis shaklning og’irlik markazi. Faraz gilaylik, berilgan soha y = f,(X), y=f, (x), x=a,x=b chiziglar
bilan chegaralangan tekis bir jinsli, ya’ni zichligi o’zgarmas & bo’lgan, moddiy shakl bo’lsin.
Bu shaklni X=a,X=X,..., X=X, =b to’g’ri chiziglar bilan 7 ta bo’lakka bo’lamiz. Har bir bo’lakning

massasi uning yuzi bilan & zichligi ko’paytmasiga teng. Agar har bir i-bo’lakni asosi Ax; va
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X, +X
balandligi f,(&)— f,(&), (bu yerda & 2%,) bo’lgan to’g’ri to’rtburchak bilan almashtirsak, har bir

bo’lak massasi taxminan

Am, =5 K. (&) - f1(E) Ax, (i=12,...,n)

bo’ladi. Bu bo’lakning og’irlik markazi taxminan to’g’rito’rtburchakning markazida bo’ladi:

f,(&) + (&)
(X)e =&, (y). === 5
U holda berilgan shaklning og’irlik markazi taxminan quyidagi nugtada bo’ladi:

DXL ASERADEY
Yo R(&)- (&) A
EZ[f2(§a)+ f.(2)18 (&) - £.(&) Ax,
2
Ye ® S5 L) - 1.(&) Ax, .

Agar Ax, — 0 da limitga o’tsak:

5 AOTRAC T | ARG

X

C

Ye =

[0~ 1,00 dx [E.00- 1,000

Misol. y2 = ax parabolani X =a to’g’ri chiziq bilan kesish natijasida hosil bo’lgan segmentning og’irlik
markazi koordinatalarini toping.

Yechish. f,(X) =+/ax, f,(x)=—+/ax.u holda

i 2 5. 4
2Jx\/axdx 2\/5?(43 §a3 a
X = = = =—a: C:
¢ a 2 3 4
ZI\/axdx 2\/5?(43 gaz >
0

5-§. Aniq integralni tagribiy hisoblash

Har ganday uzluksiz funktsiyaning boshlang’ich funktsiyasini chekli elementar funktsiyalar yordamida ifodalab
bo’Imaydi. Shu sababli bunday aniq integrallarni Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib hisoblab bo’Imaydi.
Bunday hollarda taqribiy hisoblash usullaridan foydalaniladi. Aniq integralni integral yig’indilarning limiti sifatidagi
ta’rifidan va aniq integralning geometrik ma’nosidan kelib chiggan bir nechta usulni ko’rib o’tamiz.

5.1. To’g’ri to’rtburchaklar usuli

Faraz gilaylik, y=f(x) funktsiya [a, b] kesmada uzluksiz bo’lsin. Ushbu f f (x)dx aniq integralni hisoblash talab

gilingan bo’lsin. [a, b] kesmani a=Xo, X1, X2,%4, Xi,%4, X,=b nugtalar bilan nta teng gismga bo’lamiz.

Yy

y=f(x)

Yo Yif Yz2| Yip Vi Yoi W

0" a=Xp X1 X2 Xi1 Xi Xn1 Xn X
108-rasm.
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Har bir bo’lakning uzunligi: Ax = b_—a. F(x) funktsiyaning Xo, X1, X2,%, Xi,%, X, nuqtalardagi giymatini yo, yi,
n

Vo, %4, Yi, /s, Yo Orgali belgilaymiz, ya’ni yo=f (Xo), y1=f (X1),%, yi=f (X;),%, yn=Ff (x,) bo’lsin.
Quyidagi yig’indilarni tuzamiz:
n-1
YoAX+ Vi AX + .+ VAX + .+ Y AX =D Y AX

i=1

ViAX+ VoA + o+ Y AX + .+ Y AX = Y Y AX
i=1

Bu yig’indilardan har biri f (x) funktsiya uchun integral yig’indi bo’ladi va shuning uchun ularni ff(x)dx

integralning taqgribiy giymatlari sifatida gabul gilish mumkin:

f b- b-alt
f(x)dx =~ Y Yyt Yt yn71)=7n >y, 1)
i=0
b-ag
[ f(dx +n++%+-wd=]—2m @

i=1

Bu formulalar orgali hisoblash usulini — to’g’ri to’ rtburchaklar usuli, deb atashadi.

Agar f (x) musbat va o’suvchi funktsiya bo’lsa, u holda (1) formula ichki to’rtburchaklardan tuzilgan pog’onali
shaklning yuzini ifodalaydi, (2) formula esa tashqi to’rtburchaklardan tuzilgan pog’onali shaklning yuzini
ifodalaydi.

Integralni to’g’ri to’rtburchaklar usuli bilan hisoblashda yo’l qo’yilgan xato n soni gancha katta bo’lsa, shuncha

(b-a)®
4n

Kichik bo’ladi. To’g’ri to’rtburchaklar formulasining absolyut xatosi M, dan katta emas, bu yerda, M; —

‘ f '(X)‘ ning [a, b] kesmadagi eng Katta giymatidir.

5.2. Trapetsiyalar usuli

[a, b] kesmani avvalgi usulda bo’lib, Ax xususiy intervalga mos keluvchi y=f (x) chizigning har bir yoyini bu
yoyning chetki nugtalarini tutashtiruvchi vatar bilan almashtiramiz. Bu geometrik nuqgtai nazardan berilgan egri
chizigli trapetsiyaning yuzini n ta to’g’ri chizigli trapetsiyalar yuzlarining yig’indisi bilan almashtirilganini bildiradi.
Y,

y=f(x)

Y YL Y1 Y4 B Wn n

0 a=Xp X1 X2 Xi1 Xi Xn1 Xn=b X

109-rasm.
Bunday shaklning yuzi egri chizigli trapetsiyaning yuzini to’g’ri to’rtburchaklardan tuzilgan pog’onali
figuraning yuziga garaganda ancha aniq ifodalashi geometrik jihatdan ravshandir.

Bu trapetsiyalardan birinchisining yuzi %AX, ikkinchisining yuzi %Ax va hokazo, bo’lgani

sababli

b
jf(x)dXz(yO;ryle+y zyzAx+ RSkl 5 YAk

+%Ax) = Ax(%+ Vit Y, et Yog)
va Ax = (b—a)/n ekanligini eslasak,

b—a, y,+
If(x)dx~—(y°2y”+y1+y2+...+ Yis) ®3)

tenglikni hosil gilamiz.
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Bu formula bilan hisoblashni trapetsiyalar usuli deymiz. n soni gancha katta bo’lsa va demak, Ax=(b-a)/n
gadam gancha kichik bo’lsa, (3) tagribiy tenglikning o’ng tomonida yozilgan yig’indi shuncha katta aniglik bilan
(b—a)’

integral giymatini beradi. Trapetsiyalar formulasining absolyut xatosi M, o
n

dan katta emas, bu yerda M, -

| f "(X)| ning [a, b] kesmadagi eng katta qgiymatidir.
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5.3. Parabolalar (Simpson) usuli

[a, b] kesmani n=2m ta juft migdordagi teng gismlarga bo’lamiz. [xo, ;] va [X1, Xo] kesmalarga mos va berilgan
y=f (x) egri chizig bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzini Mo(Xo,Yo), M1(X1,y1), Ma(Xz,y2) uchta
nugtadan o’tuvchi va simmetriya o’qi OY o’qqa parallel bo’lgan ikkinchi darajali parabola bilan chegaralangan egri

chizigli trapetsiyaning yuzi bilan almashtiramiz.

Y

110-rasm.

Bunday egri chizigli trapetsiya parabolik trapetsiya deyiladi. O’qi OY o’qqa paralel bo’lgan parabolaning
tenglamasi y = Ax? + Bx+C ko’rinishda bo’ladi. A, V, S koeffitsientlar parabolaning berilgan uch nugta orgali

o’tish shartidan bir giymatli ravishda aniglanadi. Shunga o’xshash parabolalarni kesmalarning boshqa juftlari uchun
ham yasaymiz. Shunday yasalgan parabolik trapetsiyalar yuzalarining yig’indisi integralning taqgribiy giymatini

beradi.
Dastlab bitta parabolik trapetsiyaning yuzini hisoblaymiz.

Lemma. Agar egri chizigli trapetsiya y:A.x2 + Bx+C parabola, OX o’q va oralig’i 2h ga teng bo’lgan 2ta

ordinata o’qiga parallel to’g’ri chiziglar bilan chegaralangan bo’lsa, u holda uning yuzi

h
S ZE(YO+4Y1+y2)

ga teng.
Isboti.
Y M,
M
=AX*+Bx+C
Y2
1
Yo
-h 0 h X
111-rasm.

A, B, C koeffitsientlar quyidagi tenglamalardan aniglanadi:
agar x, =h bo'lsa, uholda |y, = Ah? —Bh+C
agarx, =0 bo'lsa, u holda y,=C
agarx, = h bo'lsa, uholda |y, = Ah? + Bh+C

(5) tenglamalar sistemasidan:

1 1
A:W(yo_zyl“'yz)’ C:yv Bzﬁ(yz_yo)
bo’ladi. Endi parabolik trapetsiyaning yuzini aniq integral yordamida aniqlaylik:

3 2

h
S= [(At +Bx+C)dx= (A%+ BX?+CX) |ﬁh=2(2Ah2 +6C);
h

Lekin 2Ah? +6C =y, +4y, +Y,. Demak, S=h/3(y,+4y,+Y,) bo’ladi.
Bu lemmadan foydalanib, quyidagi tagribiy tengliklarni yoza olamiz:
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x2

h
[100dx (v + 4y, + ;)
x0

x4

h
[F00dx 2y, +4y; + )
x2

x2m

h
f(X)dx~ —
Jf0dx~ 2

x2m-2
Parabolik trapetsiyalarning yuzalarini qo’shib, izlanayotgan integralning taqgribiy giymatini beruvchi ifodani
hosil gilamiz:

(yZm—Z + 4'yZm—l + y2m)

b
h
JFOQd 2 (Yo + 200+ AYs + Yo+ Vo) + ©

+2(Y, + Ya+ ot Yo 2))
bu yerda, h=(b—a)/2m.
Bu Simpson formulasidir.

Agar f(x) funktsiya [a, b] kesmada 4-tartibli uzluksiz hosilaga ega bo’lsa, u holda Simpson formulasining
(b-a)

absolyut xatosi M, 28801
n

dan katta bo’lmaydi, bunda M, — ‘f 6\(x)‘ ning [a, b] kesmadagi eng katta
giymatidir.
. dx - .
Misol. Ushbu J = .[— integral tagribiy hisoblansin.
g1+ X

Yechish. Avval berilgan integralning aniq giymatini Nyuton-Leybnits formulasi bo’yicha hisoblab olaylik:

' dx )
J=|——=In|1+x],=In2~0,69315.
oLt X
[0,1] kesmani 10 ta teng bo’lakka bo’lamiz: Ax=0,1.

Quyidagi jadvalni tuzamiz:

i 0 1 2 3 4 5
Xi | O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
yi | 1 ] 0,90909 | 0,83333 | 0.76923 | 0.71429 | 0,66667
i 0 6 7 8 9 10
Xi | 0 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
yi | 1 | 0,62500 | 0,58824 | 0,55556 | 0,52632 0,5

Awval to’g’ri to’rtburchaklar usulini go’llab, (1) formula bo’yicha:

J~0,1(1+0,90909+0,83333+0,76923+ +0,71429+0,66667+0,625+0,58824+0,55556+0,52632)=0,1-
-7,18773=0,71877 natijaga va (2) formula bo’yicha: J~0,1(0,90909+0,83333+0,76923+0,71429+0,66667+0,625+
+0,58824+0,55556+0,52632+0,5)=0,1+6,68773=0,66877.

natijaga kelamiz.
Endi, yo’l go’yilgan xatoni baholaymiz:

1 , 1
f)=———,  F'(x)=- >
1+x Q+x)
: : _ : o c g (b-a)? 1
[0,1] kesmada ‘f (x)‘ <1. Shuning uchun M;=1. U holda olingan natijaning xatosi M, 1 =4—0=0,025
n

kattalikdan ortmaydi:
|0,69315—0,66877|=0,02438<0,025.

Agar trapetsiyalar usulini go’llasak, quyidagi natijani olamiz:
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1+05

J~01( > +0,90909 +0,83333 +...+0,52632) = 0,69377 .
U holda yo’l qo’yilgan xatolik quyidagicha baholanadi:
1 2
fl(x)=- 5 fl(x) = 5
@+x) 1+ x)
[0,1] kesmada | f"'(x)| < 2. Demak, M=2.
U holda olingan natijaning xatosi
b—a)? 2 1
M ( ) = ~ 0,001667

271902 12-100 600
kattalikdan ortiq bo’Imaydi.

|0,69315-0,69377|=0,00062<0,001667.

Endi, Simpson formulasidan foydalanamiz: n=2m=10, b;—a = % bo’lganda (6) formula bo’yicha quyidagi
n

natijani olamiz:

J~1/30(1+0,5+4(0,90909+0,76923+0,66667+0,58824+
+0,52632)+2#(0,83333+0,71429+0,625+0,55556) )=
=1/30%(1,5+4%3,45955+2+2,72818)=0,693146

Olingan natijaning xatosini baholaylik:

)= I =— 2 F )=
1+ x)° 1+ x)* (L+x)°
[0,1] kesmada ‘f qu)‘ <24. Shuning uchun, M,=24.
U holda yo’l qo’yilgan xatolik
_ 5
b-a) ___22 4000008

%2880 -10* 2880 -10000
kattalikdan ortiq bo’Imaydi.
|0,69315-0,693146|=0,000004<0,000008.

Uchala natijani aniq giymat bilan taggoslaganda Simpson formulasi golgan ikkita formuladan ancha aniq ekan,
degan xulosaga kelish mumkin.
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13-BOB.
KO’P O°’ZGARUVCHILI FUNKTSIYANING DIFFERENTSIAL HISOBI
1-§. Boshlang’ich tushunchalar

Funktsiyaga, shu jumladan, ko’p o’zgaruvchili funktsiyaga 6-bobning 1-§ ida ta’rif bergan edik.

Bu bobda biz ko’p o’zgaruvchili funktsiyaning differentsial hisobini qurish bilan shug’ullanamiz. Asosiy
ma’lumotlar ikki o’zgaruvchining funktsiyasi uchun beriladi. Ularni o’zgaruvchilari soni ikkidan katta bo’lgan hol
uchun bevosita ayniy ravishda o’tkazish giyin emas.

Ko’p holatlarda biror migdor boshga bir nechta erkin 0’zgaruvchilarga bog’liq bo’ladi. Masalan, uchburchakning yuzi
S uning asosi a va balandligi h ning giymatlariga bog’lig, ya’ni

S:Eah.
2

To’g’ri burchakli parallelepipedning hajmi V bir-biriga bog’liq bo’lmagan girralarning funktsiyasidir:
V=abc.
Elektr toki ajratadigan issiglik migdori Q kuchlanish E, tok kuchi J va vaqt t ning funktsiyasidir:
Q=0,24J¢t.
Biror jismning fizik holatini o’rgansak, uning nugtadan nugtaga o’tish jarayonida ayrim xususiyatlarini
o’zgarishi kuzatish mumkin. Bular masalan: zichligi, harorati, elektr potentsiali va h.k. lar. Boshgacha qilib
aytganda, bu miqdorlar nugtaning, ya’ni uning X, Y, Z koordinatalarining funktsiyasi bo’ladi. Agar jismning fizik

holati vaqt o’tishi bilan o’zgarsa, bu erkin o’zgaruvchilarga t vaqt ham qo’shiladi. Bu holda biz to’rtta erkin
o’zgaruvchining funktsiyasini kuzatayotgan bo’lamiz.
IKkita erkin X,y o’zgaruvchilarning f funktsiyasini simvolik tarzda

z="1(XxY)
ko’rinishda yozish gabul gilingan.
Ko’p o’zgaruvchining funktsiyalari xuddi bir o’zgaruvchining funktsiyalari kabi analitik usulda, ya’ni
formulalar yordamida, jadval usulda va grafik usulda berilishi mumkin. Masalan:

2=x*-xy+Yy% Z:—tg§x+¥).
X +y

Funktsiyaning jadval ko’rinishi fizika, mexanika, tibbiyot va texnikaning tajriba o’tkazish bilan bog’liq bo’lgan
barcha yo’nalishlarida keng ishlatiladi.

Funktsiyaning geometrik tasviri uning grafigi deyiladi. Masalan, ikki o’zgaruvchining funktsiyasi grafigi uch
o’lchovli fazoda sirtni ifodalaydi. 4-bobning 3-§ ida ko’rilgan 2-tartibli sirtlar: sfera, ellipsoid, elliptik paraboloid va
giperbolik paraboloidlar mos ravishda
2 2 2 2 2 2 2
X—+y—+z—:1,z X + Y =X Y

2 2 2 2
X“+y +z2°=r",
2 p? ¢

“2p 29" 2p 2

QD

funktsiyalarning grafigiga misol bo’la oladi.
Erkli X,y o’zgaruvchilarning f funktsiyasi ma’nosini saglovchi giymatlari juftliklarining to’plami f
funktsiyaning aniglanish sohasi bo’ladi. XOU koordinatalar tekisligida bu to’plamlar biror tekis sohani ifodalaydi.

Masalan, z =+/1—%*—Yy® funktsiyaning aniglanish sohasi ildiz ostidagi ifodaga manfiy bo’lmagan giymat
beruvchi €, y: juftliklar to’plami: X% + y2 <1 doira bo’ladi yoki z=1In &+ y: funktsiyaning aniglanish sohasi:
y>—X,ya’ni Y =—X to’g’ri chizigning tepasidagi yarimtekislik bo’ladi.

Eslatma. Erkli o’zgaruvchilari soni uchtadan oshig bo’lgan funktsiyaning aniglanish sohasini ham, grafigini
ham fazoda ifodalab bo’Imaydi. Ularni biz abstract ma’noda tushunamiz.

Endi, R, tekisligiga qaytsak. Bu tekislikda biror ‘fo Vo : nugta berilgan bo’lIsin.
Quyidagi
€« x +¢-y,2<a’(a>0)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi Q,y: nugtalar to’plamini markazi ‘to,yo: nugtada bo’lgan a radiusli ochiq doira
deymiz.
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X=X, <@, |y-y,|<b (ab>0), 1)

tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ¢, y: nugtalar to’plamini ochiq to’rtburchak, deb ataymiz.

Agar (1) da a = b bo’lsa, uning markazi QO Vo : nugtada bo’lgan ochiq kvadrat, deymiz.

Markazi ‘o:)’o: nugtada, radiusi & > 0 bo’lgan har ganday ochiq doira yoki tomoni 2¢ bo’lgan har ganday
kvadrat €0, Yo : nugtaning g-atrofi, deyiladi.

Agar R }

‘1’)’1:’ t2\’)/2 _ ¢3’y3,'

nugtalar ketma-ketligi berilgan bo’lsa, o’zgaruvchi €, , y, _nuqta shu ketma-ketlik bo’ylab o’zgaradi, deymiz.

Agar k - da €, y, : o’zgaruvchi nugtalar orasidagi masofa nolga intilsa, ya’ni kK — oo da

\/tk_xoz"‘(’k_yof_)() (2
bo’lsa, { €, , v, :} ketma-ketlik yoki o’zgaruvchi €, ,y, nugta k — oo da €, y, : nuqtaga intiladi, deymiz.
Buni

€. > €y (Kow)
ko’rinishda yozamiz.
Tabiiy (2) munosabat

X, = Xor Y 2 Yo (K> ) ©)]
munosabatlarning bir vaqtda bajarilishiga teng kuchli.
(2) munosabatni yana: ixtiyoriy & > 0 uchun shunday N son topiladiki, barcha K > N lar uchun ‘ck,yk B

~

nugta markazi ‘fo y Vo _dabo’lgan € radiusli ochiq doira ichida bo’ladi, deb tushunish mumkin.
(3) munosabatni esa: ixtiyoriy &> 0 uchun shunday N son topiladiki, barcha K > N lar uchun Qk,yk : nugta

markazi €, v, : da bo’lgan 2 tomonli ochiq kvadratda bo’ladi, deb tushunamiz.
Bu ikkala mulohazani birlashtirib, har ganday >0 uchun shunday N son topiladiki, barcha k > N lar uchun
(ik » Yy _hugta Qo,yo _ nugtaning e-atrofida bo’ladi, deyish mumkin.

2-§. Funktsiyaning limiti

Faraz qilaylik, (co,yo: nugtaning o’zida bo’lmasa ham, uning biror atrofida aniglangan z = f (X, y)
funktsiya berilgan bo’lsin.\ -
1-ta’rif. Agar €,,y, nugtaga intiluvchi har ganday Qk,yk/ketma-ketlik uchun
X@gof(&,w)=A (1)
Yk—>Y0
bo’lsa, uholda Ason Z = f(X,Y) funktsiyaning (x, y) — (x,, ),) dagi limiti deyiladi.

Limitga «¢,0» tilida ham ta’rif berish mumkin.
2-ta’rif. Agar har ganday &> 0 son uchun shunday >0 son topilsaki,

V€% 2+ €—y, 2 <5 )

tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha (c,y: lar uchun
[fooy)-A<e 3)
munosabat o rinli boIsa, Ason z = f(x, ») funkisiyaning (x, y) — (x,,,) dagi limiti, deyiladi.
O’z navbatida bu ikki ta’rif quyidagi ta’rifga ekvivalent: A son z = f(x,y) funktsiyaning (x,y)—=>(x,,»,)
dagi limiti deyiladi, agar ixtiyoriy £>0 son uchun Qo,yo: nugtaning shunday &-atrofi mavjud bo’lsaki, bu
atrofning ¢ ,yo:dan boshga barcha nugtalari uchun (3) tengsizlik o’rinli bo’lsa.

Faraz qilaylik, @ = 0@, ‘ uzunligi (‘5)‘2 :a)xz +‘0v2 =1) bir bo’lgan vektor va t>0 — biror skalyar bo’Isin. Quyidagi
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¢ +to,,y, +to, (0)
nugtalar QO,yO: dan @ vektor yo’nalishida chiggan nurni hosil giladi.
Har bir @ uchun t o’zgaruvchining
S(x, +to,,y, +tw,) (0<t<o)
funktsiyasini ko’rish mumkin, bu yerda &-yetarlicha kichik son.
Agar
Itlm) f(x, +to,, Y, +tw,)
t>0

limit mavjud bo’lsa, uni f funktsiyaning ‘Co,yo _nuqtadagi & yo’nalish bo’yicha limiti, deymiz.
1-misol.
3 3
X" +y
fx,y)=—"
X" +y

%

funktsiya tekislikning (0,0) nugtasidan boshga barcha nugtalarida aniglangan. ¥ < (2 +y2 " va y3 < Qz +y2 /2

bo’lgani uchun

2 23
|f(x,y)|sﬂ4=2(2+y2:%

X% +y?
bo’ladi. Shu sababli agar x — 0,y — 0 bo’lsa, T (X, Y) = 0 bo’ladi, ya’ni

x4y

lim ——= =

x=>0 X° + y

y—0

2-misol.
2 2

X -y

p(XY)=——%
X“+y

funktsiya tekislikning (0,0) nugtasidan boshga barcha nugtalarida aniglangan.
O’zgarmas k son uchun y =KX to’g’ri chiziglar bo’ylab

1-k?

1+k?

Bu yerdan ko’rinadiki, k ning har xil giymatlari uchun funktsiyaning (0,0) nuqgtadagi har xil yo’nalishlar
bo’yicha limitlari har xil.

P (X, kx) =

3

X
3-misol. f(X,y)=— y > funkisiyaning Y = kX to’g’ri chiziglar bo’ylab (0,0) nugtadagi limiti nolga teng:
X +y

kx? kx

= —0.
X +k2*  x2+k?

agar X = 0 bo’lsa, f(x kx)=

Lekin bu funktsiya (0,0) nugtada limitga ega emas, chunki y = x? desak:

X4

x4+ x4

f(x,x?) =

1
—Zva lim f(xx?) =1
2 x—0 2

Funktsiyaning x, y —> oo dagi limiti tushunchasini xam Kiritsa bo’ladi: har ganday & > 0 son uchun shunday
N>0 son topilsaki, |x >N,

bo’lib,

y| > N tengsizliklarni ganoatlantiruvchi barcha x, y lar uchun f funktsiya aniglangan

f(xy)-A<e

tengsizlik o’rinli bo’lsa, A son f funktsiyaning x, y —> oo dagi limiti, deyiladi va quyidagicha yoziladi:

271

www.ziyouz.com kutubxonasi



lim f(x,y)=A.

X0,y —>00

Agar f funktsiya Qo,yo: nugtaning o’zida bo’Imasa ham, uning biror atrofida aniglangan bo’lsa va har

ganday N>0 son uchun shunday &> 0 son topilsaki, €,

|f(x,y)|>N

,yO: nugtaning &-atrofidagi barcha (x, )) lar uchun

bo’lsa, u holda
lim  f(xy)=w
x—>XO,y—>Y0

deymiz.
Quyidagi munosabatlar o’rinli:

im  Fooy)+gty) = Im fxy)+ lim o g(xy),

x—>X0,y—>y0 x—>X0,y—>y0 x—>X0,y—>3/0
im - Fooy)-gxy) = lim o fxy)- lim o g(xy),
x—»XO,y—WO xeXO,yayo anO,yaYO
agar  lim  g(x,y)=0 bo’lsa,
x—»XO,y»YO
lim  f(xy)
lim f(x, y) _ X=X ¥V .
oxgyov, 906Y) - lim g (x,y)
x—>X0,y—>y0

Bu munosabatlar x, y — oo da ham o’rinli.

Bir o’zgaruvchili funktsiyaning limiti hagidagi barcha teoremalar (6-bob, 2.2-§ ga garang)
o’zgaruvchining funktsiyasi uchun ham o’rinli.
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3-§. Uzluksiz funktsiyalar

Bizga Qo,yo : nuqtada va uning biror atrofida aniglangan z = f'(x, ) funktsiya berilgan bo’lsin.
Agar x va y lar mos ravishda Ax va Ay orttirmalar olsa, u holda quyidagi ayirmani
Az = f(x, +Ax, ¥ +Ay) — (x5, 1)
z = f(x,y) funktsiyaning €,,, : nugtadagi to’la orttirmasi, deymiz.
Agar € ,yo: nuqtada
lim Az =0 1)

AXx—0
Ay—0

bo’lsa, z = f(x,y) funktsiya €, ,yo:nuqtada uzluksiz, deyiladi. (1) ni yana quyidagicha yozsa bo’ladi:
lim X, +AX, Y, +Ay)— f (X,,Y,) =0
mF g+ A% Yo +Ay) = T (%, Yo) -
yoki
im f(xy)=f(X o). (1)
x—=>x0.Yy—=>Y0
2-§ dagi (4)-(6) mungsabatlardan bevosita quyidagi teorema kelib chigadi.
1-teorema. QO,yO/ nugtada uzluksiz bo’lgan /va g funktsiyalarning yig’indisi, ayirmasi, ko paytmasi va

agar g(x,,,) # 0 bo’Isa, bo linmasi ham shu nugtada uzluksiz bo ladi.

Bu teoremadan x va u larning har ganday ko’phadi tekislikning ixtiyoriy nuqtasida uzluksiz ekanligi kelib
chigadi.

(x, u) ning ko’phadlari nishati P/Q (x, u) ning ratsional funktsiyasi, deyiladi. P/Q ratsional funktsiya Q (x, u)q0
bo’ladigan nugtalardan boshga barcha nuqgtalarda uzluksiz bo’ladi.

Quyidagi teorema murakkab funktsiyaning uzluksiz bo’lishlik shartini beradi:

2-teorema. f'(X,y,Z) funkisiya R, arifmetik fazoning (x,, ,,Z,) nugtasida (x,y,z) nugtalar boyicha
x=pu,9), y=yu,9), z=xu,9)
funktsiyalar R, arifmetik fazoning (,,9,) nugtasida (1,:9) nugtalar bo yicha uzluksiz bo 'Isin. Agar

Xo =Py, 9), Yo =Wy, %), z, = x(uy,9,)
bo’lsa, u holda

Fu,9)=flow,9), y(u,9), x(u,9)]
funktsiya (u,,9,) nugtada (u,9) lar bo’yicha uzluksiz bo’ladi.
Teoremaning isboti (1) munosabatdan kelib chigadi:
lim  F9)= lim fu9),wud) ru) =
c,s}[uo,soj PGI X,
(//(1,3:—>YO
;((1,3:—>ZO
= f(x0,¥0:20) = f I’(“o"go)7‘//(u05‘90)a Z(“o"go):: F(‘oalgo :
3-teorema. €, yo: nugtada uzluksiz va shu nugtada nolga teng bo’lmagan z = f(X,y) funktsiya €, yo:
nuqtaning biror atrofida / ‘o Vo : ning ishorasini saglaydi.
Bu teoremaning isboti 5-bobning 2.2-§ dagi 3-teoremaning isbotidek bajariladi.

4-§. Xususiy orttirmalar va hosilalar

Erkli ¥ o’zgaruvchini o’zgartirmay, X ga A X ottirma bersak, berilgan z = f(x,¥) funktsiyaning olgan
Az=f(x+Axy) - f(x,)
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orttirmasini uning x bo’yicha xususiy orttirmasi, deb ataymiz. Xuddi shuningdek, agar x ni o’zgartirmay y ga Ay
orttirma bersak, natijada funktsiyaning olgan
Az=f(xy+A)- f(x,y)
orttirmasi uning y bo’yicha xususiy orttirmasi, deyiladi.
Avvalgi paragrafda kiritilgan to’la orttirmani xususiy orttirmalar orqgali quyidagicha ifodalasa bo’ladi:
AZ=T(X+AX, Y +Ay)— f(X,y+Ay)+ f(X,y +Ay) -

- y)=A,F(y+Ay)+A, f(XY).
Bu tenglikdan ko’rinadiki, umuman Az = sz+Ayz bo’lavermaydi. Masalan, z = xzy funktsiya uchun
> 2 27
Az=6€+A y-x"y=C€xAx+ A y,
2 2 2
Az=x"(y+Ay)—x"y=x"Ay,
AZ = (X+AX)* (Y + Ay) — Xy = (2XAX + AX®) y +

(X% +2XAX+ AX*)AY = A 2+ A 2.

Agar

. Az x+Ax,y)— f(x,
im 257 _ i £ - f(x,)
A—0 Ax Ax—0 Ax
limit mavjud bo’lsa, uni z = f(x,y) funktsiyaning (X,») nuqtadagi x bo’yicha xususiy hosilasi, deb atab,
z;,f;,%,@ ko’rinishda belgilaymiz.

Ox Ox
Aynan shundek, agar

Az _
*Z _ lim f(X,y+Ay) f(XaY)

lim
Ay—0 Ay Ay—0 Ay
limit mavjud bo’lsa, uni z = f(x,») funktsiyaning (X, ) nugtadagi ) bo’yicha xususiy hosilasi, deb atab,
. . 0z O
zy,fy,—,l ko’rinishda belgilaymiz.
oy oy

Xususiy orttirmalarning ta’rifidan Z, xususiy hosilani y =const deb qilingan farazda funktsiyadan x

bo’yicha olingan oddiy hosila, Z'y xususiy hosilani x = const deb gilingan farazda funktsiyadan ) bo’yicha
olingan oddiy hosila, deb tushunish kerakligi kelib chigadi.

Bundan xususiy hosilalarni hisoblash qoidalari bir o’zgaruvchining funktsiyasini differentsiallash qoidalari bilan
bir xil bo’lishi kelib chigadi.

1-misol. z = x” cos(xy) funktsiyaning xususiy hosilalarini hisoblang.

Yechish z. = 2xcos(xy) — x”ysin(xy), Z'y = —x’ sin(xy).

2-misol. z =x”. 6_2 o topilsin.
ox Oy

Yechish o =y, % _ x'Inx.
ox oy
Eslatma. Erkli o’zgaruvchilari soni ikkitadan oshiq bo’lgan funktsiyalar uchun ham xususiy hosilalar aynan
shunday kiritiladi.
3-misol. u = x’ +y2 —zt’.
Yechish

Ou_ppe QM _py, O __p M _ 5

x> Ty Ve v a

5-§. To’la differentsial va uning tagribiy hisoblarda qo’llanishi
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Bizga biror €, y: nugtada uzluksiz xususiy hosilalari mavjud bo’lgan z = f'(x, y) funktsiya berilgan bo’Isin. Bu
funktsiyaning to’la orttirmasini uning xususiy hosilalari orgali ifodalaymiz. Ma’lumki,
AZ =[T(X+AX, y+Ay)— T (X, y+Ay)]+

@
+HIE(y+Ay) - f(xy)].
Kvadrat gavslar ichidagi ifodalarga Lagranj teoremasini qo’llasak:
of (x,y
f(x,y+Ay)—f(x,y)=Ay¥, @
of (x,y+A
f(X+Ax,y+Ay)—f(x,y+Ay)=M%, (3)
buyerda y€ €,y +Ay vaxe €x+Ax
(2) va (3) larni (1) ga qo’ysak:
AZ:Ax@f(x,y+Ay)+Ay5f(x,y)l @
ox oy
Shartga ko’ra xususiy hosilalar uzluksiz bo’lgani uchun
im T EYTa) _ F %y )
Ax—0,Ay—0 ax ax
o (x.3) _ 9 (x.7) ©
Ax—0,Ay—>0 ay ay l

Agary; vay, lar Ax va Ay larga nisbatan cheksiz kichik migdorlar bo’lsa, u holda (5), (6) larni quyidagicha yozsa
bo’ladi:

of(x,y+A of (x, ,
(X y+Ay) _ f(xy)ﬂ/l, 5)
ox ox
of (x,y) of(x,
ACS)IACON )
dy y
U holda (4) quyidagi ko’rinishni oladi:
0 0
Az = f(ax’y)Aer AC )N @
X
Tenglikning 0’ng tomonidagi oxirgi ikkita qo’shiluvchilar yig’indisi Ar = 1/ Ax> +Ay2 ga nisbatan yuqori
tartibli cheksiz kichik migdor, chunki Ax <1, % <1 va shartga ko’ra y; va vy, lar cheksiz kichik migdorlar
Ar v

bo’lgani uchun
Ax+y,A Ax A
M=y1_+7/2_y - O
Ar Ar Ar &0

Shu sababli birinchi ikkita qo’shiluvchining yig’indisi 0’ng tomonning AX va A} larga nishatan chizigli
gismi bo’ladi. Agar fxl(x,y) ¢O,fy'(x,y) # 0 bo’lsa, bu ikki go’shiluvchi to’la orttirmaning asosiy gismi
bo’ladi. -

Ta’rif. To’la orttirmasi biror Q,y/ nugtada AXx va A4y larga nishatan chizigli ifoda va Ar ga nisbatan
yugori tartibli cheksiz kichik migdorlar yig indisi ko 'rinishida ifodalanadigan har qanday z = f(x, ) funktsiya
shu nugtada differentsiallanuvchi va bu ifodaning asosiy gismi funktsiyaning to’la differentsiali, deb ataladi. To’la
differentsial dz yoki df ko’rinishda belgilanadi.

Demak, agar z = f(x,)) funktsiya berilgan nugtada uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lsa, u shu nugtada
differentsiallanuvchi bo’lib, uning to’la differentsiali

dz = f,(x, ) Ax+ f,(x, ) Ay
bo’lar ekan.
U holda (7) ni
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Az =dz+y Ax+y,Ay
ko’rinishda yoki tagriban
Az ~dz ©))
deb yozish mumkin.
Bir o’zgaruvchining funktsiyasida A x ni dx ga almashtirish mumkin ekanligi ko’rilgan edi. Xuddi shundek,

bu yerda ham A x va Ay larni mos ravishda dx va dy larga almashtiramiz:
dz= f.(x,y)dx+ f,(x,)dy.

Agar funktsiya biror Q,y: nugtada differentsiallanuvchi bo’lsa, u holda (7) dan uning shu nugtada uzluksiz
ekanligi kelib chigadi. Lekin aksi hamisha to’g’ri bo’lavermaydi.

oz
1-misol. z = |x|(y+ 1) funktsiya (0,0) nugtada uzluksiz, lekin uning bu nuqtada 6_ xususiy hosilasi mavjud
X

emas, ya’ni bu funktsiya (0,0) nuqtada differentsiallanuvchi emas.
Bir o’zgaruvchining funktsiyasi biror nugtada differentsiallanuvchi bo’lishi uchun uning shu nugtada
hosilasi mavjud bo’lishi zarur va yetarli bo’lsa, ko’p o’zgaruvchilarning funktsiyasi uchun bu yetarli emas.
Teorema. Funktsiya biror nugtada differentsiallanuvchi bo ‘lishi uchun uning shu nugtada xususiy hosilalari mavjud
bo ’lishi zarur va agar bu xususiy hosilalar uzluksiz bo ’Isa yetarli hamdir.
Isboti. Teoremaning birinchi gismi quyidagicha isbot gilinadi:
Agar f funktsiya biror (r,y/ nugtada differentsiallanuvchi bo’lsa, u holda ta’rifga ko’ra uning to’la
orttirmasi quyidagicha ifodalanadi:
Az = AAx+ BAy + o(Ar). )
Agar bu tenglikda Ay = 0 desak:
A z = AAx +o(Ax)
tenglik hosil bo’ladi. Buni A X ga bo’lib limitga o’tsak:
Az 0Oz

A=lim 22 &
A—0 Ax Ox

0z
munosabatga kelamiz. Aynan shundek mulohaza bilan B = 8_ ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
y
2-misol. Koordinatalar tekisliklarida nolga teng va Rs; ning boshga nugtalarida 1 ga teng bo’lgan funktsiyaning
koordinatalar boshida nolga teng bo’lgan xususiy hosilalari mavjud bo’lsa ham bu funktsiya (0,0,0) nugtada
uzulishga ega va shu sababli bu nugtada differentsiallanuvchi emas. Demak, xususiy hosilalarning mavjudligi
funktsiyaning differentsiallanuvchiligi va hatto uzluksizligi uchun yetarli emas ekan.

Agar f funktsiya biror k,y: nugtada differentsiallanuvchi bo’lsa, u holda (8) munosabat o’rinli bo’ladi. Uni
quyidagicha yozib olamiz:

Az~ f,(x, p)dx+ [, (x,y)dy

yoki
0 0
f Sttt an) = )+ LED g TN g, (10
<R> ox 8y
H (8) va (10) larning tagribiy hisoblarga qo’llanishini ko’raylik.
K< l/ Masala. O’Ichamlari: ichki tsilindr radiusi R, ichki tsilindr balandligi H va devor galinligi k
bo’lgan aylanma tsilindrni tayyorlash uchun gancha xom ashyo ketishini aniglang.

112-pacm Yechish 1) Anig yechimi. So’ralgan hajm & tashgi tsilindr hajmidan ichki tsilindr hajmini
ayirmasiga teng. Tashgi tsilindrning radiusi R+k, balandligi H+k bo’lgani uchun

=n(R+k)’ (H+k)y-nR*H
yoki -~
9= @RHKk+ R’k + HK* +2Rk> + K . (11)
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2) Tagqribiy yechimi. Ichki tsilindr hajmini f desak, fqzR>H , ya’ni R va H o’zgaruvchilarning funktsiyasiga
ega bo’lamiz. Agar R va H ga bir xil k orttirma bersak, funktsiya giymati so’ralgan hajmga teng bo’lgan orttirma

oladi: 9 = Af".
U holda (10) ga asosan
9~ 1AR + iAH

OR OH
bo’ladi. Lekin

gzZﬂ'RH, iZﬂRz, AR=AH =k
OR OH

bo’lgani uchun R
SzﬁQRHknLRzk/ (12)
bo’ladi. Agar (11) va (12) larni solishtirsak, ular ﬂ(-1k2 +2RE +K° _migdorga farq gilishini ko’rish mumkin.

Bu farg ragamlarda ganday aks etishini ko’rish uchun R=4 sm, H=20 sm, k=0,1 sm bo’lIsin, deb faraz gilaylik.
(11) ga asosan

9=7€-4-20-0,1+4-01+20-01> +2-4-01> +0,' =17,8817.
(12) ga asosan esa -
9~7€-4-20-01+4%-01 =17,67.
Demak, tagribiy hisob uchun yozilgan (12) formula 0,3= dan kichik xatolik bilan natija berar ekan. Bu xatolik
0,37
17,8817

(8) ga ko’ra absolyut giymatlari bo’yicha yetarlicha kichik Ax va Au lar uchun funktsiyaning to’la orttirmasini
to’la differentsialga tagriban almashtirish mumkin:

Azz%Ax+gAy.
ox oy

o’lcham migdorining 100 - % ini, ya’ni 2% idan kichik migdorini tashkil etadi.

Bundan

|| <

I
Ox

]+ %M 13)

Miqdorlarning maksimal absolyut xatoliklarini mos ravishda ‘A*x A*y‘ va ‘A*z‘ bilan belgilasak, oxirgi

tengsizlikni quyidagicha yozish mumkin:

Az

‘A*x‘ +

af
ox

ol .-
5‘% y‘. (14)
Misollar.
1. Agar u = X+ y + z bo’lsa, u holda
|A*u|:|A*x|+|A*y|+|A*Z|.
2. Agar z = xy bo’lsa, |A*z| :|x||A*y|+|y||A*x| bo’ladi.

X
3. Agar z = — bo’lsa, u holda
Y

1
|A*Z| = —|A*x|+
y

4. To’g’ri burchakli ABC uchburchakning Kateti & =121,56.m | bir burchagi 4 = 25°21'40", bundan tashqari
katetni aniglashdagi maksimal absolyut xatolik |A*b| = 0,05, A burchakni aniglashdagi maksimal absolyut xatolik

X
Ay,
Zae

|A* 4| =12". Uchburchakning a katetini @ = btgA formula bilan hisoblashda yo’l qo’yiladigan maksimal absolyut

xatolikni toping.
Yechish (14) formulaga binoan

araf = pedla 8+ jax 4.

cos® A
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Agar trigonometrik funktsiyalar jadvalidan foydalanib va |A * A| =12" niradianlarda ifodalab, o’rniga qo’ysak:

121,56 12
cos? 25°21'40" 206265 .
=0,0237 + 0,0087 =0,0324 m
Biror migdorning A x xatoligini bu migdorning tagribiy x giymatiga bo’lgan nisbati shu migdorning nisbiy

[A*a| =1925°21'40"0,05 +

xatoligi, deb ataladi. Agar bu xatolikni 5x bilan belgilasak, ox = ﬂ bo’ladi.
X

X miqgdorning maksimal nisbiy xatoligi deb, maksimal absolyut xatoligini x ning absolyut giymatiga bo’lgan
nisbatiga aytamiz:

0% x| = A%, (15)
[
Agar (14) ni |z| = |f(x, y)| ga bo’lsak:
o 9
" Y
M:@M*xh a_y|A*y|, (16)
A f
lekin bu yerda
o o
x _ 0O d _0
= =—|f|, =—=—Mh|f]|.
= olrl %= Dol
Shu sababli (16) ni quyidagicha yozish mumkin:
0 0
O*zl=|—|f||A* —In|f|A* y]. 17
o0 =| Lo Sl a7
Bu tenglikning o’ng tomoniga (14) ni qo’llasak:
|6% 2] =|A*In| £]. (18)

(18) dan tagribiy hisoblashlarda keng qo’llanadigan quyidagi qoidalar kelib chigadi:
1. Agar Z = Xy bo’lsa, 2-misolga ko’ra

AT [farst_jand [a®y
oW

|§*Z|= =|5*x|+|5*y|.

b
2. Z = — bo’lsin. U holda 3-misolga ko’ra
Y

|§*Z|=|5*x|+|5*y|.

4-misol. Agar mayatnikning uzunligi l, og’irlik kuchining tezlanishi g bo’lsa, mayatnikning tebranish davri

T= 27[\/T
g
formula bo’yicha hisoblanadi.

Agar n=3,14 (0,005 aniqlik bilan), [ =1m (0,01 maniglik bilan), g=9,8 %2 (0,02 %2 aniqlik bilan desak,

bu formulada hisoblangan natijada yo’l go’yilgan nisbiy xatolikni toping.
Yechish Bu xatolikni topish uchun (18) ni qo’llaymiz.
Buning uchun

lnT:h12+ln7r+%1nl—%lng
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ni hisoblab olamiz.
Shartga ko’ra A* 7z =0,005,A*| =0,001m,A* g = 0,024/, . Shuning uchun
C
A*r  A*¥l A*g 0,005 0,01 0,02
+ + = + >+
V4 21 2g 314 2 298

Demak, yo’l qo’yilgan maksimal nisbiy xatolik
o0*T =0,0076 =0,76%

A*InT =

=0,0076 -

ekan.

6-§. Murakkab funktsiyaning xususiy hosilalari. Te’la hosila. Murakkab funktsiyaning to’la differentsali
Agar

z=F(u,9) @
tenglamada # va @ larerkli X va Y o’zgaruvchilarning funktsiyalari bo’lsa,
u=p(x,y), 9=y(xy), (2)
u holda (1) va larning murakkab funktsiyasi bo’ladi. Uni va lar orgali quyidagicha ifodalasa ham bo’ladi:
z=F(p(xy)yv(xy). ©)
Faraz gilaylik, , @(x,») va w(x,y) funktsiyalar barcha argumentlari bo’yicha uzluksiz hosilalarga ega bo’lsin. (3)
0z Oz
dan foydalanmasdan, (1) va (2) tenglamalar orgali 8_ 6_ xususiy hosilalarni topaylik.

Y ni o’zgarmas deb, X ga AX orttirma beraylik. U holda (2) ga ko’ra, ¥ va § lar ham A u,A 9

orttirmalar oladi. (1) ga asosan z = F'(u,:9) ham 5-§, (7) formula orqgali ifodalanuvchi Az orttirma oladi:
F F
0 (u,19)A u+6 (u,9)

X

Az = AS+yAu+y,AS.

u
Bu tenglikning har bir hadini A X ga bo’lamiz:
Az OF Au OF A 9 Au A9
+— + +a, .
A Ou Ax 58 Ax Ax Ax
Agar A X —0 bo’lsa, Au—0, A, F —0 va a;—0, a,—0. Oxirgi tenglikda A X —0 bo’lganda limitga o’tamiz:
0”2 o”F ou JF 09

—_—t . 4
Ox Ou dx 09 Ox
Endi, aynan shunday mulohaza yuritib ( X ni o’zgarmas deb, u ga Au orttirma bersak):
Jz JF ou OJOF 28
-t ®)

é’y Su oy 08 é’y
tenglikka ega bo’lamiz.
Eslatma. Argumentlarning sanog’i ko’p bo’lganda ham xususiy hosilalar shunga o’xshash topiladi.
Misol: w=u’9-t* bo’lib, u=x - y; =X+ Y;t=X + y bo’lsin.
Jw _Jdwau au  ow ow o9 o”w ot
OX  Oudx A9 ox 0"'[ X

=2(x=y)xy = (x=y)’y =3(x+y),
W _ oy (-1 —uPx— 3t =
ay
= =2(x=y)xy = (x= )" X =3(x+y)".
Agar z=F (x,y, u, 9) funktsiya berilgan bo’lib, u, u, § lar o’z navbatida fagat X ning funktsiyalari bo’lsa,

— =2ud+uly-3t*=

yani y=f (x), u=¢(x), S=y(x), u holda z fagat bitta X o’zgaruvchining funktsiyasi bo’lib goladi va undan
oddiy dz/d X hosilani topish masalasini go’yish mumkin. U holda
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dz _OF a”x OF é’y OF du OF 09
dx  Ox ﬁx é’y é’x Bu Ox %é’_x
bu yerda a = ﬂ = Q ﬂ du 519 = d_19 ekanligini e’tiborga olsak,
dx ' Ox dx'dx  dx Ix  dx
dz §F+ﬁde+ﬂ_F@+§_Fd_l9
dx  Ox Oy dx Judx J8 dx
hosil bo’ladi. Bu hosilani to’la hosila, deb ataymiz.

Misol. z = /x> + y;y =sin 2x.

(6)

Yechish.
oz Nl —=2co0s2x
ox 2\/7 oy 2\/m dx
U holda
dz 3x? 1 3x? +2co0s2x
dx 2\/x3 +y " 2\/x3 +y 2oosz = 2+/x? +sin2x
bo’ladi.

Endi, (1) va (2) tengliklar bilan aniglanuvchi murakkab funktsiyaning to’la differentsialini topaylik. Buning uchun
(4) va (5) larni to’la differentsialning

dz=Z i+ E gy 0

Ox oy
formulasiga qo’ysak:

(aF ou oOF &9} OF ou OF 09
dz = +— dx+| ——+— dy.
ou ox 08 ox u oy 08 6y
Ifodalarda o’rin almashtirishlar bajarsak:
dz=a—F[a—ud 6.9d ) 8F a—Md %dx 8)
Oou \ Ox ox 83 oy oy
Agar
8_ud +8_ud =du @d)ﬁ%d =d9
ox oy ox oy
ekanligini eslasak, u holda (8) ni quyidagicha yozsa bo’ladi:
dz :a—Fd a—FdS 9
ou 09
yoki
dz =%d zdl9 (10)
ou 09

To’la differentsialning (7) va (10) ifodalarini solishtirsak, ularning umumiy ko’rinishi bir xil ekanligiga ishonch
hosil gilamiz. To’la differen-ialning bu xususiyati differentsial ko’rinishining invariantligi deb ataladi.
7-§. Oshkormas funktsiyaning hosilasi

Awval bitta erkli o’zgaruvchining oshkormas funktsiyasidan hosila olishni ko’rib chigamiz.
Teorema. x ning uzluksiz funktsiyasi

F(x,»)=0 @)
oshkormas tenglama bilan berilgan bo’lsin. Agar (1) tenglamani ganoatlantiradigan (x,y) nugtani o’z ichiga
olgan biror D sohada F (x, y), Fx(x, ) ), Fy(x, ) lar uzluksiz bo lib, Fy (x, ) )70 bolsa, u holda

280

www.ziyouz.com kutubxonasi



- Fx“(x,y) @)
F,(x,»)
bo’ladi.
Isbot. x ning biror giymatida F(x, > )=0 bo’lsin. x ga Ax orttirma bersak, y Ay orttirma oladi. U holda (1)
ga asosan
F(x+Ax,y+Ay)=0

bo’ladi.

F(x+Ax,y+Ay)-F(x,y)=0
ayirmani xususiy hosilalar orgali ifodalaymiz:

F(X+AX, y+Ay)—F(x+Yy)=

oF JF

_WAx+a—yAy+a1Ax+a2Ay_O
Bundan
oF oF
gAx+0,’—yAy+a1Ax+a2Ay =0
hosil bo’ladi. Buni ikkala tomonini A X ga bo’lib, A y /A X ni topamiz:
oF
& ~ E+al
Ax  OF
7y+0{2
Agar A X -0 bo’lganda limitga o’tsak va o;—0 va o,—0,hamda OF/0 y #0 ekanligini hisobga
olsak,
OF
& __ox 3)
dx oF
y
bo’ladi.
Misol.
x 2+cos (x +y%)=0. y,/=?
2x —sin(x + y?) 2x —sin(x + y?)

| _ - .
% —2ysin(x + y?) 2ysin(x + y°)

Endi, ikki argumentli oshkormas ko’rinishda berilgan F (x,y, z)=0 funktsiyadan 0z/0x va 0z/0y Xususiy
hosilalarni topamiz. 0z/0 x ni topish paytida y ni o’zgarmas deb va (3) formuladan foydalansak,
0z/0 x =-F/IF;
bo’ladi. Aynan shunga o’xshash mulohazalar bilan
0z10 y =-F,/IF;
formulani hosil gilamiz.
Misol.
e+ x %y +245=0. F(x, y, 2)=e™+x %y +7+5
F(=2x y; Fy=X" F/=e"+1.

Demak,

2xy x’

ZX

-z > Z z )
ee+1 7 e +1
8-§. Urinma tekislik. Differentsialning geometrik ma’nosi

Faraz qilaylik, S sirt tekislikning biror sohasida uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lgan

z=f(xy) ()]
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funktsiyaning geometrik aksi bo’lsin.
S sirtga uning biror M, €,,,,z, ;zo = f(x,,¥,) nugtasida o’tkazilgan urinma tekislik deb, tenglamasi

(gl
ox oy

ko’rinishda bo’lgan 77 tekislikka aytamiz, bu yerda, X, Y, Z o’zgaruvchi koordinatalar, [afj I — f funkisiya
ox )y \ oy ),
xususiy hosilalarining P, (x,, y,) hugtadagi giymatlari.
, 4 /\,\J Faraz gilaylik, P(x,y) tekislikning berilgan nug-tasiga yagin biror nuqta
bo’lsin. P(x,y) nuqtadan z o’qiga parallel o’tgan to’g’ri chiziq 77 tekislikni T
nugtada, S sirtni M nugtada kesadi. M nugtaning applikatasi

Ve z=f(x,»),
’ T nugtaning applikatasi esa
) > o T 6_v
° 5 \\‘P y Z_f(xo’yO)Jr[ j ¢ xo’( JOQ Y-
X 113-pacw. M va T nuqtalar orasidagi masofa
of ~(of ~ 3
‘MT‘ =|f(an’)_f(xo>YO)_ ~ ‘f_xo/_ ~ ‘}_yOJ ©)
ox ), oy o

bo’lsa, P va Py nugtalar orasidagi masofa

p=(x=x)" +(y=,)’

Shartga ko’ra f funktsiya (co,yo: nuqgtada uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lgani uchun u shu nugtada
differentsiallanuvchidir. Shuning uchun (3) ning o’ng tomoni nolga p dan ko’ra tezroq intiladi, ya’ni
=,2(p)-

Bu xususiyat fagat urinma tekisligiga xos, chunki agar shu xusu5|yatga tenglamasi

Z-zy=a€-x, +b€§—y,
bo’lgan boshqa 77 tekislik ham ega bo’lsa, u holda p—0 bo’ Iganda
Sxy) - f(xo’yo) a€- Xo /+b§’ yo +o(p)

bo’ladi va shu sababli f funktsiya &0 » Vo nuqtada differentsiallanuvchi bo’lib,

() -(Z
o ), ),
bo’ladi, ya’ni I7'=IT bo’ladi.

Demak, S sirt o’zining Qo,yo,f(xo,yo): nugtasida urinma tekislikka ega bo’lishi uchun, f funktsiya Py

nugtada differentsiallanuvchi bo’lishi zarur va yetarli ekan.
(2) ning o’ng tomoni f funktsiyaning Py nuqtadagi differentsiali, chap tomoni esa 7 urinma tekislikning
applikatasining orttirmasidir.

Demak, f funktsiyaning ko,yo: nugtadagi Q—xo,y—yo: orttirmalarga mos keluvchi to’la  differentsiali

geometrik nugtai-nazardan z = f(x,y) sirtga Qo,yo: nugtada o’tkazilgan urinma tekislik applikatasining

orttirmasini berar ekan.
Eslatma. Agar z = f(x,y) funktsiyaning €,,y, nugtada xususiy hosilalari mavjud bo’lsa ham, lekin shu

nuqtada differentsiallanuvchi bo’lmasa, u holda (2) tekislikni z = f(x,y) sirtga (co,yo: nugtada o’tkazilgan
urinma tekislik, deb atashdan ma’no yo’q, chunki p—0 da f(x,y)—Z ayirma nolga p dan tezroq intilmaydi.
Masalan, x va y o’qlarida nolga va tekislikning boshqa nugtalarida birga teng bo’lgan z = f(x,») funktsiya
uchun fx' (0,0) = f}',(0,0) =0 va shu sababli (2) tenglama Z=0 bo’ladi, lekin x va y o’qlaridan tashqgaridagi barcha

&,y:nuqtalarda f(x,y)—Z = f(x,y)-0=1.
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Ta’rif. Urinma tekislikka urinish nugtasida perpendikulyar bo’lgan to’g’ri chiziq normal to’g’ri chiziq,
deyiladi. Uning tenglamasi quyidagicha bo ’ladi:

X=X VY=V Z7Z

fx‘(xoayo) - fy‘(xo,yo) -1

Agar sirtning tenglamasi F(x, y, z)=0 oshkormas ko’rinishda berilgan bo’lsa, ma’lumki xususiy hosilalar

Fl (%5, Y0:%) Fj(xo’yoazo)
NGy == L) ==
’ o ITZ‘(XO’yO’ZO) v FZ‘(XO,J/O,ZO)
bo’lib, urinma tekislikning tenglamasi quyidagicha bo’ladi:
_ E (x0505%0) F;‘(xmyoazo)
—(x=x,) (=¥

F‘( X0>Y05Z0) Fj(xo:yo:zo)

(z-20) F,!(Xo,Y0,20)+(XX0) Fx(X0,Y0,Z0)+(¥-Yo) Fy/(X0,Y0,20)=0

yoki

yoki gisgacha

JF JF JF
X=X,)— +(Y—-VY,)— +(z2-2,)— =
( 0)5)( |X0 (y yO) @ |X ( O)ﬁz |XO
Normal to’g’ri chiziq tenglamasi quyidagicha bo’ladi:
X=Xy _ y Yo _ Z_Zo

|X0 ay |Xo oz |X0
2
Misol. x? +y?+z2 =1 aylanma ellipsoidga shunday urinma tekislik o’tkazilsinki, u x+y-z=0 tekislikka
parallel bo’lsin

Yechish. é’ F ‘

S5 b =20 5 by = 5 g =2
bo’lgani sababll urinma tekislik Mo(xo, Yo, Zo) nuqtada
2Xo(X-X0) +Yo(Y-Yo) +220(2-20)=0
bo’ladi. Uning x+y-z=0 tekislikka parallelligidan foydalanamiz:
2x, _ N 2z,
11 -1

Bunga M, nugtaning ellipsoidda yotish sharti xo>+ys*/2+2,>=1 ni qo’shamiz va birgalikda yechib, M®(1/2,1, -
1/2) va Mo®(~1/2, -1,1/2) larni topamiz. Bu nuqtalarning koordinatalarini urinma tekislik tenglamasiga qo’yib,
ikkita tekislikni topamiz:
0+y-1=2 va o+y-7=-2.

9-§. Bir jinsli funktsiyalar

Ta’rif. Agar /funktsiyaning har bir argumentini t ga ko ‘paytirganda /funktsiya t ko ‘paytuvchiga ega bo lib
qolsa, ya’'ni

f(e,ty,tz)=t" f(x,,2) )
bo'Isa, biror D sohada aniglangan f'(x, y, z) funktsiya k — darajali birjinsli funktsiya deyiladi.
Misollar:
1. 3x* = 2xy +5y* ikkinchi darajali birjinsli ko’phaddir, chunki
3(tx)* - 2(tx)(ty) +5(ty)* = 3t*x* — 2t*xy +
+5t2y% = t2(3x2 — 2xy + 5Y?) '

[ T
R I

— ikkinchi darajali birjinsli funktsiyadir. Hagigatan
xX=y Y
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,tx 4+ 4 [ 4 + 4
(tx).M.an:tz YTV X
x—ty ty xX=y y
Birjinslilik ko’rsatkichi &£ butun son bo’lishi shart emas, u ixtiyoriy hagigiy son bo’lishi mumkin.
3. x" -sinZ+ " -cosZ funktsiya m-darajali birjinsli funktsiya. Buni tekshirishni o’quvchining o’ziga havola
X x
gilamiz.

Faraz qilaylik, bizga k -darajali birjinsli f'(x,y,z) funktsiya berilgan bo’lsin. U holda (1) tenglik o’rinli

[ .X,l.y’l.zjz f(l’l’zjz
X X X X

:(l) f(x,y,z)=ikf(xyy,2)
X X

bo’ladi. Agar bu tenglikda ¢ = 1 desak:
X

_.,
X | =

yoki bundan
z
f(x,y,z)zxk‘f(l,z,—J 2
X X
kelib chigadi. (2) tenglik k -darajali birjinsli f(x,y,z) funktsiyaning umumiy ko’rinishi, deb ataladi.
Birjinslilik ko’rsatkichi k=0, yani f(x,y,z) funktsiya O-darajali birjinsli funktsiya bo’lsa, u holda uni

soddagina qilib birjinsli funktsiya, deb ataymiz.
Demak, birjinsli funktsiya uchun

fte,t0,12) = f(x,,2) = f(l%ij ®

munosabat o’rinli bo’lar ekan.

Endi faraz gilaylik, k -darajali birjinsli f'(x, y,z) funktsiya ochiq D sohada barcha argumentlari bo’yicha
uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lsin. D sohadan ixtiyoriy ravishda biror Qo,yo,zo: nugta tanlasak, (1) ga
asosan har ganday ¢ > 0 uchun

k
S (@xg,100,120) =1 [ (x4, ¥4520)
tenglik o’rinli bo’ladi.

Bu tenglikni ¢ bo’yicha differentsiallasak (tenglikning chap tomoni murakkab funktsiyani differentsiallash
qgoidasi bo’yicha, 0’ng tomoni esa darajali funktsiyani differentsiallash formulasiga ko’ra bajariladi):

f (X0, Yo, 120) - %o + " (X0, Y0, 120) - Yo +
+ fz'(txo’tyo’tzo) "Ly = kt“* - f (Xo’ Yoo Zo)-
Agar bu yerda, ¢ =1 desak, quyidagi formulaga kelamiz:
£ (X0 Yo, 20) %o + £, (X0, Y0, 20) - Yo +
+ le(xm y0vzo) "Ly = k- f(Xm yo’zo)-
Demak, D sohaning ixtiyoriy Q,y,z: nugtasi uchun
£y, 2)-x+ £ (X y,2)- y+
+f,'(x,y,2)-z=k- f(X,Y,2)
tenglik o’rinli ekan. Bu tenglikni Eyler formulasi, deb atashadi.

Biz hozir bu tenglikni ixtiyoriy barcha argumentlari bo’yicha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lgan & -darajali
birjinsli _f'(x, ,z) funktsiya ganoatlanti-rishini ko’rsatdik. Teskarisini, ya'ni (4) Eyler formulasini ganoatlantiruvchi

(4)

xususiy hosilalari bilan uzluksiz bo’lgan har ganday funktsiya & -darajali birjinsli funktsiya bo’lishi zarurligini ko’rsatish
mumkin.
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10-§. Yugqori tartibli hosilalar va differentsiallar

10.1. Yugqori tartibli hosilalar
Agar z = f(x,y) funktsiya' biror ochiq D sohada argumentlarining birortasi bo’yicha xususiy hosilaga ega

bo’lsa, u hosila 0’z navbatida yana o’sha o’zgaruvchilarning funktsiyasi bo’lib, shu o’zgaruvchilar bo’yicha xususiy
hosilaga ega bo’lishi mumkin. Bu hosilalar z = f'(x,y) funktsiya uchun ikkinchi tartibli xususiy hosilalar

bo’ladi.
Adgar birinchi hosila, masalan, x bo’yicha olingan bo’lsa, u holda undan x,y lar bo’yicha olingan hosilalar

quyidagicha belgilanadi:
Pr_o() P _o/a)
ax? ox\ox) oxoy oy\ox)

Ayrim hollarda ikkinchi hosilalar uchun

w_ ] w_ [l
z,"=¢€,' ' 2,"= €,

belgilashlar ham ishlatiladi.
Agar birinchi hosila y bo’yicha olingan bo’lsa, u holda ikkinchi hosilalar quyidagicha belgilanadi:

0’z 0oz , 0z 0feoz oo
=——|=Z y 5 = — | = .

ovox  ox\ay) et ovley)

Uchinchi, to’rtinchi va h.k. yuqori tartibli hosilalar aynan shunday Kiritiladi.

Har xil o’zgaruvchilar bo’yicha olingan yugori tartibli

0’z 0’z 0’z 0’z
) ) : Ya
oxdy ' Oydx ' ox’dy’ oxoy’ '
xususiy hosilalar aralash hosilalar deyiladi.
1-misol. z = x4y3. Uchinchi tartibgacha barcha xususiy hosilalarni toping.

Yechish. z,'=4x’y’, z, "=12x"y’, z "=12x")7, 2z =240,
2" =36x7y" 2, M=36x7)7, 2, = 24x
1 4.2 "_ 3.2 " 4 "m_ 2.2
z,'=3x"y" z,"=12x"y", z "= 6x"y, 2z, ""'=36x")",

"m__ 3 "me__ 2 "me__ 4
z,,"'=24x"y, 2z, "'=24x"y, z, "= 0x".

2-misol. z = arctg X Ikkinchi tartibgacha barcha xususiy hosilalarni hisoblang.

y
0.
Yechish. d =%, %=—%,
ox Xx +y Oy x +y
z_of y |___ 2w
ox®  ox\x*+y? (2+y22,
0’z B 8( b% j x> -y’
ol 22T >
oxoy oy\x"+y ‘2.,_),2/
0’z 3 8( X J x* =y’
Tl a2 g2, 22
oyox ox\ x"+y ¢C+y )
822_ 8( X J 2xy
vt ovl T g2 22
oy- oyl x"+y ¢C+y )

10.2. Aralash hosilalar hagidagi teorema

1 Biz bu yerda ham ttushunish oson bo’lishi uchun ikki erkli 0’zgaruvchi bo’lgan hol bilan chegaralanamiz.
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Yugoridagi ikkala misolda ham ayrim aralash hosilalar o’zaro teng ekanligini kuzatgan edik. Lekin bundan har
doim shunday bo’laveradi, deyish xato bo’ladi. Bunga misol sifatida
2 2
X -y
5 [(0,0)=0
x4y

x> +y? >0 laruchun f(x,y)=xy

funktsiyani ko’raylik.

2 2 2.2
%:y.[xz yz + le yZ)] (x* +y* >0 lar uchun) va
ox x+y €4y b
/.'(0,0)=0.

Agar x ga nol giymat bersak, ) ning ixtiyoriy giymati uchun £ '(0,»)=—y bo’ladi. Buni y bo’yicha
differentsiallasak f.,"'(0, y) = —1 ga ega bo’lamiz. Xususan (0,0) nugtada ham /. "'(0,0) = —1 bo’ladi.

Aynan shundek mulohazalar bilan /| ''(0,0) =1 ekanligiga ishonch hosil gilish giyin emas.

Demak, berilgan funktsiya uchun f,"(0,0)# £, ."(0,0) ekan.

Avralash hosilalarning tengligi hagidagi fikrlarni Eyler va Kleroning? ishlarida ham uchratish mumkin, lekin
buning gat’iy isbotini 1873 yilda Shvarts® bergan.
Quyidagi teorema aralash xususiy hosilalarning teng bo’lish shartlarini beradi.

Teorema. Agar: 1) f(x,y) funktsiya biror ochig D sohada aniglangan; 2) shu sohada birinchi ﬂ va f. ',

ikkinchi aralash fxv va f}x xususiy hosilalarga ega va nihoyat 3) f, xy va yx xususiy hosilalar x,y larning

funktsiyasi sifatida ) sohaning biror (x,, ), ) nugtasida uzluksiz bo Isa, u holda shu nugtada

fx;(xO’yO):f);;c(‘xODyO) @
bo’ladi.
Isboti. Hagigatan ixtiyoriy Ax, Ay orttirmalar uchun
A, ly f (Xo’ yo)_: A, ' (X01 Yo +Ay) ~f (Xo’ yo)::
= I (X + AX, Y + Ay) = f (X, + AX, yo):_
F X, Yo +AY) = (%, o) = (% +AX, y, + Ay) - @
— (% Yo +Ay):_ l (% +AX, o) — T (X, yo)::
=A, I (X +AX, ¥o) = f (X, YO):: Ay tx f (X, yo):
Yordamchi
P(x,y0) = f (X, y +AY) = f(x, )
funktsiyani kiritaylik. Umumiylikni buzmagan holda Ax >0 deb, bu funktsiyaga ¢0 »Xo T+ Ax: oralig uchun
Lagranj teoremasini qo’llasak (teoremaning 1-shartiga ko’ra, fx xususiy hosila mavjud bo’lgani uchun bunga
haqqimiz bor):
Ay ly f (XO' yo) = Ax(”(xo’ yo) = (0()(0 + AX, yo) -
— (%, Yo) = 9" (% +OAX, yo) - A= ®)
AX - I‘X'(xo +OAX, Yo + AY) — f, (X +OAX, Y,) ;.
buyerda 0 <6 <1.
Endi, teoremaning 2-shartiga ko’ra fxv xususiy hosila mavjud bo’lgani uchun oxirgi tenglikka yana Lagranj

teoremasini qo’llash mumkin. U holda: _
A, Ixyf (X9, ¥0) =Ax-Ay- f, € +0OAx,y, +6,Ay )

2 Aleksis Klod Klero (1713-1765) — buyuk farang matematigi.
3 Karl German Armanlua Shvarts (1843-1921) — olmon matematigi.
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buyerda 0 <0, <1.
Teoremaning 3-shartiga ko’ra f’ U aralash hosila ( x,, y, ) nugtada uzluksiz bo’Igani uchun (4) ni quyidagicha yozamiz:
A, NGy = A Ay [ €y, e, ©)
bu yerda Ax, Ay —0 bo’lganda e—0 bo’ladi.
(5) da Ax, Ay —0 bo’lganda limitga o’tsak:
A b )
AxAy

= [ (30, 30)- (6)
Aynan shundek mulohazalar bilan

w(xg,¥) = f(x, +Ax, y) = f(xy,¥)
yordamchi funktsiyani qo’llagan holda _
]jm Ay Bxf(‘x()’yo)_:

Ax—0 AxAy

Ay—0

f);;r(x09y0) (7

munosabatga kelamiz.

U holda (2) tenglikka asosan (6) va (7) lardan (1) kelib chigadi.

l-eslatma. Induktsiya usuli yordamida bu teoremani fagat differentsiallash tartibi bilangina farq giladigan istalgan
tartibli aralash xususiy hosilalarga go’llash mumkin. Masalan,

o°f _56[“}..5 ar”}_aﬁa: _ ot
o*xoy oy |ox|ox || ox|aylox ]| ox|ox|oy|[ ayaix

2-eslatma. Yugoridagi misolda ko’rilgan funktsiya uchun teoremaning sharti bajarilmayapti, chunki
funktsiyaning aralash hosilalari (0,0) nugtada uzluksiz emas. Shu sababli bu funktsiyaning aralash xususiy hosilalari
teng emas.

10.3. Yuqori tartibli differentsiallar
Biror D sohada 1-tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lgan z = f(x, ) funktsiya berilgan bo’lsin. U

holda uning to’la differentsiali deb,

dz = ga’x + %dy
ox oy
ifodaga aytgan edik. Bundan ko’rinadiki, dz ham x, y larning funktsiyasi bo’ladi. Agar f ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy
hosilalarga ega bo’lsa, dz birinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’ladi. Shu sababli uning to’la differentsiali
d(dz) to’g’risida gapirish mumkin. Uni f ning ikkinchi tartibli to’la differentsiali deb, @’z ko’rinishda belgilaymiz.
Demak,

d%z = d(dz) = d(@d“@dyJ _ d(ﬂjdm
OX oy OX

2 2
+d[%jdy=[ﬂdx+ 0z dyjdx+

ox’ oxoy
2 2 2 2 2
+ 0z dx+a—jdy dy = a—fd)f +2£dxdy+a—fdy2.
0yox oy Ox Ox0y oy

Aynan shundek, ikkinchi tartibli differentsialning differentsialini uchinchi tartibli differentsial, deb atab, d’z
ko’rinishda belgilaymiz va h. k. (1—1: - tartibli differentsialning to’la differentsialini 7 -tartibli differentsial deb, d"z
ko’rinishda belgilaymiz.

n -tartibli differentsial mavjud bo’lishi uchun f » -tartibgacha barcha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lishi
zarur. Keyingi tartibli differentsiallarni yozish qadam sayin og’irlashib boradi. Bu ishni engillashtirish magsadida
quyidagicha ish tutiladi:

Birinchi differentsialda Z ni shartli ravishda gavs tashqarisiga chigaramiz
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dz = ga’x+£a’y -z,
ox oy

Agar ikkinchi tartibli differentsialda ham Z ni shartli ravishda gavs tashqarisiga chigarsak,

2 2 2

d’z= a—zdx2+2 0 +a—2dy2 -z, (8)
Ox Ox0y 0Oy

gavs ichidagi ifoda xuddi birinchi differentsialdagi gavs ichidagi ifodaning kvadratiga o’xshaydi. Agar (8) dagi

gavs ichidagi ifodani shartli ravishda
2
idx + 2dy
ox Oy

2
d’z :(ﬂderidyj -z
ox oy

ga teng deb olsak, u holda

ni hosil gilamiz.
Aynan shundek, induktsiya usulini gqo’llab, ixtiyoriy # uchun shartli

d"z= ia’)H—ia’y z ©)
ox oy

tenglikka kelamiz.
Agar berilgan z = f(x,y) funktsiya n-tartibgacha barcha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lsa, u holda (9)

ga binom formulasini qo’llab, quyidagi ko’rinishga kelish mumkin:

n Lo 0" i L oo 0"z i
dZ: Cnt : ,dx'”dl~Z= Cnl : .dxnld"
; n axnftayz y ; n axnﬂayl y
Endi agar, z = f(x,y) murakkab funktsiya bo’lsa, ya’ni bu yerda,
x=o(t,t,), y=y(t,t,)
bo’lsa, u holda birinchi differentsial 0’z ko’rinishini saglasa ham ikkinchi differentsial 0’z ko’rinishini saqlamasligi

mumkin, chunki endi dx, dy lar 0°zgarmas bo’Imasligi mumkin.
Berilgan funktsiyaning ikkinchi differentsialini hisoblaylik:

oz 0z 0z oz
d?z=d| = |-dx+d| — |-dy+—-d(dx) + —-d(dy) =
(axj (ayJ Vo A5 A
) (10)
= idx+ﬁdy -z+g-d2x+g-d2y.
oX oy OX oy

(10) tenglikdan ham ko’rinadiki, umuman aytganda, tartibi birdan yugori bo’lgan differentsiallar uchun
invariantlik xususiyati o’rinli emas ekan.

Agar xususan x,y lar £,,%, larning chizigli funktsiyalari bo’lsa, ya’ni
x=at, +bt,, y=a,t +byt,
bo’lsa, u holda
dx=adt +bdt, =a At +bAt,, dy=a,dt +b,dt, =a,At, +b,At,,

yani dx,dy lar t,,t, larga bog’liq emas. Bundan, agar erkli X, o’zgaruvchilarni #;,, larning chizigli ifodalari
bilan almashtirilsa, barcha yuqori tartibli differentsiallar ko’rinishi invariant bo’lishi kelib chigadi.

10.5. Teylor formulasi

Faraz qilaylik, z= f(x,y) funktsiya biror (x,,),) nuqta atrofida » -tartibgacha barcha uzluksiz xususiy
hosilalarga ega bo’lsin. x,, va y, larga shunday Ax va Ay orttirmalar beraylikki, (X,,,) va (X, +Ax,y, +Ay)

nugtalarni birlashtiruvchi to’g’ri chizig kesmasi ( X, )/, ) nugtaning garalayotgan atrofidan tashgariga chiqib ketmasin.
Bu kesma tenglamasi quyidagicha:
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X=x,+tAx, y=y,+tAy (0<t<1)
bo’ladi. U holda z = f'(x, y) funktsiya bu kesma bo’ylab bitta # o’zgaruvchining funktsiyasi bo’lib goladi:
[Gy)= [ +tAx,y, +ihAy = F(0). (12)
Bundan
N (%95 ¥9) = [ (xg + A%,y + Ay) = [ (%0, ¥y) = F(1) = F(0) . (12)
F () ning 14=0 nuqta atrofida Makloren formulasi bo’yicha yoyilmasidan foydalanamiz:
F (0) NARUFTINARD!

" (0<O<t
R RS

F(t)=F(0)+—~

Agar bu yerda =1 desak,

(c <
(O) 719 , 0<0<t, (13)
n!

A (x0,39) = F(1) - F(0) = Z
k=1
tenglikka ega bo’lamiz.
(11) tenglikdan foydalanib, F(t) funktsiyaning hosilalarini hisoblaylik:
of (x, +tAaxayo +1Ay) Ax+ af (x, +té’;)’0 +14y) Ay
X

F'(t)=
Agar bu yerda 7 =0 desak,

F'(0) =

CACTI Y N/ A COYS /) B
o Ax + Y Ay df(xoayo)

bo’ladi. Aynan shundek,

2 2
F"(0) = 1%, %) fé);‘; Yo) . ax? 4291 (X0 ¥o) - AXAy +

Oxoy
% f (%,
+éyOZyO)'Ay2 :dzf(xo’yo)’

F"'(0) :d3f(x()syo)' s F(nil)(o)zdnilf(xoayo)'
Bularni (13) ga qo’ysak,

df 06, y)) , 4" (%, )
u (n=1)! (14)

+%d” f (X, +6AX, Y, + OAY)

Af (Xoa yo) =

ga ega bo’lamiz.
(14) formula z = f'(x, y) funktsiya uchun Teylor formulasi, deb ataladi. Uning xususiy hosilalar bo’yicha ifodasi
ancha murakkab. Xususiy 7 =1 va 1 =2 bo’lgan hollar uchun bu formula quyidagicha ko’rinishda bo’ladi:

F@n) = Sy + LOFOETXN OG0

Ox
+af(x0+‘9(x_xo)ayo+‘9(y_yo))(y_y0);
Oy
£ = 0,y + 03 )+ 20y
1 a2f(x0+9(x_xo)vyo+e(y_yo))(x_x )+
2 ox’ ’
+82f(xo+‘9(x_xo}yo+9(J"Yo))(y_yo)2 ) (15)

oy
11-§. Yuksaklik sirtlari

Bizga R; fazoning biror D sohasida aniglangan
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u=f(x,,2) (6]
funktsiya berilgan bo’lsin. Bunda [) sohada skalyar maydon berilgan deyiladi. Agar masalan, ©# bu yerda
M (x,y,z) nugtaning haroratini bildirsa, harorat-larning skalyar maydoni; agar D nbiror gaz yoki suyuqlik bilan
to’ldirilgan bo’lib, # uning bosimini bildirsa, bosimlarning skalyar maydoni berilgan deyiladi va h. k.

Biror o’zgarmas ¢ son uchun D sohaning
f(xpy,z)=c )
tenglikni ganoatlantiradigan nuqtalari to’plami Rs da biror sirtni beradi. Agar s ga boshga giymat bersak, boshqga sirt
hosil bo’ladi. s ga har xil giymatlar berish natijasida hosil bo’ladigan bunday sirtlarni yuksaklik sirtlari, deb
atashadi.
1-misol. Berilgan

2 2 2
U=—- Y + 2
4 9 16
skalyar maydon uchun yuksaklik sirtlari yarimo’qlari mos ravishda 2Je, 3e, e bo’lgan
2 2 2
Xy
4 9 16
ellipsoidlar bo’ladi.
Agar f X, ) ning funktsiyasi bo’lsa, u holda
u=f(x,y)
skalyar maydonning yuksaklik sirtlari Oxu koordinatalar tekisligidagi
fy)=c

chiziglardan iborat bo’ladi. Shuning uchun bunday holda ularni yuksaklik chiziglari, deb ataymiz.
2-misol. Berilgan
z=1-x" -’
skalyar maydonning yuksaklik chiziglari tenglamalari
1-x*-y*=c¢
bo’lgan chiziglardan iborat bo’ladi. Bular ma’lumki, markazi koordinatalar boshida bo’lgan +1—¢ radiusli

kontsentrik aylanalardir. Xususan, s=0 bo’lganda x> +y2 =1 aylana hosil bo’ladi.

12-§. Yo’nalish be’yicha hosilalar

Faraz gilaylik, & = Q)x,wy" ixtiyoriy birlik vector bo’lsin. U holda 2-§ da berilgan yo’nalish bo’yicha
limitning ta’rifiga asosan, f funktsiyaning (X, ) nuqtadagi @ yo’nalish bo’yicha hosilasi deb,

1].mf(X+tw),,y+twy) f(x,y):a_ji @
-0 t 00
limitga (agar u mavjud bo’lsa) aytamiz. Agar ¢ musbat giymatlar gabul gilib, nolga intilsa, uni f funktsiyaning #
bo’yicha f =0 nugtadagi o’ng hosilasi deb, agar / manfiy giymatlar gabul gilib, nolga intilsa, uni f funktsiyaning ¢
bo’yicha f =0 nuqtadagi chap hosilasi deb ataymiz.

Aytish joizki, f funktsiyadan X ning musbat yo’nalishi bo’yicha olingan hosila uning X bo’yicha olingan o’ng
xususiy hosilasiga, X ning manfiy yo’nalishi bo’yicha olingan hosila X bo’yicha olingan chap xususiy
hosilasining teskari ishora bilan olingan giymatiga teng bo’ladi.

Teorema. Agar /funktsiya (x, y,z) nuqtada differentsiallanuvchi boIsa, u holda uning ixtiyoriy birlik vektor

n= fosa,cosﬁ,cosy: yo 'nalishida hosilasi mavjud va u quyidagi formula yordamida aniglanadi:

a_{zicosa+gcosﬂ+gcosy, 4)
on ox oy 0z

bu yerda, xususiy hosilalar (x,y,z) nugtada hisoblangan va «, 5,7 lar 7 vektorning mos ravishda x, Y.z

o’qlar bilan hosil gilgan burchaklaridir.
Isboti. Yo’nalish bo’yicha hosilaning (3) ta’rifiga va to’la hosila formulasiga (6-§, (6) formulaga garang) ko’ra:
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g—]jm f(x+tcosa,y+tcosfB,z+tcosy)— f(x,y,z)
on B t—0 t -

= {%f(x+tcosa,y+tCOSﬂ,ZﬁLtCOS?/)}L—o:

= gcosa+gcosﬂ+gcosy.
Ox oy 0z

Teoremaning aksi o’rinli emas, ya’ni funktsiyaning har ganday yo’nalish bo’yicha hosilalari mavjudligidan

uning differentsiallanuvchiligi kelib chigmaydi. Masalan, y = x’ parabolaning nugtalarida bir, undan tashqaridagi

nugtalarda nolga teng bo’lgan funktsiya differentsiallanuvchi emas, lekin uning ixtiyoriy yo’nalish bo’yicha hosilasi
mavjud.

Agar X = @(s),y =w(s),z = y(s)— Isilliq chizigning tenglamalari bo’lsa, bu yerda, parametr s — yoy
uzunligi, u holda

dx | dy dz
I S), —= y T = N
AR 1 V) o =2()
miqdorlar 7" ga o’tkazilgan urinma vektorning yo’naltiruvchi kosinuslari bo’ladi. Shuning uchun
o o . o T _d
- +— +— = ’ ’ ’
% o (s) " (s) P4 (s) X T (@(s),y(s), x(5))

bu yerda, f differentsiallanuvchi funktsiya, urinma vektor yo’nalishida olingan hosila bo’ladi. Uni yana I" bo’ylab
olingan hosila, deb ham atashadi.

13-§. Gradient

D sohaning har bir (x, y,z) nugtasi uchun f ning (x, y,z) nugtadagi gradienti, deb ataluvchi
of of 0O
gradf = l,l,l
Ox Oy 0Oz
vektorni kiritamiz. U holda (4) formulaning o’ng tomonini gradf va #n vektorlarning skalyar ko’paytmasi
ko’rinishida ifodalasa bo’ladi:

Y _ gradf,i”
on

Skalyar ko’paytmaning xossasiga ko’ra €radyf, ﬁ:z np.(gradf)
bo’lgani uchun

T _ np, (gradf) o
on
bo’ladi, ya’ni f funktsiyaning (x,),z) nuqtadagi 7 vektor yo’nalishi bo’yicha olingan hosilasi uning shu
nuqtadagi gradientini 7 yo’nalishga bo’lgan proektsiyasiga teng ekan.
Bundan har ganday birlik 7 vektor uchun
94

= =| @radf,i < |\gradf| )

7

ekanligi kelib chigadi. Agar gradf = 0 bo’lsa, u holda barcha 7 yo’nalishlar

bo’yicha g: 0 bo’ladi. Agar gradf #0 bo’lsa, u holda gradf bo’ylab yo’nalgan birlik
n

ny, = ‘;050{0 ,€08 3,,c087, : vektor yo’nalishidan boshqga barcha yo’nalishlar uchun (2) da gat’iy tengsizlik o’rinli

bo’ladi. Agar 71 =71 4 bo’lsa, u holda

of
Y _lerad
on, |gra ﬂ
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bo’ladi. Demak,

o
cosa, = Ox : ’
GO
Ox oy 0z
of
cosfB, = Y - ; @)
BEELE)
o) lay) oz
o
cosy, = 0z

oY (of) (oY
(23 )
Bu bilan biz gradientning quyidagi xossasini isbotladik:
1-xossa. Funktsiyaning berilgan nuqtadagi hosilasi maksimum giymatiga fagat gradient bo’ylab yo’nalgan n
yo’nalish bo’yicha erishadi. Bu giymat ‘gl’adf‘ ga tengdir.
Vektorlarning perpendikulyarlik shartidan quyidagi xossa kelib chigadi:
2-xossa. f funktsiyaning gmdf ga perpendikulyar bo’lgan yo’nalish bo’yicha olingan hosilasi nolga teng.
3-xossa. f funktsiyaning biror (x,,,,z,) nuqtadagi gradienti gradf f(x,y,z)= C yuksaklik sirtiga shu

nugtada o’tkazilgan urinma tekislikka perpendikulyar bo’ladi.
Hagigatan tenglamasi oshkormas f'(x, y,z) = C ko’rinishda berilgan sirtga o’tkazilgan urinma tenglamasi

0 0 0
-] + -y L -0 =0
ox|, |, oz|,
edi (8-§, (4) formulaga garang). Bu tenglamadan ko’rinadiki, uning normal vektori
n= A ,al ’Gl = gradf
ox|, oy|, 0zl

bo’ladi.
Misol. u = x>+ > +2z> funktsiyaning M (1,1,1) nugtadagi gradienti va shu gradient yo’nalishidagi
hosilasini hisoblang.

ou ou ou
Yechish. — = 2x, — =2y, — = 2z bo’lgani uchun M (1,1,1) nuqtadagi gradient
ox oy 0z
gradu=€,2,2

bo’ladi. Bundan

|gradu| =243,
Endi (3) formula yordamida gradientning yo’naltiruvchi kosinuslarini topamiz:
cosoc—#—L cosf L cosy = !
22427122 B V3 V3
U holda
ou 1 1 1
Hed 42— 42— =243,
i 33z B
ya’'ni

% =|gradu.
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14-§. Yopiq to’plam

Agar shunday M >0 son mavjud bo’Isaki, barcha X € A lar uchun [x| <M tengsizlik o’rinli bolsa, u holda

A c R, to’plam chegaralangan, deyiladi.

A to’plam yopiq, deyiladi, agar A ga tegishli bo’lgan x{k gl ketma-ketlikning x, € R, nugtaga
yaginlashishidan x, € A bo’lishi kelib chigsa.

Bundan bo’sh to’plam va R, fazolarning yopiq ekanligi kelib chiqadi, lekin Rn to’plam sifatida
chegaralanmagan.

Butun Rn fazoda uzluksiz F(x,,...,x,) funktsiya berilgan bo’lsin. U holda ixtiyoriy o’zgarmas C son uchun

F(x,...,x,)=C 1)
tenglikni ganoatlantiruvchi barcha x = (xl,...,xn) nugtalar to’plami B yopiqdir.

Hagigatan, agar B bosh to’plam bo’lsa, ya’ni (1) ni ganoatlantiruvchi birorta ham nugta bo’Imasa, u holda B yopiq
bo’lishini yugorida ko’rdik. Endi faraz gilaylik, B bo’sh bo’Imasin va J%‘ Zl uning biror x, € R, nugtaga intiluvchi
ketma-ketligi bo’lsin. U holda ketma-ketlik elementlari (1) ni ganoatlantiradi, ya'ni /' (xk) = C bo’ladi. Agar F ning Rn
fazoda, shu jumladan, x, € Rn nugtada ham uzluksiz ekanligini eslasak,

]]Cj{)I}oF(xk) =F(x,)=C
kelib chigadi, ya’ni x, € B. Demak, B yopiq to’plam ekan.

Aynan shunday mulohazalar bilan ixtiyoriy C son va Rn fazoda uzluksiz F'(x,,...,x, ) funktsiya uchun

F(x,,...,x,)<C

tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha nugtalar to’plami yopig to’plam bo’lishini isbotlash mumkin.
2 2 2

Misol. 2—2+;—2+i—2 =1 ellipsoid va (X=X,)*+(y=Y,)’+ (z—2,)? <r? shar yuqorida aytilgan fikrlarga asosan
yopiq to’plamdirlar.

Faraz qgilaylik, 4 va x, mos ravishda R, ning ixtiyoriy to’plami va elementi bo’Isin. Bu yerda bir-birini
to’ldiruvchi uchta hol bo’lishi mumkin:

1) Markazi X, nuqtada bo’lib, butunlay 4 to’plamga tegishli bo’Igan VXO shar mavjud. Bu holda x, nugtani
A to’plamning ichki nugtasi,deymiz.

2) Markazi x, nugtada bo’lib, birorta ham nugtasi A to’plamga tegishli bo’lmagan Vx0 shar mavjud. Bu holda
X, nugtani A4 to’plamning tashgi nugtasi, deymiz.

3) Markazi x, nugtada bo’lgan har ganday on sharning A to’plamga tegishli bo’lgan va bo’Imagan nugtalari
mavjud. Bunday x, nuqtalarni chegaraviy nuqtalar, deb ataymiz.

Barcha nugtalari ichki bo’lgan to’plam ochiq to’plam, deyiladi.

A A to’plamning barcha chegaraviy nugtalari to’plamini uning chegarasi, deb atab,
""""""" .. @ I" = 0A korrinishda belgilaymiz. Har ganday to’plamning chegarasi yopiq to’plamdir.
K A to’plamning barcha tashgi nugtalaridan tuzilgan to’plam ochiq to’plamdir.
A to’plamning chegaraviy nugtalari 4 ga tegishli ham, tegishli bo’Imasligi

O 1 % ham mumkin. Masalan:
AcC R, to’plam 114-rasmda tasvirlangan to’plam bo’lsin, ya'ni x <0 lar

uchun x> +y> <1, x>0 lar uchun x*+y* <1 va x=y=1. 4 to’plamning

114-rasm. ichki gismi A' markazi koordinatalar boshida va radiusi bir bo’lgan doiraning ichi, I”

— x* +y2 =1 aylananing nugtalari va (1,1) nugtalardan tuzilgan to’plam, A to’plamning tashgi gismi A" birlik
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aylananing tashqarisidagi (1,1) nugtadan boshqga barcha nugtalaridan tuzilgan to’plamdir. Bu yerda aylananing o’ng
yarim gismi I” chegaraning gismi bo’lsa ham, A to’plamga tegishli emas. Shu sababli A yopiq to’plam ham, ochiq
to’plam ham emas.

Demak, har ganday 4 < R, to’plam uchun R fazoni
R, =A4T+ 4"
yig’indi ko’rinishida tasvirlash mumkin ekan.

15-§. Yopiq chegaralangan sohada
uzluksiz funktsiya

Faraz qilaylik, 4 c R, chegaralangan yopiq to’plam va unda uzluksiz bo’lgan f(x) (bu yerda,
x=(x,,...,x,)) funktsiya berilgan bo’lsin.

Lemma. Har ganday chegaralangan Xt :(xlk,...,xnk) nuqtalar ketma-ketligidan biror x° =(x,0,...,xn°) nugtaga

yaginlashuvchi gism ketma-ketlik ajratib olish mumkin.
Bu lemmani 5-bob, 2.7-§ da berilgan Boltsano-Veyershtrass teoremasining umumlashgan holi, deb garash mumkin.

Isboti. x% ] ketma-ketlik chegaralangan bo’lgani uchun shunday M >0 son mavjudki, barcha j =1,...,#;
k=12,... lar uchun

‘x j‘ < ‘xk‘ <M
bo’ladi, ya'ni X g nugtalarning koordinatalari ham chegaralangan bo’ladi. Birinchi koordinatalar chegaralangan )ék
ketma-ketlikni hosil giladi. Shu sababli Boltsano-Veyershtrass teoremasiga ko’ra, undan biror xlo songa Yyaginlashuvchi
ﬁ"’l qgism ketma-ketlik ajratib olish mumkin. Ikkinchi koordinatalar orasidan tanlangan natural kzl larga mos keluvchilarini
ajratib olamiz. Natijada chegaralangan )%k" ' ketma-ketlik hosil bo’ladi. Bu ketma-ketlikdan ham biror xg ga

yaginlashuvchi )ik’z gism ketma-ketlik ajratib olish mumkin. {k,2 } ketma-ketlik {k]] } ning gism ketma-ketligi bo’lgani

0
n

) k k . . . .
uchun bir vagtda X, " x10 , x2’2 —)xg bo’ladi. Bu jarayonni davom ettirib, 7 -gadamda shunday )cl0 ,xg ooy X

sonlarni hosil gilamizki, bir vagtning o’zida

k

0 ki, 0 5 k, 0
XD X, X Xy, Y X)X,

0

bo’ladi. Endi lemma ishot bo’lishi uchun x° = €/,...,x’ ’ deyish kifoya.

1-teorema. Chegaralangan yopiq ACRn to’plamda aniglangan f(x) funktsiya shu to’plamda
chegaralangandir.
Isboti. Aksini faraz gilaylik, ya’ni f(x) funktsiyva A to’plamda chegaralanmagan bo’lsin. U holda har bir

natural K son uchun
D>k (k=12...) @
tengsizlikni ganoatlantiruvchi x* € 4 nugta topiladi. A to’plam chegaralangan bo’lgani uchun { x* } ketma-ketlik

ham chegaralangan bo’ladi, shu sababli lemmaga asosan undan biror x° nugtaga yaginlashuvchi %" ~gism

ketma-ketlik ajratib olish mumkin. Shartga ko’ra, A to’plam yopiq bo’lgani uchun x° € 4 bo’ladi. f funktsiya A4
to’plamda, shu jumladan, x” nugtada ham uzluksiz bo’lgani uchun

lim f(x") = f(x") )

bo’ladi. Bu (1) tengsizlikka ziddir. Shuning uchun f chegaralangan yopiq A4 to’plamda fagat chegaralangan bo’lishi
mumkin.

2-teorema. Chegaralangan yopiq 4 < R, to’plamda uzluksiz f(x) funktsiya shu to’plamda o zining eng
kichik va eng katta giymatlariga erishadi.

294

www.ziyouz.com kutubxonasi



Ishoti. Birinchi teoremaga ko’ra berilgan shartlarda f(x) funktsiya A to’plamda chegaralangan va demak, u
yugoridan biror K son bilan chegaralangandir:
f(x)<K (xe A).
U holda f ning A to’plamda aniq yuqgori chegarasi mavjud:
sup f(x)=M . (3)

xeA
M son quyidagi xususiyatga ega: har qanday A son uchun A4 to’plamda shunday xt = f,xé‘,...,x
topiladiki, uning uchun

k
n

_nugta

M—%<f(x")§M (k=12,...)

munosabatlar o’rinli bo’ladi.
{xk } ketma-ketlik chegaralangan yopiq A to’plamga tegishli bo’lgani uchun chegaralangandir:

= (S <&, (k=12....)
i=1

va shu sababli undan biror x° nuqtaga yaginlashuvchi x{' ~gism ketma-ketlik ajratib olish mumkin. Shartga ko’ra,

A to’plam yopiq bo’lgani uchun x° € A bo’ladi. f funktsiya A to’plamda, shu jumladan, x’ nugtada ham
uzluksiz bo’lgani uchun

lim f(x*) = f(x")
bo’ladi.
Har bir £ =1,2,... uchun
1
M-—< f(x")sM
kl
munosabatlar o’rinli ekanligini eslasak va ularda & — o0 da limitga o’tsak,

M< (XM
ga, ya'ni
fG=M
tenglikka kelamiz. Demak, (3) aniq yuqori chegaraga x'ed nugtada erishilar ekan.
Teoremaning ikkinchi gismi aynan shundek isbot gilinadi.

3-teorema. Chegaralangan yopiq 4 — R to’plamda berilgan har ganday /f'(x) funktsiya tekis uzluksizdir.
Isboti. Aksini faraz gilaylik, ya’ni shunday ¢ > @ mavjudki, har ganday & > 0 son uchun

‘x_y‘:‘ iei_yij <o
i=1

tengsizlikni qanoatlantiradigan x =(x,,...,x,)€ 4, y=(y,,...,»,) € A nuqtalar topiladiki, ular uchun

S-Sz
bo’ladi.
Endi & — oo da nolga intiluvchi & sonlar ketma-ketligini ko’raylik. Har bir & uchun x =(xlk,...,xnk)eA,
vy =(,....y,") € 4 nugtalar topiladiki, ular uchun
‘xk —yk‘ <0,
bo’lsa ham, lekin
k k
VCORNION B @
bo’ladi.
{Xk} ketma-ketlik chegaralangan yopiq A to’plamga tegishli bo’lgani uchun chegaralangan, shu sababli
undan biror x° nugtaga yaginlashuvchi Jﬂk’ _qism ketma-ketlik ajratib olish mumkin. Shartga ko’ra A4 yopiq
to’plam bo’lgani uchun x° € A bo’ladi.

0
k — oo da ‘xk’ —yk" — 0 bo’lgani uchun j{"’ ketma-ketlik ham X ga yaqinlashadi, chunki
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‘yk’ —xo‘ :‘yk’ —x" 4+ x —xo‘ S‘yk’ —xk"+‘xk/ —xo‘.
Shartga ko’ra f funktsiya A4 to’plamda uzluksiz bo’lgani uchun x’ nugtada ham uzluksizdir. Shu sababli
}ggf(xk’):}ggf(yk’)=f(x°).
Agar (4) da k — oo da limitga o’tsak,
e <lm|f(x") = £/ =|f (") = F(x")|=0

kelib chigadi, bu esa gilingan farazga zid, chunki & > @ edi.

16-§. Ko’p o’zgaruvchili funktsiyalarning
ekstremumlari

Ochiq birbog’lamli D < R, sohada u = f(x,,...,x,) funktsiya va biror x’= f,...,xS:eD nuqta
berilgan bo’lsin.
1-ta’rif. Agar x° = Qf ,...,xf _£ D nugtaning shunday ', atrofi mavjud bo ‘Isaki, barcha x € VXO nugtalar uchun

S <SG (f)2f(") (D
tengsizlik o’rinli bo’lsa, u holda x° nugta u=f(x,..,x,) funktsiyaning lokal
maksimumi (minimumi) deyiladi.

Lokal maksimum va lokal minimum nuqtalar funk-tsiyaning lokal ekstremumlari
deb ataladi.
1-misol. z= Q—lj + (/—Zj -1 funktsiya x° =(1,2) nugtada mi-nimumga
erishadi (115-rasmga garang).
Hagigatan f(12)=-1, (x-1)* va (y—2)* ifodalar x #1, y # 2 lar uchun
hamisha musbat bo’lgani uchun
€-1°+€-22-1>-1,

115-rasm

ya'ni f(x,y)> f(1,2).
I . h
2-misol. z = E —sin (2 + y2 _ funktsiya (0,0) nugtada, ya’ni koordinatalar boshida maksimumga erishadi

(116-rasmga garang).
Hagigatan £(0,0) = % 0<x’+y° < % doiraning barcha nugtalari uchun

sin(:2+y2:>0.

Shu sababli
1 ) ~ 1
f(x,y) =5—sm€2 +y2/<5,
ya'ni f(x,y)< f(0,0).

Agar x, =x] +Ax/, i =1,2,...,n desak, u holda
)= fG0) = fO + A x) + AG) = (3]0 = A
bo’ladi. Shunga asosan yugoridagi ta’rifni quyidagicha talgin gilsa ham bo’ladi:
2-ta’rif. Agar x° = €7,...,x) :e D nugtaning yetarlicha kichik atrofining barcha nuqtalari uchun
4 Au<0 (Au>0)
bo’lsa, u holda x’ nugta u = f(x,,...,x,) funktsiyaning lokal maksimumi

(minimumi), deyiladi.

z

1-teorema (ekstremumning zaruriy sharti). Agar u = f(x) funktsiya x°

nugtada lokal ekstremumga erishsa va shu nuqtada u# = f(x) funktsiyaning

barcha xususiy hosilalari mavjud bo’lsa, u holda bu hosilalar x° nugtada nolga
teng bo’ladi:

116-rasm.

296

www.ziyouz.com kutubxonasi



ACHI
Ox.

1

yi=1...,n. ¥}

. L - 0 . _ 0 0 0 0
Ishoti. Ixtiyoriy k€ h‘,n uchun X; =X, , i#k, desak, U= f(X], .. X 15X, X5, 15e0X,)

funktsiya bitta X, o’zgaruvchining funktsiyasi bo’lib goladi. Bu funktsiya shartga ko’ra, x, =x,? nugtada
ekstremumga erishadi. Shu sababli bir o’zgaruvchili funktsiya ekstremumi mavjudligining zaruriy shartiga ko’ra (8-
bob, 2.1-§, Ferma teoremasiga garang) uning hosilasining x, = x,f nugtadagi giymati nolga teng bo’ladi. Bu hosila

u = f(x) funktsiyaning X, o’zgaruvchi bo’yicha olingan xususiy hosilasidir. Demak,
co 0 0o 0
of &, X)X, . of (x7)
ox, ox,
Natija. Agar x° nugtada differentsiallanuvchi & = f'(x) funktsiya shu nugtada lokal ekstremumga erishsa,
uholda df (x°) =0 va gradf(x*) =0 bo’ladi.

=0.

Eslatma. (1) shart x° nugtaning ekstremum bo’lishi uchun yetarli emas.

4 PR 0z 4 0z 3 . . . s
Masalan, z = xy* funktsiyaning — = y*, — = 4Xy~ xususiy hosilalari (0,0) nugtada nolga teng bo’lsa-da,

ox oy

bu nugtaning ixtiyoriy atrofida Azzx_y4 —0=)cy4 orttirma giymatlari manfiy ham, musbat ham bo’lishi
mumkin, ya’ni (0,0) nuqta ekstremum nugta emas.

Bundan buyon, agar u = f(x) funktsiya x° nugtada differentsiallanuvchi bo’lsa va bu nugtada (1) shart
bajarilsa, bunday nugtalarni statsionar nuqgtalar, deb ataymiz.

Faraz gilaylik, x° _statsionar nugta, ya'ni df’ (x")=0 va u = f(x) funktsiya barcha o’zgaruvchilari bo’yicha

ikkinchi tartibgacha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lsin. U holda # = f(x) funktsiyaning x° nugta atrofida
Teylor formulasi bo’yicha yoyilmasi quyidagicha bo’ladi:

A (x°) = df (x°) +ld2f(x° +OAY) = lazzf(x‘) +0OAx) =

fZZf” ¢ +on oA, —fZZ!fm € e, Ay, =

_13 AxAx, +E- S
;,Zf ) ’ ;;gl’ p P
=—ZZfH( )Ax,Ax, +—a(AX)

bu yerda, 0 <& <1, Ax=€v,,...,Ax, , p= |Ax| = fZAxf va p— 0 da aﬁxj—) 0, chunki shartga ko’ra
ikkinchi tartibli hosilalar uzluksiz bo’lgani uchun p — 0 da max‘s ‘ =& — 0 bo’ladi. Agar

ij fxx (X) g sz’g fl’ n,

belgilashlar kiritsak, oxirgi tenglikni quyldaglcha yozish mumkin:

A (x") = - ZZ 4485 +—a(§) 3)

i=l j=1
Demak, Af(x") orttirmaning ishorasini £ = €,...,& ga nishatan
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A(ﬁ) = Zza[j‘f[éj 4)
i=1 j=1
kvadratik forma belgilar ekan.
2-teorema (ekstremumning yetarli shartlari). 1) Agar barcha & # 0 lar uchun A(&) > 0, ya'ni qat’iy musbat

aniglangan bo ’Isa, u holda /funktsiya x° nuqgtada lokal minimumga erishadi.

2) Agar barcha & # 0 lar uchun A(&) <0, ya’ni qat’iy manfiy aniglangan bo’lsa, u holda /funktsiya x°
nugtada lokal maksimumga erishadi.

3) Agar barcha & lar uchunyo A(&) <0 yoki A(£) >0 vashunday & # 0 mavjud bo Isaki, uning uchun

A(&) =0 bo’lsa, u holda /funktsiyaning x° nuqtada lokal ekstremumga erishish masalasi ochiq qoladi, ya ni
go’shimcha tekshirishlarga muhtoj.
4) Agar shunday & va &' lar mavjud bolsaki, ular uchun A(&') >0 va A(£")<0 bo’lsa, u holda /

funktsiya x° nugtada lokal ekstremumga erishmaydi.
Isboti. 1) (3) tenglikni quyidagicha yozib olamiZ'

A0y =2 IZZ ‘”55 ral) -

i=l j=1

IZZa,jn,njm@ = l4(n)+a(§>j. 5)

i=l j=1

bu yerda 77, = % , 1=1,...,n, almashtirish bajarildi.

— e
= (S =T

ekanligidan, har ganday & uchun 7 nugta 7 -o’lchamli birlik shar sirtida yotadi. A4(77) funktsiya chegaralangan
yopiq bo’lgan bu sirtda uzluksiz va shartga ko’ra musbat bo’lgani uchun bu sirtning biror nugtasida musbat bo’lgan
0’zining eng kichik m > 0 giymatiga erishadi. p = |§| — 0 da (&) — 0 bo’lganidan yetarlicha kichik & > 0

uchun va |§|<5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha & lar uchun |a(§)| <m bo’ladi. U holda barcha &,

|§| <O lar uchun
Af (x%) = f(X° +§)— f(x°) =

l\(ﬂ)+a(§) > |ﬂ+a(§) >0

va demak, f funktsiya x° nugtada lokal minimumga erishadi.
2) aynan shundek isbot gilinadi.

Endi, 3) ni isbotlaylik. A(cf) forma fo # 0 nugtada nolga aylansin. U holda har ganday & = Kfo lar uchun ham
A(E) ning birjinsli ekanligidan A(&) = A(kE’) =k’ A(E") =0 kelib chigadi. Ko’rsatilgan & lar uchun

Af (x° )— p *a(&). Lekin (&) ning ishorasi noma’lum, shu sababli f funktsiyaning x’ nugtada  lokal

ekstremumga erishishini bilib bo’Imaydi.
Endi faraz qilaylik, shunday & va &" lar mavjud bo’lsinki, ular uchun A(&') > 0 va A(&") <0 tengsizliklar

' "
o’rinli bo’lsin. Bu tengsizliklar 7'= % va 77”25 o nugtalarda ham bajariladi. Shu jumladan, yetarlicha
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kichik p uchun A(n")+a(&')>0, A(Rn")+a(E")<0 bo’ladi, ya’ni x” nugtaning yetarlicha kichik atrofida

shunday x' va x'' nugtalar mavjudki, bu nugtalarda £ (x') > £(x°) va f(x'") < f(x") bo’ladi. Demak, bu

nugtada ekstremum yo’q ekan.
Ikki o’zgaruvchining funktsiyasi bo’lgan hol uchun kvadratik formaga yuqoridagi teoremada qo’yilgan

talablarni aij koeffitsientlar orgali ifodalovchi Silvestr* shartlari, deb ataluvchi mezonlar mavjud: agar a,, > 0,

a4y a, 4y

>0 bo’lsa, A(£)>0 va agar a;; <0, >0 bo’lsa, A(&)<0 bo’ladi. Agar a;

a, 4y

a, 4y

koeffitsientlar f funktsiyaning ikkinchi hosila-larini x’ nuqgtadagi giymatlari ekanligini eslasak, u holda 2-
teoremaning gismlarini quyidagicha tavsirlasa bo’ladi:

1) agar f, (x*)>0, fx':x] ()co)'f;zx2 (x*) - l’m (xo)j >0 bo’lsa, f funktsiya x° = ({’,xg’ : nugtada lokal
minimumga erishadi.

2)agar f, (x")<0, fi (°)-f,, (x")- hm (xo)i >0 bo’lsa, f funktsiya x* = €°,x? nugtada lokal
maksimumga erishadi.

3°) agar f,, (x°)- f,, (x°)- I’W (xo)i <0 bo’lsa, kvadratik formaning ishorasi bir xil bo’Imaydi, shu

sababli Af(x”) orttirmaning ishorasi ham bir xil bo’Imaydi. Demak, x° = LX) _nugtada ekstremum yo’q.

4’) agar fx'lxl (xo)-fx"zx2 (x") - Iﬁxsz (xo)i =0 bo’lsa, x° = l",x;’ _ nugtada ekstremumning bor yoki
yo’qlik masalasi ochiq goladi.

3-misol. z = x° —3xy er2 funktsiyaning lokal ekstremumlarini toping.

Yechish. Avval statsionar nugtalarini topamiz:

0 3x>=3y=0
—Z:3x2—3y,%=—3x+2y, <
ox oy -3x+2y=0

Sistemani yechsak, x' = (0,0) va x> =(%,%) nugtalar hosil bo’ladi. Ikkinchi hosilalarni hisoblaylik:

faGy=6x =0, f,(x)=2, f1,(x")=-3,
a;dy —a122 =-9<0
fo()=6x] . =9>0, a8,-a, =9>0.

Demak, x' = (0,0) nugtada ekstremum yo’q, x’ = (%,%) nugta esa lokal minimum ekan.

17-§. Funktsiyaning eng katta va eng
kichik giymatlarini topish

Biror yopiq chegaralangan D — R, sohada uzluksiz differentsiallanuvchi u = f(x) funktsiya berilgan

bo’lsin. Ma’lumki (15-§, 2-teorema), bu funktsiya D sohada o’zining eng katta va eng kichik giymatlariga erishadi.
Bu giymatlarga erishiladigan nugtalar soha ichida ham, chegarasida ham bo’lishi mumkin. Agar bunday nugta soha
ichida bo’lsa, # = f(x) funktsiya bu nugtada lokal ekstremumga erishadi. Shu sababli funktsiyaning eng katta va
eng kichik giymatlarini topish uchun uning hamma statsionar nugtalarini aniglab, funktsiyaning bu nuqtalardagi
giymatlarini funktsiyaning chegaradagi qiymatlari bilan solishtirish kerak. Bu giymatlarning eng kattasi
funktsiyaning eng katta giymati, eng kichigi esa funktsiyaning eng kichik giymati bo’ladi.

4-misol. z=x" er2 —-2x+y-1 funktsiyaning x=0,y=0, y=x+1 to’g’ri chiziglar bilan o’ralgan yopiq
sohadagi eng katta va eng kichik giymatlarini toping.

4 J.J.Silvestr (1814-1897) — ingliz matematigi.
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1
Yechish. z,'=2x-2, z,'=2y+1, x, =Ly, :—E, [1’_;}5[)

A

117-rasm.

7

1
jzg, 2(-1)=2,z(0)=1.

4

y, ya’ni soha ichida ekstremal nugtalar yo’q, ularni soha chegarasidan izlaymiz.
1) AOda:y=0,xe ll,O_ bo’lgani uchun z=x"-2x-1, z'=2x-2,
x=1¢ ‘1,0 _, demak, statsonar nug-tasi yo’q, z(-=1) =2, z(0) = —1.

2) OBda: x=0, ye I),l:, z=y"+y-1, z2'=2y+1, y:—%g I)l yana
oralig ichida statsionar nugtalar yo’q, z(0) = —1,z(1) =1.

1 ~
3)ABda: y=x+1, z=2x"+x+1, z'=4x+1, 7 e €1,0 -statsionar nugta,

Bu giymatlami solishtirsak: z_, (4) =2, z_, (O) = —1 ni hosil gilamiz.
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18-§. Shartli ekstremumlar

R, da u= x* +y2 funktsiyani ko’raylik. Geometrik nugtai nazardan bu funktsiya koordinatalar boshidan

M (x, y) nugtagacha bo’lgan masofani bildiradi. Shu ma’noda uning eng katta giymati yo’q. Agar uni tenglamasi
2

2
x_2 + Z—Z =1 (b>a)bo’lgan ellipsning M (x, y) nugtalari uchun tekshirsak, bu masofa ikki B, @, b; B, (),—b:
nugtalarda eng katta giymatlarga erishadi.

Demak, berilgan funktsiya butun R, tekislikda eng katta giymatga erishmasa ham, M (x, y) nugta ellipsda
yotibdi degan qo’shimcha shartda ikki nugtada eng katta giymatini gabul gilyapti.

Bu holat funktsiyaning argumentlari qo’shimcha shartlarni ganoatlantirganda, uning ekstremumlarini topish
masalasiga olib keladi. Bu masala shartli ekstremumlar masalasi, deb ataladi.

Yana bir masala ko’raylik. Maydoni 2a bo’lgan temir tunukadan eng katta hajmli parallelepiped shaklidagi
yopiq javon tayyorlash kerak bo’lsin.

Bu javonning o’Ichamlarini mos ravishda X, ¥,z desak, uning hajmi

9 =xyz
bo’lib, to’la sirti Xy + yz +xz = 2a bo’ladi. Bu shartli ekstremum masalasidir, bu erda, X, ), Z o’zgaruvchilar
go’shimcha Xy + yz + xz = 2a shart bilan bog’langan.

n o’zgaruvchining u = f(x) funktsiyasi berilgan bo’lsin, bu yerda x = €,,x,,...,x, : Shu funktsiyaning
ekstremumlarini, uning argumentlari qo’shimcha

9,(x)=0,i=L2,...,m,(m<n) 1)
munosabatlar bilan bog’langan, degan farazda topish talab etilgan bo’lsin. (1) tengliklarni bog’lovchi tenglamalar,
deb ataymiz.

Ta’rif. Agar M0 ning shunday atrofi mavjud bo’lsaki, bu atrofning (1) bog’lovchi tenglamalarni

ganoatlantiradigan M nugtalari uchun
JM)<f(My) (f(M)=f(M,))
0

no_

tengsizlik o’rinli bo’lsa, (1) tengliklarni ganoatlantiruvchi M Qlo,...,x nuqgtani lokal shartli maksimum

(minimum) nugta, deb ataymiz.
Lokal shartli maksimum va minimum nuqtalarni lokal shartli ekstremumlar, deb ataymiz.

Yugorida ko’rilgan masaladagi B, (),b: nugta lokal shartli maksimum nugtadir, chunki ellipsning boshga
barcha M nugtalari uchun

J(M)< f(B).

Lagranj bu masalani hal gilish uchun quyidagi usulni taklif etgan. Yordamchi
F& 2,02, = [+ 2,0,(x)
i=1

funktsiya tuzib olamiz. Bu funktsiyani Lagranj sha’niga Lagranj funktsiyasi va )LI, .. .,/1m larni Lagranj
ko’paytuvchilari, deb atashgan.
Agar M, nugta f funktsiyaning lokal shartli eks-tremumi bo’lsa, u holda u F' ning lokal ekstremumi bo’ladi,
Zhuls(aj\babli ekstremumning zaruriy shartiga ko’ra, /' dan olingan barcha xususiy hosilalar bu nugtada nolga teng
o’ladi, ya’ni

@+/11%+...+/1m%—0,

Oox, ox, Oox,
i+/11%+...+/1m P, =0,
ox, Oox, Oox,
.................................... o)
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i+ﬂq%+...+lm%:0.
Oox ox Oox

n n n
(1) va (2) tenglamalar m+n ta Xx,...,X,, ,...»/4  noma’lumlarga nisbatan 7+ 7 ta tenglamalar

m

sistemasini tashkil etadi. Bu sistemaning yechimlarini F' funktsiyaning statsionar nugtalari, deb ataymiz. Tabiiyki,
statsionar nugtalarning hammasi ham lokal shartli ekstremum bo’lavermaydi. Buni aniglash masalasini umumiy hol
uchun ochiq goldiramiz.

> b
1-misol. z = x* + y2 funktsiyaning Q— \/5/ + (/— \/E/ <9 doiradagi eng katta va eng kichik giymatlarini toping.

0z 0z
Yechish. Avval funktsiyaning statsionar nugtalarini topamiz: 5_ =2x, 8_ =2y.Bundan x=0,y=0.
x y
(0,0)eD. Bu nuqtada funktsiya eng kichik giymatga erishadi: z_. (0,0) =0.

. - . 2 2 - . .
Endi funktsiyani chegarada, ya’ni (— \/E/ + (/—\/E/ =9 aylanada tekshiramiz. Buning uchun Lagranj
funktsiyasini tuzib olamiz:

F(x,y,A)=x>+)’ +/1|:‘—\/§j+‘/—\/52—9:|.

Uning xususiy hosilalari a—F = 2x+2/1(—\/5:, 8_F:2x+2/1§_\/§‘ bo’ladi. X,y va A larni aniglash
uchun quyidagi sitemani tuzib cﬁgmiz: % ’
x+2€-2 =0,
y+Aa & - \/5} 0,
(—\/Ej+ ‘/—\/Ej=9.
Bu sistema ikkita yechimga ega:

x=y=5J2/2,1=-5/3,2=25;
x=y=—+2/2,24=-1/3,z=1.
Demak, funktsiya eng katta giymatiga (\/5/2;5\/5/2‘ nugtada erishadi: z,_. = 25.
19-§. Eng kichik kvadratlar usuli
Faraz gilaylik, tajriba natijasida kuzatilgan o’zgaruvchi x va y miqdorlarning # ta giymatlari quyidagi jadval
ko’rinishida olingan bo’lsin:

X X1 X, i X

y Y1 Y2 7 Yn
Shu jadvaldan foydalanib, x va y migdorlar orasidagi

y=sf(x) )
funktsional bog’lanishni aniglash talab gilingan bo’lsin.
(1) funktsiyaning ko’rinishini XOY tekislikda koordinatalari Qi, Y, _ bo’lgan nugtalarning joylashishiga garab

tanlaymiz. Masalan, bu nugtalar 118-rasmdagidek joylashgan bo’Isa, (1) ni chizigli ¥ = ax + b funkisiya ko’rinishida,

agar 119-rasmdagidek joylashgan bo’lsa, y = ax” ko’rinishda izlaymiz.

y=f(x,a,b,c,...)

Tanlangan

v

- >
(@) X1 X2 X3 Xp X
118-rasm 119-rasm
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funktsiyadagi noma’lum a,b,c,... koeffitsientlarni shunday tanlash kerakki, natijada bu funktsiya kuzatilayotgan
jarayonni to’lagonli ifodalasin.

Bu masalani hal gilish uchun eng kichik kvadratlar usuli, deb ataluvchi usul keng qo’llanib kelinadi. Bu usul
tajriba natijasida olingan y, qiymatlarga nisbatan biz tanlagan funktsiya natijasida yo’l go’yilgan xatolikni
baholovchi

S€Gbe,... =y bh-r€.abec,... @
i=1
ifodani minimallashtirishga asoslanadi.
a,b,c,... parametrlarning giymatlarini shunday tanlaymizki, bu giymatlarda (2) yig’indi eng kichik giymatga ega

bo’lsin. Bu bilan ko’rilayotgan masala (2) funktsiyaning eng kichik giymatini topish masalasiga keltiriladi.
(2) funktsiyaning minimum nugqtalarini uning statsionar nuqtalari orasidan gidiramiz. Statsionar
nugtalarni avvalgi paragrafning 1-teoremasiga ko’ra,
oS oS oS

_:0,—20,—=0,... (3)
Oa ob oc

yoki
1 \_a i 9 aba 3--'\
ZI}i_f‘:iaaabaca"',Lfel ? < /ZO
i=1 Oa
. < €,,a,b,c,....
.—f€.,a,b,c,... Do)
2 b7 B
2 <0 <,a,b,c,...\
Zl/i_f‘:i,a,b,c,...:fel /=O (4)
i=1 - oc
tenglamalar sistemasining yechimi sifatida aniglaymiz.
Bu paragrafda biz shu usulni ikki hol uchun ko’rib chigamiz.
l.y=ax+ b bo’lsin. U holda (2) ifoda quyidagi ko’rinishda bo’ladi:
Sa,by=> b —€x +b .
i=1
Bundan
oS S ~
_Z_ZZ I/i - €x, +b x, =0,
oa i=1
os : <
—=-2 —€x, +b =0,
ab ; I/l 1 L
n 2 n n
a-in +b-Zxi :Zx,y,,
|:l i=1 i i=1 ) (5)
a- Y x+b-n=>y,
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bo’ladi. Demak, x, =x, =...=X, =c bo’lgan holdan boshga barcha hollarda A#0 bo’ladi, ya’ni (5) sistema aniq

yechimlarga ega. Agar X, =X, =...=X, =C bo’lsa, u holda biz gidirayotgan funktsiyamiz tenglamasi X = C

bo’ladi.
2. Approksimatsialovchi funktsiyani y = ax” + bx+ ¢ ko’rinishda gidiraylik. Unda (4) sistema

Zn: I/i—(ixi2+b><i +c:;_<i2=

ZI/ (ix+bx|+:z( 0,

Z |- € +bx +c:_=0,
i=1

yoki
a Zn:x,“+b-zn:x,3+c-zn:xf =Zn:xi2yi,
i=1 i=1 i=1 i=1
a Zn:xf+b-zn:xf+c~zn:xizzn:xiyi, Q)
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n

ko’rinishda bo’ladi.
Misol. Tajriba natijasi quyidagi jadvaldan iborat bo’lsin:

X 1 2 3 5
Yy 3 4 2,5 0,5

Yechish. (1) funktsiyani y = ax+b ko’rinishda izlaylik. U holda a va b koeffitsientlarni topish uchun (5)
sistema ishlatiladi. Bu sitemaning koeffitsientlarini topib olaylik:

4

4 4
Z = =11,Z4:xiyi=21:zy,-=10-
i=1 i=1

i=1

Demak, (5) sistema

39a+11b =21,
1la+4b =10

ko’rinishda bo’ladi. Bu sistemani yechib, a = —26/35, b =159/35 ni topamiz.
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14 -BOB
DIFFERENTSIAL TENGLAMALAR
1-§. Umumiy tushunchalar. Ta’riflar.

1.1. Differentsial tenglamalar tushunchasiga olib keluvchi ayrim masalalar. Kuzatilayotgan jarayonda bir
nechta o’zgaruvchi migdorlarning o’zaro munosabatda bo’lishligiga 6-bobda, keyinchalik 7-bobda bir nechta
misollar orgali ishonch hosil gilgan edik.

Ular o’rtasidagi funktsional munosabatlarni biz shu jarayonning tenglamasi deb nomlagan edik. Bu tenglamani
shu jarayonning ma-tematik modeli, deb ham atashadi. Shu tenglamaga kiruvchi ayrim o’zgaruvchilar asosiy
o’zgaruvchilar orqali ifadalanishi mumkin. Masalan, moddiy nuqta harakatini ko’raylik. U biror ¢ vaqt ichida

gandaydir S masofani bosib o’tadi. Ma’lumki, S ¢ vaqtning funktsiyasidir, ya’'ni $ = § (t) S masofani
moddiy nugta biror & tezlik bilan bosib o’tsin. Bilamizki (6-bob, 1.1-§ ga qarang), ¢ =5"'(¢), moddiy

nugtaning tezlanishi esa d = S"(Z) edi. Jarayonni kuzatish magsadidan kelib chiggan holda, jarayon tenglamasi

nainki 7, S o’zgaruvchilarni, balki ¢ va @ larni, ya’ni S ning birinchi va ikkinchi hosilalarini ham o’z ichiga
olishi mumkin. Shunday holatlarga doir bir nechta misollar ko’raylik.
I-misol. Massasi m bo’lgan biror jism yuqoridan tashlangan bo’lsin. Agar jismga og’irlik kuchidan
tashgari uning tushish tezligi ¢ ga proportsional bo’lgan havoning qarshilik kuchi ham ta’sir etsa, shu jismning
tezligi qanday qonun bilan o’zgarishini aniqlang.

O Yechish. Nyutonning ikkinchi gonu-niga ko’ra
dsg -
m—=F,
dt
~ d$g o - .. .
F bu yerda a’_ -harakatdagi jismning tezlanishi, F' esa jismga ta’sir
t

etuvchi kuch. Bu kuch jismning og’irlik kuchi F , = mg va

I havoning qarshilik kuchi ﬁ'z = —k lar yig’indisidan iborat bo’ladi.
2 Demak,

mcji—19=mg—kl9 , )
120-rasm. t

d$§
ya’ni noma’lum & funktsiya va uning hosilasi d_ larga nisbatan
t

tenglama hosil gildik.
Har ganday

k
9=Ce n +&
k
ko’rinishdagi funktsiya (1) tenglikni qanoatlantiradi (buni tekshirishni o’quvchining o0’ziga havola gilamiz).
2-misol. Massasi M bo’lgan moddiy nuqta vaqtning ¢ momentida & (absolyut) tezlikka ega bo’Isin. At

vaqt ichida unga massalari yig’indisi Am , qo’shilgunga qadar tezligi U bo’lgan zarralar qo’shilsin. U holda,

t + At momentda nuqta va unga qo’shilgan zarralar massasi 7 + Am vatezligi 9 + A3 bo’ladi.
Bu nugtalar sistemasining ¢ momentdagi harakat migdori

O=m8Y+uAm
bo’lsa,  + At momentda esa
O+AQ=(m+ Am)(F+ A9)
bo’ladi.
Demak, sistema harakat migdorining A¢ vaqt ichida o’zgarishi
AQ =mA I + (9 —u)Am + AmA Y
ga teng bo’ladi.
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Tezlik kabi massani ham vaqgtning uzluksiz va differentsiallanuvchi funktsiyasi, deb faraz gilaylik. Oxirgi
tenglikni A¢ ga bo’lib, A — 0 da limitga o’tsak,

fim AmA 9 0
At—0 At
ekanligidan
A0 _ . d9 g, dm
dt dt dt

munosabat hosil bo’ladi. Agar 0’zgaruvchan massali jismga qo’yilgan tashqi kuchlarning teng ta’sir etuvchisi /' ga
teng bo’lsa, harakat miqdori haqidagi teoremaga ko’ra
dg

dm
m—+G-u)—=F
a T @

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama Mesherskiy tenglamasi, deb ataladi. Bu tenglama orgali xarakterlanadigan
jarayon reaktiv harakat, deyiladi.

dm

Agar zarralar qo’shilib borsa, nuqtaning massasi ortib boradi, shu sababli >0 bo’ladi, agar parchalanish

dm

jarayoni kuzatilayotgan bo’lsa, ya’ni nuqtadan zarralar ajralib chiga boshlasa, —— < 0 bo’ladi, va nihoyat, nugta

dt

dm
massasi 0’zgarmasa, d_ =0 bo’lib, (2) tenglama Nyutonning ikkinchi qonunini ifodalaydi.
t

u—398=u,
miqdor nuqtaga qo’shilayotgan zarralarning nisbiy tezligi, deb ataladi. Mesherskiy tenglamasini bu migdor orqali
quyidagicha yozish mumkin:

m—=F+——u, ®3)

yoki

dm

bu yerda R= E U reaktiv kuch, deb nomlangan.

Agar o’zgaruvchan massali nuqtaga tashgi kuchlar ta’sir etmasa, F =0 bo’lib, oxirgi tenglama quyidagi
ko’rinishni oladi:
d$§
m-—=
dt
3-misol.Ba’zi elementlar atomlarining yadrolari alfa-, beta- va gamma- nurlar chigarib boshga elementlar
yadrolariga 0’z-0’zidan aylanishi radioaktiv yemirilish, deyiladi. Radioaktiv yemirilish statistik xarakterga ega:

atomlarning yadrolari hammasi birdaniga yemirilmay, balki izotopning butun mavjud bo’lish davrida yemiriladi.
Bunda birlik vaqt ichida yemiriladigan atomlar soni har bir izotop uchun o’zgarmas bo’lib, uning yemirilmagan

atomlari migdorining biror gismini tashkil etishi aniglangan. Bu kattalik gismiy yemirilish doimiysi, deyiladi va A
harfi bilan belgilanadi.

Shunday qilib, dt vaqt davomida yemirilgan dN atomlar soni ANdt  ga teng, ya’ni
dN =—Ndt )
bu yerda N son ¢ vaqt momentida yemirilmay golgan atomlar sonidir. Manfiy ishora yemirilmagan atomlar soni
N vaqt o’tishi bilan kamayishini bildiradi.

R,
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4-misol.Kimyoviy reaktsiya mobaynida 4 va B moddalar C moddaga o’tsin. Agar harorat 0’zgarmas va
reaktsiya tezligi: a) 4 modda C moddaga o’tganda 4 moddaning golgan migdoriga; b) 4 va B moddalar C
moddaga o’tganda tegishli massalar ko’paytmasiga proportsional bo’lsa, C moddaning migdorini topaylik.

C moddaning migdori X bo’lsin. Agar a) hol yuz bersa, A moddaning boshlang’ich miqdorini @ va
proportsionallik koeffitsientini k£ >0 desak,

dx
—=k(a—-x
7 (a—x) (5)
tenglama, va agar b) hol yuz bersa,
dx
—=k(a—x)(b—x
% (a—x)(b—x) 6)

tenglama hosil bo’ladi.
5-mis ol . Qarshiligi 7, induktivligi L va sig’imi C bo’lgan maydonlar ketma-ket ulangan zanjirda
boshlang’ich f = 0 vaqt momentida konturdagi tok va kondensatordagi zaryad nolga teng bo’lsa, shu zanjirdagi
o’tish jarayonlarini tekshiring.
U U,

-
—_

I

lU(t)

7"

121-rasm.

Kirkgofning 1-qonuniga ko’ra, elektr zanjirning tarmogqlarida sarf bo’layotgan toklar yig’indisi nolga teng, 2-
gonuniga ko’ra esa elektr zanjirning har qanday yopiq konturining barcha tarmoqlaridagi kuchlanishlar
pasayishining yig’indisi shu konturdagi elektr manbaaning EYuK lari yig’indisiga teng.

Butun zanjir bo’ylab kuchlanishning pasayishi barcha maydon-lardagi kuchlanishlar pasayishining yig’indisiga

teng (2-rasmga qarang): U =U, +U, +U. Om qonuniga asosan garshiligi 7 bo’lgan maydon uchun

. u - d _ |
U .= rl . Sig’imi C bo’lgan kondensator uchun ~ ¢ — E, bu yerda q - kondensatorning zaryadi. Ma’lumki,

d dU 1’ dI
I = ﬁ =C dl‘c . Bundan Uc = E (;[Idt JInduktivligi L bo’Igan katushka uchun UL = LE.

1’ dl
Uhada U=U,+U, +U, = VI"‘E Ildt"'LE bo’ladi. Agar bu teng- likni ¢ bo’yicha
0

differentsiallab yuborsak, quyidagi tenglamani hosil gilamiz:

d’1 _dl _1_dU

L re s ==
dt* dt C dt

(7
1.2. Ta’riflar.

~

1-ta’rif. Erkli o’zgaruvchi X , uning noma’lum funktsiyasi )/ va uning hosilalari y',y",...,y(z’ larni

o0’zaro bog’lovchi tenglama differentsial tenglama, deb ataladi.
Differentsial tenglamalar

F(xayay'ay"r":y(l/):o
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yoki
2 n
F(x,y,ﬂ,dy. d’y
dx dx"

)=0

cey

ko’rinishda yozilishi mumkin.

2-ta’rif. Tenglamaga kiruvchi hosilalarning eng yuqori tartibi shu differentsial tenglamaning tartibi, deb
ataladi.

Masalan, yugorida ko’rilgan misollardagi (1)-(6) tenglamalar 1-tartibli differentsial tenglamalardir, (7) tenglama
esa 2-tartibli differentsial tenglamadir.

3-ta’rif. Differentsial tenglamani ayniyatga aylantiruvchi har ganday ) = f(x) funktsiya differentsial
tenglamaning yechimi yoki integrali, deb ataladi.

Masalan, $=Ce +7 funktsiya ixtiyoriy o’zgarmas C son uchun 1-misoldagi hosil gilingan (1)
differentsial tenglamaning yechimidir.
6-misol. O’zgarmas C1 va C2 larning har ganday giymatlarida ham

y=C,sinx+C, cosx
ko’rinishdagi funktsiyalar ikkinchi tartibli

d 2
—2; +k*y=0
dx
differentsial tenglamaning yechimlari bo’ladi. Buni bevosita o’rniga qo’yib tekshirish mumkin (buni bajarishni
o’quvchiga havola gilamiz).

Bu misollardan ko’rinadiki, differentsial tenglama agar yechimga ega bo’lsa, yechimlari soni cheksiz ko’p bo’lar
ekan.

Agar noma’lum ) = f (X) funktsiya bir erkli o’zgaruvchining funktsiyasi bo’lsa, biz ko’rayotgan tenglama

oddiy differentsial tenglama, deyiladi. Bu bobda biz faqat oddiy differentsial tenglamalarni ko’ramiz.
Agar noma’lum funktsiya bir nechta erkli o’zgaruvchining funktsiyasi bo’lsa, u holda bunday tenglamalarni
xususiy hosilali differentsial tenglamalar, deb ataymiz.
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2-§. Birinchi tartibli differentsial tenglamalar.

2.1. Umumiy tushunchalar. Birinchi tartibli differentsial tenglama quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi:
F(x,»,y)=0. (1)
Ko’pincha uni ) ga nisbatan yechib olib,
"
y'=1(x,y) 2
ko’rinishga keltirib olish mumkin.
(2) ko’rinishdagi tenglamalar yechimlari uchun mavjudlik va yagonalik shartlarini beruvchi quyidagi teorema
o’rinli.

~

Teorema. Agar (2) tenglamaning 0’ng tomonidagi f (X s y) funk-tsiya biror ¢0 » Vo _ nuqtani 0’z ichiga
oluvchi 1) sohada uzluksiz va Y bo’yicha uzluksiz differentsiallanuvchi bo’lsa, u holda (2) tenglamaning

y(xo) = ), shartni ganoatlantiruvchi yagona yechimi mavjud.

~

Geometrik nugtai-nazardan teorema grafigi berilgan (ro,yo _ nuqtadan o’tuvchi yagona )Y = (0(x)

funktsiya mavjudligini bildiradi.
Bu teoremadan differentsial tenglamaning yechimlari cheksiz ko’p bo’lishligi kelib chiqadi, chunki D sohada har

~

xil eO » Vo _ nugtalar olsak, ulardan o’tuvchi mos yechimlar har xil bo’ladi.
y(xo) = ), shart boshlang’ich shart, deyiladi. Uni quyidagi
y |x:x0 = yO

ko’rinishda ham yoziladi.
1-Ta’rif. 1-tartibli differentsial tenglamaning umumiy yechimi deb shunday

y=¢(x,C) (3)

funktsiyaga aytamizki, u: a) har qanday o’zgarmas C son uchun differentsial tenglamani ganoatlantiradi; b)

boshlang’ich y(xo) =Y, shart qanday bo’lmasin, shunday C = C, qiymat topiladiki, } = o(x, CO)
funktsiya boshlang’ich shartni qanoatlantiradi.
Qo’yilgan masalaning yechimi oshkormas

O(x,y,C)=0 (@)
ko’rinishda aniqlanishi mumkin. Agar (4) ni )’ ga nisbatan yechish mumkin bo’lsa, bu ishni bajarib, umumiy

yechimni topamiz. Agar buni imkoni bo’lmasa, yechim oshkormas (4) ko’rinishda qoladi. Bu holda (4) ni
differentsial tenglamaning umumiy integrali, deb ataymiz.

2-Ta’rif. Differentsial tenglamaning umumiy (3) yechimida o’zgarmas C songa biror C = C,, qiymat
bersak, hosil bo’lgan Y = (0()6, Co) funktsiya differentsial tenglamaning xususiy yechimi, deb ataladi. Xuddi

shunday (D(X, y, Co) =0 funktsiya tenglamaning xususiy integrali deyiladi.
1-misol. Quyidagi

dy 2y
dx x
2
differentsial tenglamaning umumiy yechimi ) = Cx bo’lsa, uning
y(l) =1 boshlang’ich shartini ganoatlantiruvchi xususiy yechimini topish uchun X, = 1, Yo =1 giymatlarni
. . . — 2 . . . . .
umumiy yechim tenglamasiga qo’ysak, 1=Cl , ya’ni C=1 boladi. Demak, berilgan differentsial

2
tenglamaning xususiy yechimi )V = X bo’ladi.
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Agar umumiy integrallarning koordinatalar tekisligidagi grafiklarini ko’rsak, ular o’zgarmas C songa bog’liq
bo’lgan egri chiziglar oilasini beradi. Bu egri chiziglar differentsial tenglamaning integral chiziglari, deb ataladi.
Xususiy yechimga bu oilaning tekislikning biror nuqtasidan o’tuvchi bitta egri chizig’i mos keladi.

2
Oxirgi ko’rilgan misolda umumiy Y = Cx yechim parabolalar oilasini ifodalasa, topilgan xususiy yechim

M ,(1,1) nuqtadan o’tuvchi parabolani ifodalaydi. 1-rasmda bu oilaning C =1, C = A C= % , C= %

va C = —% giymatlarga mos keluvchi a’zolari

C= y C= % ko’rsatilgan.

Qilayotgan mulohazala-rimiz geometrik nuqtai-
nazardan tushunarli bo’lishi uchun tenglamaning
yechimi, deb fagat ) = (0()(7, CO) funktsiyani

o’zini emas, balki uning grafigi bo’lmish integral
egri chizigni ham tushunamiz.

> Masalan, tenglamaning  yechimi (co,yo/

nuqtadan o’tadi, deymiz.

Demak, differentsial tenglamani yechish yoki
uni integrallash deganda:

a) uning umumiy yechimi yoki umumiy
integralini (agar boshlang’ich shartlar berilmagan
bo’lsa) yoki

b) uning xususiy yechimini (agar boshlang’ich
shartlar berilgan bo’lsa) topishni tushunar ekanmiz.

122-rasm.

2.2. O’zgaruvchilari ajralgan va ajraluvchi differentsial tenglamalar. Quyidagi
M (x)dx+ N(y)dy=0 (5)
ko’rinishga keltirilgan differentsial tenglamalar o’zgaruvchilari ajralgan differentsial tenglamalar, deb ataladi.
Uning umumiy integrali (5) ni bevosita integrallab topiladi:

ﬁwc@dx+jN(w4y=c
5-misol O’zgaruvchilari ajralgan
xdx + ydy =0

differentsial tenglamaning ikkala tomonini integrallasak:

J.xdx+ Iydy =C,

2 2

X y C

uning

2 2
umumiy integralini topamiz. Oxirgi tenglik ma’noga ega bo’lishi uchun C > 0 bo’lishi shart. Shu sababli, agar
uni

x*+y*=2C

ko’rinishda yozib olsak, tenglamaning umumiy yechimi markazi koordinatalar boshida, radiusi V 2C bo’lgan
kontsentrik aylanalar ekanligi kelib chigadi.
Eng sodda o’zgaruvchilari ajralgan differentsial tenglamalar quyidagi

% = f(x) yoki dy= f(x)dx
X

ko’rinishdagi tenglamalardir. Uning umumiy yechimi

yzjﬂ@w+c
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bo’ladi.

d
L [0 L)
dx
ko’rinishdagi yoki
M, ()N, ()dx+ M, (x)N, (»)dy =0

(6)

Y]

ko’rinishga keltirilgan har qanday differentsial tenglama o’zga- ruvchilari ajraluvchi differentsial tenglamalar, deb

ataladi.
Agar tenglama (6) ko’rinishda berilgan bo’lsa, uni avval

1
— _dy=f.(x)d
2(y)y Sy (x)dx

ko’rinishga keltirib olib, keyin yuqoridagidek bevosita integrallab, uning umumiy integrali topiladi:

1 —
j 7o) ly = I Si(x)dx+C

2-mis o l. Kimyoviy reaktsiya tenglamasi (§1.1, 4-misolni garang)

E ka9 g o =Ka-xb-x)

dt
o’zgaruvchilari ajraluvchi tenglama. Masalan, chap tomondagi tenglamani quyidagicha yechamiz:
dx
= —kdt
X—da
Endi oxirgi tenglikni integrallab yuborsak
dx
| =k [dt.
xX—d
yoki
1n‘x—a‘=—kt+lnC,
Bundan

x=a+Ce™
hosil bo’ladi.

Agar tenglama (7) ko’rinishda berilgan bo’lsa, (7) ning ikkala tarafini N 1 (y)M 2 (.X) ifodaga bo’lib

yuborsak, u o’zgaruvchilari ajralgan

M@ L N0
My M)

tenglama ko’rinishiga keladi.
3-misol. Ushbu

1—y*dx+v1=x*dy=0

tenglamaning umumiy yechimini topaylik.

2 2
Tenglikning ikkala tarafini \/1 -—X - \/1 — )V ifodaga bo’lib yuborib, o’zgaruvchilari ajralgan

dx dy

_2+_2:
J1-x \/ly

0

tenglamani hosil gilamiz. Bundan
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arcsin x + arcsin y = arcsin C

umumiy integralni topamiz. Agar bu tenglikda sinuslarga o’tsak

xyl—y> +l-x> =C

kelib chigadi.
2.3. Bir jinsli tenglamalar.

Ta’rif. Agar f (X, y) funktsiya X va ) o’zgaruvchilarga nisbatan 0-darajali bir jinsli funktsiya bo’lsa (13-
bob, 9-§ ga qarang), u holda 1-tartibli

dy B
dx =f(x,y) (8)

differentsial tenglama bir jinsli, deyiladi.
Oxirgi tenglamaning o’ng tomonidagi f (x, y) funktsiya 0-darajali bir jinsli funktsiya bo’lgani uchun har
ganday A son uchun

f(Ax,Ay) = f(x,¥) bo’ladi, xususan A= %C uchun

f(x,9) =f(1,1j,
X

ya’ni 0-darajali bir jinsli funktsiya erkli o’zgaruvchilar nisbatiga bog’liq bo’ladi.
Shuni e’tiborga olib (8) ni quyidagicha

Y_ 2
= , g
dx X ®)
yozish mumkin.
dy N du
Agar buyerda Y =" yarni Y =UX desak, —,_ — U T —— X po’ladi. Bularni (8') ga olib borib
x Y dx dx &
qo’ysak, U ga nisbatan differentsial tenglama hosil bo’ladi:
du
u+x—-=f(Lu).
dx
Bu tenglamaning o’zgaruvchilarini quyidagi tartibda ajratamiz:
du du dx
x—=fLu)-u vy ———=—
dx fbu)—-u x
Oxirgi tenglamani integrallagach:
du dx
[ %
f(Lu)—u X

Y
natijadagi ¥ o’rniga X ni qo’yib, berilgan differentsial tenglamaning umumiy yechimini topamiz.
4-misol Quyidagi
y'= Y ysin?
X X
differentsial tenglamaning y(l) = 7Z'/2 boshlang’ich shartni qanoat- lantiruvchi xususiy yechimi topilsin.
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Yechish . Berilgan tenglama bir jinsli (buni tekshirishni o’quvchiga havola gilamiz), shu sababli unda

dy N du
=ux, —,~ = U T —— X almashtirish bajaramiz. Natijada
Y dx dx
R . du dx
xdu+udx=€Q+simu gdx; xdu=sinudx; ———=—
Sm u X
tenglamaga ega bo’lamiz. Agar oxirgi tenglikni integrallasak:
Inftg ¢/2[=I|{+In C
yoki
% =arctg Cx _
L . o . Y .
kelib chiqadi. Agar bu yerda teskari almashtirish bajarsak, ya’ni U o’rniga x Miqo ysak, umumiy

yechim y=2xarctg CX’ hosil bo’ladi. Agar berilgan boshlang’ich shartdan foydalansak:

T / 2= 2arctg C bo’ladi. Bundan C =1 ni topamiz. Demak, so’ralgan xususiy yechim

y = 2xarctgx

ekan.
Eslatma. Quyidagi

M&ydx+N&€ydy=0

ko’rinishdagi tenglama bir jinsli bo’ladi, qachonki M (f, y _va N ¢, Y _funktsiyalar birjinslik darajalari bir

xil bo’lgan funktsiyalar bo’lsa, chunki birjinslik darajalari bir xil bo’lgan funktsiyalar nisbati 0-darajali birjinsli
funktsiya bo’ladi (13-bob, 9-§ ga garang).

5-misol. ‘2 +2xy21’x+xydy =0, ‘4 +6x2y2 +y2 Ex+4xy3dy:0 tenglamalar bir

jinsli differentsial tenglamalardir.

2.4. Bir jinslikka keltiriladigan differentsial tenglamalar. Agar

dy  ax+by+c

- 9)
dx ax+by +c
ko’rinishdagi tenglamada C = O, c, = 0 bo’lsa, bu tenglama bir jinsli bo’ladi, aks holda, ya’'ni s va s;
larning kamida bittasi noldan farqli bo’lsa, bu tenglamani bir jinsli tenglamaga keltirish mumkin. Buning uchun
x=x,+h, y=y +k
almashtirish bajaramiz.
dy _dn
dx dx,
bo’lgani uchun, (9) bu almashtirish natijasida

dy,  ax, +by +ah+bk+c

dx, - a,x,+by, +ah+bk+c, (19)

ko’rinishga keladi. Agar h va k larni
ah+ bk +c=0,

ah+bk+c =0 (t

sistemaning yechimlari gilib tanlasak, (10) quyidagi bir jinsli
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dy, _ax + by,

dx, ax, +by,
tenglamaga keladi.
Agar (11) sistema yechimga ega bo’lmasa, ya’ni abl = alb bo’lsa, u holda d = Ml va b= ﬁbl deb,
(9) ni
~
dy  €x+by kc

= = (12)
dx A€x+by +c
ko’rinishga keltirish mumkin. Bu tenglama
z=ax+by (13)
almashtirish yordamida o’zgaruvchilari ajraluvchi tenglamaga keladi. Haqiqatan,
dz dy dy 1dz a
—=a+b— ki —=———— . (14)
dx dx dx bdx b

(13) va (14) larni (12) ga qo’ysak, o’zgaruvchilari ajraluvchi
ldz a z+c

bdx b Jz+c

tenglama hosil bo’ladi.
Eslatma. Ixtiyoriy uzluksiz f funktsiya uchun

dy I ax+by+c
dx a,x+by+c,
ko’rinishdagi har qanday tenglama yuqoridagi usullar yordamida integrallanadi.

6-misol. €@x+y+ ljdx + €+2y— I:dy =0 tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish . Buning uchun avval

2x+y+1=0
{x +2y—-1=0
sistemani yechib olamiz: X = h= —1; y= k=1 gndi berilgan tenglamada X = X; — l;y =)+ 1;
dx = dxl ; dy = dyl almashtirish bajarsak, tenglama

exl + ) Exl + ¢1 +2y, Eyl =0

ko’rinishga keladi. Bu tenglama }; = uxl;dyl = del + xldu almashtirish yordamida o’zgaruvchilari
ajraluvchi

~
2 2 ™
207 +u+1xdx, +x° €+2u gu=0
tenglamaga keltiriladi. Bu tenglamaning umumiy integrali

xANu’ +u+1=C.

Agarbuyerda U = ), / X, deb, tenglikning ikkala tomonini kvadratga ko’tarsak:
2 2 2
oAy +x=C
munosabat hosil bo’ladi. Eski o’zgaruvchilar X va Y larga qaytish uchun oxirgi tenglikda

X, = X+1; Y = y—l deb, bir nechta elementar almashtirishlar bajarsak, berilgan tenglamaning umumiy
integrali

Xyl tx—y+1=C?
kelib chigadi.
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~ ~
7-misol. ¢ +y+ 2g’x + QX + 2)/ — lg’y =0 tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish . Bu tenglama uchun (11) sistema yechimga ega emas. Shuning uchun ) + X = Z; dy =dz —dx
almashtirish bajaramiz. Natijada tenglama

€+2:dx+ Qz—l}’z—dszo yoki Q—Z\g'x+ Qz—l}’z:O

ko’rinishga keladi. O’zgaruvchilarni ajratib integrallasak:

jzz_ldz"’ de:c yoki —22—51n‘z—3‘+x:_c

33—z
hosil bo’ladi. Endi oxirgi tenglikda Z = X + ) deb eski o’zgaruvchilarga o’tsak, berilgan tenglamaning umumiy
integrali kelib chigadi:

x+2y+5‘x+y—3‘:C_

3-§. Birinchi tartibli chizigli tenglamalar.

Ta’rif. Noma’lum funktsiyaga va uning hosilasiga nisbatan chiziqli bo’lgan ushbu

%m(x)y:Q(x) "
X

ko’rinishdagi tenglama birinchi tartibli chizigli tenglama, deb ataladi, bu erda P (X), Q(X) lar
berilgan o’zgarmas yoki X ning uzluksiz funktsiyalaridir.
Agar Q(x) =0 bo’lsa, (1) ni bir jinsli> tenglama, aks holda bir jinsli bo’lmagan tenglama

deymiz. (1) ko’rinishdagi tenglamalarni echishning ikki usuli bor.
3.1. Bernulli usuli. (1) ning yechimini

Y =u(x)3(x) ©)
ko’rinishda qidiramiz. Buning uchun (2) ni differentsiallab, (1) ga olib borib qo’yamiz:
d d
0 9 L P = 0(x)
dx dx
yoki
u(ﬁ - P(x)Sj L O(x). (3)
dx dx
Agar S(x) funktsiyani
49 + P(x)3=0 4)
dx

bir jinsli tenglamaning echimi sifatida tanlasak, (3) quyidagi
du
d(x)—=0(x) (5)
dx

ko’rinishga keladi. Natijada noma’lum M(X) va S(x) funktsiyalarni topish uchun tenglamalar
sistemasini hosil gilamiz:

"

> Bu yerda " bir jinsli " atamasi y'+P(x)y ifoda y va y' larga nisbatan bir jinsli funktsiya bo’lgani
uchun ishlatildi, shu sababli buni x va ) ga nisbatan bir jinsli bo’lgan tenglama bilan chalkashtirish
kerak emas.
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49 + P(x)8=0
dx

du
19 E = Q(X)

(4) tenglama o’zgaruvchilari ajraluvchi tenglama, shuning uchun

d9
— =—P(x)d
9 (x)dx

bo’ladi. Agar uni integrallasak:
~In|C,|+In|g| = - [P(x)dx
bo’ladi. Bundan

9(x) = Cle_jp(x)dx

kelib chigadi. Bu (4) ning umumiy yechimi, lekin bizga uning bitta xususiy yechimini bilish kifoya edi,
shu sababli S(x) funktsiya sifatida

—| P(x)dx
J(x)=e / (6)

ni olamiz. Ayonki, 19()6) # 0. Endi (5) ni yechish mumkin, buning uchun (6) ni (5) ga qo’yib, uning
o’zgaruvchilarini ajratsak:

du = o) dx
9(x)

bo’ladi. Buni integrallasak:

u= J. O(x) dx+C
9(x)

hosil bo’ladi. Va nihoyat, topilgan M(X) va ,9(x) funktsiyalarni (2) ga qo’ysak, (1) ning umumiy
yechimi kelib chiqadi:

y=9() | ggg dx + CH(x)_

Bu haqgiqgatan umumiy yechim, chunki har ganday y(xo) = ), boshlang’ich shart uchun S ni
Yo =8(xp)p(x,) + CIHx,)
X
0
H(x)

I-misol.O%zgarmas R qarshilik va L induktivlik ketma-ket ulangan induktivlik zanjiridagi

tenglamadan topish mumkin, bu yerda ¢(x) = _[

tokning o’tish jarayonini boshlang’ich tok I o va kuchlanish U = f (f ) bo’lgan hol uchun ko’raylik.
Yechish . Ma’lumki (§1.1, 5-misolga garang), bunday zanjirdan tokning o’tish tenglamasi

dl
L—+RI=U
dt (7)
bo’ladi. Buni qo’yidagicha yozib olamiz:
i R, fO)
dt L L
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Bu /[ ga nisbatan birinchi tartibli chiziqli differentsial tenglamadir.Bu yerdagi % kattalik masala
shartiga ko’ra o’zgarmas, uni zanjirning vaqt doimiysi deyiladi.

Uning yechimini (2) ko’rinishda qidiramiz. U holda noma’lum u(t) va 19(1 ) funktsiyalarga
nisbatan hosil bo’ladigan sistema qo’yidagi ko’rinishda bo’ladi:

d9 R
i 9=0
dt L
gdu _ 1)
dt L
Bu sistemaning birinchi tenglamasini yechamiz:
dg R
L
g L

yoki

R R
7J.7dt —t
G=e 't =el .

Buni sistemaning ikkinchi tenglamasiga qo’yib, M(f ) ni topamiz:
1 Rt
du=— f()e " dt
L
Oxirgi tenglikni integrallab yuborsak:
1 Ry
u(t) =7 [f)e rdr+C
hosil bo’ladi. U holda yechim
_Rt 1 Rt
[=ec /L[C+Z [r®e /Ldt}
bo’ladi. Agar boshlang’ich shartni qo’llasak:

I,=C

ekanligi kelib chiqadi. Demak, masalaning yechimi
_Rt 1 Rt
I=e /L[lo T If(t)e /Ldt}

ekan.
3.2. Lagranj usuli. Bu usulning mohiyati shundaki, berilgan bir jinsli bo’lmagan chizigli (1)
tenglamaning umumiy yechimi unga mos qo’yilgan

dy

—+P(x)y=0 (8)
dx

bir jinsli chizigli tenglamaning umumiy yechimidagi o’zgarmas S; koeffitsientni o’zgaruvchi deb faraz
qilib topiladi, ya’ni

- J' P(x)dx
y=C(x)e
deb, uni (1) tenglamaga qo’yiladi, natijada noma’lum C 1 (X) funktsiyaga nisbatan
—I P(x)dx

C,'(x)e =0(x)

tenglama hosil bo’ladi. Bundan
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C(x) = [O(x)e Jr et ¢

kelib chigadi, bu yerda S ixtiyoriy o’zgarmas. U holda (1) ning umumiy yechimi

ye e—jp(x)dx|: IQ(x)e J'P(x)dxdx+ Cj|
bo’ladi.

Eslatma. Lagranj usulini "ixtiyoriy o’zgarmasni variatsiyalash usuli", deb ham atashadi.
2-misol. y' COS™ X+ ¥y =1gx tenglamaning umumiy yechimini Lagranj usuli bilan topaylik.
Yechish . Avval
2
y'cos”" x+y=0
bir jinsli tenglamani yechib olamiz. Buning uchun uning o’zgaruvchilarini ajratamiz:

Q+ dx 0

Yy  cos’x
Tenglikning ikkala tomonini integrallab yuborsak:
Iny+tex=InC
yoki
y — Ce*tgx
ni hosil gilamiz. Endi berilgan tenglamaning umumiy yechimini topish uchun
y=C(x)e™ ©)
deb olib, berilgan tenglamaga (9) ni va
Y'=C"(x)e ™ — C(x)e ™ sec” x
olib borib qo’yamiz:
cos” xC'(x)e ™ — C(x)e ™ sec” xcos” x + C(x)e ™ =tgx

yoki
C'(x)cos’ xe ™ =tgx.
Bundan
tgx
e~ Igx
C(x)= I—zg dx=e*€gx -1 C
cos” x

kelib chigadi. U holda berilgan tenglamaning umumiy yechimi

y=tgx—1+Ce™"
bo’ladi.

4-§. Bernulli tenglamasi.
Quyidagi )V ga nisbatan chizigli bo’lmagan
dy ;
E +P(x)y =0(x)y (1)

ko’rinishdagi tenglama “Bernulli tenglamasi” deb ataladi, bu yerda n#0 va n # 1 bo’lgan ixtiyoriy
haqiqiy son, chunki aks holda, tenglama avvalgi paragrafda ko’rilgan chiziqli tenglamaning aynan o’zi
bo’ladi. (1) ni chizigli tenglamaga quyidagi usul bilan keltiriladi.

n
Tenglamaning ikkala tomonini )/ ga bo’lib yuboramiz:
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y™" ? +P(x)y ™" = 0(x).
X

Agar oxirgi tenglamada
—n+l

z=Yy 2

deb o’zgaruvchini almashtirsak, u quyidagi ko’rinishga keladi:
dz
I +(—n+1)P(x)z=(—n+1)Q(x)
X
ya’ni z ga nisbatan chizigli tenglama hosil bo’ladi. Bu tenglamaning umumiy yechimini avvalgi

—n+l
paragrafdagi ikki usulning biri bilan topib olib, undagi z ni }V ga almashtirsak, Bernulli
tenglamasining umumiy integrali kelib chigadi.

Y 2 4
I-misol. Y+—=3x"y" tenglamani echaylik.
X

e

Yechish. Bu Bernulli tenglamasi, shuning uchun z =Yy
holda tenglama quyidagi ko’rinishga keladi:

deb o’zgaruvchini almashtiramiz. U

2
Z'-—z=-x"
3x
Buni masalan Lagranj usuli bilan yechaylik:
dz 2
22220
dx 3x
yoki o’zgaruvchilarini ajratsak:
dz 2dx
z 3 x
Bundan
2
z=C (x)xé :

Bundan hosila olib, berilgan tenglamaga olib borib qo’yamiz:
2 2 1 2 1
C'(x)x + =€ s = S ooy
yoki

4
C'(x)= —xé :
Buni integrallab yuborsak:
3 7
C(x)= — xé +C
hosil bo’ladi. Demak,
7 2
z=——x"+ Cxé
3
yoki
_1 7 2
y A = —§x3 + Cxé

ekan. Bundan

319

www.ziyouz.com kutubxonasi



1

7 %Y
(—3)63 +Cx4]

kelib chigadi.

Eslatma. Bernulli tenglamasini o’zgaruvchini (2) ko’rinishda almashtirmasdan, bevosita Lagranj

usulini go’llab yechsa ham bo’ladi.

' 2_4
2-misol. YT ; =X ) tenglamani Lagranj usulida yechaylik.

Yechish. Avval y'+X =0 tenglamani yechib olamiz. Uning umumiy yechimi JV = % bo’ladi.

X

C C'(x C(x
Endi YV = (x% , y'= ( )x - ( )xz larni berilgan tenglamaga qo’ysak:

cx_Fm?

X X
tenglama hosil bo’ladi. Unda o’zgaruvchilarini ajratamiz:
dC(x)  dx
4 - .
[C)]"  x

Bu tenglamani integrallasak:

1
] NN

kelib chigadi. Demak, umumiy yechim

=lhx-InC yoki

B 1
y_x31/31n%/

bo’lar ekan.
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5-§. To’la differentsialli tenglamalar.

5.1. Ta’rif. Quyidagi

M (x, y)dx+ N(x,y)dy=0 (1)
differentsial tenglama "to’la differentsialli" deyiladi, agar M (x, y), N(x, y) lar
oM N
> o 5

munosabatda bo’lgan uzluksiz, differentsiallanuvchi funktsiyalar bo’lsa.
(1) tenglamaning bunday atalishiga sabab, agar (2) tenglik o’rinli bo’lsa, u holda (1) ning chap

tomoni biror M(X, y) funktsiyaning to’la differentsiali bo’ladi, va aksincha, agar (1) ning chap

tomoni biror M(X, y) funktsiyaning to’la differentsiali bo’lsa, u holda (2) munosabat bajariladi.
Hagqiqatan, agar

du=M (x,y)dx+ N(x,y)dy
bo’lsa, u holda to’la differentsialning ta’rifiga ko’ra

du:a—udx+a—udy
ox oy

ekanligidan

ou ou
—=M(x,y), —=N(x,y) 3)
ox oy

bo’lishi kelib chiqadi. Bularning birinchisini )’ bo’yicha, ikkinchisini esa X bo’yicha
differentsiallasak:

oM o’u  ON O’u

oy 0Ox0y = Ox Oyox
ga ega bo’lamiz. Agar ikkinchi hosilalar uzluksiz bo’lsa, u holda

oM _oN
oy  Ox

tenglik o’rinli bo’ladi. Demak, (2) tenglik (1) ning chap tomoni biror M(X, y) funktsiyaning to’la
differentsiali bo’lishi uchun zaruriy shart ekan.
Endi faraz qilaylik, (2) tenglik o’rinli bo’lsin. U holda
ou
—=M(x,y)
ox

munosabatdan

u= [M(x,y)dx+p(y)

0
kelib chiqadi, bu erda X, - yechimning mavjudlik sohasidagi ixtiyoriy nuqtaning abtsissasi.
X bo’yicha integrallaganda ) ni o’zgarmas deb faraz qilingani uchun, integrallash jarayonida hosil
bo’ladigan o’zgarmasni ) ning funktsiyasi, deb hisoblash mumkin.

Endi (p(y) ni shunday tanlaymizki, natijada (3) ning ikkinchisi ham o’rinli bo’lsin. Buning uchun
oxirgi tenglikni ) bo’yicha differentsiallaymiz:
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ou ‘toM
— = |5 dx+ ' (»)=N(x,y),
Oy j Ay

lekin (2) shartga ko’ra

[P dx+ (=N
. Ox

yoki
N, ») [, +¢'(¥)=N(x,»).
Demak,
@' (y)=N(x;,))
yoki
y
p(y)= [N(xy,3)dy+C,.
Yo
Va nihoyat,
X y
u(x,y) = jM (x, y)dx + f N(x,,y)dy +C, (4)
Xy Yo

tenglikni hosil gilamiz.
Demak, (2) shart bajarilsa, shunday M(X, y) funktsiya mavjudki,
du=M (x,y)dx+ N(x,y)dy
bo’ladi. Shu sababli, (1) ni

du=0
deyish mumkin. Bundan
u(x,y)=C
tenglik kelib chigadi. U holda (4) ga asosan
x y
JM (x, y)dx + jN (x4, 1)y =C (5)
R Yo

ya’ni (1) ning umumiy integralini hosil gilamiz.
I-misol. (x+y—1dx+ (ey + x)dy =0 tenglamaning umumiy yechimini toping.
oM ON

Yechish. Bu yerda M(X,y)=x+y—1aN(X,y)=€y + X, Ezl, a_x_l,ya’ni

(2) shart bajarilyapti, demak, berilgan tenglama to’la differentsialli ekan.
Umumiy yechimni (5) formula bo’yicha topamiz:

X y
j(x+y—1)dx+ IeydyzCl
0 0

yoki

1 X

—x’+xy—x| +e’|=C,

2 O ’
Bundan
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1 1
Exz +xy—x+e’ —1=C, yoxi ey+5x2 +xy—x=C

ga ega bo’lamiz.
5.2. Agar (2) tenglik bajarilmasa, u holda (1) tenglama to’la differentsialli bo’lmaydi. Bunday
tenglamalar uchun ayrim hollarda integrallovchi ko’paytuvchi, deb ataluvchi shunday ,U(X, y)

funktsiyani topish mumkinki, berilgan tenglamani shu funktsiyaga ko’paytirilganda, tenglama to’la
differentsiallikka aylanadi.

Integrallovchi  ko’paytuvchi /«l(x, y) ni topish uchun berilgan tenglamani /«l(x, y) ga
ko’paytiramiz:
MM (x, y)dx + N (x, y)dy = 0.
Ma’lumki, bu tenglama to’la differentsialli bo’lishi uchun

oM OGN
o  ox

bo’lishi zarur va yetarlidir. Oxirgi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:

ﬂaﬂ+Ma_ﬂ:ﬂa_N+Na_ﬂ
oy oy ox ox

Ma_’u_Na_’u:Iu a_N_aﬂ .
oy ox ox Oy

Tenglikning ikkala tomonini £¢ (X ) y) ga bo’lib yuborsak noma’lum £ (X ) y) funktsiyaga nisbatan:
Oln Oln ON oM
M £ N £ - (6)

oy ox ox Oy

tenglamani hosil gilamiz. Buni umumiy holda yechish juda murakkab, shu sababli uni ayrim xususiy
hollardagina hal gilamiz.

Masalan, (1) tenglama fagat )’ ning funktsiyasi bo’lgan integrallovchi ko’paytuvchiga ega bo’lsin.
U holda

yoki

O
H_ 0
ox
bo’ladi. Shu sababli, (6) tenglama quyidagi ko’rinishda bo’ladi:
ON oM
dinpg ox 0Oy
dy M
Agar bu yerda
ON oM
ox Oy
M
ifoda fagat ) ga bog’liq bo’lsa, u holda
j[aN_aMV
ox Oy d
y
p=e .
bo’ladi.
Aynan shundek, agar
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ifoda faqat X ga bog’lig bo’lsa, u holda integrallovchi ko’paytuvchi
o)
ox Oy “« dy

\
2-misol. ydx - ‘ + y2 g’y =0 tenglamaning umumiy ildizini toping.

,~0M _ | ON

p=e

ko’rinishda topiladi.

oM ON
Yechish. Bu yerda M=y,N=—(+y }E =§=—1, ya’ni E?&a lekin

ON oM

ox Oy 2

— . Shu sababli,
M y

lLl = e_jidy = L

Berilgan tenglamani shu integrallovchi ko paytuvchiga ko’paytiramiz:

ldx—(izﬂ]dy:a
y y

Natijada to’la differentsialli (buni tekshirishni o’quvchiga havola gilamiz) tenglama hosil gilamiz.
Xy =Ly, =1 deb (5) formulani qo’llaymiz:

)]-ldx—yj Lz+1 dy=C

1y Y
yoki
X y
b 1
Y, y 1
Demak, berilgan tenglamaning umumiy yechimi
X
Z—y=C
y
ekan.
6-§. Egri chiziglar oilasining o’ramasi.
Quyidagi

F(x,y,C)=0 (1)
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tenglama 0)0/ dekart koordinatalar tekisligida S ning har bir giymatida biror egri chiziqni ifodalaydi

(3-bob, 1.1-§ qgarang). S ning har xil giymatlariga mos keluvchi egri chiziglarni bir parametrli egri
chiziglar oilasi deb ataymiz. Demak, (1) tenglama bir parametrli egri chiziglar oilasini aniglar ekan.

Ta’rif. L chiziq bir parametrli egri chiziglar oilasining o’ramasi deyiladi, agar u o’zining har bir
nuqtasida oilaning biror chizig’iga urinib o’tsa va har xil nuqtalarida urinayotgan oilaning chiziglari
ham har xil bo’lsa.

. 2 2 _ p2 . y g .
I-misol. ‘f -C / +y = R tenglama markazlari Ox o gida joylashgan R radiusli

aylanalar oilasini beradi. Bu oilaning o’ramalari } = R va V= —R to’g’ri chiziglardir (1-rasmga
garang).

VYV
NPT

C

.
%

\ 4

123-rasm.
Endi o’ramani topish masalasini ko’raylik. Faraz qilaylik, (1) egri chiziglar oilasi berilgan bo’lsin.
Agar u tenglamasi )Y = @(X) bo’lgan o’ramaga ega bo’lsa, bu yerda (D(X) -uzluksiz va
differentsiallanuvchi funktsiya, u holda bu o’ramaning har bir M (X, y) nugqtasi (1) oilaning biror

egri chizig’iga tegishli bo’ladi, bu egri chiziqga S koeffitsientning M nuqgtaning koordinatalari (X, y)
ga bog’lig bo’lgan aniq bir giymati mos keladi: c=C (X, y) . Demak, o’ramaning barcha nuqtalari

uchun
F(x,y,C(x,y)) =0 )

bo’ladi, ya'ni (2) ni o’ramaning oshkormas tenglamasi deb garash mumkin. Faraz qilaylik, C(x, y)
koeffitsient X, ) larning barcha giymatlarida o’zgarmas bo’lmagan differentsiallanuvchi funktsiya

bo’lsin. O’ramaning (2) tenglamasidan o’ramaga uning M (X, y) nuqtasida o’tkazilgan urinmasining
burchak koeffitsientini topaylik. (2) ni X bo’yicha differentsiallaylik:

OF OF oC (oOF OF oC
+ + +
ox 0C oOx oy 0C oy

y'=0
yoki

oC  aC
J =0 3)

F +F y+F.| —+—
X yy C(ax @yy

Ma’lumki, egri chizigga o’tkazilgan urinmaning burchak koeffitsienti uning tenglamasidan olingan
hosilaning shu nuqtadagi giymatiga teng. Agar oshkormas funktsiyadan olinadigan hosila formulasini
eslasak:

yv - _ F X
r y
u holda (1) oilaning egri chizig’iga o’tkazilgan urinmaning burchak koeffitsienti
1 1 '_
F.+F,y'=0 (4)
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tenglikdan aniglanadi. O’ramaga o’tkazilgan urimaning burchak koeffitsienti egri chiziq urinmasining
burchak koeffitsientiga teng bo’lgani uchun (3) va (4) larga asosan

Fg(ﬁﬁugy}o
ox Oy

tenglikka ega bo’lamiz. O’ramada C(x, Y ) # CONnsSt bo’lgani uchun

oC oC
—+—)'#0
ox Oy ’

shu sababli, o’ramaning barcha nuqtalari uchun
Fo(x,y,C)=0 (5)
bo’ladi. Natijada o’ramani topish uchun

F(x,y,C)=0

F.(x,y,C)=0 ©

sistemani hosil qildik. Lekin bu tenglamalarni (1) ning F x,F y xususiy hosilalarini nolga

aylantiradigan statsionar nuqtalar deb ataluvchi nuqtalar koordinatalari ham ganoatlantiradi.
Hagigatan, maxsus nuqtaning koordinatalarini (1) tarkibiga kiruvchi C parametr orqali ifodalash

mumKkin:
x=MC), y=u(C). ()
Agar bularni (1) ga olib borib qo’ysak:

-~
F@(C), 1(C),C =0
ayniyatni hosil gilamiz. Uni C bo’yicha differentsiallaylik:

ﬂéi+ﬁﬁﬁ+n=0
dc ' dc

X,V lar statsionar nuqtaning koordinatalari bo’lgani uchun Fx = O,F y = 0 bo’ladi, shu sababli

yuqoridagi tenglikdan FC =0 kelib chiqgadi.

Demak, (6) ni yechganda, yechim o’ramani yoki statsionar nugqtalarning geometrik o’rnini
bildirishini aniglash uchun qo’shimcha tekshirishlar o’tkazish lozim ekan.

2 2 2
2-misol ‘C -C P +y = R aylanalar oilasining o’ramasini (6) sistema yordamida aniglang.
Yechish. Oila tenglamasini S bo’yicha differentsiallaylik:
\
2€¢-C =0.
U holda (6) sistema bu misol uchun quyidagicha bo’ladi:
2 2 2
¢-C_+y’=FR°,
~
2€-C =0.
Bu sistemadan S ni yo’qotsak:
2 2
Yy =R =0 yoki y=%R
hosil bo’ladi. Shu natijaga biz boshqa usul bilan kelgan edik. Ma’lumki, bu o’rama edi. Bu yerda ham

aylana statsionar nuqtalarga ega bo’lmagani uchun Y = +R - o’rama tenglamasi, degan xulosaga
kelamiz.

3 2 . . o . .
3-misol. Y — " -C = 0 yarimkubik parabolalar oilasining o’ramasini toping.
Yechish. Berilgan tenglamani S parametr bo’yicha differentsiallaymiz:
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~
2€¢-C =0.
Bundan S ni topib, oila tenglamasiga qo’ysak:
y=0

bo’ladi. Bu Ox o’qining tenglamasi. Uni o’ramami yoki statsionar nuqtalarning geometrik o’rnimi
ekanligiga ishonch hosil qilish uchun berilgan oilaning statsionar nuqtalarini topaylik. Buning uchun
berilgan tenglamani X va ) bo’yicha differentsiallaylik:

' ~
F . =-2€¢-C =0;
ll . 2 _
F,=3y"=0.
Bundan x = C , V= 0 ekanligi kelib chigadi. S ga har xil qiymatlar bersak, statsionar nuqtalar Ox

o’qini to’lg’izadi, ya’ni Ox 0’qi statsionar nuqtalarning geometrik o’rni ekan (124-rasmga qarang).

y

0
statsionar nuqta]ami1|1g geometrik o'rni

124-rasm.

- 2 3
4 -misol. ‘/ -C . E ¢ -C .= 0 oilaning o’ramasi va statsionar nuqtalarining

geometrik o’rnini toping.
Yechish. Tenglamani S bo’yicha differentsiallaylik:

—2¢—C}§3¢—Cj=o

yoki

y-C=€¢-C_. (8)

Buni berilgan tenglamaga qo’ysak:
- 2 3
€-C'-Z¢-C>=0
3
yoki

Q—CG[Q—C}g]zo

hosil bo’ladi. Bundan S ning ikkita qiymatini topamiz: S;= X , Cz =X—- % .
Agar (8) ga birinchi giymatni qo’ysak:

y-x=6€-x_
yoki
y=x

tenglamani hosil gilamiz. Agar (8) ga ikkinchi giymatni qo’ysak:

—x+z—(x—x+zj2—0
4 3 3
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yoki

2
Y 9

kelib chigadi. Topilgan chiziglarning birinchisi statsionar nuqtalarning gelmetrik o’rnini, ikkinchisi esa
o’ramani beradi (125-rasmga qarang).

A . /
Y S 7

\ 4

125-rasm.

Evolyuta

126-rasm.

Eslatma. 13-bobning 4-§ ida biz egri chizigning normali evolyutaga urinma bo’lishini ko’rsatgan
edik. Shu sababli, berilgan egri chizigning normallari oilasi evolyuta uchun urinmalar oilasi bo’ladi.
Demak, evolyuta berilgan egri chizigning normallari oilasi uchun o’rama vazifasini o’tar ekan ( 126-
rasmga garang).

7-§. Birinchi tartibli differentsial tenglamalarning
maxsus yechimlari.

Berilgan
dy
Flx,y,—1|=0
(2]
differentsial tenglama
o€, y,C =0 Q)

umumiy integralga ega bo’lsin.
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Faraz qilaylik, (2) umumiy integralga mos keluvchi umumiy egri chiziglar oilasi o’ramaga ega
bo’lsin. Bu o’rama (1) differentsial tenglamaning integral egri chizig’i bo’lishini ko’rsatamiz.
Hagigatan, o’rama o’zining har bir nuqtasida oilaning biror egri chizig’iga urinadi, ya’ni u bilan

umumiy urinmaga ega bo’ladi. Demak, har bir umumiy nuqtada o’rama va egri chiziq X, ),}Y '

miqdorlarning bir xil giymatlariga ega bo’ladi. Lekin oilaning egri chizig’i uchun X, ), y' sonlar (1)
tenglamani ganoatlantiradi. Shu sababli, o’ramaning har bir nuqtasini abtsissasi, ordinatasi va burchak
koeffitsienti (1) tenglamani ganoatlantirishi shart. Bu - o’rama integral chiziq, uning tenglamasi esa
differentsial tenglamaning yechimi ekanligini bildiradi.

Lekin 0’z navbatida o’rama, umuman aytganda, integral yechimlar oilaning vakili emas, shu
sababli, u umumiy integraldan C ning biror xususiy giymati orqali topilmaydi.

Ta’rif. Differentsial tenglamaning umumiy yechimidan C ning birorta ham giymati orqali topib
bo’lmaydigan va grafigi umumiy yechimga kiruvchi integral egri chiziglar oilasining o’ramasi bo’lgan
yechimi differentsial tenglamaning "maxsus yechimi", deb ataladi.

\
Faraz qilaylik, (2) umumiy integral berilgan bo’lsin. Undan va CD'C «, Y, C P 0 tenglamadan

S parametrni yo’qotib, ¢(X, y) =0 tenglamaga kelamiz. Agar bu funktsiya (1) ni ganoatlantirsa-yu,

lekin (2) yechimlar oilasiga tegishli bo’lmasa, u holda ta’rifga ko’ra, bu funktsiya maxsus integral
bo’ladi.

Shuni ta’kidlash lozimki, maxsus yechimni ifodalovchi egri chizigning har bir nuqtasidan kamida
ikkita integral egri chiziq o’tadi, ya’ni maxsus yechimning har bir nuqtasida differentsial tenglamaning
yechimini yagonaligi buzilyapti.

Shuning uchun yechimning yagonaligi buziladigan nuqtalar "maxsus nuqtalar" deb ataladi. Demak,
maxsus yechim maxsus nuqtalardan iborat ekan.

8
2 2 2
Misol. Yy (+ y’ = R tenglamaning maxsus yechimlarini toping.
Yechish. Avval uning umumiy integralini topamiz. Buning uchun tenglamani hosilaga nisbatan
yechib olamiz:

R? — 1?2
dx y
O’zgaruvchilarini ajratsak:
d
i = dx
iRz—y2

Buni integrallasak:
2 2 p2
¢€-C +y"' =R
umumiy integral hosil bo’ladi.Ma’lumki (6-§, 1-misolga garang), bu oilaning o’ramasi ) = +R
to’g’ri chiziglardir.
y= R funktsiyalar berilgan tenglamani ganoatlantiradi. Demak, bu funktsiyalar maxsus

yechimlar ekan.

8-§. Hosilaga nisbatan yechilmagan differentsial
tenglamalar.

Birinchi tartibli quyidagi
~
Fé€y,y =0 (1)

differentsial tenglama berilgan bo’lsin. Yuqorida bunday tenglamalar hosilaga nisbatan yechilgan hollar
uchun ko’rildi. Endi ko’radigan holimizda F ¢9 Y.y '/ funktsiya y' ga nisbatan chizigli bo’lmasin

deb faraz gilamiz. Bunday hollarda tenglama har doim ham y' ga nisbatan yechilavermaydi. Shunday
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bo’lsada, biz bu paragrafda parametr kiritish yordamida hosilaga nisbatan yechiladigan tenglamaga
keltiriladigan ayrim xususiy hollarni ko’rib chigamiz.

8.1. n-darajali birinchi tartibli tenglamalar. Faraz qilaylik, differentsial tenglama quyidagi
ko’rinishda berilgan bo’lsin:

¢ €7 +p, €77 44 p, VD, y=0,
bu yerda 77 -natural son, Py, Py,--+5 P, lar X va Y larning funktsiyalari.
Agar bu tenglama y' ga nisbatan yechilsa, u holda y' uchun 7 ta har xil ifoda hosil bo’ladi:
V'=LHGp), V= 060), L 0= 1,006 0). )
Bu bilan berilgan tenglamani integrallash hosilaga nisbatan yechilgan 7 ta (2) tenglamalarga keltirildi.

~ ~ ~
Agar q)l 67, V, Cl = 0, (Dz ¢, v, C2 = 0, cees q)n Q, V, Cn = O lar bu tenglamalarning

umumiy integrallari bo’lsa, u holda berilgan tenglamaning umumiy integrali

® € y,C.0,€y.C.... .0 €y,C=0

ko’rinishda bo’ladi (buni tekshirishni o’quvchiga topshlramlz). Umumiylikka ziyon yetkazmaslik

magsadida barcha C 1s C R Cn larni bitta C o’zgarmas bilan almashtirdik.

. ﬁ/'\j -0 . . L
I-misol. P 5 = Y tenglamaning umumiy integralini toping.
a

Yechish. Agar tenglamaning chap tomonini ko’paytuvchilarga ajratsak, tenglama quyidagi

ko’rinishga keladi:
A \AY
y=—1| y+—|=0,
a a

Bundan

N

- = va
a a

tenglamalarni hosil gilamiz. Ularning umumiy integrallari mos ravishda

\/;—%—C 0 va ¥+ i—c 0

bo’ladi (tekshiring!). U holda berilgan tenglamaning umumiy mtegrall

>
(y-c -~ -0

bo’ladi.

8.2. ¥ ga nisbatan yechilgan va X gatnashmagan tenglamalar.
Bizga

y=0(") 3)

ko’rinishdagi tenglama berilgan bo’lsin.
Agar bu tenglamada y'= P belgilash kiritsak, (3) quyidagi
y=¢(p) (4)

dy
ko’rinishga keladi. Endi y' = P tenglikni dx = ; ko’rinishda yozib olib integrallasak:
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X = Q+C:Z+ M+C 5
j 2 (&)
p p p

hosil bo’ladi, oxirgi integralga bo’laklab integrallash usuli qo’llandi. (4) va (5) lardan tuzilgan
tenglamalar sistemasi berilgan tenglamaning parmetrik ko’rinishdagi umumiy yechimini bo’ladi.

~
Zaruriyatga garab, (4) va (5) lardan P ni yo’qotib, bu yechimni CD&, v, C = 0 ko’rinishga keltirsa
bo’ladi.
1 2 1 3 . . o .
2-misol. Y= 6/ _* 2 ﬁ/ __ tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish. y' = p deb tenglamani Y = p2 +2 p3 ko’rinishga keltiramiz. Agar buni X ga
nisbatan differentsiallasab, y' = P ekanligini hisobga olsak:

~p ~lp
2 2
y=€p+6p> == i p=€p+6p’ =
“dx 7 “dx
~
Bundan 0’z navbatida dx = Q +6 p g’p , integrallagandan so’ng esa X = 2 p+ 3 p2 + C hosil
bo’ladi. Shu sababli, umumiy yechim quyidagicha bo’ladi:

x=2p+3p° +C,
y:p2 +2p3.

8.3. X ga nisbatan yechilgan va ) qatnashmagan tenglamalar.
Bu yerda

x=¢(y")

ko’rinishdagi tenglama nazarda tutilyapdi. Bunda ham, xuddi yuqoridagidek y'= P belgilash
kiritamiz. U holda tenglama

x=¢(p) (6)

ko’rinishga keladi. Endi y'= P tenglikni dy = pdx ko’rinishda yozib olib, integrallasak, bo’laklab
integrallash usulini qo’llagandan so’ng

y= fpdx =pX— f xdp  yoki  y=pp(p)— [p(p)dp+C

hosil bo’ladi. Demak, umumiy yechim

x=o(p),
y=po(p) - Ico(p)dp +C

parametrik ko’rinishda bo’lar ekan.
3-misol. X= y'sin y' tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Yechish. Agar y'=p desak, u holda szSil’lp bo’ladi. Endi dy=pdx tenglikni
integrallasak:

y= Ipdx:px— dep:px— jpsmpdp:px+pcosp— Icospdp:
=px+ pcosp—sinp+C

kelib chigadi. Demak, umumiy yechim
X = psin p,
y=p’sin p+ pcosp—sin p+C

bo’lar ekan.
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8.4. Klero tenglamasi. )’ ga nisbatan yechilgan, X va ) ga nisbatan chiziqli, lekin y' ga
nisbatan yechilmagan quyidagi tenglama

y=xy+yp(y') (7)
"Klero" tenglamasi, deb ataladi. Xuddi yuqoridagidek, bu yerda ham y’= P deb qo’shimcha
parametr kiritamiz. U holda (7) quyidagi ko’rinishga keladi:

y=xp+y(p) . (7)
Agar oxirgi tenglikni X bo’yicha differentsiallasak:

dp oo\ dp
=x—+p+ —
p i p w(p)dx
yoki
d
F+v () L=0
dx

tenglikka kelamiz. Har bir ko’paytuvchini nolga tenglaymiz:

@ _g , (8)
dx
x+y'(p)=0. ©)
Agar (8) ni integrallasak, P = C hosil bo’ladi, buni (7') ga qo’yib, (7') ning umumiy yechimiga
y=xC+y(C) (10)

ega bo’lamiz. Ma’lumki, bu to’g’ri chiziqglar oilasidir.
Agar (9) dan P parametrni X ning funktsiyasi sifatida aniglab, (7') ga qo’ysak, hosil bo’ladigan:

y=xp(x)+y b(x)_ (an
funktsiya (7) ning yechimi bo’ladi (tekshiring!). Lekin (11) yechim (10) umumiy yechimdan S ning
biror giymatida ham kelib chigmaydi. Shu sababli, bu yechim maxsus yechim bo’lib, u quyidagi

y=xp +y(p),

x+y'(p)=0
sistemadan P ni yoki

y=xC+y(C),

X+ (C)=0

sistemadan S ni yo’qotish yo’li bilan hosil qgilinadi. Demak, Klero tenglamasining maxsus yechimi (10)
umumiy integrallar oilasining o’ramasi, ya’ni boshgacha qilib aytganda, Klero tenglamasining umumiy
yechimi maxsus yechimlariga o’tkazilgan urinmalar oilasidan iborat bo’lar ekan.

4-misol. V= xy'—ey tenglamani integrallang.

Yechish. Bu tenglamada y'= P deb, uni Yy = px— e’ ko’rinishda yozib olamiz. Bu tenglikni
differentsiallaylik:

dy = pdx + xdp — e’ dp
Lekin dy = pdx , shuning uchun oxirgi tenglik
xdp—e’dp=0

¢-¢” dp=0

yoki
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ko’rinishga keladi. Demak, yo dp =0 yo X = e’ bo’lishi kerak. Agar dp =0 bo’lsa, u holda
P= C bo’ladi. Buni y=px— e’ ga qo’ysak:

y=Cx—e
umumiy yechimni hosil gilamiz. Agar X = e’ desak, berilgan tenglamaning maxsus yechimi

x=e’,

— p

y=(p—-1e
sistemaning birinchi tenglamasidan J parametrni aniglab (bu yyerda u p = In x bo’ladi),
ikkinchisiga qo’ysak, quyidagi

y=x@x-1
ko’rinishda aniqlanadi. Endi umumiy yechim aniqglagan to’g’ri chiziglar maxsus yechimlarga

o’tkazilgan urinmalar oilasi bo’lishligini ko’rsatish qoldi.
Maxsus yechimni differentsiallaylik:

y'=Inx.

Hosilaning geometrik ma’nosidan, maxsus integral chiziqga uning M (xo ) yo) nuqtasida o’tkazilgan
urinmasining tenglamasi

-

y=x,€x, -1 =Inx,(x—x,)
bo’lishligi kelib chigadi. Agar buni ixchamlab, In Xy = C deb belgilasak:
y=Cx—e
tenglamani hosil gilamiz.
8.5. Lagranj tenglamasi. "Lagranj tenglamasi", deb quyidagi tenglamaga aytiladi:

y=xp(y")+w ('), (12)
buyerda @ va Y lar y' ning ma’lum funktsiyalaridir. Tenglama X va )’ ga nisbatan chiziqli,
avvalgi bo’limda ko’rilgan (7) "Klero" tenglamasi (12) ning @()')= )" bo’lgandagi xususiy holi. Shu

sababli, bu tenglama ham yuqorida ko’rilgan tenglamalar kabi y'= P parametr Kkiritish yordamida
integrallanadi. U holda, (12) quyidagi ko’rinishni oladi:

y=xp(p)+y(p) (12)
Buni X bo’yicha differentsiallasak:
\ Vo AP
p=op)+ ko' (p)+v'(p) -
yoki

' ' _d
p=op)= ko' )y () = (13)
ega bo’lamiz. Bu tenglamaning umumiy yechimini topish magsadida uni quyidagi ko’rinishda yozib
olamiz:
dx __¢'(») _ _v'(p)
dp p-o(p) p-9(p)

va X ni P ning funktsiyasi sifatida qaraymiz. U holda hosil bo’lgan tenglama X ga nisbatan chizigli

differentsial tenglama bo’ladi.
Shu bobning 3-§ ida ko’rilgan usullarning biri bilan uning

333

www.ziyouz.com kutubxonasi



x=f(p,C)

yechimini topamiz. Bundan va (12') dan P parametrni yo’qotsak, (12) ning
O(x,y,C)=0

ko’rinishdagi umumiy yechimini hosil gilamiz.

(12) ni P ning Py — (0( po) =0 shartni ganoatlantiruvchi har ganday o’zgarmas P giymati
ham ayniyatga aylantiradi. (7) ning P = P giymatga mos keluvchi yechimi X ning chiziqgli
funktsiyasi bo’ladi. Bu chizigli funktsiyani topish uchun (12') dagi P parametr o’rniga P = D,

giymatni qo’yish kifoya:
Y =x0(py) +y(p,)

Agar bu yechim umumiy yechimdan o’zgarmasning biror giymatida hosil bo’Imasa, u holda bu yechim
maxsus yechim bo’ladi.

2 2
S-misol. Y= xy‘ +y' ko’rinishdagi Lagranj tenglamasini integrallaylik. Buning uchun unda

y'= P almashtirish bajaramiz:

y=xp> +p°. (14)
Agar (14) ni X bo’yicha differentsiallasak:
—
p=p’+bp+2p >
dx
yoki
dp
pl=p)=2p(x+1)— (15)
dx

hosil bo’ladi. Oxirgi tenglikni quyidagicha yozib olaylik:
dx 2 2
— =X

dp l—pzl—p'

Buning umumiy yechimi

C
x=—1l+—— (16)

2
(p-1)
bo’ladi (tekshiring!). Agar (14) va (16) dan P parametrni yo’qotsak, umumiy yechim

y:¢+\/x+lj

(15) tenglikni P ning P = 0 va p =1 giymatlari ham qganoatlantiradi. Shu sababli, berilgan
tenglamaning shu giymatlarga mos keluvchi yechimlari
y=x-0>4+0>=0 va y=x+1

bo’ladi. Bulardan ikkinchisi maxsus yechim bo’lmaydi, chunki u umumiy yechimdan S=0 giymatda

ko’rinishga keladi.

hosil bo’ladi, shu sababli u xususiy yechim, ) = 0 esa maxsus yechim, chunki u umumiy yechimdan
S ning birorta ham giymatida kelib chigmaydi.
Eslatma. Odatda "Lagranj" tenglamasi deb, X va )’ ga nisbatan chiziqli bo’lgan quyidagi

Py )x+0(")y+R(')=0 (18)
ko’rinishdagi har qanday birinchi tartibli differentsial tenglamaga aytiladi. Lekin bu tenglama (12)
ko’rinishga uni O()') ga bo’lib keltirilishi mumkin, bunda
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n__ PO N ROY
e(y'") 00" va ¥(") 00"
bo’ladi.

Biz bu paragrafda (18) tenglamaning eng sodda ko’rinishidan boshlab, barcha xususiy hollarini
ko’rib chiqdik.

9-§. Yugqori tartibli differentsial tenglamalar.

9.1. Umumiy tushunchalar. Quyidagi -
X

{ DI
F‘ayayvay"a“'ay )/_0 (1)
noma’lum funktsiyaning n-hosilasini 0’z ichiga olgan tenglamalar n-tartibli differentsial tenglamalar,
deb ataladi. Ayrim hollarda, (1) yuqori tartibli hosilasiga nisbatan yechilgan bo’lishi mumkin, ya’ni

yC=r€r, 0.y, "

-

(1)
ko’rinishda berilgan bo’lishi mumkin.

Bu paragrafda biz (1') ko’rinishdagi yoki shu ko’rinishga keltiriladigan tenglamalarni ko’ramiz.
Bunday tenglamalar uchun quyidagi teorema o’rinli.

Teorema. Agar (1) tenglamada f (T, y, y' , y” N 4

-1
Y, y’ R y” RS % 1 argumentlari bo’yicha olingan Xususiy hosilalari

G112 . .
funktsiya va  uning

~

M ( ' " G-1 .. . . ,
0 XosV0sVo s Vo -+ Vo ”) nuqtani o’z ichiga olgan gandaydir sohada uzluksiz bo’lsa, u
holda tenglamaning

~

_ o n_ .n 61> | 61
VY=V V=YV YV =)V gseens) =Xo (2)
shartlarni qanoatlantiruvchi yagona yechimi mavjud.
(2) shartlar boshlang’ich shartlar, deb ataladi.
Ta’rif. n-tartibli (1') differentsial tenglamaning umumiy yechimi deb, n ta C;, (,,...,C,
koeffitsientlarga bog’lig bo’lgan shunday

y=¢€,C,,C,,....C,_
funktsiyaga aytamizki, u
1) C;, C,,...,C, koeffitsientlarning har ganday giymatlarida ham (1') ni ganoatlantiradi;
2) C;, Cy...,C, Kkoeffitsientlarning shunday qiymatlari mavjudki, bu giymatlarda

y= (p(f, Cl 5 C Daeens C ,» _ (2) boshlang’ich shartlarni ham ganoatlantiradi.

\
Oshkormas CD‘C, Yy, Cl ) C2 geens C n 0 ko’rinishda topilgan yechim (1') ning umumiy integrali,

deb ataladi.

C;, Cy,...,C, koeffitsientlarning aniq giymatlari uchun umumiy yechimdan hosil qilinadigan har
ganday yechim xususiy yechim, deyiladi.

Xususiy yechimning grafigi differentsial tenglamaning integral chizig’i, deb ataladi.

Demak, n-tartibli differentsial tenglamani yechish deganda, uning umumiy yechimini yoki
boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini topishni tushunar ekanmiz.

9.2. Eng sodda n-tartibli tenglamalar. Quyidagi
¢ _
yie=f(x) (3)

ko’rinishdagi tenglamalar eng sodda differentsial tenglamalar, deb ataladi.

@ _ ‘/(1—1)7 o . .
Agar Y = P ekanligini e’tiborga olib (3) ni integrallasak:
X
6-13_
y = | f(x)dx+ C,
X0
bo’ladi, bu yerda X; X ning biror qiymati. Agar yana bir marotaba integrallasak:

335

www.ziyouz.com kutubxonasi



y = | [Fodx fdx+C (x—x,) + C,

munosabatni hosil gilamiz. Va nihoyat, shu jarayonni n marotaba bajarsak (3) ning umumiy yechimini

topamiz:
X X -1 -2
y= [+ [f@adx...dx+ C, %+C2 %+---+cn_

Agar (2) ko’rinishdagi boshlang’ich shartlar berilgan bo’lsa, unga mos keluvchi xususiy yechimni
topish uchun

61
C,=0,C,i=Y¢5--,C =y,
deyish kifoya.
I- m i s o I . y"= xe tenglamaning 1(0)=1,1'(0) =0 boshlang’ich shartlarni

ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.
Yechish. Berilgan tenglamani ketma-ket integrallab, uning umumiy yechimini topamiz:

y'= jxe‘xdxz —xe " —e " +C,,

y= jlxe_x —e" +Cidx=xe" +2¢" +Cix+C,
yoki
y=x+2)e " +Cx+0C,.
Agvr boshlang’ich shartlardan foydalansak: 1=2 + C2; C2 =—1, 0=-1+ Cl 5 C1 =1.
Demak, xususiy yechim
y=(x+2e " +x—1

ekan.

9.3. ¥ ni bevosita 0’z ichiga olmagan tenglamalar. Bu turga
~N

Fé€yCye. ye =0 (4)

ko’rinishdagi differentsial tenglamalar kiradi.
~
Agar (4) da ) ((’: Z almashtirish bajarsak, uning tartibi k£ taga pasayadi, ya’'ni

~N
F‘,Z,Z',...,Z(I_k//:
bo’ladi.

'

2-misol. y"_Ll = x(x - 1); J’(z) =1 ; y’(2) =-1 masalaning yechimini toping.

Yechish. Berilgan tenglamada ) bevosita qatnashmayapti, shu sababli y'= Z desak, tenglama
quyidagi

P x(x—1)

chizigli tenglamaga keladi. Buni masalan, Bernulli usuli bilan yechamiz, ya’ni yechimni Z = ug

ko’rinishda qidiramiz. U holda, ¥ va 9 larga nisbatan
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u

u'— =0,
x—1
ud'=x(x-1)
sistema hosil bo’ladi. Sistemaning birinchi tenglamasidan
u=x-1
ni topib, ikkinchisiga qo’ysak:
2
X
d=—+C,
2

2
kelib chigadi. U holda, Z=u$=C,(x—1) +§X (x=1) bo’ladi. Bu yerda Zz =)' eckanligini

eslab, yana bir marotaba integrallasak:
1 1
y=C,(x-1)? +§x4 —gx3 +C,

hosil bo’ladi. Bu yerdagi C] va C2 o’zgarmaslarni boshlang’ich shart- lardan foydalanib topamiz:

—1:C1+l-22,
2
LR PR
1=C,-1"+--2"-—-2" +C,.
8 6
20
Bundan Cl = —3; Cz = ? Demak, qo’yilgan masalaning echimi
1 1 20
y=—x'—-——=x>-3(x-1%+—
8 6 6

bo’lar ekan.

3 -mis ol . Massasi m bo’lgan biror jismning yuqoridan vertikal holatda erkin tushish
masalasini ko’raylik (1.1-§ dagi 1-misolga qarang). Agar jismga og’irlik kuchidan tashqari uning tushish
tezligi ¢ ning kvadratiga proportsional bo’lgan havoning garshilik kuchi ham ta’sir etsa, shu jismning
tezligi ganday qonun bilan o’zgarishini aniglang.

Yechish. Xuddi 1.1-§ dagi 1-misolga o’xshab mulahaza yuritib, Nyutonning 2-qonuniga ko’ra
quyidagi

differentsial tenglamani hosil gilamiz.Jismning erkin tushish masalasi ko’rilayotgani uchun boshlang’ich
shartlar

ds
S‘t_():O’ ]9:— :O
ds d’s d$

bo’ladi. E = 19: ? :_l‘ bo’lgani uchun tuzilgan differentsial tenglamani ¢ ga nisbatan
birinchi tartibli

a9k

dt m
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mg 2
tenglamaga keltirsa bo’ladi. Agar bu yerda 7 =da desak, unda o’zgaruvchilarini quyidagicha

dg k

_ 2T
a’—-9> m
ajratish mumkin. Endi oxirgi tenglikni integrallasak:
1. a+9 k
In =—1t+C,

Za—&m

ga ega bo’lamiz. Agar bunga boshlang’ich shartlarni qo’llasak, Cl =0 chigadi. Demak,

a+8 2ak
In = t
a—-9 m
bo’ladi. Bundan
2akt/m akt/m —2akt/m
e -1 e — ~
d=a 2akt/m =da eakt/m —akt/m = ath 6kt/m/

e +e

+1
ak mg k kg
Lekin — = 7 +— = ,[— bo’lgani uchun oxirgi tenglikni
m

m m
ds k;
= =ath, /—gt
dt m
deb yozish mumkin. Bundan

§= ﬁahlchwfk—gt+C2 :ﬂlnchw/k—gz‘+C2
kg m k m

hosil bo’ladi. Boshlang’ich shartning birinchisini qo’llab Cz =0 ni topamiz.
Demak, ko’rilayotgan jarayon qonuni

S = m theh, /k_g[
k m

9.4. Erkli o’zgaruvchini o’z ichiga olmagan tenglamalar. ]iizga
~

F‘/,y',y",...,y -=0
ko’rinishdagi tenglama berilgan bo’lsin. Bunday tenglamalarda y'ZZ(J/) almashtirish tenglama

formula bilan ifodalanar ekan.

tartibini pasaytirdi. Bunda y", y"', ... hosilalar yangi o’zgaruvchi z orqali quyidagicha ifodalanadi:

dz d’z (dzY

Xususan, agar tenglama 2-tartibli bo’lsa, u holda u almashtirish natijasida quyidagi 1-tartibli
tenglamaga keladi:

F y,z,z% =0
dy

4-misol. 1+ y'2 = yy" tenglamani yeching.
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dz
" "_
Yechish. V = 2 (y ): y =z d_y almashtirish natijasida tenglama quyidagi tenglamaga keladi:

dz
1+z2=yz—.
=

Y
Uning o’zgaruvchilarini ajratib integrallaymiz:
d d N
2 Y o m+2? =2y +2InCp; 1+22 =Cly?; z=£Cly” 1
1+ 2z y
Endi ¥ o’zgaruvchiga qaytsak:

Y'=%Cy* —1, _& = *dx,

\/Clzyz -1
\
€y JCiy o1 2260

1
yoki

l giqe, 2 |, secyg Y 1 ~ o, x+C,
- 25 4 TN =~ chC €+ C, =C,ch—*>.
y 2C1€ 3 Cl 1 2 v C1

9.5. V, y’,y",.. .,y(“ larga nisbatan bir jinsli bo’lgan tenglamalar. Bunday tenglamalarning
tartibini y’/ Y = Z almashtirish orqali pasaytirish mumkin, bu yerda z - yangi noma’lum funktsiya.
S-misol. 3y'2 = 4yy"+y2 differentsial tenglamani yeching.

Yechish. Tenglamaning ikkala tarafini y2 ga bo’lib yuboramiz:

2
3(1J —4.2 -1,
y y

Agar oxirgi tenglikda y'/ Y = Z desak, u holda bundan

" 12 "

y' oy

. | . _ 2
y oy
ega bo’lamiz. Bularni tenglamaga olib borib qo’ysak, natijada
3z —4z7 —4z'=1 yoki —4z'=1+z>
differentsial tenglamaga kelamiz. Agar buning o’zgaruvchilarini ajratib integrallasak:

1
arctgz =C, — Zx yoki Zz= tg(C1 - %j

hosil gilamiz. Endi teskari almashtirish bajaramiz:
' X
Y 1g| C, ——|.
y 4

+InC, yoki y=C, -c:os“(Cl —%j

Buni integrallasak:

Iny=4In cos(C1 -

339

www.ziyouz.com kutubxonasi



10-§. Yugqori tartibli chizigli birjinsli tenglamalar.

10.1. Ta’riflar va umumiy xossalar.
1-ta’rif. n- tartibli differentsial tenglama chizigli deyiladi, agar u noma’lum funktsiya ) ga va

~

uning barcha y',y",y"’, .. .,y(" hosilalariga nisbatan 1-darajali, ya’'ni
G 61 _
ay -+ay" +-ta, y+a,y=f(x) (1)
ko’rinishda bo’lsa, bu yerda &,,a4;,...,4,, f (X) lar X ning berilgan funktsiyalari yoki

o’zgarmaslar, bundan tashqari (1) tenglama qara-layotgan sohadagi barcha X lar uchun @, # 0.

n

Bundan buyon &,,4,,...,4, va f (x) funktsiyalarni X ning qaralayotgan sohadagi barcha
giymatlarida uzluksiz, deb faraz qilamiz. Umumiylikni buzmagan holda, 4, El, deb faraz qilish

mumkin, chunki aks holda, tenglamaning shunday ko’rinishiga uni &, ga bo’lib keltirsa bo’ladi.
f (x) tenglamaning o’ng qismi, deb ataladi.
Agar f (X) # (0 bo’lsa, (1) ni birjinsli bo’lmagan tenglama deb, agar f (X) =0 bo’lsa, ya’ni
tenglama
'S + 61 . ' =0
y ay T ta, y+a,y= (2)
ko’rinishda bo’lsa, birjinsli tenglama, deb ataymiz. Bunday deb atalishiga sabab, (2) ning chap tarafi

'H

v,y ",y R ¥ o larning chiziqli birjinsli funktsiyasidir.
(1) tenglamam ganoatlantiradigan har ganday funktsiya uning yechimi, biror

— ! — G-1° _ €1
yx:xo_yoﬁyx:xo_yoﬂ"'ﬁy x:xO—yo (3)
shartni ganoatlantiruvchi yechimini esa uning xususiy yechimi, deb ataymiz. (3) shartni (1)
tenglamaning boshlang’ich shartlari, deb ataymiz.

Chizigli birjinsli tenglamaning bitta ), yechimini bilgan holda )V =} - J‘de almashtirish

orgali uning va demak, unga mos keluvchi birjinsli bo’lmagan tenglamaning ham tartibini bittaga
pasaytirish mumkin. z ga nisbatan hosil bo’lgan (n-1)-tartibli tenglama yana chiziqli bo’ladi.

”'2 1
]l -misol. Y +— y y+x1n

Y =X tenglama va unga mos keluvchi birjinsli
X

tenglamaning ), = In x xususiy yechimi ma’lum bo’lsa, uning tartibini pasaytiring.

Yechish. JV = Inx- J.de almashtirish bajaramiz. Buni differentsiallab:

1 1 2
y'=—- jzdx+z-]nx, y":——z- Izdx+—z+z'mx,
x X X

Z mn
jzd -— + —+7"In X,
keyin berilgan tenglamaga olib bonb go’yamiz. Natljada bir nechta soddalashtirishlardan so’ng

quyidagi:
. 2nx+3 , (1
"'nx+—— 74 —=——-Ihx|z=x

X x2

tenglamaga kelamiz.

2-misol. y = X xususiy yechimi ma’lum bo’lgan
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" 2 1
Y+—=y+y=0
X
differentsial tenglamani integrallang.
sin x
Yechish. Agar ¥V = —— ZdX almashtirish bajarsak:
X

- XCOSX—SII’IX smx
- 7
X X
, sinx |, 2(xcosx—sinx) (x* —2)sin x + 2xcosx
= -z > zZ— S . I zdx
X X X
bo’ladi. Bularni tenglamaga qo’ysak:
sinx-z42cosx-z=0
Cl
tenglama hosil bo’ladi. Bundan 2 = . ) ni topamiz. Demak,
Sn X
smnx ¢Cidx sinx ~ sin x cosx
y= j S Cz—Clctgx/=C2 -C -
X SIn X X X X

10.2. Chizigli bir jinsli tenglamalar.

1-teorema. Agar ), va ), lar (2) ning xususiy yechimlari bo’lsa, u holda ); + ¥, ham (2) ning
yechimi bo’ladi.
Isboti. Agar ¥, va ), lar (2) ning xususiy yechimlari bo’lsa, u holda
¢ €1 _ ,
Y +a1y1 “eeta,yta,y =0 (3)
(l/ - / — "
Vs +a1y2 +”.+an—1y2'+any2 =0 (3"
bo’ladi. Endi ), + ), ni (2) ga olib borib qo’yib, (3'),(3") ayniyatlarni inobatga olsak:
6« 61 _
W +y) +a (v +,) +ota, (v +y) +a, (v, +y,) =

¢ 1 ¢ €1 _
= “tay +eota, y'ta,y)+ (y, “tay, +eta,,y,'ta,y,)=0
bo’ladi. Teorema isbot bo’ldi.

2-teorema. Agar ), (2) ning biror xususiy yechimi va S o’zgarmas bo’lsa, u holda Cy1 ham (2)
ning yechimi bo’ladi.

Isboti. Cyl ni (2) ga qo’yamiz:

(Cy)*+a,(Cy) "+ +a, (Cy)+a, (Cy,) =
= C(yl(lj"" alyle_]:_‘_.“+an71yl'+anyl) =C-0=0,

ya’ni teorema isbot bo’ldi.
2-ta’rif. Agar bir vaqtda nolga teng bo’lmagan shunday A;Aj,...,A,.; sonlarni topish mumkin

bo’lsaki, ll b _ oraligning barcha X nuqtalarida
@,(X)=4,0,(x)+ 4,0,(x)+---+ 4,0, ,(x)

munosabat o’rinli bo’lsa,u holda @, (x) funktsiya @, (x) , P, (x) yeres Py (x)
funktsiyalar orqali chiziqli ifodalanadi, deymiz.
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3-ta’rif. @, (x) , P, (x) ooy @), (x) funktsiyalar chiziqli erkli deymiz, agar ularning biri qolganlari
orqali chizigli ifodalanmasa, aks holda ular chiziqli bog’liq, deyiladi.

Demak, agar ¢, (x),g02 (x) s @, (x) funktsiyalar chizigli bog’liq bo’lsa, u holda bir vaqtda
nolga teng bo’lmagan shunday C;, C,,..., C, sonlar topiladiki

Cio(x)+Cop,(x)++-+C 0, (x)=0
bo’ladi.
2

I-misol. yy=€,y,=e",y,=3e" funktsiyalar chizigli bog’lig, chunki C;=1, C,=0,

Csy=-1/3 lar uchun
Ce* +Ce™ +C,3e" =0,

2-misol. Y1 = 1, YV, =X, )5 :x2 funktsiyalar chizigli bog’lig emas, chunki bir vagtda
nolga teng bo’Imagan hech qanday C;, C,, Cj lar uchun
C,-1+C, - x+C,-x°
yig’indi aynan nolga teng bo’lmaydi.
3-misol. Y = ek‘x,yz = ekzx,...,y3 =" funktsiyalar har xil k,k,,...,k, sonlar

uchun chiziqli erkli.
Yechish. Teskarisini faraz qilaylik, u holda bir vaqtda nolga teng bo’lmagan shunday C;, Cj,..., C,
sonlar topiladiki

Ce" +C,e"™ +.--+C e =0
bo’ladi. Faraz qilaylik, C,=0 bo’lsin. Tenglikning ikkala tarafini eh” ga bo’laylik:
C+Ce™™ oy C ™ =0 “)
Agar (4) ni differentsiallasak:
C,(k, —k)e"™™ 4.+ C (k, —k,)e" " =0

tenglikka kelamiz. Buni elfohx ga bo’lib keyin yana differentsiallasak:

(k -k )X (kn_k )X —
Cy(ky =k )ky —ky)e™ 2" +--+C (k, —k )k, —k,)e™ " =0
hosil bo’ladi. Bu jarayonni n marotaba takrorlab, natijada

Cn (kn _kl )(k,, _kZ)(kn _kn—l )e(k”ik”’l)x :O

tenglikka kelamiz. Bu yerda farazimizga ko’ra C,#0, shartga ko’ra kn # k1 ,kn # kz, .. .,kn z kn_l va

(kn _kl )x

har ganday X uchun € =0 . Ziddiyatga keldik. Demak, berilgan funktsiyalar hagigatan ham

chiziqli erkli ekan.

4-misol. € sin ﬂx , e™ cos ,B)C funktsiyalar =0 uchun —o< X <o oraliqda chiziqli erkli.
Yechish. Haqiqatan, agar

C,e” sin fx+ C,e” cos fx=0
tenglikni €™ # 0 ga bo’lsak:
C,smpx+C,cosfx=0
hosil bo’ladi. Bu tenglik barcha X lar uchun, shu jumladan X =0 uchun ham o’rinli bo’lishi kerak.
Agar X =0 desak, oxirgi tenglikdan C = 0 ekanligi kelib chiqadi. U holda Cl sin ,Bx =0 bo’lishi
kerak. Lekin SIn ﬂx =0 emas. Shu sababli, Cl =0.
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3-ta’rif. Agar V,,),,...,), lar X ning biror (n-1)-marotaba differentsiallanuvchi funktsiyalari

bo’lsa, u holda quyidagi

Wq/pyza---ayn ::

determinantni "Vronskiy determinanti", deb ataymiz.

Vi

'

Vi

Y1

€1

V2

'

Y2

G-1_

Y2

3-teorema. Agar V;,),,...,), funktsiyalar sistemasi ll,b_ oraligda chizigli bog’liq bo’lsa, u

holda bu funktsiyalarning Vronskiy determinanti shu oraliqda_aynan nolga teng.

Isboti. Agar );,),,..., ), funktsiyalar sistemasi ll,b_ oraligda chiziqgli bog’liq bo’lsa, u holda

bir vaqtda nolga teng bo’lmagan shunday Sy, S,,..., S,-; sonlar topiladiki
yn :CIyl +C2y2 +'“+Cn—1yn—1

bo’ladi. Buni (n-1)-marotaba differentsiallaylik:

P
Yn =
U holda
Y1
|
~ |y
Wq/lﬂyZV"’yn/: :
ylh—ﬂ
2 Y2
YoV
e 1 2
yl‘H’ yz‘H
+C

V2

n—1

Y2

11
Y2

61

M1

1

N +C,

€1
Vi

Cy+Cy,++C 1y,
Coyy +Coyy ++C, Ly,

Vi
i

yn—l
1

yn—l

61
yn—l

Cy&+CyfvvC v% k=12,

61 61 «1
Cy, +C,y +o+C 0

Vo
Vs

1

yn—l

G-1]
yn—l

Ln—1.

Vo
V)

€1

Y2

chunki determinantlarning har birida ikkitadan bir xil ustun bo’lgani uchun ularning har biri nolga

teng. Teorema isbot bo’ldi.

5-misol. SMX, Sm(x + g J va Sm(x - gj funktsiyalarning chiziqli bog’liq ekanligini

ko’rsating.

Yechish. Bu funktsiyalarning Vronskiy determinantini hisoblaymiz:
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sinx  sin| x+= sin| x ——
( Sj ( 8)

Wq/17y2’y3:: COSXx cos(x+%j cos(x—%j

—sinx —sin| x+>=| —sin|x—=
( Sj ( 8)

chunki 1- va 2-satrlari o’zaro proportsional.

6 - mis ol . 4-misoldagi funktsiyalarning chiziqli erkliligini Vronskiy determinanti yordamida
ko’rsating.

Yechish. Avval bu funktsiyalarning Vronskiy determinantini hisoblab olaylik:

eklx ekzx ek3x

Il
S

-~

= k k k € +hyths 3
W& .y, y;, =|ke"™ ke ke™|=e 1+2+3J¢2_k1}3_k1}3_k2;
2 kx 2 kyx 2 kyx
kle™ kye™ kje”
\
Agar k, £k, k, #ki,k, #k; bolsa, Wﬁ/l,yz,)@ _#0 bo’lladi. Demak, yuqoridagi

teoremaga ko’ra berilgan funktsiyalar chiziqli erkli ekan.

Funktsiyalar sistemasining chizigli bog’ligligini tekshirishning yana boshqa bir mezoni mavjud. Endi
shu mezonni ko’raylik.

Bizga ll,b_ oraligda aniqlangan ), Y,,..., ), funktsiyalar berilgan bo’lsin. Ular uchun

b
Gy, = [0y, @dx, €j=12,....n_

belgilashlar kiritamiz. Quyidagi
™~ ™~ ™
g/l’yl/ @l’yZ/ e @]3.)/;1,4

‘/2:)’1: "2»3’2: g/zayn:,

7

r‘/l’y29""yiz ::

@119.)}1: ‘}rﬂyZ: ce g/n’yn:

determinant ), }),,..., ), funktsiyalar sistemasining "Gram deter-minanti", deb ataladi.

4-teorema. );,),,..., ), funktsiyalar sistemasi chizigli bog’liq bo’lishi uchun ularning Gram

determinanti nolga teng bo’lishi zarur va etarlidir.
Bu teoremaning isbotini tushurib qoldiramiz.

7-misol. Y =X,), =2x funktsiyalarning [0,1] oraligda chiziqli bog’liq ekanligini
ko’rsating.
™~ ! 1 ~ ~ ! 2
2 . A Y 2 &,
Yechish. ‘/nyl I P dx:g: ﬁ/l,yz = ﬁ/z,yl P ij dx-E,
0

0

‘/2 Vo = I4x dx = E bo’lgani uchun
0
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I
S

F‘/UyZ ::

W INW |~
W AW

Demak, 4-teoremaga ko’ra bu funktsiyalar chiziqgli bog’liq ekan.

5-teorema. Agar (2) chiziqli birjinsli tenglamaning ), va ), yechimlarini Vronskiy determinanti

ll,b_ oraligning biror X =X ; nuqtasida noldan farqgli bo’lsa, u holda u li,b_ oraligning hech bir

nugtasida nolga aylanmaydi.
Teoremaning isbotini 2-tartibli chiziqli tenglama uchun bajaramiz.

Isboti. Shartga ko’ra )| va ), funktsiyalar (2) ning yechimlari, ya’ni
11 1 11 1
n tay +a,y,=0 va y, +ay,+a,y, =0.

Bu tengliklarning birinchisini ), ga va ikkinchisini }; ga ko’paytirib, ikkinchisidan birinchisini
ayiramiz:
" W N , —
€y, -y, Fa by, -ny, =0
Ikkinchi qavsda turgan ayirma ma’lumki )| va ), funktsiyalarning Vronskiy determinantidir, birinchi

gavsda turgani esa shu deter- minantning hosilasidir. Shu sababli, oxirgi tenglikni

W'+aW =0 (5)
deb yozish mumkin. Shu tenglamaning w |x:x0 = Wo #0 boshlang’ich shartni qanoatlantiruvchi

yechimini topaylik. Avval (5) ning umumiy yechimini topamiz. Buning uchun uning o’zgaruvchilarini
ajrataylik:

aw =—a,dx.

Bu tenglikni integrallaymiz:
X

In ¥ = [a,dx+In C
yoki 0

IH% = —)]aldx.

Xo

Bundan

- ]ia]dx
W=Ce™ . (6)
Bu formula "Liuvill formulasi”, deb ataladi.
Ayonki, agar C = Wo bo’lsa, (6) boshlang’ich shartni ham ganoatlan- tiradi. Demak,

x

- jaldx

W=W,e "

funktsiya (5) ning so’ralgan xususiy yechimi ekan. Wo # 0 bo’lgani uchun bu funktsiya X ning

birorta ham giymatida nolga aylanmaydi. Teorema isbot bo’ldi.
Eslatma. Agar Vronskiy determinanti gandaydir X =X ( nuqtada nolga teng bo’lsa, u holda (6)
formuladan ko’rinib turibdiki, u berilgan oraligda aynan nolga teng bo’ladi.
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6-teorema. Agar ), va ), lar (2) chizigli birjinsli tenglamaning ll,b_ oraligda chiziqgli erkli

bo’lgan yechimlari bo’lsa, u holda ularning Vronskiy determinanti ll,b_ oraligning hech bir
nugtasida nolga aylanmaydi.

Isboti. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni berilgan yechimlarning Vronskiy determinanti ll,b_

oraligning biror nuqtasida nolga aylansin. U holda 5-teoremaga ko’ra u ll,b_ oraligning barcha
nugqtalarida nolga aylanadi, ya’'ni

W=0 yoki ¥V, =¥'y, =0
bo’ladi.

- 2
Faraz qilaylik, ll,b_ oraligda V| # 0 bo’lsin. U holda oxirgi tenglikni }; ga bo’lsak:

ViV, =0y, Va2
- 5, = 0 yoki =1 =0

Y1 M
tenglikka kelamiz. Buni integrallasak:

Y2 = A = const
Vi

hosil bo’ladi, ya’ni }, va ), lar chizigli bog’liq bo’ladi. Bu esa teoremaning shartiga zid.
Agar ll,b: oraligning X {, X 5,..., Xy nuqtalarida Y, = 0 bo’lsa, u 6, X, : intervalda noldan
fargli bo’ladi. U holda yuqoridagi isbotimizga ko’ra 6, X, : intervalda
V) =4,
bo’ladi. ); va ), lar (2) ning yechimlari bo’lgani uchun ) = ), —/Iyl funktsiya ham (2) ning

yechimi bo’ladi va u 6, X, _ intervalda aynan nolga teng.

~ ~ -

Agar shu mulohazalarimizni ‘fl 5 Xy e, Qk,l , X} _ oraliglar uchun ham bajarib chigsak, ll,b_
oraligning barcha nugqtalarida Y = 0 ekanligiga ishonch hosil qilamiz. Bu esa li,b: oraligning
barcha nuqtalarida ), va ), lar chizigli bog’liq ekanligini bildiradi. Yana ziddiyatga keldik. Demak,

ll,b: oraligning birorta ham nugqtasida w ﬁ/l s Vs : nolga teng bo’lishi mumkin emas.

7-teorema. Agar ), va ), lar (2) ning chiziqgli erkli yechimlari bo’lsa, u holda ixtiyoriy C; va G,
o’zgarmaslar uchun
y=Cy +Cyy, (7)
(2) ning umumiy yechimi bo’ladi.
Isboti. (7) funktsiya (2) tenglamaning yechimi bo’lishi 1- va 2-teoremalardan kelib chigadi. U (2)
ning umumiy yechimi bo’lishi uchun har ganday Viexy, = V02 Vr=r, =)o boshlang’ich shartlarda

ham C; va C, o’zgarmaslarning shunday giymatlari mavjud mumkin bo’lishi kerakki, bu qgiymatlarda
(7) xususiy yechim boshlang’ich shartlarni ham qganoatlantirishi shart.
Boshlang’ich shartlarni (7) ga qo’yamiz:

Yo =C Y10+ CuYos

, , . )
Yo =C 10+ Cryy
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Bu sistema yagona yechimga ega, chunki uning asosiy determinanti chiziqli erkli ), va ),
yechimlarning Vronskiy determinantining X = X ; nuqtadagi giymatiga teng, 6-teoremaga ko’ra esa u
noldan farqgli. Teorema isbot bo’ldi.

8-teorema. Agar ikkinchi tartibli chiziqli birjinsli tenglamaning biror xususiy yechimi ma’lum
bo’lsa, u holda uning umumiy yechimini topish funktsiyalarni integrallashga keltiriladi.

Isboti. Faraz qgilaylik, Y, )}'-i- aly'+ a,y= 0 tenglamaning ma’lum xususiy yechimi bo’lsin. 7-
teoremaga ko’ra bu tenglamaning umumiy yechimini topish uchun uning ikkita chizigli erkli xususiy
yechimini bilish kifoya. Shuning uchun uning ', bilin chizigli bog’ lig bo’lmagan boshqa ),
yechimini topamiz.

Liuvill formulasiga ko’ra

' , —| a,dx
Yo Vi =W y2=Ce'[ ,

2
ya'ni ), ni topishga doir chizigli tenglamaga ega bo’ldik. Bu tenglikni )/, ga bo’lamiz:

VoV =¥Ys 1 faa d I [
1 : 1 :—ZCe f yoki _(&}:_zcej '
Y1 Vi dx\ y, Vi
Bundan
— Jadx
ce I
y—2 = J.e—z dx+C' .
M b
Xususiy yechim qidirilayotgani uchun C=1, C’=0 desak:
—Ialdx
e
Yy =W I—z dx ©)

Y1

hosil bo’ladi. Demak, umumiy yechim
- Ia]dx

e
y:C1J’1+CzJ’1J. > dx

M1

ekan

Eslatma. n-tartibli chiziqli birjinsli differentsial tenglamaning ll,b_ oraligda aniglangan va chiziqli

erkli n ta xususiy yechimlari shu tenglama yechimlarining fundamental yechimlar sistemasi, deb
ataladi.

" 1 _
§-misol. YV T ; y+ty= 0 tenglamaning umumiy yechimini toping.

sin x
Yechish. V| =~ funktsiya berilgan tenglamaning yechimi (tekshirib ko’ring!). Ikkinchi
X
yechimini (9) formuladan foydalanib topamiz:
dx
: 2= :
smx e °F sinx ¢ dx COoSX
Yo = J. ) 2 dx = _[ 2 .
X sin x X Sn x X
Shuning uchun umumiy yechim
sin x COSX
y=C, -C
X X

bo’ladi.

347

www.ziyouz.com kutubxonasi



10.3. Birjinsli bo’lmagan chizigli differentsial tenglamalar. Bizga
G =y _
yitayo+eeta, yra,y = f(x) (1)
differentsial tenglama berilgan bo’lsin.

9-teorema. Birjinsli bo’lmagan (1) tenglamaning umumiy yechimi uning biror ) * xususiy yechimi
bilan unga mos keluvchi

- -
y+ay* -+ +a, y+a,y=0 )
birjinsli tenglamaning )_/ umumiy yechimini yig’indisi ko’rinishida ifodalanadi.

Isboti. YV =) * +} funktsiya (1) ning umumiy yechimi ekanligini ko’rsatishdan avval uni (1) ning
yechimi ekanligini ko’rsataylik. Buning uchun uni (1) ga qo’yamiz:
—€ — 610 -
C*+y “+a, €@*+y J +-+a, ©F+y = f(x)
yoki
—@_ — -1 = = €
(Y tay o+eta,,yra, yw(y o +ay

“teeta, yra, y*) = f(x).

)_/ (2) ning yechimi bo’lgani uchun birinchi gavs aynan nolga teng va ) * (1) ning yechimi bo’lgani

x €1

uchun ikkinchi qavs f (x) ga teng. Demak, oxirgi tenglik ayniyat ekan.

Endi Y=Y * +)_/ funktsiya (1) ning umumiy yechimi ekanligini isbotlaylik.

Faraz qilaylik,

_ ' _ 1> _ 61
yx:xo _yo>yx:x0—J’o»---oy T=x =Xo (3)

boshlang’ich shartlar berilgan bo’lsin.

Qilingan farazga ko’ra } (2) ning umumiy yechim bo’lgani uchun avvalgi bo’limdagi 7-teoremaga
ko’ra uni

y=Cy +Cy, +--+Cy,
ko’rinishda ifodalash mumkin, bu erda };,)V,,...,), lar (2) ning chizigli erkli yechimlari,

C 1 C Daeees C ., lar ixtiyoriy o’zgarmaslar. U holda
y=Cy +Cy, +-+Cy, +y*
bo’ladi. Bu yechim (3) shartlarni ham qanoatlantirishi kerak. Shuning uchun
Ciyip+Coyy+-+C,p, +y; =Yo>
Ciyio +Covap ++Cyg + ¥y = Vo,

-1 el €1, -1 _ -1
Ciyp +Cyy ++C ¥y Y, =V

bo’ladi. Bu tengliklarni quyidagi sistema ko’rinishida yozib olamiz:
*
CVig+Coyy+-+C Y0 =Y = Vos
1 ' 1 1 Ell
CVig+Coyy+-+C Y0 =Y =Yy
.......................................... 4)

~ ~
(l_]) *(1_1)

€1 €1 ¢-1>_
Cyy "+Cyy “++C Y0 =Yy "=V
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Bu sistemaning determinanti chiziqli erkli bo’lgan };,)V,,...,), funktsiyalar Vronskiy

determinantining X = X, nuqtadagi giymatiga teng. Shuning uchun u noldan fargli ( avvalgi

bo’limning 6-teoremasiga garang). Demak, (4) sistema yagona yechimga ega. Teorema isbot bo’ldi.

Bu teoremadan ko’rinadiki, agar birjinsli tenglamaning umumiy yechimi ma’lum bo’lsa, u holda
birjinsli bo’lmagan tenglamaning umumiy yechimini topish uning biror xususiy yechimini topishga
keltirilar ekan.

Berilgan (1) tenglamaning umumiy yechimini bizga 3.2.-§ dan ma’lum bo’lgan o’zgarmaslarni
variatsiyalash usuli deb ataluvchi Lagranj usulini qo’llab topsa ham bo’ladi. Bu usul quyidagi tartibda
go’llaniladi.

Faraz qilaylik, };s)V,5--+5), (2) ning fundamental yechimlar sistemasi bo’lsin. U holda (1) ning
umumiy yechimini

y=C(x)y, +C,(x)y, +---+C,(x)y, (5)

ko’rinishda qidiramiz. Buni (1) qo’yamiz. Buning uchun avval uni differentsiallasak:

Y= +Cy(x)y, +++C, (), +C(x)y, ++C,(x)y,
hosil bo’ladi. Cl (x), C2 (X), cees Cn (X) larni shunday tanlaymizki, natijada
C,(x)y, +-+++C (x)y, =0 bo’lsin. U holda

V'=C )y +C(x)y, +---+C,(x)y,

bo’ladi. Buni yana differentsiallab, xuddi yuqoridagidek mulohaza qilsak:

C(x)y +-+C,(x)y, =0 va y'=C(x)y, +C,(x)y, +---+C,(x)y,
bo’ladi. Shu jarayonni to n-tartibli hosilasigacha davom ettirsak,

> > b > 3 ' =5

yC=Cy @y C )y Cy T+ C ()
tenglikga ega bo’lamiz. Bu hosilalarni (1) ga qo’ysak:
~ ~ ~ ' -1 ' -1
C ()3 C )y 24+ C, (07 Cy o+ C () o

ra, b @y Copt 4 e, By ++C 0y, = f(0)

yoki
~

Cl(x)gl‘q:-l_alyl"l_l:-l_“.+anyl :+.”+Cn(x)&nh:-l_alyn‘q_l:-l_“.+anyn /+
+C P+ C ()= S ()

n

tenglikka kelamiz. };,);,..., ), lar (2) ning yechimlari bo’lgani uchun birinchi n ta qavs ichidagi
ifodalar nolga teng bo’ladi. Natijada Cl (X), C2 (X),...,Cn ()C) lar uchun quyidagi sistema hosil
bo’ladi:
Ci(x)y; +Cy(x)y, +++C,(x)y, =0,
Ci (), +Cy(x)y, +++C,(x)y, =0,

Ci ()P Co )y &t 4 C (x)y = £ ().

Bu sistemaning determinanti chiziqli erkli }y,),,-..5), funktsiyalarning Vronskiy determinanti

bo’lgani uchun noldan farqli. Shu sababli, bu sistema yagona yechimga ega. Uni yechsak:

C)=¢,(x), C(x)=p,(x), ..., C,()=p,(x)

lar topiladi. Bularning har birini integrallasak:
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C = jg/)l (x)dx + a, C, = J.% (xX)dx+C,, ... C, = jqpn (x)dx+5n

hosil bo’ladi. Bu topilgan ifodalarni (5) ga Cl (X), C2 (X), .. .,Cn (X) lar o’rniga qo’ysak, (1) ning
umumiy yechimini topamiz.
" ' _ Ctgx
9-misol. Y T—Y+tY= tenglamaning umumiy yechimini toping.
X X

Yechish. Shu paragrafning 9.1.-bo’limidagi 2-misolda

2
W+=y+y=0
X
sin x COSX
tenglamaning xususiy yechimlari topilgan edi: Vi =——, V, = . Ular chiziqli erkli, chunki
X X
ularning Vronskiy determinanti
1

W‘/layzjz__zio'
X

Shuning uchun berilgan tenglamaning umumiy yechimini

sin x COSX
y=C/(x)- +C,(x)-

(6)
X

ko’rinishda qidiramiz. C 1 (X) va Cz (X) koeffitsientlarni quyidagi sistemadan topamiz:

sin x

: , COSX
Cl(X)-T+C2(X)- =

0,

: XCOSXx —Ssin x : —XSsin x —cosx ctgx
C(x)- 4+ C(x)- a8
: x? ? x? X

' COS2 X ,
Bundan C1 (x) = sin va C2 (x) = COSX yoki ularni integrallaga-nimizdan so’ng:
X

~
C(x)= ]n‘tg %Jj cosx+C,, C,(x)=—sinx+C,.
Bularni (6) ga qo’ysak:

sin x cosx sinx T
y:Cl-—x +C, - . + . -hl‘tg%L

10-teorema. Agar yf va y; lar mos ravishda
ytay o4 ta, yra,y = £(x) ()
v ray b e, e,y = £o(x) ®)
tenglamalarning yechimlari bo’lsa, u holda y* = yl* + y;
yOray b, yha,y = £(0+ ()

tenglamaning yechimi bo’ladi.
Isboti. Agar (7) va (8) larni hadma-had qo’shsak:

* * ‘1\ * *\ -1 = % * * *
V) ta (v +y,)" teta, (v ) ta, (v +y,) = f1(0)+ fL(x)
hosil bo’ladi. Bundan y* = yl* + y; (2) ning yechimi ekanligi kelib chigadi.
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10-misol. y"+4y =x+3e” tenglamaning xususiy yechimini toping.

« 1
Yechish. y"+4y = X tenglamaning xususiy yechimi JV; = X, y"+4y =3e" tenglamaning

4
. 3
xususiy yechimi esa Vo = g € . Shu sababli, berilgan tenglamaning xususiy yechimi
.1 3
y =—x+-—e
4 5

bo’ladi.

11-§. O’zgarmas koeffitsientli chiziqli birjinsli
differentsial tenglamalar.

Bizga chiziqli birjinsli n-tartibli
G 61" _
yiotay T +-ta,y+a,y=0 (1)

differentsial tenglama berilgan bo’lib, undagi @,,4,,...,a, koeffitsientlar o’zgarmas bo’lsin.

Avvalgi paragrafning 9.2.-bo’limidagi 7-teoremaga ko’ra, (1) ning umumiy yechimini topish uchun
uning fundamental yechimlari sistemasini topish kifoya.
Bu xususiy yechimlarni quyidagi ko’rinishda gidiramiz:

kx
Y =e€"  buyerda k =const. 2)
U holda
kx 2 kx D fex
Y=k, "=k, ... .y C=k"e".
Bularni (1) ga qo’yib ixchamlasak:
kx n n—1 o
e € +a k" +--+a, =0

kx
tenglik hosil bo’ladi. Ma’lumki, barcha X lar uchun € # 0. Shu sa- babli,
kK" +a k"™ +-+a,_k+a, =0 3)

bo’lishi shart. Hosil bo’lgan (2) algebraik tenglamani (1) ning xa-rakteristik tenglamasi, deb ataymiz.
Biz bilamizki, har ganday n-darajali algebraik tenglama n ta ildizga ega (9-bob, 6-§, 3-teoremaga
garang). Bu ildizlar:
1) haqiqiy va har xil;
2) haqiqiy, lekin ularning orasida karralilari bor;
3) ularning ayrimlari kompleks bo’lishi mumkin.
Bu hollarning har birini alohida-alohida ko’rib chiqaylik.

1-hol. Barcha kl,kz,...,k
Bularni (2) ga qo’yib

, ildizlari haqiqiy va har xil.
_ Shkx _ ox _ kx
yl_elsyZ_ez’“"yn_e (4)
xususiy yechimlarini hosil gilamiz. Ma’lumki (9.2.-bo’limdagi 3-misolga garang) bu funktsiyalar har xil
ki ky,...k
sistemasini tashkil etadi va shuning uchun (1) ning umumiy yechimi
y=C,e" +Ce™ +---+C e

,» lar uchun chizigli erkli. Shu sababli (4) funktsiyalar (1) ning fundamental yechimlari

bo’ladi.
. " " ' __ . . . « e .
I-misol. ) —2y —3)/ =0 tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish. Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzib olamiz:

k®=2k*-3k=0.
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Uning ildizlari: kl =0, kz =—1, k3 =3 Bu ildizlar hagqiqiy va har xil bo’lgani uchun tenglamaning
umumiy yechimi

y=C, +C,e* +C,e™*

bo’ladi.
2-hol. kl,kz,...,kn ildizlar  haqiqiy, lekin ularning ayrimlari karrali. Masalan,
k
k,=k,=...=k, =k bo’lib, qolgan n—1 tasi har xil bo’lsin. Bu holda Y, =€ v Xususiy
k k;x
yechim k ning o’rniga k; ni qo’yib hosil qilinsa, qolgan )}, =€ 2x, ., Y =€ " lar unga aynan

teng bo’lgani uchun ularni alohida xususiy yechim deb qaralishi mumkin emas. Shu sababli, bunday
xususiy yechimlar sifatida

I k
y,=xe" y =x'e"

funktsiyalar olinadi (ularni (1) ning yechimi ekanligini o’rniga qo’yib tekshirish mumkin, bu vazifani
bajarishni o’quvchining o’ziga havola qilamiz). Bu funktsiyalar qolgan yechimlar bilan chiziqli erkli
sistemani tashkil etadi. Shuning uchun (1) ning umumiy yechimi

_ kx c 1 kpspx k,x
y=e  +Cx++Cx +Ce" +--+Cle
ko’rinishda bo’ladi.
2-misol. Y'"+2Y"+y'=0 tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish. Bu tenglamaning xarakteristik tenglamasi

kK’ +2k+k=0.
Buning ildizlari: k1 =k2 =—1, k3 =0. Ildizlardan biri karrali ekan. Demak, tenglamaning umumiy
yechimi
y=Ce " +C,xe +C,
bo’ladi.

3-hol. k., k,,....k
garang), agar biror kompleks son algebraik tenglamaning ildizi bo’lsa, u holda unga qo’shma kompleks
son ham shu tenglamaning ildizi bo’ladi, shu sababli, go’shma kC= a+if, kcj: a—if
kompleks ildizlarga

, ildizlar orasida komplekslari bor. Ma’lumki (9-bob, 7-§, I-teoremaga

yo=eCE y =t 5)
xususiy yechimlar mos keladi. Bular haqiqiy o’zgaruvchining kompleks funktsiyalaridir.
Agar biror haqiqiy o’zgaruvchining
y=u(x)+i9(x)
kompleks funktsiyasi (1) ni qanoatlantirsa, u holda M(X) va 19(X) lar ham (1) ni qanoatlantiradi.
Shu sababli, agar biz (5) funktsiyalarni

y,=e™€osfx+isin fx va y,, =e™ €osfx—isin fix_
ko’rinishda yozib olsak, yuqoridagi mulohazaga ko’ra,
¥, =e™ cos fix, 7, = sin fix ©

funktsiyalar ham (1) ning xususiy yechimlari bo’ladi degan xulosaga kelamiz. Bu yechimlar chizigli
erkli, chunki

~

s ctgfix # const.

~

ys+1

Shuning uchun go’shma kompleks k(/=05 +iﬂ,kc”=0{ —i,B ildizlarga mos keluvchi xususiy
yechimlar sifatida (5) ni emas, balki (6) yechimlarni olamiz.
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~ ~
Agar k Coo+ if ildiz [ karrali ildiz bo’lsa, u holda k Cog— if ham [ Karrali ildiz bo’ladi.
Bu holda bunday ildizlarga mos keluvchi xususiy yechimlar sifatida xuddi 2-holdagidek
e™ cos fx, e™ sin fx, xe™ cos fx, xe™ sin fx .., x''e™ cos fx,x"'e™ sin fx
funktsiyalar olinadi.
~ ~ ~
3-misol. )y e 2y “h 2)/6’— 4y"+)'-2y =0 tenglamaning umumiy yechimini

toping.
Yechish. Xarakteristik tenglama

k> =2k +2k° -4k +k-2=0
yoki
2% +1°=0
=
oddiy haqigiy k; =2 va ikkikarrali mavhum k& = i ildizlarga ega.
Shuning uchun tenglamaning umumiy yechimi
~ ~.
y=Ce* + €, +xC; cosx+ €, +xC, sinx
bo’ladi.

12-§. O’zgarmas koeffitsientli chizigli birjinsli
bo’Imagan differentsial tenglamalar.

I. Bizga
G 61
yitay T o+eeta, ya,y = f(x) (1)
differentsial tenglama berilgan bo’lsin, bu yerda a;,a,,...,a, koef- fitsientlar o’zgarmas va f (x)

X ning berilgan funktsiyasi.
Shu bobning 9.3-bo’limidagi 9-teoremaga ko’ra (1) ning umumiy yechimi uning biror xususiy

yechimini topishga keladi. Biz hozir f (X) ning maxsus ko’rinishlarida xususiy yechimni tanlash

usuli, deb ataluvchi usul yordamida topish masalasini ko’ramiz. f (X) funktsiyaning bu usulni qo’llab
bo’ladigan eng umumiy ko’rinishi quyidagichadir:

f(x)=e™ P (x)cos fx+ 0, (x)sin fix , @

bu yerda P,,,(x) va Qm (x) lar X ning mos ravishda n- va m-darajali ko’phadlari, o, lar esa

o’zgarmaslar.

Eslatish joizki, boshga barcha hollarda (1) ning umumiy yechi- mini 9-§ da ko’rilgan
o’zgarmaslarni variatsiyalash usuli yordamida aniglash mumkin.

(2) ning bir necha xil xususiy ko’rinishlarini ko’raylik.

1-hol. Faraz gilaylik, f (x)=e" P, (Xx) bo’lsin. Bunda quyidagi uch holat yuz berishi mumkin:
a) o xarakteristik
h(ky=k"+ak"" +-+a, k+a, =0

tenglamaning ildizi emas.
Bu holda xususiy yechimni

y*= (40 + A x4+ An_lx”‘1 +A4 x" :e"“ = 13;1 (x)e™ 3)

ko’rinishda qgidiramiz. Buni (1) ga qo’yib, e™ ga qisqartirsak, u quyidagi ko’rinishga keladi:

~e~ N 11 ~e1™ N @21 ~ ~ ~ =
pO I D pen, I D 56 0B rh ()B = P(x).
(n—-1)! (n—-2)!
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o xarakteristik tenglamaning ildizi bo’lmagani uchun /’ln (0() =0, shuning uchun tenglikning o’ng
tomonida ham, chap tomonida ham n-darajali ko’phadlar turibdi. X ning bir xil darajalari oldidagi
koeffitsentlarni tenglasak, noma’lum AO 5 Al seees An koeffitsentlarni topish uchun n+1 ta tenglamalar
sistemasini hosil qilamiz.

b) o xarakteristik tenglamaning oddiy (bir karrali) ildizi, ya’ni hn (0() =0, lekin hn'(O() #0.

Bu holda xususiy yechimni (3) ko’rinishda izlab bo’lmaydi, chunki aks holda (4) dagi tenglikning
chap tomonida n-1-darajali, o’ng tomonida esa n-darajali ko’phad bo’lib qoladi, ya’ni

AO . Al yeves An larning hech bir giymatida (4) ayniyatga aylanmaydi. Shu sababli, xususiy yechimni
~ ~
yi=x@y +Ax+-+A,_x""+4x" e” =xP,(x)e”
ko’rinishda izlaymiz.
V) o xarakteristik tenglamaning S karrali ildizi, ya’'ni /’ln (0() =0 ,
~ ~
h:’(O() =0,/=12,...,s -1, h,f{a) # 0. Agar biz xususiy yechimni (3) ko’rinishda gidirsak, u
holda shuni hisobiga (4) quyidagi ko’rinishda bo’ladi:
1] h &2 h
563, M A 363 Q) 5¢-2> (05)
})n Sy n N7 })n sy })n R
(n—=1)! (n—2)!
Bu tenglikning chap tomonida n-s-darajali ko’phad, o’ng taraﬁda esa n-darajali ko’phad bo’lib

golyapti. Shu sababli, buni oldini olish magsadida xususiy yechimni (3) ko’rinishda emas, balki
quyidagi

D PO P (x).

~ ~
=x @, + Ax+-+A4_x""+4x" e” =x"P (x)e”

ko’rinishda izlaymiz, chunki differentsiallash jarayonida ozod haddan boshlab dastlabki s ta had
yo’qolib ketadi.

I-misol. y"—2y'—3y = e4x tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish. Bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
y=Ce* +C,e”"

Berilgan tenglamaning o’ng tarafidagi ko’rsatkichli funktsiya dara- jasidagi 4 xarakteristik tenglamaning
ildizi emas va uning oldida 0-darajali ko’phad. Shuning uchun xususiy yechimni

y* — A e4x

ko’rinishda izlaymiz. Bu xususiy yechim uchun (4) tenglama quyidagi-cha bo’ladi:

5Ae4x — e4x
Bundan A=1/5. Demak, umumiy yechim

1
y=Ce” +C,e™ +§e4x
ekan.
2-misol. y"—7y'+6y = (x - 2)€x tenglamaning umumiy yechimi-ni toping.

1-
Yechish. Tenglamaning o’ng tarafi Pl(x)e g ko’rinishga ega, darajadagi 1 xarakteristik
tenglamaning oddiy ildizi. Shu sababli, xususiy yechimni

y*¥=x(4,+ Ax)e”

ko’rinishda izlaymiz. Buni differentsiallab, tenglamaga qo’yib ixchamlagandan so’ng quyidagiga ega
bo’lamiz:

C104,x—54, +24, ¢* = €-2¢".

Agar X ning koeffitsientlarini va ozod hadni tenglasak:
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—104, =1, =54, +24, =-2.
Bundan A1 =-— 1/ 10, Ao = 9/ 25 . Demak, umumiy yechim

9 1
y=Ce™ +Ce* +x| ———xle"
25
bo’lar ekan.
. 1 1" 2 . . .. .
3-misol. Yy —)Y = 12x° +6x tenglamaning umumiy yechimini toping.
3 2
Yechish. Xarakteristik kK~ —k~ =0 tenglamaning ildizlari: kl = k2 =0, k3 =1. Shuning
uchun mos birjinsli tenglamaning umumiy yechimi
y=C +C,x+C,e’
bo’ladi. 0 xarakteristik tenglamaning ikki karrali ildizi bo’lgani uchun berilgan tenglamaning xususiy
yechimini
2 2 4 3 2
y¥=x (40 +Ax+A,x" = A,x" + Ax + Ayx
ko’rinishda izlaymiz. Buni tenglamaga qo’yib ixchamlasak:
~ ~
—124,x> + @44, —64, 3+ €4, —24, =12x* +6x.

Bundan X ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglab

-124, =12,
244, - 64, =6,
64, —24,=0
sistemani hosil gilamiz. Bu sistemaning yechimlari: 4, = —15, 4, =-5,4, =—1. Demak,

y*=—x* —5x> —15x°.

U holda umumiy yechim
y=C, +Cx+Ce’ —x* —5x° —15x
bo’ladi.
2-hol. Tenglamaning o’ng tarafi f(x) =e™ I),, (X) COS ,BX + Qm (X) sin ﬁx s bu yerda
Pn (x) va Qm (X) lar X ning mos ravishda n- va m-darajali ko’phadlari, «,/ lar esa o’zgarmaslar.

Bu hol 1-holga quyidagi usul bilan keltiriladi. Agar COS ,Bx va SIn ﬂx larni Eyler formulasi bilan
berilgan ifodalariga almashtirsak, o’ng taraf quyidagi ko’rinishga keladi:

eiﬁx + e—ﬂx ifx eiﬁx

f@)= (@)™ ==+ 0, (x)e” 2;1

yoki

1 1 S 1 1 PN
S =| 5P +=0,(0) " +| 2P () - 0,(0) e 5
2 2i 2 2i
Demak, bu holda xususiy yechim
yE=x"e” ISk (x)cos fAx+ O, (x)sin fix_
\

ko’rinishda qidirilar ekan, bu yerda k = max e’l, n .S -esa xarakteristik tenglamaning ildizi
bo’Imish @ T if} ning karrasi (agar & T i3 xarakteristik tenglamaning ildizi bo’lmasa s=0 bo’ladi).

4-misol. y"+y'—2y =cosx—3sin x tenglamaning umumiy yechi-mini toping.
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Yechish. Xarakteristik tenglamaning ildizlari: kl = 1,k2 =—2, shuning uchun mos birjinsli
tenglamaning umumiy yechimi

- _ X -2x
y=Ce +Ce .
Berilgan tenglamaning xususiy yechimini
y*=Acosx+ Bsinx

ko’rinishda izlaymiz, chunki bu yerda « =0, ,3 =l,a+ ﬂi =1 xarakteristik tenglamaning ildizi
emas. Buni tenglamaga qo’yib, quyidagiga ega bo’lamiz:
(3—3A}05x+ (—3B—A}inxzcosx—3sinx.
Bundan
B-34=1,
3B+A4=3]
Sistemani yechsak: 4 =0, B =1 bo’ladi. Demak, umumiy yechim
y=Ce" +C,e” +sinx.
S-misol. y"—4y'+8y = er ‘11’1 2x— cos2x: tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish. Xarakteristik tenglama Kk, =2+ 2i,k, =2—2i kompleks ildizlarga ega va

a+ ,Bi =2+ 2i xarakteristik tenglamaning ildizi, shu sababli birjinsli tenglamaning umumiy
yechimi

y=e" €, cos2x+iC,sinx_
bo’lsa, berilgan tenglamaning xususiy yechimi
y* = xe”* @cos2x + Bsin 2x
ko’rinishda bo’ladi. Buni tenglamaga qo’yib ixchamlasak: A =—1/4, B =—1/4 kelib chigadi.
Demak, umumiy yechim
. ~ 1 . ~
y =e>* €, cos2x+iC, sin2x - erzx €os2x—sin2x
bo’ladi.
I1. Eyler tenglamasi. O’zgaruvchan koeffitsientli chizigli
RN D n-l o €-1 - _
G+b y " +a, bx+b y o+ +a, Gx+by+a,y=1(x) (6
ko’rinishdagi tenglamalar "Eyler tenglamasi" deb ataladi, bu yerda &,,4,,...,d, koeffitsientlar

o’zgarmas va f (x) X ning berilgan funktsiyasi.

Bu tipdagi tenglamalarda dax + b=e' almashtirish bajarilsa, natijada tenglama yangi
o’zgaruvchiga nisbatan o’zgarmas koeffitsientli tenglamaga keltiriladi.

2 . . o .
6-misol X y"—xy'+ y= 0 tenglamaning umumiy yechimini to- ping.

a1
Yechish. Agar X = e’ yoki ¢ =In X, bundan 52;26 desak,
d dy dt . _ d 47 .o~
v:_y:_y._:yet’ yu:_ et-L-et:‘/_y/eZI
dx dt dx dt

bo’ladi. U holda berilgan tenglama quyidagi ko’rinishga keladi:

e @-p e e J+y=0 yoki F-2y+y=0.
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Xarakteristik tenglamaning ildizlari kl = k2 =1, shu sababli umumiy yechim

y=C, +C2t:e’ yoki ¥ =C, +C21nx}

bo’ladi.

.} ™~
7-misol. (4X - 1/ y"—2(1x - 1)/'+8y =0 tenglamani yeching.

1 dt _
Yechish. Agar 4x-1=¢' desak, dx:Zetdt’a=4e " bo’ladi. Bundan
dy dt _
':—-—:4et.' "—16 -2t _\
YT v, y'=l6e " € -y

U holda berilgan tenglama 2j} - 3)> +ty= 0 ko’rinishga keladi. Uni yechsak:
y=Ce' +Ce” yoki y=C €x—1+C,dx—1.

13-§. Differentsial tenglamalarning fizik va
mexanik masalalarga qo’llanishi.

1. Mexanik tebranishlar. 1-masala. Og’irligi R bo’lgan yuk uzunligi [ bo’lgan tinch holatdagi
vertikal prujinaga osilgan. Natijada yuk biroz pastga tortilib, keyin prujinaning tarangligi hisobiga yana
yuqoriga ko’tariladi. Prujina massasini va havo qarshiligini hisobga olmay, yukning xarakat qonunini

topish masalasini ko’raylik.

cm

)

‘17

127-rasm.

o
— > —e— ~ >

—

bo’ladi.

Ox oqni yuk osilgan nuqtadan pastga vertikal
yo’nalishda olamiz. Koordinatalar boshi O ni yuk muvozanatda
bo’lgan holatda, ya’ni yukning og’irligi prujinaning reaktsiya
kuchi bilan muvozanatlashgan nuqtada olamiz (127-rasmga
garang).

Agar A - prujinaning boshlang’ich mo-mentdagi cho’zilishi,
Ay esa statik cho’zilish, ya’ni cho’zilmagan prujinaning oxiridan
muvozanat holatigacha bo’lgan masofa, X yukning muvozanat
holatidan chetlanishi bo’lsa, u holda 1=43@+X bo’ladi.
Nyutonning ikkinchi qonuniga ko’ra F=ma, bu yerda F -
yukka qo’yilgan kuchlarning teng ta’sir etuvchisi, m=R/g yuk
massasi, a esa xarakat tezlanishi. Biz ko’rayotgan masalada F
kuch prujinaning taranglik kuchi va og’irlik kuchlari
yig’indisidan iborat.
Guk qonuniga binoan prujinaning taranglik kuchi uning
cho’zi-lishiga proportsional, ya’ni -sA ga teng, bu yerda s-
o’zgarmas pro-portsionallik koeffitsienti, u prujinaning birkligi,

deyiladi.
Shuning uchun xarakat tenglamasi
d’x
m - = —cA+ P
dt

Muvozanat holatida prujinaning taranglik kuchi og’irlik kuchi bilan teng bo’lgani uchun P= C/Icm

bo’ladi. Buni tenglamaga go’ysak, u

d*x

17 +5°x=0
t
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2
ko’rinishga keladi, bu yerda § = C/ m deb belgilandi va A-i3=X ekanligi e’tiborga olindi. Bu
tenglama yukning "erkin tebranish" yoki "garmonik ostsillyator' tenglamasi, deb ataladi. Bu o’zgarmas
koeffitsientli ikkinchi tartibli bir jinsli differentsial tenglama. Uning xarakteristik tenglamasi

2 2 s . . .
k*+s5° =0 mavhum k 12 = tis ildizlarga ega. Unga mos keluvchi umumiy yechim

x=C, cosst +C, sin st

bo’ladi. Agar buni A= \ C12 + sz ga ko’paytirib va bo’lib,
Cl Cz

1l cosq=—>2—
\JCL+C; JCl+C;

x=Asin€t + o .
Demak, havo garshiligi bo’lmasa yuk muvozanat holati atrofida garmonik tebranar ekan. A kattalik
tebranish amplitudasi, sf+« tebranish fazasi, o esa boshlang’ich fazasi, deyiladi. Tebranish chastotasi

S = WIC/ m pryjinaning birkligi va yukning massasiga bog’liq. C =P / ﬂvcm =mg / ﬂvcm bo’lgani

uchun tebranish davri
T=2rx/s=2n\mfc=27\2,/]g
bo’ladi.

Endi faraz qilaylik, yukka xarakat tezligiga proportsional bo’lgan havo garshiligi ta’sir etsin. U holda
yukka ta’sir etadigan kuchlar gatoriga havoning qarshilik kuchi R= -uv qo’shiladi, bu yerda manfiy
ishoraning olinishiga sabab, R kuch qarshilik kuchi bo’lgani uchun xarakat yo’nalishiga teskari
yo’nalgan bo’ladi.

Bu holat uchun xarakat tenglamasi

sin ¢ =

desak, u quyidagi ko’rinishga keladi:

d*x dx
m =—CX— U—
dt’ dt
bo’ladi, bu yerda agar c/m = S2 ,,u/m =2n desak, u
d*x dx
3 +2n—+5’x=0 (1)
dt dt

ko’rinishga keladi. Uning xarakteristik tenglamasi

ky, =-nt+n’ -5’ )
ildizlarga ega.

Bu yerda uch hol ro’y berishi mumkin. Agar muhit qarshiligi uncha katta bo’lmasa, u holda
n’—s’><0 bo’lib, ildizlar kl,z =-nx ikl ko’rinishda bo’ladi, bu yerda klz = S2 - n2 deb
belgilandi. Shuning uchun tenglamaning yechimi

x=e" € coskt+C,sinkt
ko’rinishda bo’ladi. Agar yuqoridagidek almashtirishlar bajarsak, u quyidagi ko’rinishga keltiriladi:
x=Ae™ sin€,t + 0::.

Bu yerda amplituda sifatida Ae™ migdorni ko’rishga to’g’ri kelyapti, u { —> 0 da, nolga
intiladi, ya’ni havo qarshiligi kam bo’lsa, tebranish so’nuvchan bo’lar ekan. Shu sababli bunday
tebranishni "so’nuvchi tebranish", deb ataymiz. So’nuvchi tebranish davri

T =2r/k, =27Z'/\/S2 —n’ gateng.
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-nr/k
So’nuvchi tebranishning amplitudasi maxraji € h ga teng bo’lgan geometrik progressiyani
tashkil etadi. Bu miqgdor "so’nish dekrementi”, deb ataladi, uni biz D harfi bilan belgilaymiz.

Dekrementning natural logarifmi mhD=-—nx / kl "so’nishning logarifmik dekrementi”, deyiladi.

Agar muhitning qarshiligi katta va shu sababli YZZ - S2 >0 bo’lsa, u holda ildizlar

k1,2 =-nth bo’lib, bu yerda ]’12 = I/l2 - S2 , tenglamaning umumiy yechimi
X= Cle_(’”’z + Cze_(’_hz
yoki agar 1 = h bo’lsa,
x=e"C +Cyt

ko’rinishda bo’ladi.

Bu ikkala holda ham ¢ —> 00 da X —> 0 bo’ladi, ya’ni tebranish so’nuvchi bo’lar ekan.

2 -masala. Uzunligi [ bo’lgan prujinaga og’irligi R bo’lgan yuk osilgan. Agar yukka xarakat

tezligiga proportsional bo’lgan muhit garshiligidan tashqari qo’zg’atuvchi Q sin Pt kuch ta’sir etsa,
yukning xarakat qonunini topaylik.
Aynan yuqoridagidek mulohazalar bilan xarakat tenglamasini quyidagi ko’rinishda hosil gilamiz:
2

7 dx + Qsin pt
=—CcX— HU— %
t? dt
yoki
d’x +2 dx+ 2 sin pt
— +2n—+s'x=gsinp 3
dt’ dt ’ ©)
2
bu yerda § = C/ m, ,Ll/ m=2n va q = Q/ M | va yuqoridagilardan farqli o’laroq yukka ta’sir
etayotgan qo’zg’atuvchi kuch ham e’tiborga olindi. Bu jarayonda tebranma xarakat go’shimcha kuch

ta’sirida ham sodir bo’layotgani uchun bu xarakatni "majburiy tebranma xarakat', deb atashadi.
(3) o’zgarmas koeffitsientli bir jinsli bo’lmagan chiziqli ikkinchi tartibli differentsial tenglamadir.

Avval yukka muhit garshiligi ta’sir etayotgan holni ko’raylik, bunda 7 # 0 bo’ladi. Agar n® <s’

bo’lsa, u holda xarakteristik tenglama kompleks k1,2 =-n= ikl ildizlarga ega bo’ladi, bu yerda

2 2 2
kl =S8 — N . Shu sababli, mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
Xx=Ae"sin€t+a_
bo’ladi (1-masalaga garang). (3) ning xususiy yechimini
x*=M cos pt + N sin pt

n

ko’rinishda izlaymiz. Buni (3) ga qo’yib ixchamlagandan so'ng, M va N larning qiymatlarini

topamiz:
~

2 2 2
Moo g N= q()p .
(2—p2/+4n2p2 ‘2—p2/+4n2p2

Demak, xususiy yechim
q 2np s? — p2

* S - = cos pt + S
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
JE-p ranp? | € -p ranp V€ -p? > an’p
bo’lar ekan. Quyidagi belgilashlarni kiritaylik:

X

sin pt
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q

=B,
2 272 2 2
‘ p /+4n p
2 2
2? =sin o, 5 —)p =C0S0.
\/(2—p2/+4n2p2 \/‘2—p2/+41’l2p2

U holda xususiy yechim
x*=Bsin@t -5
ko’rinishni oladi. (3) ning umumiy yechimi esa
x=Ae"sin€t+a +Bsin@r—5 (4)

bo’ladi. Uning birinchi hadi so’nuvchi teranishni ifodalaydi; £ —> 90 da u nolga intiladi. Shu sababli,
biror muddatdan keyin uning umumiy yig’indiga ta’siri bo’lmay qoladi va asosiy giymatni majburiy
tebranishni aniqlaydigan had beradi. Bu tebranishning chastotasi P tashqi kuchning chastotasiga teng,
majburiy tebranishning amplitudasi P ning s ga qanchalik yaqinligi va 7 ning ganchalik kichikligiga
garab, shunchalik katta bo’ladi.

Majburiy tebranish amplitudasining 77 ning har xil giymatlarida P chastotaning o’zgarishiga
ganchalik bog’ligligini tekshiraylik. Buning uchun uni differentsiallaymiz:

q
B(p)= :
\/(2_pzj+4n2p2
‘2—p22p—4n2].1

B' =
(p)=q kz _pz\z +4n2p2 i/z )

4

Agar B'( p) =0 desak, (S - pz) - 21’12 =0 tenglama hosil bo’ladi. Uning ildizi tashqi

. .. . 2 2 . . . . .
kuchlarning chastotasini beradi: p =vS§S — 2n° . Bu giymatda B ( p) maksimum giymatga erishadi
(tekshiring!). Uning maksimum qiymati

By =——— (5)
max
2ns? —n’
ga teng. M qanchalik kichik bo’lsa, P ning qiymati s ga shunchalik yaqin bo’ladi va (5) dan
ko’rinadiki, tebranishlar amplitudasi shunchalik katta bo’ladi:

lim B(p) =0,

p—>s

Agar P =S bo’lsa, rezonans holati yuz beradi.

Endi faraz qilaylik, 7 = 0 bo’lsin, ya’ni yukka tashqi muhit ta’sir etmasin. U holda xarakat
tenglamasi

d’x
dt’
bo’ladi. Mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
X=Asin€t+o
Agar P # S bo’lsa, (6) ning xususiy yechimini
x*=M cos pt+ N sin pt

+5°x = gsin pt (6)
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ko’rinishda izlaymiz. Buni (6) ga qo’yib ixchamlagandan so'ng, M va N larning qiymatlarini
topamiz:

q
M:O,N:ﬁ.

s =P
U holda umumiy yechim
) ~ q .
x=Asin€t +a +—5——sinpt

- $P=p

bo’ladi.
Agar P =S bo’lsa, (6) ning xususiy yechimini
x*=1(M cos pt+ N sin pt)

ko’rinishda izlaymiz. Bunda M va N lar quyidagicha bo’ladi:

M=-21 N-o.
2s
Demak,
x* = —itcosst
2s

ekan. U holda umumiy yechim

x = Asin 6t+a:—2itcosst
s

bo’ladi. O’ng tarafdagi ikkinchi had t kattalashgan sari tebranish amplitudasi cheksiz orta borishini
ko’rsatadi. Bu holat rezonans holati, deb ataladi.

2. Elektr zanjiridagi tebranishlar. 7 qarshilik, L induktivlik va C sig’im ketma-ket ulangan

zanjirda boshlang’ich £ =0 vaqt momentida konturdagi tok va kondensatordagi zaryad nolga teng
bo’lsa, tokning shu zanjirdan o’tish jarayonini tekshiraylik.
U U,

r

l — mll
T :

128-rasm.

Biz bu masalani shu bobning 1.1-§ ida 5-misolda ko’rgan edik. Agar U manbaaning elektr
yurituvchi kuchi (e.yu.k.) bo’lsa, u holda zanjirdan 1 tokning o’tish tenglamasi quyidagicha edi:
d’l1 dl I dU
T e
dt dt C dt
Faraz qilaylik, zanjir manbaasining e.yu.k. o’zgarmas, ya’ni U =const bo’lsin. U holda @)
quyidagi bir jinsli tenglamaga aylanadi:

L (7)

d*I rdl 1
+——t—=
dt* Ldt LC
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Uning xarakteristik tenglamasi

2
r r C—-4L
k 12 =" A7 T o~

2L 4L°C
ildizlarga ega. Agar r’C—4L>0 bo’lsa, ildizlar haqiqiy, shuning uchun umumiy yechim nodavriy
bo’ladi. Demak, tok ham nodavriy bo’ladi. Bu zanjirda hech qanday tebranishlar ro’y bermasligini

bildiradi. Agar #7°C —4L < 0 bo’lsa, umumiy yechim
I=e%C coswt+C,sinmt )
bo’ladi, bu yerda 8 =7/2L, . =1/ CC:— r?/ ¢ :
C1 va C 5 koeffitsientlarning
dl E

. | =0
"™ L
boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi qiymatlarini topaylik. Buning uchun avval (8) ni
differentsiallaymiz:

dl  _ ) ~ ) <
ak "} S5C, cosw,t+C,sinwt o, €C,sinwt+C,cosmt

t
Agar boshlang’ich shartlardan foydalansak: Cl = 0, C2 =U / (40)1 _ lar topiladi. Demak, yechim
quyidagi ko’rinishda bo’lar ekan:

[ |t:0: 09

ot

[=——e¢ st
Lo,
Endi faraz qilaylik, U= Q sin @t bo’lsin. U holda (7) tenglama quyidagicha bo’ladi:
d*I  dl I
L—F+r—+—=Qwcosot )
dt dt C

Ma’lumki (1.1-§, 5-misolga qarang)

1’ dl
I =0, rl+—|ldt+L—=0smot.
0= 0, COI dt 0

Bundan
dl
Z |t=0 =0
ekanligi kelib chigadi. Demak, (9) uchun boshlang’ich shartlar
dl
1 |t:O: 0, E |t=O: 0

bo’lar ekan. Shu shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimni topaylik. Agar @, # @ bo’lsa, u holda
bu yechimni
I* =M coswt + N sin ot

ko’rinishda qidiramiz. Uni (9) ga qo’yib, M va N larni 1-masala-dagidek mulohazalar bilan
topamiz:

2 2
Qa)(/C—La) P N Qowr
> ’ > :
2 2.2 2 2.2
(C-Lo _tor (/C—La) _to’r
U holda umumiy yechim

M =
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=& . ™~
I=eC cosowt+C,sinwt +

0 1 .
+ (/(C L = |l C — Lo [coswt +rsm ot
w)-Lo _ +r 10

bo’ladi. Agar Lo —1/Cw =K; NK* +r> =Z desak, yechim

I=e",cosm,t+C,sin a)lt:—% K cosot —rsinot

ko’rinishni oladi. Boshlang’ich shartlardan Cl va C2 larni topamiz:

K -
=2 -2 ks
Z Z w,
Qavsda turgan ifodani quyidagicha o’zgartiraylik:
1 o
ro—KS=ro-—— La)——j:ra)—@+—:
2L Co 2 Co

ro O 1 1
=7+a=5(lﬂ)+aj:5[{',bmyﬂda La)“‘a:K' deyildi.
Demak,
=2 B ¢ t—K'Ssi t\—Q(( t—rsinor
= Zza) e Cl)l COS(OI Sll'lC()l > ? COSw rsm .
1

K'= K + —— bo’lgani uchun
Co

K20? + K 82 = K> L—52]+ K2+ K+L} 5=
LC Cw Cw
2 2 2 2
:K_+i(La,_L S VTS L
LC Co Co Co LC C-4L° LC
Agar
Ko, i K'o K . r
=SII10(1’ 2008051,—281110(’—:0080(
JK 0! + K7 5° JK 0l +K? 5 z
desak, u holda yechimni quyidagicha yozish mumkin:
-t
e . ~ . ~
I = —Q—31n6)1t—051 /+Qsm G-
ZoNLC Z

Agar @; = @ bo’lsa, u holda xususiy yechimni

I*=t(M coswt + N sin wt)

ko’rinishda izlaymiz. Bu qavs oldidagi t kattalashgan sari tebranish amplitudasi cheksiz orta borishini
ko’rsatadi. Demak, bu holda rezonans holati yuz berar ekan.

13.3. Differentsial tenglamalarning iqtisod dinamikasiga qo’llanishi. Igtisod dinamikasining modellarida
differentsial tenglamalar yetarlicha ko’p qo’llaniladi. Quyida biz makroigtisod dinamikasiga qo’llanilishiga doir bir
nechta masalalarni ko’ramiz.
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1-masala. Faraz gilaylik, Y(t) - biror korxonaning t vaqt momentida sotgan mahsulotlari hajmi bo’lsin. Agar
korxona chigargan mahsulotini bir xil P narxda sotgan bo’lsa, u holda korxonaning t vaqt momentida olgan
daromadi Y (t) = py(t) bo’ladi.

I (t) bilan ishlab chigarishni kengaytirish uchun sarf gilinadigan investitsiya miqdorini belgilaylik. Tabiiy o sish
modelida mahsulotning chigish tezligi (ya’ni akseleratsiyasi) investitsiya migdoriga proportsional deb hisoblanadi,

ya’ni
y'(t) =11 (t). ()
Investitsiya migdori | (t) daromadning o’zgarmas gismini tashkil etadi, deb faraz gilsak:
[(t) =mY(t) = mpy(t), o)

bu yerda proportsionallik koeffitsienti m 0 < m <1 bo’lgan o’zgarmas migdordir.
Agar (2) ifoda (1) ga olib borib go’yilsa:
y'=ky 3)
differentsial tenglama hosil bo’ladi, bu yerda K = mpl. Bu tenglama o’zgaruvchilari ajraluvchi differentsial
tenglamadir. Uni yechsak:

y(t) = yoek(HO)' Yo = y(to)

funktsiya hosil bo’ladi.

Aytish lozimki, (3) tenglama demografik jarayonda aholini o’sish dinamikasini, muntazam inflyatsiya davrida
narxning o’sish dinamikasini va xokazo jarayonlarni ifodalaydi.

Amalda bozorning to’yinish sharti yetarlicha kichik vaqt intervali uchun gabul gilinadi. Umuman talab egri

chizig’i, ya’ni sotilgan mol narxi P ning uning hajmi y ga bog’likligi p = P(Y) kamayuvchi funktsiya bo’ladi,
chunki mahsulot hajmining oshishi bozorning shu molga to’yinishiga olib keladi, u esa mahsulot narxining
kamayishiga olib keladi. Shu sababli, ragobatbardor bozor shartida o’sish modeli quyidagicha bo’ladi:
y'=mip(y)y. (4)
Bu yana o’zgaruvchilari ajraluvchi differentsial tenglama. (4) ning o’ng tomonidagi barcha ko’paytuvchilar musbat
bo’lgani uchun Yy'>0, shu sababli u o’suvchi Y(t) funktsiyani ifodalaydi. Bu funktsiyani gavariglikka
tekshirganda tabiiy uning elastiklik tushunchasi ishlatiladi. Xagigatan, agar (4) ni differentsiallab yuborsak

dp
"= mly'| -y +
y y(dty pj

formula orqali

b dy
d

munosabatni hosil gilamiz. Ma’lumki, narxga nisbatan talabning elastikligi Ep(y) =

ifodalanadi. U holda oxirgi tengligimizni quyidagicha yozsa bo’ladi:

y"=mly' p[ = 1(y) +1].

Bu yerda y"=0 desak, E,(y) =1 tenglik hosil bo’ladi. Demak, agar talab elastik bo’lsa, ya’ni ‘Ep (y)‘ >1

yoki E (y) <—1 bo’lsa, ¥">0 bo’lib Y(t) funktsiya qavarig’i tepaga bo’ladi, agar talab elastik bo’Imasa,
ya’ni ‘Ep (y)‘ <1lyoki —1<E_(y) <0 bo’lsa, uholda y"< 0 bo’lib y(t) funktsiya gavarig’i pastga bo’ladi.
1-misol. Agar talab egri chizig’i P(Yy) =2—Y tenglama bilan berilgan, akseleratsiya normasi % =2,

investitsiya normasi m = 0,5, y(0) = 0,5 bo’lsa, sotilgan mahsulot hajmini toping.
Yechish. Berilgan malumotlarga ko’ra, (4) tenglama quyidagicha ko’rinishga ega:

dy
y'=(2-y)y yoki =dt.
(2-y)y
Oxirgi tenglikni integrallab yuborsak:
In y;Z‘ =—-2t+C, yoki y_—2 =Ce™ (5)
y y
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hosil bo’ladi, bu yerda C = +e“. Agar y(0)=0,5 ekanligini e’tiborga olsak, C = —3 kelib chigadi. U holda

2
5)dan Yy = —— - topiladi.
() dan y 1+3e 2 7

daromad
y
2 H noelastik talab
1
elastik talab
t
0 It t, vaqt
129-rasm

Bu funktsiyaning grafigi yuqoridagi chizmada berilgan. Chizmadagi egri chiziq logistik chiziq deyiladi.
2-masala. Biror korxonaning t vaqt momentida olgan daromadi Y (t) investitsiya | (t) va talab migdori C(t)
lar yig’indisiga teng:

Y (1) = 1(t) + C(t). ®)

Xuddi tabiiy o’sish modeliga o’xshab, bu yerda ham daromadning o’sish tezligi investitsiya migdoriga proportsional
deb faraz gilamiz, ya’ni

bY*(t) = (1), )

bu yerda b - daromad o’sishining kapitalsig’imi koeffitsiyenti, u mahsulot narxi p o’zgarmas va | = }/pb bo’lsa,

(3) ga ekvivalent.
C(t) funktsiyaning o’zgarishi daromad funktsiya Y (t) ning o’zgarishiga gay darajada ta’sir gilishini ko’raylik.
Faraz gilaylik, C(t) daromadning muayyan gismi bo’lsin: C(t) = (1—m)Y (t), bu yerda m investitsiya
normasi. (6) va (7) lardan

m
Y'=—Y 8
b ©)

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama (4) ga p = const bo’lganda tengkuchli.
Ko’pincha talab funktsiyasi C(t) oldindan ma’lum bo’ladi.

14-§. Oddiy differentsial tenglamalar sistemasi.

14.1. Differentsial tenglamalarning normal sistemasi. Quyidagi
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dy ~
_1:ﬂ¢9y19y29"'3yn)
dx
dy, ~
- = (:’ M ) n _2
U f€y,y, Vu 2
........................... M
dyn ™
=fn¢,y1,y2,---,yn,
dx

sistema normal sistema, deb ataladi.

Kuzatilayotgan yoki tadqgiqot qilinayotgan ayrim jarayonlar modeli (1) ko’rinishdagi tenglamalar
sistemasidan iborat bo’ladi.

I-misol.A modda P va Q moddalarga parchalansin. Ularning har birini hosil bo’lish tezligi
A moddaning parchalanmagan gismiga proportsional bo’lsin. Agar P va @ moddalarning ¢
momentdagi miqdorlarini mos ravishda X va ) desak, u holda 4 moddaning t momentdagi migdori

ad—X—) boladi. Masala shartiga ko’ra bu miqdor X va ¥ miqdorlarning hosilalariga
proportsional, ya’ni

dx ~
Sk G-x-y,
Cl’t 16 y/
dy ~
— =k, @-x—-y.
dt 2 y/

2-misol. Biologiyadan ma’lumki, ayrim bakteriyalar ko’pa- yishdan tashqari o’zining miqdorini
kamaytirib turuvchi zahar ham ishlab chiqgaradi. Faraz qilaylik, bakteriyaning miqdori N o0’zining
ko’payish tezligi dN / dt ga va zahar ishlab chiqarish tezligi dX/ dt ga proportsional bo’lsin, bu
yerda X zahar miqdori. U holda quyidagi sistemaga ega bo’lamiz:

AN kN~ k, Ny, ? =k,N.
t

dt
(1) sistemani integrallash deganda, (1) ni va quyidagi berilgan
yl |x:x0 :y109 s y2 |x:x0 = y20’ ’yn |x:x0: ynO (2)

boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi noma’lum ), },,...,), funktsiyalarni topishni

tushunamiz.

Bunday sistemalarni integrallash uning ko’rinishiga garab, har xil usullar bilan bajarilishi mumkin.
Shulardan bir nechtasini ko’rib chigamiz.

(1) ning birinchi tenglamasini X bo’yicha differentsiallaylik:

d2y1 _af1+5f1 .dJ’1+.__+ o dy,

dx>  ax 0Oy, dx oy, dx
Tenglikning o’ng tarafidagi dyl / dx , dy2 / dx L, e .,dyn / dx hosilalarni (1) dan fl ) f Jaeees f "

lar orqali ifodalari bilan almashtiramiz, natijada quyidagi tenglama hosil bo’ladi:
2
d”y,
dx’

Bu tenglamani differentsiallab, aynan yuqoridagidek almashtirishlar bajarsak:

:Fz ¢9y17y29"'9yn)
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d3y -
F=F, €. 9,5V,

dx’
tenglama hosil bo’ladi. Bu jarayonni davom ettirib, nihoyat
d"y, =
T =F, €005 0,
tenglamaga kelamiz. Endi hosil bo’lgan tenglamalardan quyidagi sistemani tuzib olaylik:
dy ~
1 _
- fl ‘:’ylayza"'ayn Y
dx
d’y ~
1 _
2 _Fz Q,ypyz,---,yn >
dx
........................... ©)
d ny ~
1 _
—=F, ‘j’yl’yZ""’yn By
L dx

~

' -1
Bu sistemaning dastlabki 72 -1 ta tenglamasidan V5, )3,..., ), larni X, yl,yl,...,yl(l ~ lar
orqali ifodalab:

~N ~~

_ ll ‘1_1) _ 1 ‘1_1/
yz_wzcsylayls"ﬂyl }""yn_(pn(’ylﬂylr"’yl _ (4)
sistemaning oxirgi tenglamasiga olib borib qo’yamiz:
d"y, ' «1°
I =€y, 0,0 " (5)
Bu tenglamadan Y, ni topamiz:
\
v =v,€C,...C, . (6)

Oxirgi tenglikni 77 — I marotaba differentsiallab, (4) ga qo’ysak, golgan },,)3,...,), noma’lumlar
ham topiladi:

v =v,€C,..C, .y,=yv, €C,..C, ...y =y €C,...C,

Agar (2) boshlang’ich shartlar berilgan bo’lsa, mos C1 yeees Cn koef- fitsientlarni topish xuddi bitta

tenglama uchun bajarilgandek amalga oshiriladi.

Agar (1) ning o’ng tarafidagi funktsiyalar 0’z o’zgaruvchilariga nisbatan chizigli bo’lsa, u holda
sistemani chizigli normal sistema deb ataymiz. Chiziqli normal sistemaga mos keluvchi (5) tenglama
ham chizigli bo’ladi.

dy dz
3misol — =Yt Z,—/ =) —Z tenglamalar sistemasini yeching.
dx dx
Yechish. Birinchi tenglamani X bo’yicha differentsiallaymiz:
d*y dy N dz
dx*  dx dx
va undan }, dy/ dx larni yo’qotamiz. Shu bilan tenglama
d 2
L _2y=0
dx
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ko’rinishga keladi. Buning xarakteristik tenglamasi k1,2 = i\/a il- dizlarga ega. Shuning uchun uning

umumiy yechimi

x2 ~xv2
yv=Ce"" +C,e

bo’ladi. z ni topish uchun bu yechimni sistemaning birinchi teng-lamasiga qo’yamiz:
dy DG DG
z:a—y:Cl(Q—lg ~c, (241,

Eslatma. Ayrim hollarda sistemaning tenglamalari ustida bir nechta almashtirishlar bajarib,
yechimni topishga olib keladigan osongina integrallanadigan tenglama hosil gilish mumkin. Bu usulni
integrallovchi kombinatsiyalar usuli, deb atashadi.
dx X dy y
4-misol. T = < 4 v, T A A
dt 2x+3y dt 2x+3y

Yechish. Avval birinchi integrallovchi kombinatsiyani tuzib olamiz. Buning uchun birinchi
tenglamani ikkinchisiga bo’lamiz:

dx x dx dy
=T s hx=lhy+InC, yoki x=C,y.
dy vy x y Y 1y 1V

Ikkinchi integrallovchi kombinatsiyani tuzish uchun birinchi tenglamani 2 ga va ikkinchi
tenglamani 3 ga ko’paytirib, o’zaro qo’shamiz:

dx dy
2'5"‘3'5:1; 2dx +3dy=dt yoki 2x+3y=t+0C,.

Hosil bo’lgan tenglamalardan sistema tuzib olib, umumiy yechimni topamiz:

G €+C, - t+C,

tenglamalar sistemasini yeching.

b

2C +3 7 2C 43

14.2. O’zgarmas koeffitsientli chizigli differentsial tenglamalar sistemasi. Faraz qilaylik, bizga
quyidagi

dx

L _
—L=a,x +a,x,++a,x,,
dt
dx
—2 =, X, +ayX, + o+ a, X,,

< dt
(7)

dx

no_
= a,x, +a,x,++a, x

sistema berilgan bo’lsin, bu yerda barcha koeffitsientlar o’zgarmas.
Bu sistemani

ax _
dt

matritsa ko’rinishida ham yozish mumkin, bu yerda

AX
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ax

a, d4ap a, X, d_t]
= ay dp az, oy X, | ax dx,
. ) dt d:t

anl anZ ann Xn an

dt

Berilgan (7) sistemaning yechimini
_ At _ M _ At
xl _ple ) x2 _pze ) ...,xn _pne
ko’rinishda izlaymiz. Agar bularni sistemaning tenglamalariga qo’yib, o’xshash hadlarni ixchamlasak, noma’lum
PisPrs---5 P, koeflitsientlarga nisbatan quyidagi chiziqli bir jinsli algebraik tenglamalar sistemasini hosil
qilamiz:
~
¢ -Ap+a,p,+---+a,p, =0,
~
ayp + €, —Ap,+-+a,p,=0,

®)

~
anlpl +an2p2 +eet enn _ﬂ’,pn :O
Ma’lumki, bunday sistema hamisha birgalikda, masalan, hech bo’lmaganda nol
D, = O, D, = 0, e P, = 0 yechimi mavjud. (8) sistema noldan farqli yechimga ega bo’lishi uchun
uning determinanti nolga teng bo’lishi zarur va etarlidir:

a,—4 a, a,
~| a, a,—-A ... a,
A€ = " 1=0.
a, a,, e a, —A

Bu A ga nisbatan n-darajali algebraik tenglama. Uni A matritsaning va shu vaqtning o’zida (7)
sistemaning ham xarakteristik tenglamasi deb ataymiz.

Ma’lumki, bunday tenglama n ta ﬂl ,;Lz ges .,ﬂn ildizlarga ega. Ular A matritsaning xos sonlari

~

bo’ladi. Har bir lk X0s songa biror @11{ s Pogse+s Ppi _ X0s vektor mos keladi.

Bu yerda uch hol yuz berishi mumkin.

1-hol. Barcha xos sonlar har xil: ﬂl * 2.2 .7 ﬂ.n va haqiqiy. U holda, (7) sistema n ta
yechimga ega:

/l_ﬁ, _ At _ At _ At
= Ay uchun: Xy = P € Xy = Pr€ 5.0 X = Py1€ 5

_ — At — Aot — At .
A=A, uchun: X, = P, , Xy = py€™ .. X, =P e
_ _ At _ At _ At
ﬂ‘_ﬂ’n uchun: Xy, = p,€ ", Xy, = Pr,€ " 5.0 X, = Py,€ " -
Biz fundamental yechimlar sistemasini topdik. Umumiy yechim
_ At Aot Ayt
x, =Cpe" +Cppe™ +---+C, p e,
_ At Aot At
x, =C pye” +C,pye™ +---+C, p, e,

X, = Clpnleﬂqt + C2pn2622t +eeet Cnpnneln[‘
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ko’rinishda bo’ladi.

X Xy
S5-misol. E = 7x1 + 3x2 s E = 6x1 + 4x2 sistemaning umumiy yechimini toping.

Yechish. Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzib olaylik:

7-4 3]
6 4-4

Uning ﬂl =1, 12 =10 ildizlari sistemaning matritsasini xos sonlaridir. ﬂ,l =1 ga mos keluvchi xos

yoki A° —111+10=0.

vektorni topish uchun
q_lﬁl +3p2 :Oa
6p, +€—1p,=0

sistemani tuzib olamiz. Bu bitta 2]71 + Ps =0 tenglamaga ekvivalent. Bundan (1;-2) vektorni
aniglaymiz.
Agar )\ o’rniga /12 =10 ni qo’ysak, quyidagi sistema hosil bo’ladi:

¢-10 p, +3p, =0,
6p, +€—-10 p, =0.
Bundan (1;1) vektor aniglanadi.

U holda fundamental yechimlar: A, =1 da x“:et,x21:—2et; A, =10 da

10t . .
X, =€ ,X,, =€ ,umumiy yechim esa

=Ce' +C,e'”, x,=-2Ce +C,e"
bo’ladi.
2-hol. Xos sonlar har xil, lekin ularning ayrimlari kompleks.
Umumiylikni buzmagan holda bu kompleks ildizlar k1,2 = iiﬂ bo’lsin, deb faraz qilaylik. Bu
ildizlarga
~ -2 ~
_ G+ip 1 Q o G-if 3 . ~
X, “=p,e 7, X P € (121,2,...,71/
yechimlar mos keladi.
Aynan 10-§ ning 3-holiga o’xshagan mulohazalar bilan kompleks yechimning haqiqiy va mavhum

gismlari ham yechim bo’lishini ko’rsatish mumkin. Shu sababli, k1,2 = iiﬂ larga mos keladigan

Xu- susiy yechimlar sifatida
~

fj/zemﬂ cosﬂt+q2s1n,8t o= 0”63cosﬁt+q4smﬁt

funktsiyalarni olish mumkin, bu yerda ¢ 19 q j2 q 739 q ja lar P15 P jo lar orgali aniglanadigan
haqiqiy sonlar. Sistemaning umumiy yechimiga shu funktsiyalarning mos kombinatsiyalari kiradi.

. dxl dxz . . . . .
6-misol. E =-Tx, +x,, 7 = —2x, —5x, sistemaning umumiy yechimini toping.
t
Yechish. Avval xarakteristik tenglamani tuzib olamiz:
AT 2 +124
= oki +124+37=0.
2 -5-2 Y

Uning ildizlari: il =—6+ l, 12 =—6 — 1. Birinchi ﬂq =—6+1 xos songa mos keluvchi xos

vektor (1; 1+i), ikkinchi ﬁz =—0—1 xos songa mos keluvchi xos vektor (1; 1-i). U holda bu xos
son va xos vektorlarga mos keluvchi berilgan sistemaning yechimlari quyidagicha:
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N D _ .. ~ N . A ~ L. ~

xC=e€ = €ost +isint , xC=(1+i)e" s =(1+i)e™ €ost +isint

™ ) _ .. ~ ™ . . . . .. ™~

x&=e€2 = o ost—isint , x&=(1-)e " =(1-i)e™ €ost—isint ,
yoki agar ularning haqiqiy va mavhum qismlarini ajratib yozsak:

~(1 -6 ~ — s Y
X" =e cost, ¥V =¢ €ost —sint

~(2 -6t _: ~ — . =
P =esint, ¥ = ¢ €ost +sint_
funktsiyalarni xususiy yechim sifatida olish mumkin. Demak, umumiy yechim

x, =C,e”* cost + C,e™ sint,

x, = C,e™ (cost —sint) + C,e ™ (cost +sin t)
bo’ladi.
3-hol. Xos sonlarning ayrimlari haqiqiy va karrali.
Umumiylikni buzmagan holda, ﬂl x0s son haqiqiy va m karrali bo’lsin, deb faraz qgilamiz. Unga
mos keluvchi sistemaning echimi

X, = p (0™, x,=p,(0e", ....x, = p, ()" )

ko’rinishda bo’ladi, bu yerda p, (1), )2 ®),..., P, (t) lar darajalari m-1 dan katta bo’lmagan

ko’phadlar. Agar (9) ni (7) ga qo’yib, ¢ larning bir xil darajali hadlari oldidagi koeffitsientlarni
tenglasak, bu ko’phadlarning noma’lum koeffitsientlarini topish uchun chizigli algebraik tenglamalar
sistemasini hosil gilamiz. Buning bajarilish tartibini quyidagi misolda ko’rib chiqaylik.

o, dx

2
7-misol. i =5x, — x,, E =x + 3x2 sistemaning umumiy yechimini toping.
Yechish. Avval xarakteristik tenglamani yechib olamiz:

5-24 -1 5
=0, " -81+16=0;, 4, =4, =4.
1 3-4

/11 =4 xos songa
x,=e" Qt+a,, x,=e" Qr+b,
yechimlar mos keladi. Ularni 7 bo’yicha differentsiallab, sistemaga qo’yamiz:
ae” +4at+ay)e” =5 (a;t +a,)—e" (bt +b,),
be* +4(bt+b))e* =e*(at+a,)+3e" (bt+h,).

Agar bu tengliklarning har birini e4’ ga qisqartirib, ¢ ning oldidagi koeffitsientlarni va ozod hadlarni
tenglasak:

4a, =5a, -b,, |a,+4a,="5a,-Db,,
{4[)1 =a, +3b,, {bl +4b, = a, +3b,
sistemalarni  hosil qilamiz. Bundan &, =b1;a2 —b2 =a, =b1 kelib  chiqadi. Agar
a, =C;a, =C, desak, bl = Cl;bz = Cz - Cl bo’ladi, shuning uchun sistemaning umumiy
yechimi quyidagicha bo’ladi:
x,=e"Ct+C, , x,=e"Ct+C,-C, .

Eslatma. O’zgarmas koeffitsientli chizigli yuqori tartibli differentsial tenglamalar sistemasi ham
aynan yuqoridagi tartibda ko’rib chiqilishi mumkin. Masalan, agar sistema
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d’x,

=apXx, ta,,x,,

dt’
d’x, N
— =d, X a,, X
2171 2242
dt’
ko’rinishda bo’lsa, u holda uning xarakteristik tenglamasi
2
a, —4 i | _ 0
a a,, — A
21 22

bo’lib, uning ildizlariga mos keluvchi umumiy yechim
X = C1p1e/m + Czpze%t + C3p3e%t + C4p4e/14t:
Xy = Cl%e/llt + Czqzeﬂgt + C3Q3eﬂ3[ + C4Q4eﬁ4t
bo’ladi.

14.3. Bir jinsli bo’lmagan chizigqli o’zgarmas Kkoeffitsientli differentsial tenglamalar sistemasini
o’zgarmaslarni variatsiyalash usuli bilan yechish. Bizga

dx
- = a,x, +a,x, +---+a,x, + f,(),
dt
dx,
dt =a, X, +a,x, +-+a,,x, + f,(), (10)
dx
dn :anl‘xl +an2x2 +.“+ann‘xn +fn(t)
t

sistema berilgan bo’lsin.
Faraz qilaylik, unga mos keluvchi bir jinsli (7) tenglamalar sistemasining umumiy yechimi ma’lum

bo’lsin:
x, =Cx, +Cxp, +---+C x,,
x, =Cx, +Coxp, +--+C X, ,
x,=Cx +Cx,+---+C x .
Berilgan (10) sistemaning umumiy yechimini

x, = C()x,, +C,(Dx, +---+C,(D)x,,,
x, = C(0)x,, + C,(0)xy, +-+-+C, (D)x,,,

x, =Cx, +C,(O)x,, +-+C,(D)x,,
ko’rinishda izlaymiz, bu yerda Cl (f ), C 5 (t ), ceey C n (f ) lar topilishi lozim bo’lgan noma’lum

funktsiyalar. Bularni (10) ga qo’yamiz, u holda uning i -tenglamasi quyidagi ko’rinishda bo’ladi:
\

Cix, +Cox;, +---+Cx,, +C ‘1 A Xy T ApXy, T A Xy, e
~

+Cn ‘n _anlxnl _anZ‘an _”._annxnn /_-f;(t)

Qavs ichidagi yig’indilarning hammasi aynan nolga teng, chunki barcha k = 1,2, ..., 1 lar uchun

~

(C k1oXk2 s +9 Xy, _ lar bir jinsli (7) siste-maning yechimlaridir. Shuning uchun

Cl'x,.1 +C;x,.2 +---+C,'1xl.n =10, i=12,...,n (11)
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~

sistemaga ega bo’lamiz. %,xkz, e Xpy k=12,....,n lar chizigli erkli bo’lgani uchun bu

sistemaning asosiy determinanti

X e X

n

A=|. ... . |=0.

X

nl tee nn
Cl '(l‘ ), C2 (¢ ), e Cn (¢ ) larni (11) dan aniqlab, integrallab  chigsak, barcha
C1 (¢ ), C 5 (¢ ), vy Cn (f ) lar, va demak, (10) ning umumiy yechimi to-piladi.
dx d 3,

%
§-misol. E+2x+4y:1+4t95+x_y:§t sistemani yeching.

Yechish. Avval bir jinsli sistemani yechib olamiz:
dx d
D ox+4y=0,2L 4 x-y=0.
dt dt

Buning uchun birinchi tenglamani differentsiallaymiz:

d*x dx d
- +2—+ 42 .
dt dt dt
dy dx
Ikkinchi tenglamadan E =Y =X nj va birinchi tenglamadan 4y == E —2x ni aniglab, bu
tenglamaga qo’ysak:
d’x dx
S —6x=0
dt dt

o’zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli tenglama hosil bo’ladi. Uning umumiy yechimi
2 -3
x=Ce” +C,e™

bo’ladi. Buni V =~ — <X ga qo’ysak:
4dr 25 891V

1
y=-Ce” + ZCZe_St

ham topiladi.
Endi berilgan bir jinsli bo’Imagan sistemani yechish uchun

x=C (e +Cy (e, y=—C (1) + i c,e™ (1)

deb faraz gilamiz. (12) ni berilgan sistemaga qo’ysak:
' v ' L. 3
C (e +4Ce™ =1+4t, —C,(t)e” +Cre™ = Eﬁ
sistema hosil bo’ladi. Bundan

3,
1+4¢t+—¢
. 1+4¢t—6t* _ ,
Cl(t)zfe i cm:%&f.

Bularni integrallasak:
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1
t+—1°

t+3t7
e”+q,qmz—%—ﬁ+q

Cl ()=

hosil bo’ladi. Bularni (12) ga qo’yib sistemaning umumiy yechimini topamiz:

1 1
x=Ce* +Ce™ +t+t’, y=-Ce* +ZCe‘3’ -5t

15-§. Turg’unlik nazariyasi.

Ko’p hollarda differentsial tenglamalar yoxud tenglamalar sistemasining echimlari elementar
funktsiyalar bilan berilmagani uchun ularni echish uchun taqribiy hisoblash usullari qo’llaniladi. Bu
usullarning kamchiligi shundaki, ular fagat bitta xususiy yechimni topishga imkon beradi. Boshqa
xususiy yechimni topish uchun bu usulni yana boshgatdan qo’llashga to’g’ri keladi. Bir xususiy
yechimni bila turib, boshqga xususiy yechimlar to’g’risida biror fikr aytib bo’lmaydi.

Texnik va mexanik masalalarning aksariyatida yechimlarning konkret giymatlari emas, balki bu
yechimlarning biror nuqta atrofida yoki argument cheksiz ortib borganda o’zini qanday tutishi ko’proq
gizigtiradi. Bu masalalar bilan differentsial tenglamalarning sifatlash nazariyasi shug’ullanadi. Bu
nazariyaga A.M.Lyapunov! va A.Puankare? lar asos solishgan.

Sifatlash nazariyasida ko’riladigan asosiy masalalardan biri bu yechimning turg’unlik masalasidir.

15.1. Lyapunov ma’nosidagi turg’unlik. Bizga quyidagi

dx -
1 _

E_fl Cx,x,y,..00x, 5

dx -
2 _

I 1 €x,%,,000%,
........................... (1)
dxn ~

ch=ﬂtmmp,n,
tenglamalar sistemasi berilgan bo’lsin. Faraz qilaylik, X, (f ), X5 (Z ), cees X, (f ) lar (1) ning
X1 lico=X1055 X3 lico= X205 « - +5X,, ;0= X0 (2

boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi bo’lIsin.
1-ta’rif. Agar har qanday & > 0 son uchun shunday 0 > 0 son to- pilsaki, (1) ning boshlang’ich

giymatlari
‘y (0) = x,
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy }; (f), i=12,....n ,yechimi uchun

‘yi(t)—xi(t)‘<8, i=12,...,n

<o0,i=12,...,n

tengsizliklar barcha ¢ >0 lar uchun bajarilsa, u holda X, (¢), X, (%), ...,x,(¢) yechim "Lyapunov

ma’nosida turg’un", deyiladi, aks holda bu yechim "furg’un emas", deyiladi.

Demak, yechim Lyapunov ma’nosida turg’un bo’ladi, agar boshlang’ich giymatlari bilan unga yaqin
bo’lgan boshga har ganday yechim barcha ¢ > 0 lar uchun ham shu yechimga yaqin bo’lsa.

Agar Lyapunov ma’nosida turg’un bo’lgan yechim uchun bundan tashqari

I A M.Lyapunov (1857-1918) - rus matematigi.
2 Anri Puankare - farang matematigi.
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ygo‘yi(t)—xi(t)‘ =0, i=12,....n

tengliklar ham o’rinli bo’lsa, u holda bu yechim "asimptotik turg’un", deb ataladi.

Bu ta’rifning ma’nosi quyidagicha: agar berilgan tenglamalar sistemasi biror harakatni ifodalasa,
turg’un yechimlar holida boshlang’ich shartlarni yetarlicha kichik migdorga o’zgartirganda harakat
xarakteri o’zgarmaydi.

Aytish joizki, yechimning asimptotik turg’un ekanligidan uning Lyapunov ma’nosida turg’un
bo’lishi kelib chigmaydi.

dx dy
I- misol E :_y,E:x sistemaning X(0) =0, 1(0) =0 boshlan- g’ich shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimini turg’unlikka tekshiring.
Yechish.  Sistemaning  berilgan  boshlang’ich  shartlarni  qanoat-  lantiruvchi  yechimi

x(t)=0, y(t) =0 dir. Bunday yechimni biz sistema- ning "sukut nugtasi", deb ataymiz.
Sistemaning x(O) =X, ,y(O) = ), boshlang’ich shartlarni ganoat-lantiruvchi har qanday boshga
yechimi
x(¢) =x, cost — y, sint, x(¢)=x,sint—y,cost
ko’rinishda bo’ladi.
Ixtiyoriy & > 0 son olaylik. Ayonki, har ganday # > 0 lar uchun

b

‘xo cost — ), sin t‘ < ‘xo cost‘ + ‘yo sin t‘ S‘xo‘ + ‘yo

‘xo smt+y, cosz“ < ‘xo sin f‘ + \yo 0054 < ‘xo‘ + ‘yO‘ 3)

tengsizliklar o’rinlidir. Shuning uchun, agar ‘XO‘ + \yo\ < & desak, u holda barcha ¢ >0 lar uchun

‘xo cost — y, sin t‘ <&, |x,snt+y, cost‘ <g @)

bo’ladi. Demak, agar masalan, O(&)=&/2 deb olsak, ‘x0‘<5, ‘yo‘<5 bo’lganda, (3)

tengsizliklarga ko’ra, barcha ¢ >0 lar uchun (4) teng-sizliklar o’rinli bo’ladi, ya’ni sistemaning nol
yechimi Lyapunov ma’nosida turg’un ekan, lekin u asimptotik turg’un emas.

Faraz qilaylik, @, (1), P,(), .. »®, (&) lar (1) ning (2) boshlang’ich shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimi bo’lsin. Agar

yvO)=x@®)—,(2), i=12,....n, (5)
desak, u holda (1) sistema quyidagi

d ~ ~
% =/ ‘ayl +@,(0),y, + 0, (8),....,y, +@,() =~ /i (9901(07---:(0;;(0,»
dy, _ ~ ~
Z = /5 (3y1 +¢,(8),y, +9,(0),..., ), +¢n(t)/ /2 (,(pl(t),...,(pn(t))
........................... (6)
dyn ~ ~
E:fn (Dyl +¢1(Z)’y2 +¢2(t)""’yn +¢n(t)/_fn (9¢1(t)7"’7¢n(t)/
sistemaga almashadi. Bu sistema
Vilio=00, Y2 [50=0, .. 51, o= 0 (7)

boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi }; (f ) = 0, i=12,...,n , trivial yechimga ega.
Bundan quyidagi teorema kelib chigadi.
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1-teorema. (1) sistemaning (2) boshlang’ich  shartlarni qanoat-lantiruvchi @, (f),

®, (t ), @, (t) yechimi Lyapunov ma’nosida (asimp-totik) turg’un bo’lishi uchun (6)

sistemaning (7) shartlarni qanoat-lantiruvchi trivial yechimi Lyapunov ma’nosida (asimptotik) turg’un
bo’lishi zarur va yetarlidir.

Demak, umumiylikni buzmagan holda, (1) sistemaning (7) shart- larni ganoatlantiruvchi trivial
yechimini turg’unlikka tekshirsak kifoya ekan.

2-teorema (Lyapunov). Faraz gilaylik, (1) sistema X (t)=0, i=12,...,n, trivial yechimga ega
bo’lsin. Agar quyidagi
1) S(xl,...,xn) > ( va faqat X=X, =...=X, = 0 bo’lgandagina 9=0 ;
2) barcha ¢ >0 lar uchun

ﬁ: 09 ax, :Z@fi(,xl,xz,...,xnﬁo
dt “T'ox, dt T ox,

shartlarni ganoatlantiruvchi differentsiallanuvchi biror 3(x1 geees X n) funktsiya mavjud bo’lsa, u holda

x;(t)=0, i=12,...,n, trivial yechim Lyapunov ma’nosida turg’un bo’ladi.
Agar bundan tashqari, koordinatalar boshining yetarlicha kichik atrofining tashqarisida barcha
t 20 lar uchun

ds
2 <-B<0
dt
bo’lsa, bu yerda B- o’zgarmas son, u holda X; (f) = 0, i=12,...,n, trivial yechim asimptotik
turg’un bo’ladi.
3()61 eees xn) funktsiya " Lyapunov funktsiyasi', deb ataladi.
dx dx
1 5 2 3
2-misol. — ==X —X,, — =X —X, sistemaning X; |,_ =0 , Xo |2 =0
dt At 1 |z 0 > 2 |z 0 >
boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi trivial yechimini turg’unlikka tekshiring.
2 2
Yechish. 19(x1 ,xn) = X, + X, funktsiyani ko’raylik. Bu funktsiya uchun 2-teoremada qo’yilgan
1-shartning bajarilishi ayon, shu sababli 2-shartni tekshiramiz:

d$§ 5 \ 3 3 40
E:2x1 (—xl - X, +2x, (1 - X, /:—2(1 +x, <0,
d$
Agar X, # 0, X, # O bo’lsa, u holda barcha >0 lar uchun E < _ﬁ <0 bo’ladi. Demak,

berilgan sistemaning trivial yechimi asimptotik turg’un ekan.

1-eslatma. Lyapunov funktsiyasini X;,X,,...,X, larning quyidagi

9= Z a;; X;X ; kvadratik forma ko’rinishida izlash tavsiya etiladi.
ij
Bu funktsiyaga qo’yilgan birinchi shart bu kvadratik formaning musbat aniglanganligini bildirgani

uchun, a,-j koeffitsientlarni Silvester mezonining shartlarini ganoatlantiradigan qilib olinadi, ya’ni

all cee al

n

a, dp
>0,..,] . ... . [>0

a,; >0,
a, dy
nl nn
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2-eslatma. Agar (1) sistema biror harakatni ifodalab, t vaqtni bildirsa va u tenglamalarda oshkor
ishtirok etmasa, ya’ni sistema ushbu

dx -
j;zflﬁ,xz,...,xn)
de ~
_:f ‘jax 5 3xn
dt 2 1 2 2
dx -
L= n(i I SR
dt f 1 2 n_~

ko’rinishda bo’lsa, u holda (1) avtonom sistema, deyiladi.

15.2. Sukut nuqtalarining eng sodda ko’rinishlari. Ushbu

dx,
— =a,x, +a,x,+-+a,x,
dt
dx,
—— =da, X, tAyX, +--t+a, x,,
dt
8)
dx,
2 " a,x, +a,x,+--+a,x,
t

sistema berilgan bo’lib, uning barcha koeffitsientlari o’zgarmas bo’lsin. X(t)EO,y(f)EO bu

sistemaning sukut nuqtasi bo’ladi, buni bevosita o’rniga qo’yish usuli bilan tekshirish mumkin. Bu
nugta turg’un bo’lishi uchun koeffitsientlar ganday shartlarni qanoatlantirishini tekshiraylik.
Aynan 13.2-§ dagidek yechimni

— A _ At _
xl _ple D) X2 _pze ) -..,xn _pne
ko’rinishda izlaymiz. (8) ning

At

a,—A a, a,
™~ a21 a22 _ﬂ/ LR a2n
A(%/E =0
a,, a, ... a, —A

xarakteristik tenglamasining ildizlarini ﬂ«l , ﬂz ooy ﬂvn bilan belgilaylik.

F
i X0 =€ (0, x, (D)., x, (), desak, (8) quyidagi

3-eslatma. Agar 4 = ‘ a;
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dx
—-=dAx ©)
dt
vektor ko’rinishga keladi. Bunda xarakteristik tenglamaning ildizlari 4 matritsaning xos sonlaridan
iborat bo’ladi.

4-eslatma. 1-teoremaga ko’ra,

dx
—=Ax+ f(¢)
dt
birjinsli bo’lmagan tenglamalar sistemasining ixtiyoriy X (f ) yechimining Lyapunov ma’nosida turg’un
(asimptotik turg’un) bo’lishi uchun unga mos keluvchi bir jinsli (9) sistemaning trivial yechimini
Lyapunov ma’nosida (asimptotik) turg’un bo’lishi zarur va yetarlidir.
Bu yerda uch hol yuz berishi mumkin.
1-hol. Barcha xos sonlar har xil: A, #A4, #...# 1

bo’lsin. U holda (8) ning umumiy yechimi
At Ayt At
x, =Cp e +Cppe” +---+C,p e,

haqiqiy va ﬂ,k <0,k=1,2,...,n

n»

At it At
x, =C\p,e” +C,pye” +---+C, p,e™, (10)

x, =C,p,e —I—Czpnze%’—l—---—I—C p,me)“"’.

ko’rinishda bo’ladi. Cl,Cz,..-, Cn koeffitsientlarni bu yechim (2) boshlang’ich shartlarni

ganoatlantiradigan qilib tanlaymiz. Agar = 0 desak:

Cipy +Copy, +...+C Py =X, k=12,....n

chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini hosil qgilamiz. Bu yerda A= detH pij * O, chunki

¢1k s Dosevos P » kK =1,2,...,1 lar chizigli erkli xos vektorlar edi. U holda
1 n
¢ :_ZAjixjw i=12,...,n,
=

bu yerda A_,-,- -p ji ning A determinantdagi algebraik to’ldiruvchisi. Quyidagi

A,l=4

max|p, ,|= p, max
i,k=1,n ’ i,k=l,n

belgilashlarni kiritaylik.
2
Agar ixtiyoriy € >0 son uchun 5(8)28‘AV (n pA) desak, barcha >0 Ilar uchun

At
"

i=12,...,n, bo’ladi, ya'ni sukut nugta Lyapunov ma’nosida turg’un ekan. Bundan tashqari,

lim |x, (1) =0, i=12,....n,

t—>+0
va demak, sukut nuqta asimptotik turg’un ham ekan.

<l, k=12,....n , bo’lgani uchun ‘xio‘ <0, i=12,...,n, bo’lganda, ‘xi (Z)‘ <é&,

Agar N = 2 bo’lsa, X; 0x2 tekislik (1) sistemaning faza tekisligi, uning yechimlari esa, quyidagi
dx, _ a,X +a,x,

(11)
dx,  ayx, +ayx,

differentsial tenglamaning traektoriyalari, deb ataladi.
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0(0,0) koordinatalar boshi (11) tenglamaning maxsus nuqtasi bo’ladi, chunki bu nuqta tenglama
yechimining mavjudlik va yagonalik sohasiga tegishli emas.
(10) ko’rinishdagi yechim uchun bu maxsus nuqta turg’un tugun nuqta, deb ataladi. Bunda nuqta

!t — 400 da traektoriya bo’ylab, maxsus nuqtaga yaginlashadi deymiz.

dx dy
2-misol Z = _X,E =-2y sistemaning X(0) =0, ¥(0) =0 bosh-lang’ich shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimini turg’unlikka tekshiring.
Yechish. Sistemaning xarakteristik tenglamasi

-1-4 0
0 -2-1
A=-1,A=-2 ildizlarga ega. Sistemaning unga mos keluvchi yechimlari

. —t . 2t
x=Ce", y=C,e™.

Bulardan boshlang’ich X |,_o= X,V |,_,= ), shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimlari
~t -2t
X=Xxe , y=y,e . (12)
Bundan ko’rinadiki, £ —>+o0 da x(#) = 0, y(£) >0, ya'ni x =0,y =0 yechim turg’un. Endi

faza tekisligiga o’taylik. (12) dan t parametrni yo’qotsak:
2

parabolalar oilasini hosil gilamiz (129-rasmga qarang).

Y

129-rasm.

(12) tenglama bu misol uchun quyidagicha
dy 2y

dx x
Bu tenglamaning O(0,0) maxsus nuqtasi turg’un tugun nuqtadir.
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2-hol. Barcha xos sonlar har xil: /11 * /12 FLoF ﬂn , hagiqiy va

Y

130-rasm.

A, >0,k=12,...,n bo’lsin. Bu holda ham yechim (10) ko’rinishda bo’ladi. —>+00 da
2

e — +oo ,k=12,....n, bo’lgani uchun boshlang’ich shartlar qanday bo’lishidan qat’iy nazar,

[ — 10 da X, (f) —> 00, k= 1,2,...,n , bo’ladi, ya’ni yechim turg’un emas.

n=>2 bo’lganda faza tekisligida sistemaning maxsus nuqtasi turg’un bo’lmagan tugun bo’ladi:
t — +00 da nuqta tracktoriya bo’ylab X = 0, y= 0 sukut nuqtasidan uzoglasha boradi.

dx dy
3-misol. E =X aE =2y sistemaning yechimini turg’unlikka tekshiring.
Yechish. Bu sistema uchun xarakteristik tenglama
1-2 0
=0
0 2-4

t 2t
A =1,A4 =2 ildizlarga ega. Unga mos keluvchi yechimlar: X =X,€ , Y =Y,€ . t —>+0 da
| x(2) [ 00,] y() | = o0, ya'ni yechim turg’un emas.Agar t ni yo’qotsak:
2

X Y

Xo Yo
parabolalar oilasi hosil bo’ladi. O(0;0) maxsus nuqta turg’un bo’lmagan tugun nuqtadir (130-rasmga

garang).
3-hol. Xarakteristik tenglamaning ildizlari haqiqiy, lekin har xil ishorali. Umumiylikni buzmagan
holda, faraz qilaylik,

ﬂl < 0, 12 <0 L .,ﬂ,k < O, I<k< N, bo’lsin. U holda, agar, unga mos keluvchi umumiy
yechimdagi C,p;,i =1,2,...,n; 1<k <n, koeffitsient-

larning kamida biri noldan fargli bo’lsa,  —>+00 da X, (f) —> 0, 1<k< N, bo’ladi, ya’'ni
yechim turg’un emas. Bunda sukut nugtani turg’un bo’lmagan egar, deb ataymiz.
dx dy

4d-misol. — =X,—==2y sistemaning yechimini turg’ unlikka tekshiring.

dt dt
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Yechish. Bu sistema uchun xarakteristik tenglama
1-4 0
0o -2-4

‘:O

t -2
A =1,4 =-2 ildizlarga ega. Unga mos keluvchi yechimlar: X =X, € , Y = Y,€ "t —+o0

da | x(2) |—) O, ya’ni yechim turg’un emas. Agar ¢ ni yo’qotsak:

2 2
VX =YXy
tenglama hosil bo’ladi. Bu faza tekisligida giperbolalar oilasini ifodalaydi (131-rasmga garang).

A

[0 o X

131-rasm.

Maxsus O(0;0) nuqta turg’un bo’lmagan egar nuqtadir.
4-hol. Xarakteristik tenglamaning ayrim ildizlari kompleks. Umumiylikni buzmagan holda, faraz

qilaylik, A, =a+iff, A, =a —if} bo’lib, qolganlari haqiqiy bo’lsin.

a) agar a <0, /13 <0,..., /1,1 <0 bo’lsa, u holda ularga mos keluvchi umumiy yechim

Ayt

x, =e” €, p, sin ft+C,q, cosft ¥Cype™ +--+C,p, e™, i=12,...,n,

ko’rinishda bo’ladi. Shu sababli, ¢ —>+00 da X, (£) > 0,1 <k <n, bo’ladi, ya'ni yechim
asimptotik turg’un. Sukut nuqta bu holda turg’un focus, deb ataladi (132-rasmga garang).
b) agar o > 0 (, [=3,4,...,n, larning birortasi musbat) bo’lsa, u holda

3 3
Cp, >+€Cyq, >#0 ( musvat » oldidagi C;py #0) bollsa, t—>+0 da

X, (t) —> 00, 1<k < N, bo’ladi, ya’ni yechim turg’un bo’lmaydi (133-rasmga garang). Bu nuqtani
turg’un bo’lmagan focus, deb ataymiz.
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132-rasm. 133-rasm.

v) agar @ =0, ﬂ #0, /13 <0,.. .,ﬂ.n < 0 bo’lsa, u holda ularga mos keluvchi umumiy yechim
— : A/}t A’)‘lt
x, =C, p,smn(pt+06)+C,q, cos(ft+6)+C,p e +---+C p, e™,
i=12,...,n,
ko’rinishda bo’ladi. Bu yechim Lyapunov ma’nosida turg’un, lekin, ¢-—>+00 da

X, (l‘), 1<k < M, lar nolga intilmagani uchun yechim asipm-totik turg’un emas. Sukut nuqta bu
holda markaz, deb ataladi (134-rasmga garang).

134-rasm.

16-§. Differentsial tenglamalarni taqribiy hisoblash.

16.1. Eyler usuli. Bizga 1-tartibli

dy
—=f(x,y) 1
dx ’ (1)
differentsial tenglamaning
Y(X) = Yo (2)
boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini topishni talab etuvchi Koshi masalasi berilgan bo’lsin.

Faraz qilaylik, f (X, y) funktsiya (co,yo/ nuqgtaning biror atrofida mavjudlik teoremasining

shartlarini qanoatlantirsin.
Quyida keltiriladigan "Eyler!) usuli" (1)-(2) masalani analitik yechib bo’lmaydigan hollarda, bu

yechimning biror y(a’) giymatini, bu yerda X, < d< X, + o , tagriban hisoblash imkonini beradi.
[0: d_ oraligni
Xy <X, <Xx,<..<x,=d

n

1) Leonard Eyler (1707-1783)- ulug' matematik, Rossiya fanlar akademiyasining akademigi, kelib
chiqishi bo'yicha shveytsariyalik.
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nuqtalar bilan 77 ta teng bo’laklarga bo’lamiz. [,;,X,,; oraligning h= X;,1 — X; uzunligini
hisoblash gqadami, deb ataymiz. Yechimning X; nuqtadagi taqribiy giymatini }’; bilan belgilaylik.

(1) tenglamada hosilani har bir X, X;,X,,...,X, nuqtada orttirmalar nisbati bilan almashtiraylik:

Ay,
—— =S )
Ax
yoki
Ay, = f(x;, y)Ax,
buyerda AV, =¥,,, —¥;,i =1,2,...,n. Xususan, X = X, nuqgtada ), ni topish uchun

Vi = Yo =J(xg, Y01
yoki

Vi =Yo + f(xX0¥0)h &)
tenglikni hosil gilamiz, bu yerda X, ), ,h - lar ma’lum sonlar.
Agar X = X| desak:
Yy =y + f(xp)h

tenglik hosil bo’ladi, bu yerda Xl,h - lar ma’lum sonlar, }; esa (3) dan topiladi. Bu jarayonni
boshqga nugtalar uchun davom ettirsak, quyidagi rekurrent formula hosil bo’ladi:

Vg =+ f(x,y)h, i=12,...,n (4)
™~ ~ ~
Koordinatalar tekisligida AO (Co Vo » 4, ¢1 sV ares An (cn » YV, _ nuqtalarni Dbirlashtirib,

A T

2
v
4,1

0 X, X, X, X

»
>

x,=d x

n-1

135-rasm.

integral chizigni taqgriban ifodalovchi AOAIA2 ...An_lAn siniq chizigni hosil gilamiz. Bu chiziq
" Eyler siniq chizig’i ", deb ataladi.
(1) tenglamaning Ax=nh bo’lgandagi Eyler siniq chizig’iga mos keluvchi taqribiy yechimini

Y=Y, (X) deylik. Agar (1) tenglamaning (2) shartni ganoatlantiruvchi yagona yechimi mavjud

bo’lsa, u holda lfo,d _ oraligda j{n (x) _ketma-ketlik aniq yechimga tekis yaqinlashadi.

16.2. Runge-Kutta usuli. Bu usul (1)-(2) masala uchun Eyler usuliga nisbatan yuqori tartibli
yaqinlashishni beruvchi usullardan biri hisoblanadi. Umuman Eyler usulini Runge-Kutta usulining
xususiy holi, deb qarash mumkin.
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Faraz qilaylik, taqribiy yechimning X, nuqtadagi ), qiymati topilgan bo’lib, uning
X =X, T h nuqtadagi };,; qiymatini hisoblash kerak bo’lsin.

Agar (X}, YV, ) larni (1) ga va uning X bo’yicha differentsiallangan ifodasiga qo’ysak:

v.'=f €,y 5)

n"n__ f f 1
6
Ve = (5)( Py yl‘xk (6)

V=Vk
giymatlarni topamiz.
Yechimning Teylor yoyilmasida @ = X, ,X =X, ; = X, + h deylik:
2

h 1 h " -
Vi =V F TR +06€’ .

Agar bu yerda (5) va (6) ifodalarni e’tiborga olsak:

yk+1 yk h " 2 \ h af f 2\
=y, '+ +0 Y . +0
PR R ¢C=ré.y 2(ax o ) ¢

Y=Yk
bo’ladi. Ikkinchi qo’shiluvchini biror & # 0 songa ko’paytirib bo’laylik:

Yin — Vi f f 2 _
h f‘fkayk/ 2@( ay thf+0¢ j*—vk =

Y=Yk

~ 1 ~ 1 ~ 8 6
=7€.y, —— €.y, +— f(c,y/+—f0(h+—f-0(hf+0(12 =
2a 2 ox 0 X=X

Y -
Y=Yk
€y 3 € a2k,
2a 200

bu yerda kl :f‘fkayk By kz :f(ck +0!h,yk +0(hk1 _ deb belgilandi. Na- tijada quyidagi
sxemaga keldik:
- 20 -1 1
Yirn — Vi _ ke +—k,. R
h 2a 2c
Bu formuladagi & sonni yaqinlashish tartibi imkon gadar yuqoriroq bo’ladigan qilib tanlanadi. Aytish

joizki, biz hosil gilgan (7) sxema har qanday & # 0 son uchun ikkinchi tartibli yaginlashishga ega.

16.3. 2-tartibli tenglama uchun Adams usuli. Bizga quyidagi

-

V=€), (8)

Y(X0)=Y0,Y'(X0) =y’ )

Koshi masalasi berilgan bo’lsin. Bu masala yechimining X = X, nuqta atrofidagi Teylor formulasi
bo’yicha yoyilmasini ko’raylik:

€-x, €-x, "

x_xo ' _XO/ n+_“+ _XO/

Y=Yyt Yot

2D
1 2' 0 m' yO +Rm' (10)
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n

Bu yoyilmadagi ), va )/0' giymatlar ma’lum ((9) ga qarang), hosilaning ) ", Yo se--
giymatlarini (8) dan quyidagi tartibda topiladi: agar (5) ning o’ng tarafiga boshlang’ich X, Y, va
Yo ' giymatlarni qo’ysak, yo" ni topamiz:

Vo'= f«o» Yos yo':-
(8) ni X bo’yicha differentsiallasak:

R/ /A (11)
ox 0oy o'

bo’ladi, bu tenglikning o’ng tarafiga X, ), ,yo' va ) " giymatlarni qo’ysak, yo"’ ni topamiz:

[zﬁ. o

ox Oy g oy’ y"J sy

(I1) ni yana X bo’yicha differentsiallab, o’ng tarafiga xo,yo,yo',yo” va yo"’ giymatlarni

0

go’ysak, yoq’m topamiz. Shu tartibda davom etib, ixtiyoriy tartibli hosilaning X = X, nuqtadagi
giymatlarini topish mumkin. Shunday qilib, (10) ifodadagi qoldigdan boshga barcha hadlari
aniglanadi. Endi, agar qoldigni tashlab, X ga ixtiyoriy qiymat bersak, yechimning shu nuqtadagi
taqribiy giymatini topishimiz mumkin. Qilinadigan xatolik ‘X —XO‘ miqdor Kkattaligiga va (10)
yoyilmada olingan hadlar soniga bog’liq bo’ladi.

(10) yoyilmada to’rtta had olib, mos ravishda X = X, + h va x= X +2h desak, ) ning )},

va ), qiymatlarini topamiz:

h 1 h2 " h3 " 2h 1 (2h)2 " (2h)3 "
Y1:yo+Tyo+7!yo +§yo , J’2:yo+Tyo+ o) Yo T 3 Yo .

Xuddi shunday (10) ni differentsiallab, hosil bo’lgan ifodada X = X, + h va x= X +2h desak,

Y 'ning );'va },' qiymatlarini topamiz:
2 2
h 2h " (2h) m

1] ' h " m ] 1
Y1 =X +Ty0 +?!yo , V2=V +Tyo + ol Yo

Natijada ) va ' ning uchtadan qiymati topildi: Vy, Vy,)V, va yo', Yi',Y,'. Endi bu

giymatlardan foydalanib, (8) tenglamadan qu- yidagilarni topamiz:

" _ '\ " . '\ " . '\
Yo _f‘foayoayo 2 W _f‘fl:ylayl 2 W _fezayzsyz =
Faraz qilaylik, shu tartibda yechimning

Yos Vi, Vaseeos Vi

giymatlarini va uning hosilalarining

! ' ' . " " n
y07y1’y2 ""Dyk) yO 9y1 ,yz ,-..,yk
giymatlarini topgan bo’laylik. Quyidagi ifodalarni

AV =Y = YVos AV =Yy = Vis o AV = Vi — Vi

1-tartibli ayirmalar, deb ataymiz. 2-tartibli ayirmalar, deb esa
2
Ayy =4y, —Ayy =y, =2y, + o,
2
ANy =Ay,—Ay, =y, =2y, +y,

n
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Azyk—z =AYV AL =V =2V s

ifodalarga aytamiz.

Agar (10) Teylor formulasida X, ning o’rniga X; ni, X ning o’rniga esa X;,; =X, +h

go’ysak:
_ h 1 ? " " ‘": R
YVin =V TVt SV ety TR,
1 2! m!
giymatni topish mumkin. Biz bu yerda beshta had bilan kifoyalansak ham bo’ladi:
2 3 4
[T A SRS (12)
k+1k1k2!k3!k 4!k

Bu formuladagi noma’lum yke’, yk@’ giymatlarni topish uchun (10) da X, = X, , X — X, = —h

deb yk_l" niva Xy =X, , X—X, = —2h deb yk,z" ni Teylor formulasiga yoyamiz:

G €

Vet = Vi 1 Vi ol Yi 5 (13)
: o €2h . €210 ¢

Vi =W t 1 Vit ol yk(b- (14)

(13) dan
' " " h 6\ hz «‘

AV = Vi = Vi :Tyk '_5%/ (15)

tenglikni hosil gilamiz. Agar (13) ning hadlaridan (14) ning hadlarini ayirsak, quyidagiga ega bo’lamiz:
' ' ' h 3‘ 3h2 «‘
AVi oy =Via _yk—zzTJ’k’_7yk . (16)
Endi (15) dan (16) ni hadma-had ayiramiz:
" " " «\
AzJ’kfz =Ay — Ay, :hzyk ~
Bundan
~ 1 "
¢ _ 2

Y = h_2 Ayi,.

Agar buni (16) ga qo’ysak:
ykej: Ay, + Az)’kfz
h 2h
kelib chigadi. Topilgan bu giymatlarni (12) ga qo’yaylik:
h ' h2 " h2 " 3h2 2 "
YVinn = Vi +TJ’k + Eyk + ?Ayk—l + TA Yi2-

Bu tenglik "Adams formulasi", deb ataladi. U yechimning uchta avvalgi
giymatini bilgan holda, keyingi giymatini topishga imkon beradi.
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