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(C ELEMENTAR FUNKCIYALAR HAM TENLEMELER j)

QATNASLAR HAM SAWLELENDIRIWLER.
47-49 FUNKCIYA

Tomendegi kestede Nyu York qalasinin aeroportinda avtomashinalar turar or-
ninda waqitqa qarap téleniwi lazim bolgan garj1 mugdarlar1 keltirilgen:
Tolenetugin qarjinin manisi waqit dawamliligina tikkeley baylanisli.

GO INHSI Byl kestege qarap tomendegi so-

0 — 1 saat $5,00 rawlarga juwap bereyik:

1 — 2 saat $9,00 Avtomashinanin aniq (dal) bir
2 — 3 saat $11,00 saat turiw1 ushin qansha pul sarip-

3 — 6 saat $13,00 lanadi?

6 — 9 saat $18,00 5 AQSh dollar1 ma, 9 AQSh dollari
9 — 12 saat $22,00 ma yamasa 11 AQSh dollar1 ma?
12 = 24 saat $28,00 Qolaysiz jagdayga tispew ham

mashgalan1 aniglastiriw ushin biz
kestedegi magluwmatlardi grafikaliq korinisine keltiremiz. Kestedegi “2 — 3 saat”

jaziw “2 saattan artiq biraq 3 saattan artiq emes waqit”, yagniy 2 <t < 3 araliq
dep tusiniledi. Ol jag'dayda tomendegi kesteni payda etemiz:

VAN DONNVERSIN  Matematika tilinde ust keste ek

0<t< 1 saat $5,00 ozgeriwshi (waqit ham toélenetugin
1 <t< 2 saat $9,00 pul mugdari) arasindagi qatnasqa
2 <te<3 saat $11,00 misal bola aladi.
EpET—— $13,00 ‘Q‘atnas. tartiplengen Juphql:ar kgp-
ligi retinde talqilaniwi mimkin,
6 <t<9saat $18,00 maselen

9 <t< 12 saat $22,00 (1, 5), (2, 3), @, 3), (1, 6.

12 <t < 24 saat $28,00 Avtomashinalar turar orninda

0 <t < 24 araligtag1 t waqitqa qarap téleniwi lazim bolgan qarji 6zgeriwi tomen-
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degishe suwretlenedi:
Gorizontal koésherdegi 6zgeriwshinin
qabil qilatugin manisler kopligi anigla-
tiyisli emes 7w oblast: delinedi.
tiyisli Maselen, {t|0<t<24} koplik joqari-
dagi waqit ham télenetugin garji mug-
dart arasindagi qatnastin, {— 2, 1, 4}

qarj1 ($)

waqit (t)

koplik bolsa {(1, 5), (— 2, 3), 4, 3), (1, 6)} gatnastin aniglaniw oblastlar1 boladi.

Vertikal kosherdegi 6zgeriwshinin gabil qilatugin manisler kopligi gatnastin
manisler kopligi delinedi.

Maselen, {5, 9, 11, 13, 18, 22, 28} koplik jogaridagi wagit ham télenetugin garji
mugdar arasindagi qatnastin, {3, 5, 6} koplik bolsa (1, 5), (-2, 3), 4, 3), (1, 6)}
qatnastin manisler koplikleri boladi.

Endi gatnasqa anigiraq aniglama bereyik. Dekart koordinatalar tegisliginde
berilgen noqatlar kopligi qatnas delinedi. Kobinese qatnas X, y ézgeriwshiler
gatnasgan tenleme korinisinde beriledi.

Maselen, y=x+3, x=Yy? tenlemelerdin har biri qatnast1 aniglaydi.

Bul tenlemelerdin har biri Dekart koordinatalar tegisliginde nogatlar kopligin

payda etedi.

Ayirim qatnaslardi tenlemeler jardeminde jazip bolmaydi.
Maselen, x>0, y>0 shartti ganaatlandiratugin (X, y) noqatlar képligi (koor-
dinatalar tegisliginif birinshi sheregi, a-stwret)

a) b)



yamasa b-suwrettegi noqatlar kopligin tenlemeler jadrdeminde jazip bolmaydi.
Eger gatnasta birinshi koordinatasi ten bolgan eki turli nogat bar bolmasa, bul

gatnas sawlelendiriw yamasa funkciya delinedi.

Demek, funkciya — qatnastin arnawl tari eken.

Berilgen gatnas funkciya ekenligin tekseriwdin eki usilin keltiremiz.

Algebrahq usil

Bul usil qatnas tenleme jardeminde berilgen jagdaylarda qollaniladi. Bunda
berilgen tenlemege X ham y tin galegen manisin qoyganda X tin har bir manisi
ushin y tin tek gana bir manisi payda bolsa, bunday qatnas funkciya boladu.

Maselen, y=3x—2 tefilemege X tin galegen manisin qoysaq, y tin tek gana bir
manisi payda boladi. Demek, bul tenleme jardeminde aniglangan qatnas funk-
ciya boladi.

Sonin menen birge X=Yy? tefileme menen aniglangan qatnas funkciya bolmaydi,
sebebi, maselen, X=4 manisin qoysaq, eki y=+2 manis payda boladi.

Grafikalq usil

Qatnas Dekart koordinatalar sistemesinda koplik korinisinde berilgen bolsin.
Eger biz barliqg mamkin bolgan vertikal tuwrilardi sizsaq, bul tuwrilardan qa-
legeninin berilgen qatnas penen kesilisiw nogatlar1 san1 birewden artpasa, ol
jagdayda bul gatnas funkciya boladi. Kerisinshe, eger qandayda bir vertikal
tuwrinin berilgen gatnas penen kesilisiw noqgatlar1 san1 birewden kop bolsa, ol
jagdayda qgatnas funkciya bolmaydi.

Bunda biz tomendegilerge shartli rawishte kelisemiz:

= Eger s1ziqta kishkene aq rendegi dongelekshe belgilengen bolsa, (—0—), bunday
noqat siziqqa tiyisli emes.

» Eger s1ziqta kishkene qara rendegi dongelekshe belgilengen bolsa, (—e—), bul
noqat siziqqa tiyisli.

» —> korinistegi (strelka) kosher si1ziq sol bagitta sheksiz dawam ettiriliwi
mumkinligin bildiredi.

1- nusal. Tdbmendegi qatnaslardan gaysi biri funkciya boliwin teksereyik:

a) b) c)

Vertikal tuwrilardi s1zip, sonday juwmagqqa kelemiz:
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X

a) ham b) gatnaslardan (grafiklerden) har biri funkciya bolad1 (sebebi galegen
vertikal tuwr1 onih menen en kobi bir noqatta kesilisedi), ¢) qatnas (grafik) bolsa
funkciya emes, sebebi oni1 eki noqatta kesiwshi vertikal tuwri tabiladi.

Esaplaw uskenesi tomendegi algoritm boyinsha islesin:

1- gadem. Qandayda bir san kirgizilmekte.

2- gadam. Kirgizilgen san 2 ge kobeytilmekte.

3- gadem. Natiyjege 3 qosilmaqta.

Maselen, uskenege 4 san1 kirgizilse, natiyjede 4-2+3=11 sani payda boladu.

Tap usinday uskenege (—4) san1 kirgizilse, natiyjede 2-(—4)+3=—5 san1 payda
boladx.

Uliwma jagdayda, tskenege x sani1 kirgizilse, natiyjede tek gana bir 2x+3 san1
payda boladi.

Uskenege gandayda bir X san kirgizilse, natiyjede tek gana bir 2Xx+3 manis
payda boliw1 kérinip tur.

Demek, us1 tskene isleytugin algoritm funkciyani aniglaydi.

Bul jagday f:x—2x+3, f(X)=2Xx+3 yamasa y=2X+3
koérinisinde jaziladi.

Eger f(x)=2x+3 bolsa, onin —4 sanina saykes manisi
f(—4)=2(—4)+3=-5 korinisinde tabiladu.

Uliwma jagdayda, f(x) — funkciyanin berilgen X

sandag1 manisi dep aytiladi ham usi qatnas y=f(X) korinisinde jaziladi.
2- misal. Eger f:x— 2x2—3x bolsa: a) f(5); b) f(—4) manislerdi tabin.
f(x)=2x2—3x qatnasqa Xx=5 ham x=—4 sanlardi qoy1p, olarga saykes ma-
nislerdi tabamiz: a) f(5)=2-52-3-5=2-25-15=35;
b) f(—4)=2-(—4)2-3-(—4) =2-16+12=44. A
3- musal. Eger f(X)=5-X—x? bolsa: a) f(—x); b) f(x+2) manislerin tabin ham
natiyjelerdi apiwayilastirin.
f(x)=5—x—x? funkciyaga X ornina —X ham X+2 manislerdi qoyip, olarga
saykes manislerdi tabamiz:
a) f(—X)=5—(—x)—(—x)?=5+x—x?;



b) f(Xx+2)=5—(x+2)—(X+2)?=5—x—2—(X?+4x+4)=3—x—x2-4x—4=
=—x2-5x—1. A

Soraw ham tapsirmalar

1. Qatnasqa misallar keltirin.

2. Sawlelendiriw yamasa funkciyaga aniqlama berin.
3. Funkciyanin aniglaniw oblastin tisindirin.

4. Funkciyanin manisler oblastin tisindirin.

Shimiwlar
73. Toémendegi qatnaslardan gaysilar1 funkciya boladi:

a) {(1,3), 2, 3), 3, 5), 4, 6);; d) {(7, 6), G, 6), (3, 6), (+4, 6)j;
b) {(1,3),(3,2), 1, 7), 1, 4} e) 1(0,0), (1, 0), G, 0), (5, 0)j;
©) {2, D, 2, 0), (2,3), 2, 1D}; f) 10, 0), (0, =2), (0, 2), (0, 4)}?

74. Tomendegi qatnaslardan qaysilar1 funkciya boladi?

75.

76.
77,

78.

79.

Dekart koordinatalar tegisliginde berilgen har ganday tuwr1 funkciya bola
ma? Juwabinizdi tiykarlan.
X2+y2=9 tenleme jardeminde berilgen gatnas funkciya bola ma?

Eger f:x+—=3Xx+2 bolsa, tomendegi manislerdi tabin:
NTO: Bfer  Ofcl Difes: B (-2
Eger f:x+—3Xx—x2?+2 bolsa, tomendegi manislerdi tabin:

A) 1(0); B) f(3); C) 1(=3); D) f=7); E) f Gj :

4 . . .
Eger g: X X X bolsa, tdmendegi manislerdi tabin:

(7]



80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.
87.

88.

89.

Negl;  Bgd;  OgCl;  Dgld; ) g(gj

Eger f(X)=7-3X bolsa, tbmendegi manislerdi tabin ham natiyjeni mimkin
bolsa apiwayilastirin.

a)f(a); b)f(-a); c)f(a+3); d)f(b-1); e)f(x+2); f)f(x+h).
Eger F(x)=2x2+3X—1 bolsa, tomendegi manislerdi tabin ham natiyjeni

apiwayilastirin.

a) F(x+4); b)F(2—x); c¢) F(—x); d) F(x?); e)F(x>-1); f)F(x+h).
2X+3

G(x) === funkciya ushin:

2)1 G(2) 11G(0) Il G(—%) lardh tabis;

b) Qanday x larda G(x) tin ménisi bolmaydi?

¢) G(X+2) ni tabin hdm apiwayilastirin;

d) x tin G(X)=-3 bolatugin manisin tabin.
Funkciya f haribi menen belgilengen bolsin. f ham f(x) belgilerdin
manisleri arasinda qanday pariq bar?
Goneriw natiyjesinde nusqga kobeytiw tiskenesinin t jildan keyingi bahasi
V(1)=9650—860t nizami1 boyinsha 6zgeredi.

a) V(4) ti tabin ham onin manisin tasindirin;

b) V(t)=5780 bolganda t n1 tabin. Jagdaydi tasindirin;

¢) Uskene qays1 bahada satip alingan?
Bir koordinatalar tegisliginde f(2)=1, f(5)=3 bolatugin ush tarli funkciya
grafiklerin sizin.
f(2)=1 ham f(—3)=11 bolatugin f(X)=ax+b sizigh funkciyani tabin.

b
f(X)=ax+;, f(1)=1, f(2)=5 bolsa, a, b larni tabin.

T(0)=—4, T(1)=—-2, T(2)=6 bolatugin T(X)=ax?>+bx+c kvadrat
funkciyani tabin.
f(x)=2* bolsa, f(a)f(b) = f(a+b) tenlikti dalillen.
ELEMENTAR FUNKCIYALARDIN MONOTONLIGI,
EN ULKEN HAM EN KISHI MANISLERI

50-51 HAOOINDA TUSINIK

Funkciyanin monotonhgi
Eger x,<X, tensizlikti ganaatlandiriwshi1 barliq X;, X,€ | ushin f(x,)<f(x,) ten-

‘



sizlik orinli bolsa, | araligta y=f(x) funkciya dsiwshi delinedi.
Eger x,<Xx, tensizlikti qanaatlandirtwshi barliq barliq X,, X,€ 1 ushin f(x,)<f(x,)
tensizlik orinli bolsa, | araliqta y=f(X) funkciya kemeyiwshi delinedi.

A}y Ay
S (xz) f (xl)
fx) f (_xz)
0 0 X, X, i

Eger funkciya 6siwshi bolsa, grafik boylap shepten onga “hareket” qilsaq, ordi-

natalar artadi; funkciya kemeyiwshi bolsa, ordinatalar kemeyedi.

k kt
Ospekte emeymekte

arttirilmagqta arttirilmagqta

1- misal. Funkciyanin 6siw ham kemeyiw araliglarin tabin:

Eger funkciya 6siwshi bolsa, grafik boylap shepten onga hareket qilsaq, ordi-
natalar 0sedi (grafikte qizil rende ajiratilgan). Demek funkciya X<<—1 ham x>2
araliglarda 6sedi. Juwapt1 (—oo,—1]JU[2,+0) kodrinisinde de jaziwga boladi.

Tap sonday, eger funkciya kemeyiwshi bolsa, grafik boylap shepten onga hareket
qilsaq, ordinatalar kemeyedi (grafikte kok rende ajiratilgan). Demek, funkciya
—1<Xx<2 araliqlarda kemeyedi. 4



2- musal. Funkciya qaysi araliglarda
osedi?
Bul funkciya [—9; 9] araligta berilgen.
Eger funkciya 6siwshi bolsa, grafik
boylap shepten onga hareket qilsaq,
ordinatalar ulkeyedi (6sedi). Demek,
funkciya [—6;0] ham [6;9] araliglarda
osedi. juwapti [—6;0]U[6;9] korinisinde
de jaziwga bolad1. 4,

3- misal. Funkciya qgaysi araliglarda kemeyedi?
Eger funkciya kemeyiwshi bolsa, grafik
boylap shepten onga hareket qilsaq, ordinatalar
kishireyedi. Demek funkciya [—1; 2] araliqta
kemeyedi. A,

Funkciyanin en ulken ham en kishi manisleri haqqinda tsinik beremiz.
—5< X6 araligta aniglangan funkciya grafigin qarayiq.

A noqattin ordinatasi basqa noqatlar ordinatalarinan kishi bolgani sebepli usi
noqat global minimum nogati delinedi. Funkciyanin ogan saykes bolgan manisi
funkciyanin en kishi manisi delinedi. Bizih misalimizda funkciyanin en kishi
manisi —16,5 ke ten.

Tap sonday, D nogattin ordinatasi basqa noqatlar ordinatalarinan ulken bolgani
sebepli usi nogat global maksimum nogat1 delinedi. Funkciyanin ogan saykes
bolgan manisi funkciyanin en tlken manisi delinedi. Bizin misalimizda funk-
ciyanin en ulken manisi 18 ge ten.

Endi B noqatqa itibar bereyik. Grafiktin ogan jaqin bolgan noqatlar1 kopligi

v/ \ koriniske iye. Bunday gasiyetke iye bolgan noqat lokal maksimum noqati
delinedi.

Tap sonday, grafiktin C nogatqa jaqin bolgan noqatlar1 kopligi



koériniske iye. Bunday qasiyetke
iye bolgan noqat lokal minimum
noqati1 delinedi.

Tek gana lokal minimum ham
lokal maksimumga iye bolgan
funkciyaga misal keltireyik:

Soraw ham tapsirmalar

1. Araligta 6siwshi funkciyaga aniglama berin.

2. Aralhqta kemeyiwshi funkciyaga aniglama berin .

3. Sizilmaga qarap funkciyanin 6siwi qalay aniglanadi?

4. S1iz1lmaga qarap funkciyanin kemeyiwi qalay aniglanadi?

Shimgiwlar

90. Grafigi berilgen funkciya ushin: I) 6siw; I1) kemeyiw araliglard tabin.
Eger miimkin bolsa, olardin lokal maksimumin hdm minimumin, en tlken
ham en kishi méanislerin tabin:

91. [-9; 9] araligta berilgen funkciya qaysi araliglarda 6sedi?
Qays1 araliglarda kemeyedi?
Onin lokal maksimumin ham minimumin, en ulken ham en kishi manis-
lerin tabin:

(1)
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52-54 SiZIQLi HAM KVADRATLI MODELLER

V=

Si1ziql funkceiya

f(X)=ax+b korinisindegi funkciya siziglt delinedi, bul jerde X, y — dzgeriw-
shiler, a, b — berilgen sanlar, a#0.

S1ziql1 funkeiya grafigi koordinata tegisliginde tuwri bolip, bunda a san mu-
yesh koefficienti delinedi.

Tomende biz sizigl funkciyanin gollaniliwlarin
keltiremiz.

1- misal. Tennis kortin ijaraga aliw bahasi
C(h)=5h+8 (AQSh dollar1) formula menen aniq-
langan, bul jerde h — ijara waqti (saatda). 4 saat
ham 10 saat ushin ijaraga qansha qarji sariplanadi?

C(h)=5h+8 formuladan paydalanip, C(4)=5-4+8=20+8=28 ham
C(10)=5-10+8=50+8=58 ekenligin tabam1z. Demek, 4 saatqa 28 AQSh dollar1,
10 saatqa bolsa 58 AQSh dollar1 qarji sariplanadi. A

2- misal. Nyu Yorkda taksi passajir aliw ushin toqtawga 3 AQSh dollar1 ham

30 cent, har kilometrge bolsa 1 AQSh dollar1 ham 75 cent alada.
a) Kesteni dapterinizge késhirip alin ham oni toltirin:
d — araliq (km) 0 2 4 6 8 10

C — qarji($)
b) C ham d arasindagi baylanist1 grafikaliq korinisinde anlatin;
¢) C (d) funkciyanin algebraliq korinisinin—formulasin jazin;
d) 9,4 km juriw ushin qansha qarji sariplanadi?
a) 3,3 AQSh dollarina izbe-iz 2-1,75=3,5 AQSh dollarin qosip, keteklerdi
toltiramiz:

d — araliq (km) 0 2 4 6 8 10
C — qarji ($) 3,30 | 6,80 | 10,30 | 13,80 | 17,30 | 20,80




C (%) ¢) Muyeshlik (qiyaliq) koefficientin
tabamiz:

b) a= % =1,75.
d (km) Demek, C(d)=1,75¢43,3.

, d) C(9,4)=1,75-9,4+3,3=19,75.
Bul —s1z1gh funkeiya. Demek, 19,75 AQSh dollar1 saripla-

nadi. A,

Kvadrathq funkciya

y=ax?+bx+c korinisindegi funkciya kvadratliq funkciya delinedi, bul jerde X,
y — O0zgeriwshiler, a, b, ¢ — berilgen sanlar, a#0.

y=2x2+4x—5 funkciyanin a) Xx=0; b) Xx=3 noqatlardagi manisin tabayigq.

a) Xx=0 bolsin. Ol jagdayda y=2-0?+4-0—5=0+0—5=-5.

b) x=3 bolsin. Ol jagdayda y=2-32+4-3—-5=18+12—-5=25.

3- misal. Tas atilganda t sekundta onin jerge salistirgandagi biyikligi
h(t)=—5t>+30t+2 funkciya jardeminde aniqlanada.

a) t=3 bolganda tas jerden gansha biyiklikte boladi1?

b) Tas ganday biyiklikten turip atildi?

¢) Qays1 waqitta tastin biyikligi 27 m bolad1?

a) h(3)=—5-32+30-3+2=-45+90+2=47. Demek, atilgan tas t=3 sekundtan
keyin 47 m biyiklikte boladu.

b) tas t=0 bolganda atilgani ushin, h(0)=-5-02+30-0+2=2. Demek, tas 2
metr biyiklikten atilgan.

c) Tas jerden 27 m biyiklikte bolsa, h(t)=27 boladi, yagniy —5t?+30t+2=27.
Bul teflemeni sheshemiz: —5t2+30t—25=0, t>—6t+5=0, t,=1,t,=5. Demek, tas
27 m biyiklikte 1 sekundtan son (joqariga Koterilip atirganda) ham 5 sekundtan
keyin (tdmenge tlsip atirganda) boladi. 4,

Kvadrathq funkciya grafigi

f(x)=x2 funkciyani1 qarayiq. Onin geypara noqatlardagi manisleri kestesin
duzemiz:

X —3 —2 -1 0 1 2 3
f(x) 9 4 1 0 1 4 9

Ust kestedegi (X, Y) noqatlard1 koordinata tegisligine qoyip, olardi tegis siziq
penen tutastirip, usi grafikti payda etemiz:

(13])



Payda bolgan siziq parabola dep ataladi. Parabola
shaqalar1 jogariga bagitlangan bolip, ol ordinata koshe-
rine salistirganda simmetriyali bolgan iymek sizigtan
ibarat ekenligi korinip tur.
(0, 0) noqat y=x?parabolanin ushi (tébesi) delinedi.
4-nusal. y=x?—2x—5 kvadrathq funkciya grafigin
s1zif.
Funkciyanin bir nogattagi, maselen x=—3
nogatindagi manisin tabayiq:
f(=3)=(-3)?-2(-3)-5=9+6-5=10.
Funkciyanin bir neshe noqattagi manisin tawip, kesteni dizemiz:
X -3 —2 -1 0 1 2 3
y 10 3 —2 -5 —6 -5 —2
(X, y) noqatlardi koordinata tegisligine qoy1p, olardi tegis s1z1q penen tutastirip,
berilgen kvadrat funkciya grafigin payda etemiz:

Payda bolgan grafik te parabola korinisinde. Onin

shagalar1 bolsa jogariga bagitlangan. A

Qalegen y=ax?+bx+c parabolanin ordinatalar ko-
sheri — Oy kosheri menen kesilisiw nogatin tabamiz:

X=0, y=a:0>+b-0+c=0+0+c=c.

Demek, parabola (0, ¢) noqatta ordinatalar kosheri
menen kesilisedi.

y=ax?+bx+c parabolanin abscissalar kosheri menen

kesilisiw noqatlarin tabiw ushin ax?+bx+c=0 kvad-

rat tenlemenin sheshimlerin tabiw jeterli.

Maselen, y=Xx2—2X—15 parabolanin abscissalar kosheri menen kesilisiw noqat-
larin tabamiz. x?—2Xx—15=0 dep, bul kvadrat tenlemeni sheshemiz. Onin she-
shimleri Xx=—3 hadm x=35 boladi. Demek, y=x?—2x—15 parabola abscissalar kosheri
menen (=3, 0), (5, 0) noqatlarda kesilisedi. y=ax?+bx+c parabola ushin x=h
korinisindegi vertikal tuwrt onin simmetriya kosheri boladi.

Eger y=ax?+bx+c parabola abscissalar kosheri menen kesilisse, h san parabo-
lanin Ox késheri menen kesilisiw noqatlart abscissalarinin orta arifmetigine ten
boladx.



5- misal. Stiwrettegi parabolanin simmetriya ko- y
sherin tabif.

Eger parabola abscissalar kosheri menen (1, 0)

ham (5, 0) noqatlarda kesilisse, X = % =3 -sim- 1 5 X
metriya kosheri boladi.
Eger y=ax2+bx+c parabola abscissalar kosheri y y=ax*+bx+c
menen kesilispese, h sand1 basqa usilda da tabiwga
bolad. d d
Abscissalari 2#—d ham h+d bolgan A, B noqatlar A B

birdey ordinatalarga iye, yagniy f(2—d)=f(h+d)

ekenligi korinip turipti, demek, A ham B nogatlar

x=h koésherge salistirganda simmetriyaliq noqatlar h-d h hd x
esaplanadi. X=h

Bul shartten paydalanip tomendegi tenlikten h t1 tabamiz:
a(h-d)?+b(h-d)+c=a(h+d)*tb(h+d)+c yamasa
a(h2-2hd+d?)+bh—bd=a(h?-2hd+d?)+bh+bd yamasa — 4ahd=2bd, bunnan

-b . . , . -b
hzz. Demek, simmetriya kosheri X=5 eken.

Juwmagq. y=ax?+bx+c parabolanin simmetriyaliq kosheri X= ;—Z boladi. Para-

bolanin 6z-6zine simmetriyali bolgan noqgat1 parabolanin ushi (tobesi) delinedi.
—b b  —(b*-4
Parabola ushinin (tobesinin) koordinatalar1 x= 23 y=y( 2 )= %

Parabola késheri (—21 ,0) noqattan Oy kosherine parallel bolip otedi.
a

a<0 bolganda parabola korinisi /\ kibi bolip, onin ushi (tobesi) y=ax2+-
bx+c kvadrat funkciyanin maksimum noqati, a>0 bolganda parabola korinisi

kibi bolip, onif ushi (tobesi) kvadrat funkciyanih minimum nogqati bola-
tugini korinip tur.



6- misal. y=3X2+4x—5 parabolanin simmetriya kosherin tabin.
y=3x%+4x—5 ushin a=3, bh=4.

- 4 2 2
Demek, X=—=——=——, yagnly X=—— — simmetriya kosheri. 4
2a 2.3 3 %W 3 Y A
7- misal. f(X)=x2+6X+4 parabolanin ushin (tobesin) tabin.
-b -6
a=1, b=6. Xx=—=—=—
2a 2-1

Demek, parabola ushinin (tébesinin) abscissasi 1 Xx=—3,
ordinatasi bolsa:  y=f(—3)=(—3)%+6(—3)+4=9—-18+4=-5.
Sonin ushin, parabola ush1 (tobesi) (—=3,—5) koordinatalarga iye. A

8-musal. Sportshi topti joqariga att1, bunda toptin t sekundtan keyingi biyikligi
H(t)=30t—5t2 metr boldi, t>0.

a) Neshe sekundta top ef jogar1 noqatqa jetedi?

b) En jogargi nogat jerden qansha biyiklikte boladi?

c¢) Top neshe sekundtan keyin jerge tusedi?

a) H(t)=30t—5t2 ushin a=—5<0. Sonin ushin bul parabola tomendegishe

. b 30 . T
koériniste boladi: /\ Ct= %2 = m =3 sekundta maksimumga erisiledi.

Yagniy en jogari noqatqa top 3 sekundta koteriledi.

b) Maksimal biyiklikti tabamiz:

H(3)=30-3—-5-32=90—45=45, yagniy ef joqar1 nogat jerden 45 metr biyiklikte
boladu.

c) H(1)=0 bolsa, top jerge tisedi. Us1 tenlemeni sheshemiz:

30t—5t2=0, 5t>-30t=0, 5t(¢—6)=0. Bunnant,=0 yamasa t,=6.

Demek, 6 sekundtan keyin top jerge tasedi. A

Toémende biz parabola korinisine qarap kvadrat funkciya formulasin tabiw bo-
yinsha misallar keltiremiz.

9-musal. Berilgen parabolalarga qarap kvadrat funkciya formulasin jazin:

a) y b) y

3 8
-1 3
X X
2
a) Parabola shaqalar1 tdmenge qaragan, ol abscissalar kdsheri menen —1 ham
3 noqatlarda kesilisedi. Sonin ushin y=a(x+1)(x—3), a<0. x=0 de y=3 shartten
a=—1 di tabamiz.
Demek, kvadrat funkciya y=—(x+1)(x—3)=—x2+2x+3 formula menen anlatiladi.



b) Parabola shaqalar1 joqariga garagan, ol abscissalar kosherine Xx=2 noqatta
urmadi. Sonin ushin y=a(x—2)?, a>0. x=0 de y=8 shartten a=2 ni tabamiz.

Demek, kvadrat funkciya y=2(X—2)2 formula menen beriledi. 4,

10- musal. Berilgen parabolaga qarap kvadrat funkciya
formulasin jazin.

Xx=1 — simmetriya kosheri bolgani sebepli, abscissalar

késheri menen ekinshi kesilisiw nogatt X=4 boladi1. De-
mek, y=a(x+2)(X—4). Bunnan Xx=0, y=16. Sonin ushin
16=a(0+2)(0—4). Bul jerden a=—2 yamasa
y==2(X+2)-(X—=4)==2x>+4x+16. A

Soraw ham tapsirmalar.
1. S1z1igh funkciya degen ne?
2. S1z1igl funkciyanin muyesh koefficiyenti degen ne?
3. Kvadrat funkciya degen ne?
4. Kvadrat funkciyanin ushi (tobesi) galay tabiladi?
5. Qashan kvadrat funkciya maksimumga iye boladi?
6. Qashan kvadrat funkciya minimumga iye bolad1?
Shimgiwlar
92. Goneriwi natiyjesinde avtomashina bahast t jildan keyin V(t)=25000—3000t
evro nizami menen 6zgeredi.
@) V(0) manisin tabin. Bul manisti tasindirin;
b) V(3) manisin tabin. Bul manisti tasindirin;
¢) V(t)=10000 méaniske neshe jildan keyin erisiledi?
93. AQShta elektr montajshi shaqirilgant ushin $60 ham har bir saat ushin
$45 xizmet haqi aladi.
a)t=0, 1, 2, 3, 4, 5 bolganda saykes kesteni duzin. C xizmet haqinin t
wagqitqa qalay baylanish ekenligin grafik korinisinde anlatin.
b) C(t) funkciyanin formulasin (algebraliq korinisin) jazin.

1
C) 65 saat waqit ushin gansha qarji télenedi?

94. Cisterna 265 | suw menen toltirilgan. Onnan har bir minutta 11 | suw
alinbaqta.
a) t=0, 1, 2, 3, 4, 5 bolganda agip shigip atirgan suwdin V | kélemi t
(minut) waqitqa qanday baylanish ekenligin anlatiwshi keste dazin.
b) V(t) baylanist1 grafik korinisinde anlatin;

(17)



95.

96.

97.

98.

99.

100.

¢) V(t) funkciyanin formulasin (algebraliq kérinisin) jazin.
d) 15 minuttan keyin cisternada qansha suw qaladi?
e) Cisterna qansha waqittan keyin bosaydi?
Tomendegilerden qaysi biri kvadrat funkciya boladi?
a) y=2x?—4x+10; C) y=—2X%; e) 3y+2x2-7=0;
b) y=15x—8: d) y=3X>+6; £)y=15x3+2x-16?

(X, ¥) jupliq korsetilgen y=ax?>+bx+c kvadrat funkciya menen anlatilgan
gatnasta bola ma?

a) f(x)=6x2-10, 0, 4), d) y=—7x>+9x+11, -1, -6);
b) y=2x2—-5x-3, @, 9); e) f(x)=3x2-11x+20, (2, —10);
C) y=—4X2+6X, (—%, —4); ) f(X)=—3Xx2+x+6, (%, 4)?

y=ax?+bx+c kvadrat funkciya ushin y tin berilgen manisine saykes
bolgan x tin manisin tabin:

a) y=x?+6x+10, y=1; c) y=X2—5x+1, y=-3;

b) y=x2+5x+8, y=2; d) y=3x2, y=-3.
Materialliq dene 80 m/s tezlikte biyiklikke atilgan. Onin t sekundta jerge
salistirgandag biyikligi h(t)=807—5t2 funkciya jardeminde aniglanadi.

a) 1 sekund, 3 sekund, 4 sekundtan keyin denenin biyikligin tabin;

b) gqayst waqitta denenin biyikligi: 140 m; 0 metr boladi? Juwaplarga
saykes jagdaylardi tasindirin.
Tovar islep shigariwshi is bilermennin tabisi tdmendegi formula menen
esaplanadt:

P(x)=—% X?+36X—40 (m1n sum), bul jerde X — tovarlardin sani.

a) 0 dana tovar, 20 dana tovar islep shigarilganda is bilermen ganday
tabisqa iye boladi? b) 270 min sum tabis aliw ushin is bilermen neshe
dana tovar islep shigariwi kerek?

Funkciyalardin x=-3, =2, —1, 0, 1, 2, 3 manislerge saykes manislerin
tabin. Natiyjelerdi keste korinisinde berin ham grafiklerin sizin:

a) y=X?+2x—-2; d) f(X)=—x2+x+2; g) Y=X?-5X+6;
b) y=x2-3; e) y=x>—4x+4; h) y=x2+x+1;
C) Yy=X2—2X; f) (X)=—2x2+3x+10; 1) y=—Xx>+x—1?

Bul grafikler qanday koriniste boladi?



101. Parabolalardin ordinatalar kosheri menen kesilisiw nogatin tabin:

Q) y=X2+2X+3; d) f(X)=3x2—10x+1; g) y=8—x—2x%

b) y=2x2+5x—1; e) y=3x2+5; h) f(X)=2x2-x2-5;

c) y=—x2-3Xx—4; f) y=4x2—x; 1) y=6X2+2—5x%
102. Funkciyalar grafikleri ordinatalar kosheri menen qanday noqatlarda ke-

silisedi:

a) y=(x+1)(x+3); d) y=(2x+5)(3-x); ) y=(X=1)(x-6);

b) y=(x—=2)(x+3); €) y= X(x—4); h)y=-(x+2)(x+4);

) y=(x=7)% f) y==(x+4)(x=5); Dy=-(x=3)(x=4)?

103. Parabolalardin abscissalar kosheri menen kesilisiw nogatlarin tabin:
a) y=x2—x—6;  d)y=3x—x2? g) y=—x2—4x+21; | j) y=—2X%+x—5;
b) y=x2-16; ) y=x2—12x+36; h) y=2x>—20x+50; K) y=—6X2+x+5;

C) y=X?+5; f)y=x2+x—-7; | 1)y=2x>-7x-15; | l)y=3x2+x—1.

Parabolalardin koordinatalar kdsherleri menen kesilisiw noqatlarin tabin:
a) y=x>+x—2; d) y=x>+x+4; g) y=—x>=TX; j) y=—x2+2x-9;
b) y=(x+3)% e) y=3x2—3x—36; h) y=—2x>43x+7; = K) y=4x>—4x-3;
) Y=(x+5)(x=2); f)y=—x2—8x—16; 1) y=2x>-18; ly=6x>—11x—10.

Parabolanin simmetriya kosherin tabin:

106. Parabolanin simmetriya kosherin tabin:

a) y=(X=2)(x=6); d) y=(x=3)(x=8);
b) y=x(x+4); €) y=2(x=5)%
¢) y=—(x+3)(x=5); f) y=3(x+2)2.



Parabolanin simmetriya kosherin tabin:

a) y=X2+6X+2; f) y=—5x2+7x;

b) y=x>-8x—1; g) f(X)=x2—6x+9;

¢) f(x)=2x2+5x-3; h) y=10x—3x2;

d) y=—x24+3x—7; . 1

e)) ))/}ZZXZ—S;X 7; 1) y:§X2+x—1.
Parabola ushinin (tobesinin) koordinatalarin tabin:

a) y=Xx2—4x+7,; f) y=—3x2+6x—4;

b) y=x2+2x+5; g) y=x2—x—1;

c) f(X)=—x2+6x—1; h) y=-2x2+3x-2;

d) y=x*+3;

1
1 =— _y2 _
e) f(X)=2x2+12x; i)y 2~ +3x-2.

109. Parabolaga garap, ogan saykes kvadrat funkciya formulasin jazin:

110. Parabolaga garap, kvadrat funkciya formulasin jazif:



111. Daéniyar tenizge durdi aliw ushin sungidi. Onin t sekunddan keyingi sun-
giw terenligi H(t)=—4t?+4t+3 metr boldi, t > 0.
a) durler gqanday terenlikte jaylasqan?
b) Daniyar durdi aliw ushin gansha waqit sariplaydi?
c¢) Daniyar ganday biyiklikten suwga sungidi?
112. Jasmina koylek tigiw ushin buyirtpa aldi. Ol bir kiinde x dana kéylek tikse,
ol P(X)=—x2+20x AQSh dollar1 mugdarinda tabis aladi.
a) En ulken tabis aliw ushin ol qansha koylek tigiwi kerek?
b) En ulken tabis neshe dollarga ten?
Baqlaw jumis: algisi
Tomendegi qatnaslardan qaysilari funkciyalar esaplanadi?

a) b) c)

— ﬂ (/)'( A/ X X
d
) y e) Y 32
3
C2.1) 1 (3,1)X
X -1

Toémendegi tartiplengen jupliglar kopliklerinen qaysilari
sawlelendiriw bolad1? Juwabinizdi tiykarlan.
a) {(19 2)5(_19 2)’(09 5)7(29 _7)}3 b) {(Oa 1))(19 3)9(29 5)5(09 7)}9
¢) {(6, 1),(6, 2),(6, 3),(6, 4)}.

Grafik korinisinde berilgen funkciyalardin aniqlaniw oblastin hdm
manisler kopligin tabin:

y
/X
N4




Tomendegi diagramma y=f(X) sawlelendiriwdi bermekte.

1) y=f(x) sawlelendiriwdin aniglaniw oblastin hdm manisler
kopligin jazin.

2) y=f(Xx) sawlelendiriw tegisliktegi koordinatalar sistemesinda
qalay suwretlenedi?

3) y=f(x) ushin aniq anlatpani jazin.

f(x)=2x-x? funkciya ushin:

a) f(2); b) f(-3); c) f(—% ) manislerin tabin.

g(X)=x>-3x funkciya ushin a) g(x+1); b) g(x>-2) anlatpalardi
tabih ham apiwayilastirin.

I Grafik korinisinde berilgen funkciyalardin kemeyiw ham 6siw

arahqlarln tabin:

(4,-7)

a) f(X)=2x+1; b) f(X)=—3x+2;

c) f(x)=x2; d) f(x)=—x3 funkciyalar ushin:
1) funk01yalard1n kosherler menen kesilisiw noqatlarin tabin;
2) lokal maksimum, lokal minimum noqatlarl koordinatalarin tabin;
3) funkciyalar grafigin shamalap si1zin.



Tomendegi grafikte minutlarda an-
latilgan t waqitta cisternadan shigip
atirgan neft oniminin V kélemi saw-
retlengen.

1) Shigip atirgan neft dniminin
kélemi menen waqit arasindagi bay-
lanis formulasin tabin.

2) 15 minutta qansha neft shigadi?

3) 50 litr neft neshe minutta shigadi1?

4) Cisterna gansha waqittan son bosaydi?
Tas teniz qaddinen (betinen) 60 metr biyiklikten joqariga
laqtiriigan. t sekunddan son tastin teniz qaddine salistirgandagi
biyikligi H(t)=—5t2+20t+60 metrge ten bolsa:
1) Neshe sekundtan son tastin biyikligi en ulken boladi1?
2) Tastin teniz qaddine salistirgandagi biyikligi ganshaga ten?
3) Neshe sekundtan son tas suwga tisedi?
Fermer suwrette korsetilgen eki birdey maydanga iye
bolgan biyday atizin 2000 metr diywal menen qorshadi.

1) Atizlardin uliwma maydan1 X arqali qalay anlatilad1?
2) Eki atizdin uliwma maydani ef kobi menen neshe kvadrat
metrge ten boliw1 mimkin? Bul atizlardin 61shemlerin aniqlan.

55  DAWIRLI PROCESLER HAM OLARDI BAQLAW

n A

Dawirli procesler tabiyatta ham texnikada ken tarqalgan. Olarga misallar kel-
tireyik:

. jil mawsimleri boyinsha hawa rayinin 6zgeriwi;
. aylardagi ortasha temperaturanin 6zgeriwi;

. ktn ham tinnin dawamlilig;

. teniz jagasi janindagi suw terenligi;

. haywanlar sani;

(=]



* quyash aktivliginin 6zgeriwi;
» Mexanika, elektrotexnikadagi dawirli terbelisler.
Bul proceslerde aniq waqit araliglarinda tékirarlanip turatugin jagdaylar baq-
lanad1. Olar jagdayga qarap dawirli, terbeletugin yamasa ciklli delinedi.

Maselen, Qubla Afrikadagi Keyptaun qalasinda ayliq maksimal temperatura-
nin 6zgeriwin anlatiwshi kesteni garayiq:

Ay

Yan

Fev

Mar

Apr

May

Iyun

Iyul

Avg

Sen

Okt

Noy

Dek

Temp (0 °C)

28

27

1
255

22

1
185

16

15

16

18

211
2

24

26

Bul magliwmatlardi grafikaliq korinisinde anlatayiq. Bunin ushin ordinatalar
késheri temperaturani, abscissalar kdsheri bolsa aydin tartiplik sanin (Maselen,
fevral ushin t=2) bildirsin. Grafikte yanvar ayinda ortasha 28 °C temperatura
boliw1 baglanbaqta. Bunday manistin har jildin yanvarinda, yagniy har 12 ayda
takirarlaniwin kutiw tabiyiy.

Basqa aylar ushin da ortasha
temperatura 6zgeriwin shamalap

korsetiwshi grafikti sizip, oni

keyingi jilga da dawam ettirsek

boladzi:

Bunda takirarlaniw baqglanatugin 12 ay muddetti dawir dep aytamiz.

yan
Eger y=f(1) funkciya t ayda ortasha temperaturani anlatsa,
f(0)=f(12)=f(24)=..., f(1)=Ff(13)=f(25)=... hdm t.b. kibi nizami, uliwma
jagdayda, qalegen t ushin f (t+12) boliw1 baglanbagqta.

yan

yan

t (aylar)

yan

t (aylar)



X koplikte aniglangan f(x) funkciya ushin galegen x ta f(x+T)=f(x) tenlik-
ti gqanaatlandiratugin T>0 bar bolsa, f(x) funkciya dawirli delinedi, bunda
X+T eX.

Eger f(x+T)=f(x) bolsa, ol jagdayda f(x)=Ff(x+T)=f(x+2T)=...ekenligi
belgili.

Bunday T>0 sanlardin en kishi ménisin funkciyanin dawiri dep ataymiz.
Dongelek tuwri boylap aylanip hareket qilsa, ondagi aniq bir belgilengen

noqat cikloida dep atalgan iymek s1ziq boyinsha dawirli hareket qiladi.
Sikloida y=f(x) korinisindegi tenlemege iye emes ekenligin aytip 6tiwimiz
orinlt.

Dawirli funkciyalar grafikleri tomendegi koriniske iye:

Aviwiviwiwiwiwiwd
RAVAVAVAVAVAVAVAVASS

Bas kosher tenlemesi tdmendegishe tabiladi: yzw, bunda max —

funkciyanin en ulken, min bolsa en kishi méanisi.
Dawirli funkciya grafigi tomendegishe boleklerge iye:

bas kosher
dawir
Amplituda funkciyanin maksimumi menen kosher (yamasa késher menen

minimum) arasindagi araliq bolip, ol tomendegishe tabiladi:
. max—min
amplituda =———
Soraw ham tapsirmalar

1. Dawirli proceske misal keltirin.
2. Funkciyanin dawirine aniglama berin.
3. Dawirli funkciyanin amplitudasi qalay esaplanadi?
4. Sikloidanin ne ekenligin tusindirin.
5. Qashan kvadrat funkciya maksimumga (minimumga) iye?

(25])




Shimgiwlar

113. Har bir jagday ushin magliwmatlardi grafik korinisinde stwretlen ham
olardin dawirli-dawirli emesligi hagqinda juwmaq shigarin:

g X 0 1123 4.5 67 8 9 10 11 1
y 0 I 14 1 0 -1 -14 -1 0 1 14 1 0
x 0 1 2 3 4

v 4 1 0 1 4

o X005 L0/1520 253035
y 0 19 35 45 47 43 34 24

g X 023 4.5 6 7 8 9 1012
y 0 47 34 17 21 52 89 109 10,2 84 104

114. Toémendegi kesteda dongelek tuwri boylap aylanip qozgalsa, onda bel-
gilengen noqattin qozgalisin anlattwsh1 mugdarlar keltirilgen:
Araliq (sm) 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Biyiklik(sm) 0 | 6 23 42 57 64 59 43 23 7 1
Araliq (sm) 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400
Biyiklik (sm) =~ 5 27 40 5 63 60 44 24 9 3

a) Biyikliknin araliqga baylanish ekenligin grafik korinisinde anlatin.

b) Bul process dawirli me? Eger dawirli bolsa, kosher tenlemesin, funk-
ciyanin maksimumin, ddwirin, amplitudasin tabin.

Grafiklerden qays1 biri dawirli procesti anlatadi?

a) y b) 4y
1\/2 3\/4 5\/6 X 3 6 9 12 15 18 X
c) Baskosher
cxi=ni=niF o
%_} 4 M 7 §_9 : 4 x
5 Q 2nm 2 m v
NS | \/ U

4 8 12 16



Berilgen dawirli funkciya ushin:
a) amplitudani tabin;
b) dawirdi tabin;
¢) birinshi maksimum noqatin tabin;
d) eki maksimum noqat arasindagi araliqti aniglan;
e) bas kosherdin tenlemesin duzin.

y=sinx, y=cosx FUNKCIYALAR HAM OLAR
56-58_ JARDEMINDE MODELLESTIRIW

Tuwr1 muyeshli ushmuyeshlikte a, b — katetler, ¢ — gipotenuza bolsin. a dep
a katetke garama-qars1 muyeshti belgileymiz (1-stwretke qaran).

Geometriya kursinda o muyeshtin sinus1t hdm kosinusi tomendegi teflikler jar-
deminde kirgiziledi: ) a b
sina=—, coso=—.

c C

Gipotenuzani 1 dep alsaq, 1-suwret 2-siwrettegi korinisti aladi.

Tegislikte koordinatalar sistemesin kirgizip, onda radiusi I ge ten shenberdi —
birlik shenberdi qaraymiz hdm us1 shenberde a muyeshke saykes bolgan noqat-
t1 belgileymiz (3-stwret).

y
sino A,
sino o
O cosa. X
o
cosal
1-sawret. 2-suwret. 3-sawret.

o muyeshtin sinust dep (1;0) noqattin koordinatalar bas1 atirapinda o mu-
yeshke buriw nétiyjesinde payda bolgan A, noqattin ordinatasina aytiladi (sina
kibi belgilenedi).

Tap sonday, oo muyeshtin kosinusi dep (1; 0) noqatti koordinatalar bas1 atira-
pinda o muyeshke buriw natiyjesinde payda bolgan A, noqattin abscissasina
aytiladi (cosa kibi belgilenedi).

a muyeshke sadykes noqat basqa shereklerde jatsa, tdmendegi kibi kérinislerge
iye bolamiz (4-suwret):

(27)



A )
¢ sinol
o o
coso (0] coso
coso. O X 0 X X

o

sino sino
4-rasm.

Pifagor teoremasi boyinsha, cos?a+sin?a=1 — tiykarg: trigonometriyaliq
birdeylik orinli, bunda 0°<a<360°. Trigonometriyada garalatugin muyeshler
(dogalar) graduslarda yamasa radianlarda 6lsheniwi mimkin.

a orayliq muyeshke saykes doga uzinliginin sol doga radiusina gatnasi usi
muyeshtin radian 6lshemi delinedi.

Graduslarda berilgen o miyeshtin radian 6lshemi

o ga ten.

00
Ko‘p ushirasatugin mayeshlerdin radian 6lshemleri kestesin keltiremiz:
Gradus 0° 30° 45° 60° 90° | 180° | 270° | 360°

T T T T 3n
Radi 0 — — — — —
adian 5 2 3 > o >

21

Ayirim o muyeshler sinust hdm kosinus1 ménislerin tabayiq.

1. a=0° bolsin (5-suwret). Bul jagdayga saykes noqattin abscissasi 1 ge, or-
dinatasi1 bolsa 0 ge ten, demek, sin0°=0, cos0°=1.

2. 0=m/6=30° bolsin (6-suwret). Tuwri muyeshli tshmiyeshlikte 30° l mu-

7 M A 14 7 - 1
yesh garsisindagi katet gipotenuzanin yarimina ten bolgani ushin, sin % ==

2
boladi. Tiykarg trigonometriyaliq birdeylik boyinsha COS% =, /1— (%) = % :

3. a=n/4=45° bolsin (7-sawret). Bul jagdayda ten qaptalli tuwri mtyeshli
ushmuyeshlik payda boladi.
Bunday ishmuyeshlikte o muyeshtin sinusi ham kosinusi 6z ara ten. Olardi X

deyik. Tiykarg: trigonometriyaliq birdeylikten X?+Xx?=1, yagniy X = % bola-
di. Demek, cos = =sin= = —\/E .
4 4 2



y T
x V2 4
1 5 2
2 x n
6 4
O X O \/_g X 0] \/_22 X
5-suawret. 6-suwret. 7-suwret.
y =@ y
33 T
2 2
T
3
0] 1 X
2 O X
8-suwret. 9-stiwret.

4. a=n/3=60° bolsin (8-sawret). Bul jagdayda tap a:% jagdayga ugsas

3

aytim jurgizip, cos X = 1, sin % = - tenliklerge iye bolamiz.

2
5. a=n/2=90° bolsin (9-stwret). Bul jagdayga saykes noqattin abscissast 0

ge, ordinatasi bolsa 1 ge ten. Demek, cosg =0, sin g =1.

y y y
S 3r 2
2 2 5m
2n o 3n 6 _5n
3 4 6
_2 0 X N2 0 X 2 X
3 2 2
10-stwret.
271 3n o Oom _ o e ,
6. 2= =120°, i 135°, 5= 150° bolgan jagdaylardi qarayiq. (10-suwret).

2n noqat ushin 2—; =7 —% . Ol jagdayda, bul noqat g noqatqa Oy kosherine

(=)



, : . 2n
salistirganda simmetriyali. Demek, cos— =—=, sin 5=

1.2n£
5

3 3
TTE nogat ushin Tn =T —% . Ol jagdayda, bul nogat % noqatqa Oy kosherine

3n x/§.3n\/§

salistirganda simmetriyali. Demek, cos— = R n " = -
on on T ., n . .
r nogat ushin e T 5" Ol jagdayda, bul noqat s nogatqa Oy kosherine
5 3 .57 1
salistirganda simmetriyali. Demek, cos L = —%, sin ?n = r

7. 0=n=180° jagdayda cosmt=—1, sint=0 ekenin dalillew ham saykes suwret
siztwd1 oqiwshiga usinis etemiz.

Jogarida biz [0; nt] araligta ayirim muyeshler ushin sinus ham kosinus ménisle-
rin anigladiq. Bul mayeshlerdin har birine © di qosip [r; 2] araliqtag1 mayesh-
ler ushin da sinus hdm kosinus manislerin aniglaw mimkin.

Natiyjelerdi trigonometriyaliq shenber dep atalgan 11-stiwrette anlatamiz:

Jogaridagr manislerden paydalanip y=sinX, y=cosX funkciyalar grafiklerin
siziw mumkin. Bunin ushin abscissalar kosherinde o muyeshtin manislerin, al
ordinatalar késherinde sinustin sdykes ménislerin alip, payda bolgan noqatlard:
belgileymiz. Son belgilengen noqatlard1 tegis siziq penen tutastirip, [0; 2] ara-
ligtag1 y=sinx (12-suwret) funkciya grafigin payda etemiz. y=cosX (13-stiwret)
grafigi de usilay jasaladi.

300=Z; 450=": | 60°=Z;
6 4 6
900=": | 1200=2F. | 1350
2 3 6
180°=m | 2100="%: | 2050 °T.
6 4
2400 = 2% | 2700 =3%. | 3000 =T
3’ 2 3
315°=7T“; 3300 = 117

11-sawret. Trigonometriyaliq shenber. Sinus ham kosinustin ayirim manisleri.



Tn 57 4n 3_7'C 57 7n 11n

6 4 3 2 3 4 6
E3TE5TCTE 2n X

3 46

ola
NG}
w3
N |

12-sawret. y=sinX, 0 < X < 2.

3_7t 5t Tnlln 2m X

2 3 4 6
-1/2

212
—ﬁ/%

13-stwret. y=cosX, 0 < X < 2.
Bul grafiklerdi dawirli dawam ettirip, y =sinx, y=cosX funkciyalardin grafikle-
rin payda etemiz (14 ham 15-sawretler).



14-sawret. y=sinX, XER.

15-sawret. y=cosX, XER.

Grafiklerdi oqip sonday juwmaqqa kelemiz: y=sinX (y=cosX) funkciyanin
dawiri 2mt ge, amplitudasi 1 ge, en tlken manisi 1 ge, en kishi manisi bolsa —1
ge ten.

Qollaniliwlarda ken ushirasatugin y=asinX ham y=sinbx, b#0 funkciyalar
haqqinda geypara aytimlardi keltiremiz.

y=asinx funkciyanin amplitudasi |a| ga ten. Onin grafigi y=sinX funkciya gra-
figin |a]>1 bolganda ordinata kosheri boymsha soziw, |a|<1 bolganda bolsa

[e]

qisiw natiyjesinde payda boladi. y=sinbx funkciyanin dawiri ge ten. Bul

|b
funkciyanin grafigi y=sinx funkciya grafiginen 0<|h|<1 bolganda abscissa
késheri boyinsha soziw, |b|>1 bolganda qisiw natiyjesinde payda boladi.

y=sinx+c¢ korinisindegi funkciya grafigi y=sinx funkciya grafigin ¢ birlikke
parallel késhiriw natiyjesinde payda boladi ham bunda y=sinx+c¢ funkciyanin
bas kosheri y=c tenlemege iye.

Joqaridagilardi indbatqa alip, y=asinbx+c¢ korinisindegi funkciya grafigin
payda qiliw mumkin.

Maselen, y=2sin3x+1 funkciyan1 qarayiq.

Bul funkciya grafigi y=sinX funkciya grafiginen tdmendegishe payda boladi:

1. Amplitudani ekige kobeytip y=2sinX ti payda etemiz

2. Dawirdi tshke bolip, y=2sin3X ti payda etemiz

3. Berilgen 1 birlikke parallel koshiremiz. y=2sin3x+1 funkciyanin bas ko-
sheri y=1 tenlemega iye.

4. Natiyjede y=2sin3x+ 1 funkciya grafigin payda etemiz.

Sogan uqgsas aytimlardi y=cosX funkciya haqqinda da keltiriwge boladi.



I- misal. y=2sinX, y =—2sinX, y=sin2X funkciyalar grafiklerin s1zin, 0°<x<360°.

Daslep y=2sinx funkciya grafigin sizamiz. Bul funkciyanin amplitudas: 2

ge ten ham onin grafigi y=sinx funkciya grafiginif ordinatalar kosheri boyinsha
soziw natiyjesinde payda boladi:

-2

y=—2sinX funkciya grafigi y=2sinX funkciya grafigine abscissa kosherine sa-
listirganda simmetriyali. Bunnan paydalanip, y=—2sinX funkciya grafigin siza-
miz.

y=—2sinX

-2
y=sin2X funkciyanin dawiri 0 =180°. Bul funkciya grafigi tomendegishe

boladi:

-1

2- misal. 0°<x<720° bolganda y=sinx ham y=sinx— 1 funkciyalar grafiklerin
s1z1n.

bas kosher

A

(33])



3- misal. 0°<X<360° kesindide y=2cos2x funkciya grafigin sizayiq.

a=2. Demek, funkciya ampli-
tudas1 |2|=2 boladi, b=2 bolga-
n1 ushin funkciyanin dawiri bolsa

360°  360°
2

b

=180° boladi. Bunnan

us1 grafikke iye bolamiz:

Soraw ham tapsirmalar
1. Birlik dongelekte muyesh sinusina aniglama berin.
2. Birlik dongelekte muyesh kosinusina aniqlama berin.
3. 30° 11 mayesh ushin sinus ham kosinusti esaplan.
4. y=sinX funkciya grafigin sizin.
5. y=cosx funkciya grafigin sizin.

Shimigiwlar

117.

118.

119.

120.

121.

Grafiklerdi 0°<X<360° kesindide s1zin:

a) y=3sinX; b) y=—3sinX; c)y= g sinX; d) y=- % sinX.
Grafiklerdi 0°<X<540° kesindide si1zin:

a) y=sin3X; b) y:sin(g); c) y=sin(—2x); d) y:—sing.
Funkciyanin dawirin aniglan:

a) y=sindX;  b) y=sin(—4X); c)y= sin(% ); d) y=sin(0,6X).

Eger y=sinbx, b>0 ushin funkciyanin dawiri A

a) 900°; b) 120°; c) 2160°; d) 720°
qa ten bolsa, b n1 tabin.
y=asinbx+c funkciya grafigine qarap a, b, ¢ sanlard1 tabin:



122. Grafiklerdi 0°<x<360° kesindide si1zin:
a) y=sinx+1; b) y=sinx—2; c) y=1-—sinx;
d) y=2sinx—1; e) y=sin3x+1; f) y=1—sin2x.
123. y=cosx funkciyanin grafigine qarap,

a) y=cosx+2; b) y=cosx—1; C) y:§cosx;
d)y :gcos X; e) y=—cosX;f) y=cos2X;
g) y= Cos(g) ; h) y=3cos2x funkciyalar grafiklerin sizin.

124 Funkciyanin dawirin aniqlan:
X
a) y=cos3X; b) y= COS(§) ; c) y= cos(g) ; d) y=cos4x.

y=acosbx+c funkciya berilgen bolsin. a, b, ¢ sanlardin geometriyaliq
manisin aniglan.

(35)



y=acosbx+c funkciya grafigine qarap a, b, ¢ sanlardi tabin.

4- misal. Tomende Qubla Afrikadagi Keyptaun qalasinda hawa raymin ayliq
maksimal temperaturasinin 6zgeriwin anlatiwshi keste berilgen:
Ay | Yan | Fev Mar Apr May lyun |Iyul Avg Sen Okt Noy Dek

TCC) 28 27 255 22 187 16 15 16 18 217 24 26

Maksimal temperatura 6zgeriwin shamalap sawretlewshi grafikti keltiremiz:

Meyli, bul procestin modeli T=acosbt+c korinisinde bolsin dep, parametrler

—a, b, ¢ lard1 tabamiz. Dawir 12 ay bolgani ushin
360° 360°
=12, yagmy b= =30°.
b yagniy b==-

max-—min 28-15
2 2
Bas kosher maksimal ham minimal méanisler tuwrilar1 ortasinda bolgani ushin

Cx 28+15 ~215.

Amplitudani esaplaymiz: =6,5. Bunnan a=6,5.

Demek, maksimal ayliq temperatura waqit 6tiwi menen 6zgeriwinin matema-
tikalig modeli T=6,5c0s30t+21,5 funkciyasi boladi.
Shimigiwlar

127. Antarktidadagi Polyus bazasinda 30 jil dawaminda ortasha temperatura
tomendegishe bolganlig1 belgili:.



Aydih tartip-| o |5 by s 6 [ 7| 8|9 0|12
lik san1
E%m)peratura 0|-4|-10|-15|-16|-17|-18|-19|-17|-13 | -6 | -1

O‘rtasha temperatura 6zgeriwinih matematikaliq modelin dizin

Teniz jagasinda teniz suwinin koteriliwi ham gaytiw procesi baglangan-
da tomendegiler aniglandi: 1) suw terenliginin en ulken ham en kishi
manisleri arasindagi pariq 14 metr; 2) suw terenligi en tlken manislerge
ortasha har 12,4 saatta erisedi. Suw terenliginin waqitqa salistirgandagi
6zgeriwinin matematikaliq modelin dizin ham on1 grafikaliq korinisinde
anlatin.

Velosiped dongeleginde sar1 renli nur qaytargish ornatilgan. Velosiped
tunde tegis jol boylap hareketlengende ol videoga tusirip alindi. Video-
ga tusiriwdin tiykarinda nur qaytargishtin jolga salistirgandagi biyikligi
wagqit 6tiwi menen qalay 6zgergeni aniqlanip, tomendegi keste toltirildi:
Wagqt (t) 0,1/0,2/03(04|0,5/0,6/0,7/0,8|0,9
Biyiklik (H,sm) [ 19| 17 | 38 | 62 | 68 | 50 | 24 | 15 | 31

a) Sinus funkciyasinan paydalanip, procestin matematikaliq modelin
duzin;

b) procestin grafikaliq korinisin keltirin; t (aylar)

c¢) dongelektin radiusin tabin;

d) velosiped qanday tezlikte hareketlenbekte?

H9-61 EN APIWAYI TRIGONOMETRIYALIQ TENLEMELER

sin x=a tenleme
—1< sin x < 1 ekenliginen, sin X=a tenleme |a|>1 bolganda sheshimge iye
emes. —1< a <1 araligta tenlemenin sheshimin tabiw ushin tdémendegi anigla-
mani kirgizemiz.
a€[—1; 1] sanmin arksinust dep sinusi a ga ten bolgan XG[—%;%] sanga
. T T .
aytiladi: Eger sinx=a ham x€ [_E ;E] bolsa, arcsin a=xX.

Tenlemeni sheshiw ushin 16-suwrettegi y=sinX funkciya grafiginen paydala-
namiz.

(37)



16-suwret.
a€[—1; 1] bolganda y=a funkciya [0; 2x] araliqta y=sinx funkciya grafigin
abscissalar1 X, ham Xx,=mn—x, bolgan noqatlarda kesiwin grafikten koériwge
boladi. Bul eki noqatti bir formula arqali jaziw mimkin:
X=(—1)" arcsin a, bul jerde n =0, 1.
y=sinX funkciyanin dawirliliginen paydalanip, tenlemeni sheshiw ushin usi

formulan1 payda etemiz:
X=(—1)* arcsin a+ 7wk, keZ. (1)

I- misal. Esaplan: 1) arcsin?; 2) arcsin (—%)

V3 .

Aniglama boyinsha —1< - S <1 =€ [—_ _] ham sin § = 73 bolgani ushin

3 2 2
arcsin ﬁ - Tap sonday, arcsin(—i) =—arcsin 1 =T bolads.
2 3 2 2 6
2- nusal. Tenlemeni sheshin: sin X:% .
(1) Formula boyinsha tenlemenin sheshimi
x = (-1)" arcsin%+ k = (-1 g+ nk, k e Z boladi.
3-musal. Tenlemeni sheshin: sin (%—gj V2

=
n)_ V2

y=sinx funkciya taq bolgani ushin sin (g _Ej == boladi.

(I) formulan1 qollap, g—% = (-1 arcsin —%j +7k, keZ tenlikti pay-

da etemiz. arcsin(—%jz—% bolgan1 ushin E———( 1) (——j+nk
E_E_( 1" (——jﬂtk yoki Xx=— +(—l)"+1§+2kn, keZ sheshimlerdi ala-
miz.



sinx=a tenlemenin dara jagdaylardagi sheshimlerin keltiremiz:
a=1 bolganda x =%+2nk, keZ; a=—1 bolganda x =%n+ 2k, keZ;
a=0 bolganda x=mnk, keZ.

4-musal. Tenlemeni sheshin: sin (% —ﬁj =0.

X T T
a=0 bolganhgtan —1+5=nk, —=nk+—,vyagnlyy X=—+2nk, keZ
S T 2 10° VW A=

sheshimlerdi tabamiz.

sinx=a tenlemeni sheshiwdi birlik dongelekte
tasindiriw ansat. sinX tin aniglamasi boyinsha,
onin manisi birlik dongelektegi A, nogattin or-
dinatasi1 boladi. |a|<1 bolganda bunday noqatlar
ckew, yagniy Ay ham Ay,. a==+1 bolganda bolsa
birew (17-suwret).

17—suwret

cosx=a tenleme
—1<cosx<1 bolgani ushin cosx=a tefleme |a|>1 bolganda sheshimge iye
emes. —1<a<l araliqta tenlemeni sheshiw ushin us1 aniglamani kirgizemiz.

a€[—1; 1] sannmin arkkosinust dep kosinusi a ga ten bolgan x€[0; n] sanga
aytiladi: Eger cosx=a ham X€[0; ] bolsa, arccos a=x.

Aniglamaga kore, [0; m] araliqta cosx=a tenleme bir x=arccosa korenge iye.
y=cosX funkciya jup bolganlig1 ushin [-m;0] araligta da bir x=—arccosa she-
shimge iye. Funkciyanin dawiri 2x. Ol jagdayda cosx=a tenlemeni sheshiw us-
hin x=z*arccosa+2nk, k€Z (2) formulani payda etemiz.

e ( JEJ

5- musal. Esaplan: 1) arccos7; 2) arccos

e V3

Aniglama boyinsha, —1< - <1, % €[0; ] ham Cosg =5 bolgan1 ushin

\/EJ 3n

arccos? =g boladi. Tap sonday, arccos(—7 =—- bolad.

4
J3

6-misal. Tenlemeni sheshin; COS X = 7

Ve

(2) formula boyinsha tenlemenin sheshimi x = + arCCOST +2nk, k € Z, biraq

\\



3

arccos — = —.
2 6

Demek, sheshim usi korinisinde boladi: X= i%+ 2nk, keZ

18-stiwret. 19-stiwret.

cosX=a tenleme sheshiliwin birlik dongelekte tusindiremiz (18-stiwret). cosx
funkciyanin aniglamasi boyinsha onin manisi birlik dongelektegi A, nogattin
abscissasi boladi. |a|<1 bolganda bunday noqatlar ekew, yagniy A, ham A, ;
a=1 ham a=—1 bolganda bunday noqgat birew.

cosx=a tenlemenin dara jagdaylardagi sheshimlerin keltiremiz:

a=1 Dbolganda x=2mk,k€Z; a=-—1 bolganda Xx=n+2nk, kE€Z;
a=0  bolganda x :g+ ik , kEZ.

7- misal. Tenlemeni sheshin: cos (3X —%j =0.

, ., . T N :
cosX=0 tenlemenin sheshimi formulasinan 3x — 12 + ik n1 payda etemiz.

Bunnan, x =£+n—k, keZ.
4 3
tgx=a tenleme
Bul tenlemeni sheshiw ushin tomendegi aniglamani kirgizemiz. a€R sannin
arktangensi dep, tangensi a sanga ten bolgan xe(—n/2;n/2) sanga aytilad:
Eger tgx=a ham x€(—n/2;n/2) bolsa, arctg a=xX.
tgx _ X bolgani ushin tgx birlik dongelektegi B (X; y) noqat ordinatasinin

COS X
abscissasina qatnasina ten (19-sawret), yagniy bul noqat %: a tuwri menen

birlik dongelektin kesilisiw nogati esaplanadi. 19-stwret boyinsha bunday
noqatlar ekew: B, ham B, nogatlar. Sonin ushin tenlemenin sheshimi tdémende-

gishe bolad1:
X=arctga+nn, neZ. (3)



8- misal. Esaplan: 1) arctgl;  2) arctg(—+/3).

I T T T T
1) tg—=1 ham —e| —=;= | bolgani ushin arctgl=—;
) 95 1 ( 5 2) g 2

i T T T
2) tg| = Z |=—v3 ham —= ¢ —=:Z= | bolgani ushin arctg(—/3)=-=. A
)g(sj\/— 3(22)‘%“ g(-V3)=-3
9- misal. Tenlemeni sheshin: tg (X —gj =—3.

(3) boyinsha, tenlemenin sheshimleri tomendegishe boladi:

X —% = arctg(—\/§) +mn. arctg (—\/5) = —arctg (\/§) = —% bolgan1 ushin

, ., . . T T T
tenlemenin sheshimleri x 53 + 71N, yamasa X = By +7n, neZ. A

Enf 4piway1 trigonometriyaliq tenlemeler ushin kesteni keltiremiz:

Tenleme Sheshimler Geybir gasiyetler
sinx=a x=(—1)*arcsin a+ 7k, kEZ. arcsin(—a)=—arcsin a, |a|< 1.
cosx=a X==arccos a+ 2nk, kEZ. arccos(—a)=m—arccos 4, |a|<1.
tgx=a X=arctg a+ nk, kEZ. arctg(—a)=—arctg a, a€R.

Ushinshi ustinde keltirilgen gasiyetler teris sanlar arksinuslar1 (arkkosinuslari,
arktangensleri) manislerin on sanlar arksinuslar1 manisleri arqali tabiw imkéniyatin

2

. 2 .
i A arcsin| ——— |=—arcsin—=-—,
beredi. Maselen, [ > j 5 2

\/§ n b5¢

arccos(—?j = n—arccos7 =n-—=—),

6 6
arctg [—g} = —arctg g S

10- musal. Tefilemeni sheshin: cos(10x +g) ==

N[ o3

10X+§ =z belgilew kirgizip, cosz :% tenlemeni payda etemiz. Bunnan

(2) formula boymsha z = +Z4 27k, k € Z, yagniy 10x + 1T onk yamasa

X:i[—£i£+2nkj, kezZ. A
100 8 3

sinX=sina, cosX=cosb, tgx=tgc korinisindegi tenlemeler

(41]



Bunday tenlemelerdin sheshimi, saykes rawishte, tomendegishe boladi:
X=(—1)a+nk, k€Z; x=xb+2mn,n€Z; x=c+mm, meZ. @)
11- nusal. Tenlemeni sheshin: cos(3x—40°) = cos(2X+60°).
(4) formula boyinsha, 3x—40°=%(2x+60°)+360°n, n€Z tenlemeni payda
etemiz. Bunnan belgisiz X tabilad:
3x—40°=2x+60°+360°n < x=100°+360°n, neZ;
3x—40°=-2x-60°+360°n, 5x=—20°+360°n & x=—4°+72°n, neZ. A\
12- misal. Tenlemeni sheshin: sin?x+3sinx+2=0.
sinx=z belgilew kirgizip, z?+3z+2=0 kvadrat tenlemege kelemiz. Bul
tenlemeni sheship z,=—2, z,=—1 ler tabiladi. Belgilewge kére sinz=—2 ham
sinx=—1 tenlemelerdi payda etemiz. sinz=—2 sheshimge iye emes. sinx=—1
tenleme Xx=270°+360°, k€Z sheshimge iye. Demek, tenlemenin sheshimi
Xx=270°+360°k, k€Z bolad1. £\
Soraw ham tapsirmalar

. sinx=a tenleme qalay sheshiledi? Misalda tasindirin.

. cosX=a tenleme qalay sheshiledi? Misal keltirin.

. tgx=a tenleme qalay sheshiledi? Misal jardeminde tusindirin.
. arcsin @ sanina aniqlama berin. Misalda tusindirin.

. arccos a sanina aniglama berin. Misalda tasindirin.

6. arctg a sanina aniqlama berin. Misalda tasindirin.
Shimigiwlar

130. Esaplan (130-141):

Ol B W N —

1) arcsin 0; 2) arcsing; 3) arcsin%; 4) arcsin (‘%J
15t 1) arcsin (—%} 2) arcsin(—%j; 3)arcsinl,  4) arcsin (-1).
152 1) arccos 0;  2) arccos(—@j; 3) arccos g; 4) arccos (-1).
195 1) arccos (—%}; 2) arccos%; 3) arccos1;  4) arccos (‘%J :
134.

1) arctgl, 2) arctg(—%j; 3) arctg%; 4) 3arctg(—\/§).



135.

136.

137.

138.

139.

. : _ 1
1) arctg0O; 2) arctg (—J§ ) ; 3) arctg(-1); 4) 7arctg (— ﬁj .
1) arcsin 1+arcsin(-1); 2) 2arcsin ﬁ + 4arcsin %
1) 4arcsin %—Zarcsin (—%J ; 2) arcsm -= + arcsin (_ﬁj
1) 2arccos 1+3arccos 0; 2) barccos — —3arccos( %j

1) 2arccos (—1)-3arccos 0; 2) 2arccos (— %} +4arccos {—

N

J.

1 1 J3
1) 3arctg+/3 + 3arccos—: 2) 3arctg| ———= |+ 2arccos| —— |.

. ) sarctg /3 2 ) g( ﬁ] ( 2 J
. 1) 2arctg 1+3arcsin(—%j; 2) 5arctg (—/3) —3arccos[—%}

142.

Anlatpalar méniske iye yamasa iye emesligin aniglan (142-143):

1) arccos (\/§—3); 2) arcsin (2—\/1_5); 3) arccos (3—\/1_8).

. 1) tg(2arcsin %); 2) arcsin (\/E -2); 3) tg(3arccos%).

144.

145.

146.

147.

148.

Tenlemeni sheshin (144-161):

1) sinx:—l; 2) sinx:ﬁ; 3) sinx:—ﬁ; 4) sin2x:1.
2 2 2 2
1) sinx:%; 2)sinx =1, 3) sinx:—g; 4)sin2x:§.

2

1) cosx=—7; 2) cosx:g; 3) cos2x=-1; 4)cos3x =1.
1 1
1) cosx:z; 2) cosx =-1, 3) cosSx:—E; 4)cos3x=-1

1) tgx= —J3; 2) tgx=1,; 3) tg9x=-1; 4)tg3x =

olé

(43]



149.

150.
151.

152.

158

154.

1) tgx=0; 2) tgx=2; 3) tgbx=-3; 4) tgbx = —?.

1) 2cos x + 1 =0; 2) 2cos X + V3 =0; 3) 2cos X + V2 = 0;
1) 2sinx + 1 =0; 2) 2sin X + \3 = 0; 3) 2sin X + V2 =0;
1) sin(—ﬂ:ﬁ; 2) tg4x=—%; 3) cos(—3x):%.

. T X 7 X 7
D2sin| 2x+— |=—/2; | 2)43tg| ———|=1;, | 3) 2cos(———) =+/3.
)(+4jf‘)fg(23J ‘) E-5-a

n _ T ox) .. T x)_
1)cos(§—2xj=—l, ‘ 2)tg(z+§j_1, ‘3)2(:05(6 2)_\/5.

1)25in(%—§j=\/§;|2) 2cos(%—3xj=\/§;|3) sin(x+%j:1.

1) (2sin x +V2)(sin 4x+1) = 0; 2) (2 — cosxX)(1 + 3cos X) = 0.
I)2sin?X-sinX-1=0; 2) 4cos?X - 8cos X -3 =10;
4)2sin?x -sin X - 6 =0; 3) 2cos?X - cos X - 6 =0;

1) 2sin?X-sinX-1=0; 2) 4cos?X - 8cos X -3 =0;
4)2sin?X -sin X - 6 =0; 3) 2cos?X - cos X - 6 =0;
I)2 cos?X-sinXx+1=0; 2) tg?x - 3tgx-4=0;
4)2sin? X - cos X - 1 = 0; 3 tgx-V3tgx+1=13;

I) cos Xx=cos 2X; 2)tg2x =1tg3x; 3)sin7x = sin3X; 4) cos4X = cos5X
1) sindx =sin X; 2) sin2X = cos3X; 3) tglOX = tg8x; 4) sin5X = sin7X
EN APIWAYI TRIGONOMETRIYALIQ

62-64 TENSIZLIKLER

a, <sinx < b, a,<cosx <b, a,<tgx < b, korinisindegi tensizlikler en
dapiwayi trigonometriyaliq tensizlikler delinedi. Bul jerde a,, b, a,, b,, @, b; —
berilgen haqiyqiy sanlar. Bunday tensizliklerdi sheshiwde birlik dongelekten,
funkciya grafiginen paydalaniw qolay.



I- misal. sinx<0,5 tensizlikti [0, 27] kesindide
sheshin.

Birlik dongelekti qaraymiz. Bul dongelekte
ordinatalar1 0,5 ke ten ham onnan kishi noqatlar-
di tabamiz. 20-sawretten, BDA doganin barliq
noqatlar1 joqaridagi shartti ganaatlandiriw1 bel-

gili. Sonin ushin X sanlardn{o;%} u[%;Zn}

kopligi tensizliktin sheshimi boladi. juwap: xe
6 6 '

1
2- musal. COSX > 2 tensizlikti [0, 2] kesindide

sheshin. 1
Birlik dongelekte abscissalari 5 ge ten

ham onnan ulken noqatlardi tabamiz. ACB
doganin barliq noqatlar1 joqaridagi shartti
qanaatlandiriw1  21-sawretten ko‘rinip tur.

Sonif ushin X lardin [0; %) ) (5?75 27:} kopligi

tensizliktin sheshimi boladi.

T o , 21-stiwret.
juwap: x€ |:0;§j U (?’ Zn}

3- misal. tgx<1 tensizlikti —E;E araliqta sheshin.

Birlik dongelektin B nogatinan Oy kdsherine parallel AB tuwri otkizemiz
(22-suwret).
Onda A noqatt1 sonday tanlaymiz,
bunda OB=AB bolsin. AAOB ten
gaptalli hdm tuwr1 muayeshli. OA gi-
potenuzanin shenber menen kesilisiw
nogati D bolsin.
DBC doganin barliq noqatlar1 beril-
gen tensizlikti qanaatlandiriwi suw-
retten korinip tur.

H T T
uwap: Xe| ——;— . £\
v xe 2.2

22-sawret.

(25)



4- misal. Tensizlikti sheshin: sin x < —2

. 2 :
Bir koordinatalar sistemasina y=sinx ham y = - (23-suwret) funkciya-

lar

23-stwret.
grafiklerin sizip, sin X=7 tenlemenin [0; 2xn] kesindidegi sheshimin ta-
bamiz. sinx<—— tensizliktin [0; 2m] kesindidegi sheshimi O,Z ham

(B—n; 275} araliglar boliw1 stiwretten korinedi. Funkciyanin dawirliliginen X

tin {2nn;%+ 2nnj U (%Tn + 27n; 2nt(n +1)} , Ne Z kopligi tensizliktin sheshi-

mi bolad:. A\
5-musal. Tensizlikti sheshin: —2cosx>1. Saykes suwret sizin.

Aldin y=cosx ham y=— % funkciyalar grafigin bir koordinatalar sistemasina

. T . .2 4
sizamiz. Onnan cosX:—% tenlemenin [0; 27 kesindidegi sheshimleri ?n va ?n

ekenin aniglaymiz. Demekz tensizliktin sheshimleri {E +21tn;ﬂ + 2nn}, neZ
kesindilerden ibarat eken. £\ 3 3

6- misal. Tensizlikti sheshin: tgx > J3.

y=tgx ham y=+/3 funkciyalar grafigin bir koordinatalar sistemesina si-

zamiz (24-sawret). tgX = J3 tefilemeni [0, ] kesindidegi sheshimin tabamiz.

Bul tefilemenin sheshimi X = — . Son ushin tensizliktin [0, 7] kesindidegi
sheshimleri kopligi {E;Ej araliq esaplanadi. y=tgx funkciyanin dawiri =

32



ekenligin paydalanip, tensizliktin barliq sheshimlerin tabamiz:

T T
—+7n,—+7mn |, ne’l.
{3 2 j

24-suwret.
Soraw ham tapsirmalar
sin x> , tgx>—1 tensizlikler qalay sheshiledi?
2

Shimigiwlar
162. Tensizlikti berilgen araliqta sheshin:

1) sinx>£, x e[0;x]; 2) cosx>£, X€|:—£;£jl;
2 2 2 2
3) tgx>-— 3X€(—£ Ej 4)cosx>1,x{—E E}
2 2 2 2 2
5) sinxsﬁ, x e[-m;0]; 6) tgx<i, XG(—E;E ;
2 J3 2'2
7) cosx<—£,x z.3n 8)c052xs£,x 13—n
2 22 2 22
163. Tensizlikti sheshin (163-169):
2 2 1 . 3
1) sinx>—; 2) COSX<——— 3) tgx<——; 4) sinx<——.
) > ) <=5 ) gx< 7 ) <5
164. 1) sinx>%; 2) tgx>-1; 3) cosxs-%; 4) cosxé%.

“



1) sm3x<— 2) sin§<—§; 3) cos§>§; 4) tg3x >1.

1) 2cos(2x+g)<x/_ ‘ 2)J§sin(§+§j21; ‘ 3) Zcos(2x—§)>\/§.

.1) sin 2xcos——c032xsm§<§, 2) 2sin 2xc052x2%.
. \/§

1) sin— cos3x+cos sm3x<— ‘2) cos X cos2x —sin 2xsin & < - X2
4 4 4 2

1) cos +1 >1, 2) sin(i—2j<£; 3) cos[l—%zﬁ.
2 4 2 3 2

Baglaw jumsi algisi
Tenlemelerdi sheshin (1-4):

1. sin3x=0. 2. 4COS6X:—2\/§.
3. 5-tgdx=3. 4. Stg>Xx—4tgx—1=0.
Tensizliklerdi X € [0; «] araligta sheshin (5-6):
5. sinX>%. 6. tgx<-1.
68 GRAFIKLERDI ALMASTIRIW
Jiljitiw

| san kosheri ham O noqat ondagi esap basi bolsin (25-suwret). | din har bir
noqati a birlik jiljitilsin. Eger a>0 bolsa, jiljitiw on bagitta (kosher bagitinda)

boladi. Eger a<0 bolsa, jiljitiw gqarama-qarsi bagitta orinlanadi,

a=0 de noqatlar 6z orninan jiljimaydi. Eger X koordinatali A=A(X) noqat
a birlikke jiljitilganda A,(X,) noqatqa otken bolsa, A, nogattin koordinatasi
X,=X+a formula boyinsha aniglanadi. A nogat A, nogattin proobrazi, A, bolsa
A nin obrazi delinedi.

25-suwret.



Soziw

| san kosherinde B(X) nogat O koordinata basinan k£ marte uzaqlastirip (ya-
masa O ga jaqinlastirip), B,(X) noqatqa otkizilgen bolsin. B, noqattin koordi-
natasi X,=kx formula boyinsha esaplanadi. Eger £>0 bolsa, B, hdm B noqatlar
O noqattin bir tarepinde; eger k<0 de B, ham B nogqatlar O nin tarli tarepin-
de jaylasadi. Eger |k|<1 bolsa, (26-suwret) X=OB kesindi k£ marte qisqaradi;
eger |[k[>1 bolsa, (27-stwret) OB kesindi k marte soziladi, k=1 de B ham B,
noqatlar ustpe-ust tusedi, k=—1 de olar O noqgatqa salistir§anda simmetriyal
jaylasada.

Parallel koshiriw

Parallel késhiriwde xOy koordinata tegisli-

gindegi barliq noqatlar birdey bagitta birdey

araliqqa koshedi (28-suwret). O(0; 0) koordi-

nata bast N(a; b) noqatqa koshirilgen bolsa,

M (x; y) nogat M' (X'; y') ge koshedi. M' (X; y")

noqattin koordinatalar1 ushin tomendegi for-

mula orinlt: X'=x+a, y'=y+b.

28-stwret.

Funkciya grafigin almastiriw

Joqaridag1 almastiriwlar (jiljitiw, soziw, parallel koshiriw ) y=f(x) funkciya
grafigi jardeminde y=f(x—a)+b, y=m- f (%) (bunda a, b, m, k — turaql san-
lar ham m#0, k#0) funkciyalar grafigin siztw mimkinshiligin beredi.
Maselen, y=f(x—a)+b funkciya grafigin y=f(X) funkciya grafigi jardeminde si-
ztw ushin y=f(x) funkciya grafiginin har bir nogat1 a birlik onga jiljitiladi ham
b birlik joqariga koteriledi, yagniy (a; b) vektor boyinsha parallel koshiriledi.

y=f(X) funkciya grafigi jordeminde y =m- f (Ej funkciya grafigin siztw ushin

y=f(x) funkciya grafiginin har bir noqatinin abscissast OX boylap k marte qisi-
lad1 (£>0 bolsa — onga, k<0 bolsa — shepke) ham ordinatas1 Oy kdsher boylap
m birlik soziladi (M>0 bolsa — joqariga, m<0 bolsa — tomenge).

“



1- musal. y=3X funkciya grafigi jordeminde y=3(X—1)+4 funkciya grafigin sizin.
y=3(x-1)+4 funkciya grafigin siztw ushin y=3x funkciya grafigi (1; 4)
vektor boyinsha parallel koshiriledi. /A
2- misal. y=-2x+4 funkciya grafigi jardeminde y=-2(X+3)+5 funkciya
grafigin sizin.
y=-2(x+3)+5 funkciya grafigin siziw ushin y=—2x+4 funkciya grafigi (3;
1) vektor boyinsha parallel koshiriledi. A
3- musal. y=X? parabola grafiginen paydalanip y=2-(x+3)? funkciya grafigin
s1z1n.

y=2—(x+3)? funkciya grafigin siziw ushin y=x? funkciya grafigi aldin 3
birlik shepke jiljitiladi ham OX késherine salistirganda simmetriyali koshiriledi.
Son payda bolgan grafik Oy kosheri boyinsha 2 birlik jogariga kéteriledi. A

4- misal. y=sinx funkciya grafigi jardeminde y=sin2x funkciya grafigin sizin.
y=sin2X funkciya grafigin siziw ushin y=sinx funkciya grafiginin har bir
nogatinin abscissasi Ox késheri boylap eki marte onga qisiladi. 4

5- musal. y=cosx funkciya grafigi jardeminde Y=-2 COSKZX—%) funkciya
grafigin s1zin.

m T
y=-2 cos(2x - ZJ yamasa Y =—2C€0S2 (X - gj funkciya grafigin siziw

ushin aldin y=cosX funkciya grafigi onga T ge jiljitiladi, keyin abscissasi onga

eki marte qisiladi, ordinatasi eki marte joqariga soziladi. Payda bolgan grafik
Ox kosherine salistirganda simmetriyali koshiriledi. 4\
6- misal. y=1(x) funkciya grafigi jordeminde y=f(x—2)+3, funkciya grafigin
s1z1n.
y=f(x—2)+3 funkciya grafigin siziw ushin y=f(x) funkciya grafiginin har
bir nogat1 (2; 3) vektor boyinsha parallel koshiriledi (29-sawret). 4k

29-suwret. A



7- misal. y=f(x) funkciya grafigi jardeminde (30-suwret) y=3f(2x) funkciya
grafigin sizin (m=3, Kk 2% bolgan jagday).

y=f(x) funkciya grafigi Ox kosher boylap onga 2 marte qisiladi ham Oy
kosher boylap joqariga 3 marte soziladi (31-sawret). 4

Soraw ham tapsirmalar
L. iljtiw degen ne? Soziw-she? Parallel koshiriw-she? Misallar keltirin.

4. y=sinx funkciya grafigi jardeminde Yy =-sin [X - %) funkciya
grafigin s1zin.

Shinigiwlar

170. y=f(x)=x2-2x+3 funkciya grafigi jardeminde korsetilgen funkciyalar
grafigin s1zin:

Dy=f(x)+L 2)y =3f(x); 3)y=3f(x)-2;

4)y = f(x-1)+1; 5)y=2f(x+1)+1; 6)y=f(§};

7)y=%f(2x); 8)y="f(2x)-3; 9)y=2f(2x)-5.
y=f(x)=x2-5x+6 funkciya grafigi jardeminde korsetilgen funkciyalar

grafigin s1zin:
X
Dy="Ff|=1;
v=t(3)

Dy =f(x-1);
5)y=—f(x); | 6)y=2f(x)-3;

3)y = f(2x);

7)y=-f(=x);

4)y=3f(§]+1;

8)y=2f (x+1)+5.

(51}



y=cosX funkciya grafigi jardeminde korsetilgen funkciyalar grafigin si-
ZIN:
1) y=cosx-1;

T
3) y=—cos| X+—|:
)Y (+4j

PARAMETRLI KORINISTE BERILGEN APIWAYI
69-70 _ FUNKCIYALARDIN GRAFIKLERI

2) y=2C0SX+1,

4) y= 3cos(2x—gj.

Materialliqg noqattin (X, y) koordinatlari t parametrge baylanish bolsin: Xx=¢(t),
y=y(t). t ganday da bir T araligta 6zgergende (¢(t), y(t)) nogatlar kopligi
ganday boladi1? Bul koplikti parametrli koriniste berilgen funkciyamin grafigi
dep ataymiz.
x=3t+1,
y=>5t+8
berilgen. Bul materialliq nogat hareketi dawaminda sizgan siziqt1 (materialliq
nogqat trayektoriyasin) tabin.

I- musal. Materialliq noqattin koordinatalar1 parametrli koriniste {

Tenlemelerden t parametrdi tabamiz: t = XT_l ham t = yT_S .

-1 -8
Payda bolgan anlatpalardan XT:y—

tenlemege kelemiz. Bunnan
5x—5=3y—24 yamasa Sx—3y+19=0. Bul tuwrinin tenlemesi.

5 19
Demek, izlengen funkciya 3y=5x+19 yamasa Y =—X+— eken.

3 3
5 19
juwap: Y =§X+?. A
X =3+5sint,
2- nusal. y = —7+5cost parametrli koriniste berilgen funkciya grafigi ganday
s1z1q bolad1? X—3 y+7

Berilgen tenliklerden sint = = cost = ekenin tabamiz.

2 2
sin’t+cos’t=1 birdeylikten paydalanip, ( X ; 3} +( y J5r 7) =1 tenlemege kele-

miz. Bunnan (x—3)2+(y+7)2=25. Bul tenleme oray1 (3; —7) ham radius1 r=5
bolgan shenber tenlemesi boladi. A
3- musal. Materialliq nogat koordinatalar1 Xx=7t2+1, hdm y=3t nizam1 menen



ozgerse, X ham y arasindagi baylanist1 aniglan, t>0.

x-1
Berilgen nizamlardan t n1 tabamiz: t = 0 t= 1. Bul anlatpalardan
y _(x-1 . : x—1 .
37 tenlemege kelemiz. Bunnan y =3 — funkciyan1 tabamiz. De-
. . x-1 A
mek, izlengen funkciya y =3 = eken. A
X = 4Sin t’ . . . . . .
4- misal. y = 3cost parametrli koriniste berilgen funkciya grafigi qanday siziq
boladi, bul jerde 0<t<2m?
. . . X . .
Berilgen tenliklerden sint = 2 ham cost =2 ekenin tabamiz. sin?t+cos2t=1

2 2

birdeylikten paydalanip, (%)2 + (%)2 =1, yamasa :_6+y? =1 tenlemeni payda
etemiz. Bul tenleme menen berilgen nogqatlar kopligi oray1 koordinata basinda

ham yarim kosherleri a=4, =3 bolgan ellips dep ataladi. A\
Soraw ham tapsirmalar

Parametrli koriniste berilgen funkciyalarga misallar keltirin.
Shimgiwlar

173. Materialliq noqattin koordinatalari parametrli koriniste berilgen. Bul ma-
terialliq noqat hareketi dawaminda sizgan siziqtin (materialliq noqat tra-
yektoriyasinin) formulasin tabin. Saykes sawret sizin:

X=2t+1, X =6t +4, X=4t+9, x =12t +11,
{y:4t+8; {y=9t+3; {y:7t+18; {y:15t+18.
174. Materialliq nogat koordinatalar1 parametrli koriniste berilgen. X ham y
koordinatalar arasindagi baylanist1 aniglan:
D{x:1n2+L ) {x=2ﬁ2+2L 3){x=3ﬁ2+3L
y =13t; y =23t y =33t;

_ 2
5) X =47t° +41,
y = 43t.

175. Parametrli koriniste berilgen funkciya grafigi qanday siziqtan ibarat?
Saykes suwretti s1zin:

X = 7sint, X =sint, X =5sint, X =9sint,
1) 1y =7cost, 2)y Y =cost, 3)4 Y =5cost, 4) 1y =9cost,
0<t<2m; 0<t<2m; 0<t<2m; 0<t<2m.

(=)



Parametrli koriniste berilgen funkciya grafigi qanday sizigtan ibarat?
Saykes suawretti sizin:

X=6sint+3, X =3sint, X=2sint-3,
1) Jy=6cost+7, 2) 4y =3cost-1, 3) Jy=2cost+7,
0<t<2m; 0<t<2r; 0<t<2m

71 KORSETKISHLI FUNKSIYA HAM ONIN GRAFIGI

Dareje ham onin gasiyetleri
Haquyqry san korsetkishli dareje tomendegi gasiyetlerge iye (2>0, a#l):

1) ax-ay=a**; 2) axay=a*; 3) (a¥)y=a*;
4) (a-by=ar-bx; 5) (E] _a
b b*

6) Eger 0<a<b ham x>0 bolsa, a*<b*; 7) Eger 0<a<b ham x<O0 bolsa, a*>b*;
8) Eger X<y ham a>1 bolsa, a*<a¥; 9) Eger X<y ham 0<a<I bolsa, a*>aY
boladi.
I- musal. Salistiria: 2® ham 372,
7-qasiyet boyinsha 0<2<3 ham —/3<0 bolgan1 ushin 253 A

1

1 0,2 0,3
2- musal. Salistirin: (Ej ham (E) )

0,2 0,3
9-qésiyet boyinsha 0,2<0,3 ham 0 < % <1 bolgan1 ushin (%) > (%) . A

Korsetkishli funkciya ham onin gasiyetleri

f(x)=a*, a>0, a#1 korinisindegi funkciya korsetkishli funkciya delinedi.
Bunday funkciya tomendegi gasiyetlerge iye:

1) aniglaniw oblast1 (—oo; +o0) araligtan ibarat;

2) manisler oblast1 (0; +o) araligtan ibarat;

3) barliq a(a>0, a#1) ushin a’=1;

4) a>1 bolsa, funkciya 6siwshi;

5) 0<a<l bolsa, funkciya kemeyiwshi boladi.
Témendegi suwretlerde f(x)=a* funkciyanin grafikleri keltirilgen.



Soraw ham tapsirmalar
1. Haquyqry san korsetkishli darejenin gasiyetlerin aytin. Misallar

keltirin.
2. Korsetkishli funkciyanin gasiyetlerin aytin.
Shimgiwlar
177. Esaplan:
" G .23 NG 7 Vi

1) ((\/é) j . 2) 9P .gs 3)(24) L 4) 45710637

178. Salistirin (178-179):
1Y 1)
1) 23 va 1, 2) 476 va (E) ; 3) (Ej val.

2 2 2 2
1) 32 va 1 2) (lj va (1 ; 3) (EJ va l) .
2 3 2 3
180. Funkciyalardin 6siwshi yamasa kemeyiwshi ekenin aniglan (180—1X82):
1) y=4% 2) y=-3% 3) y=5"-2 4)y=—£%) +1.

181. X
1) y=43" 2)y=(%)& Iy-Cr Hy-(B-"

. Dy=(B-1"  2y=(10-2"  3y=(n-V2) -3

TIKKELEY SHESHILETUGIN
72-74 _ KORSETKISHLI TENSIZLIKLER

a'®@>qe  g>(0, a#1 korinisindegi tensizlik

af>as® a>0, a#l tensizlik korsetkishli tensizlikke misal bola aladi. Bul
tensizlik a>1 bolganda f(x)>g(X) tensizlikke, 0<a<1 bolganda bolsa f(x)<
g(x) tensizlikke ten kushli.

1- musal. Tensizlikti sheshin: 3*x*+5>32-5x,
a=3>1 bolgan1 ushin berilgen tensizlik Xx+5>2—-5x tensizlikke tenkushli.

(55)



Bunnan 6x>—3 yamasa x>—0,5 ekenin tabamiz. Demek, tensizliktin sheshimi
(—0,5; o) araligtan ibarat. juwap: X€(—0,5; ). A
2- muisal. Tensizlikti sheshin: 2-:3*+2—2-3x+1-5-3x<63,
3¢ ti gawsirmadan sirtina shigaramiz: 3%(2-32—-2-3—5-1)<63. Apiwayilasti-
r1p, 3*<9 tensizlikti payda etemiz. Bunnan Xx<2. juwap: X€(—o; 2). &
3- nusal. Tensizlikti sheshin: 8%~ > 82+
a=8>1 bolgani ushin tensizlik 5x2—46>2(x?+1) tensizlikke tenkushli. Us1
tensizlikti sheshemiz: 3x?>48, bunnan X?>16. Demek, berilgen tensizliktin
sheshimi X€(—o0; —4]U[4; +) boladi. A
ax<b tensizliktin (a>0, a#1) b<0 bolganda sheshimi joq ham a*>b tensiz-
liktin <0 bolganda sheshimi (—oo;+00) araligtan ibarat ekenligi belgili.
4- musal. Tensizlikti sheshin: 4*+2x—6>0.
2*=t almastirtw kirgizemiz, natiyjede t?+¢—6>0 kvadrat tensizlik payda
boladi. Bunnan #<—3, ¢t>2 ekenin tabamiz ham 2*>2 ham de 2*<-3 tensizlik-
lerge kelemiz. 1- tensizlikten x>1 sheshim tabiladi, 2- tensizliktin bolsa sheshi-
mi joq. Demek berilgen tensizliktin sheshimi [1; +o0;) araligtan ibarat.
juwap: Xe[1; +o0). A
Soraw ham tapsirmalar
af>az® a>0, a#l tensizlik hagqinda magliwmat berin. Misal

keltirin.
Shimigiwlar
183. Tensizlikti sheshin (183-184):
1) 43x+554375x; 2) 74x+5<7975><; 3) 6X+5>63><1 4) 8X+5§82*5X;
5) 11x<112+5x; 6) 2x75>225x; 7) 2.2x+2_3.2x+1_5.2x§_6;
8) 3-5x+3-5x+2-2.5x+1<68; 9 2-4;+2+4X+12—5'4X§31;
10) 2 7x+2—-2.x+1-14-7%<10. 11) 13x +46 S13x +25x;
12) 34 <3, 13) 724 < 73¢9,
. 1) 9*+3x-6<84; 2) 25*+5*=30>0;
3) 5-4%+2x—6<0; 4) 9+3x=12>0;
Baqglaw jumisi ulgisi
L. (x=7sin5t Korinisindesd funkei fioi .
y =7cos5t orinisindegi funkciya grafigin sizin.

2.  y=11"+7 funkciyanin gasiyetlerin jazin.
Tensizliklerdi sheshin (3-5):

3 A , 1 17x 1 54—-x B
. 6 <6 4. 5 25 5. 0, 7%<1.



LOGARIFM HAQQINDA TUSINIK. LOGARIFMLIK
FUNKCIYA. EN APIWAYI LOGARIFMLIK TENLEME
75-78 = HAM TENSIZLIKLER

Logarifm haqqinda tusinik
2*=32 tenlemenin koreni X=5, biraq 2*=30 tenlemenin koreni qalay tabiladi?
Bunday tefilemelerdi sheshiw ushin sannin logarifmi tusinigi kirgiziledi. 2*=30
tenleme tek gana bir korenge iye. Om 32-suwretten koriw mumkin.
Bul koren 30 saninin 2 tiykar boyinsha
logarifmi delinedi ham log,30 kibi belgi-
lenedi. Demek, 2*=30 tenlemenin koreni
X=log,30 san boladx.
Ust aniglamani kirgizemiz:
b on sannin a tiykar boyinsha logarifmi
dep, b sand1 payda qiliw ushin tiykar a n1
koteriw kerek bolgan dareje korsetkishine
aytiladi ham log, b kibi belgilenedi. Tiykar
a>0 ham a#l shartti gqanaatlandirtwi ke-

rek. 32-sawret.

Maselen, log,9=2, sebebi 9=32. Sonday-aq, IOQZ%: -3; log;5=1; log,1=0.
1- musal. Esaplan: log,81.
34=81 bolgani ushin logarifmnin aniqlamasi boyinsha log,81=4. A
Logarifmnin qasiyetleri
« tiykarg1 logarifmlik birdeylik: Eger a>0, a#1, b>0 bolsa, a“%° =b tenlik
orinli boladi;
* Eger a>0, a#1 bolsa, log,1=0; log,a=1;
* Eger a>0, a#1 ham x>0, y>0 bolsa, log,(xy)=1log, x+log, y;

« Eger >0, a#1 him x>0, y>0 bolsa, log, X = log, x - log, y;
y

» Eger a>0, a#1, x>0 bolsa log, x" =n-log, X ;
* jana tiykarga (bir tiykardan basqa tiykarga) otiw formulasi: Eger a>0, a#1,

x>0, b>0, b#1 bolsa, log, x = log, X :
log, a
* Eger a>0, a#1, b>0, b#1 bolsa, log,h-log,a=1.
log,,x=Igx ham log x=Inx kibi belgilew qabil qilingan. (e=2,718281...).
Bunda Igx — X tin onliq logarifmi, InX bolsa X tin natural logarifmi delinedi.
f(x)=log,x funkciya (bul jerde x — argument, a>0, a#1) a — tiykarli logarifmlik

(=7



funkciya delinedi.
Logarifmlik funkciyanin qasiyetleri:
* aniglaniw oblast1 (0; +o0) araliq;
* manisler oblasti R=(—o0; +);
* noli: X=1, yagniy log,1=0.
* a>1 bolsa, logarifmlik funkciya (0; +o0) araliqta 6siwshi;
» 0<a<lI bolsa, logarifmlik funkciya (0; +o0) araliqta kemeyiwshi.

2- nusal. Salhistinfi: log, 3 ham 0.
2

) 1 ) _ ‘
log,1=0, tiykar a=—, yagniy funkciya kemeyiwshi 0< 1 <1 ham
2 2 2
0< % <1 bolganhgqgtan log, % >log,1 boladi. Demek, log, % >0 eken. A

2 2 2
X°—5x+6

x-1
o o ., X*—5x+6 o
Bul logarifmlik funkciyanin aniqlaniw oblasti X tin 1 >0 tensizlik-
X_
ti qanaatlandiriwshi barliq manisleri kopliginen ibarat. Bul tensizlikti sheship,
funkciyanin aniqlaniw oblast1 x € (1;2) U (3;+0) ekenin tabamiz. 4\
33 ham 34-suwretlerde y=a* ham y=log,X funkciyalardin (¢>1 ham 0<a<l

jagdaylar ushin) grafikleri birgelikte siwretlengen.

3- muisal. Funkciyanin aniglaniw oblastin tabin: f(x) =log,

33-stwret. 34-sawret.
4- misal. Sahstirin: log, 2+log,8 ham log,(2+38).

Logarifmnin gasiyetlerinen paydalanamiz:
log, 2+log;8=10g,(2-8) =log;16log;(2+8) =10og;10 . Logarifmnin tiykar:
3>1 bolgani1 ushin log,16 > log,10.
Bunnan: log, 2+log,8 > log,(2+8) . A



|°g3

5- misal. Esaplan: A= 4'098125+273 2

Logarifmnin gasiyetlerinen paydalanamiz: 5 Iog3 =log, 2;
|og8 125 = |092125 3|092 =log, 5; 41098125 _ glogy5 _ 92l0gz5 _ 5logz 25 _ o
Iog2 3
7Iog34 1 logs 2 1 100 2
Sonday-aq, 273 27 =278 =273%.27 %=
_3.3730%2 _3.3" 555 _3.1.3 Demek, A—25+§—25§
8 8 8 8
1
lg54+1g=
6- misal. Esaplan: —__2
lg72—-1g8

Logarifmnin gasiyetlerinen paydalanamiz:

Ig54+|g%=|g(54%)=lgz7: lg3® =3Ig3,

Ig72—I98: |g78—2= lg9=1g3° =2lg3.
IgS4+Ig 2 _3lg3_3
lg72-1g8 2IgB 2

En apiwayi logarifmlik tenleme
log,x=b korinisindegi tenlemeni (a>0, a#1, b —haqiyqiy san) en apiway1 lo-
garifmlik tenleme dew mumkin. Tenlemenin tek gana bir sheshimi: x=a®’.

Ol jagdayda: . juwap: %

7- nmusal. Tenlemeni sheshin: log, x = >

1
Logarifm aniglamasi boyinsha, sheshim x =32 =+/3.. juwap: x = /3. A
8- misal. Tenlemeni sheshin:log, 16 =2 .
Logarifmnin aniglamasi boyinsha, x?2=16 ham x>0, x#1 Demek, tefileme-
nin sheshimi x=4 eken. juwap: x=4. A\
9- musal. Tenlemeni sheshin: log, (x> —5x+10) = 4.

Logarifmnin aniqlamasi boyinsha, x* —5x+10=2* tenlemeni payda etemiz.
Kvadrat tenlemeni sheship x,=—1, X,=6 korenlerdi tabamiz. Demek, tefileme-
nin sheshimi {—1; 6} eken. juwap: x=—1, Xx=6. 4\
10- misal. Tenlemeni sheshin: 1g(2x—3) =1g(x-1).

Logarifmnin aniglamasi boyinsha, 2X—-3>0, x>1 boliw1 kerek. Tenleme-

nin aniqlaniw oblast1 x >E araligtan ibarat. Logarifmnin gasiyeti boyinsha,

(=)



2x—3=x—1 tenlemege kelemiz, bunnan x=2. Bul koren bolsa aniglaniw oblas-
tina tiyisli. juwap: x=2. A
11- misal. Tenlemeni sheshin: log, (x+2)=2.
Tenlemenin aniglaniw oblastin tabamiz: X+2>0 x>0, x#1, yagniy tenleme

(0,1) U (1; o0) koplikte aniglangan. Logarifmnin aniglamasi boyinsha, X+2=x2
tenlemeni payda etemiz. Bul kvadrat tenlemeni sheship x,=—1, X,=2 korenlerdi
tabamiz. Bul korenlerden tek gana x=2 aniglaniw oblastina tiyisli. Sonin ushin
ham ol berilgen tefilemenin sheshimi bolad1. juwap: x=2. 4
12-nusal. Tenlemeni sheshin: logs x—5log, x +6 = 0.
t=log,x belgilew kirgizip, t>-5t+6=0 kvadrat teflemeni payda etemiz.
Oni sheship t=2 ham t=3 korenlerdi tabamiz. Tabilgan korenlerdi t=log,x ke

qoy1p, log;x=2 ham log,x=3 tenliklerdi alamiz. Bul tenlemelerdin sheshimleri,
saykes tarde (rawishte), 9 ham 27 boladr. juwap: x=9, x=27. A

En apiwayi logarifmlik tensizlik

log,x>b korinisindegi tensizlikti (@>0, a#l, b — haqiyqiy san) en apiway1 lo-
garifmlik tensizlik dew mimkin.

13- nusal. Tensizlikti sheshin: log, (3—x) > -3.

2
3—x>0 boliw1 kerek, -3=1log, 8 bolganhqtan log, (3—x)>log, 8. Tiykar

2 2 2

a= % <1 bolgani ushin logarifmlik funkciya kemeyiwshi, demek, 3—x<8 ham

0<3—x<8. Bunnan —3<-Xx<5 yamasa —5<x<3 tensizliklerge kelemiz.
juwap: xe(-5; 3). A
14- muisal. Tensizlikti sheshin: Ig(x+1) <Ig(2x-3).
Logarifmlik funkciyanin gasiyetlerinen tomendegi tensizlikler sistemasin
alamiz:
X+1<2x-3, X >4,

X+1>0, yaki ¢ X > -1,
2x—-3>0

X>—=.
2
Bul sistemanin sheshimi (4; +o0) araligtan ibarat. juwap: X€(4; +o0). A
15- nusal. Tensizlikti sheshin: logZ x—9<0.

2
Logarifmlik funkciya aniglamasi boyinsha, x>0 boliw1 kerek. t=1log 1 X

2
belgini kirgizemiz. Ol jagdayda t>—9<0 tensizlikti payda etemiz. Buni sheship

‘



—3<t<3, yagniy -3<log, x <3 tensizliklerge kelemiz.—3=10g, 8; 3=log
2 2
1
bolganhgtan log, 8<log, x<log, 3 Tiykar a= % <1 bolgan1 ushin y=log, X
2 2 2 2
funkciya kemeyiwshi, demek, %S X <8 boliw1 kerek. juwap: xe [% :8]. A

Soraw ham tapsirmalar
1. Logarifmge aniglama berin. Misal keltirin.
2. Logarifmnin gasiyetlerin aytin. Misalda tasindirin.
3. Logarifmlik funkciyalardin gasiyetlerin aytip berin.

Misal keltirin.
Shimgiwlar
185. Esaplan:

1) log.125; ‘ 2) log, 9; ‘3) log. 0,04; ‘4) |og0,11000;‘5) Iog32—17
3

186. Salistirin:
1) log,3 ham log,5; ‘

2) |232 ham log; 4, ‘ 3) log, 3 hamlog, 5;

2 2 2
4) log, 3ham, ‘ 5) log; 2+10g;5ham log,(2+5); ‘ 6) Iog7 hamO

187. Esaplan

1)15 15 ‘ 2) e ‘ 3) 23I0925; ‘ 4) 32+Iog35; ‘ 5) 7—2Iog76;
6) 33""9354; ‘ 7) I0962+I09618; ‘ 8) Ig25+1g4; ‘ 9) Iog3g+loggé,
10) lg2+ Igl62; 1) log, 7—Iog4l; )In 64

2lg3+1Ig2 16 In4

Funkciyalardin aniglaniw oblastin tabin:
1)y =logs(2x-5); | 2) y=log,(x*~2x-3); | 3)y=log,(4—x?).

x-1
4)y =log,(x* ~2x+1); | 5) y=log ,(3-x); | 6)y= log, ~—.

189. Funkciyanin grafigini sizin:
Dy=log, % | 2) y= Iogl | 3)y=log,(x-1); | 4) y=-logyx.

(61])

|

N

4. En apiway1 logarifmlik tenleme degen ne ham ol qalay sheshiledi?
5. En &piway1 logarifmlik tensizlik degen ne ham ol qalay sheshiledi?



190. Tenlementi sheshin:

1)log, x =-5; 2) Iog@ x=0; 3)log, x=-2; 4)log, 128 =7;
2
5) Ioggx:%; 6) Iogﬁ 27=3; 7) log; x =5;
8) log,(x—5) =log,(4x+1); 9)log, x=-2; 10) log;(3—2x)=1og, X;
2 5

11 log, (3x-6)=-2; 12)log,(x+1)+log,(8—-x)=3; 13)log,5=2;
3

14) Ig(x* +x-10)-lg(x-3) =1,  15) log’x — log, x = 2;

16)5** =6, 17)log,3+log,x=2; 18)5° =6; 19)5° =%;

20) Ig(x* —6x+19) =1  21)logs;(5* -4)=1-x; 22) Ig(x*—-21)=2.

Tensizlikti sheshin:

) loggx>2; 2)logix—3>2-log,x; 3)logsx<2; 4)log, x>1;
2

5)Ig(3-2x) >1; | 6)2°* <3; | 7) log,(2x—4) < log, (x+1); | 2" >3.

KORSETKISHLI HAM LOGARIFMLIK
79-81 _ FUNKCIYALAR JARDEMINDE MODELLESTIRIW

I-musal. Bakteriya belgili waqittan (bir neshe saat yamasa minutlardan) son ekige
bolinedi ham bakteriyalar san1 eki ese artadi. Nawbettegi waqittan son usi eki
bakteriya da ekige bolinedi ham populyaciya mugdar1 (bakteriyalardin uliwma
sani) jane eki ese artadi; endi, bakteriyalar san1 tort dana boldi. Bul kobeyiw
procesi qolay sharayatlarda (populyaciya ushin zarurli resurslar: orin, jemtik,
suw, energiya ham tagi basqalar bar bolganda) dawam ete beredi.

Meyli, daslep 10 million dana bakteriya bar ekenligi, bunday bakteriyalar bir
saattan son ekige boliniwi belgili bolsin. Témendegi keste t = 1, 2, 3, 4 saat
otkende b populyaciya mugdar qalay 6zgeriwin anlatadi:

t (saat) 0 1 2 3 4

b, (million) 10 20 40 80 160
Ust menen birge, barliq bakteriyalar da har saatta bir waqitta sinxron tarde

(rawishte) ekige bolinbeytugini belgili. Bunday jagdayda t putin san bolmaganda
(Maselen, t = 1% saat) bakteriyalar populyaciyasi mugdarin tabiw maselesi tur.

a) by, b,, ... izbe-izlik qanday izbe-izlik?



b) Tegisliktegi tuwr1 muayeshli koordinatalar sistemesinda keste boyinsha saykes
noqatlardi belgilep, son payda bolgan noqatlardi tegis s1ziq penen tutastirif.

c)t= 15 saat 6tkennen keyin bakteriyalar populyaciyasi qanday boladi1?

d) Bakteriyalar populyaciyasinin galegen t waqitqa salistirgandagi 6zgeriwin

qanday funkciya jardeminde modellestiriwge boladi?
Kestenin 2-qatardagi b,, b,, ... sanlar izbe-

1zligi bolimi 2 ge ten bolgan geometriyaliq
progressiya ekenligi belgili. Onin uliwma
koérinisi tomendegishe boladi: 5, =20-2%1, bul
jerdet=1,2, 3, 4.

Tegisliktegi koordinatalar sistemesinda keste
boyinsha saykes noqgatlardi belgilep, son payda
bolgan noqatlardi tegis s1z1q penen tutastirayiq:

t= 1l saat otkende bakteriyalar populyaciyasi
shamd menen 28 million ekenligin korsek
boladi.

Payda bolgan iymek si1ziq korinisi korsetkishli funkciya grafigine ugsasligi
korinip tur. Bul funkciyani b(t) dep belgilep, (bul jerdet>0), b(t) =20-2"" =10-2
korinisinde jaza alamiz. £\

Uliwma jagdayda, b(t) =b,a' nizami menen 6zgeretugin mugdar (bul jerde

b, >0, a>1, t>0) eksponencial ésiwshi mugdar delinedi.

Toémendegi juwmaqga iye bolamiz:
Eger populyaciyanin mugdarliq 6siwi onin daslepki sanina proporcional bolsa,
bunday populyaciya eksponencial kobeyedi.

“Eksponencial 6siw” ibarasi adette qanday da tez, toqtawsiz 0siw procesin
anlatadi. Maselen, janzatlar populyaciyasi, gandayda bir mamleket xalqinin tez
6siwin baspasozde solay tariypleydi.

2-musal. Epidemiologiya xizmetinin magliwmati
boyinsha, tishqganlar populyaciyast mugdar1 qolay
sharayatlarda har haptede 20% artadi eken. Déslep
100 dana tishgan bolsa, olardin populyaciyasi
mugdar1 ganday nizam menen 6siwin tabif.

Eger P, dep n hapte dawamindag1 populyaciya
mugdarin belgilesek, tdmendegilerge iye bolamiz:
P,=100 (daslepki mugdar), P,=P,-1,2=100-1,2,
P,=P,-1,2=100-(1,2)?, P,=P, 1,2=100-(1,2)3,

(e2)



ham t.b. n haptede populyaciya mugdari
P.=100-(1,2)" bolad1. A

Kalkulyatordan paydalanip, saykes manislerdi esaplasaq, tomendegi grafikke
iye bolamiz:

6 haptede populyaciya mugdari 3 marte artiw1 korinip tur.

3- misal. Entomolog ilimpaz shegirtke populyaciyasinif awil xojalig1 atizlarina
ztyan jetkiziwin uyrengende zityan korgen jer maydanlar A,=1000 -2°2" (gektar)
nizami menen 6zgeriwin aniqladi, bul jerde n héapteler sani.

a) Daslep qanday maydanga ziyan jetkizilgen?

b) 1) 5; I1) 10 haptede ganday maydanga ziyan jetkiziledi?

c¢) Kalkulyatordan paydalanip, 12 haptede qanday maydanga ziyan jetkiziliwin
tabin.

d) Ziyan korgen maydan menen hapteler san1 arasindagi baylanis nizamiinin
grafigin s1zin.

a) A,=1000-2°20=1000 (gektar). Demek,
daslep 1000 ga maydanga ziyan jetkizilgen.

b) 1) A,=1000-2%25=2000 ziyan korgen
maydan 2000 (ga) ga ten.

1) A,,=1000-20>10=4000 ziyan korgen
maydan 4000 (ga) ga ten.

c) A,,=1000-20212=1000-224=5280 z1yan
korgen maydan shama menen 5280 gektarga ten. A\

4-misal. Radioaktiv jemiriliw natiyjesinde
massast 20 gramm bolgan radioaktiv zat har jili
5% ke kemeyedi. W, dep zattin n jildagi massasin
belgilesek,
W,=20 g;
W,=W-0,95=20-0,95 g;
W,=W,-0,95=20-(0,95)? g;
W,=W,-0,95=20-(0,95)% g;
W,,=20-(0,95)?°=7.2 g;
W,00=20-(0,95)'90=0,1¢
tenliklerge iye bolamiz.
Bunnan W, =20-(0,95)".

b(t)=b,a' nizami1 menen 6zgeretugin mugdar (bul jerde »,>0, 0<a<l1, t>0)

eksponencial kemeyiwshi mugdar delinedi.

5- misal. Paydalaniligan dari insan denesine aste-sekin sinip, onin t saattan son



qalip atirgan mugdari (dozast) D(1)=120-(0,9)! (mg) nizam1 menen 6zgeredi.
a) t=0, 4, 12, 24 saat bolganda D(t) ni tabin.
b) Daslep insan denesine qanday doza kirgizilgen?
¢) a) dag1 magliwmatlardan paydalanip, D(t) grafigin suwretlen, bul jerde t>0.
d) Grafikten paydalanip, 25 mg mugdardagi dari insan denesinde qansha waqut
qaliwin bahalan.
a) D(1)=120-(0,9)'mg
D(0)=120-(0,9)°=120 mg; | D(4)=120-(0,9)*<78,7 mg;
D(12)=120-(0,9)'?=33,9 mg; | D(24)=120-(0,9)%%=9,57 mg;
b) D(0)=120 bolgani ushin, daslep 120 (mg) dari kirgizilgen.
c) Us1 grafikten paydalanip, insan denesine
kirgizilgen 120mg darinin shama menen 15
saattan son 25 mg qaliwin aniglaymiz. £\
6-misal. Radioaktiv jemiriliw natiyjesinde
radioaktiv zat massasi
W =W -2-0.001t (o) nizam1 boyinsha 6zgeredi,
bul jerde t jillar.
a) Daslep zat qanday massaga iye bolgan?
t (saat) b) 200 jildan son zattin neshe procenti qaladi?
t=0 bolganda W,=W,-2°=W, boladi. Demek,
zattin daslepki massas1t W, eken. t=200 bolganda W,,,=W,-2-0.001200=\/-2-0.2~
~W,-0,8706. Demek, 200 jildan son zattin shama menen 87,1 procenti qalad. A
7- misal. Teniz qgaddinen (betinen) h km biyiklikke koterilgenimizde, atmosfera
h

basimi p=76-2,7 8(sm sinap baganasi) nizami menen 6zgeredi eken. 5,6 km
biyiklikte atmosfera basimi qanday bolad1?

8- musal. Teniz qaddinen (betinen) biyiklik h= 8000

0,4343
esaplanadi, bul jerde p,=760 mm sinap baganasi —teniz gaddindegi atmosfera basimi,
p bolsa h (m) biyikliktegi atmosfera basimi. Alpinistler tawga koterilgende basim
304 mm sinap baganasi bolganin anigladi. Alpinistler qanday biyiklikke koterildi?
_ 8000 760 73302 m.
' . 0,4343 “304 1\T
9- nusal. Radioaktiv zat massas1 waqit 6tiwi menen m(t) =m, (_) nizami
2

Ig% formula menen

boyinsha kemeyedi, bul jerde m, — daslepki waqittag1 massa, m bolsa t waqittag
massa, T —radioaktiv jemiriliw tezligin anlatiwshi koefficient (yarim jemiriliw dawirt).

Zattin hazirgi kinde saqlanip qalgan m massasin bilsek, neshe jilda massa m,
den m ge shekem kemeygenin taba alamiz:

(e5)



t=-T log, (mj
mO

Bunday qatnas tartyxiy izertlewlerde de qollaniliwin aytiw orinli.

10- nusal. Tabiyiy til sézligindegi sozler san1 waqit 6tiwi menen N(t)=N,e*
nizami menen kemeyiwi baqlangan, bul jerde N,— daslepki waqittagi sdzler sant,
N(t) — t (mun jillar) waqittagi saqlanip qalgan sézler sani, 4 — tilindegi sozlerdin
saqlanip qaliwin anlatiwshi koefficient.

Hazirgi kunde saqlanip qalgan sozler N(t) mugdarin bilsek, neshe jilda sozler
kolemi N, den N(t) ge shekem kemeygenin taba alamiz:

t= L In (&j
A N

0

11- masele. Daslep qala turginlar1 a adam bolip, turginlar sani har jili 10 %
ke artsa, turginlardin X jildan keyin qansha boliwin aniglawshi formulani tabin.
Quramali procent formulasi boyinsha, qala turginlar1 sani X jildan son

(100 +10

100
rilgende X jildan son turginlar sani1 qansha boliwin aniglaw mumkin boladi.
a=1000000 ham jillar san1 X boyinsha turginlar sanin aniqlawshi kesteni kel-
tiremiz:

j =a-(1,1)* boladi: Demek, y=a-(1,1)* formula jairdeminde a be-

X y X y
1 1 100 000 11 2 853 117
2 1 210 000 12 3 138 428
3 1331 000 13 3452 271
4 1464 100 14 3797 498
5 1 610 510 15 4 177 248
6 1 771 561 16 4594 973
7 1948 717 17 5054 470
8 2 143 589 18 5559 917
9 2 357 948 19 6 115 909
10 2 593 742 20 6 727 500

Keste boyinsha turginlar san1 5 jildan son 1 610 510 adam; 10 jildan son 2 593
742 adam; al 20 jildan son 6 727 500 adam bolad: eken. A
12-masele. Déslep qala turginlar1 a adam bolip, turginlar san1 har jili 2% ke

kemeyse, turginlardin X jildan keyin gansha boliwin aniglawshi formulani tabin.
Quramali procent formulasi boyinsha, qala turginlari sam1 X jildan son

\ J



100
berilgende X jildan son turginlar sanin aniglaw miamkin. a=2000000 ham jillar
san1 X boyinsha turginlar sanin aniglawshi kesteni keltiremiz:

Keste boyinsha turginlar san1 5 jildan son 1 807 842 adam; 10 jildan son 1 634
146 adam; al 20 jildan son 1 335 216 adam boladi eken. A\

=a-(100_2j =a-0,98" boladi. Demek, y=a-0,98* formula jardeminde a

X y X y
1 1 960 000 11 1 601 463
2 1 920 800 12 1 569 433
3 1 882 384 13 1 538 045
4 1 844 736 14 1507 284
5 1 807 842 15 1477 138
6 1 771 685 16 1 447 595
7 1736 251 17 1 418 644
8 1701 526 18 1390 271
9 1 667 496 19 1362 465
10 1 634 146 20 1335216

13- masele. Qala turginlar1 daslep a adam edi. Eger turginlar sani har jili 10%
ke artsa, turginlardin X jildan keyin qansha boliwin ham neshe jildan keyin & ese
arttwin aniglawshi formulani tabin.

y=a-1,1* ham masele shartinen y=k-a ekenin esapqa alip k=1,1* yamasa
x=log, k formula tabiliwi, malim. Témende turginlar san1 k ese artiw1 ushin
kerekli jillar sanin aniqlawshi keste keltirilgen:

k y k y k y

1 0 6 19 11 25
2 7 7 20 12 | 26
3 12 8 22 13 27
4 15 9 23 14 28
5 17 10 | 24 15 28

Kesteden, turginlar sani 2 ese artiwi ushin 7 jil;
5 ese artiw1 ushin 17 jil;
10 ese artiw1 ushin 24 jil kerek ekenligi, malim. A\

14- masele. Qala turginlari har jil1 2 % ke kemeyse ham de turginlardin das-
lepki san1 a adam bolsa, turginlardin X jildan keyin qansha boliwin ham neshe
Jildan keyin k ese kemeyiwin aniglawshi formulani tabin.

a

" boliwin inabatqa alip 1/k=0,98*

y=a-0,98 ham masele shartinen Yy =
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yamasa X=log,.(1/k) formula tabiliwi, malim. Tomende turginlar san1 k ese
kemeyiwi ushin kerekli jillar sanin aniqlawshi keste keltirilgen:

k 1/k X k 1/k X

1 1 0 11 0,090909 119
2 0,5 34 12 0,083333 123
3 0,333333 54 13 0,076923 127
4 0,25 69 14 0,071429 131
5 0,2 80 15 0,066667 134
6 0,166667 89 16 0,0625 137
7 0,142857 96 17 0,058824 140
8 0,125 103 18 0,055556 143
9 0,111111 109 19 0,052632 146
10 0,1 114 20 0,05 148

Kesteden, turginlar sani: 2 ese kemeyiwi ushin 34 jil;
5 ese kemeyiwi ushin 80 jil;
10 ese kemeyiwi ushin 114 jil kerek ekenligi, malim. A

I5-masele. 1935-j1l1 amerikal1 seysmolog Ch. Rixter jer silkiniwlerdi tyreniw
ushin 1 — 9,5 balliq magnitudalar shkalasin usinis qilgan. Bunda jer silkiniw
wagtinda juzege keliwshi seysmologiyaliq tolqin energiyasi intensiviik dep ata-
liwsh1 mugdar arqali bahalanadi. Rixter shkalasinda intensiviigi | bolgan jer
silkiniwdin R magnitudas: R=1gl formula jardeminde tabilad1 eken.

1966-j1l1 Tashkentte 5,2 magnitudali, al 2010-j1l1 Gaitida 7 magnitudali jer sil-
kiniw bolgan. Usi jer silkiniwlerdi intensivligi boyinsha salistirayiq.

Gaiti jer silkiniwi: 7=Igl,, bunnan 1,=107=10000000;

Tashkent jer silkiniwi: 5,2=Igl,, bunnan 1,=10°-2~158489,3;

Bunnan :—1z 63,1. Demek, Gaitide Tashkenttegige salistirganda shama menen
2

63 ese kushlirek jer silkiniw bolgan. A
Soraw ham tapsirmalar
1. Korsetkishli modelge misal keltirin.
2. Logarifmli modelge misal keltirin.
Shimigiwlar
192. Jerge garalmasa, t kiinnen son jabay1 otlar maydani A(t)=3-2%!t (kv. m)
bolgan jer maydanin gaplap, paydali 6simliklerge ziyan jetkizedi.
a) Daslep gqansha maydanga ziyan jetkizilgen?
b) 1) 2; 11) 10; 111) 30 kinde ganday maydanga ziyan jetkiziledi?
¢) a), b) da alingan magliwmatlardan paydalanip, ziyan kérgen maydan-

‘/.m\‘
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nin kunler sanina baylanis nizami grafigin sizin.

Aral boy1 ekologiyaliq sistemasin tiklew magsetinde kem ushirasatugin
haywanlar populyaciyasin kébeytiw proektinde ekologlar 25 jupliq

haywanlardi kobeyttirmekshi. 1zertlewler boyinsha, berilgen shérayat-

larda bul haywanlar populyaciyast mugdar1 P,=P,1,23" nizam1 menen
ozgeredi, bul jerde P, — n jildag1 haywanlar sani.
a) P, san1 neni bildiredi?
b) 1) 2; I1) 5; 111) 10 jilda ganday populyaciyaga iye bolamiz?
¢) a), b) da alingan maghiwmatlardan paydalanip, populyaciya mugdari-
nin jillar sanina baylanis nizaminin grafigin sizin.

194. Ximiyaliq reakciya tezligi V,=V,-2°% nizam1 menen 6zgeredi eken, bul
jerde t(°C) — temperatura.
a) 0 °C; b) 20 °C temperaturada reakciya tezligi qanday bolad1?
c) 20 °C temperaturadagi reakciya tezligi 0 °C temperaturadagi reakciya
tezligine salistirganda neshe procent artadi?

d) (MJ -100% manisin esaplan ham manisin tasindirin.
20
2017- jili Alyaska yarim ataw1 janindagi atawga ayiwlardin 6 dana jup-
l1g1 qoyip jiberildi. Daslep atawda ayiwlar joq edi. Ayiwlar populyaciyasi
B,=B,-2%8 nizam1 (bul jerde t - jillar) menen 6zgerse, esaplaw qurallari-
nan paydalanip, tomendegilerge juwap berin:
a) B, san1 neni bildiredi? Ol neshege ten?
b) 2037-j1lda ganday populyaciyaga iye bolamiz?
c) 2037-j1lg1 ayiwlar san1 2027-jildag1 ayiwlar sanina salistirganda neshe
procent artadi?
196. Radioaktiv ~ jemiriliw  natiyjesinde  radioaktiv ~ zat  massasi
W(1)=250-(0,998)t (g) nizam1 boyinsha 6zgeredi, bul jerde t — jillar.
a) Daslep zat qanday massaga iye bolgan?
b) 1) 400; 11) 800; 111) 1200 jilda zattin neshe grami qaladi?
¢) Joqaridagi magliwmatlardan paydalanip, W(t) nin grafigin siwretlen.
d) Grafikten paydalanip, zat gashan 125 mg mugdarda qaliwin bahalan.
197. Qaynap turgan suw suwitilganda onifi T temperaturast T (t)=100-2-002 °C

nizami menen o6zgeredi, bul jerde t - minutlar.
a) Daslep ganday temperatura bolgan?

b) I) 15; 1) 20 minuttan keyin temperatura neshege ten boladi?
¢) Joqaridagi magliwmatlardan paydalanip, W(t) nin grafigin stiwretlen.
d) Grafikten paydalanip, 78 minuttan keyin temperatura neshege ten bo-

liwin bahalan.
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198. Elektr shinjirindagi tok kushi 1,=0,6-2-5t(A) nizam1 menen 6zgeredi, bul

jerde t — sekundlar.

a) Daslep ganday tok ktishi bolgan?

b) 1) 0,1; 1) 0,5; I11) 1 sekundtan keyin tok kushi neshege ten boladi?

¢) Jogaridagi magliwmatlardan paydalanip, W(t) nin grafigin stiwretlen.
Tenizde d metr terenlikke salistirganda jaqtiliq L(d)=L,-(0,9954)¢ (kan-
dela) nizam1 menen 6zgeredi.

a) Teniz tibinde qanday jaqtiliq bolgan?

b) 1000 metr terenliktegi jaqtiliq neshe procentke kemeyedi?

200. 8 bakteriya populyaciyasi 2 saattan son 100 danaga shekem 6sti. Us1 sha-
rayatlarda qashan populyaciya 500 ge jetedi?

201. Mobil baylanis kompaniyas: magliwmatlar1 boyinsha, kompaniya mobil
baylanisinan paydalaniwshilar san1 N(t)=100000e%%* formula jardemin-
de anlatilad1 eken, bul jerde t — aylar. Hazirgi kiinde 3 mln paydalaniws-
hilar bar ekenligi belgili bolsa, kompaniya gashan jumis baslagan?

.Awqat mikrotolqinlt pechten alinganda, ol T(t)=80e *'* nizamina tiy-
karlanip suw1ydi, bul jerde t — minutlar. Hazir bolme temperaturasi 22°C
bolsa, neshe minuttan son awqat usi temperaturaga shekem suw1ydi?
Stiniy joldas bg{ikligi t (jillar) waqut 6tiwi menen H(t)=30000e %> n1izami1
menen 6zgeredi.

a) 2 jildan son biyiklik ganday boliwin esaplan.
b) Joldas 320 km biyiklikte bolsa, ol atmosferanin jogar1 qatlamlarinda
janip ketedi. Usi1 payitqa shekem gansha waqit 6tedi?

III BAP USHIN SHINIGIWLAR
204. Tenlemelerdi sheshin (204-205):
a) X*-1=0; b) 5x4-3x3—-4x2-3x+5=0;  ¢) 3x*—4x3-7x>—4x+5=0.
205. a) (X-3)(X+14)(x—15)=0; b) (4x+11)(3x—5)=0;
c) X*-15x2-16=0; d) x4+24x2-25=0.
206. Tensizliklerdi sheshin (206-208):
a) (2—X)(3X+1)(2x=3)>0;  b) (3X=2)(X=3)3(X+1)3(x+2)*>0.

207. a) x*+8x3+12x2>0; b) (16 —x2)(Xx2+4) (X2 +Xx+1)(x2—x-X)<0.
x*—2x?-8 3x—2 7X—4 1 2 3
22 TR L0: b <3; >1: d L < .

208. ) X2 +x-1 ) 2x -3 © X+ 2 ) X+1 X+3 Xx+2

Tenlemeler sistemasin sheshin:
X2 +y? =113, 5 X2y + xy* = 84,
Xy = 56; x*+y® =91



X2 +9xy +2y° =12, q x> —2xy +3y* =2,
9 2x% +3xy —4y* =1, ) X2 +xy+y°=3.

Tensizlikler sistemasin sheshin (210-211):
3x+5 10-3x _ 2x+7 3 2x—11+19—2x<

+ > -7—, 2X,
7 5 3 21 b 4 2
2) 7x 11(x+1) 3x-1 13-x ) ) 2x+15 x—1 x
2 > _ : >—+—.
3 6 3 2 9 5> 3
21 (x+2)(x2—3x+8)
2x? +2 < 5, x2 ~16 <0, 79 <0,
a1, b C)
X = X; —Xx*+16>0; 1—x2
—2>0.
X*+2x-8
Irracional tenlemeni sheshin:
a) V8X+1+~/3x—5=Tx+4+~/2x—2;
b) V2X+3+~/3x+2 —/2x+5 =/3x ;
o V3T . d)Vx—2-x-8> x5,
2x°—x-1
213. Sanlard salistirin (213-215):
3 3 5
a) 4,22 ham 1; b) 0,25 ham 0,2 %; ¢) (0,4) 2 ham 1.
214. V3 3 _4
a) 4°° ham 43 ; b) v/3°° ham 3°%; )2 ¢ him 8°.
215. 1 1
a) 2% ham 27; b) 79 ham 7 3; c) (g)ﬁ ham 372,
216. Funkciyanin aniglaniw oblastin tabin:
1
=y _ : __ 1 _ 32
= 5 ) b A A0 - 2 9 d - 3 .
a)y )Y Y] )y 7 o )Y
217. Funkciyanin manisler oblastin tabin:
a) y=2"; b) y=3+4"; ) y=-6" d) y=5"+1.
218. Tenlemelerdi sheshin (218-219):
: 2
a) 8 =25;  b)121" 7.1 =5.11* ~11; ©) 0,535 =22

219 a) 62X _52X—1 — 62X—1 +52X; b) 4X+3 +4X =130, C) 125X + 20X — 23X+1 .
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220.

221.

222.

223.

224,

225.

226.

2217.

228.

229.

230.

Tenlemeler sistemasin sheshin:

X+Yy =5, =2, 5 =25,
? {5 20,2 ) {0,12” =0,0%, 9 {3x+y =27.
Tensizlikti sheshin: ‘3
a) 4°<3; b)l6"-7-4"-8<0; ¢ 4X~51'X<%; d)6m2 1.
Sanlardi salistirin:
a) log,2 ham 2; b) log,5 ham 2-log,2; c) log,5 ham

log:2
e) log,,5 ham log,,6; d) log,3 ham log,4; f) 1g18,8 ham Ig6m.

Funkciyanin aniglaniw oblastin tabin: 3
X —_

a) y =log,(2x+7); b)y=log, (4-x°); ¢) y=log,(-8x); dy=lg-—.
3

Tenlemelerdi sheshin:

a) Ig(x-9)+Hg(2x-1)=2; b) log, Vx—3+log,Vx+3=2.
Tenlemeler sistemasin sheshin (225-226):
5y =1, lgx+lgy=4, log,, (3" +2") =1,
a) 2Iogz(x+y) :6, ng—lgy:6, C 3x+1_4.2Y:_5;
2°.5Y =40, log, x +5'*%" =4, 3.3Y =81,
3) 5.2 = 250; x’ =16; ¢ 3¥_3Y =24,
Tensizlikti sheshin:
a) log,(x* +x+1) >1; b) log, (x* +x—6)—log, (x +3) <1;
o) lg’x<Igx®-6; d) log,(4*-5-2* +13) > 2; e) 57 >2.
Funkciya grafigin sizif:
a) y=15sin(2x-1); b) y = 2¢os(2x —%) ; ¢) y=log,(1-X).
Salistirin: A
a) arcsin(— %) ham arccos73 ; b) arccos% ham arctg(-1);
¢) arctgy/3 ham arctgl; d) arccos(—%j ham arcsin L—gj
Esaplan:

NE

a) 2arcsin(— 73) +arctg(—1) +arccos % ;
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231.
232.

233.
234.

a3

b) arctg(—\/3_) +arccos (— ?J +arcsinl;

Tenlemeni sheshin (231-233):
a) 2cos?X+5sinx—4=0;  b) 3sin?2x+7cos’X—3=0;  c) 4tg>x—5Stgx+1=0.

a) 3sin®X+7sinXx—10=0; b) 2cos?X—5cosx+3=0; ¢) sin6X=sin3X.
a) coS7X=co0s2X; b) tg8x=tgl1Xx.
Tensizlikti sheshin (234-235):

. 1
a) sinx>—%; b) costs%; c) tg3x>1; d) sm2xs§.

a) sin4x£%; b) cosl0x>0; c¢) tggx§\/§; d) cos(Zx—%)so.

Baqlaw test tapsirmalari
1. Tenlemeni sheshin: sin6x=0.

A)X:En,nez; B)X:En,neZ;
6 5
C)x=£n,nez; D)X=£n,neZ.
4 3
2. Tenlemeni sheshin: cos2x=0.
A) x=2xnn, neZ; B) x==mn, neZ;
C)x:£+£n,nez; D)X:En,neZ.
4 2 3
3. Tenlemeni sheshin: tg4x = J3.
A)x=£+n—n,nez; B)x:£+n—n,nez;
3 4 2 4
C)x:£+n—n,nez; D)x=n—n,neZ.
12 4 4

4, Tensizlikti sheshin: sin2x>3.
A) X = 7, neZ;‘ B) O ‘C)x:g+nn, nez: |D)x=2rn nez.

5. Tensizlikti sheshin: cos2x<3.
A) (—o0;+00); B) &; C) (==;0); D) (0;+c0).

\\



Aniglaniw oblastin tabin: y=12x.
A) (=005 +00); B) (0;+x);  C) (—0;0); D) @.

Aniglanmiw oblastin tabin: y=log,(3 —x).
A) (3;+0); B) [3i+);  C) (—;3); D) (=0;3].

Esaplan: arcsin%.

T T T
A) —; B) m; C) —; D) —.
) 5 ) ) 1 ) c

, 3
Esaplan: arccosT.
T n T T
A) —; B) —; C) —; D) —.
) 3 ) 5 ) 5 ) 1
Esaplan: arctgl.
T T T T
A) —; B) —; C) —; D) —.
) 3 )5 ) 5 )
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IV BAP
C KOMPLEKS SANLAR )

KOMPLEKS SANLAR HAM OLAR USTINDE
86-87 = AMELLER. KOMPLEKS SANDIi SUWRETLEW

Kompleks sanlar

Kompleks sanlar haqqindagi bilimlendiriw ilim hdm pande, dara jagdayda,
matematikada bolek orin tutadi. Tez rawajlanip atirgan bul oblast texnikada,
sonday-aq, ondiristin koplep salalarinda juda ken qollaniwga iye. Usi sanlar
haqqinda ayirim magliwmatlard: keltiremiz. Dara jagdaydagi bir misaldan
baslayiq.

x2+4=0 tehlemeni sheshiw procesinde X,=2 +/—1 ham x,=—2 V-1 “sanlar” payda
boladi. Haqiyqiy sanlar arasinda bolsa bunday ‘““sanlar” joq. Sonday jagdaydan
qutuliw ushin -1 ge san dep garaw zarurligi payda boladu.

Bul jana san hech ganday real mugdardin 6lshemin, yamasa onin 6zgeriwin
anlatpaydi. Usi sebepli v—1 di jorimal (qiyalty, haqiyqatta bar bolmagan) birlik
dep ataw ham arnawli belgilew gabul qilingan: ~1=i. Jorimal birlik ushin
12=—1 tenlik orinl1 boladu.
a+bi korinisindegi anlatpani qaraymiz. Bul jerde a ham b lar qalegen haqiyqiy
sanlar, i bolsa jorimal birlik.

a + bi anlatpa haqiyqly san a ham jorimal san bi lar “kompleksi”’nen ibarat
bolgan1 ushin on1 kompleks san dep ataw qabil qilingan.

a+bi anlatpa algebraliq korinistegi kompleks san dep ataladu.

a+bi di “algebraliq korinistegi kompleks san” dewdin ornina qisqaliq ushin
“kompleks san” dep ataymiz. Kompleks sanlardi bir harip penen belgilew qolay.
Maselen, a+bi di z penen belgileyik. z=a+bi kompleks sannin haqiyqiy bolegi
a n1 Re(z) (fransuzcha réelle — haqiyquy) kibi, jorimal bdlegi b ni1 bolsa Im(z)
(fransuzcha imaginaire —jorimal) kibi belgilew gabil qilingan: a=Re(z), b=Im(2).
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Eger z=a+bi kompleks san ushin 5=0 bolsa, haqiyqily san z=a payda bolad:.
Demek, haqiyqiy sanlar kopligi R barliq kompleks sanlar kopligi C nin tles
kopligi boladi: R c C. ules kopligi

1- misal. z,=1+2i, z,=2-1, z,=2,1, z,=2i, z,=0 kompleks sanlardin
haqiyqty ham jorimal boleklerin tabin.

Kompleks sanlardin haqiyqiy hdm jorimal boleklerinin aniglamalar1 boyinsha
tabamiz:

Re(z,)=1; Re(z,)=2; Re(z,)=2,1; Re(z,)=0; Re(z,)=0;

Im(z,)=2; Im(z,)=-1; Im(z;)=0; Im(z,)=2; Im(z,)=0. A

Kompleks sanlar ushin “<”, “>" gatnaslar1 aniglanbagan, lekin ten kompleks
sanlar tusinigi kirgiziledi.

Eki komlpeks sannin haqiyqiy ham jorimal bolekleri, saykes turde, ten bolsa,
bunday kompleks sanlar 6z ara ten dep ataladu.
Maselen, Z,:1,5+% I ham 22:g+0,8i sanlari ushin Re(z,)=Re(z,)=1,5;
Im(z,)=Im(z,)=0,8. Demek, z,=z,.

Bir-birinen tek gana jorimal bodleklerinin belgisi menen pariglanatugin eki
kompleks san 6z ara tuyinles kompleks sanlar delinedi. z=a+bi kompleks

sanga tiyinles kompleks san Z=a—bi korinisinde jaziladu.

Maselen, 6+7i ham 6—7i ler tuyinles kompleks sanlar esaplanadi: 6+7i=
6—71. Us1 Kibi 7 sanina tyinles san Z = z boladi. Maselen, 6+7i =6-TI=6+7i.
a haqiyqiy sanga tuyinles san a nin 6zine ten: a =a+0-i = a — 0-i =a. Biraq,
bi jorimal sanga tlyinles san bi =—bi bolad1. Sebebi bi = 0+bi =0—bi=—bi.

Kompleks sanlar ustinde arifmetikaliq ameller
Kompleks sanlar ustinde arifmetikikaliq ameller tdmendegishe aniglanadi:

(at+bi)+(ctdi)=(atc)+(b+d)i; )
(a+bi)—(ctdi)=(a—c)+(b—d)i; (@)
(atbi)(ct+di)=(ac—bd)+(ad+bc)i; 3)

a+bi_ac+bd+bc—adi @
c+di  c*+d* c+d®

(1) ham (2) tenliklerdi tikkeley qollamiw qiyin emes. Kompleks sanlardi kobey-
tiw amelin i>=—1 ekenligin itibarga alip, kop agzalini kobeytiw kibi orinlaw
mumkin.

2- musal. Qosindini tabin: (3+7i)+(—5+41).

Qosindini tabiw ushin (1) formuladan paydalanamiz:

(B+71)+(=5+41)=(3+(=5))+(7+4)i=—2+11i. A



3- misal. Ayirmani tabin: (13—7i)—(=5+41).
Ayirmani tabiw ushin (2) formuladan paydalanamiz:
(13=71)—(=5+41)=(13—-(-5))+(-7-4)i=18—11i. A

4- misal. Kobeymeni tabif: (2—i)-(%+2i).

Qawsirmalardi ashamiz ham i2=—1 ekenliginen paydalanamiz:

(2-1i)- §+2i :2-§+2-2i—i-§—2i2 :§+4i—§i+2:z+Ei A
4 4 4 2 4 2 4
a+bi . . , gt A1t car
di bolinbeni esaplaw ushin, onin alimi ham boélimin bolimnin “tayinlesi”
c—di ge kobeytip, tiyisli amellerdi orinlaw kerek.
5- misal. Boliw &melin orinlan: 21 -,
-3+ 2i
2—-i  (2-i)(-3-2i)) 6-4i+3i-2 -8-i -8 1.

—3+2i (-3+2i)(-3-2i) (-3)*-(2i)> 13 13 13 A
z+w=0 tenlikni ganaatlandiriwsh1 z, w kompleks sanlar 6z ara garama-qarsi
sanlar delinedi. z kompleks sanina garama-qarsi sand1 —z penen belgilew gabil
qilingan. z=a+bi kompleks sanga qarama-qarsi bolgan tek gana bir kompleks
san bar ham bul san —z=—a—5bi kompleks sannan ibarat.
zw=1 tenlikti ganaatlandiratugin z ham w kompleks sanlar oz ara keri kompleks
sanlar delinedi. z=0 sanga keri san joq. Har ganday z#0 kompleks sanga keri

kompleks san bar. Bul san 1 saninan ibarat.
YA

Kompleks sandi tegislikte suwretlew

Meyli, tegislikte tuwr1 muyeshli Dekart y
koordinatalar sistemasit berilgen bolsin. Ol
jagdayda z=a+bi kompleks sanga tegislik-
te koordinatalar1 (a; b) bolgan noqat saykes
keledi.

Bul usil menen suwretlewde a+0i kompleks [ z=2-j
sanga (a; 0) koordinatali nogat, 0+bi komp- 1- rasm.
leks sanga bolsa (0; b) noqat saykes keledi.

Sonin ushin da Ox késher haqiyqiy ham Oy
kosher jorimal koésher delinedi (1-suwret).

z==—3 O 1 : 2 a X

a+bi kompleks sand1 tegislikte a ham b koordinatali vektor kibi de suwretlew
mumkin (2-suwret). Bul bolsa kompleks sanlardi qosiwda vektorlardi qosiwdin
parallelogramm qagrydasin qollaniw mimkinshiligin beredi (3-suwret).
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2-suwret. 3-suwret.
Soraw ham tapsirmalar

1. Jorimal birlik degen ne? Nege oni kirgiziwge talap sezildi?

2. Kompleks sannin algebraliq korinisin jazin, misal keltirin

3. Eki kompleks san qashan ten delinedi? Misal keltirif.

4. Eki kompleks sannin qosindisi, ayirmasi, kdbeymesi, bolinbesi
qalay aniglanadi? Misallarda tisindirin.

5. Qarama-qarsi kompleks san degen ne?

6. Tayinles kompleks san degen ne?

7. Oz ara keri kompleks sanlar degen ne? Misallar keltirin.

8. Kompleks sandi1 vektor kibi suwretlen? Misal keltirin.
Shimigiwlar
1. Kompleks sanlardin haqiyqiy ham jorimal boleklerin aytin:

) z=-3+7i; 2)2:4—%i; 3)z=-2-5i;
4)z=-57+5i; 5)z=5i; 6)z=09;
7)z=-7+3i 8)z=8—%i; 9)z=-5-6i;
10) z =-5,7-5i; 11) z = -5i; 12)z =90.

2. Kompleks sanlard1 algebraliq korinisinde jazin:

1)Re(z)=4, Im(z)=-5; 2)Re(z)=-2, Im(z)=3;
3)Re(z)=0, Im(z)=8; 4)Re(z)=7, 1Im(z)=0;
5)Re(z)=6, Im(z)=-7; 6) Re(z)=-3, Im(z)=4;
7)Re(z)=0, Im(z)=9; 8)Re(z)=2, Im(z)=0;
9) Re(z)=12, Im(z)=20.



3. Ten kompleks sanlardi korsetin (3—4):
1) 2—4i;| 2) 2+3i; |3)§+i; |4) J121-7i; | 5) 33+ 4 4i; |6) 38 +3/27i.

1) 4-3i; [2)1+3; | 3)%+i;| 4) V16 —/9i; | )3+ 4i; | 6) 327 + Y/64i.

S. zsanina tayinles bolgan z sand1 tabin (5-6):
)z=5-3i; 2)z=-5+3i; 3)z=1-i; 4)z=2+3i, 5)z=-T7-I.
6. 1nz=72; 2 z=6i; 3) 2=16-0i;  4)z=—2i+(=7+3i).
7. Qosindini tabin (7-8):
1) (-5+3i)+(2-i); | 2) (-3)+(3—4i); | 3) 2+5i)+(—2-5i); | 4) (—4i)+(3.6-3i).
. 1) (8-3i)+(8+3i); | 2) (~745i)y+(7-5i); | 3) 9i+(3-8i); | 4) —17i+(=9+16i).
9. Ayirmani tabin (9-10):
1) (3+4i)—(4+2i); 2) (4—6i0)—(3+2i); 3) (2+4i0)—(—4+2i).

10. 1) (5+41)—(5—-41); 2) 7—(8+5i); 3) 7i—(61+3).
11. Kobeymeni tabin (11-12):
1) (4+61)(3+41i); 2) (5+8i1)(3—-2i); 3) (6—41)(3-61).

12' D) (-3+2i)(8-4i);  2) (%“j@”j; 3) (gmj@_mj’

Boélinbeni tabin (13-14):

. 2+2i 5 4-5i ; 3+4i y 2+3i 5 4-5i
) 1-2i° ) 3+2i° ) 3-4i’ ) 4-3i° ) 3+2i°
: 4-5i 5 3 3 5-2i A 7 s 7+4i
) —2+3i”’ ) 5-2i’ ) 37 )13—i’ ) 5-6i
Amellerdi ormnlan (15-16):
(3-4i)(4-3i) (4-i)(3+2i) S-21
24 D3 3) (2+i)(1-i)-
) (1+i)(3-i)° )23 253 )i T2
17. Kompleks sanlardi tegislikte sawretlen (17-18):
1) z=3+4i; | 2)z=3—-4i; | 3)z=—3+4i; | 4)z=-3-4i; | 5)z=2i.
18. 2+i

1) z=4-2i; | 2) z=5+3i; | 3) 2 => | 4) 2=2-i)(1+i); | 5) z=+)(2-i).
—1
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r (cos@+ising) ham r-ei* (r>0, 0<¢@<2n)
88 KORINISINDEGI KOMPLEKS SANLAR

Bul temada kompleks sannin trigonometriyaliq ham korsetkishli korinislerin
uyrenemiz.

Trigonometriyaliq kérinisindegi kompleks sanlar

Tegislikte tuwr1 muyeshli Dekart koordinatalar sistemasi berilgen bolsin. z=a+bi
kompleks sanga (a; b) koordinatali A noqat saykes qoyilgan, deyik. Koordinatalar
bast O hdm A nogqatlarin tutastirp OA vektordi payda etemiz (4-sawret).

O noqattan A noqatqga shekem bolgan r=0A araliq kompleks sannini moduli,

abscissa kosherinin on bagiti ham de OA vektor arasindagi (¢) muyesh komp-
leks sannin argumenti delinedi.

0<r<+w, 0<@<2m, r=+a’+b?, COS(sz, sin(p:E.
r r

4-sawret.
Kompleks sannin z =r(cos¢+ising) korinisine onifi trigonometriyaliq kori-
nisi ham z=r-e'? kérinisine bolsa korsetkishli korinisi delinedi. Kompleks sandi
trigonometriyaliq korinisinen algebraliq korinisine 6tkiziw ushin tomendegi

formuladan paydalaniladi: a=rcos, b=rsine.
I-nusal. Kompleks sanlardi trigonometriyaliq korinisinde jazin:

1)i; 2) —2i; 3) -1 i
1) z=i=0+1-i, a=0, b=1 r=+0*+1*=1, COS(p:%ZO, (p:g.

Demek, i =1| cos= +isin—~ , yagniy i =cosZ+isins,
2 2 2 2
2)r=2, ¢ :3?71 bolganlig1 ushin -2i = Z(Cos%ﬂsin S?Rj,

3) z=-1-i, a=-1 b=-] r=+2, cosp=- L o

7



Demek, —1— | =«/§(cos%+isin%).‘

2-nusal. Kompleks sanlardi korsetkishli korinisinde jazif:
Di; 2) —2i; 3) -1 —i.
I-misaldin esaplawlarinan paydalanamiz:

. 3. 57,
i=e2, —2i=2?, —1-i=+2e* A
Soraw ham tapsirmalar

1. Kompleks sannin moduli ne? Ol qalay esaplanadi?
2. Kompleks sannin argumenti ne? Misal keltirin.
3. Kompleks sannin trigonometriyaliq korinisin tusindirin.
4. Kompleks sannin korsetkishli korinisin tasindirin.
5. Eylerdin belgili (ataqli) formulasin dalillen: e"=—1.
Shimigiwlar
19. Kompleks sannin modulin tabin (19-20):

1) z=-2+3i; 2)z=-2+3i; 3)z=1+V3i; 4)z=+8-i.

1)z2=6-8i; 2)z=2+23i; 3)z=+3+i; 4)z=2i
21. Kompleks sannin argumentin tabin (21-22):

20.

3 1. 2 2. 1 3. :
1) z:§+—|; 2) z:§+§|; 3) Zza—él; 4) z=22i.
“ 1) z=5 2) z=-2i; 3) z:g—gi.
23. I;%mzpdlfeks sand1 trigonometriyaliq ham korsetkishli korinisinde jazin
(1) z_=—)é—2i; 2)z=2-2i; 3)z=+3-i; 4)z=1-43i
= ) z=+2-2i; 2) Z=%—§i; 3) z:g—gi; 4) z=?+%i.

TRIGONOMETRIYALIQ KORINISTE BERILGEN
89-90_KOMPLEKS SANLARDIN KOBEYMESI HAM BOLINBESI

Trigonometriyaliq koriniste berilgen kompleks sanlardi kobeytiw
z, =1, (cose, +ising,), z,=r,(cose,+ising,) trigonometriyaliq korinistegi
kompleks sanlardin kobeymesi ushin tomendegi formula orinli:
2,-2, =1, 1,[ COS (@, + ;) +isin(o,+9,) ] (1)

(1)



Z, ham z, trigonometriyaliq korinisindegi sanlardi boliw ushin bolsa

z, T .
2_2 = Tz[cos((p2 - (pl) +isin ((pz - (Pl)] formula orinli, r #0. (2)

1 1
I- misal. 7, =3(c0s20°+isin 20°) ham z, = 2(c0s35°+isin35°) kompleks san-
lard1 kobeytin.

Jogaridagi qagiyda boyinsha, kobeymeni tabamiz:
2,-7, =3-2(c0s(20° +35°) +isin(20°+35°)) = 6(c0s55° +isin 55°).
9 musal. & =2(c0s140°+isin140°), z, =3(cos150°+isin150°) va 5 cos
ham z; =5(c0s70°+isin 70°) kompleks sanlardi kobeytin.

Joqaridag1 gagiyda boyinsha kobeymeni tabamiz:
2,2, 2, = 2-3-5[ c0s(140° +150°+ 70°) +isin (140° +150°+ 70°) | =30 cos360

=30(c0s360°+isin360°) = 30.
3-musal. 7, =6(cos50°+isin50°)hamz, = 2(c0s 25° +isin 25°) kompleks sanlar
boélinbesin tabin.
Boliwdin qagiydasina muwapiq:
L g[cos(50° —25°)+isin(50° - 25°) | = 3(cos 25° +isin 25°).
Z,
Natural darejege koteriw

z=r(cos@+ising) kompleks sand1 kvadratqa koteriw ushin kompleks sanlardi

kobeytiw formulasi (1) den paydalanamiz:
22 =r?(cos@+ising)’ = r?(cos2¢p+isin 2¢). Sonday-aq,
2° =[ r(cosq+isin (p)]3 =r3(cos3p+isin3p). (3)

Uliwma, Muavr formulas: dep atalatugin usi

2" = [r(COS(PJr isin (P)]n =r"(cosne+isinne) formula orinli, bunda neN.

4- misal. 7 =3(cos15°+isin15°) kompleks sandi kubqa koterin:

(3) formula boyinsha:

. 27 . 27 .
2% = 27(c0s45°+isin 45°) = =~ (V2 +iv2 ) === (1+i).
( )= (N2 +iv2) = 2L a+)
3.
S-misal. 7= §+7| kompleks sannin 10-darejesin tabin.

Aldin berilgen sannih moduli hdm argumentin tawip, on1 trigonometriyaliq
koérinisinde jazip alamiz: r= %Jr% =1 ¢ :%: 60°, z =1-(cos60°+isin60°), bul
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jerden:
7'° = (cos600° +isin 600°) = cos 240° +isin 240° = —%—%i :
Soraw ham tapsirmalar

1. Trigonometriyaliq korinisindegi kompleks sanlar qalay kobeytti-
riledi? Manisin ashin ham aytin.

2. Trigonometriyaliq korinistegi kompleks sanlar qalay bolinedi?
Manisin ashin ham aytin.

3. Trigonometriyaliq korinistegi kompleks sanlar darejege qalay

koteriledi?
Shimigiwlar
27. Kompleks sanlardi kobeytin (27-28):
J3 T ... 1 T .. T
1) z, =—(cos—+isin— ha Z, =—(cos—+1sin—);
)z =" (cos  +ising)  ham o 2, = (cos+isin )
2) 7, = (cos E +isin &) z, = 3(CoS— +isin=).
3 9 9 ham 3 3
28. 1 - -
1) z, =—=(cos—+isin— ; 72, =/3 CoS T+ 1Sin w);
) 1 \/§( 12 12) ham 2 ( )
T .. T 1 T .. T
2) z, = 2(coOS—+1sin— Z, =—(Cos—+Isin—).
) n=2 18 18) ham 2 2( 2 2)

29. Kompleks sanlardi bolin (29-30):

1) 7, :\/E(cosgﬂsing) ni z, :2(cos%+isin%) ga;

2) :8(cos%+ising) ni Z, :4(cos%+isin%) ga.
0 1) z, =cos%+isin%n ni Z, =cosg+ising 9a;

2) 7, =§(cos%n+isin5§) ni z, =%(COSZ—;+iSin2§) ga.

31. Kompleks sandi darejege koterin (31-32):
T .. T\, T . . T\e. T . . T\7
1) (3(cos— —))”; 2) (V3(cos—= =))°; 3) (vV2(cos= =)'
) ( (coslS+|sm15)) ) (f(cos3+|3|n 3)) ) ( (cos7+|sm 7))

T . .o T\\4 TT . .. T0\10 T .. T \11
1) (4(cos—+isin—=))"; 2) (cos—+isin—)"; 3) (coOS—+isin—)".
. ) (4( 1 4)) ) ( T 15) ) ( 25 22)

(e2)



Amellerdi ormlan (33—-34):
5 4 4 A3
(1+i)’ (V2-i) ) (1-i)* (V2+i) ; (L)

1) 4 4 ! ) -\10 \10 .7
(1-1)(1++21) (1+1) (L-0) —(L+i) -
2+5i 2-5i 12451 (2-i)" 534 5+6i
Do s s 2 e s 12 )34 561

91 = KOMPLEKS SANNAN KVADRAT KOREN SHiGARIW

z=r(cos+ising) korinisindegi kompleks sannan kvadrat koren shigariw
ushin izlenip atirgan kompleks sannin modulin X ham argumentin y dep tomen-
degi tenlikti jazamiz:
\/I‘(COS(|)+ ising) =x(cosy+isiny).
Tenliktin eki bolegin kvadratga koterip,

r(cose+ising)=x*(cos2y+isin2y) ham de x’=r, 2y = ¢+ 27n bolganliqtan

x=+r, y= %+ mn, N€Z qatnaslarin tabamiz. Demek, izlenip atirgan z kom-

pleks sannin kvadrat koreni ushin
21
Jr [cos isin 2~ }
b= 2 2

formula orinli. n ge 0, £1, £2, ... manislerin qoyip, tarli korenlerdi tabamiz.
Tekseriw natiyjesinde tek gana 2 dana tarli manis bar ekenligi aniglanadi, yagniy

n=0 de Blzf(cos(g+|5|n j (1)

n=1 de Bzzﬁ{cos(g j+|sm(2 ﬂ )

I- misal. 7 =9(cos60°+isin60°) kompleks sannan kvadrat koren shigarin.

Jogaridagi formula boyinsha, kvadrat korenlerdi esaplaymiz:
V7 =3[ cos(30°+180°n) +isin (30°+180°n) | .

Bul formulada
N=0 ushin \/z =3(cos30°+isin 30°):g(\/§+i) ham

n=1 ushin \/7 = 3(cos 210" +isin 210°) = _E(\@ +i) kvadrat korenler tabilad1. 4,
2

Kompleks sannan kub koren shigariwda tomendegi formuladan paydalaniladi:



60°n isin(P+360 n),

zZ, = %/r(cos<;>+ ising) = x(cos y +isin y) =¥r (cos
n=0, 1, 2.

Bul tabilgan sanlar Dekart koordinatalar sistemasinda oray1 koordinata basinda
ham radiust ¥/r bolgan shenberge ishley sizilgan duris ishmuyeshlik tobele-

rinen ibarat boladu.
2- misal. z=1 kompleks sannin kub korenin tabin ham sizilmada korsetin.
Bul sannin moduli r=1 ham argumenti ¢=0° bolgan1 ushin,
STV SNMLE L RS

Bul jerden: n=0 de z,=1-(cos0°+isin0°)=1,

1 f
i %,
n=2 de z,=1-(cos240°+isin240° :_%_ 5

Bul sanlar duris ushmuyeshliktin tobelerinen
ibarat ekenin 5-sawretten koriwimiz mamkin.
Kompleks sannan 4-dérejeli koren shigariwda

n=1 de z,=1-(cos120°+isin120°)=—

tomendegi formuladan paydalaniladi: 5_swret
z, =4[r(cosp+ising) = (‘ﬁ(cos 0+3607 i (p+3460 j

bul jerde n=0, 1, 2, 3.
3- musal. z=1 kompleks sannan 4-darejeli koren shigarin.

Bul sannin moduli r=1, argumenti ¢=90° bolgan1 ushin
90°+360°n T sin 90°+360°n j

z, = 4/1(cos 90° +isin 90°) =1- (cos
Bul jerden: n=0 de z,=c0s22,5°+isin22,5°,
n=1 de z,=cosl12,5°+isin112,5°,
n=2 de z,=c0s202,5°+isin202,5°,
n=3 te z,=c0s292,5°+isin292,5°.
Bul sanlar oray1 koordinata basinda ham radiusi
1 bolgan shenberge ishley sizilgan kvadrattin ush-
larinan ibarat bolad1 (6-suwret).

Soraw ham tapsirmalar

1. Kompleks sannan kvadrat koren gaysi formula arqali tabiladi?
2. Muavr formulast degen ne? Onin manisin ashin hdm aytip berin.

(&)



Shimigiwlar
35. Kompleks sannan kvadrat koren shigarin (35-36):

1) z:25(cosﬁ+i-sin£); 2) z:i(coslﬂ-sinij;
3 3 4 18 18
T . . T 3t . . 3m
3) z=cos—+i-sin—; 4) z=coS—+1-Sin—;
5 5
5) 2:2(cos£+i-sin£]; 6) z:i(cosﬁﬂ-sinﬁj;
30 30 49 8 8
7) z=cos£+i-sin£; 8) z:coss—n+i-sin3—n;
10 10
36.
)z=2 cos = +j-sin =~ ; 2) z:i Cos = +j-sin =~ ;
3 3 2 8 8
T . . T, 3n . . 3w,
3) z=cos—+i-sin—; 4) z=c0S—+1i-Sihn—;
4 4 2
T . . T 16 T . . T
5) z=2|cos—+i-sin— |; 6) z=—| cos—+i-sin— |;
2 2 9 8 8
7) 2:5(cos§+i-sin§); 8) 7=cos=+i-sin’.
IV bap boyinsha shimigiwlar
37. Esaplan:
1) (3+4i)(2-5i)+(3-4i) (2+5i); 2) (1+3i) - (4+i°);
1-2i)’
3 122)" 4) 5—7i +8i2 =913 +i*.
1+3i

38. Algebraliq korinisinde jazin:

1)22(1—\/§i]_ 2 12713 (Lr2i)' 4

i) 8+6i | i+3 )(@_i)z'
39. Esaplan (39-42):
D)% 2 ) (2Ea) ey,
V3+i ’ 24/3 - 2i J2-i 10
4 ;5 ; 6 .
)( 1-i J )(—1+i)(ﬁ+«@i) )[ 1+i j



40. 2+i) 1+2i)’ —iY
PP o) R I ) BT 3)z=[1—fj ;
3—4_| 2 _1+|
2) z=3+2_|—i7; 5) (4—|) 6) 2_3_|.
1+4i 3+4i’ 1-4i
41. - - : 02
— 2_
1)2+5!+2 5!; 2) 12+5_|+( |? ;
2-51 2+5i 6—8i 1—2|2
. . 4+3i)(2+3i)
3) (2-3i) —(2+3i)°; 4 ( :
) )= ) ) 6+8i
. N~ N~ 2 -\2
5) 33+5i  2-5i, 6)12 5_|+( +|?_
2-51 2+5i 6 —8i 1-2i

42.

1) (2—2i)-2J§(cos70°+isin70°); 2) (COS(—EJ+|S|H(——jJ (J_ 3|)

43. Boliwdi orinlan:
1) 5(005100 +|S|n100) (\/; ; ] 2) (6+6i):3(cos75°+isin75o).

44. Darejege koterin:

-\ 2) coss—n+isin3—n 4' =t
D (1-+3i) 4 4)’ f f
5 3n .. 3m 10_ L
4) (1—\/§i) : 5) (COST+ISIHTJ : I
Kvadrat korendi esaplan:
1) V-27i; 2) \/6—6431i; 3) /8+83i; —256.

Tenlikti tekserin:

o[ [

2 2

sin 26°+1ic0s154°)-(sin 27°+i 005153")3
sinl17°—icosl7°
Kub korendi esaplan:
i+, ¥ 9B/ ;- p s
4-darejeli koren shigarin:

1) 4-1; 2) 4/16; 3) Y1+i; 4y 4h—i; 5) 4/-16.
(87)

5 | 1,



Baqlaw jumisi namunalari
1. Esaplan: (35-71)-(4—061).
8—i
40+3i

2. Boliwdi orinlan:

3. Kobeytin:
3(cos5°+isin5°)-8(cos3°+isin3°).

Darejege koterin:  (3(cos4°+isin4d®))°

Kvadrat koren shigarin: /64i .

JUWAPLAR
III bap
73. a) Barliq x abscissalar tarli bolgani ushin bul funkciya boladi; b) eki noqatta x abscissalar
birdey bolgani ushin bul funkciya bolmaydi; ¢) barliq noqatlarda x abscissalar birdey
bolgani ushin bul funkciya bolmaydi; d) barliq x abscissalar tarli bolgani ushin bul funkciya
boladi; e) barliq x abscissalar trli bolgani ushin bul funkciya boladi; f) barliq nogatlarda
X abscissalar birdey bolgani ushin bul funkciya bolmaydi. 74. a) Funkciya; b) funkciya; c)
funkciya; d) funkciya emes; e) funkciya; f) funkciya emes; g) funkciya; h) funkciya emes. 75.

Yagq, har qanday vertikal tuwr1 funkciya bolmaydi. 76. Yaq, y =+y/9—x*. 77.a) 2; b) 8; ¢)

B

—1;d)—13;e) 1. 78.a) 2; b) 2;c) —16; d) —68; e) % 79.2)-3;b)3;¢)3;d)-3;¢) % 80. a)
7-3a;b) 7+3a; ¢c) —3a-2; d) 10-3b; e) 1-3x; f) 7-3x=3h. 81. a) 2x>+19x+43; b) 2x>—11x+13;
¢) 2¢-3%-1; d) 2X-3x2-1; €) 2Xx—2; f) 2x¢-+4hx-+2h>+3x-+3h—1. 82. a) I) -%; ) —%;

1) _4 ; b) x=4. 84. V(4)=6210. Bul tskenenin 4 jildan son bolatugin bahasi. t=4,5 jildan
keyin tiskenenin bahas1 5780 boladi. Uskenenin daslepki bahas1 9650 ga ten.
85. 86. f(x)=—2x+5. 87. a=3, b=—-2. 88. a=3,
b=—1,¢=4.90.a) I) x>0, b) I1) 2<x<3;¢) I)
—2<x<0; 11) 0<x<2; d) 1) x<2; 1) x>2; e) 1)
XER; ) 1) XER; g) I) 1<x<5; 11) x<1,x>5; h) 1)
2<x<4, x>4; 11) x<0, 0<x<2; i) I) x<0, 2<x<6;
1) 0=<x<2, x>6. 92. a) V(0)=25000 evro. Bul
avtomashinanin daslepki bahasi;

b) V(3)=16 000. Bul avtomashinanin 3 jildan sofi bolgan bahast; c) t=5.

wBaltlo| 12345 |oaat|o|1][2]3][4]5
C| 60 | 105|150 195 | 240 | 285 V| 265254243232 221210




b)

b) C=60+45t; ¢) $352,50. c) V(t) = 265-11t; d) 1) 100 .

95. a) Awa; b) joq; c) awa; d) awa; e) awa; f) joq. 96. a) Yaq; b) awa; c) ha; d) awa; e) joq;
f) joq.
97. a) x=—3; b) x=—2 yamasa —3; ¢) X=1 yamasa 4; d) haqiyqty sheshimge iye emes. 98. a)
1) 75 m; 1) 195; 111) 275 m; b) 1) t=2 s yamasa t=14 s; 11) t=0 s yamasa t=16 s. 99. a) 40
min, 480 min; b) 10 yamasa 62.

100.a) [x|3[2/-1lol1][2]3]|o [x|3[=2[]o|1]2]3
y|1|2|3[2]1]6] 13 yl 6|1 |2[3[2[1]6

0 3l2]afol1]2 d) 3 |2lalo]1]2]3
y 15/ 8 3]0 |-1 10|/ 4lol2]2]0]4

e) 3l2]afol1]2]3]p 3|2l-1]o]1 3
y|25(16[9 4|1 ]0]1 y|-17]4][510]11]8




101.a)3;b)-1;¢c)—4;d) 1;¢) 5, 1) 0; g) 8; h)-5;1) 2. 102. a) 3; b) —6; ¢) 49; d) 15; e) 0; 1) 20.
105. a) x=3; b) x==5/2; ¢) x=1; d) x=—4; e) x=3; f) x=—4. 106. a) x=4; b) x==2; ¢) x=1; d)
x=11/2; e) x=5; ) x=—2. 107. a) x=—3; b) Xx=4; ¢) x=—5/4; d) x=3/2; e) x=0; f) x=7/10; g) x=3;
h) x=5/3; i) x=—4. 108. a) (2, 3); b) (-1, 4); ¢) (3, 8); d) (0, 3); e) (-3, -18); ) (1, —1); g)
(1/2,-5/4); h) (3/4,-7/8); 1) (6, 7). 109. a) y=2(Xx—1)(Xx-2); b) y=2(x-2)?; ¢) y=(x—1)(x-3); d)
y=—(X=3)(X+1); e) y==3(x—1)% ) y==2(x+2)(x-3). 110. a) y=3/2(x-2)(x—4); b) y=—1/2(x+4)
(%=2); ¢) y==4/3(x+3)?, d) y=1/4(x+3)(X-5); ) y=—(X+3)(x-3); f) y=4(x—1)(x-3). 111. a) 3m;
b) 0,5s; ¢) 4m.

113. a) b)
dawirli; dawirli
emes;
c) d)
dawirli dawirli
emes; emes;
114.a)  biyiklik(sm) b) Kosher tenlemesi maksimum dawir

amplituda saykes rawishte y=32; 64 sm; 200
sm; 32 sm ge ten.

115. a) dawirli; b) dawirli; ¢) dawirli; d)
dawirli emes; e) dawirli; f) dawirli.

116.a) 2; b) 8; ¢) (2,1); d) 8; e) y=T1.
araliq(sm)




119. a) 90°; b) 90°; c) 1080°; d) 600°; 120.
a) b=2/5; b) b=3; c) b=1/6.

121. a) y=3sinx; b) y=sinX-2; ¢) y=—2sinx—1;
d) y=sin2x; e) y=—4sin(x/2); f) y=sin(x/2); g)
y=2sin3X; h) y=2sin2x-3.




124. a) 120°; b) 1080°; c¢) 720°. 126. a) y=2co0s2X; b) y=cos(x/2)+2; c¢) y=—bxcos2x. 127.
T T T T T s

T=9,5c0s(30t)-9,5.130. 1) 0; 2) —;3) —;4) ——.131. 1) ——;2) ——;3) —; 4

))3)6)3 )4)6)2)

T T 51 T 4t 3n
——.132.1) —;2) —;3) —;4)®. 136.1)0; 2) —. 138. 1) —; 2) —m. 140.
S-132.1) 2:2) 519 i) m 136, 1)0:2) S5 138.1) T 2)

3
1) 2m; 2) %T . 142. 1) méaniske iye; 2) maniske iye emes; 3) maniske iye emes.

144. 1) x=(—1)”+1%+n7c, neZz. 146. 1) x:i%"unn, neZz.

148. 1) x=—g+nn, neZz. 150. 1) X:iz—;+2nn, neZ.

151. 1) x=(-1)" X 4nr, nez, 152.2) x=—= 4+ nez.
4 24" 4

153. 1) x, =km, X, :%+kn, keZ.
156. 1) %, = (-1)"* Zynm, x, =—=+ % nez.
) % =(-1) 4 T, X, 8" €
T W T
157. 1) X1=—E+2nn, X, =(-1) g+nn, neZ.
158. 2) x:iarccos(l—g)+2nn, neZ. 159.2) x :—%+ nm,

X, =arccos4+nm, neZ. 160. 1) x:z%, neZz; 3) xizn—zn,

T Nnx T br T 7 T T
X, =—+—,nNe’. . BaE Nt SN - =
, 10+ : el. 162 1)(6, 6)’ 2)( 4,4}, 3)( 3 2)

3 5
163. 1) | Z+2nm; i 2n |, nez; 2) [ E2nm Erone | nez;
4 4 4 4

3) (—g+ nm, —%+ nnj, neZ.167.1) [—g+ nm; %+ nn}, neZ. 173.1)y=2x+6.



174.1) y =13- /Xl—;l 175. 1) x2+y?=49, shefiber. 176. 1) (x-3)+(y—7)2=36, shenber.

177.1)3;2) 1;3)4;4) 4. 178. 1) tlken; 2) kishi. 180. 1) aniglaniw oblast1: (—o0;+o0),
manisler oblasti: (0; +o0), (—oo; +o0) araliqta 6sedi. 181. 1) dsedi; 2) kemeyedi; 3)

osedi. 183. 1) (~0; 1];2) [—oo;gj; 7)[1;+00]; 12) (—o0; 2-/34) U (-2++/34; +20).

184.1) (—o0; 2].185. 1) 3;2) -2; 3) —2; 4)-3; 5) 3. 186. 1) tilken; 2) ulken; 3) kishi.
1

187.1)2;2)5;3) 125;4)45;5) %; 9)-2.188. 1) (2,5; +00); 2) (—o0;—1)U(3;+00);

1
3) (-2;2).190. 1) 5; 2)1;3)4;4)2;8)-2;10) 0,5 ham 1; 15) % ham 49. 191.

1) (64; +); 2) (O; %) U((27;+); 7) (2;5).

192. a) 3 m?; 193. a) 50;

b) 1) 3,45 m? I1) 6 m? |11) 24 m? b) 1) 76; I1) 141; 111) 396;
c) c)

194. a) V,; b) 2V,; ¢) 100%; d) 183 procentke artadi.

195. a) 250g; 197. a) 100°C;

b) 1) 112¢g; I1) 50,4¢g; 111) 22,6g; b) I) 81,2°C; 1) 75,8°C; 111) 33,9°C;
c) C)

d) =346.
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198. a) 0,6 amper; 199. a) L; b) 99%. 200. Shama menen
b) I) 0,424 amper; |1) 0,106 amper; 3 saat 15 min. 201. 37,8 oy. 202. 10,8
I11) 0,0188 amper; minut.

C) 203. 22,7 yil. 204. b) 1. 205. a)
{—14; 3; 15}; c) {-4:4}. 206. a)

13

207. a) (~00;-6]U[-2; +o0).

208.2) (—2- ‘1‘6}{‘1*@ '+oo]'
— o0 |;

2

c) (—o0;—2)U[1;+00).
209. a) {(7;8):(8;7);(—7;-8);+8;=7)}. 212. a) 3; b) 2. 213. a) kishi; b) kishi. 216.

a) (cont- U1 4o0): b) (-onitoo). 217, 2) (01 b) (35420); ) (- 0). 218 2) e
; b) 0 ham 1; ¢) 1 ham -2. 219. ¢) 0. 220. a){(2;3);(-3;8)}. 221. a) (—0;0]; b)
(—o0;1,5). 222. a) kishi; b) ulken. 223. a) (=3,5; +o0); b) (2;2). 224. a) 2+/5. 225.
b) (100000;0,1). 226. a) (3;1). 227. a) (—o0;—2]U[1;+00). 229. a) kishi; b) tlken.
230. a) —%ﬂ 231.¢c) X :%+ nm, X, = arccos%+ nm,neZ.

T i T 7N T NN
234. ——42NnT,—+2nw |, Ne Z. 235. ——+t—:—+—|, nNel.
3 ”(6 6 ) C)(18 9 27 9) =

IV bob
1. 7) Re(2)=7, Im(2)=3; 8) Re(2)=8, Im(2)=5; 9) Re(2)=0,5, Im(z)=>6; 10)
Re(z)=-5,7, Im(z)=-5; 11) Re(2)=0, Im(z)=5; 12) Re(2)=90, Im(z)=0.

6. 1)2=7,2; 3) z=4+3i. 8. 1) 16; 3) 3+i. 10. 1) 8i; 2) —1-5i; 3) ~3+i. 12. 2) 1%-% .
23 2. .5 2. 12
14, 1) —22_£§:3)2_-%j.16.2) =£.20. 1) 10; 2) 4; 3) 2; 4) 2. 22. 1) 0;
)1313)33 )13 ) 10;2) 4;3) 2; 4) )

T

2) 3m . 3) Un o4, 1) 2(cosﬁ+i'sin7—nj va 2-e 4.
2 6 4 4

28.1)z,-2, = coslg—n+ I-sin B—n. 30.1) cos = +i-sin =, 32, 2) cosz—n+ i-sin 2—n.
12 12 4 4 3 3

42 . T . . T n . . In
34.1) ——;2)-18i.36. 1) z, =+/2(cos—+i-sin—=), z, =/2(COS—+i -Sin—).
) =552 >of(6 2 2=\2(cos— =)
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tilinde).

18. http:/matholymp.zn.uz — Ozbekistanda ham dunyada matematikaliq olim-
piadalar.

(95 ]



MAZMUNI

T bap. ELEMENTAR FUNKCIYALAR HAM TENLEMELER.. . .. .. 3
47 — 49-sabagqlar. Qatnaslar ham sawlelendiriwler. Funkciya.............. 3
50 — S1-sabaglar. Elementar funkciyalardin monotonligi, en tlken ham en kishi
manisleri haqqinda tasinik . . ... 8
52 — 54-sabaglar. S1ziglit hdm kvadrathig modeller. . .................... 12
55-sabaq. Dawirli procesler hdm olardibaglaw ........................ 23
56-58-sabaq. y=sinX, y=cosx funkciyalar ham olar jdrdeminde modellestiriw .
............................................................ 27
59 — 61-sabagqlar. En 4piyay1 trigonometriyaliq tenlemeler ... ............ 37
62 — 64-sabaqlar. En apiyayi trigonometriyaliq tensizlikler............... 44
68-sabaq. Grafiklerdi almastirtw . .. ...... ... ... ... ... .. ... ... 48
69 — 70-sabaqlar. Parametrli koriniste berilgen apiway1 funkciyalardin
grafikleri . . ... 52
71-sabaq. Korsetkishli funkciya hdm ommn grafigi . ............ ... ... .. 54
72 — 74-sabaqlar. Tikkeley sheshiletugin korsetkishli tensizlikler .. ... . ... 55
75 — 78-sabaqlar. Logarifm haqqinda tusinik. Logarifmlik funkciya. En apiyay1
logarifmlik tenleme ham tensizlikler........... .. ... ... ... 57
79 — 81-sabaqlar. Korsetkishli ham logarifmlik funkciyalar jardeminde
modellestiriw . . .. ... 62

IV bap. KOMPLEKS SANLAR . ... . . 75
86 — 87-sabaqlar. Kompleks sanlar ham olar stinde ameller. Kompleks sandi
SUWICLIEW. .« . .o 75
88-sabaq. r (cos @+ising) ham r-e'* (r>0, 0<@<2m) korinisindegi kompleks
SANlAr . .. 80
89 — 90-sabagqlar. Trigonometriyaliq kériniste berilgen kompleks sanlardin
kébeymesi ham bolinbesi .. ........ ... 81
91-sabaq. Kompleks sanlardan kvadrat koren shigariw .. ............ ... 84
Juwaplar . ... 92
Paydalanilgan ham usinis etiletugin adebiyatlar . . ......... ... ... ... ... 95






10-klasta geometriyanin stereometriya bolegin — kenisliktegi geometriyaliq
figuralardin (denelerdin) qasiyetlerin sistemali yreniwge kirisiledi. Sabaqliqtan

tiykarg: kenisliktegi figuralar (deneler), kopjaqlilar ham aylaniw deneleri ham
olardin tiykarg1 gasiyetleri, kenislikte parallel ham perpendikulyar tuwrilar ham
tegislikler ham de olardin gasiyetlerine saykes maseleler orin algan.

“Geometriya-10” sabaqliginda teoriyaliq materiallar &piway1 ham aniq tilde
anlatiwga hareket qilingan. Barliq tema ham tusinikler tarli turmishiq misallar
arqal1 aship berilgen. Har bir temadan son berilgen sorawlar, dalillewge, esaplawga
ham s1ziwga say koplep masele ham misallar oqiwshini doretiwshilik pikirlewge
shaqiradi, 6zlestirilgen bilimlerdi terenlestiriwge ham bekkemlep bariwga jardem
beredi.

“Geometriya-10” sabaqligi uliwma bilimlendiriw mekteplerinin 10-klass ham
orta arnawli, kasip-oner bilimlendiriw mékemeleri oqiwshilarina moélsherlengen,
onnan geometriyani 6z betinshe tiyrenbekshi, takirarlamaqshi bolgan kitap
oqiwshilar da paydalaniw1 mimkin.

MAZMUNI
IV bolim. Kenislikte tuwrilar ham tegisliklerdin parallelligi

10.  Kenislikte tuwrilardin 6z arajaylastwi . . ..................... 99
11.  Kenislikte tuwrilar ham tegisliktin 6z ara jaylasiwi . ............ 106
12.  Kenislikte tegisliklerdin 6z ara jaylasiwi . .................... 108
13.  Kenislikte parallel proekciya............... ... ... .. ....... 114
14.  Ameliy shimgwlar ham qollantiwlar . . ...................... 116

V bolim. Kenislikte tuwrilar ham tegisliklerdin perpendikulyarhg:
15.  Kenislikte perpendikulyar tuwrt ham tegislikler . ................ 119
16.  Kenislikte perpendikulyar, qiya hdmaraliq.................... 124
17.  Ush perpendikulyarlar hagqindagi teorema . . .................. 128
18.  Kenislikte tegisliklerdin perpendikulyarligr................... 132
19.  Kenislikte ortogonal proekciya ham onnan texnikada paydalamiw . . . . 137
20.  Ameliy shimgiwlar ham qollambwlar . ... ..................... 140

Sabaqliqtin "Geometriya" boliminde qollanilgan belgiler ham olardin manisi:

— teoremanin mazmuni D — teorema dalilleniwinin soni

— aksiomanin mazmuni — ameliy qollaniwlar
— tema boyinsha sorawlar — tartyxty uzindiler

— aktivlestiriwshi shinigiw — geometriyaliq basqatirmalar



a A

IV BOLIM
\\ JJ
KENISLIKTE TUWRILAR HAM D
TEGISLIKLERDIN PARALLELLIGI

10 KENISLIKTE TUWRILARDIN OZ ARA JAYLASIWI

\

Kenisliktegi eki @ ham b tuwrilar bir tegislikte jatsa ham kesilispese, olar
parallel tuwrilar delinedi. @ ham b tuwrilardin parallelligi a||b korinisinde jaziladi.
Tegislikte berilgen noqat arqali berilgen tuwriga tek gana bir parallel tuwri
otkiziw mimkin. Bunday gasiyet — kenislikte de orinli boladi:
4.1-teorema. Kenislikte berilgen tuwrida jatpaytugin noqattan ust tuwriga
tek gana bir parallel tuwri otkiziw mumkin.
Dalilleniwi. a — berilgen tuwrt ham M — bul @
tuwrida jatpaytugin noqat bolsin (1.a-suwret). 2) g
Dalillengen 2.1-teorema boyinsha, berilgen a tuwri
ham onda jatpaytugin M noqat arqali tek gana bir
a tegislik otkiziw mumkin.
a tegislikte bolsa M noqat arqali berilgen a
tuwriga parallel tek gana bir b tuwrim otkiziw b a b
mumkin (1.b-stwret).
Tap us1 b tuwr izlengen tek gana bir tuwri
boladi. U

Tegislikte jatirgan eki parallel tuwrilardan biri ushinshi tuwrini kesip 6tse,
olardin ekinshisi de bul tuwrini kesip 6tedi. Usigan uqgsas gasiyet — kenislikte
de ormli boladt:

4.2-teorema. Kenislikte berilgen eki parallel tuwrilardan biri tegislikti kesip

otse, olardin ekinshisi de bul tegislikti kesip otedi.
Dalilleniwi. b ham ¢ parallel tuwrilar berilgen bolip, olardin biri — b tuwri

berilgen [ tegislikti M noqatta kesip 6tsin (2.a-suwret).

\ /‘

M



@ b ham ¢ tuwrilar parallel bolganlig1 ushin olar bir
tegislikte jatadi. Bul — v tegislik bolsin.

B ham y tegislikler ushin M uliwma noqat. Onda S3
aksioma boyinsha, bul tegislikler bir | tuwr1 boyinsha
kesilisedi. Bul tuwr y tegislikte jatadi ham b tuwrini
M noqatta kesip otedi. Sonin ushin, bul tuwri b tuwriga
parallel bolgan ¢ tuwrini da N noqatta kesip otedi.

| tuwrt B tegislikte de jatqani ushin N noqat bul 3

tegislikke de tiyisli boladi. Demek, N noqgat 3 ham y tegislikler ushin uliwma noqat.

Endi c tuwrinin 3 tegislik penen basqa uliwma noqati joq ekenligin korsetemiz.
Kerisinshesi bolsin dep esaplayiq. Meyli, ¢ tuwriin f tegislik penen jane basqa
K uliwma noqati bar bolsin. Onda S2 aksioma boyinsha, ¢ tuwri 3 tegislikte
jatad1. Onda ¢ tuwr1 B ham y tegislikler ushin uliwma boladi. Biraq | — bunday
tuwri edi. Bunnan ¢ tuwrinin | tuwr1 menen ustpe-ust tusiwi kelip shigadi. Bunin
boliw1 mimkin emes. Sebebi, b tuwri € tuwriga parallel ham | tuwrini kesip 6tedi.
Qarama-qarsiliq kerisinshesin oylaganimizdin naduris ekenligin korsetedi.d

Eki tuwrinin har biri ushinshi tuwriga parallel bolsa, olar 6z ara parallel boliw1,
planimetriyadan sizge belgili. Bul qasiyet kenislikte de orinli bolip, ol tuwrilardin
parallellik teoremasi dep jargiziledi.

4.3.-teorema. Ushinshi tuwriga parallel eki tuwri 6z ara parallel boladh.
Dalilleniwi. Meyli, m ham n tuwrilar p tuwriga parallel bolsin. m ham n
tuwrilardin bir tegislikte jatiw1 ham 6z ara kesilispewin, yagniy parallel ekenligin

korsetemiz.
m tuwrida A noqatti alamiz hdm bul nogat hamde n

@ tuwr1 arqali o tegislik otkizemiz. m tuwrinin o tegislikte
jatiwin dalilleymiz.

Meyli, bunday bolmasin. m tuwrt o tegislik penen
uliwma noqatqa iye bolganlig1 ushin, ol tegislikti kesip
6tedi. Onda 4.2-teorema boyinsha, bul tegislikti m tuwriga
parallel bolgan p tuwri da, p tuwriga parallel bolgan n tuwri

_ da, kesip 6tedi. Biraq bunday boliw1 miimkin
emes, sebebi N tuwrt a tegislikte jatadi.

Demek, m ham n tuwrilar o tegislikte jatadi.
Endi bul tuwrilardin kesilispeytuginin dalilleymiz. Jane kerisinshesi bolsin
dep esaplayiq. m ham n tuwrilar qanday da B noqatta kesilissin. Onda B noqat



arqal1 p tuwriga parallel eki m ham n tuwrilar 6tedi. Al, bul 4.1-teorema boyinsha
boliw1 mimkin emes.

Endi parallelepipedtin tomendegi gésiyetlerin dalilleymiz.

I-gqasiyet. ABCDA,B,C,D, parallelepipedte (4-suwret) ultan diagonallart
hdam qaptal qabirgalardan duzilgen ACC,A, tortmuyeshlik parallelogrammnan
ibarat boladh.

Hagquyqattan da, parallelepipedtin ABB,A; ham BCC,B, @
jaqlart aniglamasi boyinsha, parallelogrammnan ibarat.

Bul parallelogrammlardin qarama-qars1 tarepleri 6z
ara ten boladi. Dara jagdayda, AB = A;B,ham BC = B,C,.

Parallelepiped aniglamasi boyinsha, AA; || BB, ham
BB, || CC,. Onda 3.2-teorema boyinsha, AA, || CC,
ham AA, = CC, boladi. Demek, ACC A, tortmuyeshlik —
parallelogramm.

2-qasiyet. ABCDA,B,C,D, parallelepipedtin
(4-suwret) garama-qarsi jagqlari 6z ara ten.

Jogaridagi gasiyet boyinsha, ACC,A, —parallelogramm @
ham AC = A,C,. Onda ABC ham A,B,C, ishmuyeshlikler
ush tarepi boyinsha ten bolip, ABC ham A,B,C, muyeshler -,
de 6z ara ten boladi. Natiyjede, ABCD ham A;B,C,D,

parallelogrammlar da 6z ara ten boladi. \\\ i
Basqa qarama-qars1 jaqlardin tenligi de us1 tarizde \(

dalillenedi. AN
3-qasiyet. Parallelepipedtin barliq diagonallart bir o \\\

noqatta kesilisedi ham bul noqatta ten ekige bolinedi h%

(5-suwret).

1-qasiyet boyinsha, ACC,A, — parallelogramm. Onda bul parallelogrammnin
diagonallar1 A;C ham AC, bir noqatta kesilisedi ham kesilisiw noqatinda ten
ekige bolinedi.

Qalgan diagonallardin kesilisiwi ham bul noqatta ten ekige boliniwi usigan
ugsas dalillenedi.

Bir tuwr1 yamasa parallel tuwriilarda jatiwshi kesindiler (nurlar) 6z ara
parallel kesindiler (nurlar) dep ataladi.

Masele. Tobeleri bir tegislikte jatpaytugin kenisliktegi tortmuyeshlik
tareplerinin ortalar1 parallelogrammnin tobeleri bolatuginin dalillen.

Dalilleniwi. ABCD - kenisliktegi tortmuyeshlik ham A;, B;, C, ham D, -
tortmuyeshlik tareplerinin ortalar1 bolsin (6-suwret). Ol jagdayda, A,B, kesindi



@ A —ABC ushmuyeshliktin AC tarepine parallel orta s1zig1,
A, al C,D, — ACD ushmuyeshliktin AC tarepine parallel
D, B  ortasizigi boladi.
4.3-teorema boyinsha, A;B; ham C,D, tuwrilar
D parallel boladi. Demek, olar bir tegislikte jatadi.
A,D,ham B,C, tuwrilardin parallelligi de tap usilay
C, dalillenedi.

Sonday qilip, A;B,C,D, tértmuyeshlik bir tegislikte
jatad1 hdm onin qarama-qarsi tarepleri parallel. Demek,
ol parallelogramm boladi.U

Eger kenislikte eki tuwr1 6z ara kesilisse yamasa 6z ara parallel bolsa, olar bir
tegislikte jatadi (7.a ham 7.b-suawret). Kenislikte bir tegislikte jatpaytugin tuwrilar
ayqasiwshi tuwrilar dep ataladi (7.c-suwret).

Ayqasiwshi tuwrilardi tbmendegi teorema boyinsha tanip aliw mimkin:

4.A-teorema. Eger eki tuwridan biri bazi bir tegislikte jatsa, al ekinshisi

bul tegislikti birinshi tuwri jatpaytugin noqatta kesip otse, ol jagdayda bul
tuwrilar ayqasiwshi bolad.

Dalilleniwi. Meyli, p tuwr1 a tegislikte jatsin. g tuwri bolsa bul tegislikti p

@ a) b) c)

tuwriga tiyisli bolmagan A noqatta kesip otsin (8-stiwret). p ham ¢ tuwrilardin
ayqasiwshi ekenligin dalilleymiz.
Kerisi bolsin dep esaplayiq: p hdm q tuwrilar qanday da bir 3 tegislikte jatsin.
Ol jagdayda B tegislikke p tuwr1 ham A nogat tiyisli boladi. Oz nawbetinde A nogat
q tegislikke de tiyisli. Demek, o ham B tegislikler ustpe-ust tisedi. Natiyjede,
shart boyinsha a tegislikke tiyisli bolmagan q tuwri
bul tegislikke tiyisli bolip qaldi. Qarama-qarsiliq
kerisinshesin oylaganimizdin naduris ekenligin
korsetedi.U
Eki tuwrimin kesilisiwinen payda bolgan qonsilas
muyeshlerdin kishisi eki tuwri arasindagr miyesh
delinedi.



Ayqasiwshi tuwrilar arasindagr muyesh
dep, bul tuwrilarga parallel bolgan kesilisiwshi
tuwrilar arasindagi muyeshke aytilad:
(9-sawret).

Amelde a ham b ayqasiwshi tuwrilar
arasindagi muyeshti tabiw ushin (10-stuwret)

1) baz1 bir A noqgat tanlanadi.

2) Anoqattan ayqasiwshi tuwrilarga parallel
a, ham b, tuwrilar 6tkiziledi;

3) bul tuwrilar arasindagi mayesh 6lshenedi.

Bul algoritmnin natiyjesi — A noqatqa
baylanish emesligi haqqinda oylap korin.

Arasindagr muyesh 90° qa ten tuwrilar
perpendikulyar tuwrilar dep ataladi. Parallel
tuwrilar arasindagi muyesh 0° ga ten dep
esaplanadi.

Tema boyinsha sorawlar ham shinigiwlar

1. Parallel tuwrilardin ganday qasiyetlerin bilesiz?
2. Tuwrilardin parallellik teoremasin aytip berin

3. Parallelepipedtin qanday qasiyetlerin bilesiz?

4. Tuwrilardin ayqasiwshilig teoremasin aytip berin.
5. Tuwrilar arasindagi muyesh qalay aniglanadi?

6. Ayqasiwshi tuwrilar parallel boliwt mumkin be?

4.1.a) ABCDA,B,C,D, parallelepipedtegi; b) ABCA,B,C, prizmadag parallel
qabirgalar jupliglarin aniglan.

4.2. Qanday piramidalarda parallel qabirgalar bolad1?

4.3. Tegislikte tuwri parallel tuwrilardan birin kesip 6tse, ekinshisin de kesip
otiwi belgili. Bul gasiyet kenislikte de orinli bola ma?

4.4. Duris tastiyiqlawdi tabin:

A) Kenislikte tuwri jatpaytugin noqattan ogan parallel koplep tuwrilar otkiziw
mumkin;

B) ushinshi tuwriga parallel tuwrilar 6z ara kesilisedi; C) eger eki tuwri
tegislikte jatsa, olar kesilisedi; D) tuwridan ham onda jatpaytugin noqattan eki
turli tegislik otkiziw mumkin; E) kenisliktin tegislikte jatpaytugin nogatinan bul
tegislikti kesetugin koplep tuwrilar otkiziw mumkin.

4.5. A ushi a tegislikte jatirgan AB kesindide C noqat tanlangan. B ham C



noqatlardan otkizilgen parallel tuwrilar a tegislikti, saykes tarde, B; ham C,
noqatlarda kesip otedi. Eger: a) C noqat B kesindinin ortasi, ham BB, = 14 sm;
b) AC : CB =3 :2 ham BB, = 50 sm bolsa, CC, kesindinin uzinligin tabin.

4.6. Bir tegislikte jatpaytugin MNOP parallelogramm ham EK ultanli MNEK
trapeciya berilgen. a) PO ham EK tuwrilardin 6z ara jaylasiwin aniqlan; b)
trapeciyanin ultanlart MN = 45 sm, EK =55 sm ge ten bolip, ogan ishley shenber
siztw mumkin. Trapeciyanin perimetrin tabin.

4.7. a ham b tuwrilar bir tegislikte jatadi. Bul tuwrilardin mimkin bolgan 6z
ara jaylasiwin korsetin.

A) a ham b parallel; B) a ham b kesilisedi; C) a ham b kesilispeydi; D) @ ham
b ayqasiwshi; E) @ ham b parallel emes.

4.8. aham b tuwrilar ¢ tuwriga parallel. a ham b tuwrilar 6z ara galay jaylasiwi
mumkin?

4.9. 11-stwrette o ham [ tegislikler b tuwri boylap kesilisedi. Eger a||b, ¢ hdm
b tuwrilar parallel bolmasa, @ ham ¢ tuwrilar 6z ara qalay jaylasiwi mimkin?

4.10. 12-suwrette M noqat ABC ushmuyeshlik tegisligine tiyisli emes. MA,
MC, MB tuwrilarga ayqasiwshi tuwrilardi aniglan.

4.11. 13-suwrette PQ tuwr1t ABCD tortmuyeshlik tegisligine tiyisli emes ham
BC ga parallel. a) PQ ham AB; b) PQ ham CD; ¢c) PQ ham AD qanday tuwrilar?

4.12. 14-stwrette M nogat ABC ushmuyeshlik tegisligine tiyisli emes. MA,
MB, MC kesindilerdin ortalari, saykes turde, K, F, P noqatlar menen belgilengen.
1) KP; 2)PF; 3)KF; 4)KM; 5)PM; 6) FM; 7) AB; 8)BC; 9)AC
tuwrilardan gaysilar1 6z ara parallel?

4.13. M, N, U, V noqatlar ABCD piramidanin, saykes tarde, AC, AD, BD ham
BC qabirgalarinin ortalart (15-sawret). Eger AB = 20 sm, CD = 30 sm bolsa,
MNUV toértmuyeshliktin perimetrin tabin.

4.14. H, G, F, Snoqatlar tishmuyeshli KLMN piramidanin, saykes tarde, MN,
ML, LK ham KN gabirgalarinin ortalar1 (16-stiwret). Eger LK = 18 mm,

MN = 22 mm bolsa, HGFS tort muyeshtin perimetrin tabin.
4.15. Tuwnidan tarli eki tegislik o6tkiziw mumkinligin dalillen.
4.16. Bir tegislikte jatpaytugin tort noqat berilgen. Olardin ushewi arqali neshe



tegislik otkiziw mumkin?

4.17. A, B, Cnoqatlar berilgen eki tegisliktin har birinde jatadi. Bul noqatlardin
bir tegislikte jatiwin dalillen.

4.18. a tuwr1 boylap kesilisiwshi eki tegislik berilgen. b tuwr1 olardan birinde
jatadi ham ekinshisin kesip 6tedi. @ ham b tuwrilardin kesilisiwini dalillen.

4.19. Ush tegisliktin har ekeyi 6z ara kesilisedi. Tegisliklerdin kesilisiw
tuwrilarman ekeyi bazi bir noqatta kesilisse, Gshinshi kesilisiw s1zig1 da bul
noqattan otiwin dalillen.

4.20. Eger tortmuyeshliktin diagonallar1 kesilisse, onda onin tébeleri bir
tegislikte jattwin dalillen.

4.21. K, Z, M, N noqatlar SABC tishmuyeshli piramidanin, saykes turde, SA,
AC, BC, SB kesindilerinin ortalari. Eger piramidanin qaptal gabirgalar1 b, ultaninin
tarepi a ga ten bolsa, KZMN tortmuyeshliktin perimetrin tabin.

4.22. XU ham VT tuwrilar parallel, al XY ham VT tuwrilar ayqasiwshi. Eger:
a) ~YXU =40° b) 2YXU = 135° c) 2YXU = 90° bolsa, XY ham VT tuwrilar
arasindagi muyeshti tabin.

4.23. | tuwr1 ABCD parallelogrammnin BC tarepine parallel ham onin
tegisliginde jatpaydi. | ham CD tuwrilar aygasiwshi ekenligin dalillen. Eger
piramidanin muyeshlerinen biri: a) 58°; b) 133° bolsa, | ham CD tuwrilar arasindagi
muyeshti tabin. ) ) o

KENISLIKTE TUWRILAR HAM TEGISLIKTIN OZ ARA
JAYLASIWI

Eger tuwr1 menen tegislik kesilispese, tuwri hdam tegislik parallel delinedi.
Tuwr1 menen tegisliktin parallelligi tomendegi teorema arqali aniqlanadi.

4.5. Teorema. Eger tegislikte jatpaytugin tuwri ust tegisliktegi bazt bir

tuwriga parallel bolsa, bul tuwri tegisliktin ozine de parallel bolad..

Dalilleniwi. Meyli, a — tegislik, a — onda jatpaytugin tuwri, a, bolsa o
tegisliktegi jatqgan ham a ga parallel tuwri bolsin.

(205)



aham a, tuwrilar arqal o, tegislikti 6tkizemiz (1-suwret). o ham o, tegislikler
a, tuwr1 boyinsha kesilisedi.

Eger a tuwr1 a tegislikti kesip otse, ol jagdayda kesilisiw noqati a; tuwriga
tiyisli bolar edi. Biraq, bunin il4j1 joq, sebebi @ ham a, tuwrilar 6z ara parallel.
Sonday qilip, a tuwr1 a tegislikti kesip 6te almaydi.

Demek, a tuwr o tegislikke parallel.d

Masele. Eger tegislik eki parallel tuwridan birin kesip Otse, ekinshisin de

kesip otiwin dalillen.
Dalilleniwi. a ham b — eki parallel tuwri, o bolsa
a tuwrint A noqatta kesip otiwshi tegislik bolsin
(2-sawret).
a a ham b tuwrilardan tegislik 6tkizemiz. Ol o
tegislikti bazi bir ¢ tuwr1 boyinsha kesedi. ¢ tuwri
a tuwrini A noqatta kesip otedi.
Demek ogan parallel bolgan b tuwrini da kesip
@ otedi. ¢ tuwrt a tegislikte jatqani ushin a tegislik
b tuwrin1 da kesip otedi.
4.6-teorema. Eger bir tegislik ekinshi tegislikke
parallel bolgan tuwridan otse, bul tegisliklerdin
/ kesilisiw tuwrist da berilgen tuwriga parallel

v boladu.
Dalilleniwi. Meyli, a tuwr1 o — tegislikke

parallel ham B tegislikte jatsin. b tuwri bolsa oo ham
@ B tegisliklerdin kesilisiw s1zig1 bolsin (3-suwret).
Ol jagdayda, a ham b tuwrilar B tegislikte jatadi
ham 6z ara kesilispeydi. Keri jagdayda, a tuwri 3
tegislikti kesip otken bolar edi.
Demek, a ham b tuwrilar 6z ara parallel.d

©

Tema boyinsha sorawlar ham shimigiwlar

1. Tuwrt ham tegislik kenislikte oz ara qalay jaylasiwi mumkin?

2. Tuwrt ham tegislik gashan parallel boladi?

3. Tuwrmin tegislikke parallellik teoremasin aytip berin .

4. Kenislikte tuwri ham tegisliklerdin jaylasiwi menen baylanisli ganday

qasiyetlerdi bilesiz?



4.24. a) ABCDA B,C,D, kubtin; b) ABCDEFA,B,C,D,E,F, altimtyeshli duris
prizmanin bir-birine parallel bolgan qabirga ham jaqlarin aniglan.

4.25. Duris tastryiqlawdi korsetin:

A) Kenisliktegi tuwrida jatpaytugin nogattan bul tuwriga parallel koplep
tuwrilar 6tkiziw mimkKin;

B) Ushinshi tuwriga parallel tuwrilar bir noqatta kesilisedi;

C) Eger tuwrinin eki noqat1 tegislikke tiyisli bolsa, tuwr tegislikti kesip otedi;

D) Tuwr1 hdm onda jatpaytugin noqattan eki har quyl tegislik otkiziw mimkin;

E) Kenisliktegi tegislikte jatpaytugin noqattan berilgen tegislikti kesip otiwshi
képlep tuwrilar 6tkiziw muamkin.

4.26. A ham C noqatlar o tegislikte jatadi. B ham D noqatlar 3 tegislikte jatadi.
AC, CD, BD, AB, BC ham AD tuwrilardan qaysilar1 3 tegislikti kesip otedi?

4.27. ABC ushmuyeshlik o tegislikti B, ham C; noqatlarda kesip otedi
(4-stiwret). Eger AB,: BB, = 2: 3, BC = 15 sm, BC||B,C, bolsa, B,C, kesindinin
uzinligin tabin.

B

4.28. o tegislik ABC ushmuyeshliktin AB ham AC tareplerin B, ham C,
noqatlarda kesip 6tedi (5-stwret). Eger AB,: BB, =3: 1, B,C, =12 sm, BC|| a
bolsa, BC kesindinin uzinligin tabin.

4.29. o tegislik ABCD trapeciyanin AD ultanina parallel ham gaptal tareplerin
M ham N noqatlarda kesip 6tedi (6-suwret). Eger AD = 17 sm, BC =9 sm bolsa,
MN kesindinin uzinligin tabin.

4.30. Tegislikke onda jatpaytugin noqattan neshe parallel tuwr1 otkiziw
mumkin?

4.31. a tuwr a tegislikke parallel. Duris tastiyiqlawlardi tabin.

A) a tuwr a tegisliktin tek gana bir tuwriga parallel boladi;

B) a tuwr a tegisliktin bir tuwridan basqa barliq tuwrilarina ayqasiwshi bolads;

C) a tegislikte a tuwriga parallel ham ayqasiwshi bolgan koéplep tuwrilar
tabiladi;

D) a tegislikte tek gana bir a tuwriga parallel ham bul tegisliktin galegen
nogatiman otiwshi tuwrt bar.
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4.32. A, B, C, D nogqatlar bir tegislikte jatpaydi. M, N, K, Z noqatlar, saykes
turde, AD, BD, BC, AC kesindilerdin ortalari. Eger CD=AB bolsa, MK ham NZ
tuwrilardin perpendikulyarligin dalillen.

4.33. ABCD parallelogrammnin AB ham BC tarepleri a tegislikti kesip otedi.
AD ham DC tuwrilar ham o tegislikti kesip 6tiwin dalillen.

4.34. ABC ham ABD ushmuyeshlikler bir tegislikte jatpaydi. CD tuwriga
parallel bolgan galegen tuwrinin bul ishmuyeshlikler tegisligin kesip 6tiwin
dalillen.

4.35. Berilgen eki tuwrint kesip 6tiwshi tuwrilardin bir tegislikte jatiwin
dalillen.

12" KENISLIKTE TEGISLIKLERDIN OZ ARA JAYLASIWi

Eki tuwr1 yaki uliwma nogatqa iye, yaki uliwma noqatqa iye bolmaw1 mimkin.
Birinshi jagdayda S3 aksioma boyinsha bul tegislikler uliwma tuwriga da iye
boladi, yagniy tuwr1 boylap kesilisedi (1-sawret). Ekinshi jagdayda tegislikler
kesilispeydi (2-suwret).

Kesilispeytugin tegislikler parallel tegislikler dep ataladi. Parallel tegislikler
haqqinda bolmenifn poli hdm potologi, qarama-qars: diywallar1 misal boliw1
mumkin (3-sawret).

Eki tegisliktin paralleligi tomendegi teorema arqali aniglanadi.

4.7-teorema. Eger bir tegisliktegi kesilisiwshi eki tuwri ekinshi tegisliktegi
eki tuwriga saykes turde parallel bolsa, bul tegislikler parallel boladh.
Dalilleniwi. Meyli, oo ham 3 — berilgen tegislikler, a ham b — a tegislikte
jatirgan ham A nogqatta kesilisiwshi tuwrilar, @, ham b, bolsa — 3 tegislikte jatirgan
ham saykes tirde, a ham b tuwrilarga parallel tuwrilar bolsin (4-suwret).
Meyli, o ham 3 —tegislikler 6z ara parallel bolmasin, yagniy qanday da C tuwr1
boylap kesilissin. Ol jagdayda 4.6-teorema boyinsha, a, ham a, tuwrilar, saykes
tarde, b, ham b, tuwrilarga parallel bolip, B tegislikke de parallel boladi. Sonin



ushin olar bul tegislikte jatirgan ¢ tuwrimi
da kesip 6tpeydi.

Solay etip, a tegislikte jatirgan A noqat
arqali ¢ tuwriga parallel eki a, ham a,
tuwr1 Otpekte. Parallellik aksiomasina kore,
bunday boliwi mimkin emes. Qarama-
qarsiliq oylaganimizdin naduris ekenligin
korsetedi.d

Bul teoremadan paydalanip,
parallelepipedtin qaptal jaglar1 (5-stwret)
parallel boliwin 6z betinizshe dalillen.

4.8-teorema. Eki parallel tegisliktin
ushinshi tegislik penen kesilisiw tuwrilart
0z ara parallel bolad\.

©

Dalilleniwi. Meyli, o ham [ parallel
tegislikler y tegislikti, saykes turde, @ ham b
tuwrilar boylap kesip 6tsin (6-suwret). @ ham b

tuwrilar parallel ekenligin dalilleymiz.
Meyli, a ham b tuwrilar ganday da bir Q noqat-
ta kesilissin. Ol jagdayda Q noqat a. tegislikte jata-
di, sebebi a tuwr1 a tegislikte jatadi. Sonday-aq, Q
noqat 3 tegislikte jatadi, sebebi b tuwr1  tegislikte
jatadi. Natiyjede, o ham B tegislikler uliwma Q
nogatqa iye bolmagta. Al, bunin shart boymsha

il4j1 joq. Qarama-qarsiliq oylaganimizdin naduris ekenligin korsetedi..d

4.9-teorema. Berilgen tegislikke ogan tiyisli bolmagan nogqattan jalgiz

parallel tegislik otkiziw mumkin.

Dalilleniwi. Berilgen o tegislikte kesilisetugin
eki a, b tuwr1 6tkizemiz. Berilgen A nogattan olarga
parallel a;, b, tuwrilardi 6tkizemiz (7-sawret).

a,, b, tuwrilar arqali p tegislik otkizemiz. Bul
tegislik 3.7-teorema boyinsha, a tegislikke parallel

bolip, izlenip atirgan tegislik boladi.

Endi bul tegisliktin jalgiz ekenligin korsetemiz.
Meyli, a tegislikke parallel jane bir 3, tegislik bar



bolsin (8-suwret). A nogattan ham a tuwridan
otiwshi vy tegislikti otkizemiz. Bul tegislik
Y B tegislikti a, tuwr1 boylap, B, tegislikti a,
tuwr1 boylap kesip otedi. a;, a, tuwrilar
3.6-teorema boyinsha a tuwriga parallel
a, B, boladi. Biraq, bunin boliwi mimkin emes,
sebebi tegislikte onda jatpaytugin noqattan
tek gana bir parallel tuwri 6tkiziw mimkin.
o Qarama-qarsiliq oylaganimizdin naduris
a ekenligin korsetedi.
4.10-teorema. Ushinshi tegislikke
parallel eki tegislik oz ara parallel boladl.
Bul teoremani1 6z betinizshe dalillen.
4.11-teorema. Parallel tegislikler arasindagt parallel tuwrilar kesindileri
ten boladh.
Dalilleniwi. Meyli, o ham f tegislikler k ham @
| tuwrilardan AB ham CD kesindilerdi ajiratsin
(9-sawret).
Bul kesindilerdin ten ekenligin korsetemiz.
k ham | tuwrilardan 6tiwshi y tegislik parallel te-
gisliklerdi AC ham BD tuwrilar boylap kesip otedi.
Natiyjede, garama-qarsi tarepleri parallel bolgan
ABCD toértmuyeshlikke, yagniy parallelogrammga
iye bolamiz. Parallelogrammnin qarama-qarsi ta-
repleri 6z ara tef bolad1. Dara jagdayda, AB = CD. U
4.12-teorema. Ush parallel tegislikler arasindagi qadlegen tuwrilar kesindileri
oz ara proporsional boladi.
Teoremani 60z betinizshe dalillen.
1. Tegislikler kenislikte qalay jaylasiwi mumkin?
2. Parallel tegislikler dep qanday tegisliklerge aytiladi?
3. Tegisliklerdin parallellik teoremasin aytip berin.
4. Kenislikte tegisliklerdin jaylasiwit menen baylanisli ganday qasiyetlerin bilesiz?
5. Parallelepipedtin qaptal jaglar: parallel boliwin tiykarlan.

Tema boyinsha sorawlar ham shinigiwlar

4.36. a) ABCDAB,C,D, parallelepipedtin; b) ABCA,B,C, prizmanin parallel
jaglarin aniqlan.
4.37. Bir de uliwma noqat1 bolmagan o ham B tegislikler kenislikte qalay



jaylasad1?

4.38. o ham B tegislikler parallel. @ ham b tuwrilar a tegislikte jatadi, ¢ ham
d tuwrilar bolsa [ tegislikte jatadi. Tomendegi tastiyiqlawlardan qaysilart duris:

Dallb; 2)cflb; 3)b]lb; 4)blla; 5) c|[a; 6)d[|b; 7)alla; 8)d]la.

4.39. Kesilisiwshi eki tegislik siwretlengen Gish suwretti korsetin (10-suwret).

4.40. o ham f tegislikler parallel. Olardin hesh birine tiyisli bolmagan noqattan
vy tegislik otkizilgen. Duris tastiyqlardi korsetin.

A) v tegislik a tegislikke parallel bolgan jalgiz tegislik;

B) y tegislik B tegislikti kesip otiwshi jalgiz tegislik;

C) y tegislik B tegislikke parallel bolgan jalgiz tegislik;

D) y tegislik a tegislikti kesip o6tiwshi jalgiz tegislik;

E) y tegislik a tegislikke de, B tegislikke de parallel bolgan jalgiz tegislik.

4.41. 11-suwrette ABCDA,B,C, D, tuwr1 mtiyeshli parallelepiped siwretlengen.

a) A;B,C,D, ham B,A,AB; b) ADD,A, ham ABCD ; c) ABB,A, ham C,D,DC;
d) BADC ham ABB,A;; ) CC,B,B ham ADD,A, tegisliklerdin 6z ara jaylasiwin
aniqlan.

4.42. AB, BC kesindiler ABCD parallelogrammnin
tarepleri bolip, olar saykes tarde, a ham b tuwrilarga
parallel (12-stwret). @ ham b tuwrilar 6z ara kesilisedi
ham a tegislikke tiyisli. ABCD ham a tegisliklerdin
kenislikte 6z ara jaylasiwin aniglan.

4.43. a ham b ayqasiwshi tuwrilar berilgen. a
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tuwridan 6tiwshi ham [ tegislikke parallel bolgan neshe tegislik 6tkiziw mamkin?

4.44. EKi o ham P tegisliklerdin kesilisiw s1zig1 Gshinshi y tegislikke parallel.
o hdm B tegisliklerdin kenislikte 6z ara jaylasiwin aniglan.

4.45. AB ham CD parallel tuwrilar arqali 6tkizilgen
vy tegislik o ham B parallel tegisliklerdi, saykes tarde,
AC ham BD tuwrilar boylap kesip otedi (13-suwret).
Eger BD = 15 sm bolsa, AC kesindi uzinligin tabin.

4.46. Qalegen eki ayqasiwshi tuwri arqali jalgiz
parallel tegislikler jupligin 6tkiziw mimkin ekenligin
dalillen.

4.47. o ham P tegislikler parallel. a tegislikte
jatiwsht galegen tuwr B tegislikke parallel boliwin
dalillen.

4.48. O noqat — bir tegislikte jatpaytugin AA,, BB,, CC, kesindilerdin uliwma
ortasi. ABC ham A B,C, tegislikler parallel ekenligin délillen.

4.49. ABCD parallelogramm ham oni kespeytugin tegislik berilgen.
Parallelogrammnin A, B, C, D ushlarman tegislikti, saykes tarde, A;, B, C;, D,
noqatlarda kesip otetugin parallel tuwrilar otkizilgen. Eger AA, =4 m, BB, = 3
m ham CC,; = 1 m bolsa, DD, kesindi uziligin tabin.

4.50. Eki parallel tegislik berilgen. Bir tegisliktin A ham B noqatlarinan ekinshi
tegislikti A, ham B, noqatlarda kesip otiwshi parallel tuwrilar 6tkizilgen. Eger
AB = a bolsa, A,B, kesindi uzinligin tabin.

4.51. o ham B tegislikler parallel. a tegisliktin M ham N noqatlarinan 3
tegislikti K ham L noqatlarda kesip o6tiwshi parallel tuwrilar 6tkizilgen. MNLK
parallelogramm ekenligin délillen. Eger ML = 14 sm, NK = 8 sm ham MK : MN
=9 : 7 bolsa, MNLK tortmuyeshliktin perimetrin tabin.

4.52. OF ham OP nurlar o ham B parallel tegisliklerdi, saykes tarde, F,, P,
F,, P, noqatlarda kesip otedi. Eger F,P, = 3 sm, F,P, =5 sm ham P,P,= 4 sm
bolsa, OP; kesindi uzinligin tabin.

4.53. OA ham OB nurlar o hdm 3 parallel tegisliklerdi, saykes turde, A,, B,,
A,, B, noqatlarda kesip otedi. Eger OA, = 16 sm, A|/A, =24
sm ham A,B,= 50 sm bolsa, A,B, kesindi uzinligin tabin.

4.54. D noqat ABC tshmuyeshlik tegisligine tiyisli
emes (14-suwret). K, M, Z noqatlar, saykes turde,

DA, DB ham DC kesindilerdin ortasi. ABC ham KZM
tegisliklerdin 6z ara jaylasiwin aniqlan.

4.55. Snoqat ABCD parallelogramm tegisligine tiyisli



emes (15-sawret). K, Z, M, N noqatlar, saykes tarde,
SA, SB, SC ham SD kesindilerge tiyisli.Eger SK = AK,
SZ=BZ,SM:MC=2:1,SN:ND =2:1 bolsa,
ABCD héam KZMN tegisliklerdin 6z ara jaylasiwin
aniqlan.

Kenisliktegi figuralar tarli usillar menen tegislikte
suwretlenedi. TOmende olar menen tanisamiz.

13_ KENISLIKTE PARALLEL PROEKCIYA

Kenisliktegi figuranin tegislikke parallel proekciyalaw dep sonday
sawlelendiriwge aytiladi, onda figuranin har bir noqgat1 berilgen proekciyalaw
bagitina parallel bolgan tuwrilar boylap tegislikke koshiriledi.

Parallel proekciyalawdi jaqtiliq nurlar1 jdrdeminde bir zattin diywal yamasa
polga tusirilgen sayasina ugsatiw mimkin.

Solay etip, parallel proekciyalawda bazi bir figura ham proekciyalaw tegisligi
dep ataliwshi tegislik alinad1 ham de proekciyalaw bagit, yagniy bazi bir tuwri
tanlanad1. Albette, bul tuwri proekciya tegisligi menen kesilisiwi kerek.

Meyli, qalegen a tegislik ham proekciyalaw tuwrisi | ham tegislikte de, tuwrida
da jatpaytugin A noqat berilgen bolsin (1.a-stwret).

A nogqattan o tegislikke | tuwriga parallel bolgan a tuwri 6tkizemiz. Bul tuwri
o tegislikti A, noqatta kesip 6Otsin (1.b-suwret).

Tabilgan A, noqat A noqattin o tegislikke parallel proekciyasi dep ataladi.

Meyli, bazi bir F figuranin o tegislikke | bagit boyinsha parallel proekciyalaw
kerek bolsin. Bunin ushin F figuranin galegen noqatin alamiz, onnan | ge parallel
tuwr1 o6tkizemiz ham onin o tegislik penen kesilisiw noqatin belgileymiz. Bunday
noqatlar a tegislikte qanday da F, figuran1 payda qiladi. Tap ust F, figura F
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figuranin o tegisliktegi parallel proekciyasi boladi. 2-sawrette F figuranin o
tegislikke proekciyasi — F, figura siwretlengen.
Parallel proekciyalawdin tomendegi gasiyetlerin keltirip 6temiz. Olard1 6z
betinizshe dalillep korin.
Parallel proekciyalawda: noqat — noqatqa, kesindi — kesindige, tuwr1 — tuwriga
otedi.
Parallel tuwrilar proekciyalar: parallel bolad1 yamasa Gstpe-ust tusedi .
Tomendegi qgasiyetlerdi dalilleyik.
1-qasiyet. Figurammn tuwri siziqgl kesimleri
proekciyast da kesindilerden ibarat bolad.

Haquyqattan da, AC kesindinin noqatlarin
proekciyalawshi barliq tuwrilar o tegislikti A,C,
tuwr1 boymsha kesip otiwshi tegislikte jatadi
(3-suwret). AC kesindinin galegen B nogati A,C,
kesindinin B, noqatia 6tedi.d
2-qasiyet. Figuranin parallel kesimleri
proekciyast da parallel kesindilerden ibarat
boladh.

Haquyqattan da, AC ham BD birar figuranin
parallel kesindileri bolsin (4-suwret). Olardin
proekciyalart — A;C, ham B,D, kesindiler
de parallel boladi, sebebi olardr eki parallel
tegislikti o tegislik penen keskende payda
quldig.

3-qasiyet. Bir tuwrida yamasa parallel
tuwrilarda jatirgan kesindiler uzinliglart
qatnasit 0z proekciyalarinin uzinliglar:
qatnasina ten.
Haqiyqattan da, 5-sawrette AC ham A,C,;
tuwrilar B tegislikte jatadi. AC kesindinin B
noqatinan A,C; ge parallel bolgan A,C, tuwrini
otkizemiz.
Payda bolgan BAA, ham BCC, ishmuyeshlik-
ler ugsas boladi. Ushmuyeshliklerdin ugsaslig
ham A;B,=A,B ham B,C,=BC, tenliklerden izlenip atirgan qatnasqa iye bolamiz:
AB:BC =A,B,:B,C,.4
Solay etip, parallel proyekciyalawda tuwrida yamasa parallel tuwrilarda



jatirgan kesindiler uzinliglar1 qatnasi saqlanadi
eken.

Dara jagdayda, kesindinin ortasi proekciya
ortasina otedi.

Tema boyinsha sorawlar ham shinigiwlar

1. Kenisliktegi figuran: tegislikke parallel proekciyalaw dep gqanday
sawlelendiriwge aytilad ?

2. Noqgattin tegislikke parallel proekciyasi qalay tabiladi?

3. Parallel proekciyalaw tegisligi ham proekciyalaw bagiti dep nege aytiladi ?

4. Parallel proekciyalawdin qanday qasiyetlerin bilesiz?

5. Parallel proekciyalawdan qayerde paydalantw mumkin?

4.56. Parallel proekciyalawda kesindinin proekciyasi: a) kesindi; b) noqat;
¢) eki noqat; d) nur; e) tuwr1 boliw1 mumkin be?

4.57. Parallel proekciyalawda kvadrattin proekciyasi: a) kvadrat;

b) parallelogramm; c) romb; d) tuwr1 tértmuyeshlik; e) trapeciya; f) kesindi
boliw1 mimkin be?

4.58. Parallel tegisliklerden birinde jatirgan ushmuyeshlik ekinshi tegislikke
parallel proekciyalansa, onin maydani 6zgermeytugimligin dalillen.

4.59. Parallelogrammnin parallel proekciyasi trapeciya boliwi mimkin be?
Juwabinizd tiykarlan.

4.60. Dur1s ushmuyeshliktin parallel proekciyasi duris tsshmuyeshlik bola ma?

4.61. Tuwr1 muyeshli ushmuyeshliktin parallel proekciyast tuwr1t muyeshli
ushmuyeshlik bola ma?

4.62. ABC ushmuyeshliktin parallel proekciyasi A;B,C, ushmuyeshlikten
ibarat. Bul proekciyalawda ABC ushmuyeshliktin: a) medianasi; b) biyikligi; c)
bissektrisasi. A;B;C, ushmuyeshliktin saykes: a) medianasi; b) biyikligi;
¢) bissektrisasina 6te me?

4.63. ABC ushmuyeshliktin parallel proekciyasi A;B,C, ishmuyeshlikten
ibarat. Eger ~A =30°, BC = 20 sm bolsa, ~A; = 30°, B,C, = 20 sm bola ma?

4.64. AB kesindinin parallel proekciyas1 A,B, kesindiden ibarat. AB kesindiden
alingan C noqattin proekciyasi bolsa C, noqat. AB =48 sm, A;B, = 36 sm. Eger



AC kesindinin uzinligi: a) 24 sm; b) 12 sm; ¢) 8 sm; d) 32 sm; e) 36 sm bolsa,
A,C, kesindinin uzinligin tabin.

14 AMELIY SHINIGIWLAR HAM QOLLANIWLAR

4.65. a) Eki tuwri; b) tuwr1 ham tegislik; c) eki tegislik neshe uliwma noqatqa
iye boliw1 mumkin?

4.66. a) Eki tuwri; b) tuwrt ham tegislik; ¢) eki tegislik; d) ush tegislik jalgiz
uliwma noqatqa iye boliw1 mumkin be?

4.67. Tort noqat bir tegislikte jatpaydi. a) olardan ishewi bir tuwrida jatiwi
mumkin be? b) Olar arqali neshe tegislik o6tkiziw mimkin?

4.68. m ham n tuwrilar kesilisedi, d tuwr1 bolsa n tuwriga parallel. m ham d
tuwrilar 6z ara qalay jaylastwi mamkin?

4.69. ABC ushmuyeshliktin C ushinan 6tiwshi ham AB tarepine parallel bolgan
neshe tegislik otkiziw mimkin?

4.70. ABCD ham ABKZ parallelogrammlar turli tegisliklerde jatadi. Parallel
tuwrilardi korsetin:

A) DA ham KB; B) CD ham KZ; C) BC ham AZ; D) DA ham ZA; E) CB ham KB.

4.71. Aham C noqatlar a tegislikke, B ham D noqatlar B tegislikke tiyisli. AC,
CD, BD, AB, BC, AD tuwrilardan qaysilar1 3 tegislikti kesip 6tedi?

4.72. AB, AC, KB, KD kesindiler a tegislikti kesip otedi. AK, AD, BD, KC,
CD tuwrilardan gaysilar1 a tegislikti kesip 6tedi?

4.73. Bir tegislikte jatpaytugin AB, AC ham AD tuwrilar a tegislikti B,, C,
ham D, noqatlarda kesip 6tedi. B,, C, ham D, noqatlar izbe-iz tutastirilsa, qanday
figura payda bolad1?

4.74. o tegislikti kesip otpeytugin MN kesindi ushlarinan ham ortasinan
parallel tuwrilar otkizilgen. Eger bul tuwrilar a tegislikti saykes tarde M;, N,,
ham K, noqatlarda kesip 6tse hdm KK;=9 sm, NN, = 15 sm bolsa, MM, kesindi
uzmligin tabin.

4.75. a tegisliktin P hdm Z noqatlarinan onnan sirttagi uzinliglar1 PK = 6 sm
ham ZM = 9 sm bolgan parallel kesindiler tasirilgen. MK tuwri o tegislikti O
noqatta kesip otedi. Eger MK = 6 sm bolsa, MO kesindi uzinligin tabin.

4.76. Parallelogrammdi parallel proekciyalawda kvadrat payda boliw1 mumkin
be?

4.77. Ushmuyeshliktin parallel proekciyasi berilgen. Bul ushmiyeshlik
medianalarinin proekciyalari qalay jasaladi?

4.78. ABCD ham CDPZ (CD — uliwma) parallelogrammlar bir tegislikte
jatpaydi. Q ham R nogatlar BC ham AD kesindilerdin ortasi, M hdm N bolsa DP



ham CZ kesindilerdin ortast. MN ham QR tuwrilardin parallel ekenligin dalillen.

4.79. ABCDA,B,C,D, kubtin (6-suwret) a) AA;D,D; b) BB,C,C; ¢) ABCD;
d) DD,C,C; e) B,C,D,A;; f) ADD,A, jaglarnan gaysilar1 A;B, tuwriga parallel
bolad1?

4.80. PRT ushmuyeshlik berilgen. PT tuwriga parallel o tegislik PR tarepti S
noqatta, RT tarepti Q noqatta kesip otedi (7-sawret). Eger SR =7 sm, SQ = 3 sm
ham SP= 35 sm bolsa, PT tarepti tabin.

4.81. a tegislik ABCD trapeciya ultan1 AD ga parallel ham de AB ham CD
tareplerin M ham N noqatlarda kesip 6tedi (8-sawret). AD =20 sm, MN = 16 sm.
Eger M nogat AB kesindi ortas1t hdm AB= § sm bolsa, trapeciya perimetrin tabin.

4.82. a tegisliktin P ham Z noqatlarina onnan sirttagit PK = 6 sm ham ZM =
9 sm kesindiler 6tkizilgen. MK tuwr tegislikti O noqatta kesip otedi. Eger MK
= 6 sm bolsa, MO araliqt1 tabin.

4.83. ABCD tuwrn tortmuyeshliktin AB tarepi o tegislikke parallel, al AD
tarepi bul tegislikke parallel emes. ABCD ham o tegisliklerdin kenislikte 6z ara
jaylasiwin aniglan.

4.84. ABCDA,B,C,D, tuwr1 muyeshli parallelepipedtin tdomende berilgen
jaglarinan qaysilart ABCD jagina parallel boladi:

A) D,A/AD; B) D,AB,C,; C)ABB,A;; D)D,C,CD; E) D,A,BD?

4.85. Rombtin eki diagonali a tegislikke parallel. Romb tegisligi ham o
tegisliktin kenislikte 6z ara jaylasiwin aniqlan.

4.86. D nogat ABC ushmuyeshlik tegisliginde jatpaydi. K, Z ham M noqatlar,
saykes turde, DA, DB, ham DC kesindilerdin ortalari. ABC ham KZM tegisliklerdin
kenislikte 0z ara jaylasiwin aniglan.

Qollamwlar ham ameliy kompetenciyalardi galiplestiriw

1. Temir jol vagonlariin késherleri bir-birine qaraganda qalay jaylasqan?
2. Temir jol vagonlarimin késherleri relslerge qaraganda qalay jaylasqan?
3. Jan atiraptan parallel ham ayqasiwshi tuwrilarga misallar keltirin.

4. Ne ushin jaziw stol1 tartpalar1 geyde jaqst ashilmaydi?
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5. Ne ushin nasos porsheni onin ishinde jagst hareketlenedi?

6. Tigiwshilik lentas1 yamasa qalegen uzinliqtagi tayaq jardeminde bolme polinin
shetindegi plintus reykalariif parallelligin qalay tekseriwge boladi1?

7. Agashtan islengen brus (taxta) nin hamme jaqlari tuwri tortmuayeshlik
korinisinde. Oni1 kesesine qabirgalar1 boylap qalay pishqilasaniz da, payda bolgan
hamme kesimler parallelogramm boliwin dalillen.

Tema boyinsha sorawlar ham shinigiwlar

1. Kenislikte gqanday tuwrilar oz ara @
perpendikulyar boladi?
2. Aygasiwshi tuwrilar perpendikulyar boliwt
mumkin be?
3. T-suwrette qaysi qala suwretlengen? Bunda
siz qanday tuwrilardr ham tegisliklerdi korip
tursiz? Suwretten parallel, perpendikulyar
ham ayqasiwshi tuwrilarga misallar keltirin.
4. Qanday tuwr tegislikke perpendikulyar boladi?
5. Bir tegislikke perpendikulyar tuwrilardin qasiyetlerin aytip berin.
6. Tuwrt ham tegisliklerdin perpendikulyarliq alamatin aytip berin.
1. Parallel tegisliklerdin birine perpendikulyar bolgan tuwrmmin gdsiyetin aytip berin.
8. Bir tuwriga perpendikulyar bolgan tegisliklerdin qadsiyetin aytip berin.
9. Ulhwmalasqan Pifagor teoremast ne haqqinda?
5.1. SB kesindi ABCD parallelogramm tegisligine perpendikulyar (8-suwret).
SB perpendikulyar bolgan tuwrilardi aytip berin.
5.2. Qanday da | tuwri ABC tshmuyeshliktin AB ham AC tareplerine
perpendikulyar. | tuwri ham ABC tshmulyeshlik tegisliginin 6z ara jaylasiwin aniglan.
A) | tuwr1 ABC tegislikti kesip otedi, biraq ogan perpendikulyar emes; B) |
tuwr1 ABC tegislikke tiyisli; C) | tuwr1 ABC tegislikke perpendikulyar; D) | tuwri
ABC tegislikke parallel.
5.3. KO tuwr1 ABCD parallelogramm tegisligine perpendikulyar (9-sawret).
KO tuwriga perpendikulyar tuwrini aniglan
5.4. MB tuwr1 ABC ushmuyeshliktin AB ham BC tareplerine perpendikulyar
(10-sawret). X nogat AC tareptin qalegen noqgati bolsa, MBX tshmuyeshliktin
turin aniqlan.
5.5.ABCDA,B,C,D, tuwr1 muyeshli parallelepipedtin AA,C,C ham BB,D,D
diagonal kesimleri 0z ara perpendikulyar ekenligin dalillen.
5.6. ABCD tortmuyeshliktin tarepleri A,B,C,D, tuwr1 toértmuayeshliktin
tareplerine saykes rawishte parallel. ABCD tuwr1 tortmuyeshlik ekenligin dalillen.



r )
V BOLIM
\ _)
KENISLIKTE TUWRILAR HAM )
TEGISLIKLERDIN PERPENDIKULYARLIGI

NS

KENISLIKTE PERPENDIKULYAR TUWRI HAM

15 TEGISLIKLER

Esletip otemiz, kenislikte berilgen eki tuwri ara- @

sindagi muyesh 90° ga ten bolsa, olar 6z ara perpen-
dikulyar tuwrilar delinedi. Perpendikulyar tuwrilar ke-
silisiwshi ham ayqasiwshi boliw1 mamkin. 1-sawrette
a ham b perpendikulyar tuwrilar kesilisiwshi, b ham
¢ perpendikulyar tuwrilar bolsa ayqasiwshi. @ ham b
tuwrilardin perpendikulyarlhigi a L b tarizde jazilad.

Tegisliktegi qalegen tuwriga perpendikulyar tuwri
tegislikke perpendikulyar delinedi (2-sawret). o tegis-
lik ham b tuwrilardin perpendikulyarligi b L o tarizde
jaziladi.

Qorshagan ortaliqtan 6z ara perpendikulyar figu-
ralarga koplep musallar keltiriw mamkin. Adette, Gy

diywallar1 ham sutinleri, mindralar, shiraq sttinleri ham @
r

simagashlar jerge qaraganda tik, yagniy perpendikulya
qilip quriladi. Bélmedegi shkaf, stol ham muzlatqishlar
da polga qaraganda tik
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qulip ornatiladi (3-stwret).

Endi kenisliktegi perpendikulyar tuwrilardin bazi bir gasiyetleri haqqinda
togtalamiz.

Eger a tuwn o tegislikte jatsa yamasa ogan parallel bolsa, ol jagdayda o
tegislikte jatirgan ham a tuwriga parallell basqa b tuwri da tabiladi. Sonin ushin,
tegislikke perpendikulyar tuwri, albette, bul tegislikti kesip otedi. Keri tastiyiglaw
da orinl boladi.

5.1-teorema. Eger eki tuwrt tegislikke perpendikulyar bolsa, olar 6z ara
parallel boladh.

Dalilleniwi. @ ham b tuwrilar a tegislikke
perpendikulyar bolsin (4-sawret). Bul tuwrilardin
0z ara parallel ekenligin dalilleymiz.

a tuwrinin ganday da bir M noqatinan b
tuwriga parallel a, tuwri 6tkizemiz.

Ol jagdayda, a, L a bolad.

a ham a; tuwrilardin uGstpe-ust tusiwin
korsetemiz. Meyli, onday bolmasin, a ham
B a, tuwrilar ustpe-ust taspesin. Onda a ham a,

tuwrilar jatirgan [ tegisliktegi M nogattan o ham
B tegisliklerdin kesilisiw s1zig1 — ¢ tuwriga eki a ham a; perpendikulyar tuwri
otedi. Al, bunin boliw1 miimkin emes. Qarama-qarsiliq oylaganimizdin naduris
ekenligin korsetedi.

Demek, a ham b tuwrilar 6z ara parallel.U

Endi tuwrinin tegislikke perpendikulyarliq teoremasin keltiremiz.
5.2-teorema. Eger tuwri tegislikte jatirgan eki kesilisiwshi tuwriga
perpendikulyar bolsa, ol tegislikke de perpendikulyar boladh.

y a Dadalilleniwi. a tuwr1 o tegislikte
! jatirgan eki b ham c tuwriga
perpendikulyar bolsin. Ol jagdayda a
tuwrt b ham ¢ tuwrilardin kesilisiw
noqgatt A arqali 6tedi. a tuwrinin o
tegislikke perpendikulyar boliwin
dalilleymiz.

a tegisliktin A noqati arqali galegen
X tuwrl otkizemiz ham onin a tuwriga
perpendikulyar boliwin korsetemiz. o
tegislikte A nogattan otpeytugin, b, ¢




ham x tuwrilardi kesip otetugin X tuwrini 6tkizemiz. Ust kesilisiw saykes turde
B, C ham X noqatlar bolsin.

a tuwrida A nogqattin turli tareplerinde AA, ham AA, kesindilerdi qoyamiz.
Payda bolgan A,BA, ham A,CA, tshmuyeshlikler ten gaptalli boladi (buni 6z
betinizshe tiykarlan). Bunnan A;BC ham A,BC ushmuyeshlikler ten boliw1 kelip
shigad: (buni da 6z betinizshe tiykarlan). Oz nawbetinde, bunnan A,BX ham
A,BX muyeshlerdin ten boliw1 ham de A;BXham A,BX Gshmuyeshliklerdin de
ten boliw1 kelip shigadi (buni da 6z betinizshe tiykarlan).

Dara jagdayda, A, X = A,X boladi. Onda A, X A, ishmuyeshlik ten qaptalli
boladi. Sonin ushin, onin XA medianasi onin biyikligi de boladi. Bul bolsa, 6z
nawbetinde, X tuwrinin a tuwriga perpendikulyar boliwin korsetedi. Demek, a
tuwrt a tegislikke perpendikulyar..d

Bul teoremadan natiyje retinde tomendegi gasiyetler kelip shigadi. Olardi 6z
betinizshe tiykarlan.

5.3-teorema. Eger tuwri eki parallel tegisliktin birine perpendikulyar bolsa,
ekinshisine de perpendikulyar boladh.

5.4-teorema. Eger eki tegislik bir tuwriga perpendikulyar bolsa, olar parallel
bolad:.

Toémende “bar ekenlik ham jalgizliq teoremalari” dep ataliwshi gasiyetlerin
de 6z betinizshe dalillew ushin keltiremiz.

5.5-teorema. Kenisliktin qdlegen noqatinan berilgen tuwriga perpendikulyar
jalguz tegislik otkiziw miumkin.

5.6-teorema. Kenisliktin qdlegen noqatinan berilgen tegislikke perpendikulyar
jalguz tuwrt otkiziw mumkin.

Natiyje (uliwmalasqan Pifagor teoremast). Tuwrt muyeshli parallelepiped
diagonalimn kvadrati onin ush olshemleri kvadratlar: qosindisina ten.

ABCDA,B,C,D; tuwrt muyeshli parallelepiped bolsin (6-suwret). CC,
qabirga A,B,C,D, jaqqa perpendikulyar bolganligi ushin A,C,C tuwr1 muyeshli
ushmuyeshlik boladi. Onda Pifagor teoremasi boyinsha,

() A D A,C2?=CC,2+A,C,? (1).
A,D,C, ham tuwr1 mayeshli usshmtyeshlik.
B C . .
Jane Pifagor teoremasi boyinsha,
AC2*=AD?+D,C}? (2).
// Onda, (1) hdm (2) boyinsha: A ,C 2= CC,?
ord D, + AC2=CC2+AD2+D,C2
Tl A,D,=B,C, bolganligi ushin A,C 2= CC? +
B o B,C,2+ D,C,21
1 C]



tareplerine saykes tirde parallel. ABCD tuwri tortmuyeshlik ekenligin dalillen.
5.7. o tegislik m tuwriga, m tuwri n tuwriga perpendikulyar. Tegisliktin n
tuwriga parallel boliwin dalillen.
5.8. ABCD trapeciyanin AB ultan1 jatirgan tuwr o tegislikke perpendikulyar.
Bul trapeciyanin CD ultani jatirgan tuwri da o tegislikke perpendikulyar boliwin
dalillen.

5.9. Kenisliktegi tuwrinin galegen noqatinan ogan perpendikulyar tuwri
otkiziw mimkin ekenligin dalillen.

5.10. Kenisliktegi tuwrinin galegen nogatinan ogan eki tarli perpendikulyar
tuwr1 otkiziw mumkin ekenligin dalillen.

5.11. AB, AC, AD tuwrilar jup-jub1 menen 6z ara
perpendikulyar (11-suwret). Eger

1) AB=3sm, BC=7sm, AD =1,5,sm;

2)BD =9 sm, BC =16 sm, AD =5 sm;

3) AB=bsm,BC =asm, AD = d sm;

4)BD =c¢sm, BC =asm, AD =d sm bolsa, CD

kesindi uzinligin tabin.

5.12. ABCD tuwr1 tortmuyeshliktin A ushinda onin
tegisligine perpendikulyar AK tuwri 6tkizilgen. K
noqattan tuwr1 tortmuyeshliktin basqa ushlarina
shekemgi araliq 6 m, 7 m, 9 m. AK araligt tabin.
5.13. Aham B noqatlardan a tegislikke perpendikulyar
ham oni1 saykes tirde C ham D noqatlarda kesip 6tiwshi
tuwri otkizilgen. Eger AC =3 m, BD =2 m ham CD =2,4 m bolsa ham AB kesindi
o tegislikti kesip otpese, A ham B noqatlar arasindag araliqti tabin
5.14. 12-suwrette suwretlengen kubtin qabirgast: a) 4 sm; b) 8 sm bolsa, AB,C
ushmuyeshlik perimetrin hAam DAC, ishmuyeshliktih maydanin tabif.



KENISLIKTE PERPENDIKULYAR, QiYA HAM
ARALIQ

a tegislikke onda jatpaytugin A noqattan
perpendikulyar a tuwri otklzemlz (l-suwre% Bul
tuwri teglshktl B noqatta kesip otsin. Sonday-aq,

tegisliktin ganday da bir C nogatin A noqgat penen
tutastiramiz. Natiyjede, payda bolgan

AB kesindi — tegislikke tusirilgen perpendikulyar,
AC kesindi — fegislikke tusirilgen qiya;

BC kesindi — giyanin tegisliktegi proekciyasi;

B noqat — perpendikulyardin ultani,

C noqat — gquyanin ultan: dep ataladi.

ABC ushmuyeshlik tuwr1 miyeshli hdm onda
AB katet, AC bolsa gipotenuza bolganligi ushin har
daymm AB < AC boladi.

Demek, qanday da bir noqattan tegislikke
tusirilgen perpendikulyardin uzinlig1 us1noqattan
otkizilgen galegen qiyanin uzinlhiginan kishi boladi.

Nogattan tegislikke shekemgi aralig dep
noqattan tegislikke tusirilgen perpendikulyar
uzinligina aytilads .

Tashkettegi saat minarasimin biyikligi 30 m
delingende, mindranin ushinan onin ultan tegisligine tsirilgen perpendikulyar
uzinligr tasiniledi (2-sawret).

5.7-teorema. Eger tuwri tegislikke parallel bolsa, ol jagdayda onin barlhq
noqatlari tegislikten tendey araliqta bolad..

Dalilleniwi. a — berilgen tuwr1 hdm o — berilgen tegislik bolsin (3-stuwret).
@ a tuwrida eki A ham B noqatti alamiz. Olardan a
— tegislikke perpendikulyarlar tasiremiz. Bul
perpendikulyarlardin ultani, saykes tirde, A, ham
B, noqatlar bolsin. Onda A ham B noqatlardan a
tegislikke shekemgi araliglar, saykes tarde, AA;
ham BB, kesindiler boladi. 4.6-teorema boyinsha
AA, ham BB, kesindiler parallel boladx.

Demek, olar bir tegislikte jatadi. Bul tegislik
a tegislikti A, B, tuwr1 boylap kesedi. a tuwr1 A,B, tuwriga parallel boladi, sebebi
ol a tegislikti kesip otpeydi.




Solay etip, ABA, B, tortmuyeshliktin qarama-qarsi tarepleri parallel.

Demek, ol parallelogramm. Bul parallelogrammda AA; = BB,.U

Tuwridan ogan parallel bolgan tegislikke shekemgi araliq dep tuwrinin
@ galegen noqatinan us1 tegislikke shekemgi araliqqa

aytiladu.
Tegisliktin galegen eki noqatinan ogan parallel
bolgan tegislikke shekemgi araliq birdey bolada.
Bul gésiyet alding1 teorema dalilleniwine ugsas
dalillenedi.
Eki parallel tegislikler arasindagi araliq dep
bir tegisliktin qalegen noqatinan ekinshi tegislikke
shekemgi araliqqa aytiladi.4-sawrette siwretlengen stoldin biyikligi pol ham stol
tegislikleri arasindag araliqqa ten boladu.

5.8-teorema. Eki ayqasiwshi tuwri jalgiz uliwma perpendikulyarga iye
boladi.

Dalilleniwi. a ham b ayqasiwshi tuwrilar bolsin (5-suwret). Bul tuwrilarda
sonday A ham B noqatlardi tanlaw mamkinligin
korsetemiz, AB tuwri a ga da, b ga da
perpendikulyar boladi. o tegislik b tuwridan
otiwshi ham a tuwriga parallel bolsin. a tuwrida
C noqatt1 alamiz ham odan a tegislikke CD
perpendikulyar tasiremiz. Kesilisiwshi a ham
CD tuwrilardan B tegislikti o6tkizemiz. a, tuwri
— o ham P tegisliklerdin kesilisiw s1z1g1 bolsin.

a, || a bolganlig1 ushin a, ham b tuwrilar ganday da B noqatta kesilisedi. B
noqattan f3 tegislikte jatiwshi, a tuwriga BA perpendikulyar tisiremiz.

Natiyjede, AB ham CD tuwrilardin har ekewi de 3 tegislikte jatadi ham a
tuwriga perpendikulyar boladi. Sonin ushin, AB || CD ham AB L a boladi.

Demek, AB L aham AB L b boladi. AB izlenip atirgan tuwri bolip, ol @ ham
b ayqasiwshi tuwrilardin har ekewine de perpendikulyar boladi.

Uliwma perpendikulyardin jalgiz ekenligin
6z betinizshe dalillen.d

Eki ayqasiwshi tuwrt arasindagi araliq
o~ dep olardi uliwma perpendikulyart uzinligma

aytiladi.

Joqaridag1 teoremadan tomendegi juwmagq
kelip shigadi:




Eki ayqasiwshi a ham b tuwri arasindagi araliq (6-stwret) - a tuwriin qalegen
noqatinan b tuwri jatirgan ham a tuwriga parallel bolgan o tegislikke shekemgi
araliqqga ten boladi.

Joqaridagilarga tiykarlanip, endi biz kenislikte eki tuwrinin 6z ara jaylasiwin
sanlar jardeminde tusindirip beriwimiz mumkin.

Eger kenislikte eki tuwrt:

* 6z ara kesilisse, olar arasindagi o muyesh (7.a-suwret),

* 0z ara parallel bolsa, olar arasindagi d araliq (7.b-stwret),

* 0z ara ayqasiwshi bolsa, olar arasindagl oo miyesh ham arasindagi d araliq
(7.c-suwret) us1 tuwrilardin 6z ara jaylasiwin sanl tasindirip beredi .

a) . b) .
>
& d
b [ b

Masele. Tortmuyeshli SABCD piramidanin barliq qabirgalari a ga ten. Onin
AB ham SC qabirgalari arasindagi araliqti tabin (8-stwret).
Sheshimi. 4.8-teorema boyinsha, AB ham SC
qabirgalarinda sonday X ham Y noqatlar bar bolip,
XY tuwr1 AB ham SC qabirgalardin héar ekewine
de perpendikulyar boladi. Sonday-aq, XY tuwri,
SC tuwr jatirgan ham AB tuwriga parallel bolgan
tegislikke de perpendikulyar boladi.

Meyli, a tegislik — S noqattan 6tiwshi ham AB
tuwriga perpendikulyar bolgan tegislik bolsin. Bul
tegislik AB ham CD qabirgalardin ortalart — M ham

N nogqatlardan 6tedi. Onda XY || o ham XY kesindinin o tegisliktegi proekciyasi
XY kesindige ten boladi.

Endi X ham Y noqatlardin o tegisliktegi qaysi noqatlarga proekciyalaniwin
aniqlaymiz.

AB 1 a bolganligi ushin AB qabirganin barliq noqatlart M noqatqa
proekciyalanadi. Demek, X nogat M noqatga proekciyalanadi.

S ham C noqatlar saykes tarde, S ham N noqatlarga proekciyalangani ushin,
SC kesindi SN kesindige 6tedi. SN tuwrt AB tuwriga parallel tegislikte jatqani
ushin, izlenip atirgan XY kesindinin proekciyasi — SN tuwriga M noqattan tusirilgen
perpendikulyardan ibarat boladi.
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Bul perpendikulyar uzinligi d n1, ultan1 a ham qaptal tarepi —— \/§ ge ten bolgan

SMN ten gaptalli ashmuyeshlik maydaninan paydala\llrilp tabamlz
a av2

Bir tarepten bul ashmuyeshliktin maydani: -5

% a\/—d ga ten. Bul tefiliktend = d_

=5~ ge ten, al ekinshi tarepten

bolsa

Tema boyinsha sorawlar ham shinigiwlar

1. Tegislikke tusirilgen perpendikulyar ham qiyaga aniglama berin
2. Qwyanin tegisliktegi proekciyast dep nege aytiladi?
3. Nogattan tegislikke shekemgi araliqg qalay amglanadi?
4. Tegislikke parallel bolgan tuwri ham tegislik arasindagi araliq qalay tabiladi?
5. Eki parallel tegislikler arasindagi araliq qalay amgqlanadi?
6. Eki ayqasiwshi tuwrilar arasindagi araliq qalay aniglanadi?
1. Kenislikte eki tuwrinin oz ara jaylasiwin gaysi sanli shamalar aniglaydi?
5.15. A, B, Q noqatlar a tegislikke tiyisli, M nogat
bolsa ogan tiyisli emes ham MQ L a. MA, AQ, MQ,
BQ, MB kesindilerdin qays1 biri a) perpendikulyar;
b) qiya; c) quya proekciyasi ekenligin aniglan.
5.16. A noqattan a tegislikke AB ham AC qiyalar
ham AO perpendikulyar o6tkizilgen (9-stiwret).
Eger AB = 2,5 sm, AC = 3 sm bolsa, qiyalardin
proekciyalarin 6z ara salistirin.

5.17. Nogqattan tegislikke eki quya tusirilgen (9-suwret). Eger qiyalardin biri
ekinshisinen 26 sm uzin, al proekciyalart 12 sm ham 40 sm bolsa, bul qiyalardin
uzinliglarin tabin.

5.18. Ushmiuyeshlikke sirtlay sizilgan shenber orayman tshmuyeshlik
tegisligine perpendikulyar tuwri otkizilgen. Bul tuwrimin har bir noqati
ushmuyeshlik tobelerinen tendey uzaqliqta jatiwin dalillef.

5.19. Maydam a) 21 sm?; b) 96 sm?; ¢) 44 sm?; d) 69 sm?; €) 156 sm? bolgan
ABCD kvadrat tegisligine uzinligi 10 sm bolgan DM perpendikulyar tusirilgen.
MA qiyanin uzmligin tabin.

5.20. Tuwr1 muyeshi C bolgan ABC ushmuyeshliktin sttyir mayeshi ushinan
ushmuyeshlik tegisligine perpendikulyar AD tuwri 6tkizilgen. Eger AC = ¢, BC =
b ham AD = ¢ bolsa, D noqattan B ham C tobelerine shekemgi araliglardi tabin.

5.21. Bir-birinen 3,4 m uzagliqta bolgan vertikal sutinlerdin joqart ushlari
tosin menen tutastirilgan. Sutinlerdi kop gabath biyiklikleri 5,8 m ham 3,9 m
bolsa, tosin uzinligin tabin.



5.22. 15 m uzinlhigtag: telefon sim1 simagashqa jer betinen 8 m biyiklikte
bekkemlengen ham onnan biyikligi 20 m bolgan kdpgabatli ttydin tobesine tarttirip
baylangan. Uy menen sutin arasindag1 araliqt: tabin.

5.23. Tegislikke P nogqattan tasirilgen PQ perpendikulyar uzinligi 1 ge, al PA
ham PB qiyalar uzinliglar1 2 ge ten. C noqat AB kesindi ortas1. Eger
a) ~APB =90% b) ~APB = f3 bolsa, QC kesindi uzinligin tabin.

5.24. ABCD parallelogrammnin dogal B muyeshi ushinan onin tegisligine
perpendikulyar bolgan BH kesindi tiklengen. Eger AH =5 sm, HD = HC = 8,5
sm, AC=1,5 \33 bolsa, parallelogramm tareplerin tabin.

5.25. M nogat tarepi 60 sm bolgan duris ABC ushmuyeshliktin har bir tobesinen
40 sm araligta jaylasqan. ABC ushmuyeshlik tegisliginen M nogatqa shekemgi
araliqti tabin.

USH PERPENDIKULYAR HAQQINDAGI
17, TEOREMA

5.9-teorema. Eger tegislikke tusirilgen qiyamin ultaninan otiwshi tuwri
quanin proekciyasina perpendikulyar bolsa, ol jagdayda ol qiyanin ézine de
perpendikulyar boladl.

@ A Dalilleniwi. Meyli, AB kesindi o tegislikke

tusirilgen perpendikulyar, AC kesindi bolsa qiya
AB bolsin. ¢ tuwr1 a tegislikte jatiwshi, C noqgattan
otiwshi ham qiya proekciyasina perpendikulyar
bolgan tuwri bolsin (1-siwret). AB ga parallel
¢ A,C tuwrmi o6tkizemiz. Bul tuwr a tegislikke
o perpendikulyar bolad.

AB ham AC, tuwrilar arqali B tegislikti otkizemiz. ¢ tuwr1 CA, tuwriga
perpendikulyar boladi. Ol shart boymnsha, CB tuwriga da perpendikulyar edi.
Onda ¢ tuwr B tegislikke de perpendikulyar boladi.

Demek, ¢ tuwr B tegislikte jatirgan AC qiyaga da perpendikulyar boladi.d

Usi teoremada ush perpendikulyarlar hagqinda gép baratirganligi ushin ol
“Ush perpendikulyarlar haqqindag1 teorema” atin algan. Bul teoremaga keri
bolgan teorema da orinli boladi. Oni 6z betinizshe dalillen.

5.10-teorema. Eger tegislikke tusirilgen qiyamin ultaninan otiwshi tuwri
qiyaga perpendikulyar bolsa, ol jagdayda ol qiyanin proekciyasina da
perpendikulyar bolad.

1- mdsele. Ushmuiyeshlikke ishley sizilgan shefiber orayman ushmuyeshlik
tegisligine perpendikulyar tuwri otkizilgen (2-stwret). Bul tuwrimin galegen
noqat1 ushmuyeshlik tareplerinen tendey uzaqliqta jattwin dalillen.




Dalilleniwi. Meyli, A,B,C — ushmuyeshlik
tareplerinin shenber menen kesilisiw noqatlari,

O — shenber orayi, al S bolsa perpendikulyardagi
galegen nogat bolsin.

OA ushmuyeshlik tarepine perpendikulyar
bolganlig1 ushin, Gsh perpendikulyarlar hagqindagi
teorema boyinsha, OA da bul tarepke perpendikulyar
boladi. Onda SAO tuwr1 muyeshli ishmuyeshlik
boladi. Bul tshmuyeshlikte Pifagor teoremasi
boyinsha,

SA =AO? + OS2 =+r2 + OS2,

bul jerde r — shenber radiusi.:

Tap usigan ugsas, SBO tuwri miyeshli ushmuyeshlikten SB = Vr? + OS2 ham
SCO tuwr1 muyeshli tshmuyeshlikten bolsa SC = vr2 + OS2 ekenligin tabamiz.

Demek, SA =SB = SC.U

Joqarida keltirilgen 3—4-stiwretler ultaninda 1-méselege ugsas ham galegen
képmuyeshlik ushin uliwmaliraq jagdaylardi 6z betinizshe dalillew ushin
keltiremiz.

® ®

2- masele. Kenisliktegi noqat kopmuyeshliktin tareplerinen tendey uzaqliqta
jaylasgan bolip, onnan képmuyeshlik tegisligine perpendikulyar tasirilgen. Bul
perpendikulyar ultan1 kpmuyeshlikke ishley sizilgan shenber oray1 menen tstpe-
ust tasiwin dalillen (3-sawret).

3- masele. Kenisliktegi noqat kopmuyeshliktin ushlarinan tendey uzaqliqta
jaylasgan bolip, onnan képmuyeshlik tegisligine perpendikulyar tasirilgen. Bul
perpendikulyar ultan1 kopmuyeshlikke sirtlay sizilgan shenber orayr menen
ustpe-ust tasiwin dalillen (4-stawret).



4-masele. ABC ushmuyeshlik tegisligine onin A nogatinan perpendikulyar

@ tusirilgen (5-suawret). Eger AB=c=13,BC=a=
D 20, AC = b = 11 ham AD = 36 ga teh bolsa, D
W noqattan BC tuwriga shekemgi araliqt1 tabin.

Sheshimi. 1zlenip atirgan araliq D noqattan
B BC tarepke tusirilgen perpendikulyar uzinligina
ten boladi. Bul kesindini tasiriw ushin onin BC
tareptegi ultanin tabiw kerek boladi. Bunin ushin

A ABC ushmuyeshliktin A ushinan BC tarepine AO

biyiklikti tusiremiz: AO L BC.
Onda tsh perpendikulyar haqqindagi teorema
boyinsha, BC L DO boladi. Demek, DO izlenip atirgan kesindi eken.

Endi DO kesindinin uzinligin tabamiz. Bunin ushin, aldin ABC ushmuyeshlik
maydanin Geron formulasinan paydalanip tabamiz:

p=(a+b+c):2=(20+ 11+ 13):2=22;

S=vp(p-a)(p-b)(p-c) =v22-(22-20) (22— 11)-(22 - 13) =66.

AO=2S/a=(266):20=6,6.

ADO tuwr1 muyeshli ushmuyeshlikte, Pifagor teoremas: boyinsha

DO = VAD? + AQ? = \36% + 6,62 = 36,6.

Meyli, a tegislik ham oni1 kesip 6tiwshi ham

bul tegislikke perpendikulyar bolmagan a tuwri

/ -~ berilgen bolsin (6-stwret). @ tuwrinifi har bir

A nogatinan perpendikulyarlar tasiremiz. Bul

perpendikulyarlardin ultanlar1 a, tuwrin1 payda
quladu.

a, tuwr a tuwrinin o tegisliktegi proekciyasi
dep ataladu.

a tuwrr ham o tegislik arasindagi muyesh
dep, tuwr1 menen onin bul tegisliktegi proekciyasi
arasindagi muyeshke aytiladi.

Eger tuwr tegislikke perpendikulyar bolsa
(7-suwret), onin menen tegislik arasindagi
muyesh 90° qa, eger parallel bolsa, bul tuwri
menen tegislik arasindagi mtyesh 0° ga ten dep
alinadi.

==
-
-
-
-
o=
=
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Tema boyinsha sorawlar ham shinigiwlar

1. Ush perpendikulyar hagqindadi teoreman: tusindirini. Ne sebepten ol solay
atalgan?

2. Ush perpendikulyar hagqindadi teoremada keri teoremant aytip ham tisindirip
berin.

3. Tuwr1 ham tegislik arasindagi muyesh qalay amglanadi?

4. Tegislik ham ogan perpendikulyar tuwri arasindagi muyesh neshe gradus?

5.26. A noqat tarepi a ga ten bolgan ten tarepli ushmuyeshliktin ushlarinan
a araligta jatadi. A noqattan ishmuyeshlik tegisligine shekemgi araliqt: tabin.

5.27. a tegisliktin sirtindagi S nogattan ogan ush ten SA, SB, SC qiya ham
SO perpendikulyar 6tkizilgen. Perpendikulyardin O ultan1t ABC tshmuyeshlikke
sirtlay sizilgan shenberdin oray1 boliwin dalillen.

5.28. Ten tarepli ishmuyeshliktin tarepleri 3 m ge ten. Ushmuyeshliktin har
bir tobesinen 2 m araliqta bolgan nogattan ushmuyeshlik tegisligine shekemgi
araligt1 tabin.

5.29. Ten qaptalli ushmuyeshlikte ultan1 ham biyikligi 4 m ge ten. Berilgen
noqat ishmuyeshlik tegisliginen 6 m araliqta hdm onin ushlarian birdey araliqta
jatadi. Us1 araligt1 tabin.

5.30. A nogattan kvadrattin ushlarina shekemgi araliq a ga ten. Kvadrattin
tarepi b ga ten bolsa, A noqattan kvadrat tegisligine shekemgi araliqt1 tabin.

5.31. Berilgen nogqattan tegislikke otkizilgen berilgen uzinliqtagi qiyalar
ultanlarinin geometriyaliq ornin tabin.

5.32. Berilgen noqattan tegislikke uzinliglari 10 sm ham 17 sm bolgan eki
quya otkizilgen. Bul qiyalarlar proekciyasinin ayirmasi 9 sm ge ten. Quyalardin
proekciyalarin tabin.

5.33. Noqattan tegislikke eki qiya 6tkizilgen. Eger: 1) olardan biri ekinshisinen
26 sm uzin, qiyalardin proekciyalari 12 sm hdm 40 sm bolsa; 2) qiyalardin
uzinliglari 1 : 2 qatnasta bolip, olardin proekciyalari 1 sm hdm 7 sm ge ten bolsa,
qryalardin uzinhiglarin tabif.

5.34. o tegislikten d araligta jatirgan A nogattan tegislik penen 30° muyesh
payda etiwshi AB ham AC quyalar otkizilgen. Olardin a tegislikke proekciyalari
6z ara 120° i mayesh payda etedi. BC kesindi uzinligin tabin.

5.35. Eger tuwr1 muyeshli tshmuyeshliktin katetlerinen biri tegislikke tiyisli,
al ekinshisi onin menen 45° It muyesh payda qilsa, gipotenuza bul tegislik penen
30° I miyesh payda qiliwin dalillen.

5.36. a qiya o tegislik penen 45° It mtiyesh payda qilad, al tegisliktin b tuwrisi



qiya proekciyasi menen 45° 1t miyesh payda qiladi. a ham b tuwrilar arasindagi
muyeshtin 30° qa ten ekenligin dalillen.

5.37. P noqat tarepi a ga ten ABCD kvadrattin har bir tobesinen a araligta
jatadi. Kvadrat tegisligi ham AP tuwr1 arasindagi muyeshti tabin.

5.38. Ushmuyeshli piramidanin hamme qgabirgalari 6z ara ten. Piramidanin
gabirgasi ham bul gabirga tiyisli bolmagan jag1 arasindagi muayeshti tabin.

5.39. Tuwr1 muyeshli parallelepipedtin 6lshemleri a, b ham ¢ ga ten.
Parallelepiped diagonali menen onin jaqlar1 diagonallar1 arasindagi araliqti tabin.

18 _ KENISLIKTE TEGISLIKLERDIN PERPENDIKULYARLIGI

@ Eki yarimtegislik ham olardi shegaralap turgan
uliwma tuwridan ibarat geometriyaliq figura eki
Jaqli muyesh dep ataladi (1-sawret). Yarimtegislikler
eki jagli mayeshtin jaglari, al olardi shegaralawshi
tuwri eki jagli muyeshtin gabirgasi dep ataladu.
Eki jagli muyeshler haqqinda qorshagan
ortaliqtagr tomendegi zatlar misal bola aladi
(2-suwret): kitap, notebook (noutbuk), ashiq esik

®

ham imarat tobesi.

Eki jaqli miyesh qabirgasinin galegen nogatinan onin jaqlarinda jattwshi ham
bul qabirgaga perpendikulyar bolgan nurlardi shigaramiz. Bul nurlar payda qilgan
muyesh eki jagl muyeshtin sizigli miyeshi dep ataladi (3-suawret).

Eki jagqli muyeshtin siziqli miyeshi qabirgada tanlangan nogat penen
aniqlanadi ham sheksiz kop boliwi, aniqlamadan korinedi. Solay bolsa da, eki
jagli mayeshtin sizigli mayeshi 6lshemi qabirgada tanlangan noqatqa baylanish
emes, yagnty olardin hammesi 6z ara ten boladi.
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®

Eki jagli mayeshler 6lshemi onin siziqli muyeshi 61shemi menen aniqlanadi.
S1zigli muyeshlerdin styir, tuwri, dogal ham jayiq boliwina qarap, eki jagh
muyeshler de, saykes turde, styir, tuwri, dogal ham jayiq eki jaqlt muyeshlerge
ajiratiladi. 4-stwrette har tarli eki jagli muayeshler sawretlengen.

®

Eki kesilisiwshi tegislik putin kenislikti uliwma
qabirgaga iye bolgan tort eki jaglt miuyeshke ajiratadi
(5-suwret). Bul eki jagli mtyeshlerdin biri a ga ten bolsa,
olardan jane birewinin manisi de o ga ten boladi. Al,
qalgan ekewinin manisi 180° — a ga ten boladi.

Usi eki jaqli muyeshler ishinde 90° tan kishisi de
boladi. Us1 muyeshtin manisi kesilisiwshi tegislikler
arasindagi muyesh dep aliadi.

Eger eki jagli miyeshlerdin biri tuwri, yagniy 90° qa
ten bolsa, qalgan tishewi de tuwr1 bolad1 (6-stiwret).

Tuwr1 muyesh astinda kesilisiwshi tegislikler —
perpendikulyar tegislikler dep ataladi.

Perpendikulyar tegisliklerge qorshagan ortaliqtan
bolmenin poli ham diywallarin, uliwma qabirgaga iye
bolmenin diywallari, uliwma gabirgaga iye Rubik kubigi
jaglari, jer beti ham uy diywallar1 ham de tydin bir-birine
tutasqan diywallarin misal retinde keltiriw mumkin
(7-sawret).




o ham B tegisliklerdin perpendikulyarligi tuwrilardagi kibi “L” belgi jardeminde,

o L [ tarizde jaziladi.

Endi perpendikulyar tegisliklerdin gasiyetleri haqqinda togtalamiz. Toémendegi
teorema — “tegisliklerdin perpendikulyarliq teoremasi1” dep ataladi.

5.11-teorema. Eger tegisliklerden biri ekinshisine perpendikulyar bolgan
tuwridan otse, bunday tegislikler 67 ara perpendikulyar boladh.

Dalilleniwi. Meyli, o ham [ tegislikler berilgen
bolip, a tegislik B tegislikke perpendikulyar bolgan a
tuwridan Otsin (8-suwret). 3 tegislik penen a tuwrinin
kesilisiw noqat1 A bolsin. aLb ekenligin dalilleymiz.

a ham f tegislikler AB tuwri boylap kesilisedi.
Onda, AB.1a boladi, sebebi shart boymsha Bia. B
tegislikte jatirgan ham AB tuwriga perpendikulyar
bolgan AC tuwrini1 6tkizemiz. Natiyjede, payda
bolgan DAC muyesh af} eki jaqlt miyeshtin sizigh
muyeshi boladi. Shart boyinsha, aLp. Onda, DAC
tuwrt miyesh. Demek, oL 3.1

Bul teoremadan tomendegi natiyje kelip shigadi.

Natiyje. Eger tegislikler eki tegisliktin kesilisiw
sizigina perpendikulyar bolsa, bul tegisliklerdin har
birine de perpendikulyar boladl (9-suwret).

4.11 teoremaga keri teorema da orinli boladi. On1
dalilleniwisiz keltiremiz.

5.12-teorema. Eger eki perpendikulyar
tegisliklerden birinin bazi bir noqatinan ekinshisine
perpendikulyar tuwrt otkizilse, bul tuwrt birinshi
tegislikte jatadl.

Natiyje. Eger eki perpendikulyar tegislik
ushinshi tegislikke perpendikulyar bolsa, olardin
kesilisiw sizigt da bul tegislikke perpendikulyar
bolad: (10-suwret).

I-madsele. M noqat QABC duris piramida

ultanindagi qabirgasinin ortasi bolsa (11-sawret), QCM tegislik piramida ultani
tegisligi ABC ga perpendikulyar ekenligin dalillen.

Dalilleniwi. AB kesindi ten qaptalli AQB ham ACB ushmuyeshliklerdin ultani
bolganlig1 ushin bul ushmuyeshlikler medianalar1t QM ham CM ga ham
perpendikulyar boladi. Sonin menen birge, AB kesindi QCM tegislikke de



perpendikulyar boladi. Onda 5.12-teorema boyinsha,
@ ABC tegislik QCM tegislikke perpendikulyar boladi. L1
2-mdsele. QABC duris piramidanin tobesindegi tegis
AQB muyeshi a ga ten. Onin qaptal qabirgasindag: eki
jagqli muyeshin tabin (12-stwret).

Sheshimi. Meyli, N nogat AC gabirganin ortasi, AK
bolsa A noqattan BQ gabirgaga ttsirilgen perpendikulyar
bolsin.

ABQ ham CBQ ushmuyeshliklerdin tenliginen CK

@ 1 BQ boladi. Sonin ushin, AKC muyesh BQ eki jaqli
muyeshtin s1ziqli muyeshi boladi.

AKQ ham ANQ tuwr1 muyeshli ushmuyeshlikten

AK = sina, AN = AQ sin(a/2) ekenligin tabamiz.

AKN tuwr1 mayeshli ishmuyeshlikten bolsa

5 AR Zcosal2) ge iye bolamiz.

_ . 1
Bunnan, - AKC = 2 arcsin Seosta2) () Q

Tema boyinsha sorawlar ham shinigiwlar

1. Eki jagli muyesh dep nege aytiladi?

2. Qanday muyesh tegislikler arasindagi muyesh dep ataladi?

3. Tuwrt muyesh astinda kesilisiwshi tegislikler galay ataladi?

4. Tegisliklerdin perpendikulyarliq teoremasin aytip berin.

5. Perpendikulyar tegisliklerdin gasiyetlerin aytip berin ham tusindirin.

5.40. a) ABCDA,B,C,D, tuwr1 muyeshli parallelepipedtin; b) ABCA,B,C,
tuwr1 prizmanin perpendikulyar jaglarin aniglan ham tuwri eki jagli mtyeshlerin
aytip berin.

5.41.STUVS,T,U,V, kubta (13-suwret): a) TVT, mtyesh;
b) T,ST muyesh T,SVT eki jagli muyeshtin siziqli miyeshi
bola ma? V,UTS eki jaqli miyeshtin manisin tabin.

5.42. Eki jagl muyeshtin birewden jagi uliwma, qalgan
jaqglart birgelikte tegislikti payda qiladi. Bul eki jaqli
muyeshlerdin qosindist 180° qa ten ekenligin dalillef.



5.43. XYZ tshmuyeshliktin YZ tarepi B tegislikte jatadi.
Onin X ushinan XA biyiklik ham B tegislikke XP
perpendikulyar tasirilgen (14-suwret). XAP muyesh XYZP
eki jagli muyeshtin siziqlt mayeshi ekenligin dalillen.

5.44. Ushmuyeshli ABCD piramidania CD qabirgasi
ABC tegislikke perpendikulyar. AB=BC =AC =6 ham BD
= 37 bolsa, DACB, DABC, BDCA ¢ki jaqli miyeshlerdi
tabin.
5.45. T noqattan y tegislikke qiya tusirilgen (15-suwret). Toémendegi
suwretlerdin qaysilarinda tegislik hdm qiya arasindagi o miyesh duris belgilengen?

5.46.Ushmuyeshli ABCD piramidada DAB, DAC, ACB muyeshler tuwri, AC

= CB =5 ham DB = 5\5 bolsa, ABCD eki jaqli mayeshin tabin.

5.47. Eki jagli muyesh s1ziqlt muyeshinin tegisligi onin har bir jaginda
perpendikulyar ekenligin dalillen.

5.48. Eki jaqli muyeshtin bir jaginda jatirgan eki noqat onin gabirgasinan,
saykes tarde, 51 sm hdm 34 sm uzaqliqta jatir. Bul nogatlardin birinshisi basqa
jagman 15 sm uzaqliqta jatirganlig1 belgili bolsa, us1 jaginan ekinshi noqatqa
shekemgi araliqt: tabin.

5.49. ABC tuwr1 muyeshli tshmuyeshlik (~C = 90°) ham ACPR kvadrat
tegislikleri 6z ara perpendikulyar (16-sawret). Kvadrat
tarepi 6 sm, ushmuyeshlik gipotenuzasi 10 sm. BP
kesindi uzinligin tabin.

5.50. MK kesindi tuwr1 miyeshli ABC tishmuyeshlik
(«C = 90°) tegisligine perpendikulyar (17-sawret).
KNJ||AC, AK = KB, AC = 12 sm, MK = 8 sm bolsa,
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MN kesindi uzinligin tabin.
5.51. ABC ham ADC ten gaptalli ishmuyeshlikler
tegislikleri perpendikulyar (18-suwret). AC olardin
uliwma ultani. BK kesindi ABC ushmuyeshliktin
medianasi.

Eger BK = 8 sm, DK = 15 sm bolsa, BD kesindi
uzinligin tabin.

KENISLIKTE ORTOGONAL PROEKCIYA HAM
19 ONNAN TEXNIKADA PAYDALANIW

Eger proekciya bagiti | proekciyalaw tegisligi o ga perpendikulyar bolsa,
bunday parallel proekciyalaw ortogonal proekciyalaw dep ataladi.

Ortogonal proekciyalawda payda bolgan figura berilgen figuranin ortogonal
proekciyasi yamasa qisqasha proekciyas: dep aytiladi.

Parallel proekciyalawdin hamme qasiyetleri ortogonal proekciyalawda da
ormli boladi. Témende tek gana ortogonal proekciyaga tiyisli bolgan dhmiyetli
qasiyetti dalilleymiz.

5.13-teorema. Kopmuyeshliktin tegisliktegi ortogonal proekciyasinin
maydant kopmuyeshlik maydanin onin tegisligi menen proekciya tegisligi
arasindagt miiyesh kosinust kobeymesine ten.

Dalilleniwi. 1) Aldin ishmuyeshlik hdm onin bazi bir trepinen 6tiwshi
tegisliktegi proekciyasi ushin qarap shigamiz.

Meyli, ABC tshmuyeshliktin o tegisliktegi proekciyasi
AB,C tshmuyeshlik bolsin.

ABC tishmuyeshliktin BK biyikligin tasiremiz. Ush
perpendikulyar haqqindagi teorema boyinsha, B,K
kesindi KBB, ushmuyeshliktin biyikligi boladx.

BKB,; muyesh — tshmuyeshlik tegisligi menen
proekciya tegisligi arasindagi ¢ muyeshten ibarat bolad.
BKB, ishmuyeshlikte: KB; = KB - cos.



Ol jagdayda, ~Supc=7 AC ‘KB, Spoc =3 AC - KB,.

Bulardan, Sygc=S,g ' cose dipayda qilamiz. 1-jagdayda teorema délillendi.
2) a tegislik ornina ogan parallel bolgan basqa B tegislik alinganda da teorema
orinli bolad1 (3-suwret). Bul parallel proekciyalaw gasiyetinen paydalanip
dalillenedi.

3) Endi uliwma, képmuyeshlik korinisine keletugin bolsaq (4-sawret) bul
jagdayda teorema képmuyeshlikti diagonallar1 jadrdeminde ushmuyeshliklerge
boliw jardeminde joqarida korilgen dara jagdayga keltirip dalillenedi..d

Ortogonal proekciyadan texnikaliq sizilmada har tarli detallardi proektlestiriwde
paydalaniladi. Turli mashina detallar1 sizilmalar1 bir, eki yamasa sh 6z ara
perpendikulyar proekciyalar tegisliklerine ortogonal proekciyalaw joli menen payda
qilinad1 (5-sawretler). Bul proekciyalar qaysi bagitlarda proekciyalanganligina
qarap, vertikal (tik), gorizontal ham frontal proekciyalar dep te ataladi.

Tema boyinsha sorawlar ham shinigiwlar

1. Ortogonal proekciyalaw dep nege aytiladi?

2. Ortogonal proekciyalaw qasiyetlerin sanap berin.

3. Ortogonal proekciyalawdan texnikada qalay paydalaniladi?

4. Bir tuwriga perpendikulyar boldgan tegisliktin qdsiyetin aytip berin.

5. Uwmalasqan Pifagor teoremasi ne hagqinda?

6. Ushinshi tegislikke prependikular eki tuwri 6z ara parallel bola ma?

1. Ekinshi tegislikke perpendikulyar tegislik ham tuwri 6z ara parallel bola ma?

8. Berilgen tuwridan berilgen tegislikke perpendikulyar bolgan neshe tegislik otkiziw
mumkin?

9. a tegislik B tegislikke perpendikulyar. o tegisliktegi har ganday tuwrt 3 tegislikke
perpendikulyar bola ma?

10. Birinshi tegislikke qrya bolgan kesindiden otiwshi ekinshi tegislik birinshisine
perpendikulyar bola ma?

11. Tuwr1 muyeshli parallelepipedtin kesilisiwshi jaglari 6z ara perpendikulyar bola
ma?



5.52. Trapeciyanin ortogonal proekciyasi: a) kvadrat; b)
kesindi; c¢) tuwr tortmuyeshlik; d) parallelogramm; e)
trapeciyalardan biri boliw1 mimkin be?

5.53. 6-suwretke qarap ortogonal proekciyasi tuwri
tortmuyeshlik bolgan geometriyaliq figuralardi aytip
berin.

5.54. A;B, kesindi AB kesindinin o tegislikke
ortogonal proekciyasi (7-stwret). Eger AB =20 sm, AC =
10 sm, A,B, =12 smbolsa, B,C, kesindi uzinligin tabin.
5.55. Uzmlig1 5 sm bolgan AB kesindinin o tegislikke
ortogonal proekciyast uzinligr 3 sm bolgan AC
kesindiden ibarat (8-stiwret). AB kesindinin o tegislikke
qryalig muyeshi kosinusin tabin.

5.56. Eger AB tuwridan C noqatqa shekemgi araliq
(9-suwret) C noqattan ABD tegislikke shekemgi araliqtan
eki marte ulken bolsa, ABC ham ABD tegislikler
arasindagi muyeshti tabin.

5.57. ABC ushmuyeshliktin maydan1 18 sm? qa ten. KC L (ABC). Eger ABK
ham ABC tshmuyeshlikler tegislikleri arasindagi mayesh: a) oo =30°; b) o =45°;
a) a = 60° bolsa, ABK ushmuyeshlik maydanin tabin.

5.58. ABC ham ABD ushmuyeshlikler tegislikleri arasindagi miyesh 60° qa
ten. Eger AB= 473 bolsa, CD araligt1 tabif.

5.59. Maydani 48 sm? ga ten bolgan ishmuyeshliktin ortogonal proekciyasi
tarepleri 14 sm, 16 sm ham 6 sm bolgan ishmuyeshlikten ibarat. Bul tshmuyeshlik
tegisligi ham onin proekciyasi arasindagi miyeshti esaplan.

5.60. Maydani 12 sm? ga ten bolgan tishmuyeshliktin ortogonal proekciyasi
— tarepleri 13 sm, 14 sm ham 15 sm bolgan ushmuyeshlikten ibarat. Bul
ushmuyeshlik tegisligi hdm onin proekciyasi arasindagi muyeshti esaplan.



20_ AMELIY SHINiGIWLAR HAM QOLLANIWLAR

Qollamwlar ham ameliy kompetenciyalardi galiplestiriw

1. Eki qons1 bolmenin diywallar1 tutasqan s1zigtin polga perpendikulyarligin
qanday qilip 6lshewler jardeminde tekseriwge boladi?

2. Uzinliq 6lshew ésbabi — ruletka jardeminde sutinnin tik ekenligin qalay
tekseriwge bolad1?

3. Dongelektin (kolesonin) kosheri tegisliginin ol dongelep atirgan tegislikke
perpendikulyarligin qalay tekseriwge bolad1?

4. Ne sebepten qista tamnin tobesinen salbirap turgan sumeleklerdi, olardin
qalinligin esapqa almastan, 6z ara parallel dew mumkin?

5. Oqiwshi ameliy jumis orinlap atir. Ornatilgan bir neshe sttinlerdin Jerge
qaraganda tik ekenligin tekseriw ushin olardan tek gana birewin tekserdi. Qalgan
sttinlerdin tik ekenligin tomendegishe tekserdi: hdmme tUstinlerdin biyikligin,
olardin tobmengi ultanlar1 ham joqari ushlari arasindagi araliqlardi 6lshep qarar
qabil qildi. Ol bul jumistt duris orinladi ma ?

6. Ne sebepten esik, ol ashiq pa yamasa jabiq pa har sapar polga qaraganda
perpendikulyar bolad1?

7. Tuwrmin tegislikke perpendikulyarligina aniq misal retinde dongelektin
(kolesonin) simlar1 jatirgan tegisliktin dongelektin (kolesonin) kdsherine qaraganda
jaylastwin keltiriw mumkin (11-siwret). Kosher dongelektin (kolesonin)

har bir simina perpendikulyar. Hareket dawaminda
dongelektin (kolesonin) simlart har biri bir noqatta
kesilisetugin kesindilerden ibarat dongelek tegisligin
payda qiladi. Eger kosher gorizontal jaylasqan bolsa,
dongelek (koleso) qanday tegislikte aylanadi? Nege?
Korsetpe: dongelektin (kolesonin) kosherine
perpendikulyar tegislikke perpendikulyar boladi.

8. Biyiklikke sekiriw shinigiwi orinlanbaqta. Tosiq tayaqti qoyiw ushin
gabirgasi 25 m bolgan kub ham o6lshemleri 25%x25%50 bolgan tuwr1 muyeshli
parallelepipedlerden paydalanilmagqta.

1) 125 sm; 2)150 sm; 3) 175 sm biyiklikke sekiriw shinigiwlarin qalay payda
qiliwga bolad1?

9. 6-stiwrette eki vertikal sutin ham olardin sayasi suwretlengen. Us1 mag-
liwmatlardan paydalanip, jaqtiliq deregi jaylasqan noqattt hdAm onin gorizontal
tegislikke proekciyasin tabin ham tdémendegi sorawlarga juwap berin.
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a) Sutinlerdin vertikalliginin 4hmiyeti bar ma?

b) Saya tisip atirgan tegisliktin gorizontalliginin
ahmiyeti bar ma?

c) Suwrette berilgen magliwmatlardin hdmmesi de
ahmiyetli me ?

Sheshimi. 12-suwrette tiyisli jasawlar keltirilgen.
Jaqtiliq dereginin ormin tabiwda sutinlerdin bagiti
dahmiyetke iye emes, biraq olardin vertikal ekenligi
dhmiyetli esaplanadi. Eger ustinler vertikal ham saya
gorizontal tegislikke tusip atirgan bolsa, maseleni
sheshiw ushin suwrettegi bir sutinnin sayasin ham
ekinshi sutinnen tusip atirgan sayamn bagitin biliw
jeterli (12.b-suwret).

10. Domalaq stolga tarepi a ga ten bolgan kvadrat korinisindegi dasturxan
salingan. Dongelek oray1 kvadrat orayr menen Ustpe-ust tisedi. Dasturxannin
ushlart onin tarepleri ortalarina qaraganda qansha polga jaqiniraq?

Juwap: a(N2-1)/2= 0,207 a.

11. Diywallardin tikligin otves (bir ushina tas baylangan jip) penen tekseriledi.
Eger otvestin jibi diywalga qanshaliq jabisip tursa, diywal sonshaliq tik degen
qararga kelinedi. Bul qarar qanshaliq tuwr1? Bul tekseriw usili nege tiykarlangan?

12. Pishqilaw beti (sirt1 pishqilanip atirgan taxtanin hamme qabirgalarina
perpendikulyar boliwin tdminlew ushin (13-suwret) taxta sirtinda pishqilaw
s1ziglarin qalay belgilew kerek?

13. Bolmenin qonsi diywallarinin 6z ara
perpendikulyarligin tekseriw ushin Pifagor
teoremasinan qalay paydalaniwga boladi1?

14. Sutinnin tikligin tekseriw ushin sttin
ultan1 menen bir tuwrida jatpaytugin eki noqattan
baqlanadi. Bunday tekseriw usilin tiykarlah.

Korsetpe: Tuwrt ham tegisliktin perpendikulyarliq teoremasinan paydalanin.

15. Barip bolmaytugin tobeliktegi noqatta biyik sutin ornatilgan. Otves
jardeminde onin tikligin qalay tekseriwge bolad1?

Sheshimi: Sutinnin bazi bir vertikal tuwri menen bir tegislikte jatiwin ham jane
basqa vertikal tuwrt menen bir (basqa) tegislikte jatiwin korsetiw jeterli boladi.
Otvesti aldimizga sonday etip qoyamiz, onin ham sutinnin joqari ushlart ham de
kozimiz bir tuwrida jatir§anda, otves jibi ham sutin bir tuwrida jatsin. Bul usil
tomendegilerge tiykarlangan: 1) vertikal sutin qalegen vertikal tuwrt menen bir



tegislikte jatiwt kerek; 2) eger eki parallel tuwrt eki kesilisiwshi tegislikte jatsa,
bul tuwrilar tegisliklerdin kesilisiw sizigina da parallel bolad.

16. Eki vertikal jaylasqan tegis ayna berilgen. Bul aynalardan birinin sirtina
parallel bolgan, gorizontal nur ekinshi aynadan birinshi ayna sirtina perpendikulyar
bolgan tuwr1 boyinsha qaytadi. Aynalar arasindagi muyeshti tabin.

Korsetpe: Jagtiligtin qaytiw nizaminan paydalanin. Juwap: 45°.

17. Gorizontal nur vertikal jaylasqan eki tegis aynadan qaytpaqta. Daslep nur
birinshi ayna sirtina parallel bolgan bolsa, eki marte sawlelendiriw natiyjesinde
ekinshi ayna tekisligine parallel bolip qalmaqta. Aynalar arasindagi muyeshti
tabin.

Juwap: 60°.

18. Qalinlig1 5 m, maydani 4 m? bolgan, kvadrat korinisindegi polat platforma
tort ushinan tros sim menen gorizontal ildirilgen. Har bir tros sim uzinlhigi 2m.
Tros simlardin platformaga qaraganda qiyaliq muyeshin tabin. Biyikligi 0,9
m, ultaninin diametri 0,6 m bolgan silindr kérinisindegi bakti bul platformaga
jaylastirtwga bola ma?

Juwap: 45°, bakti jaylastiriwga boladi.

19. Suw tort tarepinen agip tusetugin tamnin tobesi ultanina ortogonal
proekciyalangan. Tamnin tobesi qabirgalarinin proekciyasi tuwri tortmuyeshlik
koérinisindegi tam ultan1 muyeshinin bissektrisasi boliwin dalillen.

20. Ultan1 ABCD tuwr1 tortmuyeshlikten ibarat tiyge jawin suw1 tort tarepinen
agip tusetugin tamnin tobesin ornatiw kerek (8-suwret). AB = 2a m, BC = 2b m.
Tamnin hamme jaqlart ultan tegisligi menen o miyesh payda qiladi. Bul tamdi
jabiw ushin gansha qaniltir kerek boladi. Bunda tam tébesi bet maydaninin k
procenti mugdarindagi qaniltir shigindiga ketiwin esapqa alin.

Juwap: 4ab (1 + 0,01k ) / cosa.

21. Samalsiz hawada jawin “qiyalap” jawmaqta. Tuwri tortmuyeshlik
koérinisindegi faner bolegi jardeminde jawinnin gorizontal tegisligine qaraganda
qryaligin qalay aniglawga boladi1? Tiyisli sizilmani sizin .

Korsetpe: Faner bolegin sonday jaylastiriw kerek, omin tegisligi jawin
tamshilart hareket trayektoriyasi ham olardin gorizontal tegislikke proekciyast
anmiqlagan tegislikke shama menen perpendikulyar bolsin. Sonda, gorizontal
tegislikte jawin tuspeytugin tuwrt tortmuyeshlik payda boladi. Son tiyisli
kesindilerdin uzinliglart olshenedi ham olar arasindag: muyeshtin tangensi
esaplanadi.

22. Maydan1 S; ge, uzinlig1 n ge ten bolgan balalar krovati sutini eki birdey
tuwr1 tortmuyeshlik korinisindegi perdeler menen jabiw kerek. Har bir perdenin
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maydani1 S, ge, al uzinlig1 krovat uzinligina ten. Har eki
perdenin joqar1 sheti krovat ustinde parallel ornatilgan
ham krovat uzinligina ten simga bekkemlengen. Simnin
krovattan qanday biyiklikte ornatilganligin tabin.
Maseleni tomendegi sanli shartlerde sheshin: n =1 m
20 sm, S;= 6000 sm?, S,=7800 sm?. Tiyisli sizilman
s1z1n.

Korsetpe: V4S,2—S.2/ 2n.

Juwap: 0,5 m.

23. Ultan1 ABCD tuwr1 tortmuyeshlikten ibarat Giyge jamgir suwi tort tarepinen
agip tusetugin tamnin tobesin ornatiw kerek (14-stiwret). AB= 18 m, BC= 12 m.
Tamnin hamme jaqlar ultan tegisligi menen 40° I1 muyesh payda qiladi. Eger 1
m? maydand1 jabiw ushin 15 dana cherepica paydalanilsa, bul tamd1 jabiw ushin
neshe dana cherepica kerek boladi?

24. Altijaqlt galem ham ashilgan kitap jardeminde tuwrilar arasindagi, tuwri
ham tegislik arasindag, tegislikler arasindagi muyeshlerdin timsallarin korsetin.

25. Eki simmertiya kosherine iye, 14-suwrette siwretlengen tamnin tobesinen
jawin suw1 qaysi bagitlarda agip tusiwin aniqlan.

26. Ultanina barip bolmaytugin minaranin biyikligin aniqlaw ushin gqanday
6lshewlerdi amelge asiriw kerek?

27. Biyikligi belgili, biraq jaqinina barip bolmaytugin imaratqa shekemgi
araliqt1 tabiw ushin qanday 6lshewlerdi amelge asiriw kerek?

28. Nege sayalar tal taste jogaladi?

29. Terektin tobesine shigpastan onin biyikligin qalay 6lshewge boladi?

Juwaplar ham korsetpeler

4.5.a) 7 sm; b) 30 sm; 4.6. b) 200 mm; 4.13. 50 sm; 4.14. 40 mm; 4.21. a + b; 4.22.
a) 40°; b) 45°; ¢) 90°; 4.23. 2)58°; b) 47°; 4.40. 32 sm; 4.41. 6 sm; 4.42. 20 sm;
5.11.1) 6,5 sm; 2) 15 sm; 3) V2a2 - b2 + 02 ; 3) V2a? - ¢ + 2d?; 5.12. 2 m;

5.17. 15 sm ham 41 sm; 5.20. BD = v2a? + b? + ¢? ; CD =Va? + ¢%,5.21. 3,9 m;
5.22.9 m; 5.23. a) V2/2; b) V(5 + 3 cos b)/ 2; 5.24. 3 sm; 7,5 sm; 5.25. 20 sm;
5.34. 3d; 5.37. 45° 5.38. arccosV 3/3; 5.44. 90°; 5.46. 60°;
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