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TUWINDI HAM ONIN QOLLANILIWLARI

OZGERIWSHI MUGDARLAR
ARTTIRMALARININ QATNASI HAM
ONIN MANISI.
URINBANIN ANIQLAMASI. FUNKCIYA
ARTTIRMASI

Ozgeriwshi mugdarlar arttirmalarmin gatnasi

Turli olshem birliklerine iye bolgan eki ozgeriwshi mugdar gatnasin
esaplaw, insan omirinde tez-tez ushirap turadi.

Maselen, avtomashinanm tezligi onm jurgen jolinin wagitga gatnasi
km/h yaki m/s larda olshenedi, jamlgi sanplawi bolsa km/litr yaki
100 km/litr lerde olshenedi.

Tap sonday, basketbolshinm ugipliligi bir oyinda toplagan ochkolar sam
menen belgilenedi.

Misal Ogiw ondirislik kompleksinde 11-klass ogiwshilan arasmda tekst
teriwdin sapasi ham tezligi boymsha sinaw otkizilmekte.

Karim 3 minutta 213 sozdi terip, 6 imla gateligine,
al Nargiza 4 minutta 260 sozdi terip, 7 imla gateligine jol goyganligi belgili
boldi. Olardin natiyjelerin salistmn.

A Har bir ogiwshi ushm tiyisli gatnaslardi duzemiz:

Karim:
Tekst teriwdin tezligi ~, Z=71 ;
3mm mrn
Tekst teriwdin sapasi » 0,0282 X
213s0z S0z
Nargiza:

] ~260s0z _  soz
Tekst teriwdm tezligi 4 min - 65



Tekst teriwdin sapasi — » 0,0269 ;
260 soz S0z

Demek, Karim tekstti Nargizaga qaraganda tezirek tergen bolsa da,
Nargiza bul jumisti sapalirag ormlagan. a

Shimgiwlar

1. Puls jiyiligin tekseriw ushin barmaglardm ushi arteriya tamiri otetugin

jerge qoyiladi ham soqqilar sanin seziw ushin usi jeri basiladi.
Madina pulsti olshegende bir minutta 67 sogqini sezdi.
a) Pulsjiyiliginin manisin tusindirin. 01 ganday shama (belgi)?
b) Har saatta Madinamn juregi neshe marte uradi?

2. Karim uyinde 14 bet tekst terip, 8 imla qatege jol qoydi. Eger
1 bette ortasha 380 soz bolsa:

a) Karimnin tekst teriw sapasin amglan ham jogaridagi misalda alingan
natiyje menen salistirin. Karimnin tekst teriw sapasi jagsilandi ma?
b) Karim 100 soz tergende ortasha gansha qate jiberedi?

3. Marip 12 saat islep 148 m 20 cm, al Murat 13 saat islep 157 m
95 cm salma tazaladi. Olardin miynet onimdarliglarm salistirin.

4. Avtomashinamn jana avtoshina protektorimn terenligi 8 mm di quraydi.
32178 km jurgennen son jemiriliw natiyjesinde shina protektorinm
terenligi 2,3 mm bolganligi belgili boldi.

a) 1km araligjurilgende shina protektorinm terenligi gqalay ozgeredi?
b) 10000 km araliqjurilgende she?

5. Madina Qarshi galasman saat 11:43 te shigip saat 15:49 da Gulistan

galasma jetip keldi. Eger ol 350 km aralig jurgen bolsa, onm ortasha

km
tezligi neshe T boldi?

Misal. Cilindr formasindagi Idis suw menen birdey tezlikte toltirilmaqta.
Bunda cilindrli Idis ishine waqitga proporcional bolgan suw (kolemi) quyilip
atirganligi ushm suw qaddinin (biyikliginin) wagqitga baylamsi sizigli
funkciya korinisinde boladi (1-suwretke garan).



Bul jagdayda Idistagi suw gaddinin wagitqa gatnasi (yagmy gaddinin
ozgeriw tezligi) turaqgli san bolip gala beredi.
Endi basga formadagi Idisti garaymiz (2-suwret):

2-suwrette suw gaddinin ozgeriw tezliginin wagitga gatnasi sawlelengen.
1-soraw. 3-suwrette suw quyiwga molsherlengen Idis korsetilgen.



Daslep onda suw joq edi. Keyin ol «bir sekundta bir litr» tezlikte toltirila
basladi. Suw gaddinin wagitga qaray ozgeriwi 4-suwrettegi gaysi grafikte
duris korsetilgen?

4-suwret.

CD



2-soraw. Suw (gaddinin wagitqa qaray ozgeriwi 5-suwrettegi
grafiklerde berilgen:

5-suwret.

Olar 6-suwrettegi gaysi Idislarga saykes keledi?

6-suwret.



Ozgeriwdin ortasha tezligi

Eki  ozgeriwshi mugdardin bir-birine baylamsi sizigli
funkciya korinisinde bolsa, bul mugdarlar arttirmalarimn gatnasi turagli
san boladi.

Eki  ozgeriwshi mugdardin bir-birine baylamsi sizigli
funkciya korinisinde bolmasa, biz bul ozgeriwshi mugdarlardin berilgen
araligtagi ortasha gatnasm taba alamiz. Eger aralig har turli alinsa,
esaplangan ortasha qatnaslar da har turli boladi.

1-misal. Biyik imarattin tobesinen paske qarap top atilmagta.
Toptin t waqit dawaminda imarattin tobesinen uzaqlasiwi (pasleniwi)
7-suwrettegi grafikte korsetilgen:

A Grafikte t=2 sekundga saykes bolgan F nogatti da onnan parigli
(maselen, t=4 sekundga saykes bolgan) M nogatti belgileyik. 2 <t <4
wagqit araliginda ortasha tezlik

m e
.............. :305_ ga ten ekenligm tabamiz.

FM kesindinih muyeshlik koefficienti 30 ga ten ekenligi korinip tur. A

Soraw. F nogqatti turaqli dep esaplap, t mn tomende berilgen
manislerine saykes bolgan M nogatlar ushm FM kesindilerdin muyeshlik
koefficientlerin esaplap, kestelerdi toltirin:

t muyeshlik koefficienti t muyeshlik koefficienti
0 3

15 2,5

19 21

1,99 2,01

Qanday juwmaqqga keldiniz?

CD



2-misal. Populyaciyadagi tishganlar sam hapteler otiwi menen
tomendegishe ozgeredi (8-suwret):

3- ham 6-hapte araliginda tishganlar sam ortasha qalay ozgergen?
7 haptelik wagit araligmda she?

A Tishganlar populyaciyasimn osiw tezligi

(240-110) tishgan _" tishgan

(6-3)hapte hapte
tishganlar sam haptesine ortasha 43 ke kobeygen.

(315- 50) tishgan _~ tishgan

(7- 0) hapte hapte

yagmy 3- ham 6- hapte arahgmda

Tap usinday 7 haptede

7 hapte arahgmda tishganlar sam haptesine ortasha 38 ge kobeygen. A

Uliwma jagdayda: X mugdar a dan b ga shekem ozgergende y=fix)
mugdar ozgeriwinin ortasha tezligi
f(b)~f(a)
b-a

arttirmalar gatnasina ten, bul jerdef (b ) -f (a) - funkciya arttirmasi, al
b -a argument arttirmasi.

h=Db - a dep belgilesek, ortasha tezlik .,/(a+JQ | (a) korinisti aladi.
h

CD



a+h)-f(a) T, . .
" bolsheginin aliminy=/(x)funkciyamh argumenti
X tin h arttirmasina saykes keliwshi arttirmasi dep ataw gabil etilgen.

Bolshektin ozin bolsa ayirmali gatnas dep ataydi.

Shmigiwlar

6. Nogattin tuwri boylap jurgen joli wagitga qalay baylamsganligi
9-suwrettegi grafikte korsetilgen.

Nogattin

a) daslepki 4 sekund;

b) songi 4 sekund;

C) 8 sekund dawamindagi ortasha tezligin tabm.

7. Atizga har turli mugdardagi (dozadagi) dari menen islew berilgende 1
m2ta bar bolgan ziyanli janlikler sanimn ozgeriwi 10-suwrettegi grafikte
korsetilgen.



a) 1) doza 0 grammnan 10 grammga shekem arttirilsa; 2) 4 grammnan
7 grammga shekem arttirilsa, 1 m2ta bar bolgan ziyanli janlikler sanmin
ozgeriwin tabm.

b) doza 10 grammnan 14 grammga shekem arttirilsa, ganday qubilis juz
beredi?

2) Materialbq noqattin tuwri sizig boyinsha qozgalis mzami s(t) nm
grafigi suwrette berilgen.

a) s(2), s(3), s(5), s(7) sanlar neshege ten?

b) Qaysi arabglarda funkciya osiwshi?

c) Qaysi arabqta funkciya kemeyiwshi?

d) s(3)-s(l), s(5)-s(4), s(7)-s(6), s(8)-s(6) arttirmalardi esaplan.



3-4 LIMIT HAQQINDA TUSINIK

X tin manislerinde 2 den kishi bolip, 2 ge jaginlasip barganda f(x)=x2
funkeiyamn manisleri kestesin garayiq:

X 1 19 1,99 1,999 1,9999
AX) 1 3,61 3,9601 ~3,996 00 ~ 3,999 60

Kesteden korinip turganmday, X tin manisleri 2 ge shekem jagm bola
berse (Jaginlassa),f(x) funkciyanin manisleri 4 saninajaginlasa beredi.

Bunday jagdayda x argument (ozgeriwshi) 2 ge shepten jaginlasqanda
ftx) tin manisleri 4 saninajaqginlasadi deymiz.

Endi X tih manisleri 2 den ulken bolip, 2 ge jaginlasip bargandagif(x)=x2
funkciyamn manisleri kestesin garayiq:

X 3 2,1 2,01 2,001 2,0001
AX) 9 4,41 4,0401 ~4,004 00 ~4,000 40

Bunday jagdaydax argument 2 ge ohnanjaginlasganda, f(x) funkciyanm
manisleri 4 saninajaqinlasadi deymiz.

Jogandagi eki jagdaydi uliwmalastinp, X argument 2 ge jaginlasganda,
f(x) tin manisleri 4 sanina jaginlasadi deymiz ham bum tomendegishe
jazamiz:

limx2 =4.
X—2

Buljaziw bilay ogiladi: X argument 2 gejagmlasqanda, fx) =x2funkciyanm
limiti (shegi) 4 ke ten.

Uliwma jagdaydafunkciya limiti (shegi) tusinigine tomendegishe gatnas
jasaladi:

xja bolip, onm manisleri a sanma jagmlassa, f(x) tin manisleri
A sanina jaginlassin. Bul jagdayda A sanm X a ga jaginlasqanda fx)
funkciyanm shegi delinedi ham bilay belgilenedi:
Q‘Ena/ (x) = A.

Ayirim jagdaylarda bul jagdaydi x tin manisleri a ga umtilgandafx)
funkciya A ga umtiladi, deymiz.



limf (x) =A jaziw ornmax—*adaf(x)"A jaziw da qollaniladi.
X->a

Esletpe. X a ga umtilganda x£a shartinin ormlamw ahmiyetliligin aytip
otiw orinli. ,
. 9X +X . . :
Misal. x—0 bolganda / (X) = ----------- funkciyanm shegin tabin.
X

Meyli, A x*O sharti ormlanbasm, yagniy x=0 bolsm. x=0 manisti f(x) ga
tikkeley qoyip korsek, — korinisindegi amq emeslikke iye bolamiz.
0

/\
Basqa tarepten, ] (X) - X (5 +XP_ bolgam ushin bul funkciya usi
X

f5+X, eger jc* 0 bolsa

korimsin aladi. 1&mq|anbagan, eger X =0 bolsa

y=f(x) funkciyamn grafigi (0; 5) koordinatali nogati «alip taslangan» y=x
+ 5 tuwn siziq korinisinde boladi (11-suwret):

11-suwret.

(0; 5) koordinatali nogat v=/(x) funkciyanm uziliw nogati delinedi.

Korinip turganmday, bul nogattan parigli bolgan nogqatlarda x tin
manisleri 0 ge umtilgandaf(x) funkciyanm saykes manisleri 5 ke umtiladi,
yagmy omn shegi bar:

. Bx+x =
| =5 A
im X

je—0



Amelde, funkciya shegin tabiw wushin, kerek bolsa, tiyisli
apiwayilastiriwlardi ormlaw maqgsetke muwapig.

1-misal, Sheklerdi esaplan:
X2 +3Xx

c) lim-12 9
X ) X —3

a) limx b) lim
e

A a) X tm manisleri 2 ge umtilganda x2 tin manisleri 4 ke umtiladi,
yagmy limx2 =4.
X—>2
b) x*O bolgam ushm
X(X +3)_

+
[imX253%_ ¥, = lim (x + 3) = 3.
x->0 X x—0 X x—0

c) X3 bolgam ushin
v2-Q . (x+3)(x-3)
m_

lim - = i =lim(x+3)=6. A
>3 x—3 *3 X —3 x>3
Shmigiwlar
Shekti esaplan (8-11):
8.a) lim(x+4) b) lim(5-2x) c) lim(3x-1I)
X—3 X1 x4
d) Iim(25x2-3x +2) e) lim/z2(1-h) f) lim(x2+5).
X—; 0 x->0
9, a) lim5 b) lim7 c) limc, ¢ —turaqli san.
X—5 h—2 X—0
10. a) lim——— b) lim~2+5h ¢ lim—— d) lim—,
xoi h->2 k *»0 X +1 X—0 X
11.a) limAzI£ b) c) lim 2X" - X
x>0 X i-»0 X Xx—0 X
d)y lim2M2+6h o n3h2-4h o
0 h h—0 h 0 h
2 4 i
g) fim%-2%X HS Yimz(------éx- )] lim %2 X - ©
oiox -1 = X 2 >3 X- 3



12. Tomendegi funkciyalardan qaysi biri x—3 de shekke iye? Usi
shekti tabin.



A A TUWINDI, ONIN GEOMETRIYALIQ
A J HAM FIZIKALIQ MANISI

12-suwrette iymek siziqg, kesindi ham urmba suwretlengen.

B nogat Bu B2 ... jagdaylardi izbe-iz gabil etip, A nogatqa iymek siziq
boylap jaginlassa, (13-suwret), saykes kesiwshilerdin iymek sizigga A
nogatinda otkizilgen urinba jagdayin aliwga umtiliwin intuitivlik tarizde
gabil etemiz:

Bul jagdayda AB tuwrinm muyeshlik koefficienti urinbamn muyeshlik
koefficientine jaginlasatugim amaq.

1-misal. f(x)=x2 funkciyamn grafigine A(1; 1) nogatinda urinatugin
tuwrimn muyeshlik koefficientin tabin (14-suwret).



A f(x)=x2funkciyanm grafigine tiyisli qalegen B(X, j& noqatti korip
shigayiqg (15-suwret).
AB tuwrinm muyeshlik koefficienti

FC) -1 () yaki ge ten.
X - X —1
B nogat A noqgatqa iymek siziq boylap jaginlasganda, X tin manisi
1 ge umtiladi, bundax fl.
Demek, AB tuwrinm muyeshlik koefficienti urmbamn miiyeshlik
koefficienti k ga umtiladi, yagmy:

K =1im X2 1 = jjm XD OD

*> X —1 x —1

lip(x+1) =2.

Solay etip, k=2 a

y=f(x) funkciya berilgen bolsin. Omn grafigine tiyisli bolgan
A(X,f(x)) ham B(x+h,f (x+h)) nogatlardi garayiq (16-suwret).
AB tuwrimn muyeshlik koefficienti

f (x+h)-f (x) _f (x+h)-f (x)
X+ h-x h
ayirmali gatnasqga ten.

B nogat A nogatga iymek siziq boylap jaginlasganda h—#9, yagniy h
arttirma nolge umtiladi, al AB kesindi funkciya grafigine A nogatmda ot-
kizilgen urinbaga umtiladi.

Somn menen birge, AB tuwrimn miiyeshlik koefficienti urmbamn
muyeshlik koefficientine jaginlasadi.

Basgasha aytganda, h tin manisi 0 ge umtilganda qalegen (x, f(x))

nogatmda otkizilgen urinbanm miiyeshlik koefficenti + —f00_

ayirmali gatnastin shekmanisine, yagmy —- J—— - maniske ten
boladi.



X tin usi shek bar bolgan galegen manisine funkciya grafigine (x, f(x))
nogatinda otkizilgen urmbanm muyeshlik koefficientinin jalgiz manisin
saykes goyiw mumkin (17-suwret).

> 1 j\ I~ 1 \

Demek, Li/(g— - - formulajana funkciyam anlatadi.

h

Mine, usi funkciya y=f(x) funkciyamn tuwmdi funkciyasi, yaki
apiwayi qilip tuwmdisi dep ataladi.

Amglama. y=f(x) funkciyanm tuwmdisi dep tomendegi shekke
(Eger ol bar bolsa) aytiladi:
lim/ o +*)-/(x) (1)
140 h

Adettey=/(x) funkciyamhtuwmdisi/(x) korinisindebelgilenedi.
Tuwindim tabiw ameli differenciallaw delinedi.

d
f'(x) belgilew ornina d—y korinisinde belgilew de gabil etilgen.
X

Bul belgilewdin «bolshek» korinisinde ekenligin tomendegishe tusindiriw
mumKkin.
Eger arttirmalardi h=Ax, f(x+Ax) - f(xX)=Ay dep belgilesek,

f(x+h)~f(x)
h

f'(x%zﬁ'm tan tomendegige iye bolamiz (18-
->'0

suwret):/ f'(x) =lim— =— .
AC° Ax  dx



18-suwret.

Jogaridagi pikirlerden sonday juwmaqga kelemiz: y=f(x) funkciya
tuwindisimn x0noqattagi manisi funkciya grafigine usi nogatta otkizilgen
urmbamn muyeshlik koefficientine ten. Tuwindmm geometriyahg mdnisi
usidan ibarat.

2-misal. Materiallig nogat s=s(t) (s- metrlerde, t- sekundlarda olshenedi)
mzamga muwapiq tuwri siziq boylap qozgalmaqta. Usi materiallig nogattin
wagittin t momentindegi (mawritindegi) tezligi v(f) m tabm.

A Momentlik tezlik noqattin kishi wagit araligi At dagi ortasha tezligi
v(0 =Hm ga shama menen ten. At nolge umtilganda bir zamatliq
tezlik ham ortasha tezlik arasindagi pariq ta nolge umtiladi. Demek,

materiallig nogattm t momenttegi bir zamatliq tezligi

SEHADSO i —gg)

v(t) = Tim
A0 At A At

Solay etip, t momenttegi bir zamatliq tezlik nogattin qozgalis
ntzamt s(t) funkciyastnan almgan tuwindiga ten eken.

Tuwmdinin fizikahgq manisi, mine, usidan ibarat. Uliwma aytganda,
tuwindifunkciyanin ozgeriw tezligi bolip tabiladi.

©



Misallar
Tuwmdi aniglamasinan paydalamp, funkciyalardin tuwindisin tabin.

I./(x)=x2  2.f(x)=5 3./(x)=x37x+5
4./(x)=x4 5.f(x) =— 6. /(x) =fx 7. /(x)=VX.
A 1. /"0 bolgam ushm
f(x+h)-f(x) (x+A)2-x2
j (*):Ij_ron s =lim r
. X2+2xh+h2-X2_,.  H(2x+h)_,. Ay
I,'A% 7 —Tllz_ — —I|}21_1>9(2x+ )=2X.
2. bolgam ushm/ (x+h)=5,f(x+h)-f(x)=5 - 5=0,
I (, +A)-/W - ~ o Demeki [ W M =1
h h o h

3. /"0 bolgam ushin
[ (X+H?)=(x+/2)3- 7 (X + [2) + 5 = X3+ 3xAz + 3xX/z22+ [23- Tx- T[z+ 5.
| (X+2) - | (X)=x3+ 3x2Az + 3x/22+z3- 7X- T/z+ 5- X3+ 7x- 5=
=3x2z+3x/z2+/z3- |h.
f (x+h)-f (x) _3x2/z+3x/z22+/z3-1h
h h

h —0 de 3xh+h2—0 bolgam ushin

f (X)\:[jggf(x+hk)—f(x)

=3x2-3xh+h2- 7.

= 3x2.

4. Qisqasha kobeytiw formulalari boyinsha: 04- /)4=(0 - Z3)0 + /?)(02+ /2.
Demek, (x+/2)4- x4=(X+/z-X)(X+/z+X)((x+/z2)2+xD=
=/2(2x+/z)(2x2+2x/2+/22=2/zX(2x+/Z) (X +/2) /23 2x+/Z)=
=2hx(2x2+h(3x+h))+h32x+h); /z—0 bolsa,
2hX(3x+h) —0 ham /232x+/z) —>Obolgam ushin
(x+/z)4 _
I/L'Q) -h =|/1|m(4x3+2hx(3x +h)) +h2A2x + h))=4x3

Demek,/ '(X)=(x4'=4x3

5 [/(x) =—,x/ 0bolsin,



I 1 X-(x +/2)

PO 100 L on « (x +h)x  (x +h)x

f(x +h)-f(x)= -i
h (x +h)x

h —0 de x+/z— bolgani ushm f'(x)- —— boladi.
6.f (x) =yfx, x>0, x+h>0 bolsm
f(x +h)-f(x) fx +h-4x

h h
apiwayilastiramiz:

[(* +A)-1(x) | X+h—=yxJ(vf +h+yq 1

ayirmali gatnasti duzemiz ham om

h hy X+iz+ 1
(x +h) —x h

/z(Vx+ 2+ Vx] h{yjx+h+-v/xj] Vx-i-A+VX

h —0 de Vx+h —»Vx bolgamushm f'(x) =—  boladi. a
2fx
7. Ayirmah gatnasti duzemiz:

f (x+h)— (X) _ Vict/?-Vx _ (Vx+/z-VxJ("(x +/2)2 +3](x +h)x +tf?)

h(J(x+h T +yj(x+h)x+y) x2)

Xx+h-x

h$](x +h)2 +AJ(x+h)x + %)  h(yj(x+h)2 + NJ(x+ h)x +Ix2)  yj(x+h)~ + J(x+h)x + [x2

h—0 de —1 — J=. Demek, (VX)'=—= .
yj(x+h)2 +9%J(x+h)x +1]x2  3'Ix2 VX2
1

1 1
Juwabi: 1. 2x. 2. 0. 3. 3x2- 7. 4. 4x3 5. — +m6. —. 7. »3r. .A
X2 2\/x §Vx2



x mugdar jctan X+h ga shekem ozgergendey =f(¢) mugdar ozgeriwinin
ortasha tezligi

f(x +h)-f(x)
h
ayirmali gatnasqa ten ekenligin esletiw orinli.

Bunnan, lim/ ( x+ —f ( x) ahlatpasiy=/'(x) mugdar ozgeriwinin
h>o h
bir zamatliq tezligin bildiredi.

Shinigiwlar

13. Tomendegi fiinkciyalardih tuwindisi nege ten?

a)f(x)=x" b)f(x)=x~"  c)f(x)=x~2 d)f(x)=c.
14. Kesteni dapterinizge koshirin ham toltirin:
a.

b. Pikirinizshe,y=xnfunkciyanm tuwindisi nege ten (buljerde n- racional
san)?

15. Amgqlamadan paydalamp, funkciyalardin tuwindisin tabin:
a)f(x)=2x+ 3 b) f (x)=3x2+ 5x +1 o) =" + 4x*+6x- 1
16*. Dapterinizge koshirin ham toltirm:
a) / (X)=ax+ bushinf'(x)= ..;
b)/ (x)=ax2+ bx +cushmf'(x)= ...
c)/ (x)=ax3+ bx2+ cx +d ushinf'(x)= ..
17*. Tomendegi tastiyiglawlardi dalillen:
a)f(x)=cg(x) bolsa, ol jagdaydaf'(x)= cg *(X)
b)/ (x)=g(x) + h(X) bolsa, ol jagdaydaf'(x)= g'(x) + h'(x).

18*. Funkciya grafigine garap tuwindilardm manislerin salistirm:

©



a) /'(-7) ham/'(-2); c)/'(-9) ham/'(0);
b) /'(-4) ham/'(2); d)/'(-1) ham/'(5).

19. 1) Joqaridagi funkciya grafigine qarap usi  shartlerdi
ganaatlandiratugin xux2noqatlardi tabin (rl5x2- Ox kosherindegi nogatlar
:-9,-8,5, 6):

a)/'(*i) >0,f\x23 >0 b) /'&) <0,f'(x23 >0
dD/'fc) <0,/'CO<0 d)/'(x® >0,/'(x9 < 0.

2) Grafikke garap tomendegi sorawlarga juwap berin:

a) funkciya qgaysi araliqta osiwshi? gaysi arahqta kemeyiwshi?

b) funkciyanm [0; 3], [3; 6], [-9; -6] araliglarindagi arttirmalarm
esaplan.8

3) Funkciya gaysi nogatta en ulken, gaysi nogatta en kishi manisti
qabil etedi?

4) Funkciya gaysi nogatlarda nolge aylamp atir?
5) Qaysi araligta funkciya on manislerdi gabil etip atir?

6) Qaysi araligta funkciya teris manislerdi qabil etip atir?



7-9 TUWINDINI ESAPLAW QAGIYDALARI

Eger f(xX) ham g(x) funkciyalarmm har biri tuwmdiga iye bolsa, ol
jagdayda tomendegi differenciallaw gagiydalari orinli:

1. Qosindinm tuwmdisi tuwmdilar gosindisma ten:

(/(x)+9(x))'=/"(x)+g'(x). 1)

2. Ayirmamn tuwindisi tuwindilar ayirmasina ten:

(Kxygix)y=f(xyg\x) (2)
1-misaL Funkciyanm tuwmdisin tabm:
1)/(x) = j3+ x2- je+10; 2) f(x)=4x—]=
Sjx

A Tuwindim tabiwda 1, 2-gagiydalarman ham tuwmdilar kestesinin 1,
3-bantlerinen paydalanamiz, yagmy:
1) /'X)=(x3)'+(x2) - (x)'+10 =3x2+2x -1,

f r
2) /'W = X2 - -Xx2
7
1+ | -+
Juwabi: 1) 3x2+2x-1; 2) f*2+ 24
3. Turaqli kobeytiwshini tuwindi belgisinen sirtga shigariw mumkin:
(c/(x))'=el" (x), c- turagli san (3)
2-misal. Funkciyanm tuwmdism tabm:
1)/(x)=7x3-bx2+4; 2) /(x)=3/x +->ZX 3.

A Tuwmdmi tabiwda 1, 2, 3-gagiydalarinan ham tuwmdilar kestesinin
1, 3-banterinen paydalanamiz, yagmy:
1) / '(X) = (7x3- 5x2+4)' = (7x3)'-(5x2) '+ (4)' = 21x2- 10x;

f A\
'« = (3M+--X3 =3(/x)" +5- = - — .3x2
2) '« =( X9 (/x)" + \X) (x3) x5 X2
. ~ 3
Juwabi: 1) 21x2-10x;; 2) Ny I\



4. Kobeymenin tuwindisi:  (/(x)g(x))'=/"(X)g(x) +H{x)g'(x). 4)
3-misal. Funkciyanin tuwindism tabin:
D /(X)=(2x+4)(3x+l);  2) /(x)=(3x2+4x+])(2x+6); 3)/» =¥x-[x2-5X)
A Tuwindim tabiwda 1, 3, 4-gagiydalarinan ham tuwmdilar kestesinin

1, 3-bantlerinen paydalanamiz, yagmy:
1)/ 'X)=((2x+4)(3x+1))"'=(2x+4)'(3x+1) + (2x +4)(3x +1)" =
=2(3x+1D)+3(2x+4) =6x+2+6x+12=12x+14;

2) | (X) = ((3x2+4x +1)(2x +6))' = (3x2+ 4x +1) '(2x + 6) +
+(3x2+4x +1) '(2x+ 6)" = (6x +4)(2x + 6) + 2(3x2+ 4x +1) = 18x2+ 52X + 26;

3) f'(x) =[y[x-[x"-5X)] =|MX) |x2-5X)+7X|x2-5%) =

=» [y (*2-5X) +A(2X-5) =~ A +(2X-5)A =-—-5x+3(~ B5)J*~ =
VX2 v 3Vx2 3Vx2

X2-5X +6x2-15x _ 7x2-20x _ x(7x-20) _yfx, ~.

Juwabi: 1) 12x+14;; 2) =18x2+52x+26;; 3) MN(7x-20). A
5. Bolshektin tuwmdisi:
rfi.n P\)g{)-H)g{X)  bunda g(x)fO. 5)
g(x) (9(x))2
4-misal. Funkciyamn tuwindisin tabin:
X+1 _3x+7 WX
) ()=, ., A= Y )=,

A Tuwindim tabiwda 1, 3, 5-gagiydalarinan ham tuwmdilar kestesinin
1, 3-bantlerinen paydalanamiz, yagmy:

CExHIN (A (x-2)-(x +1)(x-2)" x-2 - (x+1) _ 3
D=0 (x-2)2 (x-2)2 (x-2)2
o~ 3X+7 (Bx+7)'(x- 5)- (3x+7)(x- 5’
2 1= X-5 (x-5)2
3(x- 5)- (3x+7)el 3x-15-3x-7 22
(X-5)2 (x-5)2 (x- 5?27

«fc ' (yX)mBx- 7)- \xecx- 7)

D= 7 (5x-7)2



’\1(5,-7)-’\.; 5x_ 7 _10;c 7 4+ 5x

(5x - 7)2 2Vx(5x-7)2  2yfx(5x-7)2'
7+ 5x

Juwabi: 1) - 0_2)25 2)} —0__5)—2', ' 2sfx(5x-7)2

5-misal Funkciyalardin tuwindisin tabin:

1)/0)=sinjc; 2)/(x)=cosXx; 3)f(x)=tgx.

A 1) Ayirmali gatnasti tabiwda sinuslar ayirmasin kobeymege keltiriw
formulasinan paydalanamiz:

. . oein N th h
sthtx+ Q)-smx__ 2sinycos™y—  sing 2X e
h h h 2
sm 2X +h . . ]
h—0 de —rr] >, cos—---2- ----- >cosx ekenin dalillew mumkin.
2

Demek, (sinx)'=cosx.

2) Ayirmali gatnasti tabiwda kosinuslar ayirmasin kobeymege keltiriw
formulasinan paydalanamiz:

2sm hsm2X+h s'nh smh
costx +«) - cosx _ 2> ' “ o a '
B SM--------= - rh-sin(x+ )
h _ h~ h 2 h y o2
2 2

h—0 de; sin(x+— -+sinx ekenin dalillew mumkin.

Demek, (cosx)'=-sinx.
3) Tuwindim tabiwdm 5-gagiydasi hamde usi misaldm 1-, 2-bolim

juwaplarinan paydalamp, /0) :tgx:zcr?s):( funkciyamn tuwindisin tabamiz:

, f sinx)  (sinx) cosx-sinx(cosx)'
I'(x)=(tgx) =

COSX7 COoS2 X
COSXCOSX - sinx(-siax)  €0Ss2X +sin2x 1

C0S2 X C0S2 X C0S2 X



Juwabi: 1) (sinx)'=cosx; 2) (cosx)'=-sinx; 3) (tgx) ! A
cos2X
Tuwmdini esaplawda difFerenciallaw gagiydalari ham tomendegi kesteden

paydalamw maqsetke muwapig.
Tuwindilar kestesi

M Funkciyalar Tuwindilar
1 Cc - turaqli 0
2. kx+b, k, b - turaglilar k
3. Xp, p - turaqli pxP~1
4, sinx COSX
5. COsX - sinx
1
6. 9% c0s2X
1
1. ctgx sin2x
8. cf, a>0 axlna
Q. ef
10. Inx 1/x
11. lgx !
x-InlO
1
12, logax, a>0, a=1
x-Ina

Soraw ham tapsirmalar

1 Tuwmdim esaplaw qagiydalarm aytip berin. Har bir gagiydaga misal
keltirin.

2. Tuwmdilar kestesinin 4-, 5- bantlerin dalillen.

3. Funkciyanm x=x0 nogattagi tuwmdisi degen ne, tuwindili funkciya
degen ne? Olardin ganday parqi bar? Misallarda tusindirin.



Shinigiwlar
Tuwmdim tabin (20-22)

20. 1)y= x4 2)y-

3>'=7
21. Dy=x4-X 2#x; 2)y= -1+x : 3)y= x3+Vx ;
4) y= X +X +¥X - Xeemm T
X X
X2-4
22. 1)>= (x- 1)(x25); 2)T = -2
VX +1
= (N4~ . 4
) T=("4~Ix)(Xx2+X); )y <1

23. Materiallig noqattin berilgen tO wagittagi tezligin esaplan:
1) s()=t32t2H; t0=5; 2)s(t) =5t+t3+4t, t0=A
24. Funkciyanm abscissasi berilgen noqattagi tuwindisin esaplan:

1) /(X) =x2+5x-3? *o=1; 3) /(X)=2Vx+x3+”"} x0=4
2) /(x)=4-3x, x0=-2; 4)/(x)=x2lg2, x0=I.
Tuwindini tabin (25-29): 4 x
25. 1)y = 2X34X45; A= wpg
2)y= 7x2-2x +V7 ; 4)y= *2+ A
X
26. 1)y=(x-2) (x+2); 3) y:X72~23
2)y=(x+2f; 4) y=x2+lg7+ sin*V
27. 1) y=x8+7x2+5X; 2) y=2x8rx 6
X +x+1
3y 4> y=~N"r >
5) y =X~ 6) y=x44x;

7 1= 8) v=(x5+x H(x2x‘) .



28.1) /(x) =x3+5x4+4x3+3x2+2x +1; 2) [(X) =sin2x+cos2*;

3) f(x)= — ; 4)/(x)=tgx; 5) J =8%
COSX
6) j =log2x +1log23; 7) Yy =2xX; 8)j=xInx;
9) y =e*cosx; 10) y =2e* -InXx +7
29. 1) v=2lsinx; 2) y =e*(cosx +sinx); 3)>"=xtgx;
A Inx . . .
4) y=—; 5) j; =3sin2x; 6) y =5x+Vx+ifx;
7) j=x+D(Inx+1);  8) y=(2+x)3; 9) >=(3x+5)6+20109.

30. Materiallig noqattin berilgen tO wagittagi tezligin tabin:
1)s(t) =t2+5t+1, t0=l; 2)Mt) =4t3+- +1, /[ =1

31. Funkciyanin berilgen nogattagi tuwmdisin tabm:

1) /(x)=(x+1)\ x0=-1, 2) /(x) =sinx, x8=?-
32. Tuwindim tabin:
1) y =2sinx; 2) >=V3-tgx;  3)y=-3cosx; 4)y=tgx-ctgx;
5) y=4x-cosx; 6) >=x2sinx; 7) >:s_mx 8) y =Xsinx +cosx.

33. Funkciyanm x0nogattagi tuwmdism esaplan:

1) f(x)=—-1, x0=2; 2) /(x)=tgx-x+2, X0=";
) f00 = - ) 1(x)=tg .
3) /(x) =x(lgx-1), X0=10; 4) f(x)=tgx-| Inx, x0=~".

34. Tuwindmi nolge aylandiratugin noqatti tabin:
1) [ (X)=x4- 4x; 2) /(x) =tgx-X;
3) / (X) =x8- 2x4+3; 4) /(x) =log2x —— .



10-12 QURAMALIFUNKCIYANIN TUWINDISI

Quramali funkciya. v=(x2+3x)4 funkciyani korip shigayiq. Eger biz
g(x)=x2+3x, f(x)=x4 belgilewlerdi kirgizsek, v=(x2+3x)4 funkciya y=f(g(x))
korinisin aladi. Bizy=f(g(x)) funkciyani quramalifunkciya deymiz.

1-misal. Eger f(x)=x2 ham g(X) ))((:Z bolsa, tomendegilerdi tabin:
Ag(2)); 2)Xg(-4)); 3)a(/(1);

HA(-4)); 6)g(g(-0)

A Berilgen funkciyalardan paydalamp, esaplawlardi orinlaymiz:

1) f(g(x)) =f fX32 ,bunnan f(g(2)) =f ;23 =/(0)=02=0:
2) f(g(-4)) =f :j'éj - /(6) = 62=36 :

_ 12 1.
3) (M) =9(=9(h=1,3 4
4) g(f(~4)) =g((~4) ) =9(16) = g M
5) /(/(i))=/(id=/(i)=i2=i;

12 32 35 7
6) 9(a(-D) =9l 1,3 =9 43 153

2

Juwabi: 1) 0; 2) 36; 3) L 4) 14;5) 1, 6)- A

Quramalifunkciyamn tuwmdisi ushin mina formula orinli:

(F())y=PXg(x))-g'(x) (i)



2-misal. Funkciyanm tuwindism tabm (k, b - turagli sanlar):

Df(x)=(kx+b)rg 2)f(x)=sin(kx+b);
3)f(x)=cos(kx+b); 4)f(x)=tg(kx+Db).
A V)f(i)=tn ham t(f) =kx+b funkciyalarga (1) formulam qgollanamiz:
((kx+b)ry=(try «(kx+uy =ntnLk=n-h(kx+b)n1.

2)f(t)=sint ham t(x) =kx+b funkciyalarga (1) formulam gollanamiz:
(sin(Ex+&))-(sim)' ¢(kx+by =hcost=hcos(kx+Db).

3) f(t)=cost ham t(x) =kx+b funkciyalarga (1) formulam gollanamiz:
(cos(kx+b)y=(cosiy-(kx+by=-ksmt= -hsin(kx+Db).

4)f(t)=tgt hdm t(x) =kx+b funkciyalarga (1) formulam gollanamiz:

Juwabi: 1) ((kx+b))' =n-h(kx+b)m; 2) (sm(kx+b)y=kcos(kx+b);
3) (cos(kx+by=-hsm(kx+Db); 4) (tg(kx+by= = -A

3-misal./fx)=sin8x-e (3«2 funkciya tuwindisin tabin.
ATuwindim tabiwdin 4-gagiydasi hamde (1) formulam gollamp tuwindim
tabamiz:
/' (X)=(sin8xe(3«2)-(sin8x)"' e3¢2+sin8x-(e3¢d'= cos8xeJcRe (8X)' +
+sin8xe3d2¢ (3x+2)'=e32 * (8c0s8x+3sin8Xx).
Juwabi: e3«2e(8cos8x+3sin8x) A
4-misal h(X)=(x3+1)5funkciyanm x0=I nogattagi tuwmdism tabm.

A (1) formuladan paydalamp tuwmdim esaplaymiz:
h'(x)=5(x3t 1) 4(x3t1)'=5(x3+ 1) 43x2=15x2Ax3+1)4.
Demek, h'(1)=15(13+1)4 12=15-16=240. Juwabr. 240. A

5-misal./(x)=2@& funkciyamn tuwindism tabin.
A (1) formuladan paydalamp tuwmdmi esaplaymiz:

/(x)=2asdn2(cosx)—sinx2&In2. Juwabv. -sinx2@Brn2. A



6-misal./(X)=tg5 funkciyamn tuwmdisin tabin.

A (1) formuladan paydalamp tuwindmi esaplaymiz:

(x) =5tga* (tgx) -5tghk— Juwabi: 35 A
X) = - — . uwabi:-—-—-5—.
g ( gX) g COS X COS X

7- misal. /z(x)=3asViog7/(x3t+2x) funkciyanm tuwindisin tabin.

A/ (X)=3@&% ham g(x)=log71x3+2x) belgilewlerdi kirgizip, (1) formulam -
guramali funkciya tuwindism tabiw formulasm qgollanamiz:

[ '(x)=(308) —3astin3(cosx) —3CHIn3sinx,
. 3X2+2

9'(0=(0g7x320)= o o7 TPV (xar 2017

ham de h(x) funkciyam 2 funkciyamn kobeymesi dep garaymiz:

1t'(x)=(3cosxlog7(x3+2x))"'=(30am9'log A(x3+2x)+ 3 cosx-

3C@W3x2+ 2

(log7(x3+2x)) —30sxIn3sinxlog 7(x3+2x)+— Xer )_

(x +2x)In7
3CHI3x2+2
Juwabi: —3omsxIn3 sinxlog?(x3+2x)7+— el .)_
N (x3+2x)In7

Soraw ham tapsirmalar

1. Quramali funkciya dep nege aytiladi? Misal keltirih.
2. Quramali funkciyamh amqglamw oblasti galay tabiladi?
3. Quramali funkciya tuwmdisin tabiw formulasm jazip bilesiz

be?
4. Quramali funkciya tuwindisin tabiwdi 1—2 misalda korsetin.



Shinigiwlar

35. Eger f(x) - x2-1 bolsa, berilgen funkciyalardi tabin:

DRACVE 2 |/ ( 2 3 -1 4)
36. Eger/ (x)= E—?—ilbolsa, berilgen funkciyalardi tabin:

D/Q: /M) DD 4 Hx),
37. Eger / (X)=x2, g(x)=x-1 bolsa, tomendegilerdi tabin:

D 1(9(™)); 2)/(1(x)); 3) 9(9(x)); 4) 9(/(x)).
38. Eger / (X) =x3* g(x) =x2+1 bolsa, tomendegilerdi tabin:

f(x2) 2) I(x) +3g(x)+3x- 2;
D gb)-i ) /(x) +39(x) +3x- 2;

3 /(*(*)); 4) g(/W).
Tenlikten paydalamp,/(x) ti tabin (39-42)
39. /(x +1)=x2-1. 40*. /(x)+3 /(i)gziX

41. /(x +3)=x2- 4. 42*%, 2 [ (xX)+/ (9 =x.
X

Tuwmdim tabm (43-44):
43. 1) f(x) =(3x- 2)5; 2) f(x) =e%""" 3)/(x) =(4-3x)7;

4) f(x)=sin2x » 5) /(*) = (2x+9) 6) /(x) =In(4x-1);

7) I(x) =14x-5; 8)/(x)=(2x-1)10 9) /(x) =cos8x.

44*, 1 ed* tg— 2) 3dgxlog(rosx; 3) Incosx;
X

4) (x25x+4)3 10tgc 5) 7loRe(x32x+1)3  6) 3@ -(x2Sx+4)2;
7) ctgx-In(x2+x); 8) XX 0s3X+4; 9) 51nx ctgx.



FUNKCIYA GRAFIGINE OTKIZILGEN
URINBA HAM NORMAL TENLEMELERI

Urinba tenlemesi. y=f{x) funkciyaga grafiginin (x0;f(xQ) nogatinan otiwshi
urinba tenlemesin tabamiz (19-suwret). Urmba tuwri siziq bolgam ushin onm
uliwma korinisi y=kx+b boladi. Tuwmdinm geometriyahq manisi boyinsha
k=tga.=f'(xj, yagmy urmba tenlemesi y=f'(xQx+b korinisin aladi. Bul urmba
(XG/(x0Q) nogattan otkeni ushm f(xQ=f (xQx0+b boladi, bunnan b=f(xQ-f'(x0
xQ. Tabilgan b m urinba tenlemesine qoyip,

y=1'(x0Ox+f(x0- f '(xOx0 yaki
y-f(xQ=F(xQ(x-x0Q (1)

tenlemeni payda etemiz.

y-A*0)=f" xo(x~x0) tenleme (XQ fIxQ) nogatta y=f(x) funkciyaga
otkizilgen urmba tenlemesi boladi.

19-suwret.

I-misal./(x)=x25x funkciya grafigine abscissasi x0=2 noqatta otkizil-
gen urinba tenlemesin jazin.
AAIldm funkciyamn ham funkciyadan alingan tuwmdmmx0=2 nogattagi
manisin tabamiz:
TW=«2)=225-2=-6, f'(x)=2x-5, /'(2)=22-5=-1.
Tabilganlardi (1) tenlemege qoyip, urmba tenlemesin payda
etemiz:

y ——6) =-1¢x—2) yaki y =-x-4. Juwabi: y=-x-4. A



2- misal. f(X)=x32x2 funkciya grafigine x0=1 abcsissali noqatta otkizil-
gen urinba tenlemesin jazin.
AAIldm funkciyanm ham funkciyadan almgan tuwmdmm x0=1 nogattagi
manisin tabamiz:
flxa=f(\)=V-2V=-\, K1)=3-124"'1=-1.
Tabilganlardi (1) tenlemege qoyip, urmba tenlemesin payda
etemiz:
y-(-D)=-1(x-1) yakiy=-x.  Juwabi: y=-X. A
Eger y=f(x) funkciya grafiginin xQOabscissali nogatmda otkizilgen

urinbay=£x+6 tuwn siziqqga parallel bolsa,/'(xQ=/cboladi. Bul shart argali
funkciyanm berilgen tuwri siziqga parallel bolgan urmbasi tabiladi.

3- misal, f(x)=x23x+4 funkciya ushm y=2x-l tuwri siziqga parallel
bolgan urmba tenlemesin jazin.

A Urinbamn berilgen tuwri sizigga parallellik sharti boyinsha, f'(x Q=2
yaki 2x0-3=2 tenlemeni payda etemiz. Bul tenlemede x0=2,5 bolgam ushin
urinba abscissasi x0=2,5 bolgan noqattan otedi. Esaplawlardi ormlaymiz:

f(xQ=f(2,5)=2,523-2,5+4=6,25-7,5+4=2,75
f\x 0=f(2,5)=2.
Endi urmba tenlemesin tabamiz:
y-2,15=2(x-2,5) yakiy=2x-2,25.

Juwabi: y=2x-2,25. a

4- misal./(X)=x3 2x2+3x-2 funkciya grafigine x0= 4 abscissali nogatta
otkizilgen urmba tenlemesin duzin ham urmba menen Ox kosherinin on
bagiti payda etken muyeshtin sinusin tabin.

AAIldin funkciyamn ham funkciyadan almgan tuwindimnx0=4 nogattagi
manisin tabamiz:

/(x0=/(4)=3-432-423-4-2=170, f(x)=3x24x+3,
['(4)=3-424-4+3= 35.
Tabilganlardi (1) tenlemege qoyip, urinba tenlemesin payda etemiz:

y - 170=35(x-4) yaki y=35x+30.

Tuwindinm geometriyaliq manisi boyinsha tga=35, bunnan



1 1 tga 35 35
sraga TT17 SHVE VW? Yoz

| tg2a

sina=

Juwabi: y=35x+30; sina=
yj\226

5*-misal /(x)=x2parabolaga abscissasi XObolgan A noqatta otkizilgen
urinba Ox kosherin *x0noqatta kesip otedi. Usi pikirdi dalillen.

Al {x)=2x, [(x0= Xq,f '(x0)=2x0.

Urinba tenlemesi (1) ge kore v=2x0mx-X@ boladi. Omh Ox kosheri

(x

menen kesilisiw nogati Vo ;0: ekenligi korinip tur. Bunnany =x2parabolaga

abscissasi xObolgan A noqatta otkizilgen urmbam jasaw usili kelip shigadi:
A nogat ham (AXZ-;O}/ noqgat argali otiwshi tuwri siziq y=x2parabolaga A
noqatta urinadi.

Normal tenlemesi. y=f(x) funkciya grafigine x = x0abscissali nogatta

otkizilgen urinbaga X = xOnogatta perpendikulyar bolgan

-AXth -~M"0 - X 2
y (xS ) 2
tuwri siziggay =f\x) funkciya grafiginih x0abscissali nogatinda otkizilgen

normal delinedi (19-suwret).

6-misal. f(x)=x5funkciya grafigine x0=1 abscissali noqatta otkizilgen
normal tenlemesin duzin.

A Tuwindi formulasi boyinsha f'(x)=5x4 boladi. Funkciya ham onm
tuwindisinm x0=1 noqattagi manislerin esaplaymiz:

/(1)=15=1 ham /'(1)=5T4=5. Bul manislerdi normaldin tenlemesine
goyamizham y-1 =- —(x-1) yaki y = X +—tenlemenipaydaetemiz.
5 5 5

Juwabi: y — x-i-8- a
5 5



Esletpe: f(x)=x5 funkciya grafigine XxO0=l abscissali noqatta
otkizilgen urmba tenlemesi y=5x-4 boladi (dalillen!). Urmba ham
normaldin muyeshlik koefficienti ko beymesi 5-(-—= -1 ekenligine
itibar berin.

Soraw ham tapsirmalar

1 y=f(x) funkciya grafigine x0 abscissali noqatta otkizilgen urinba
tenlemesinjazin.

2. y=f(x) funkciya grafigine x0 abscissali nogatta otkizilgen normal
tenlemesinjazin.

3. Berilgen funkciyanm ganday da bir tuwn sizigga parallel bolgan
urmbasi galay tabiladi? Misalda tusindirin.

Shmigiwlar

45. Funkciyagrafigine abscissasi x0=1; x0=-2; x0= 0 bolgan noqatta otkizilgen
urinba tenlemesinjazin:

1/ (x)=2x2-5x+l,; 2)/(x)=3x-4; 3)/(x)=6;

4 (X)=x34x; 5) f(x)=ex 6)/(x)=2-
7I(x)=2*+In2; 8)/(x)=sinx; 9)/(x)=cosx;
10)/(x)=cosx-sinx; I)/(x)=e*x; 12) /(x)=x-sinx.

46. Funkciya ushin y=Ix-\ tuwri sizigqa parallel bolgan urinba tenlemesin
jazm:
1)/(X)=x32x2+6; 2)/(X)=4x2-5x+3; 3)/(x)=8x-4.

47. Berilgen f(x) ham g(x) funkciyalardin urinbalari parallel bolatugin
noqatlardi tabin:

1) /(x) =3x2-5x +4, g(x) =4x-5;
2) f(x) =Sx+9, g(x) =-5x +8;
3) /(x) =7x+Il, g(x) =1x-9;
4) f(x) =x3-8, g(X) =x2+5;
5) /(x) =x3+x2, g(x) =5x-7;

6) /(x) =x4+ll, g(x) =x3+10.



48. Funkciya grangine abscissasi a) x0=1; b) x0=-2; d) x0= 0 bolgan nogatta
otkizilgen normal tenlemesin tabin:

1)/(x)=3x25x+]; 2)/(x)=3x-40; 3)I(X)=7;
4)/(x)=x3-10jc; 5)/(*)=e*; 6)/(x)=12-
7)f(x)= sinx; 8)/(X)=co0sX; 9)/(x)=cosx - sinx;
10) /(x)=e“; 1Df(X)=xXx ecosx;  12)/(x)=x esinx.

Qadagalaw jumisi ulgisi

| variant

1) /(x)=x32x25x+3 funkciya ushm x0=2 ham Ax=0,l bolganda
funkciya arttirmasmm argument arttirmasma gatnasin tabm.

2) /(x)=-8x2+4x+| funkciyanmx0=-3 noqattagi tuwmdisin esaplan.

3) /(x)=x37x2+8x-5 funkciya grafigine x0=-4 abscissali nogatta
otkizilgen urmba tenlemesin jazm.

4) Materiallig nogat s(t)=%t25t+6 mzamliq penen gozgalmaqta.
Eger t- sekund, s - metrlerde olshenetugin bolsa, nogattih t0=8 sekundtagi
momentlik tezligin tabin.

5) Kobeymenin tuwmdism tabih: (3x25x+4) eex

Il variant
1) Tiyindinin tuwmdism tabih: x ~~5x+6

X+1

2) Quramah funkciyanm tuwindism tabin: ctgk.
3) / (X) =\]xfx funkciyanm x0=— noqattagi tuwindin esaplan.

4./ (X) = In(x + 1) funkciya grafigine x=0 nogatta otkizilgen urinba
tehlemesinjazin.

5. (t)=0,5t2- 6t+\ mzamligi menen qozgalip atirgin materiallig nogattin
t=16 sekundtagi momentlik tezligin tabin. (t - sekundta, S - metrlerde
olshenedi).



15-17 MASELELER SHESHIW

49. Berilgen v=/(x) funkciya, x0 ham x nogatlarga saykes h ham Ay ti esaplan:
D /(xX)=4x2-3x+2, xO=1, \=1,01; 2)/(x:)=(+1)3, x0=0, jc0,1.

50. Eger x0=3 ham Ax=0,03 bolsa, berilgen funkciyalar ushm: a) funkciya
arttirmasm; b) funkciya arttirmasinm argument arttirmasina gatnasin
tabin:

D/ (x)=7x- 5,  2)f[x)=2x23X; 3)/x)=x3+2; 4)/X)=.r24x.

51. Egerx0=2 ham Ax=0,01 bolsa, berilgen funkciyalar uchun: a) funkciya
arttirmasm; b) funkciya arttirmasimn argument arttirmasina gatnasm

tabin:

1)/x)=-4x+3; 2)/x)=-8; SAIXMXM+1OX; 4)f$=x?—0.
52. x—0bolsa, funkciya gaysi sanga umtiladi:
1)/X)=x32x2+3x+4; 2)/x ) =x5 6x48x-7;
3) /IxX)=(x25x+1)(x37x2 | Ix+6);
4)/x)= X -x-19 5)/W = x3-8x
X2+7x-28" X +X +X+1
53. Funkciyamn tuwmdism tabin:
Dy=17x; 2) v=29x-3; 3)y=-15; 4)y=I"xX"X;
5)y=-5x+40; 6) >=18x-x2; 7) y=x2+15x;
8)y =16Xx3+5x2-2x+14; 9) y=3X3+2X2X.
54. Funkciyanm tuwmdisin: a) x=-3; b) x=1,1; ¢) x=0,4; d) x=-0,2 noqatlarda
esaplan:
1) y=15x; 2) y=9x+3; 3)y=-20; 4) y=5X2+X;

5)y=-8x+4; 6) y=8x-x2 7) y=x2+25x; 8)y=x3t+5x22x+4.
55.y=/x) funkciya tuwmdisin tariypi boymsha tabin:

1) f(x) =2x2+3x+5; 3*) f(x)=X+1

2) 1(*)=(*+2)3; =



56.y=f{x) funkciyanm x0 noqgattagi tuwmdisin tabm:

1)/ (x) =4x3+3x" +2x +l, xq ='l; 2) /(x) ="x3+sin22°, x0=-1;
3) /(M) =(x+1)(Vx-1), x0=4 X3
) =(2x x-1), x0=4; *)= =
4) 1(*) o +1>)(0 3

57. Materialliq nogat s(t)=-/ --t+5 mzamlilig penen gozgalmagta

(s - metrde, t - sekundta). Materialliq noqattin 2-sekundtagi tezligin
tabin.

58. Funkeiyamn tuwindisin tabin:

D Zy =VX +2x3.
3*) y AfX +x stgx-log¥; 4) y ={2x +3)3;
5%)y =x-1m;-(x+1); 6) y ={X+s[xjs[x - 2);
Ny :X,+2 : 8) y=10wlogX5+cosl5®;
sinx ’
9) y =3-jr-sinx; 10%) y=tgx-cosx+7*-;C7,
JJ
11) /(x) ="x4-8x2+3; 12) /(x) =—~X —sinx +5;
13) f(x) =x10-80x; 14) [ (x)=8x N
59. Funkciya tuwmdisinin xOnogattagi manisin esaplan:
1) f{x)= , x0~0 2)/(xX)=(x23x)Inx, x0=1;
COSX
, _ arctgx
3) f(X) - y+32 ) X° 4) f(x)=Qxx-\n2), x0=In2.

60*. f'(x) >0 tensizlikti sheshin:
Df(x)=x-\n21-3x; 2) f{x)=sinx- 2x;

61. Materialliq nogat s(t) =t f 3 r +21 mzamlilig penen qozgalmaqta.

Materiallig nogattin tezligi gashan nolge ten boladi? Bunin manisi ne?



62. Tuwmdmi tabin: 1)y= x5-jed+X; y= -j—x; 3)j—xX4+K[x
63. Materialliq nogattin tOwaqittagi tezligin tabin:

1) x(r) =t4—=2t3+1, t0=-5;  2) x(t) =-51+t2- &7, t0=4.
Tuwmdmi tabin (64-66):

64. 1) y=(x+2)(x25x); 2) y :Xf;zx

14_A
4)y= 2x3+4x25X; 5y = < —14, 6) y = 7x2+ 12x+ V2019 .

3) Yy = (x4+Vx)(x3- 5x)

X +X+1
65* 1)y =xD- 1" 2y = < 47 3) M=(x10+x-10(x8+x-8.
3x-sinx
66* 1) += COSX 2) y =e5ocosx-sinx);
3) j=xctgx; 4)y :Inx

67*. Tuwindmi x0noqatta esaplan:

-n
X0=-2; 2)/(x)=ctgx-2x+2, x0=
1395 ) (x)=ctg

3) /(x) =x2(lgx-1), x0=1, 4) /(X)) =ctgx- ~ Inx ,x0=1.

68*. Quramali funkciyanm tuwmdisin tabin:

1) x2sinx; 2) logXcosx; 3) Inctgx;

4) tg3; 5) edgx 6) 23CX;

7) 353G 8) (x210x+7)Incosx;

g; X5- :*X+4 10) e Ax43x2+2); 11) Intgx;
X 13) eperaxel); 14) Incos2x.

e



TUWINDIJARDEMINDE FUNKCIYANI

18-21 TEKSERIW HAM GRAFIKLERDIJASAW

Funkciyanin dsiwi ham kemeyiwi. Osiwshi ham kemeyiwshi
funkciyalar menen tamssiz. Endi funkciyamn osiw ham kemeyiw
araliglarm amqglaw ushm tuwmdi tusiniginen paydalanamiz.

1- teorema y=f(x) funkciya (a; b) araliqgta amqglangan ham tuwmdisi
bar bolsm. EgQrxe(a; b)ushin/'(r)>0 bolsa,y=/(r) funkciya (a; b) araligta
osiwshi funkciya boladi (20-suwret).

2- teorema. y=f(x) funkciya (a; b) arahqta amglangan ham tuwmdisi
bar bolsin. Eger xe(a; b) ushm / '(r)<0 bolsa, y=f(x) funkciya (a;b)
araligta kemeyiwshi funkciya boladi (21-suwret).

yl tga=A>0 y ] iga=k<0
=A%)
/. a
. - A\ *
a o o > a o b X
20-suwret. 21-suwret.

1, 2- teoremalardi dalillewsiz gabil etemiz.
1-misal. Funkciyanm osiw ham kemeyiw araliglarm tabin:

/ (X) =2x3- 3x2- 12x+ 3
A Bul funkciya (-gg+go araligta aniglangan. Onm tuwmdisi:
I '(X) =6j2 —6jc—12 = 6(x-2) (x+1)

f'(x) >0, f'(x) <0 tensizliklerdi araliglar usili menen sheship (-ca-1)
ham (2; + oo araliglarda funkciyamn osiwi ham de (-1; 2) araligta funkciyanm
kemeyiwin bilip alamiz.

Juwabi: (-ogg-1) ham (2;+cp araliglarmda funkciya osedi; al (-1; 2)
araligta funkciya kemeyedi. a

2-misal. Funkciyanm osiw ham kemeyiw araliglarm tabm:

f(X) =X+-



A Bul funkciya (-co;0)u(0;+o0) araligta amglangan. Onm tuwmdisi:
f'(x) =1—\ ;/ '(x)>0, yagmy 1-\* >0 tensizlikti araliglar usili menen
sheship, tu)\(/vmdinm (-00;-1) ham (l;+00) arahglarda on ekenligin tabamiz.
Dal sonday, f'(x)< 0, yagmy 1—X tensizlikti araliglar usili menen

sheship, bul tensizlik (-1; 0) ham (0; 1) araliglarda orinlanatuginm bilip
alamiz.

Juwabi: funkciya (-00;-1) ham (I;+00) araliglarda osedi; al funkciya (-1;
0) ham (0; 1) araliglarda kemeyedi. A

Funkciyamn stacionar nogatlan. y=f(x) funkciya (a; b) araligta
amglangan bolsm.

1-aniglama. y=f(x) funkciyanm tuwindisi O ge ten bolatugin nogatlar
stacionar noqatlar delinedi.

3-misal. Funkciyanm stacionar nogatlarm tabin: f(x)=2x -3x -12x+3.
A Funkciyanm tuwindism tawip, om nolge teneymiz:f(x)=6x2— 6x-12=0.
Bul tenlemeni sheship funkciyanm stacionar nogatlari Xf=-1, x2=2 ekenin
tabamiz.

Juwabi: funkciyanm stacionar noqgatlari x,=-1,x2=2. A

Funkciyamn lokal maksimum hdm minimumlari. Funkciyanm lokal
maksimum ham minimumlarin amglaw ushin tuwindidan paydalanamiz.

3-teorema. f(x) funkciya (a;b) araligta amglangan hamf'(x) bar;

(@;x0 araligta f'(x) >0 ham (XO;b) arahgta f'(x) <O bolsm, xCe(a, b).

01jagdayda X0 nogat f(x) funkciyamn lokal maksimumi boladi (22-a
suwret).



4-teorema. f(x) funkciya (a;h) araligta aniglangan ham/ \x) bar;
(a;xa) araligta /'(x)<0 ham (xt);b) araligta f'(x) >0 bolsin, xCe(a, b).
Ol jagdayda x0 nogat /(x)funkciyanin lokal minimumi boladi

(22-b suwret).
3, 4-teoremalardi dalillewsiz gabil etemiz.

2-amglama. Funkciyamn lokal maksimum ham minimumlanna
onm ekstremumlan delinedi.
4-misal. Funkciyamn lokal maksimum ham minimum noqatlarin

tabm: /(x) =x3-3x +3.

A Funkciyanm tuwindisin tabamiz: f'(x) =3x2- 3=3(x- 1/++1). Tuwmdi
barlig nogatlarda amglangan ham x =+l nogatlarda nolge aylanadi. Sonin
ushin x=%1 noqatlar funkciyanm kritikaliq nogatlan esaplanadi. Araliglar
usilinan paydalamp (-o00;-1) ham (1; +oo) araliglarda /*'(x)>0, al (-1; 1)
araligta /'(x)< 0 ekenin amglaymiz. Demek, x=-1 lokal maksimum ham
x =1 lokal minimum nogatlan eken (23-suwret).

Juwabi: x=-1 lokal maksimum ham x =1 lokal minimum nogat. A

Funkciyamn en ulken hdm en kishi mdnisleri menen 10 klastan
tamspiz.

f(x) funkciya [a; b] kesindide amqglangan ham (a; b) da tuwmdisi bar
bolsin. Omn en ulken manisin tabiw gagiydasi tomendegishe:

1) funkciyanm bul araliqtagi barlig stacionar nogatlari tabiladi;

2) funkciyanm stacionar, shegaraliq a ham b noqatlardagi manisleri
esaplanadi;



3) Bul manislerdin en ulkeni funkciyanm usi araligtagi en
ulken manisi delinedi.
Funkciyanm en kishi manisi de usigan uqgsas tabiladi.

5- misal. /U") =x3+4,5x29 funkciyanm [-4; 2] araligtagi en ulken ham en
kishi manislerin tabin.

A Funkciyanui tuwmdism tabamiz: /'(x) =3x2+9.r. Tuwmdmi nolge
tehlestirip, funkciyanm stacionar nogatlarm tabamiz: f'{x) =3x(x+3)=0, jcl= 0
ham x2=-3. Funkciyambh tabilgan x,=0, x2=-3 ham de a=-4, b=2 nogatlardagi
manislerin tabamiz:

X0)=03+4,5-029=-9, /(-3)=(3)3+4,5-(-3)29=4,5,
[(-4)=(-4)3+4,5429=-1, 1(2)=23+4,5 -22-9=17.

Demek, funkciyanm en ulken manisi 17 ham en kishi manisi -9 eken.

Juwabi: funkciyanin en ulken manisi 17 ham eh kishi manisi-9. A

Tuwmdijdrdemindefunkciyam tekseriw hdm grafigin siziw. Funkciya
grafigin siziwdi tomendegi izbe-izlikte amelge asiramiz.

Funkciyanm:

1 Amglamw oblastm;

2. Stacionar noqgatlarin;

3. Osiw ham kemeyiw araliglarin;

4. Lokal maksimum ham minimumlarin ham de funkciyamn usi
noqatlardagi manislerin;

5. Tabilgan magliwmatlar boyinsha funkciyanm grafigin sizamiz.

Grafikti siziwda funkciya grafigin koordinata kosherleri menen kesilisiw
ham basqga ayirim nogatlarin tabiw magsetke muwapigq.

6- misal. f(x)=x33x funkciyam tuwmdi jardeminde tekserin ham onm
grafigin sizin.

1 Funkciya (-oo0; +co) araliqta amqglangan.

2. Statsionar nogatlarin tabamiz:

[ '(X)=(x33x)'=3x23=0. x,=| ham x2=-1 stacionar nogatlar.

3. Funkciyamn osiw ham kemeyiw araliglarin tabamiz:

(-00; -1) u (1; +oo) araliglarda f (X)>Q bolgam ushm f(x) funkciya
usi araliglarda osedi ham (-1; 1) araligtaf(x)<0 bolgam ushin f(X)=x33x
funkciya (-1; 1) araligta kemeyedi.



4. X=—1 bolganda funkciya lokal maksimumga /(—2)=(—4)33-(—)=2
ham x=I bolganda funkciya lokal minimumga/ (1)=13-3 1=2 iye.

5. Funkciyanm Ox kosheri menen kesilisiw nogatlarin tabamiz:
1I338icidj@3)=0. Bunnan je=0 yaki x23=0 tenlemeni payda etemiz.
Tenlemeni sheship Xj=0, x2=V3, x3=- V3 funkciya grafiginin Ox kosheri
menen Kkesilisiw nogatlarin tabamiz. Natiyjede 24-suwrettegi grafikti
payda etemiz.

(D Soraw ham tapsirmalar

1 Funkciyamn osiw ham kemeyiw arahglari galay tabiladi?

2. Funkciyamn stacionar nogatina amqlama berin.

3. Funkciyanm lokal maksimum ham lokal minimumlari qalay tabiladi?

4. Funkciyanm en ulken ham en kishi manisleri galay tabiladi?

5. Tuwmdi jardeminde funkciyanm grafigin siziw izbe-izligin aytm ham
bir misalda tusindirin.

6. Funkciyamn stacionar nogatlari omn ekstremum nogatlari boliwi shart
pe? Misallar keltirin.

7. f(X) =-x4-~x2funkciyamtuwmdijardemindetekserinhamgrafigin

sizm.



Shimgiwlar

69. Funkciyamn osiw ham kemeyiw araliglarm tabin:

/(*)-2-9x; 2)IW ="-8; 3)/(x) =x3-27x;
4)/(x)="*; 5) f(X) =x2- 2x +4; 6)/(x)=x&2-6);
7) f(X) =-x2+2x - 3; 8)/W =/; 9)/(x) =x4-2x2;
10)f(x) =3x4-8x3+16:  n)/w = T2 2 12)/(x) =sinx;
13) f(x) =cosx; 14)/x)=tgx; 15*) f(x) =sin2x + cos2x,

70. Funkciyanm stacionar nogatlarm tabin:

1) f(x) =2x2-3x+1; 2) /W =9x-"x3. 3*) /W =|x-;
4) f(x)=x2; 5) /(x)=8x3+5x; 6) /W =3x-4;
7*) f(x)=U+1; 8) /(x) =2x3+3x2- 6; 9)/(x) =3+8x2- x4.

71. Funkciyanm lokal maksimum ham minimumlann tabin:

1) 2) 1(x)=(x-4)8; 3)/(x) =4- 3x2- 2x3;
4) IM = )-(+ E; 5) /(x)=x4-2x3+x2-3 ; 6)/x)=3tgr;
7)/(x)=2sinx+3; 8)/(x)=-5cosx-7; 9)/(X)=x4x3+4.

72. Funkciyamn osiw, kemeyiw araliglarin tabin:

_ ] X * - o
D /()=x82Tx;  29) I(*)= o 3 ) /W_x+1§( ,
4)/(x)=5sinx+13; 5)/(x)=15cosx-7; 6)/(+)=-3tgx.
73. Funkciyanm eh ulken ham en kishi manislerin tabin:

D /(x)=x4-8x2+3, xe[-4;1]; 2) /(x)=3x5-5x3+1, xe [-2; 2];

3) /I(x) = xe [l;2]; 4) /(x)=3x3-6x2-5x +8,xe [ 4].

X+1



74. Funkciyam tekseriii ham grafigin sizin:
Y)y =x3-6x2+9x-2; 2) y ="x5-"x 3+, 3y =x4-4x3+15.

75*. Funkciyatuwindismm grafigine garap (24,25-suwretler), tomendegilerdi
tabin:

1) stacionar nogatlarm; 2) osiw araliglarin;

3) kemeyiw araliglarm; 4) lokal maksimumlarm;
5) lokal minimumlarm.



Qadagalaw jumisi ulgisi
I variant

1. Tuwindmi tabm: f(X) =20x3+6x27x+3.
I.f(x)=x25x+A ham g(x) =x+" bolsa,/(g(3)) ti esaplan.

3. /(x) =x3-5x2+7x +| funkciya ushin tomendegilerdi tabin:
1) stacionar noqatlarin;
2) osiw araliglarin;
3) kemeyiw araliglarin;
4) lokal maksimumlarin;

5) lokal minimumlarin.

4. Tuwindim tabin: (3x+5)3tsinX.

Il variant

1. Tuwindmi tabin: f(X)= 10x3+16x2+7x-3.
2. /(x)=x2+6x-3 ham g(x);E- bolsa,/(g(3)) ti esaplan.

3. [(x)=x32x2 x+3 funkciya ushin tomendegilerdi tabin:
1) stacionar noqatlarin;
2) osiw araliglann;
3) kemeyiw araliglarin;
4) lokal maksimumlann;
5) lokal minimumlarin.

4. Tuwindim tabm: (2x-6)3+cos.

5/ (xX)=/1-2x bolsa, / (-1 tiesaplan.



GEOMETRIYALIQ, FIZIKALIQ, EKONOMIKALIQ
MAZMUNLI EKSTREMALLIQ MASELELERDI

22-25 SHESHIWDE DIFFERENCIALLIQ ESAPLAW
USILLARI
Geometriyalig mazmunli maseleler
1- masele. Tuwrimuyeshlik korinisindegi jer maydam atirapm 100 m

reshyotka menen qorshamagqshi. Bul reshyotka en kobi menen neshe kvadrat
mertjer maydanm gorshawga jetedi?

A Jer maydanmin eni X m ham uzinligiy m bolsin (27-suwret).

Masele sharti boymsha jer maydanmm perimetri 2x+2y=100. Bun-
nan  y=50-x. Jerdin  maydam
S(x) =xy=v(50-v)=50x-x2 Masele S(X)
funkciyanm en ulken manisin tabiwga
keltirildi. Aldm S(x) funkciyanm stacio-
nar nogatm tabamiz: S'(x)=50-2jc=0,
bunnan x=25.(-co; 25) araligta S'(x) >0
ham (25; +oo) araligta S'(X)<0 bolgam
ushm S(x) funkciya je=25 te en ulken
maniske iye boladi ham S(25)=625. Demek, 100 m reshyotka jardeminde en
kobi menen 625 m2jer maydanm gorshaw mumkin. Juwabi: 625 m2. A

Uliwma, perimetr berilgen barlig tuwnmuyeshlikler ishinde maydam en
ulkeni kvadrat eken.

2- masele. Tarepi a cm bolgan kvadrat korinisindegi kartonnan usti ashiq
quti tayarlamagshi. Bunda kartonnm ushlarinan
birdey kishkene kvadratlar kesip alinadi. Qutinin
kolemi en ulken boliwi ushm omn ultan tarepinin
uzinligi neshe santimetr boliwi kerek?

ym

27-suwret.

A Kartonmn ushlarinan birdey kishkene
kvadratlar qirgip alinip, ultani X cm bolgan
ashig quti jasalgan, demek (28-suwret),
kesip alingan kvadratshamn tarepi —— sm

boladi. Sonin ushin ashig qutinin kolemi 28-suwret.



- N
Q;(X)Z A X o= =X 2 g Demek, bBerilgen masele v(x) =- ~r3+~a>§2

funkciyanm [0; a] kesindidegi en ulken manisin tabiwga keldi. V(X)
3
funkciyamn stacionar nogatlarm tabamiz: V'(x) =- - x2+ax =0.

2
Bul jerden ;q=0, Xx2=—a stacionar nogatlar tabiladi. Bunda,

f2 A 2 3 (2 > - ..
=~ a ham V >V(0) =V(a) =0 ekenligi korinip tur. Demek,
Vsra) \3—aJ (0)=V(a) g p

v(x) tin [0; a\ kesindidegi en ulken manisi boladi.

Juwabi: ashig qutinm ultan tarepinin uzinligi x =~a cm-

Fizikalig mazmunli maseleler

3-masele Materiallig nogat s(f) =- H+r3 mzami menen qozgalmaqta

(s(t) m de, tsekta olshenedi). Tomendegilerdi tabm:
1) en ulken tezleniwge erisiletugin wagitti (t0);
2) tQvaqittagi momentlik tezlikti;
3) tOwagit ishinde basip otilgen joldi.
A Materiallig nogattin tezligin tabamiz:
v
VM :j’W: f---ﬁ-+t3 =~t3—+jt2.
v y
Tezlikten alingan tuwmdi tezleniwdi beriwi, fizika kursinan belgili:
a(t)=v' (t)=-t2+6t.
1) En ulken tezleniwge iye bolatugin tOwaqitti amglaw ushin
a(t)=v' ()= -t26t funkciyam maksimumga tekseremiz. Aldin
a' (t)=-2t+6 =0 tenlemeni sheshemiz, bunnan t0=3. (0; 3) araligta
a'(t)>0 ham (3;+o0) araligta a'(t)< 0 bolgam ushm t=3 da a(t) en ulken

maniske erisedi.

N . _ i 33 iij

2)tOwagittagimomentliktezliktiesaplaymiz: v(3) = 3+ 3-32=18—.
S



3) tOwagit ishinde basip otilgen jol s(t) =- Y formulaga /0=3 ti qoyip

04 07 01
esaplanadi: s(3)=- —433=——+27=—=20,25 m.
Juwabi: 1) 3 sek; 2) 18™ 3) 20,25 m. A
4-masele. Materiallig nogat s(t) =1 t2+4?+50 mzami menen

gozgalmagqta. (s(t) araligmetrde, waqit t sekundta olshenedi). Tomendegilerdi
tabm:

1) en kishi tezlikke erisiletugin wagqitti (t0;

2) tOwagqittagi tezleniwdi;

3) tOwagit ishinde basip otilgen joldi.

\ Materiallig nogattm tezligi ham tezleniwin tabamiz:

030

a(t) =V(t) =[t2-1t+A") =2t-2.
1) En kishi tezlikke erisiletugin tOwaqitti amglaymiz:
V' () =(f-2t+4)'=2t-2 =0, bunnan t@4.
(0; 1) araligta V' (t)<o ham (1; + o) araligta V' (Y)>0 bolgam ushin
t0=\ de v (t) en kishi maniske erisedi.
2) tOwagqittagi tezleniwdi esaplaymiz: a(l) =2-1-2 =0 m/s2

13
3) tOwagqit ishinde basip otilgen joldi s(t) =—- t2+4t+50 formulaga

(J
— t2+4t+50 | =t*-2t +4
V3

tG=1 di qoyip esaplanadi, yagmy s(\)= -12+4-1+50=53-m.
Juwabi: 1) 1s; 2) 0 m/s2 3) 53-3m. A

5-masele. Hawa sharma te [0;8] minut araliginda V(t)=27— 3"+101+2 (m3
kolemde hawa burkip shigpagta. Tomendegilerdi tabin:

1) daslepki wagittagi hawa kolemin;

2) t=8 minuttagi hawa kolemin;



3) t=4 minuttagi hawa uplew tezligin;
A 1) daslepki wagqittagi hawa kolemin tabiw ushm F(t)=2t3-3t2+10t+2 m3
formulaga t=0 qoyiladi, yagmy V(0)=2 m3
2) /=8 minut wagittagi hawa kolemin tabiw ushm V()=2t3— 2£+\0t+2
m3formulaga t=8 qoyiladi:
V(8)=2 +83-3-82+10 *8+2=1024-192+80+2=914 m3;
3) hawa uplew tezligin tabamiz:

(e >
2V-3r+10t+2\ =6t-6t +10
mmy
(m3N
Demek, V(4) =6-42- 6-4+10=96- 24+10=82
vimny
(me >
Demek, a(3)=123-6 =30 = .
vmin2j
Juwcibi: 1) 2 m3, 2) 914 m3, 3) BZFin A

Ekonomikalig mazmunli mdseleler

6-masele. Karima koylek tigiw ushin buyirtpa aldi. Bir ayda x dana
koylek tikse, p(X)=-x2+100x min sum daramat giladi. Tomendegilerdi tabin:

1) en kop daramat aliw ushm gansha koylek tigiw kerek?

2) en kop daramat gansha boladi?

A 1)p(x)= -x 2+100x funkciyani maksimumga tekseremiz:

[?'(X) =(-x2+100x)'=-2x +100=0, bunnan x0=50. (0; 50) kesindide
1?'(x)>0 ham (50; + 40y araligtap'(x)<0 bolgam ushin x0=50 bolganda funkciya
en ulken maniske iye boladi. Demek, en kop daramat aliw ushin 50 dana
koylek tigiw kerek eken.

2) En ulken daramat gansha ekenligin tabiw ushin /?(x)=-x2+100x
anlatpaga x0=50 di goyamiz:

/?(50)=-502+100-50=-2500+5000=2500(mm sum)=2500000 sum.

Juwabi: 1) 50 dana koylek; 2) 2 500 000 sum. A



Soraw ham tapsirmalar

Tuwmdmi gollamp sheshiletugin:
1 geometriyaliq; 2) fizikalig; 3) ekonomikalig mazmunli maselege misal
keltirin.

Shmigiwlar

76. Tuwrimuyeshlik korinisindegi jer maydanmm atirapm qorshamaqshi.
300 m reshyotka jardeminde en kobi menen neshe kvadrat metr jer
maydanm gorshaw mumkin?

77. Tuwnmuyeshlik korinisindegi jer maydanmm atirapm gorshamagshi.
480 m reshyotka jardeminde en kobi menen neshe kvadrat metr jer
maydanm qorshaw mumkin?

78. * Tarepi 120 sm bolgan kvadrat korinisindegi kartonnan usti ashiq quti
tayarlandi. Bunda kartonnm ushlarinan birdey kishi kvadratlar kesip
alindi. Qutinin kolemi enulken boliwi ushm kesip alingan kishi kvadrattin
tarepi neshe santimetr boliwi kerek?

79* Konserva banka cilindr korinisinde bolip, omn toliq beti 216 n sm2ge
ten, Bankaga en kop suw siyiwi (ketiwi) ushm banka ultanmm radiusi
ham biyikligi ganday boliwi kerek?

80. Tuwrimuyeshlik korinisindegi jerdin maydam 6400 m2 Jerdin tarepleri
ganday bolganda om gorshaw ushin en kem reshyotka zarur boladi?

81. * Radiusi 5m bolgan sharga en kishi kolemli konus sirtlay sizilgan.
Konustin biyikligin tabin.

82. * Metalldan siyimligi 13,5 /, ultam kvadrattan ibarat bolgan tuwn
muyeshli parallelepiped jasalmaqta, Idistin olshemleri ganday bolganda
om jasaw ushm en kem metall ketedi?

83. Materiallig nogat j(\?, =- 7[+5t3 mzami menen gozgalmaqta(s'(?)
metrde, waqit t sekundta olshenedi). Tomendegilerdi tabin:

1) en ulken tezleniwge erisiletugin tOwaqitti;
2) tQwagqittagi bir zamatliq tezlikti;
3) tOwagit ishinde basip otilgen joldi.

84. Materiallig nogatA'(t) = - —4*12t3 mzami menen qozgalmagqta(s(t) m de,

wagqit t sekundta olshenedi).



1) en ulken tezleniwge erisiletugm tOwagitti;
2) tOwagqittagi bir zamatliq tezlikti;
3) tOwagit ishinde basip otilgen joldi tabm.

3
85. Materiallignogat s(t)=_212+40/+50 nizami menen hareketlenbekte

(s(t) rnetrde, wagit t sekundta olshenedi).
1) en kishi tezlikke erisiletugm tOwaqitti;
2) tOwagqittagi tezleniwdi;

3) tOwagit ishinde basip otilgen joldi tabm.

A ? .
86. Materialliq nogat s(t) %——3r'+8/+ 5 mzami menen hareketlenbekte

(s(t) metrde, wagit t sekundta olshenedi). Tomendegilerdi tabin:
1) en kishi tezlikke erisiletugin tOwaqitti;
2) tOwagqittagi tezleniwdi;
3) tOwagit ishinde basip otilgen joldi.
87. Hawa sharma te [0; 10] minut araliginda F(/)=5/3+3/2+2/+4 (m3
hawa burkip shigpaqgta.
1) daslepki wagqittagi hawa kolemin;
2) t =10 minuttagi hawa kolemin;
3) t=5 minuttagi hawa uplew tezligin;
88. Hawa sharma te [0; 15] minut araliginda F(/)=/3t13/2t/+20 (m3 hawa
burkip shiqpaqta. 1) daslepki wagittagi hawa kolemin;
2) /=15 minuttagi hawa kolemin;
3) /=10 minuttagi hawa uplew tezligin;
89. Muslima shalbar tigiw ushm buyirtpa aldi. 01 bir ayda x dana shalbar
tikse, (X)=—2j#120x min swm daramat giladi. Tomendegilerdi tabin:
1) daramatti en kop giliw ushin gansha shalbar tigiwi kerek?
2) en kop daramat gansha boladi?
90. Muxlisa yubka tigiw ushin buyirtpa aldi. Bir ayda jcdana yubka tikse,
p(Xx)=-ix2+96x (min swm) daramat giladi. Tomendegilerdi tabin:
1) daramatti en kop qiliw ushin gansha yubka tigiw kerek?
2) en kop daramat gansha boladi?



26-28 JUWIQ ESAPLAWLAR

y=f(x) funkciya xonoqatta shekli f'(x0) tuwmdiga iye bolsm.

X0 abscissali nogatta y=f(x) funkciya grafigine otkizilgen urinba
tenlemesi y-f(xQ=f'(x9(x-x0 korinisinde jaziliwm bilemiz.

xonogat atirapmda y=f(x) funkciya grafigin urmbanm saykes kesindisi
menen almastirsa boladi (29-suwretke garan):

X -X 0 arttirmam Ax dep belgilesek (yagmyx = x0 -I-Axdep alsaq),
tomendegi juwiq gatnasqa iye bolamiz:

I(x)»/(x0)+f"(x0)(x-x0), yaki
[(x0+ AX)* [(x0)+/'(Xx0)*Ar Q)

(1) formula kishi arttirmalarformulasi dep ataladi.

Tusinik. xonoqat sipatinda /(x 0),/'(x 0) manisler ansat esaplanatugin
noqatti tanlap aliw usmis etiledi. Sonin menen birge, x nogat xoga gansha
jaqin bolsa, bunday almastiriw amgiraq boliwm aytip otemiz.

Endi biz kishi arttirmalar formulasma tayangan jagdayda juwiq
esaplawlardi ormlaymiz.

1-misal.

f(X) = x72x6+3x2x+3 fimkciyamn x=2,02 nogattagi manisin juwiq

esaplan.
A x=2,02 nogatga jagin bolgan x0=2 noqatti alsaq, bul noqatta f(x)



funkciya manisi ansat tabiladi:/(x0)=/(2) =13.
Bul funkciyanin tuwmdisin tabamiz: f'(X) = Ix6-12x5+6X - 1

01 jagdayda,

f\x0=/'(2) =75, Ax=x —x0=2,02 —2=0,02 boladi.

Demek, (1) formulaboyinsha/(2,02)=/(2+0,02)«13+75 0,02=14,5.

Kalkulyator yamasa basqa esaplaw qurali jardeminde
/ (2,02)«14,57995 manisti payda etiwimiz mumkin. A

2- misal. J 1,02 korennin manisin juwiq esaplan.

A /(x) =Vx funkciyam garaymiz. Onm tuwindism tabamiz:

x0 =1 depalsaq, f(x0)=/(') =VI=1,

fw = rw = A 12’Ax:x-x0:1,02-1:0,02 boladi.

Demek, (1) formula boyinsha

JT02=J1+0,02« 1+-20 , 02=1,01.

Kalkulyator yamasa basqa esaplaw qurali jardeminde
JI,02 «1,0099504938... manisti payda etiwimiz mumkin. A

3-misal. V1.991 nih manisin juwiq esaplan.

A f (x) =yfx, funkciyam garaymiz. Omn tuwmdisin tabamiz:
x0 =8 dep alsaq, /(x0)=/(8) = =2

Ax=7,997-8 =-0,003 boladi.

Demek, (1) formula boyinsha



3/7,997 =~78+ (-0,003) « 2 -~ A =1,0997.

Kalkulyator yaki basqa esaplaw qurali jardeminde
1j1.991 »1,9997499687... manisti payda etiwimiz mumkin. a

4-misal. sin 29° tin manisin juwiq esaplan.
A/ (x)=sinx funkciyam qaraymiz. Onm tuwindism tabamiz:
['(x) =cosx*

*0=1 depalsaq, /(x0)=/ (f)=sinf=1
I depalsag (x0) (6) d=1
/I(XO):/ (—):COSE:Q , :_2_9_?_’____;_': boladi.

0 6 6 2 180 6 180
Demek, (1) formula boyinsha
sin29° =sin(-+(-— ))»sin--— - =- - — — «0,484... .

6 1 6 2 180 2 2 180

Kalkulyator  yaki basqa esaplaw qurali  jardeminde

sin29° «0,4848096202... manisti payda etiwimiz mumkin. A

5-misal. Logarifmlerdi esaplaw ushin kishi arttirmalar formulasin
keltiremiz.

A/x)=Inx; f'{X) =-. (1) boyinsha, In(x0 + AXx) « InX0 + — ¢Ax —
X X0

kishi arttirmalar formulasm payda etemiz.

Eger x0=I ham Ax=t bolsa, In(1+t) ~ t boladi.
Bunnan, maselen, Inl,3907=In(1+0,3907) ~ 0,3907 manisti alamiz.

Eger x0=0, yagmy Ax = X - X0 = X bolsa, (1) kishi arttirmalar formulasi
f& mv'w * 2
korinisti aladi. A

Klasta ormlanatugin tapsirma. (2) formulaga tiykarlamp, x jeterlishe
kishi bolganda

sinx~X, tgx«x, e*~l+x, (I+x)m-1+mx, ham de, /I +X«1+—X,

yTTS( « 1+ 3 juwiq esaplaytugm formulalardi payda etin. 2



6-misal.----------- anlatpani juwiq esaplan.

A (I+jc)m~ 1+mx formuladan paydalanamiz:

0 99730 =(1-0,003)-3~1+(-30)(-0,003)=1+0,09=1,09.

Kalkulyator yaki basga esaplaw qurali jardeminde
----------- »1 0943223033 manisti payda etiwimiz mumkin. A
0,997

(I+x)m~ 1+wxjuwiq esaplaytugin formuladan paydalamp, korenlerdi tez
esaplaw usilin usinis etiw mumkin.

Shminda da, n - natural san bolip, 5 sam ga qaraganda jeterlishe
kishi bolsm.
01jagdayda
1
( N ( B \
1+ B1 A 1+
v AnlJ nAN,
yamasa

A" +B «A +-= -
nA" 1

Maselen, 1/131 = vI25 +6 =5+ + =5,08.

Kalkulyator yaki basga esaplaw qurali jardeminde
y/125 =5,0788... manisti payda etiwimiz mumkin.

(2) formulaga tiykarlamp, x jeterlishe kishi bolganda cosx tin
manisin juwiq esaplayig.

(cosx)'=-sinxbolganiushin/(x) ~/(0)+/'(0)x

formula cos x~cos0 - (sin 0) x=1, yagniy cos x| korinisti aladi.

Bunday «juwig» formula bizdi ganaatlandirmaydi.

Somnushin, basqashajol tutamiz. Tiykargi trigonometriyaliq birdeylikten

cosx =xVI-sin2x tenlikti payda etemiz.
Jogarida aytip otkenimizdey, x jeterlishe kishi bolganda sinx~x boladi.

Demek, cosx - VI-sin2x «sjl-x2



X jeterlishe kishi bolganda x2 ta kishi bolatugim amgq.

2
Demek, -JI+X »1+—x formuladan \jI-x2 «1- — formula tikkeley
2 2
kelip shigadi, yagmy cosx wi—— formula ormli boladi.

7-misal. cos44° ti juwiqg esaplan.
A cos(x-y)=cosxcosy+sinxsinv bolgam ushin

cos44 - cos(---------- ) - COS—CO0S------ +sin—sin-----=
4 180 4 180 4 180

/2 (cos— +sin”™). cos™*1|-1(~)2=0,9998476...,
2 180 180 180 2 180

sin+”-k— k0,01793403.... Demek, COs44° «0,7193403....
180 180

Kalkulyator yaki basga esaplaw qurali jardeminde
€0s44°«0,7193339... manisti payda etemiz.

Soraw ham tapsirmalar

1. Kishi arttirmalar formulasin jazin.
2. Kishi arttirmalar formulasmm gollamliwina misallar keltirin.

Shinigiwlar

/ (x) funkciyanm > ham X2 noqatlardagi juwiq manisin
esaplan:

'df(X)=x4+2x,  Xj=2,016, "o SV
b)/x)=x5X2 Xj=1,995, x2=0,96;
d)/(X)=x3X, Xj=3,02, x2=0,92;
e)/(x)=x2+3x,  Xj=5,04, x2=1,98.

(I+x)m-1+74?x formuladan paydalamp, sanli anlatpanm juwig manisin
esaplan (92-93):

92.a) 1,002110 b) 0,9956 d) 1,0320 e) 0,99820

93. a)/1,004; Db)/25,012; d),/0,997; e)V4,0016.



Juwiq esaplaytugin formulalardan paydalamp, esaplan (94-97):

94. a) tg 44°; b) cos 61°; d) sin 31°; e) ctg 47°.

. K
95. a)cos n +0,04 b)sin = . 0,02
NG 71

d)Sin(- +0,03) : e)tg U +0,05\

U ) )
96. a): ' b :

- ¥ 003 ) 0006% 9 5 0016°
1

y =f (x) tin  berilgen nogattagi juwiq
(98-106):

98. y ="/x3+ 7X, x =1,012.
99. y =Vx2+Xx + 3, x =1,97.
100.y =x* X = 1,021
101.y =X* x = 0,998
102. y =yfif, x =1,03.
103. y =x6, x =2,01.
104*. y =4 1+ x + sinx, x =0,01.
105*. y =al3xT cosx, x =0,01.

106*. y =" 2x-sin(;rx/2), x=1,02.

€)

manisin

0,994°"

esaplan



29-32 TUWINDI JARDEMINDE MODELLESTIRIW

10-klasta (79-81-tema) bakteriyalar sammn kobeyiw procesin uyrendik.
Endi bul wagiyaga basgasha garayig.

1-masele. Har bir bakteriya belgili wagittan (bir neshe saat, yamasa,
minutlardan) son ekige bolinedi ham bakteriyalar sam eki ese artadi.
Nawbettegi wagqittan son sol eki bakteriya da ekige bolinedi ham populyaciya
mugdari (bakteriyalar uliwma sam) jane eki ese artadi... Bul kobeyiw procesi
golayli sharayatlarda (populyaciya ushin zarur resurslar, orin, jemtik (azig-
awaqat), suw, energiya ham basqalar) dawam eteberedi, deyik.

Bakteriyalardin  kobeyiw tezligi bakteriyalardin uliwma sanma
proporcional dep oylayig.

Bakteriyalar populyaciyasmin sam qalegen t wagqitqa garaganda galay
ozgeredi?

A b(t) dep twagit araliginda bakteriyalar populyaciyasinm uliwma sanin
belgileylik.

Tuwindmin manisi boymsha, bakteriyalar kobeyiw tezligi b'(t) ga ten.

Oylawimiz boyinsha, galegen t wagitta b'(t) mugdar b(t) mugdarga
proporcional, yagmy

b'(t)=kb(t) (1)
gatnas orinli. Bul jerde k - proporcionalliq koefficienti.

bO=b(0) - daslepki t=0 wagittagi populyaciya sam bolsin.

b(t)=bCek funkciya (1) di ganaatlandiradi.

Shinmda da, b'(t)=(b0ek)'=kbCek=kb(i).

Daslep 10 million bakteriya bolsa, (20=10 mIn), bunday bakteriyalar sam
bir saattan son b(X)=\0ek=28 (mIn) ga ten boladi, yagmy ek=2. Bunnan k=\n2
ge iye bolamiz.

t waqit araligindagi bakteriyalar populyaciyasimn sanin tabayiq:

ZX2=10e(’=102" (mIn).

Bul natiyje 10 klasta alingan natiyje menen ustpe-ust tuspekte. A



Tariyxiy magliwmat. 18-asirde inglis ilimpazi Tomas Maltus jogandagi
pikirlerge ugsas pikirjuritip, jer juzindegi xaliq sanmin osiwi ushin

N\)=KN (t) )

gatnasti payda etti, bul jerde N(t) —wagqittin t momentindegi xaliq
sam.

NO=N(tQ - daslepki tOwagqittagi xaliq sam bolsin.

Bul jagdayda N(t)=NCekK*~0 funkciya (2) tenlemeni ganaatlandiradi.

Shinmda da, N(t)= NQekKt- 0)'=kNCeK}t-tO=kN(i).

N(t)=NCK~0 mzami xaligtin eksponencial dsiwin, yagmy, togtawsiz
osiw procesin anlatiwin inabatga alip, Tomas Maltus waqit otiwi menen
insamyatga azig-awqat resurslari jetispeytuginm «boljaganm» aytip
otemiz (30-suwretke garan).

2-masele. Ekologiya tiri organizmlerdin sirtqi ortaliq penen oz ara
gatnasm uyrenedi. Kobeyiw yaki turli sebepler menen nabit boliwma
baylamsli bolgan populyaciyalar saninin ozgeriw tezligi waqitqa ganday
baylamsta ekenin uyrenin.

A N(t) - wagittin t momentindegi populyaciya sam bolsin, ol jagdayda
eger wagqittin bir birliginde populyaciyada tuwilatugin janzatlar sanin A,
nabit bolatugmlar sanin B desek, jeterli tiykar menen aytiw mumkin, N nin
wagitqa qaraganda ozgeriw tezligi

N\t)=A-B (3)

gatnasti gqanaatlandiradi.
Izertlewshilcr A ham B nin N gc baylamshligin tomendegishe tusindiredi.



a) En apiwayi jagday: A=aN(t), B=bN(t). Bul jerde a ham b - wagittin bir
birliginde tuwiliw ham nabit boliwi koefficientleri.

Bul jagdayda (3) gatnasti
N'(t) =(ab)N(t) (4)

koriniste jaziw mumkin.
NO=N(tQ - daslepki tOwagqittagi populyaciya sam bolsin.
Bul jagdayda N(i)=NCe{avit0) ffinkciya (4) ti ganaatlandiradi (tekserih).
b) A=aN(t), B=bN At) jagday da ushirasadi.

Bunda
N'(t)=aN(t) - bN2t) 5)
gatnas payda boladi.
NOa/ b o )
Ao = ffinkciya (5) tenlemeni

NO+[a/b-NO]e~al~0
ganaatlandiriwin, tekseriw mumkin. A
(4) ogatnasti  1845-jili  belgiyali demograf-ilimpaz Ferxyulst
populyaciyadagi ishki guresti esapga algan jagdayda doretti. Bul natiyje
Maltustin (2) gatnasma qaraganda populyaciyanm rawajlamwin amgiraq
tusindiredi.

Populyaciyamn osiw-kemeyiwi @ ham b sanlarina galay baylamsli boladi,
degen soraw tuwiliwi tabiyiy.

31-suwrette F> NO ham E<NO jagdaylar ushin

N(t) NOa/b korini i ffinkci fikleri
= A i orinistegi inkciya grafikleri
iV 4'[a/b NO]Je

suwretlengen:



Korinip turganmday, wagqit otiwi menen populyaciya sani % sanma

jagmlasadi eken. Bul jagday toyimw dep atalgan qubilisti bildiredi.
Sizilmada suwretlengen iymek siziqg Maltus tarepinen logistikaliq
iymek sizig dep atalip, ol insan turmisinm har turli salalarinda ushirasip
turadi.
Funkciyanrh tuwmdism usi funkciya menen baylamstinwshi y\X)=F(X, y)

korinistegi gatnas difFerencial tenleme delinedi.

Jogarida keltirilgen (1) - (5) gatnaslar differencial tenlemelerge misallar
bolip esaplanadi.

Dififerencial tenlemeni qanaatlandiratugin har ganday funkciya
onin sheshimi delinedi. Jogargi matematikada belgili shartlerde
y'(X)=F(x, y) korinistegi differencial tenlemenm y(xQ=yOdaslepki shartti
ganaatlandiratugin birden-bir y(x) sheshimi bar ekenligi dalillengen.

3-masele. Wagqittin t momentinde satilip atirgan onim haggmda
xabardar bolgan qariydarlar sam x(t) mn wagitga baylamsliligm uyrenin.
(Bul masele reklama natiyjeliligin amqglawda ahmiyetli.)

A Barliq qariydarlar sanin N dep belgilesek, satilip atirgan onimnen
xaban joglar sam N-x(t) boladi.

Onim hagqgmda xabardar bolgan gariydarlar sanimn osiw tezligi x(t) ga
ham N-x(t) ga proporcional dep esaplasaq, tomendegi differencial tenlemege
iye bolamiz:

x \I)=kx(t)(N-x(tj), Bul jerde k>0 - proporcionalliq koefficienti.

. N
Bul tenlemenm sheshimi  x"'=\+pe-m dan ibarat, bunda

p - e , C - turaqli san.
Bizge belgili, har ganday jagdayda t wagit otiwi menen Pe~Nd

shek kishireyip bara beredi ham bunnan, x(f)=l+pe-m anlatpanm manisi N
gejaqginlasadi (32-suwretke garan). A



32-suwret.

4-masele. Massasi m, jillilig siyimligi ¢ turaqli bolgan dene
daslepki momentte TOtemperaturaga iye bolsin. Hawa temperaturasi
turagli ham z (T > r) ga teh. Denenin sheksiz kishi wagit ishinde
bergen jilliligi dene ham hawa temperaturalari arasindagi parigga,
sonday, wagitqa proporcional ekenligin itibarga algan halda, denenm
suwiw mzamm tabih.

A Suwiw dawammda dene temperaturasi TOden r ga shekem paseyedi.
Wagittin t momentinde dene temperaturasi T(t) ga ten bolsin. Sheksiz kishi
wagqit araligmda dene bergen jillilig mugdari, jogarida aytilgam
boyinsha,

Q\t)=-k(T-x)

ga ten, bul jerde k - proporcionalliq koefficienti.

Ekinshitarepten, fizikadanbelgili, dene Ttemperaturadanrtemperaturaga
shekem suwiganda beretuginjilliliq mugdari Q=mc(T(t)-z) gaten. Tuwindim
esaplaymiz:

Q\t)=mcT'(t). (6)

Q \t) ushm tabilgan har eki anlatpam salistirip, mcT '(t)=-k(T-z) differencial
tenlemeni payda gilamiz.

-—t
T(t)=r +Ce nt

funkciya (6) differencial tenlemeni ganaatlandiradi (oziniz tekserin!), Bul
jerde C- qalegen turagli san.



Daslepki shart (t=0 de T=T{) C ni tabiwga imkan beredi:
Cc=T0 t

Somn ushin, denenin suwiw mzami tomerl'(ldegi koriniste jaziladi:

T{t)k:x+{TOT Ye™
Juwabi: T{f)=t+{TO- r) e_rri: A.

5-masele Tandirdan almgan (uzilgen) nannm temperaturasi 20 minut
ishinde 100° tan 60° ga shekem paseyedi. Sirtqi ortaliq temperaturasi 25°.
Nanmn temperaturasi gansha wagitta 30° ga shekem paseyedi?

A Jogaridagi maselemn sheshiminen paydalamp, nanmn suwiw
mzamin tomendegi koriniste jaza alamiz:

_k
T{)=tHTO e nt=25+ (100 - 25)ed =25 + 15eat,
buljerdea- belgisiz koefficient.
am tabiw ushin t=20 da T{20)=60 tenlikten paydalanamiz:
7X20) = 25 + 75e206=60

15e2n =35, {ea)? H_1 ”
75 ~15° 15,

20
Demek, nannm suwiwi T =25+ 75V15 mzamina boysinar eken.
y

Nannm temperaturasi 30° ga shekem paseyiw wagqtin tabamiz:

fily, fFl\a
30=25+75 )
VI5j  VI5y 75 ~ 15

20
In
15,
-201nl5 -20-2,7081

bolgamushm t*=
In7-Inl5 -0,762
Juwabi: 1saat 11 minutta nannrh temperaturasi 30° ga shekempaseyedi. 4

6-masele. Motorli qayiq tinish suwda 20 km/h tezlik penen gozgalmagta.
Belgili wagqittan keyin motor isten shiqti. Motor toqtagannan 40 sekund



wagqit otkennen keyin qayiqtin tezligi 8 km/h boldi. Suwdm qarsiligi tezlikke
proporcional bolsa, motor togtagannan 2 minut wagit otkennen keyin gayiq
tezligin tabin.

33-suwret.

A Qayigga F=-kv kush tasir etpekte. Nyuton mzami boymsha F=mv '(t).
Bunnan mv'(t) =-kv.

-3 -t
Bul tehlemeni v (t) =Ce m korinistegi funkciya ganaatlandiradi.
t=0 de v=20 shartinen C=20 kelip shigadi.

*

— 1
Bunnan v(t) = 20e m. t =40 sek = — saat bolganda gayiqtin tezligi 8

r 1
km/saatgaten,bunnan g_ 20 N§0 en = hamde
t=2min=— saat bolganligtan ,— 4 Y 78V3 2o
2) 25 7

(km/s) ekenligin tabamiz.

Juwabi: Motor togtagannan 2 minut wagqit otkennen keyin, qayigtin
tezligi shama menen 1,28 km/h ga ten boladi. a

7-masele. Radioaktivlik Idiraw natiyjesinde radioaktivlik zattin massasi
m(t) nih wagqitqa salistirganda ozgeriw mzamin tabih. Bul jerde m(t) gramm,
t - jillarda olshenedi.

A ldiraw tezligi massaga proporcional dep oylasaq,

m (t)=—a m(t) (7)



differencial tenlemege iye bolamiz. m(t)=Ce~a funkciya bul tenlemenin
sheshimi ekenligin tekseriw mumkin.

m(tQ=mQOdaslepki shartten m(t) =mC “( ’ mzamligqga iye bolamiz.
Juwabi: m(t) =m@-a (t~o). A

Ekonomikaliq modeller. Talap ham usinis ekonomikanm fundamental
(tiykargi) tusinikleri esaplanadi.

Talap (tovarlar ham xizmetlerge talap) - qariydar, paydalamwshinm
bazardagi belgili tovarlardi, zatlardi satip aliwdi galewi; bazarga shiggan
ham pul mumkinshilikleri menen tamiyinlengen zarurliklerti,

Talap mugdarimn ozgeriwine bir qansha faktorlar tasir etedi.
Olardin arasmda en ahmiyetlisi baha faktori. Tovar bahasimn paseyiwi satip
almatugin tovar mugdarmm osiwi ham kerisinshe, bahanin osiwi satip aliw
mugdarinm kemeyiwine alip keledi.

Usims — belgili waqitta ham belgili bahalar menen bazarga shigarilgan
ham shiganliwi mumkin bolgan tovarlar ham xizmetler mugdan menen
anlatiladi; usims - ondiriwshilerdin (satiwshilardin)oz tovarlarm bazarda
satiwga bolgan galewi. Bazarda tovar bahasi menen onm usinis mugdari
arasinda tikkeley baylanishliq bar: baha ganshelli jogan bolsa, basga
sharayatlar ozgermegen hallarda, satiw ushin sonsha kobirek tovar usinis
etiledi, yaki kerisinshe, baha paseyiwi menen usinis kolemi gisgaradi.

Talap ham usimstm tup mazmum olardin baha arqali
oz ara Dbaylamsta boliwi. Bul baylams — talap ham usinis
mzami bazar ekonomikasimn obyektiv mzami esaplanadi. Talap ham usinis
mzami boymsha, bazardagi usims ham talap tek gana mugdar emes, al
ozimn qurami jaginan da bir-birine saykes keliwi kerek, sonda gana bazar
ten salmagqgligina erisiledi. Bul mzam almastiriw mzami bolip, bazardi
basgariwshi ham tartiplestiriwshi kush darejesine koteriledi. Bul boyinsha
bazardagi talap ozgerisleri darhal ondiriske jetkiziliwi kerek. Bazardagi
talap ham usmis gatnasina qgarap ondiris pati ham duzilmesi quraladi.

Tomendegi maseleni korip shigayig.

Fermer uzag muddet dawammda miywelerdi bazarga satiwga shigarip
keledi. Har hapte agirmda ol bahamn ozgeriw tezligin baglap, keyingi
haptege shigarilatugin miywelerdm jana bahasin shamalaydi.

Dal usmday paydalamwshilar da bahanin ozgeriw tezligin baglap, kelesi
haptege satip alinatugin miywelerdin mugdarin belgileydi.



Kelesi haptedegi miywelerdin bahasin p arqali, al bahanm ozgeriw
tezliginp' arqali belgileyik.

Usmis ta, talap ta tovar bahasi menen onm ozgeriw tezligine baylamsli
ekenligin isenim menen aytiwimiz mumkin. Bul baylams ganday boladi?

A Bunday baylamslardin en apiwayi korinisi tomendegishe boladi eken:
y=ap'+bp+c, Bul jerde a,b, c- hagiygiy sanlar.

Maselen, g arqgali talapti, s argali bolsa usmisti belgilesek, olar ushin
jogaridagi baylamslar q=4p'-2p+39, s=44p'+2p-\ tenlemeler jardeminde
anlatihwi mumkin.

Bul jagdayda talap ham usimstin oz ara tehligi 4p'-2p+39=44p'+2p-\
gatnas jardeminde anlatiladi.

Bul tenlikten n'=- ——— Kkorinistegi differencial tenlemeni payda
etemiz. 10
Eger daslepki baham  p(0)=pO dep belgilesek, baha

t
p =(pO- 10)e 10 +10 nizamligi menen ozgeriwinpayda etemiz. A

Investiciya. Qanday da bir onim p baha menen satiladi dep oylayiq,
Q(t) funkciya t wagit dawaminda islep shigarilgan onim mugdari ozgeriwin
bildiredi desek, ol jagdayda t waqit dawammda pQ(t) ga ten daramat alinadi.
Aytayig, ahngan daramattih bir bolimi onim islep shigariw investiciyasina
sariplansin, yagmy

7(0 = mpQ(t) (8)

m - investiciya normasi, turaqli san ham o<m<lI.

Eger bazar jeterlishe tamiyinlengen ham islep shigarilgan onim
toliq satilgan degen pikirden kelip shigsa, bul jagday ondiris tezliginm jane
asiwina alip keledi.

Al, ondiris tezligi investiciyamn osiwine proporcional,

yagmy
Q=lI(y), ©)

bul jerde /- proporcionalliq koefficienti.
(8) formulam (9) ga qoyip

Q'=kQ, k=Imp (10)



differencial tenlemeni payda etemiz,
C - qalegen turagli san bolganda Q = Cekr korinistegi funkciya (10)
differencial tenlemeni ganaatlandiradi.
Daslepki moment t=tOda onim islep shiganw kolemi Q( berilgen dep
oylayig. 01 jagdayda bul shartten turagli C m tabiw mumkin:
QO=Ceto, bunnan C =Q(e~K°.

Natiyjedeislepshiganwkolemi Q =Q@k<+() mzamimenenozgeretugmm
bilip alamiz.

Soraw ham tapsirmalar

1. Bakteriyalardm belgili wagittan son ekige bolinip banw procesin
tuwindi jardeminde modellestirin.

2. Tomas Maltustin jer juzindegi xaligtm sam osiwine tiyisli maselesin
tusindirin.

3. Tomas Maltustm logistikalig iymek sizigin tusindirin,

4. Reklama natiyjeliligine tiyisli maseleni tuwmdi jardeminde
modellestirin.

Shmigiwlar

Teksttegi 4-masele sheshiminen paydalamp, shimgiwlardi onnlan

(107-108):

107. Temperaturasi 25°C bolgan metall bolegi pechke qoyildi. Pechtin
temperaturasi 25°C dan baslap minutina 20°C tezlik penen tegis
rawishte koterile basladi. Pech ham metall temperaturasinm parqi 7°C
bolganda, metall minutina 10-7°C tezlik penen lIsitila baslaydi. Metall
boleginin 30 minuttan keyingi temperaturasm tabm.

108. Denenm daslepki temperaturasi 5°C. Dene N minut dawaminda 0°C ga
shekem Isidi. Qorshagan ortaliqtin temperaturasi 25°C bolip tur. Dene
gashan 20°C ga shekem lIsiydi?

Teksttegi 7-maselenin sheshiminen paydalamp, shimgiwlardi ormlan:

109. Tajiriybeler boymsha 1jil dawaminda radiydih har bir gramminan 0,44
mg zat jemiriledi
a) neshe jildan son bar radiydin 20 procenti jemiriledi?

b) bar radiydin 400 jildan son neshe procenti galadi?
Teksttegi 6-maseleni sheshiwdegiusillardanpaydalamp, shmigiwlardi

ormlan (110-111):



110. Qayig suwdin qgarsiligi tasiri astinda oz qozgalisin astelestiredi.
Suwdm qarsiligi gayiqtin tezligine proporcional. Qayiqtin daslepki
tezligi 1,5 m/s, 4 sekundtan soii omn tezligi 1 m/s ti quradi. Neshe
sekundtan son gayiqtin tezligi 2 ese kemeyedi?

111. 10 / kolemdegi Idis hawa menen toltirilgan (80% azot, 20% kislorod).
Usi Idisga 1sekundta 1 litr tezlikte azot burkip shigpagta. 01 uzliksiz
rawishte aralasip, usi tezlikte Idistan shigpagta. Qansha wagqittan son
Idista 95% azotli aralaspa payda boladi?

Korsetpe: y(t) menen t wagqittagi azot ulesin belgilesek, y(t) funkciya
y'-V=a(l-y) qatnasti ganaatlandiradi deyik. Bul jerde V- Isitiw kolemi,
a- uplew tezligi.

Qadagalaw jumisi ulgisi

1. Ultam kvadrat bolgan tuwri miiyeshli parallelepiped korinisindegi
usti ashig metall Idis jasamaqshi. Idistin kolemi 270 / boliwi
kerek. Idistin olshemleri ganday bolganda om jasawda en kem metall
ketedi? 4

2. Materiallig nogat s(t) =- £+12ti nizami menen gqozgalmagqta (s(t)

metrde, twaqit sekundta olshenedi).
1) en ulken tezleniwge erisetugin wagitti (t0;
2 tQuagittagi momentlik tezlikti;
3) tOvagit dawammda basip otilgen joldi tabm.
3. Juwiq esaplaw formulasinan paydalamp In0,92 ni tabin.
4. Juwiq esaplaw formulasinan paydalamp sin(-1I, 2) ni tabin.
5. Onim islep shigariwshi isbilermennin kunlik daramati tomendegi formula
menen esaplanadi:
P(X)=-3x2+42x- 6 (mm sum) Bul jerde X - onimler sam.
Tomendegilerdi amglan:
1) enulken daramat aliw ushm isbilermen gansha onim islep shigariwi
kerek?
2) isbilermennin en ulken daramati neshe swmdi quraydi?



33-36 MASELELER SHESHIW

112. Materialliqg nogat gozgalis nizami s=s(t) boyinsha omn en ulken
yamasa en kishi tezligin tabin:
1)5=13n 2) s=17t-5; 3) s=/2+5H-18; 4) s=t3r2t2+5t+S;
5) s=2f*+5P+6t+3; 6)s=13t3+2t2 7) s=t3rt23.

113. Berilgen funkciya grafigine: 1) x0O= - 1, 2) x0=2,2; 3) x0=0 abscissali
nogatta otkizilgen urinbam tabin:
1) /(x)=12x2+5x+1; 2)/(x)=13x+4; 3)/(x)=60; 4)/(X)=x3+4x;

114. Berilgen funkciya ushiny=-7x+2 tuwri siziqga parallel bolgan urinba
tenlemesin jazin:
1) /(x)=5x32x2+16; 2)/(x)="tx2+5x+3; 3)/(x)=-8x+5.

115. Berilgen /(x) ham g(x) funkciyalar grafiklerimn urmbalari parallel
bolatugin nogatlarm tabm:

1)/(x)=2x23x+4, g(x)=12x-8;
2)/(x) = 18x+19, g(x)=-15x+18;
3)/(x) = 2x+13, g(x)=4x-19;
4)/(x) = 2x3 g(x)=4x2,
5)/(x) = 2x3+3x2, g(x)=15x-17;
6)/(x) = 2X4, g(x)=4x3,

116.1) y = funkciyagrafiginin x :~? nogattanotiwshiurmbatenlemesin
X

duzin. 2) y =x2 parabolanm x =] ham x=3 abscissalarga saykes
noqatlari tutastirilgan. Parabolanm usi 2 noqatti tutastiriwshi kesindige
parallel bolgan urmbasi gaysi nogattan otedi?

3) Materiallig nogat s(t) :§'Sin'2/\ +3 mzami  menen

hareketlenbekte. (s-santimetrda, /-sekundta). Materiallig nogattin
1-sekundtagi tezleniwin tabin.

117. Funkciyamn berilgen nogattagi tuwmdisin esaplan:

/(x)=x215, x0= -|; 2) f(x) =3cosx, X0=-n;



3) X0=-2; 4) f(x) = -sinx, x0= -y .

:Y'
5) f(x) =x3-4, x0=5; 6) /(x) = sinx, x0= —;

7) f(x) = — >XO= 2, 8) f(x) = cos5x, x0=";
X

9) f(X) = - cos2x, x0- 2

118. Berilgen wagqittagi tezlik ham tezleniwdi tabin:
1)s(t) = 5t2-t+50 t0=2; As(t) =t3+\A2+\, t0=1;

3) s(t) =2 + 13, t0=5; 4)~(o = 8sint, /0=y -

119. Funkciyanm abcsissasi berilgen nogattagi tuwindism esaplan:

1) f(x)=x2- 15, x0= | ; 2) /(x) = 3cosx, x0=tt;
3) f(x) = e x0=2; 4) /(x) = -sinx, x0=y.
5) f(x) =x3-4, x0=-5; 6)/(x) =sinx,  x0= -70-;
7)Y (*) =1, 8) /(X) = cosbx, XO:-~4;
9) /(x) = -cos2x, *0=f; 10)/(X)=siN2X,  Xq= — .

120. Berilgen wagittagi tezlik ham tezleniwdi tabm:
1) s()=2t22t+\9, t02; 2) 5(t)="-6/+1, t(=1;

3) s(t)=5t+2t3 t0=5; 4) 5(0=8cos? tO=y .
Berilgen funkciyanin tuwindisin tabin (121-122):

121. 1) f(x) =-x2+x+30; 2) f o =sinx- cosie;  3) f(x) =Vx- =
4) f(x) =4X-sinjc; 5) /(x) =8cosx; 6) f(x) =\nx-\Qx~ +x-\,



=x4: =x -2 RV
122.1) y =x4; 2) +- 4y @)y X 3 4) y - X~Inje;

n X+1

5) y =x3sinx; 6)y=e*sinx; 8) y =2(10jc-1)sin;c.

1 1
123. Berilgen funkciyalar ushin /'(- -),/'(— sanlardi esaplan:

1) /(x) =e*cosx; 2) /(x) =3x+1,; 3) / (X) =2x2+x+3;
4) [(x) =sinx +x2; 5) /(x) =sinx+cosx; 6) /(X) =sinx;
7) /(x) =cosx + x4; 8) /(x) =sin3x + cos3x.

124. Materialliqg nogat x{t) :---té+6r?+15 mzami menen gozgalmaqta.
1) tezleniw nol bolgan tOwagitti; 2) usi tOvagittagi tezlikti tabin.

125*, | (x) =x2-13x+2 funkciya Oxkosheri menen ganday muyesh astmda
kesilisedi?

126. /'(0) sandi tabm: 1) /(x) =x6-4x3+4; 2) /(x) =(x+10)6.
127. y'(x) ti tabin: 1) y(x)=sin2x; 2) y(X)=cos2x; 3) y(x)=tg2x.
128. Funkciyanm osiw ham kemeyiw araliglarm tabrn:

D I(X)=3+7x,  2) s o=x2+1Tx;  3) /(X) = x+18:

4) /W -* 4;(21 5) /(x) =x2+5x-14; 6) /(x)=x(x2+8);

7) f(x) =-x2- 4x +6; 8)/(X):->I;
9) /(X) =x3- 12x2-17x-23;  10) / ( x) = 3x4+18x3-6:
11) / (X) =x3- 5x2+19x+22;  12) /(x)=x4+7x2.

129. Funkciyanm stacionar nogatlann tabm:

1) f(x) =3x2-7x +9; 2) /(x) =19x-"-x3; 3) f(x)= 5x3;

4) f(x) =8&2; 5) /(*) =Tx-14: 6) /(x) =27-x3
7) I (x) =12x3+13x2-16; 8)/(X)=x36x2+9.



130. Funkciyanm lokal maksimum ham mimirnumlarin tabin:

1) f (X):XZ- ~ jc4; 2) / (x) = 14+ 13X2— 12X3;
3) f(x) =x4 3x3+x2+9’ f(x) =2x4-x 3+7

131. Funkciyanm osiw, kemeyiw araliglari ham de lokal maksimum ham
minimumlarm tabin:
1) f(X)=x3-64x; 2)/(x)=2x324; 3)/(.r)=4x3108x.
132. Funkciyanm en ulken ham en kishi manislerin tabin:
1) f(x) =x4-3je+2,xg[4;1]; 2) f(x) =x5+&3+I,jce[;2];
3) f(x) = X>_§_4,jce[l;5]; 4) [(x) = x3+62+5x +8,x e [-3:4].

133. Funkciyamn grafigin sizin:
1) y =x3-2x2+3x-2; 2) Yy =jx5+“X3; 3)y =x4+4x3.

134. Tuwrimuyeshlik korinisindegi egin maydanmin atirapm gorshaw ushin
1000 metr reshyotka satip alindi. Bul reshyotka jardeminde en kobi
menen neshe kvadrat metr maydandi qorshap aliw mumkin?

135. Tarepi 16 dm bolgan kvadrat korinisindegi kartonnan usti ashig quti
tayarlandi. Bunda kartonnin ushlarinan birdey kishkene kvadratlar
kesip alindi. Qutinin kolemi en ulken boliwi ushin omn ultam neshe
santimetr boliwi kerek?

136*. Konserva banka cilindr korinisinde bolip, onin toliq beti 5127C
cm2 ga ten. Bankaga en kop suw siyiwi ushm banka ultaninin
radiusi ham biyikligi ganday bohwi kerek?

137. Tuwrimuyeshlik korinisindegi jerdin maydani 3600 m2 Jerdin
tarepleri ganday bolganda, oni gorshaw ushm en kem reshyotka
zarur boladi?

138*. Radiusi 8 dm bolgan sharga en kishi kolemli konus sirtlay
sizilgan. Usi konustin biyikligin tabin.

139*.Ultanikvadratbolgantuwrimuyeshliparallelepipedkorinisindegi
ashig metall Idisqa 32 / suyiqliq ketedi. idistin olshemleri ganday
bolganda oni jasawga en kem metall sariplanadi?



140. Materiallig nogat '___A+iqf nizami menen qozgalmaqta (s(t)
metrde, t sekundta ol\s/henedi4).
1) en ulken tezleniwge erisetugin (tQ wagqitti;
2 tQuagittagi momentlik tezlikti;
3) tOvagitta basip otilgen joldi tabin.
141. Hawa sharma te[0;10] minut araliginda V(t) = f'+3t2-2t+4 ms3
hawa burkip shigilmaqta.
1) daslepki wagqittagi hawa kolemin;
2) t=10 minuttagi hawa kolemin;

3) t=5 minuttagi hawa uplew tezligin tabin.

142. Akram shalbar tigiw ushin buyirtpa aldi. Bir ayda x dana shalbar tikse,
p(x)=-2x2+240x (min swm) daramat aladi.
1) daramatti en kop aliw ushm gansha shalbar tigiw kerek?

2) en ulken daramat neshe swm boladi?

143. Funkciyanm tuwindism tabin:

- 12 A y-esmx. 3)y=sin(Bx+2); 4) y=(X+)A
X-< .

y=xo+y O =ter  T)yzarctg2x; 8) y =X -COSX.

144. f(x) =e2x ham g(x) =4x+2 funkciyalar ushin F(x) quramali

funkciyam duzin:

1) F(x)=1(9(x)); 2) F(x)=f(x)eX);
3) F(x) =g(f(x)); 4) F(x) =fg(g(x)).
145. Quramali funkciyamn tuwindisin tabin:
1) y =(X2+1T; 2) y=Incosx;
3) y =V5%x-7; 4) y =<Jtg(2x-3) ;
5) y=arctg(3x-"); 6*) y=sin(arctg2x);
7) ~=sm3”+cos3x; 8*)y =eM ™x).

dD



146. Funkciyanin osiw ham kemeyiw araliglarm tabin:

— v o- VX _
1)y =2+x-X2; 2) < +100 {x>0);
3) y =3x-x3; 4) y =2x- sinx;
5) ?
7 y=(x-1)3; 8) y = (x-1)4.

147. Funkciyanm stacionar noqatlari, lokal maksimum ham minimumlarin

tabm:
1) y=x3-6x2+9x-4; 2)y= 2;
3) y=x+— 4)y="X-x2.

148. Funkciyanm berilgen araligtagi en ulken ham en kishi manislerin tabin:

1) /(x)=2", [-1; 5]; 2) /(jr)=xJ-4x+6, [-3; 10];
3) /(x) =x+ [0,01; 100] 4) /W =V5-4x, [L1];

5) /(x)=cosx, = 6) /(") = pe-3x +2], [-40; 10];
7y £(x) =sinx, 21,, 8) /(x) = pe+3x +2], [-45; 10].

149. Funkciyam tekserin ham grafigin sizin:
1) y =3x- x3; 2) y=1+x2 , 3 y=(x+IXx-2)2.
4)y=x++ 5)y=J\6- > 6) y = Vj2-9 ;

7) y =x2-5 W+ 6; 83yz-4x4--2x2



Il BAP INTEGRAL HAM ONIN
QOLLANILIWLARI

DASLEPKI FUNKCIYA HAM ANIQ EMES
INTEGRAL TUSINIKLERI

Eger nogat gozgalis baslangannan baslap t waqit dawaminda s(t)
araliqti otken bolsa, onm momentlik tezligi s(t) funkciyanm tuwindisina
ten ekenin bilesiz: v(t)=s'(t). Ameliyatta keri masele: nogattm berilgen
qozgalis tezligi v(t) boymsha onm basip otkenjoh s(t) m tabiw maselesi de
ushirasadi. Sonday s(t) funkciyam tabiw kerek, onm tuwmdisi v(t) bolsm.
Eger s'(t)=v(t) bolsa, s(t) funkciya v(t) funkciyamn daslepki funkciyasi
delinedi. Uliwma, mmanday amqglama kirgiziw mumkin:

Eger (& b) ga tiyisli galegen x ushin F '(x)=f(x) bolsa, F(x) funkciya (&;

b) araligta/ (x) tin daslepkifunkciyasi delinedi.

1-misal. a- berilgen galegen san ham v(t)=atbolsa, s(t) - —at2 funkciya

V(D) funkciyamn daslepkisi boladi, sebebi s10) = (39 =at =v(t).
2- misal. f(x)=x2 xe(—oc; 00), bolsa, F(x) ="x3 funkciyaf(x) tin
(—oo; 00) degi daslepki funkciyasi boladi, sebebi
F(x) =("x3'="-3x2=x2=1(x).
3-misal. f(x) =— 1—,bundax*;—t+kn, krZ, funkciya ushin

CoS X
E (x)=tgx daslepki funkciya boladi, sebebi (tgx)=—

COS X

4-misal. /(x) =-,x>0, bolsa, .F(x)=Inx funkciya — tin daslepki



1
funkciyasi boladi, sebebi F '(x)=(Inx)'=~.
4 4 4
1-masele. F t(x) = 2 F 2(x) = 7" 17, F (o = . 25 funkciyalar bazi-

bir/(x)=x3funkciyanin daslepki funkciyalari ekenin dalillen.
Atuwindilar kestesi boyinsha jaza alamiz:

1) AW =(T-)fed™ =A=/(x).
2)f'CO =  +17)=Cj) +(17)=4/+ 0 + r> =x>=f(x)

3)F,'W :/4 - 25)':/21 - (25)':444- 0= =/Er).
Bul maseleden sonday juwmaqgqa keliwimiz mumkin: qalegen F(x)=

X4
— + C funkciya (C-bazi-birturagli san) ham/(x)=x3ushin daslepki funkciya

boladi. Shinmda da, (o = (7+C)' :(T)‘+C' :4*T+0 =x3=f(x) .A

Bul maseleden jane sonday juwmagqga keliwimiz mumKkin:
berilgen f(x) funkciya ushin omn daslepki funkciyasi bir manisli
amgqglanbaydi.

Eger F(x) funkciyaf(x) tin bazi-bir araligtagi daslepki funkciyasi bolsa,
f(x) funkciyamn barliq daslepkileri F(x)+C (C - galegen turagli san)
korinisinde jaziladi.

F(x)+C korinisindegi barlig funkciyalar kopligi f(x) tin amg emes

integrali delinedi ham j f(x)dx dep belgilenedi.
Demek, | / (x)dx =F(x) +C.
| —integral belgisi,/(x) - integral astmdagi funkciya, al/ (x)dx integral

astmdagi anlatpa delinedi.

5-misal. Jraxdx :?3(—— + C, sebebi tuwmdilar kestesi boymsha,
na

(— +C)'=(ax)— +C,=ax-lna— +0=ax
Ina Ina Ina



r k+\ i+1 i
6-misal. \xkdx=— +C, k*-I, Sebebi +cy = -(jci+)'+C'=
J K+1 y k+1 (kD)

+ +1 +

= +0 =xk. k=—1 bolsa, x>0 da 4-misal boyinsha, J[— =Inx +C.
k+1 Jc

y~"Z[Ixi+C funkciyanm grafigi y”~/Ix) funkciya grafigin Oy
kosher boylap jilistiriwdan payda etiledi (1-suwret). Turaqgli san C ti
tanlaw esabinan daslepki funkciya grafiginin berilgen noqgat arqali
otiwine erisiw mumkin.

2-masele./(x)=:x2funkciyanm grafigi 4(3; 10) nogattan otetugm daslepki
funkciyasin tabin.

A f{xX)=x2 funkciyanm barliq daslepki funkciyalan F(x):X—3+C
. . . X3 1
koriniste boladi, sebebi F'(X) = (= + C)' =- #Bx2+C =x2+0=x2.

Turagli san Cti F(x)=—+C funkciyanm grafigi (3; 10) nogattan

otetugin etip tanlaymiz: x=3 da .F(3)=10 boliwi kerek. Bunnan

[ 81)



33 ;
10:.l +C, C=I.Demek, izlenip atirgan daslepki funkciya F(x) :§_+1

boladi. Juwabi: X—;’+1. A

3-masele. / (x) =ifx funkciyanm grafigi "4(8;15) nogqattan otetugin

daslepki funkciyasin tabin.
A 4

A f(x) =tfxtin barliq daslepki funkciyalari C(x) =- ex 3 +C Kkoriniste

boladi, sebebi
s vV 3 4
Fix) = --s3+C  =-(xJ+c=--~-x3+c=x3+o=zff.
VA y 4 4 3 -
Turagli san C ti sonday etip tanlaymiz, F(x) =—x3+C funkciyanm

4

4
grafigi A(8, 15) nogattan otsin, yagmy F(8)=15 tenlik orinlansm. x3 = xIfx
bolganligtan 15:I-8-A8 +C, bunnan C=3. Demek, izlenip atirgan daslepki
funkciya F(x) :-ixlf:c+3 boladi. Juwabi: gxyfx+3. A

4*-masele. =In\x +C ekenin korsetin.

JX
Ax>0 de JfT =Inx+C, sebebi (Inx+C) - —+ 0 ==

x<0 de L =\n(x)+C, sebebi (In(-n+Cy=+—2 +0=. A

Soraw ham tapsirmalar

1 Daslepki funkciya degenimiz ne? Misallar keltirin.

2. Berilgen/ (x) funkciya ushin daslepki funkciya bir manisli tabila ma?
Ne ushm?

3. Daslepki funkciya F(x) tin grafiginin berilgen nogatinan otiwine
galaymsha erisiw mumkin? Misalda tusindirin.



Shinigiwlar

1. Hagiqiy sanlar kopligi R =(-00,00)da/(x) funkciya ushin F(x) funkciyanm
daslepki funkciya ekenin dalillen:

1) F(x)=x2sin2x+2018, f(x)=2x-2c0s2x;

2) F(x) =- cos” - x3+28, f(x) :?Sin?-3X2;
3) F(X)=2x4+cosx+3X, I (X)=8x3sin2x+3;
4) F(X)=3x5+sinX-7x, f(x)= 15x4+sin2x-7.

Tomendegi funkciyalardin barliq daslepki funkciyalarin, tuwindilar
kestesinen paydalamp tabin (2- 6):

2 1) /(X)=X2-VX;, 2)/(x)=6x5 3)/(x)=x10 4) f(x)=
5)/(x)=sinx; 6)/X)=Cc0OSX; 7)/(x)=sin2x;  8)f(x)=cos2x;
3. Nf(x)=4x; 2)/(X)= u&; 3)f(x)=e*; 4)f(x)=ax;
5)f(x)=a2 Of(x)=e% Nf(x)=10%  8)/ (X)=e243
. oy, 1L 1
4. 1) /M s +3] 2) 1(*): 4x-5- 3)/(*) :2x+7:
* . *\ — 1 *) — a
MI*) == 5) 1(*) = gy O (®)=
5. 1)/(x)=sin3x; 2)/(x)=sin(2x+5);  3)f(x)=sin(4x+7);
4)/ (X)=cosbX; 5)/ (X)=cos(3x-2);  6)/ (X) =cos(2x+y )e

6. 1) /(*) :)+<; | 2)/(x) >:<+ ] 3)f(x) =(3x+2f5 \ 4)f(x) =(X-1)\

7. Berilgen/ (x) funkciya ushin omn berilgen A nogattan otiwshi daslepki
funkciyasin tabin:

N/(x)=2x+3, A(l; 5); 2)/(x)=-x2+2x+5, .4(0; 2);
3)/(x)=sinx, A(0; 3);4)  Ix)=cosx, A(]; 5).



Berilgenf(x) funkciya ushm onin sonday daslepki funkciyasin tabin, bul
daslepki funkciyamn grafigi y tuwri siziqg penen tek gana bir uliwma
nogatga iye bolsm (8-9):

8. 1)/ (X)=4.v+8,y =3; 2)f(x)=3-x,y=7,
3)f(x)=4,5x+9,y=6,8; NHf(x)=2x-6,y=1
9*. f(x)=ax+b, y=Kk.

kvadrat tenlemeden C ti tabin, C= +" =£+— boladi.
2a 2a

10* f(x) ushin omn sonday daslepki funkciyasin tabin, bul daslepki
funkciyamn grafigi berilgen nogatlardan otsin:

A (1; 10) ham B (4; -2);

A(-1; 4) ham B (3; 4);

3) /'(x)=6x, A(1;6) ham S(3;30);
4) f'(x)=20x3 A(1,9) ham5(-I;7).

Korsetpe: Berilgen f'(x) boyinsha f(x)+C} tabiladi. Keyin f(x)+Cj
ushin daslepki funkciyasi F(x) =J/ (X)dx+Ctx +C2 tabiladi. Berilgen
nogatlar koordinatalarin aqirgi tenlikke qoyip, C, ham C2sanlardi tabiw

ushin sizigli tenlemeler sistemasina kelinedi.

11*. Berilgenf(x) funkciya ushin omn sonday daslepki funkciyasin tabin, bul
daslepki funkciyamn grafigi menen/ (X) tuwmdisinm grafigi abscissasi
berilgen nogatta kesilissin:

1) f(x) =(3x-2)\x0H; 2)f(x) =(@x+5)fx O=-I;

3)f(x) =(7x-5y, xO=; 4)f(x) =(kx+b)\ xO= Y



12. Berilgen f(x) funkciya ushin berilgen nogattan otiwshi daslepki
funkciyani tabin:

L)W =3 T 43 7); 2 =L, A0

3) f(x) =cosx, A(j; 8); 4)/(x) =sinx, A(n;l0).

13. F(jo funkciya san kosherine/ (x) funkciyanm daslepki funkciyasi ekenin
korsetin:

X

T = f(x) =ek, k* o;
2) F(x)=C+sinkx, f(x)=k-coskx, C - turaqli san;
3) F(x)=C+coskx, 1(x)=-&-sinfcx:,

-
o

C - turagli san;

4) F(x) =jsin(5x +12), f(x) = cos(5x + 12).

14. |/ (X  funkciyamn  berilgen

noqattan otiwshi daslepki
funkciyasm tabin:

1) f(x) =sin3x, 4(y;"); 2)f(x) =cos5x, a(j 'j);

3) f(x) =cos|, -4(y:D); 4)f(x) =sinj, A(m;)).

15./(x) funkciya ushm omn berilgen tenlemeler sistemasinm sheshimi (X0,
y0 nogattan otiwshi daslepki funkciyasin tabin:

[log2x +log2y =3,
1)/ = 3x2,
J/(x) = 3x [4log2X - log2y =2
2)f(x)=4x3 Py =30,
3-5x-2-5y=15.
v 3n
3)/ (X)=COSX; y

4x-3y =-n.



INTEGRAL*AR KESTESI. INTEGRALLAWDIN

4(1-41
L J EN apiwayi qgagiydalari

Integrallar kestesin tuwindilar kestesi jardeminde duziw mumkin.

N Funkciyaf(x) Daslepki funkciya F/x)+C
XpH
+C
' Xpp -1 P+1
2 Ux Inixl+C
3 el e*+C
4 sinx -cosx+C
5 COSX sinx+C
5 (kx+b)p, p+-1, £20 (fa+sr':
“(P+1)
1

5

kx+b >k fO ?lnIAx+feI+C
8 efet, £2+0 o te
9 SiN(AX+2), £+0 kCOS(AX+fe)+C
10 CoS(AX+6), £*0 k—sin(Ax+b) +C
11 I/cosx tgx+C
12 I/sinX - ctgx+C
13 (f +C

Ina
1

14 1+ X2 arctgx+C
15 fikx+b) E|,:( Ax+2Z))+C
16 Ag(.x))g\x) F(g(x))+C



QalegenbirX araligtaaniglangan F(X) funkciya/(r) funkciyamn daslepki
funkciyasi boliwi ushin eki funkciya da - F(x) hamf(x) funkciya da usi
X araligta aniglangan boliwi kerek.

Maselen, funkciyamn 5x-8>0, yagmy x>1,6 araligtagi integrali,

X~o

keste boyinsha, - In(5x-8) + C keten.

Differenciyallaw qagiydalarman paydalamp, integrallaw qagiydalarin
bayan etiw mumkin.

F(x) ham G(x) funkciyalar galegen bir arahqta, saykes rawishte, f(x)
ham g(x) funkciyalardih daslepki funkciyalan bolsin. Tomendegi gagiydalar
orinli:

1- gagiyda: aF(x) funkciya af (x) funkciyanm daslepki funkciyasi
boladi, yagmy

Ja (x)dx =aF(x) +C.

2- gagiyda F(x)xG(x) funkciya/(x)xg(x) funkciyanm daslepki funkciyasi
boladi, yagmy:
JU(X) £ g(xj)dx=\f(x)dx £ \g(x)dx=F(x) £ G(x)+C
1-misal./(x)=5sin(3x+2) funkciyamn integralin tabin.
A Bul funkciyanm integralin 1-gagiyda ham integrallar kestesinin
9-banti boyinsha tabamiz:
il (x)dx= J55in(3x +2)dx =5j sin(3x +2)dx =

=5e(-j cos(3x+2))+C =— cos(3x+2) +C,
sebebi integrallar kestesi boyinsha

j sin(3x + 2)dx = - —eo0s(3x+2) + C.

Juwabi: - —os(3x+2)+C. A



2-misal./(x)=8x7+2cos2x funkciyanm integralm tabin.
A Bul funkciyanm integralm 1- ham 2-qagiydalar ham de integrallar

kestesinin 1- ham 10-banti boyinsha tabamiz:
Jf(x)dx = J(8(7+ 2C082X)JX= axﬁx +2] cosaxdx

:8-—xs+2~élsih2x +C =x8+sin2x+C
Juwabi: x8+sin2x+C. A
: J Xdx .
3-misal. — integralm esaplan.

ABul korinistegi misallardi sheshiwde 6zgeriwshini almastiriw golayli.
Egerx2+8=i/ delinse, du=2xdx, xdx =~du boladi. Onda

47 - = f— =—nlwhtC = —in(x2+8) +C.
j x2+8 2j U 2

Tekseriw: Tabilgan daslepki funkciyadan tuwmdi almsa, integral

astindagi funkciya —X payda boliwi kerek. Shinmda da,

e+ +C =l (In(xa+8)y +C = - -~ (x2+8y= -
n(x =- (In(x =--N--(X =
2X +8 y 2X +8 X +8

Juwabi: -4 In(x2+8)+C. A

4-misal. Jesixcosxdxintegraldi esaplan.
A sinx=t almastiriwdi ormlaymiz. 01 jagdayJa dt=cosxdx ham berilgen
integral Je'dt koriniste boladi. Integrallar kestelerinm 3-banti boyinsha

Jetdt =el +C boladi. Demek, Jesxcos xdx = esa+C.
Tekseriw. (eant+Cy = (esim)'+ C -edrjqsinx)'+0=edrjc cosx - berilgen
integral astmdagi funkciyam payda ettik.



Juwabi: esmHC. A

5-misal. jsin5xecos3xdx integraldi esaplan.

A Bunda 2sin5x ecos3x =sin8x+sin2.x: birdeylik jardem beredi.
01 jagdayda

[sin5xcos3xdx =/ j sin8xdx +~ Jsin 2xdx =

- 1—16f-0058x) +j, (-C082) + € —-nCo3Be COS2X,

C.
16 4

COS8X C0S2X N
16 4

Juwabi: - C. A

6*-misal. fooswjccosnxdx integraldi esaplan.

J
A cosmx cosnx=I—(cos(m+n)x+cos(m-n)x) birdeylikke ham integrallaw
kestesinin 10-banti boyinsha:

J cosmx cos nxdx =—} COS(W +n)xdx +— COS{m - n)xdx -

1 sinfw+n)x 1 sin(m- n)x
2 m+n 2 m-n

Juwabi: 21 sinfw+n)x + 1 sin(w- n)x +

m+n 2 m—n
. . dx . .
7-misal. ] integraldi esaplan.
X2- 5x+6

A Integral astmdagi funkciya ushin tomendegi tenlikler orinli:

1 1 _ ((ec-2)-(Cjec-3) _ 1 1_
x2- 5x+6 (x-2(x-3) (x—3(x-3) x—3 x-

Bunnan

dx

- f(—— T dx
x2—5x+6 J X-3 Xx-2 Jx-3 Jx-2

=InIx-31-Inlx-21+C=1n x—3 fC,
Juwabi: In| *— \+C. A
X-2



dx

8-misal. ~1+cosx integraldi esaplan.
X r dx

A Bul integraldi esaplaw ushin l+cosx=2cos2® ham cos"* tgx+C
ekenliginen paydalanamiz. Onda

2

. 1 1
Tekseriw: (tgJ +C)-(tgJ)'+C'= 1— (&)'+0=|— -
(92 )(92) 2X (2) |2 2X 1+ COSX

2

integral astindagi funkciya payda boldi.

9-misal. Jsin2dx integraldi esaplan.

A Integraldi esaplaw ushm 2sin2x=I1-cos4x birdeylikten payda-
lanamiz.

1 Integrallar kestesindegi oziniz galegen 4 misaldi tanlan ham om
dalillen.

2. Integrallawdin apiwayi qagiydalarin bayan etin. Misallarda
tusindirin.

3. Ozgeriwshi almastinw usili degen ne? J 2indx integraldi
esaplawda usi usildi gollanm ham misaldi sheshiw procesin tusindirin.



Shinigiwlar

Berilgen funkciyanm daslepki funkciyalarman birin tabin (16-18):

7 4 4 . 5 3
- 3 jcl - 4, ------- 4) - L+ - 5
16. 1) 3x5-4x3 2% 8jc7 -3 X 3) Y 3 ) Xs
5) %fx+3Ifx; O I1fx -5-fx; 7) 5X4+4X3- 2X2
17. 1) 5cosx-3sinx; 2)7sinx +4cosx; 3)2cosx-ax;
4) 5e*+2cosx+l; 5) 4+2-e I57sinx;

6) ¥ +x" e ®
18. 1) (x-2)3; 2) (x+5)4; 4) N7

5) 4cos(x +5)+ 8 6) 2sin(x-3)- 4 7) (3x+7) + '
1 X-2"

5 e

Berilgen  funkciyanm  barlig  daslepki  funkciyalarm  tabin
(19-20):

19. 1) cos(5x +3); 2) sin(7x-6); 3) cos(y +1);
] 243
4) sin(y-2); 5) : 6) 32X
7) 8 9 >
cos? X2 ) cos24x” sin" 5x

20. 1) -2—(1-2x)3, 2) Bx+2)4-+; 3) x+- Si-
X COoS X

4) 2x----_-r;+X6; 5) (I+3x)(x-1); 6) —'s/xN+2sin(3x ).

21. Berilgen/ (x) funkciya ushin grafigi A(X;y) nogattan otetugm daslepki
funkciyam tabin:

1) /(x) =sindx, 4(y7); 2)/(x) =cosbx, A(j; 4);

1
= -1:0): / = 4x3- ;0);
3) / (x) =3x2+ .fx+2,A( 1,0, 4)/(x) =4x 2ol 4(2;0);



6)/ (X)=tgx ctgx- 2cos— AQ27r; 1 ©);

7)I(X)=v m +4x"N (2:6); 8) f(x) :6X2'2_f2_:‘,A('24).

Integrallardi tabm (22-28):

22. 1) | (x3- sin2x - 3)dx; 2) J(x4+ cos 3x + 4)dx;
3)| (x2- sin  +cos~)dx; 4) J(4x3+ cos| +sin~)dx;
23*. 1) f(—%—+ 6C0s2X + 2)fftr; 2) J( - 8sin2x +3)dx;
J sin x C0S2X
3) Jsin 2X €0S 2XdX; 4) J (sin3xcos X + €0os 3xSINX)<iX;
5) J(sin 2X *sin4x + cos 2x cos X)dx; 6) JCOS25xEit.

24*, 1)Jsin5xcos3x££L;  2) Jcos2XCosS3XE&;  3) Jsin TXSIN3XE&.

dx 3) r (x-3)dx . (X +HE&
Ix+12 Jx =Ax+3 x2-16
X5+X3-2 x2-1 &
26. 1)J -
! X2+I o 2)X +1 o 3)/ [+ cos 2X
dx dx _
KRS cos2Xx 5)1 4(x2-4) 6)Jd -2sin25x)dx.
* %
A0JFOV*, 2)J(1+8B) SR
4)f— 5) fsin3xo&g 6) Jcos3xcfc.
J sin“x J
28*. 1) f-/\L; 2) \Xf/\4dx; N f(X'l)let
JVx-I J

4) J(tgx+tgAX)dx; 5) J(ctg2><+ ctgax)Efe.



Berilgen / (¢ funkciya ushin grafigi A(X;y) nogattan otetugin daslepki
funkciyani tabin (29-30):

29. 1) f(x) =|-cos], A(n; 4);

2) f(x) =j-sin5x,

3) /(x) =2sin5x+2cos—,  A(f; O;
30. Df(x)=3x22x+8, A(l;9):

3 f(Xx)=4x3- 3x2+2x+1, A(-1;4);

3) f(x) =5x4+3x2+2, A(-2; 1)

31. Integraldi tabin:
1 | (x2- D(x+2)dx; 2) | (x+2)(x2- 9)dx; 3)| (x2+1)(x3-1)dx;

I-4x2+ /1-2x fOX2- 4-/3x+2
4 J — dx; 5 d&(;
) % X )J 3X+2
O f(eb&- 2dx; 7) IV * 42+ 10%>fc.

32. Integraldi esaplan:

D f 2 dx dx 21 dx
Ix +6x+10 2)J x2- 4x+5 ) 2s10x + 26
Ulgi: /=] o integraldi esaplan.
X +4x+5
dx r dx

A=l x+2=u deyilse, I+(x+2)=l+w2 x!=if

X +4x+5 “1+(x+2)
ham integrallar kestesinin 14-15-bantleri boymsha

1=f , =arctgu+cC =arctg(x+2) +C.
Tekseriw: 2
1
+2)+C)'= +2))'+C - +0=
(arctg(x+2)+C)'=(arctg(x+2))'+C 1+ (x + 2)2
1 1

1+ (x+2) x +4x+5

Juwabi: arctg(x+2)+C. A



Integrallaw qagiydalannan jane biri boleklep integrallaw bolip
esaplanadi.

3-gagiyda*. Eger ganday da bir X araligta/ (x) ham g(x) funkciyalar
uzliksizf'(x) ham g'(x) tuwindiga iye bolsa, ol jagdayda

| f(x)g WX)dx = f(x)g(x) - Jg(x)f\x)dx Q)

formula orinli. Bul formula boleklep integrallawformulasi delinedi.

Bul formulanrh dalili f(x) ham g(x) funkciyalar kobeymesin differenciallaw
gagiydasi (f(x)g(x))'=f'(x)g(x)+f(x)f(x) ham \f'(x)dx=f(x)+C ekenliginen kelip
shrgadi.

Formuladan paydalamw korsetpesi: 1) integral astindagi anlatpa f(X)
ham g'(x) lar kobeymesi korinisinde jazip almadi; 2) g’X) ham g(x)/'(x)
anlatpalardin integrallarm ansat (qolayli) esaplanatugin etip aliw nazerde
tutiladi.

1- misal. Jx mxdx integraldi esaplan.

A Bul jerdef(x)=X, g'(xX)=e* dep aliw qolayli, sebebi

g(x) =Jg\x)dx =Jexdx =ex, f'(x) =1. 01 jagdayda (1) ge tiykarlamp,
Jxexdx =x mx- Jexdx =x mx- ex+C.

Demek, Jxexdx =exmx- 1)+C.

Juwabi: e*(x-I)+C. A

2- misal. Jinxdx integraldi esaplan.

A Integral astmdagr Inx funkciyanr /(x)=Inx ham g'(x)=1 lardrn
kobeymesi dep esaplaymrz: Inx=f(x) ¢g'(x).Q

01jagdaydaf'(x) 27 g(x) =J 1edx =x+C.

(1) formula boyrnsha,

JInxdx = xInx- JXxe— =XInx—dx - xInx- x+C -



Demek, JfInde =X lne—+ C.

Tekseriw:

jciIn—+ C)' = (xIn3'+C' =x"-In—+x(In9)'+0 =

@ . )" = ( ? . ( ?

=In* +x--=In+-Ine-i-I=Im"-1+I=Inx.
e Xxe
y X

Juwabi: X ¢In g+ C.
3-misal. J« cosxdx integraldi esaplan.
A Integraldi esaplaw uslnn J(X)=X, g'(X)=cosx dew qolayli, Ol jagdayda

f'(x) =1 g(x) =Jcosxdx - sinx (bul jerde daslepki funkciyalardan birewin

aldig, sonm ushin turagli san C m jazbadiq). Boleklep integrallaw formulasi
boyinsha,

J xcosxcfc = x-sinx-Jsinxfih: = xsinx +cosx +C.
Juwabi: X sinx+cosx+C. A

Integrallardi esaplan (33-35):

o JJONCC ) JABKK o Mk 4) 5 &
34>, 1)MBZC&; Z)JXSiHSde; 3) IXSIN\E&; 4)ch05"£&.

35%. 1) \ | x-xdx; a J 3x%dx; 3) J 5%dXx. 4) Jtgdixdx;
BH  cx-\
-ax\ 6)J 63X+Idx; 7) \(y+Axfdx;
10" ex+\
8) j(e~x+e~2)dx; 9 | eg((_ﬁ dx;
11) Ix-e“*"dx; lZ)J ox .
’ e +eX



EGRAL

ANdd-dfA aniqlINT *
NAANTON NYUTON-LEqYBNIC FORMULASI

2-suwrette suwretlengen figura iymek sizigli trapeciya delinedi. Bul
figurajoqaridanj = /(X) funkciyanin grafigi menen, tomennen [a, b\ kesindi
menen, al gaptal tareplerden x=a, x=b tuwri siziglardin kesindileri menen
shegaralangan. [a b\ kesindi iymek sizigli trapeciyanm ultam delinedi.

lymek sizigli trapeciyanm maydanm gaysi formula menen esaplaymiz,
degen soraw tuwiladi.

Bul maydandi S dep belgileyik. S maydandi/ (X) funkciyanm daslepki
funkciyasi jardeminde esaplaw mumkin eken. Usigan tiyisli pikirlewlerdi
keltiremiz.

[a; x] ultanli iymek sizigli trapeciyanm maydanm S(x) dep belgileymiz
(3-suwret), bunda x usi [a; b\ kesindidegi galegen nogat: x=a bol-
ganda [a; jd kesindi nogatqa aylanadi, sonm ushin S(a)=0; x=b da
S(b)=S.

S(x) tif(x) funkciyanm daslepki funkciyasi boliwm, yagmy S'(x)=f(x)
ekenin korsetemiz.



4-suwret.

A S(x+h) - S(x) ayirmani koreyik, bunda h>0 (h<O hal da
tap usilay koriledi). Bul ayirma ultam [X; x+h] bolgan iymek sizigli trapeciyanin
maydanma ten (4-suwret). Eger h san kishi bolsa, ol jagdayda bul maydan shama
menen/ (X) mh ga ten, yagmy S(x+h)-S(x) ~f(x) «h.

Demek, SM -S M
h

Buljuwiq tenliktm shep bolimi /i—0 da tuwindinm amqlamasi boyinsha
S'(X) ga jaginlasadi. Sonm ushm h—® da S '(xX)=f(x) tenlik payda boladi.
Demek S(X) maydan/ (X) funkciya ushm daslepki funkciyasi eken. A

Daslepki funkciya S(x) tan galegen basga daslepki F(x) funkciya turagli
sanga panqglanadi, yagmy

F(x)=S(x)+C.

Bul tenlikten x=a da F(a)=S(@)+C ham S(@)=0 bolgam ushin
C=F(a). 01 jagdayda (1) tenlikti tomendegishe jaziw mumkin:

S(x)=F(x)-F(a). Bunnan x=b da S(b)=F(b)-F(a) ekenin tabamiz.

Demek, iymek sizigh trapeciyanm maydamn (2-suwret) tomendegi
formulajardeminde esaplaw mumkin:

S=F(b)-F(d), )
bunda F(x) - berilgen/ (X) funkciyanm galegen daslepki funkciyasi.



Solay etip, iymek sizigli trapeciyamn maydanm esaplaw/(x) funkciyanm
F(x) daslepki funkciyasm tabiwga, yagmy f(x) funkciyam integrallawga
keltiriledi.

F(b)-F(a) ayirma/ (x) funkciyanm [a; b] kesindidegi aniqg integrah
b
delinedi ham bilay belgilenedi: | / (x)dx

(ogiliwi: «a dan b ga shekem integral ef iks de iks»), yagmy

\f(x)dx =F(b)-F(a). 3)

(3) formula Nyuton-Leybnicformulasi dep ataladi.
(2) ham (3) formula boymsha:

b
s =J/ }dx. @)
Integraldi esaplawda, adette, tomendegishe belgilew kirgiziledi:

b ) . .
F(b)-F(a)=F(x) a 01 jagdayda (3) formulam bilay jaziw mumKkin:

0]

S =\f(x)dx =F(x) (5)

Usi jerde gisgasha tariyxiy magluwmatti aytiw orinli.

lymek siziglar menen shegaralangan figura maydamn esaplaw
maselesi aniq integral tusinigine alip kelgen. Uzliksiz / (X) funkciya
amgqlangan [a, b] kesindi a=xQ xv., xnv., xr=b nogatlar jardeminde oz ara
ten [Xk xt+l] (k=0, 1, .., n-1) kesindilerge bolingen ham har bir X xt+]
kesindiden galegen cknoqat alingan. [Xk x*+] kesindi uzmligi Axk=xk#xk
berilgen/ (X) funkciyanm tknogattagi manisi/ (Q ga kobeytilgen ham

S=1(Q AxO+/fe)Axt..+/(" DA, 1 (6)
gosmdisi duzilgen, bunda har bir qosiliwshi ultam Axk ham biyikligi

/' (Q bolgan tuwrimuyeshliktin maydam. Sn qosmdi iymek sizigli
trapeciyanm maydam S ke shama menen ten: Sn~S (5-suwret).



5-suwret.

(6) qosmdi / (x) funkciyanm [a b] kesindidegi integral gosindisi
delinedi. Eger n sheksizlikke umtilganda (00, Axk nolge umtilsa
(Axt—0), oljagdayda Snintegral gosmdi ganday da bir sangajaqinlasadi. Dal usi
san/(x) funkciyanm [a b] kesindidegi integrah dep ataladi.

1-misal. 6-suwrette suwretlengen iymek sizigli trapeciyanin maydanm
tabin.

4

A (4) formulaga muwapiq 5 =Jxadx. Bul integraldi Nyuton-Leybnic

formulasi (3) jardeminde esaplaymiz. / (x)=x2 funkciyanm  daslepki

i
Juwabi: S=21 kv. birlik. A

2-misal. 7-suwrettegi shtrixlangan oblasttm maydanm tabin.

A Shtrixlangan oblast iymek siziqgli trapeciya bolip, ol jogaridan y=cosx
nu -

funkciyamn grafigi, al tomennen kesindi menen shegaralangan.

y=cosx — jup funkciya, oblast Oy kosherge sa]jstirganda simmetriyali.

Usi magliwmatlar boymsha, oblasttin maydam maydanmm eki
esesine ten dew mumkin.



A Nyuton-Leybnis formulasi ham (5) formulasi boyinsha:

M i cosxdx =sinx 2 sin—- sin(-"-) =1-(-1) =1+ 1=2 (kv. birlik).
2

Juwabi. 2 kv.birlik. a

3-misal. Jcosxdx amq integraldi esaplan.
0

A Nyuton-Leybnic formulasi ham (5) formulasi boyinsha:

cosxtfc=sinx =sin;r-sin0 =0.

Juwabv. 0. A

2
4-misal. J(2x2-3x +4)dx amq integraldi esaplan.

-1
ANyuton-Leybnic formulasi ham (5) formula boymsha:

J(25c2-3 je+ 4)o&: = (A je3-~ -je2+ 44025 = -y --(—-) =~ =13,5.(kv. birlik)

Juwabi: 135 kv. birlik. a

5-misal. S - [sin2(3x H— ) dx amq integraldi esaplan.



A Aldin amq emes integraldi tabamiz:

j sin2(3x+~)dx=—J (1- cos(6x+—))dx =—s(x - —sin(6x+—)).

11n

01jagdayda S = —(x —sm(6x+4)(§ oG gsm(21r+%)) 9(° gsmg):

_n 1.n.1
ey SIN——_SM—= —
6 12 3 12

Juwabi: S :%. A

n
5

6-misal. Jy/2x-3dx amq integraldi esaplan.

2

A Aldm amq emes integraldi tabamiz:

Integrallar kestesi boymsha jJ]X 3dx= (2x-3)§+C.

01jagdayda

6
Jyj2x-3dx =—s(2x - 3)2 1

Juwabi: 8? A

(2+6 3)2—(2 -2 3)2 ~Lo7.1)=2 -3,

Amgq integral tomendegi qasiyetlerge iye:

a

a
1. J/ (X)dx =0. Shinmda da, j/ (X)dx =F(a) - F(a) =0.

a

b a
2.3/ (X)dx =-J/ (x)dx.
a b

a

A Jf(x)dx =F(b) - F(a); j f(x)dx =F(a) - F(b) =~(F(b) - F(a)).

Demek, -3/ (X)dx =F(b) - F(a) :.bJ/ (x)dx. A



3. a b, ¢ - hagiygiy sanlar bolsa, j/ (x)dx:J/ (X)CfX+J/(X)dX (amq
integraldin additivlik gasiyeti).

4. | (x), xeR, jup funkciya bolsa, ol jagdayda j / (x)dx:2-j/ (x)dx
b -a 0
5. Eger f(x) >0, x e [a/] bolsa, Jf(x)dx >0 boladi.

b b,
6. xe [ab]da / (x) <g(x) bolsa, ol jagdayda J/ (x)dx <] g(x)dx boladi.

Soraw ham tapsirmalar

1 Aniq integral degen ne?
2. lymek sizigli trapeciya maydanm esaplaw maselesin aytip berin.
Misallarda tusindirin.
3. Nyuton-Leybnic formulasi degen ne? Onm mazmumn aytip berih.
4. Amq integraldm qasiyetlerin aytip berin. Misallarda tusindirin.
Shinigiwlar6

Slfe Ao IPs g
9 e 6)%“ Dyper By
My wiw. iV Dy
2. b2y ) S

n 1
6 |

3) Jsin3xcos3x<ir; 4) j(cos22x-sin22x)dx.



In2

38. 1) })eZX(h’ - e X)dx.

1 0
39. 1) J(i2+3))(x-I)cfe; 2) J(x+ 2)(2- 3)dx;
dx 8
) 3) J(sind2jc+ cos4 2X)dX.
*]3X-2 0
-6x +1de; 3) | +2ji+4A.
jo—3 X+l

42*. 1) Sonday a ham b sanlardi tabin,/(x)=a-2x/) funkciya /'(1) =2,
Jf(x)dx =1 shartlerdi ganaatlandirsin.

b
2) ~(b-Ax)dx>6-5b tensizlik onnlanatugin barliq b>1 sanlardi
i

tabin.

2
43*. 1) JZ2+(4-4b)x +4xPdx<\2 tensizlik ormlanatugm barliq b
1

sanlardi tabin.

3
2) Qanday a>0 sanlar ushm  extx >2—tensizlik ormlanadi?

-a

44. f(x) funkciyam a mh qalegen manisinde tenlikler orinlanatugin

etip tanlan:

1) J/ (X)dx =2a2- 33 2) J/(jok:=4a-az
0 0

3) J/(X)c& =N/-N<» 2 4) J/(x)cft=a2+a+sina.
0 3 2 0



Integrallardi esaplan (45-46):

1 1 1
45. 1) J(ex+1)2dx; 2) J10"e 2~xdx; 3) \(e~x-\)2dx;
0 -2 0
-1 In3 In5
4) J3-6XX; 5) Je=3dx; 6) Je2dx.
-3 2 In3
_r2x+3* L B g ) dx
«*e i) 0 6 2)f 10" -ax\
Yiet2 2
2xdx 5) o X gy 6) |4 " -Sxdx,
x2—2' 12.

47. x=«, x=/? tuwri siziglar, Ojckosheri ham y=f(x) funkciya grafigi menen
shegaralangan iymek sizigli trapeciyanm maydanm tabin.Saykes suwret

sizin:

1D a=1, b=2,f(x)=x3 2) a=2, b=4,f(x)=x2,

3) a=-2, b=1,f(X)=x2+2\ 4) a=l, b=2,f(x)=x3+2;

5) a=",b =~ , f(x) =sinx; 6) a=~, b= f(x) =cosx.

48. Ox kosheri ham berilgen parabola menen shegaralangan figuranm
maydanm tabin:

1) y=9-x2 2) y =16-x 2; 3) y =-x2+5x-6;
4) y =-x2+Ix-\Q; 5)y=-x2+4x; 6) y =-x2-3x

Tomendegi siziglar menen shegaralangan figuranm maydanm tabm. Saykes
suwret sizm (49-50):

49. 1) y =-x2+2x,y =0; 2) y =-x2+3x+18,y =0;
3) y =2x2+1, y =0, x="4,. =1 4) y =-X2+2X,y =X
50. 1) y =-2x2+Ix, y =3,5—; 2) y =x2,y =0, x=3;
3) y =x2,y =0,y =-x +2; 4) y =2\[x, y =0, x=1,x=4.
1 A —
5 y=—x,y=a-yx; 6) y =2x, y=2 x=0;
a

7) y=|lgx|, y =0, e=2, x=0.



Qadagalaw jumisi ulgisi
I variant

1 /(*) =X3 cos3x funkciyanm barliq daslepki funkciyalarin tabin.

2. Eger F(i): 1 bolsa, / (x) =— 6 funkciyanm daslepki funkciyasi F(x)

ti tabin.

2
3. Esaplan: J(x2- 6x+9)dx.
-i

4. Esaplan: ?sinédx.
0 3

5. Ox kosheri, x=-I, x=2 tuwn siziglar ham y=9-x2 parabola menen
shegaralangan iymek sizigli trapeciyanm maydanm esaplan.

Il Variant

1. /(x) =—+sindx  funkciyamn barlig daslepki  funkciyalarm

tabin.

2. Eger =2 bolsa, f(x) = 3 funkciyanm daslepki funkciyasi
9T ) (x) 2-5% y P y

F(x) ti tabin.f

3. Esaplan: J(x2+7x- 8)dx.

-3
N

E
4, Esaplan: Jcos-dx.
=]

5. Ox kosheri, x=-2, x=3 tuwri siziqlar ham y=x21 parabola menen
shegaralangan iymek sizigli trapeciyamn maydanm esaplan.



JUWAPLAR
IBAP
1. a) Puls jiyiligi - Bul jurektin bir minutta gansha unwm korsetetugm
belgi. Demek, bir minutta Madinanm juregi 67 marte uradi. b) 4020.

2. Q) «0,0015032. Sapa artti. b) ~ 0,15. 3. Marip onimlirek islegen.
4. a) -0,000177 =~ . 5. 89— vyaki 89—. 6. a 01— ; b)09 —
km h S s S
c) 05 —,7. a) 31 dana+422 dcma . ”~ Doza 2 grammnan 8 grammga shekem
5 S g
arttinlganda janlikler sam tez kemeyedi, al keyin kemeyiwi paseyedi.
s.a) 7, by7, c)1l;, d) 16; e) 0; f) 59.a) 5 b) 7c)c. 10. a)-2; b) 7;
c)-1; d) 1 11.a)-3; b)-5; c) -1d) 6; e)-4; f)-8; 9L h2 1i)5
13 @) 3x%b)--—-- —; ¢)— ;d)0. 15.8)2; b)ex +5; c) 6xH8x  +6.
X 2Vx

16*. @) /' (x)=a; b) / '(x)=2ax + b;c) / '(X)=3ax2 + 2bx + c. 20. 1) 4x3 2) -2x

3) -3x-4. 21. 2) -x 2+l; 4) AX3+3IX2+2X-1+X“22X"3 22. 2) 1, 4)--——--- ———
(2\[x(-Ix - 1)2)

23 2)53,25.24.2)-3; 4)2. 25.2) __i+1;4) 2x-\ .26.2)3(x+2)24) 2x ..

X2 4 X3

2X9+4%8. 1 . : g Tyt :
27. 3) _Tg-++1; 4) ; 6) 4x3 - 4; 8) 7x6 +3x23X“4-7x“B 28. 2) 0;

(x6-1)2 (x-1)2
4) —\ —; 6) ——; 8) 1+Inx; 10) 2eX--—------- y . 29. 2) 2eTosx; 4) -—L*:;

cos X xIn2 X X X
6) 5+4-L +_ L ;8)3(2+x)2 30.2)11 31 2)0. 32.2)-—:4)~ m2 ~ 2 5
2VvX  Sdx2 COS X sin xcos X
6) 2XSiNX+X2-COSX ; 8)xcosx. 33.2) L 34 2)nn, nez; 4) 1.35. D \r-\; 2)
2 X
4x21. 36. 2) 4) . 37. 2) x4 ; 4) x2!. 38. 2) x3+3x2+3x+l; 4) x6+ 1
1—x X

39. X2-2X. a3. 2) edrcosx; 4) sin2x; 6) ;8 20(2x-1)9 aa.  3) -tgx;

4x-1

8) -30xZXos&X-sinx+2xcosdX; 9) 5ctgy  5hx ~ 45 2) y=3x-4; y=3x-4; y=3x-4.
sm X

4) >=-x-2; >=8x+16; >=-4x. 8) v=-sinl x + sinl+cosl; y= -x-sin2+2sin2 + cos2;



y=1 46. 2) v=7x-6. 47. 2) bolmaydi; 4) 0 ham —; 6) 0 ham —. 48. 1) y=-x;
3 4

y=-x+21; y=-x+Il. 49. 2) 0,1 ; 0,331 . 50 2) a) 0,2718; b) 9,06 . 4) a) 0,938127;
b) 31,2709. 51 2) a) 0; b) 0. 4) a) 0,119401; b) 11,9401 . 52. 1) 4; 2) -7; 3) 6; 4)
19/28; 5) 0. 53. 2) 29; 4) 32x-3; 6)18-2x; 8) 48x2+10x-2. 54. 1) a) 15; b) 15; c)
15; d) 15; 4) a) -29; b) 12; ¢) 5; d) -1. 55. 2) 3(x+2)2; 4) I-x~2. 56. 1) 12; 2) 3.

1 , X 1 J?2
57.15m/sek. 58. 3) ' T=- +tgv + —— 2= — 10%Tx]\n|+? -1x6; 12; 2 + - COSX;
5y X cos x xIn3 2
14) 8-2*. 59 2) 4; 4) 2. 60.2) 0. 61. 1 ham 2 . 62. 2) -2x~31 . 63. 2) 2,75.
64 2) X2 10X 4 Guorgx+5 ; 6) 14x+12. 65, 2) “2X7 4X5 SX4+ 21x2+7
(x+8) (x5+ 7)2
. | - 21nx
66. 2) ex(4cosx-6sinx); 4) 67. 2) -4, 4) ) -,
sin21 20
t 35t
68. 1) 2xsinx+x2cosx; 2) — 3X ;4 — d 233( ; 8) (2x-10)Incosx-(x2-10x+7)tgx.
Inl5 C0Ss2X

69, 3) osiw: (-00; -3) U (3; -co) kemeyiw: (-3;3).

4) osiw: (-00; 0) U (0; +o0); kemeyiw: 0.

6) osiw: (-00; V2)u(V2;+00) ; kemeyiw:

8) osiw: (-00; 0); kemeyiw: (0; +00).

9) osiw: (-1; 0) U (1; +00); kemeyiw: (-00; -1) U (1; +00).

10) osiw: (2; +00); kemeyiw: (-00; 2).

14) osiw: (“~ +nn\ ~ +nn), nsZ; kemeyiw: 0.
70 2)-3; 3. 4) 0. 6) 0. 8)0;-1
71. 2) lokal minimum x=4; lokal maksimumi bolmaydi.

4) lokal minimum x=5; lokal maksimum x=-5.

6) lokal minimum x=0,75; lokal maksimumi bolmaydi.

8) lokal minimum x= 2rat, neZ; lokal maksimum x= i+2«%#, neZ.
72. 2) osedi (-1; 1) kemeyedi: (-00; -1) U (1; +00).

4) osedi: (-~2+nn; ~2+nn), neZ; kemeyedi: (—?+ 2nn; —2 +2nn), neZ;

6) osedi: 0 ;kemeyedi: (~y +wr’ +n7r* neZ. 73. 2)en ulken manis: 57;

en kishi manis: -55. 4)] en ulken manis: 84; en kishi manis:----=- .

1875
76 5625m2 80. 80m. 83.1)5 sek; 2)250msek; 3)-—m



87. )4m3  2)5324m3 3)407 .,

min
89. 1)30ta;  2) 1800000 swm .
91.d) 24,52, -0,1; €) 40,52, 9,86. 93. g) 2,0004. 94. e) 0,9302.

95. d)0,526. 96.d)0,1247.112 1)enulken 13; en kishi 13. 3) en ulken bolmaydi; en

kishi 5. 5) en ulken bolmaydi; en kishi »

113. 2)y=13jc+4'y=13x+4'y=13x+4 114 1)joq 115. 3)jog.

541 r
117.1) -1;2)0; 3) 4; 4)-- 5)75; 6)’\- 7)-- 8)— ;9)-V2.
118. 1) 19; 10; 2) 27;30; 3) 77; 30; 4)0; - 8.
' 1
119.1)1;2)0;3)-4—,4% ; 5) 75; 6) ) 7)-— 8) 9)y/2 10) 0.

120. 1) 10; 6. 2) 15; 18. 3) 225; 80.
] 1 20
121.1) -2x+l; 2) cosx+sinx; 4) 4'In4-cosx; 6) — 20x+l. 122. 1) 4x3, 3) |+X~ ;
X
6) e*(sinx+cosx);8) 20sinx+2(10x-1)cosx.

123. 1) —jl: ;0;2) 3, 3; 3)-2ji+1; Jitl. 4 ) -ji; %+Z§5) 1, 0;6)0; V2

> 2 n?
N1l-y;-— +7.8) 3;-3>/2.
124. 1) 12; 2)72. 126. 1) 0; 2) 600 000. 127. 2) -sin2x.
128. 2) osiw: (-00; +C0); kemeyiw: 0.
4) osiw:  0; kemeyiw: (-00; 0) U (0; +00).
6) osiw: (-00; +00); kemeyiw: 0 .
8) osiw: (0;+00); kemeyiw: (-00;0).
129. 2) 33 ; —y/|—33 : 4) 0; 6) 3;-3; 8) 0; 13

18"
130. 2) lokal minimum: x=9. lokal maksimum: bolmaydi.
131. 2) en ulken: 81; eh kKishi: - 6. 134. 62 500 m2

143. 1) 3e3; 2) esilucosx; 3) 3cos(3x+2); 4) 8(2x+1)3;
144.1) e84 2) e82Hx 3) 4e2'+2;4) Viex +10
5

145. 1) 10x(x2+1)4; 3) 2752~ 7 > -e NaEHGCos(CosX)-SinxX.
146.1) osedi: (-5 0,5); kemeyedi: (0,5; - 0);

3) osedi: (-1; 1); kemeyedi: (- oo;-1)U(1;+ p.

4) osedi: (-qg +); kemeyedi: 0.

7) osedi: (-00; +00); kemeyedi: 0.



8) osedi: (1;+°); kemeyedi: (- 0o; 1).
147.1) stacionar nogatlari: 1 ham 3; lokal maksimum: 0; lokal minimum: -4.

IIBAP

- . \
2. 2)jo+C; 4) x2+C; 6)sinx+C; 8) —25|n2x+ C. 3. 2 %/)\(+C;

12+ 1 1 1
4)— +C; 6) — +C.4.4)1in*"+C. 5.4) -sinbx+C; 6) icos2*+C.
Ina n a 5 2

6. 4) M(2x-D4s+C. 7. 2) X3+X2+5x+2; 4) sinx+4. 8. 1) 2x2+ 8x+11;

2) —’\2 +3x+2,5; 3 —4x2+9x+15,8; 4)x2-6x+10. 10. 1) —X—2x + 4;

9 1 - 3
2) 4 +27-3; 3) x3- x+6; 4) x5+ 7x+1. 11. 1) --(3x-2)3+-;

1 5 4 1 8 7 1 M t
2) —(4.X+5)4+ 2 ; 3)--(7,-5)"+72;4) — 1<*+»)*

12.1)51nIx-21+7; 2)3Inlx+1H1; 3)sinx+7; 4)-cosx+9.14 2) A-sin5x+7;  4)

-3cosM+6. 15.1)x34;2)x4-15.16.2)x8+x54) - -.J —
3 ' 3 X3 4 x4

17. 2) -7cosx+4sinx; 4) 5e*+2sinx. 18. 2) i(x+5)5; 4) 9-(x +1)3;

6) -2c0s(x-3) -41nlx-21. 19. 2) -~cos(7*-6) +C; 4) -|cos(y-2) +C; &)

_1.e3%c+c. 202) y(3x +2)5+ y 5+C; 4)x2+3ctgx+6x+C.21.2) yin5x +3y

4) x4-Vx"T-15. 22. 2) 5—x5+-35in3x+4x+C; 4) x4+33iné-3-cosé+c.

X
23.2) - —0s4x+C. 24.1) — cos8x - —c0s4x. 25. 2) hi
4 16 4 X-3

+C, 4)Inix-41+C

26 2) x-arctgx+C; 4) - —ctgx+C. 27. 2) - 1 +C; 4) --ctg2x+C.
4(1+x2)2

8 - 2 - 1 i
28. 2) E(X_4)2+§(X_4)2+C; 4) -4tg3x+C. 29. 2) _EC055X+3' 31. 4)



X+x2-JI"2x +C. 33. 1) sinx-xcosjc+C; 2) x2esinx-2sinjc +2jccosx + C;
3 PEs Injc-—2+C, 4) x-arctgx-’\zln(l +x2+C
4

3% 1) 21—(jcsir112x+§eoszx)+c: 3 9sin;<—3x?c<:os3—+c

36 430 37.4)i,.38.2) ; (81). 2 5.40.92 41 154n2 42.)a=

6= 7(111-2-1); 2)6=2.43.1)6=3; 2)a>In2.44. )/(x)=4x-3; 2)Ix)=4-2x; 3
31n-2

[(X)=x2-3X; 4)/(X)=1+2Xx+cosx. 45, 2 10)846.22 M +M ;4)147.2) —

) /) )51r15 ) )In5 In2 ) )3

I 1
. o N\~ - N\ -
;41 - 48.2) 853—49. 1)3, 2)121,5; 3) 3 4)+_O

50 1)9; 2)9; 3)45;
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1. KENISLIKTE KOORDINATALAR SISTEMASI

1.1. Kenislikte koordinatalar sistemasi

Sizler, tegislikte dekart koordinatalar sistemasi menen tomengi klaslarda
tamsqgan ediniz. Kenisliktegi koordinatalar sistemasi da, tegisliktegige uqsas
kirgiziledi. O noqatta kesilisiwshi ham koordinatalar basi usi nogatta bolgan
oz ara perpendikulyar ush Ox, Oy ham Oz koordinata kosherlerin garaymiz.

Bul tuwn siziglardih har bir jubi argali Oxy, Oxz ham Oyz tegislikler-
in jurgizemiz (1-suwret). Kenislikte tuwn muyeshli dekart koordinatalar
sistemasi usi taqilette kirgiziledi ham bunda

O nogat- koordinatalar basi,

Ox, Oy ham Oz tuwn siziglar - koordinata kosherleri,

Ox - abscissalar, Oy - ordinatalar ham Oz kosheri -
applikatalar kosheri,

Oxy, Oyz ham Oxz tegislikler- koordinatalar tegislikleri dep ataladi.

Koordinatalar tegislikleri, kenislikti 8 oktantaga (yarim sherekke)
boledi (1-suwret).

Kenislikte, Igtiyarli A nogati berilgen bolsm. Bul nogattan Oxy, Oyz ham
Oxz koordinatalar tegisliklerine perpendikulyar bolgan tegislikler jurgizem-
iz (2-suwret). Bul tegisliklerdin biri Ox kosherin AX nogatta kesip otedi.

AX nogatat nogatmin X kosherindegi koordinatasi A nogatmm X -

koordinatasi yamasa abscissasi dep ataladi.



A nogatinm y - koordinatasi (ordinatasi) ham de z - koordinatasi
(applikatasi) da usi tarizde amglanadi.

A nogatinm koordinatalan A (X; y; z) yamasa gisqasha (X; y; z) turinde
belgilenedi. 3-suwrette korsetilgen noqatlar tomendegi koordinatalarga

(3) 4

X

1-mdsele. Kenislikte dekart koordinatalar sistemasi kirgizilgen. Ondagi
A(2; 3; 4) nogatmm ornm amglan.

Sheshiliwi. Koordinata basinan Ox ham Oy kosherlerinin on bagitinda,
saykes, OAx=2 ham OAy= 3 kesindilerin jurgizemiz (4-suwret).

AX nogatman Oxy tegisliginde jatgan ham Oy kosherine parallel bolgan
tuwn siziq jurgizemiz. Ay nogatman OXxy tegislikte jatgan ham Ox kosherine
parallel tuwn siziqjurgizemiz. Bul tuwn siziglardm kesilisiw nogatm A,
menen belgileymiz. Ax nogatman Oxy tegisligine perpendikulyar jurgizem-
iz ham bunda Oz kosherinin on bagitinda AAX= 4 kesindisin jurgizemiz.
Payda bolgan A(2; 3; 4) noqat izlenip atirgan nogat boladi. "'i

Zamanagoy  cifrli-programmali  basqanlatugm  stanoklar  ham
avtomatlastmlgan robotlar ushm koordinatalar sistemasinan paydalamp pro-
grammalar duziledi ham olar tiykarmda metallarga islew beriledi (5-suwret).

C 6 “ A(X,;y,;2

114!



1.2. Eki noqgat arasmdasi araliq

Eki A(xjjyXzL) ham B(x2yZz2 nogatlan berilgen bolsm.

1. Daslep AB tuwn sizig Oz kosherine parallel bolmagan jagdaydi
garaymiz (6-suwret). A ham B noqatlar argali Oz kosherine parallel siziglar
jurgizemiz. Olar Oxy tegisligin Az ham Bznogatlarmda kesip otsin.

Bul nogatlarda z koordinatasi O ge ten bolip, al x hamy koordinatalan
saykes turde A, B nogatlannm x ham Yy koordinatalanna ten.

Endi B noqgat argali Oxy tegisligine parallel bolgan a tegisliginjurgize-
miz. 01 AAZtuwn sizigin bazi bir C nogatta kesip otedi.

Pifagor teoremasi boymsha: AB2=AC2+ CB2

Birag, CB=AB ABZ=(x2-xX +(y2-yA hamAC=|z2-z,|.

Sonligtan AB =<J(2- x j 2+(y2-y,)2+(z2~zX .

2. AB kesindisi Oz kosherine parallel, yagmy AB= \z2- zj bolganda da

jogandagi formula ormli boladi, sebebi bul jagdayda x{= x2 yx=y2

Demek, A ham B noqatlari arasindagi araliq:
AB =y](x2- x,)2+ (y2-y X +(z2-z$ (1)

Esletpe. (1) formula tuwn muyeshli parallelepipedtin olshemleri
a=W2-xn, b=\y2- \, c¢c=\22-z\ bolganda, onm diagonalimh uzinligin
anlatadi.

Sfera hdm shar tehlemesi. Bizge malim, A (a; b; ¢) nogattan R araligta
jatgan barlig M(X; y; z) nogatlar sferam payda etedi (7-suwret). Onda (1)
formula boyinsha, orayi A(a; b; ¢) nogatta radiusi R ge ten bolgan sferada
jatganbarlignoqatlarkoordinatalan (x-a)2+ (y-b)2+(z-c)2=R2tenligin
ganaatlandrradi.

Onda, oraylig A (a; b; ¢) nogatta, radiusi R ge ten bolgan shar tenlemesi
(x- a)2+(y- b)2+ (z- cf <R2turinde anlatiladi.



2- mdsele. Tobeleri A(9; 3; -5), B(2; 10; -5), C(2; 3; 2) nogatlannda
bolgan ABC ushmuyeshliktin perimetrin tabin.

Sheshiw: ABC ushmuyeshliktin perimetri P =AB+AC+BC. Eki no-
gat arasindagi araliq formulasi d="(x2-xtf +(y2-yj)2+(z2-zj2 ten
paydalamp, ushmuyeshliktin tareplerin tabamiz:

AB =yj(2- 9)2+ (10- 3)2+ (- 5+ 52=V49+ 49 =7V2,
AC=J(2- 9)2+ (3- 3)2+ (2+5)2=749+49 = 772,
5C =7(2- 2)2+(3—10)2 + (2 + 5)2=V49 + 49 = 772,

Demek, ushmuyeshlik ten tarepli ham onm perimetri:

P=3-7v2=2IVv2 . Juwabi: 21V2.Q

1.3. Kesindi ortasinin koordinatalan
A(XYy{,zX ham B(x2y2z2)- Iqtiyarli nogatlar bolip, AB kesindisinin
ortasi C(X;y; z) bolsm (8-suwret).

A, B ham C nogatlar argali Oz kosherine parallel bolgan tuwn siziglar
jurgizemiz. Olar Oxy tegisligin Az(xx yx 0), Bz(x2 yZ 0) ham Czx; y; 0)
nogatlannda kesip otetugin bolsm.

Fales teoremasi boyinsha Cz nogat*4z5 zkesindisinin ortasi boladi. Onda
tegisliktegi kesindi ortasinm koordinatalann tabiw formulasi boyinsha

_Fi+*2  y\+yH
X 2 'y 2 =
z ti tabiw ushm Oxy tegisliginin ornma Oxz yamasa Oyz tegisligin ahw jetkihkli.
Bunda z ushin dajogandagilarga ugsas formula kelip shigadi.
*jr*Q y\+ yi o zZ\ + zi
2 -y 2 2

Sogan ugsas, berilgen AB kesindisin X gatnasta (AP : PB = X) boliwshi

P(xxy{,z() nogatmih koordinatalan A ham B nogatlarmm koordinatalan arqgali

XX+Ax2 _yx+1ly2 zx+ Az 2
o+ x + \+X



formulalar jardeminde tabiladi. Olardm dunsligin oz betinizshe korsetin.
3-masele. TobeleriM(3; 6;4),7V(0; 2; 4),K(3; 2; 8),L(6; 6; 8)nogatlannda
bolgan MNKL nogatlarmda bolgan MNKL tortmuyeshliktin parallelogramm
ekenligin dalillen (9-suwret).
Dalillew: Maseleni sheshiwde, diagonallarmm kesilisiw nogatindaten ekige
bolinetugin tortmuyeshliktin parallelogramm bolatuginliginan paydalanamiz.
MK kesindisinin ortasinm koordinatalan:

+2
X = _3__4:_§= 3 y :/§ A :Z].; 6.
NL kesindisinin ortasinm koordinatalan:
+6
x:0+6:3; y=7"‘ =2 z:ii§:6.

A/SThamNL kesindilerinih ortalanmh koordinatalari birdey ekenligin koremiz.

Bul, usi kesindilerdin kesilisetugmm ham kesilisiw nogatinda olardih ten
ekige bolinetuginm bildiredi.

Demek, MNLK tortmuyeshlik - parallelogramm.

@ Temaga bavlanisli maseleler ham ameliv tapsirmalar

1. 10-suwrette korsetilgen nogatlardm koordinatalann amqlan.

2. Kenislikte dekart koordinatalar sistemasi kirgizilgen bolip, onda
A(0; 3; 1), B(-2; 0; 0), C(0; 0; 8), D(0; -9; 0), E(5; -1; 2), F(-6; 2;
1) noqatlan berilgen. Bul nogatlar qaysi a) koordinatalar kosherinde; b)
koordinatalar tegisliginde; c) oktantta jatadi?

3. 11-suwrettegi nogatlardm koordinatalann tabin.
4. 12-suwrette belgilengen nogatlardin koordinatalarm tabih.

5. 13-suwrette diagonah V2 ge ten bolgan kvadrat suwretlengen. Onm
tobelerinin koordinatalarm tabih.

6. A (3; 2; 4 nogatinm koordinata tegisligindegi proyekciyasmin
koordinatalarm tabin.



7. Kenislikte dekartkoordinatalar sistemasi kirgizilgenbolip, bundaA (-1; 2; -3),
5(0; 1;2), C(0; 0;5), D(-2; 2; 0), E(5; -1; 0), F(0; 2; 0), G(9; 0; 0),
H(9;0;2), /(6; 3; 1), J(-6;3;5), K(-6; -2; 3), L(6; -2; 4), M(6; 3; -9),
N(-6; 3;-8), C(-6;-3; -6), 5(6; -3; -2) nogatlan berilgen bolsin. Bul

noqatlar qgaysi koordinatalar kosherinde, koordinatalar tegisliginde ham

oktantta jatadi? Tomende berilgen kesteni berilgen ulgilerge garap toltirm.

Nogat omi Nogat koordinatalarinm gasiyeti Nugat
Ox kosheri y=0,z=0 tek x koordinata nolden ozgeshe G(9; 0; 0)
Oy kosheri
Oz kosheri

Oxz tegislik z=0,x hamy koordinatalan nolden ozgeshe D (-2; 2; 0)
Oyz tegislik

Oxz tegislik

1- oktant x>0,y>0,z>0 1(6; 3; 1)
2- oktant

3- oktant

4- oktant

5- oktant

6- oktant

7- oktant

8- oktant



8. A(2; 0;-3) ham 5(3; 4; 0) nogatlan arasindagi araligti tabm.

9. A(3; 3; 3) nogatman a) koordinata tegisliklerine shekem; b) koordinata
kosherlerine shekem; c) koordinata basma shekemgi araliglardi tabm.

10. M (2; -3; 1) nogatman koordinata tegisliklerine shekemgi araliglardi
tabin.

11. Koordinata tegisliklerinin  har birinen 3 birlik arahgta uzaglasgan
nogattm omin amgqlan.

koordinatalarm tabin.

13. C(2; 5; -1) ham 0(2; 1, -6) nogatlarmm qaysi biri koordinata basma
jagm jaylasgan?

14. Tobeleri A(L 2; 3), 5(2; 3; 1), C(3; 1 2) nogatlarmda bolgan
ushmuyeshliktin perimetrin tabin.

15. Tobeleri A(l; 2; 3), 5(2; 3; 4), C(3; 4; 5) nogatlarmda bolgan ushmuyesh-
lik bar boliwi mumkin be?

16.A(-2;0;5),5(—% 2; 3), C(l; 1,-3),2)(0;—&;,—2) nogatlari,parallelogrammnm
tobeleri ekenligin dalillen.

17. ABC ushmuyeshliginin turin amglan, onin perimetri ham maydanm
tabin: a) A (3; 0; 0),5 (0; 3;0), C(0; 0; 3); b)A (2;0; 5,5 (3; 4, 0),
C(2,4,0); 00A(2,4,-1),5(-1; ,2,C (5 1 2.

18. Oxy tegisliginde jatiwshi ham ™(0; 1, -1), 5(-1; 0; -1), C(0; -1; 0)
nogatlarinan birdey araliqta jatiwshi nogattm koordinatalarin tabm.

19. A(l; 1,1),5(—%; 1, 1),C(—%;, —&; 1),Q(-1; -1; -1) nogatlari457/14,5,C,/),
kubtin tobeleri bolsa, onm galgan tobelerinin koordinatalarin tabin.

20. Tobeleri S (0; 0; 0), A (2; 0; 0), B (0; 2; 0), C (0; 0; 2) nogatlarinda bolgan
ABC piramidanm duris piramida ekenligin dalillen.

21. Orayi koordinatalar basinda, radiusi 5 ke ten bolgan sfera ham shar
tenlemelerin jazih.
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22. Orayi A (1; 2; 4) nogatta, radiusi 3 ke ten bolgan shar tenlemesin jazm.

23. Diametrinin ushlan A (-2; 1; 3), 5 (0; 2; 1) nogatlarda jatgan sfera
tenlemesinjazm.

24. Qalm qgagazdan kub modelin jasan. Onm bir tobesin koordinata basi
ham onnan shigiwshi gabirgalann birlik ortlar sipatinda alip, onm basqa
tobelerinin koordinatalann tabm.

25. AB kesindisi ortasmih koordinatalarm tabih:

DA(-1; 0;0),B(1;2; 0); 2)A(0; 0; 0),B(2; 2; 2); 3)A(-2; 4; 2),5(2; -4 2),
NHA(l,2; -3; 6,3), B(-2,6; 3,2;-5,1); 5)A(S;2; 1-V2),5(3V3; 1;1+V2).

26. 15-suwrette korsetilgen kub gabirgalan ortalarmih ham jaqglan
oraylarmih koordinatalarm tabih.

27. A(3;-1;4), B(-\;1-8), C(2;1;-6), D(0;1;2) nogatlan berilgen. a) AB
ham CD; b) AC ham BD kesindileri ortasinm koordinatalarm tabin.

28. M (l;-1;2) ham 7V(-3;2;4) nogatlar AB kesindini ush ten bolek-
lerge ajiratadi. AB kesindi ushlarmih koordinatalann tabih.

29. ABCD tortmuyeshliktin tarepleri YikmAByCyD" tuwn tortmuyeshliktin
tareplerine saykes turde parallel. ABCD - tuwn tortmuyeshlik ekenli-
gin dalillen?

30. ABCD tuwn tortmuyeshliktin A tobesinen omn tegislikke perpendi-
kulyar AK tuwn siziq jurgizilgen. K nogattan tuwn tortmuyeshliktin
basga tobelerine shekemgi bolgan araliglar 6 cm, 7 cm ham 9 cm. AK
kesindinin uzunligin tabin.

31*. Kenislikte”(3; 0; -1), B(-4; 1;0), C(5; -2; -1) nogatlan berilgen. Oyz
tegisliginde A, B, Cnoqgatlardan birdey arahqta jaylasgan noqatti tabih.

32. ABCD parallelogrammnm tobeleri: a) A(-2; -4; 3), 5(3; 1; 7), C(4;2;-
5); b)A(4 2;-1),5(1; -3;-2), C(-6; 2; 1); ) A(- 1, 7; 4),5(1; 5; 2),
C(9; -3; - 8) bolsa, D tobesinin koordinatalann tabih.

33. CK kesindini CK.KM = X qatnasta boliwshi M(X; y; z) nogattin
koordinatalarm tabin. a) C(-5; 4; 2), K(1; 1,—2) ham X=2; b) C(l; -1; 2),
K (2; -4; 1) ham X=0,5; c) C (1; 0; -2), K (9; -3; 6) ham X=K

34. Tobelen A(3; 2; 4), 5(1; 3; 2), C(-3; 4; 3) nogatlarda jaylasqan ush-
muyeshlik medianalannm kesilisiw nogati Mnin koordinatalarm tabih.

35. T6belen™4(5; 6; 3),5(3; 5; 1), C(0; 1; nogatlarda bolganushmuyeshliktin
BL bissektrisasmih L ushi koordinatalann tabih.

36*. Tobelen A(4; 0; 1), 5(5; -2; 1), C(4; 8; 5) nogatlarda bolgan



ushmuyeshliktin AL bissektrisasi uzinligin tabin.

37*.Tobeleri™M(l; 3;-1),i?(3;-1; 1), C(3; 1;—1) nogatlarbolganushmuyesh-
lik berilgen. Onm: a) ulken tarepine tusirilgen biyikligin; b) muyesh-
lerin; ¢) maydanm tabm.

38*.16-suwrette korsetilgen kub haggindagi magliwmatlardan paydalamp
MK kesindi uzinligin tabm.

Tarivxiv magliwmatlar

Abiw Rayxan Beruniy belgili tawip ham matema-
tik Abiw Aliy ibn Sina menen jazispalarinda ogan
tomendegi sorawdi beredi: «Ne ushin Aristotel hdm
basqa (filosojjlar tareplerdi alti dana dep ataydi?»

Beruniy alti jagh kubti ahp, «basga sandagi
tareplerge iye bolgan» deneler hagginda aytadi
ham «shar tarizli denenih tareplerijoq ekenligin»
gosip qoyadi.

Al, Ibn Sina «hamme jagdaylarda da tareplerdi
alti dana dep esaplaw kerek, sebebi har bir denede, omhformasina gara-
mastan ush olshem — uzinliq, terehlik ham kehlik bar» depjuwap beredi.

Bul jerde Ibn Sino «alti tarep» dep belgileri menen alingan ush
koordinatani nazerde tutadi.

Beruniy «Qonuniy Mas udiy» shigarmasinda alti tareptih amq
matematikalig mdnisin keltiredi: «Alti tarep bar, sebebi olar denelerdih
olshemleri boyinsha hareketleri shegarasiz boladi. Ush olshem bar, bu-
lar uzinlig, kehlik ham terehlik, al olardih ushlari olshewlerden eki ese
kdp».

Shigarmamh aldingi kitaplarinda avtorjaqtirtqishlardih aspandagi
jagdayin aspan sferasina salistirganda eki koordinata - ekliptik kehlik
hdm boylig argali yaki tap usinday koordinatalar argali, lekin as-
pan ekvatori yaki gorizontga salistirip amqglaydi. Biraq, juldizlar ham
jaqtirtgishlardih oz ara jaylasiwin amqglaw mdselesi de olardih birin-
biri tosip galiwjagdaylarin itibarga aliwga tuwn keledi. Mine, usinday
jagdayda ushinshi sferalig koordinataga zarurlik kelip shigadi. Bul
zarurlik Abiw Rayxan Beruniydi kehisliktegi koordinatalar ideyasin il-
geri suriwge alip kelgen.



Q . KENISLIKTEGIVEKTORLARHAM OLAR USTTNDE AMELLER

2.1. Kenisliktegi vektorlar

Kenislikte vektor tusinigi tegisliktegi siyaqli kirgiziledi.

Kenislikte vektor dep bagitlangan kesindige aytiladi.

Kenisliktegi vektorlarga baylanisli tiykargi tusinikler: vektordin uzinligi
(moduli), vektordin bagiti, vektorlardin tenligi tegisliktegi siyaqli tariyplenedi.

Basi A (iglJyx zX nogatmda ham aqiri B (X2y2z2 nogatinda bolgan
vektordin koordinatalan dep ax-x 2- xx a2-y 2-y x a3—z2- zx sanlarma
aytiladi (17-suwret).

Vektorlardm tegisliktegige ugsas bir gatar gasiyetleri de bar, biz olardi
dalillewsiz keltiremiz.

Tegisliktegi siyaqli, ten vektorlardih saykes koordinatalan da ten boladi
ham kerisinshe, saykes koordinatalan ten bolgan vektorlar oz ara ten boladi.

Bul, vektordi onih koordinatalan argali anlatiwga tiykar boladi. Vektor-
lar AB(ax;a2;a3) yamasa a(ai;a2;a3) yamasa gisgasha (af, aZ a3 tarizde
belgilenedi(l 8-suwret).

Vektor koordinatalarsiz AB (yamasa gisqasha a) turinde de belgilene-
di. Bunda, vektordin basi birinshi orinda, al agm ekinshi orinda jaziladi.

Koordinatalari nollerden ibarat bolgan vektor nollik vektor dep ataladi ham
6 (0;0;0) yamasa 6 turinde belgilenedi ham de bul vektordin bagiti bolmaydi.

Eger Okoordinatabasihamaxa2hama3sanlarA nogatinmkoordinatalari,

yagniy A(ax a2 a3 bolsa, bul sanlar OA vektormih da koordinatalan boladi:
OA (flj; az a3.

Lekin, koordinatalar kenisliginde basi K(cx c2, ¢c3 nogqatinda, aqiri P
(crax, c2+az; c3+ad nogatmda bolgan KP vekton da usi koordinatalar
menen anlatiladi: KP (cxa - ¢\; c&+a2 c2 c3+a3 c3 = KP (axaz al.



Natiyjede, vektordi koordinatalar kenisliginde galegen nogatga qoyilgan
etip suwretlew mumkin. Geometriyada biz usinday erkin vektorlar menen
shugillanamiz. Al, fizikada, adette, vektorlar bazi bir nogatga qoyilgan
boladi. Maselen, 19-suwrettegi F kiishi prujinanm gaysi nogatina goyilgam
menen ahmiyetli esaplanadi.

Vektordin uzinligi dep om suwretlewshi bagitlangan kesindinin uzinligina
aytiladi (17-siiwret). d vektordm uzmligi |a | tiirinde anlatiladi.

a(a,; az a3 vektonnm uzunligi onm koordinatalan arqali

|a|= +aZ+a3 formula menen anlatiladi.

1-masele. A(2; 1; -3), B(1; 0; 3), C(-3; - 4; 5 ham D(-2; 3; -1)
nogatlan berilgen. AB, BC,DC, AD, AD ham BD vektorlardan gaysilan oz
araten boladi?

Sheshiliwi: Ten vektorlardm saykes koordinatalan ten boladi. Sonin
ushin vektorlardin koordinatalann tabamiz:

N5 =(1-2, 0-7, 3-(-3)) = (-1, -7, 6);
DC =(-3 —-2X -4-3, 5-(-1))=(-1, -7, 6).
Demek, AB = DC. BC=AD ekenligin ozbetinizshe korsetin. EH

2.2. Kenisliktegi vektorlar ustide ameller

Vektorlar ustinde ameller. Vektorlardi gosiw, sanga kobeytiw ham skalyar
kobeytiw amelleri tegisliktegi siyaqli amqglanadi.

a(ax az a3 ham b (bx b2 b3 vektorlardih qosindisi dep
a +b = (ax+ b3 a2+ b2 a3+ b3 vektorma aytiladi (20-siiwret).

20.6-suwrette kran a vektor boyinsha, jiik bolsa kranga garaganda b
vektor boymsha hareketlenip atirgan bolsin. Natiyjede juk a+b vektor
boyinsha hareketlenedi. Sonday-aq, 20.c-suwrette korsetilgen rus jaziwshisi
Krilov timsalmm gaharmanlan ne sebepten arbani ominan gqozgalta almay
atirganligm sezgen bolsaniz kerek.



Vektorlar qosindisimri gasiyetleri.

Qalegen a, b ham ¢ vektorlar ushin tomendegi qasiyetler ormli:
a)a+ b =b +a - vektorlardi gosiwdm onn almastmw mzami;

b) a +(b +c¢) =(a+b)+c - vektorlardi qosiwdm turlendriwmzami.
Vektorlardi gosiwdiri ushmuyeshlik gadesi.

Qalegen A, B ham C noqatlar ushin (21 -suwret): AB+BC =AC.
Vektorlardi qosiwdiri parallelogramm gadesi.

Eger ABCD - parallelogramm (22-suwret) bolsa, AB+AD =AC.
Vektorlardi gosiwdiri kopmuyeshlik gadesi.

EgerA,B, C,D hamis noqatlarik6pmuyeshliktintébeleribolsa(23-suwret),

AB+BC+CD+DE=AE boladi.

Bir tegislikte jatpaytugin ush vektorlardi gosiwdiriparallelepiped gadesi.
Eger ABCDAMB"CJA" parallelepiped (24-suwret) bolsa,

AB + AD + AAX=AC boladi.

a(aj;a2;a3) vektoriniri Xsanga kobeymesi dep Xa=(Xa"; Xa2; Aa3)
vektorga aytiladi (25-suwret).

Igtiyarli @ ham b vektorlarjane X ham p sanlan ushin
a) X(a + b) =Xa +Xb;
b) (X,+p)a= Xa +\ia;
c) \ka|= ¥ ¢]a] ham Xa vektonnm bagiti
X>0 bolganda, a vektor bagiti menen birdey ham

X<0 bolganda, a vektor bagitina garama-qarsi boladi.



2.3. Kollinear ham komplanar_yektorlar

Nollik vektordan ozgeshe a ham b vektorlar berilgen bolsin. @ ham
b vektorlar birdey yamasa garama-garsi bagitlangan bolsa, olar kollinear
vektorlar dep ataladi (26-suwret).

1-qasiveti. a ham b vektorlar ushm a=Xb(A*0) tenligi onnli bolsa,
olar oz ara kollinear boladi ham kerisinshe.
Eger X> 0 bolsa, a ham b vektorlar bir tarepke (a Tf b), eger X<0

bolsa, garama-qarsi tarepke (a/\[b) bagitlangan boladi.
2-gasiveti. a(ax &, ad ham b(b:; b2 b3 vektorlar oz ara kollinear

bolsa, olamin koordinatalari oz ara proporcional boladi: =1 =El ham
kerisinshe. 63
2-masele. Basi®4 (1; 1; 1) nogatta ham agin Oxy tegisligindegi B noqatta
bolgan ham a(1; 2; 3) vektonna kollinear vektordi tabm.
Sheshiliwi: B nogattm koordinatalan B(X; y; z) bolsin. B nogat Oxy
tegisliginde jatgam ushm z=0. Onda AB (x-\;y-\;-\) boladi.
Shartboyinsha, AB (x-\;y-\;-\) ham a(1,2,3)vektorlankollinear.
Demek, olardrn koordinatalan oz ara proporcional boladi.

x—1 . .
Bunnan . T =~ proporciyalann payda etemiz.
Olardan x = — }//:é ekenligin tabamiz.
Onda N3§—;;—§ ;-IJ boladi.

Bir tegislikte yamasa parallel tegisliklerde jatiwshi vektorlar kompla-
nar vektorlar dep ataladi (27-suwret).

e\ (i; 0;0), €2(0; 1; 0) ham €3 (0; 0; 1) vektorlar ortlar dep ataladi
(28-suwret).

Igtiyarli a(ax a2 a3 vektonn a= axe\ +a2e2 + a3e3 korinisinde, birden
bir tarizde ortlar boyinshajayiw mumkin (29-suwret).



Sonday-aq, ush komplanar bolmagan OA, OB ham OC vektorlari beril-
gen bolsa, Igtiyarh OD vektorin tomendegi koriniste, birden-bir tarizde
anlatiw mumkin:

OD =ax OA +a2- OB +a3mOC.

Bul jerde ax a2 a3vazi bir hagiygiy sanlar. Bugan vektordi berilgen vek-
torlar boyinshajayiw dep ataladi.

2.4. Vektorlardin skalvar kobevmesi

Nollik vektordan ozgeshe a ham b vektorlar arasindagi muyesh dep
O nogattan shigiwshi OA=d ham OB=b vektorlarmm bagitlawshi kesin-
dileri arasmdagi muyeshke aytiladi (30-suwret).

a ham b vektorlar arasindagimuyesh (a ,b) turinde debelgilenedi.

a ham b vektorlanmh skalyar kobeymesi dep, bul vektorlar
uzinliglarmin olar arasmdagi muyeshtin kosinusma kobeymesine aytiladi.

Eger vektorlardm biri nollik vektor bolsa, olardin skalyar kobeymesi
nolge ten boladi.

Skalyar kobeyme d b yamasa (a ;b) turinde belgilenedi. Amglama
boymsha
(a; b)=\d\-\b \coscp. 1)
Amglamadan korinip turganmday, d ham b vektorlannm skalyar
kobeymesi nolge ten_bolsa, olarperpendikulyar boladi ham kerisinshe.
Fizikada deneni F kushi ta’siri astinda s arahqgqgajiljitiwda onnlangan A
jumis (31-suwret) F ham s vektorlarmm skalyar kobeymesine ten boladi:

A=(f,5)=|f |e|s| coscp.



Oasiveti. a (@3 a2a3 hamb(b";b2 b3 vektorlar ushin(a ;b )=axy™+abh2+aHh3

Dalillew. a ham b vektorlannmkoordma-
ta basi O nogatga goyamiz (32-suwret). Onda
OA =(axaz a3 ham OB =(bx bz b3 boladi.
Eger berilgen vektorlar kollinear bolmasa,
ABO ushmuyeshlikten ibarat boladi ham onm
ushm kosinuslar teoremasi ormli boladi:

AB2 =0A2+0B2- 20A OB *coscp. Onda
OA OB -ecosqp= | (OA2+OBr - AB2) boladi. Lekin, OA2 =a2 +a2 +a3 ,

OB2=Dbf +b\ +b2 ham AB2=("- ax)2+ (b2- a2f +(b3-a3f.
Demek, (a ,b) =\a \\b |coscp =*"(OA2+0B2-AB2)=

=~(a\ +af+af +bf +b2 +Dbf -(b]_-axf -(b"-arf -

~(h~ a3f) =afa +a2b2 +afa .

Berilgen vektorlar kollinear bolgan (cp=0°, cp=180°) jagdayda da bul
tenliktm ormli bolatuginm oz betinizshe korsetih.! |

Vektorlardin skalyar kobeymesinin qdsiyetleri

1. a -b=Db-a - orm almastmw gasiyeti.

2. (a+b) ec =a mc +Dbec -bolistiriw gasiyeti.

3. X-(a-b) =(X-a)-b =a-(A-b) - gruppalaw gasiyeti.

4. Eger a ham b vektorlar birdey bagittagi kollinear vektorlar bolsa,
a «b =|a||b\ boladi, sebebi cos 0° = 1.

5. Eger garama-qarsi bagitlangan bolsa, a « b =-\a\\b\, sebebi
cosl80° =_-I. _

6. a *a=]|ala\cos0°®° = |a|]2=>a2=]|a|2

7. a vektor b vektorga perpendikulyar bolsa, a « b =0 boladi.

Nativjeler:



c) a=(];azad ham b=(bt;b2;b3) vektorlarinm perpendikulyarliqg sharti:
a“b"+a b +a O, (3)
3-masele. A(0; 1; -1), 5(1; -1; 2), C(3; 1; 0), D(2; -3; 1) nogatlan
berilgen. AB ham CD vektorlar arasindagi muyeshtin kosinusin tabin.
Sheshiliwi. AB ham CD vektorlannmkoordinatalann,keyinuzmliglann
tabamiz: AB=@1-0; -1-1; 2-(-1))=(1-2,3),
CD =(2-3; -3-1; 1-0) =(-1,-4, 1.
AB =J12+(—2)2+32 = J\A,

CD =V (-1)2+(-4)2+12 =VI8.

Demek, coscp = AB-CD !-()+(2)(4)+31 5 _
\AB\-\CD d14-VT8 V63

4-masele. a(1;2;0), 6(1;—1;0) vektorlar arasindagi muyeshti tabin.

1-1+2 +00 .
Sheshiliwi: coxp= 1~ ° v U - 0.

VI2+22+02312+ , .

I'T+>*

Demek, = 90°.
N
5-masele. \a\=3, \b|=5 ham bul vektorlar arasindagi muyesh 2% ge

ten bolsa, |a + b|m tabm.

e . — — [— =2 2 -\ -2 f--2 S -
Sheshiliwi: a+b =r(a+b) =ra +2(a-b)y+b =+rcl +2 a b COS(p+ b

LN 4+25+2-15-j-Jj = V34-15 =

6-masele. Eger a =2i+3j-4k ham b =-i-] +2k bolsa,
1) ¢ =a+b;2) d =2a - b vektonnm koordinatalarm ham uzmligin tabm.
Sheshiliwi: a ham b vektorlarjayilmalannmkoordinatalarm izlenip atirgan
vektor anlatpasina qoyamiz: 1) c =a +b =21+ 3j-4k-i-j+ 2k =i+2j-2k.
Demek, ¢ =(1;2;-2). Onda \c\="/12+22+(-2)2=3;
2)d= 2a- b=2(2i+3] - 4k) - (-i -j +2k) =4i +6] —8k+ i +j2k =
=5i +lj - 10A
Demek, d= (5;7;-10).0Onda d ="52+72(-10)2=>/174. O



7-masele. a ham b vektorlar arasmdagi muyesh 30° gaten ham \a\=y'3,
\b\=2bolsa, (2a + 3b)(-2a+b) kobeymesin esaplan.

Sheshiliwi: Daslep a ham b vektorlar kobeymesin esaplaymiz:

(@, b) = [d|Z?| cos30° = &3-2-"-=3,

Son vektorlar kobeymesinin bolistiriw gasiyeti boyinsha, berilgen vek-
torlar anlatpalann kop agzalim kop agzaliga kobeytiw siyaqli kobeytemiz:

(2a+3b)(-2a+b)=~4a2+2(a, b)-6(a, b)+3b2=-4b2-4(a, b)+3b2

a2=\a\2=9, b=\b\2=4, (a, b)=3 ekenligin esapga alsaq, izlenip atirgan
kobeyme (2a+3b)(-2a+b)=-4*9-4-3+3-4=-36.

0 Temaga bavlanisli maseleler ham ameliv tapsirmalar

39. 33-suwrettegi vektorlardin kobeymesin amglan.

40.7M(1; 1; 1),B(-I; 0; 1), C(0; 1; 1) ham
0(0; 0; 0) nogatlan berilgen. 33
OA,0B,0C,BO,CO ham AB vektorlan- 1)
nm koordinatalarm amglan-

41. AB (a;b;c)bo\sa, BA vektorkoordinatalann

aytm-
42. Eger HA(1; 2; 3),5(3; 7;6); b)~(-3; 2; 1), C

5(1;-4; 3)bolsa, AB vektorkoordinatalann
tabih.

43. a(1;-1; 1), b(0; 2;-4), c(2; 3;-1), 5(1; 2; 5) vektorlannm uzmligin
tabin.

44. Eger a(2; 1 3) ham b (-1; x; 2) vektorlardm uzmliglan ten bolsa, X ti tabih.

45. Uzinhgi V54 ke ten bolgan a(c; 2c; -c) vektonnm koordinatalann
tabin.

46. A, B, C, D, E ham F nogatlan duns altimuyeshliktih tobeleri bolsa,
olar arqali: a) tendey eki; b) eki birdey bagitlangan; c) eki garama-garsi
bagitlangan ham ten; d) eki garama-garsi bagitlangan ham ten bolmagan
vektorlarga misallar keltirin.

47. k nih ganday manislerinde: a) a(4; k; 2); b) a(k-\;1;4); c) a(k; 1; k+2);
d) a(k-1; k-2; k+1) vektormih uzmlihi V21 ge ten boladi?

48. Ushnogatberilgen:*4(l; 1; 1), 5(-1; 0; 1), C(0; 1, 1). Sonday D(x;y; z)



nogatm tabm, natiyjede, AB ham CD vektorlari ten bolsm.

49. Ush nogat berilgen: A(1; 0; 1), B(-1; 1; 2), C(0; 2; -1). Eger a) AB
ham CD vektorlan ten; b) AB ham CD vektorlarmm qosindisi nollik
vektorga ten bolsa, D (x;y; z) nogatm tabm.

50*. (2; n; 3) ham (3; 2; m) vektorlan berilgen. m ham n nin ganday ma-
nislerinde bul vektorlar kollinear boladi?

51. BasiA(1; 1; 1) nogattahamagm Oxy tegisligindegiB nogatmdabolgan

ham de a(1;-2; 3) vektorga kollinear vektordi tabm.

52*. ABCD parallelogrammnih tobeleri a) A(-2; -4; 3), B (3; 1; 7),
C (4; 2; -5); b) 4(4; 2; -1), B(1,; -3; -2), C(-6; 2; 1); c) A(-1; 7; 4),
5(1; 5; 2), C(9; -3; -8); d)A(-2;-4; 3),5(3; 1, 7), C4; 2; -5) bolsa,
D tobesinin koordinatalarm tabih.

53. 334-suwrette korsetilgen vektorlardm parallelepiped gadesi boymsha,

gosindisin tabin.

54. Eger 4(6;7;8), 5(8;2;6), C(4;3;2), £>(2;8;4) ham M(3;5;2),
N(7;1;2), 5(3;-3;2), 7C(-1;1;2) bolsa, 45C5> ham MNPK
tortmuyeshliktin gaysi biri romb, gaysisi kvadrat boladi?

55. 35-suwrette korsetilgen ABCDAB"C"D" kubta: a) AB, DDh AC
vektorlarma ten; b) A{P{ CCX BD vektorlarma qgarama-garsi

Bz*k bagitlangan; c)BA, AAXvektorlarma kollinear; d)
/ < AB ham AD, AC ham AXC vektorlar jubina kom-
planar bolgan vektorlardi amglan.

/SB c>
44{/ I/D (4; 3; 0) bolsa, ¢ = a + b vektormih koordinatalarm

ham uzinligin tabih.
57. Eger*\)a(\; -4; 0), b(-4; 8; 0); 2) a(0; -2; 7), b(0; 4; -1) bolsa,
c =a-b vektorimnkoordinatalarinhamuzmligintabin.
58. Egerh(-4; 8;2)bo‘lsa, a)2h; b)-3h; c)-1,5¢c; d)0ebvektormih



koordinatalarin ham uzinligm tabin.

59.a(l;-1; 1), b(0;2;~4), c(2;3;-1), d(\\2; 5) vektorlannortlarboymsha
jaym.

60*. a(l; -1; 1), b(0; 2; -4), c(2; 3;j-1), J(I; 2; 5) vektorlan berilgen.
l|a+ 224, |a- 324, |c - 2d|, |3a + 4c/| m tabin.

61*. K ham P nogatlan, ayqish tuwn siziglarda jatiwshi AB ham CD
kesindilerinin ortasi ham de O nogat KP kesindisinin ortasi bolsa
(36-suwret), OA + OB + OC + OD = 0 ekenligin dalillen.

62. 37-suwrette OAx= 2, OA2= 2, OA3= 3. a, b ham AR vektorlannm
koordinatalarm amglan.

63. 38-suwrette OA=4, OB=9, OC= 2, M,N hamP nogatlan saykes, AC,
OC ham CB kesindilerinin ortasi. AC, CB, AB, PC, MC ham CN
vektorlannm koordinatalann tabin.

64. Q noqat PABC tetraedrdin BC gabirgasinm ortasi ham O nogati AQ
kesindinin ortasi bolsa (39-suwret), PO vektonn PA=a, PB =b ham
PC = c vektorlan arqali anlatin.

65*. 40-suwrette korsetilgen gayiqga darya agisi Fx= 120 N kush penen
ham girgaqtan esken samal F2 = 100 N kush penen tasir gilmaqgta.
Qayigtm daryada omman gozgalmay tunwi ushin om ganday kush
penen uslap tunw kerek?

66. Skalyar kobeymesi: a) b) c)0; d- e)b) getenbolgan

birlik vektorlar arasindagi muyeshti tabin.



67. 2)a(l;-1; 1), b (0; 2;-4); b) ¢(2; 3;-1), d (1; 2; 5); ¢) e (I;-1; 1),
1(0; 2;- 4); d)g(2; 3;-1), h(1; 2; 5) vektorlannm skalyar kobeymesin
tabin.

68. ABC ushmuyeshlikte ZA= 50°, ZC=90°. a) BA ham BC; b) CA hamAB;
c) AB ham BA vektorlar arasmdagi miiyeshti tabin.

69. a ham b vektorlarmin uzmliglari ham olar arasmdagi muyesh
saykes a) 5, 12, 50°; b) 3, 72, 45°; ¢) 5, 6, 120°; d) 4, 7, 180° bolsa,
olardin skalyar kobeymesin tabm.

70. nnin ganday manisinde, vektorlar perpendikulyar boladi?
a)a(2;-1; 3), b(1;3;n); b)a(n;-2; 1), b(n;-n; 1)

c)a(n; -2; 1), b(n;2n; 4); d)a(4; 2n;-1), b(—&; 1, n).

71. a(1-5;2), b(3;1;2) vektorlari berilgen. a)a +b ham a-b; b) a+2b ham
3a-b; c)2a+b ham3a- 2b vektorlarinmm skalyar kobeymesin tabm.

72. A(1;0; 1),B (-1; 1;2), C(0; 2;-1) nogatlan berilgen. Oz koordinatalar
kosherinde sonday D noqatin tabm, AB ham CD vektorlan perpendi-
kulyar bolsin.

73*. (a, b) < \a e |h| ekenligin tiykarlan. Bul vektorlar ganday bolganda
tenlik orinli boladi?

74*, SABCD piramidanm barliq gabirgalari oz ara ten (41-suwret) ham ultam
kvadrattan ibarat. a) SA ham SB; b) SD ham AD; c¢) SB ham SD;
d) AS ham AC;e)AC ham AD vektorlar arasindagi muyeshlerdi tabin.

75*. Uzmliglan birge ten a, b, ¢ vektorlar jup-juptan 60° li muyesh payda
etedi. a) @ ham b +a; b) a ham b - c vektorlar arasindagi muyeshti
tabm.

76. O nogat ABCD kvadrat diagonallarmm Kkesilisiw nogati. Kvadrattin
B tobesinen diagonalga parallel ham DA tuwn sizig penen F noqat-
ta kesilisetugm tuwn siziq jurgizilgen. BF vektonn DO ham DC
vektorlan argali ahlatin.

77. O nogat ABC ushmuyeshlik medianalarmih kesilisiw nogati bolsa,
OC vektorm AB ham AC vektorlanboyinshajayin.

78*. C nogat AB kesindisinin ortasi bolsa (42-suwret), onda Igtiyarli M no-

gat ushm MC=" (MA+MB) bolatuginm dalillen.

79. K noqgat ABCD tetraedr BC gabirgasinm ortasi bolsa (43-suwret), DK
vektorm AB, AD ham AC vektorlarboymshajayih.

80*. Denenih jilisiw bagitina salistirganda 30° li muyesh astmda qoyilgan
F=2CN kush ta’sirinde dene 3 m ge jilisadi. Bul jagdayda onnlangan
jumisti tabih.



81*. Denemn jilisiw bagitma salistirganda 60° li muyesh astinda qoyilgan
F =50 N kush tasirinde dene 8 m ge jilisadi. Bul jagdayda ormlangan
jumisti tabm.

82*. (Koshi - Bulnyakovskiy tensizligi) Iqtiyarli ap a2 a3 bp b2 b3sanlan
ushin (a3bx+ a2+ ad32<(a2+a2+a? (b2+ b 2+ b 2 tensizliktin
ormli boliwin vektorlardan paydalamp dalillen.

3. KENISUKTE ALMASTIRIWLAR HAM UQSASLIQ

3.1. Kehislikte geometrivaliq almastinwlar

Kenislikte berilgen F denesinin har bir nogati ganday da bir usilda
koshirilse, jaha Fxdenesi payda boladi. Eger bul koshiriwde (sawlelendiriw-
de) birinshi denenin har turli nogatlari ekinshi denemn har turli noqatlarina
koshse, onda bul koshiriw geometriyaliq dene almastiriw dep ataladi.

Putkil kenislikti geometriyahq dene sipatmda garasaq, kenisliktegi
denelerdi almastinw haqqinda da aytiw mumkin.

Korip turgammzday, kenisliktegi geometriyalig almastmwlar tusinigi,
tegisliktegi siyagli gabil etiledi. Sonday-aq, onm tomende koriletugin bir
qatar turlerinin qgasiyetleri ham olardin dalili de tegisliktegige ugsas boladi.
Sol sebepli, bul gasiyetlerdm daliline togtamaymiz ham olardi oz betinshe
onnlawdi usmis etemiz.

3.2. Hareket ham paraUel koshiriw

Nogatlar arasindagi araligti saglawshi dene almastinwlar hareket dep
ataladi. Harekettin tomendegi qasiyetlerin keltiriw mumkin.

Harekette tuwn sizig tuwn siziqga, nur-nurga, kesindi ogan ten ke-
sindige, muyesh ogan teh muyeshke, ushmuyeshlik ogan ten ushmuyesh-
likke, tegislik ogan ten tegislikke ham tetraedr ogan ten tetraedrge koshedi
(sawlelenedi).

Kenislikte ganday da hareket jardeminde birin ekinshisine koshiriw
mumkin bolgan deneler ten deneler dep ataladi.

Hareketke en apiwayi misal bul parallel koshiriw bolip esaplanadi.



Kenislikte bazi bir KP vektori ham Iqtiyarli X nogat berilgen bolsin
(44-suwret). Eger Xt nogat XXx= KP shartin ganaatlandirsa, X noqat X,
nogatga KP vektor boylap parallel koshirilgen dep ataladi.

Eger kenislikte berilgen F denesinm har bir nogati KP vektor boylap
koshirilse (45-suwret), yagmy FX denesi payda boladi. Bul jagdayda F
denesi Fxdenesine parallel kdshirilgen dep ataladi. Parallel koshiriwde F
denesinin har bir noqati birdey bagitta birdey araligga koshirilgen boladi.

46-suwrette korsetilgen koteriwshi krannm har bir nogati baslangish
jagdayma qgaraganda 40 m ge parallel koshken.

Korinip turganmday, parallel koshiriw hareket esaplanadi. Sonih ushm, pa-
rallel koshiriwde sizig tuwn siziqga, nur-nurga, kesindi ogan ten kesindige, tegis-
lik ogan ten tegislikke koshedi ham tagi basga da parallel koshiriwler ushnasadi.

Aytayiq KP = (a; b; c) vektor boylap parallel koshiriwde F denesinin
X (x;¥; Z) nogati Fxdenesinin Xx(xxy X z,) nogatma otsin. Onda, amglama
boymsha, tomendegilerge iye bolamiz:

Xj-x =a, yx~y =b, zx-z =c yaki xx=x +a, yx=y+hb, zx=z+c.

Bul tenlikler parallel koshiriwformulalari dep ataladi.

1-mdsele. p = (3; 2; 5) vektor boylap parallel koshiriwde P (-2; 4; 6)
nogat qaysi nogatqa koshedi?

Sheshiliwi. Jogandagi parallel koshiriw formulalarman paydalanamiz:

X=-—=2+3=1 yx=4+2 =6, =6 +5 =\\.Juwabi:Pf\; 6; 11).IH]

3.3. Kenislikte oravlig simmetriva

Kenislikte berilgemf hamAxnoqatlari Onoqgatga salistirganda simmetriyali
delinedi, eger AO = OAxbolsa, yagmy O nogat AAXkesindisinin ortasi bolsa.

Eger kenislikte berilgen F denesinin har bir nogati Onogatqga salistirganda
simmetriyali nogatga koshse (47-suwret), bunday almastinw O nogat-
ga salistirganda simmetriya dep ataladi. 48, 49-suwretlerde O nogatqa
salistirganda simmetriyah deneler korsetilgen.

Nogatga salistirganda simmetriya - hareket bolip esaplanadi.

Eger F dene O noqgatga sahstirganda simmetriyali almastinwda ozine
koshse, bunday dene oraylig simmetriyali dene dep ataladi.



Maselen, parallelepiped (50-suwret) diagonallannin kesilisiw nogati O

2-masele. O (2; 4; 6) nogatqa salistirganda oraylig simmetriyada
A = (1; 2; 3) nogati gaysi nogatga otedi?

Sheshiliwi. Ax=(x;y; z) izlenip atirgan nogat bolsm. Aniglama boyinsha,
Onoqat”j kesindisinin ortasi. Demek, 2 = 4 = 6=

Bul tenliklerdenx =4 - 1=3, y=8-2=6, z=12T-3= 0.

Juwabi: AX3; 6; 9).dl

3.4. Tegislikke sahstirganda simmetriva
Kenislikte berilgen4 ham ” noqatlar tegislikke sahstirganda simmetriyali
delinedi, eger tegislik A4, kesindisine perpendikulyar bolip, om ten ekige bolse

(51-suwret). 52-suwrette tegislikke salistirganda simmetriyali bolgan F, ham
F2deneler keltirilgen. Biz som bilemiz, gewdemiz benen sawlemiz ayna tegis-
ligine salistirganda simmetriyali boladi (53-suwret).

Tegislikke salistirganda simmetriya - hareket bolip esaplanadi.



Demek, tegislikke salistirganda simmetriyada kesindi ogan ten kesindige,
tuwn siziq- tuwn siziqga ham tegislik - tegislikke sawlelenedi.
Eger F denesi tegislikke salistirganda simmetriyali almastinwda ozine
koshse, bunday dene tegislikke sahstirganda simmetriyah dene dep ataladi.
Maselen, 54-suwrette korsetilgen kub AA, ham CCXgabirgalarman otiw-
shi a tegislikke salistirganda simmetriyali dene boladi.

3.5. Bunw ham kosherge sahstirganda simmetriva
b)

k Aytayiqg, kenislikte A ham Axnogatlar ham /
M F tuwn siziq berilgen bolsm. Eger / tuwn sizigga tu-
K M sirilgen AK ham AX perpendikulyarlar ten ham oz
ara (pomuyeshpayda etse, buljagdayda/tuwn siziqga
O  salistirganda gmuyeshke buriw natiyjesinde A no-

gat A" nogatga otedi dep aytiladi (55-suwret).

Eger kenislikte berilgen F denesinin har bir nogatin / tuwn sizigga
salistirganda (pmiiyeshke bursaq, gana F{dene payda boladi. Bunda F dene
/ tuwri sizigqga salistirganda (p muyeshke buriwda Fxdenege otti delinedi.
56-suwrette sonday buriwdan payda bolgan deneler korsetilgen.

Maselen, 57-siiwrette korsetilgen kubti / tuwn siziqgqga salistirganda 180°
miiyeshke bunwda jana kubti payda etemiz.

Tuwri sizigga salistirganda buriw - hareket boladi.

/ tuwri siziqga salistirganda 180° muyeshke bunw, / tuwri sizigga
sahstirganda simmetriya dep ataladi.

Denenin simmetriya orayi, kosheri, tegisligi onm simmetriya elementleri

dep ataladi.

A (X;y; z) nogatga koordinata tegislikleri, koordinata kosherleri ham koor-
dinata basina salistirganda simmetriyali nogatlar tomendegi koordinatalarga
iye boladi:

Simmetriya elementi Simmetriyali nogat koordinatalan
Oxy tegislik (x;y; -2)
Oxz tegislik (X -y; 2)



Oyz tegislik (-x;¥;2)

Ox kosheri (x;-y; -2)
Oy kosheri (~x;y; -2)
Oz kosheri (~x; -y; 2)
O nogat (-x; -y; -2)

3.6, Tabivatta ham texnikada simmetriva

Tabiyatta simmetriyam har adimda ushiratiw mumkin. Maselen, tiri
janlardin kopshiligi, atap aytqanda, insan ham haywanlar denesi, osimliklerdin
japiraglan hamgulleri simmetyahjaratilgan (58-suwret). Sondayjansiztabiyat
elementleri de bar, maselen, gar boleksheleri, duz kristallan, zatlardm mole-
kulyar duzilisi de ajayip simmetriyaliq figuralardan ibarat boladi. Bul, albette,
tegin emes, sebebi simmetriyali figuralar shirayli boliwi menen birge, gaysi bir
maniste tolig maqul bolip ham amq maniske iye bolip esaplanadi. Solay eken,



tabiyattagi gozzallig ham amq manilik simmetriya tiykarma jaratilgan, dep
aytiwimiz mumkin. Tabiyattagi bul gozzallig ham amqg manilik standartin
algan qurihsshi, ganige ham arxitektor siyaqli doretiwshiler jaratqan kople-
gen jaylar ham qurilislar, qurilma ham mexanizmler, texnika ham trans-
port qurallari da simmetriyali jaratilgan. Bul iste olarga geometriya paninin
beretugm jardemin hesh narse menen sahstirip bolmaydi.

3.7. Kenisliktegi denelerdin uasasligi

Kenislikte K*O ham Fxdeneni F2denege sawlelendiriwshi almastiriw
berilgenbolsm. Bul sawlelendiriwde Fxdenenin IgtiyarliX, hamX2noqatlari
ham olar sawlelengen F2denenin Yx ham Y2noqatlari ushin XXYx=kX2Y2
bolsa, bul almastiriw ugsaslig almastiriw dep ataladi (59-suwret).

Korip turganmizday, kenislikte ugsashq almastinw tusinigi tegisliktegi
siyagli gabil etiledi. Sonday-aqg, onm tomende koriletugin bir gatar turlerinin
amglamasi, olardin qgasiyetleri ham olardin dalili de tegisliktegige ugsas
boladi. Sonligtan, bul gasiyetlerdin daliline toqtamaymiz ham olardi oz
betinizshe ormlawdi usmis etemiz.

Kenisliktegi ugsasliq almastmw tuwn siziqgti tuwn sizigqga, nurdi nurga,
kesindini kesindige ham muyeshti muyeshke sawlelendiredi. Sonday-aq,
bul almastmw tegislikti tegislikke sawlelendiredi.

Kenislikte berilgen eki denenin biri ekinshisine uqgsasliq almastmw
argali sawlelense, olar ugsas deneler dep ataladi.

Kenislikte F dene, O nogat ham k nolden ozgeshe (hfi0) sam berilgen bolsin.

F denenin Igtiyarh X nogatin OXx=k OX shartin ganaatlandmwshi X xno-
gatga sawlelendiriwshi almastmw O nogatga sahstirganda k koefficientli
gomotetiya dep ataladi (61-suwret). O nogati gomotetiya orayi, al k sam
gomotetiya koefficienti dep ataladi.

F denenin har bir nogati usi usilda sawlelense, natiyjede Fxdene payda
boladi ham bul gomotetiyada F dene F, denege sawlelenedi dep aytiladi.

Korip turganinizday, kenislikte gomotetiya amqglamasi tegisliktegi menen
derlik birdey. Sonday-aqg, onm bir gatar gasiyetleri bar bolip, olar da, olardm



dalilleri de tegisliktegige ugsas boladi. Sonligtan bul gasiyetlerdin daliline

Gomotetiya koefficienti k Igtiyarli nolden ozgeshe san bolip, k=I de F
dene ozine ozi sawlelenedi, al k=-\ de F dene O noqatqga sahstirganda
simmetriyali Fj denege sawlelenedi. Basqajagdaylardagomotetiyanoqat-
lar arasindagi araligti saglamaydi, yagmy ol hareketbolmaydi. Gomotetiya
natiyjesinde noqatlar arasindagi aralig birdey k sanina kobeyedi, yagmy
denenin olshemleri ozgeredi, lekin onm formasi ozgermeydi.

Gomotetiyada gomotetiya orayinan otpeytugm a) tuwn siziq ogan
parallel bolgan tuwn siziqga (62.a-suwret); b) al, tegislik ogan parallel
tegislikke sawlelenedi (62.b-suwret).

Gomotetiyada gomotetiya orayinan otiwshi tuwn siziq yamasa tegislik
ozine ozi sawlelenedi.

© Temaga bavlamsli maseleler ham ameliv tapsirmalar

83. p = (-2; 1, 4) vektor boylap parallel koshiriwde, a) (3; -2; 3);
b) (0; 2; -3); ¢) (2; -5; 0) nogati gaysi nogatga koshedi?

84. Parallel koshiriwde A(4; 2; -8) noqati (3; 7; -5) nogatina koshedi. Parallel
koshiriw gaysi vektor boylap amelge asmlgan?

85. Parallel koshiriwde: a) tuwn sizig-tuwn sizigga; b) nur-nurga; c) tegis-
lik-tegislikke; d) kesindi ogan ten kesindige koshiwin dalillen.

86. O (-2; 3; -1) nogatga salistirganda orayliq simmetriyada A (4; 2; -3) no-
gat qaysi nogatqa otedi?

87. 63-suwrette korsetilgen figuralarda O nogat simmetriya orayi ekenligin
dalillen.

88. (-2; 5;-9), (2; 2;-7), (-6; 12;-2) nogatlar koordinata basina sahstirganda
orayliq simmetriyada gaysi noqatlarga otedi?



90*. Tegislikke salistirganda simmetriyamn hareket ekenligin dalillen.

91. Parallelepipedtm (50-suwret) diagonallarimn kesilisiw nogati O ga
salistirganda oraylig simmetriyali figura ekenligin dalillen.

92. (1; 2; -3), (0; 2; -3), (2; 2; -3) noqatlan koordinata tegisliklerine
salistirgandagi simmetriyalarda gaysi nogatlarga otedi?

93. (2;4;-1) nogati koordinatategisligine salistirganda simmetriyali sawlele-
niwde (2; -4; -1) nogatma otti. Sawleleniw gaysi koordinata tegisligine
salistirilip amelge asirilgan?

94. Tomendegi kestede berilgen 1-ulgi tiykannda bos ormlardi toltmn.

Nege salistirganda

M Berilgen noqgat Simmetriyali nogat simmetriyah?

1 (L23) ;2 -3) Oxy tegislikke sahstirganda
2 (2; 4, -1) Oxz tegislikke salistirganda
3 (1,2;3) Oyz tegislik

4 ) (-1; 2; 3)

5 (-1; 6; 3) Oy kosheri

6 (-3; 8;-2) Oz kosheri

7 4, 1,-2) Onugat

95. 49-suwrette korsetilgen denelerde O nogat simmetriya orayi ekenligin
dalillen.
96*. Tuwn siziqqga salistirganda bunw hareket ekenligin korsetin.
97. O nogatma salistirganda k koefficientli gomotetiya ugsasliq almastmw
ekenligin korsetin.
98. Okxy tegislikke salistirganda simmetriyada Igtiyarli (x; y; z) nogattin (x;y; -2)
nogatma otiwin korsetin.
99. Oxztegislikke salistirganda simmetriyada Iqgtiyarli (x;y; ) nogattm (x; -y; 2)
nogatma otiwrn korsetin.
100. Parallel koshiriwde (1; 2; -1) nogati (1; -1; 0) nogatina otti. Koordinata
basi bul almastmwda qgaysi nogatga otedi?
101. Parallel koshiriwde (3; 4; -1) noqati (2; -4; 1) nogatma otti. Bul
almastinwda koordinata basi gaysi nogatga otedi?



102*. A(2; 1, 0) nogati B (1; 0; 1) nogatina, al C (3;-2; 1) nogati D (2; -3; 0)
nogatma otetugm parallel koshiriw bar ma?

103*. A (-2; 3; 5) nogati B (1; 2; 4) nogatma, al C (4; -3; 6) nogati
D(l; -2; 5) nogatma otetugin parallel koshiriw bar ma?

104. 58-suwrette korsetilgen janli ham jansiz obyektler kenisliktegi dene
sipatmda ganday simmetriyali figura boliwi mumkinligin amglan.
Olardm (eger bar bolsa) simmetriya orayi, simmetriya kosheri yamasa
simmetriya tegisligin sizip korsetin.

105. 60-suwrette korsetilgen ana-balalar (matreshkalar)dm ulken ana
matreshkaga salistirganda ugsasliq koefficientlerin amglan.

106. Duns tetraedr gabirgasmm uzinligi 12 cm ge ten. Bul tetraedrge:
a) 3; b) -4, ¢ d) - koefficientli gomotetiyali bolgan tetraedr
gabirgasinm uzmligi nege ten?

107. Iqtiyarli ABC ushmuyeshlik sizin ham ganday da bir O nogatin belgilen.
Orayi O nogatinda ham koefficienti:a) 2; b)-3; c)- d)” getenbolgan

gomotetiyada ABC ushmuyeslik otetugin ushmuyeshlikti duzin.
108. Iqtiyarli SABC tetraedr sizin. Orayi S nogatmda ham koefficienti: a) 1,5;
b) -2; ¢) d)i ge ten bolgan gomotetiyada SABC tetraedr otetugin

tetraedrdi sizin.
109. Iqgtiyarh kub sizm. Orayi kubtin bir tobesinde ham koefficienti: a) 2; b)

-2;¢c)”;d)- N getenbolgan gomotetiyada bul kub otetugin kenisliktegi
geometriyalig figuram sizin.

110. Orayi koordinata basmda ham koefficienti: a) 2,5; b) -2,5; ¢)

d) i ge ten bolgan gomotetiyada A(-2; 3; 5) nogat otetugm nogattm
koordinatalann tabin.

111. Orayi 0 (1; 2; 2) nogatmda ham koefficienti: a) 0,5; b)-2; c)i; d)-~- geten
bolgan gomotetiyada A(2; 4; 0) nogat otetugm nogattm koordinatalarin
tabin.

112. Tobeleri 0(0; 0; 0), A(4; 0; 0), B(0; 4; 0), C(0; 0; 4) nogatlarda bolgan
tetraedr: a) orayi O noqatta, koefficiyenti -1 ge ten; b) orayi A nogatta,
koefficienti 2 ge ten bolgan gomotetiyada otetugm tetraedr tobelerinin
koordinatalarm tabin.

113*. Gomotetiyada onm orayman otpeytugin: a) tuwn siziq ozine paral-
lel bolgan tuwn sizigqa, b) al, tegislik ozine parallel bolgan tegislikke
sawleleniwin korsetin.

114*. Gomotetiyada onm orayinan otiwshi tuwn siziq yaki tegisliktin ozine
ozi sawleleniwin korsetin.



4. BAPTT TAKIRARLAWGA BAYLANISLI AMELIY SffINIGIWLAR

4.1.1- test jumisi

1. 4 (X,;¥,; z,) ham B(x2y2 z2 noqatlar berilgen. z2-z, neni anlatadi?
A) AB kesindi ortasinm koordinatasin; B) AB kesindi uzinligm;
C) AB vektor uzunligin; D) AB vektor koordinatalarinan birin.

2. 64-suwrette AB1a, ac a, AO=0B bolsa,
A) A ham B noqatlar O nogatga salistirganda simmetriyali boladi;
B) A hami? nogatlara tuwn siziqga salistirganda simmetriyali boladi;
C) A ham B noqatlara tegislikke salistirganda simmetriyali boladi;
D) AB kesindi a tuwri sizigga salistirganda simmetriyali boladi.

3. 65-suwrette B nogat AOC tegislikte jatpaydi. Onda OA, OB ham OC
vektorlar...
A) kollinear; B) komplanar;
C) birdey bagitlas; D) komplanar emes.
4. M(-7; 1; 4) ham N(-1; -3; 0) nogatlar berilgen. MN kesindi ortasinm
koordinatalarm tabin.
A) (-4;-1;4); B)(-4:;-1;2); C)(-4;-2;2); D)(-3;2;2).
5. 4(0; -3; 2) ham B(4; 0; -2) noqatlar berilgen. AB kesindi ortasi nege
tiyisli?
A) Oxkosherine; B) Oy kosherine; C) Ozkosherine; D) Oxy tegisligine.
6. 4(3; 4;-3) nogattan Oz kosherine shekem bolgan araliqti tabin.
__A) 3, _B)5 C)IS; D) >34
7. CD+DE+EF vektorlar gosmdism tabin.
A) O; B)CF;, C)DF, D)CE
8. m nin gaysi manisinde a(m; 4; -3) ham b(4; 8; -6) vektorlar kollinear
boladi?
A)2; B)5 C)1, D)3
9. O nogqat a tegislikte jatpaydi. Orayi O nogatmda bolgan gomotetiyada
a tegislik onnan ozgeshe bolgan p tegislikke otedi. Eger a tuwn siziq a
tegislikke tiyisli bolsa, ...
A) a | p boladi; B) a tegislik p tegislik penen kesilisedi;
C)ac p boladi; D)a 1l P boladi.



10. AB tuwri siziq BCD tegislikke perpendikulyar. Qaysi vektorlardin
skalyar kobeymesi nolge ten boladi?

A) CA ham CB; B)BD hamAD; C)AC hamBC; D)AB ham CD.
11. Qabirgasi 1 ge ten bolgan ABCDAXRXCX Xkub berilgen (66-suwret).

(AB+BC) «BB m tabm.
A) 1 B) 0; Q -I; D)0,5.
12. p nm gaysi manisinde a(Z1; 1; 0) ham b(0; 4; p) vektorlar arasmdagi
muyesh 60° ga ten boladi?
A) 4, B)dyamasa-4; C) 16; D) 16 yamasa-16.
13. ABCDABXC]DX kub berilgen. Parallel koshiriwde AXD kesindi D>C
kesindige otedi. Bul koshiriwde AAXB Xegislik gaysi tegislikke otedi?
A)DBXB; B)DCCX C)AAXCXK D) ABC.
14. ategislik onda jatpaytugin ABC ushmuyeshliktin simmetriya tegisligi
esaplanadi. Qaysi juwap duris?
A) (ABC)la; B) ABC ushmuyeshlik ten gaptalli;
C) ABC ushmuyeshliktin simmetriya orayi bar;
D) ABC ushmuyeshliktin simmetriya kosheri bar.
15. ABCDABXCX X kub berilgen. ABXBC-DDXni tabm.
A)AE; D)W X c)Bj5; D)ACI.
16. Qaysi geometriyaliq almastmw eki ayqgish tuwn siziglardan birin
ekinshisine otkizedi?
A) parallel koshiriw; B) tegislikke salistirganda simmetriya;
C) bunliw; D) gomotetiya.
17. M(-1; 2; -4) nogatga Oyz tegisligine salistirganda simmetriyali bolgan
noqatti tabih.
A) (1;-274); B)_0;2M); Q (-1;-2:4); D)(-1;2;4).
18. Parallel koshiriwde AB vektor DC vektorga otedi. Qaysi tastiyiglaw
naduns?

A) AB=DC; _ B) AC ham BD kesindi ortalan ustpe-ust tusedi;
C) AB,AC hamD Cvektorlankomplanar; D)ABCD parallelogramm.
19. B(-3; 2; -5) nogati Oxz tegisliginen ganday araligtajatmpti?
A) 2; B) 5; C) 3; D) "34.
20. A(L; -2; 0), B(1; -4; 2), C(3; 2; 0) nogatlan ABC ushmuyeshliktin
tobeleri. CM mediana uzunligin tabin.
A)_2V3; B) 3\ C)S ; D) 18.
21. Eger a(1; m; 2) ham b(0,5m+\; 3; 1) vektorlar kollinear bolsa, m+n di
tabih.
A) 3; B) 5; C)-4; D) 9.
22. A(-1; -9; -3) ham B(0; -2; 1) noqgatlan berilgen.Vektordi koordinata
vektorlan (ortlar) boyinsha jayin.



A) (54) =i+ 9j - k; B) (BA) =i - 9]+k;
C) (BA) =-1-9j - 4k; D) (BA) =1+ 9j - 4k.
23. A(l; -2; 2),5(1; 4; 0), C(-4; 1; 1) ham D(-5; -5; 3) nogatlan berilgen.
AC ham BD vektorlan arasindagi muyeshti tabm

A) 150°£ _ B)30°; C)45°; D) 90°.
24. |a| = 6, |atb| =11, |a-b| = 7 ekenligi belgili bolsa, |b| m tabih,
A) 11; B) 18; C) 20; D) 7™

25. UltanlarlBC hamAD bolgan ABCD trapeciyaberilgen. Eger AB (-7; 4; 5),
AC(3; 2; -1), AD(20; -4; -12), M ham N - saykes turde AB hdm CD
tareplennin ortasi bolsa, MN vektor koordinatalarinm gosmdism tabm.

A) 1; B)2; C) 3 D) 4.

4.2. Maseleler

115. Ushlari.4(l;-2; 4) ham5(3; -4; 2) noqgatlarda bolgankesindi ortasinm
koordinatalarm tabih.

116. A(x; 0; 0) nogati 5(1; 2; 3) ham C(-I; 3; 4) nogatlannan tendey
uzaqligta bolsa, X ti tabih.

117. Eger kesindinih bir ushi 4(1; -5; 4), ortasi C(4; -2; 3) nogatta bolsa,
ekinshi ushimn koordinatalan ganday boladi?

118. Oxz tegisligine salistirganda 4(1; 2; 3) noqgatina simmetriyali bolgan
noqatti tabih.

119. Koordinatalar basina salistirganda 4(1; 2; 3) nogatina simmetriyali
bolgan noqatti tabin,

120. Oxy tegisligine salistirganda (1; 2; 3) nogatina simmetriyali bolgan
noqatti tabin.

121. Oy kosherine salistirganda (2; -3; 5) nogatma simmetriyali bolgan
noqatti tabin.

122. Tomendegi nogatlardan gaysi biri Oyz tegisliginde jatadi?
4(2;-3; 0); 5(2;0;-5); C(l;0;-4); D(0;9;-7); 5(1;0;0).

123. Tomendegi noqatlardan gaysi biri Oxz tegisliginde jatadi:
4(-4;3;0); 5(0;-7;0); C(2;0;-8); D(2;-4;6); 5(0;-4; 5)?

124. 4(-3; 8; 3V33) nogatman Ox kosherine shekemgi araliqti tabih.

125. 4(3; -2; 5) ham 5(-4; 5; -2) noqatlan berilgen. 45 vektonnin
koordinatalarm tabih.

126. zz(l;—2; 3) vektormih agm 5(2; 0; 4) nogati bolsa, bul vektordm basinm
koordinatalarm tabin.

127. 5(0; 4; 2) nogati a(2; -3; 1) vektormm agm bolsa, bul vektordm
basmih koordinatalarm tabih.

128. a(x; 1; 2) vektonmh uzinligi 3 ke ten bolsa, X tin manisin tabin.



129.
130.

131.

132.
133.
134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

a(4; -12; z) vektormm moduli 13 ke ten bolsa. z tin manisin tabm.
Eger a(6; 2; 1) ham 6(0; -1; 2) bolsa, c=2a-b vektormm uzmligm
tabm.

Egerp(2; 5;-1) ham q(-2; 2) bolsa, m=4p+2q vektormm uzmligin
tabm.

a(2; -3; 4) ham 6(-2; -3; 1) vektorlarmih skalyar kobeymesin tabin.
m(-1; 5; 3) ham n(2; -2; 4) vektorlarimn skalyar kobeymesin tabih.
m nin ganday manisinde a(1; m; -2) ham 6(m; 3; -4) vektorlan
perpendikulyar boladi?

n nin ganday manisinde a(n; -2; 1) ham b(n; n; 1) vektorlan perpen-
dikulyar boladi?

m nin ganday manisinde a = mi+3j +4k ham b=4i+mj-1k
vektorlan perpendikulyar boladi?

A(1; -2; 2), B(1; 4; 0), C(-4; 1, 1) ham E>(-5; -5; 3) noqatlan beril-
gen. AC ham BD vektorlan arasindagi muyeshti tabih.

n nin ganday manisinde a(2; n; 6) ham 6(1; 2; 3) vektorlan kollinear
boladi?

m nin ganday manisinde a(2; 3;-4) ham b(m;-6; 8) vektorlan parallel
boladi?

m ham nnin ganday manisinde a(-1; m; 2) ham 6(-2; -4; n) vektorlan
kollinear boladi?

A(2; 1; -3) ham B(-6; -2; 1) noqgatlan berilgen. BA vektonn
koordinatalar vektorlan (ortlan) boyinsha jaym.

4.3.1- baalaw jumisinin ulgisi

. Oxy tegisligine salistrrganda (1; 2; 3) noqatina simmetriyali bolgan

noqatti tabih.

Eger a(6; 3; 2) ham 6(-3; 1; 5) bolsa, c= a+2b vektonnmuzmligin
tabih.

A(2; -1; 0) ham B(-2; 3; 2) noqatlan berilgen. Koordinata basman
AB kesindisinin ortasina shekemgi araliqgti tabin.

A(1;—2; 2), B(1;4;0), C(-4; 1, 1) hdmD(-5; -5; 3) noqatlan beril

gen. AC ham BD vektorlan arasmdagi muyeshti tabih.

(Jagsi  ozlestiretugin  ogiwshilar ushin qgosimsha masele).
Tobeleri A(4; 5; 1), B(2; 3; 0) ham C(2; 1;-1) nogatlarmda bolgan
ushmuyeshliktin BD medianasi uzunligm tabih.
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5. KOPJAQLI MUYESHLER HAM KOPJAQLILAR

5.1. Kopjagh muveshler
Ekijagli muyesh penen 10-klasta tamsgansiz
Eki a ham P yanm tegislik (Jaglari) ham olardi shegaralap turgan
uliwma AB tuwri sizig (gabirgasi) tan ibarat bolgan geometriyaliq figura
ekijaqli muyesh dep ataladi (1-suwret) ham (a p) turinde belgilenedi.

t-QPR - sizigli
muyeshi

Ekijagli muyesh gabirgasinm igtiyarliP nogatman onmjaglarmdajatiwshi
ham bul gabirgaga perpendikulyar bolgan PR ham PQ nurlarm jurgizemiz.
ZQPR - ekijagli muyeshtin siziqli muyeshi dep ataladi (2-suwret).

Ekijaqgli muyeshler tegis muyeshler siyagli sizigli muyeshinin olshemine
garap suyir, dogal, tuwn ham jayiq boladi (3-suwret). Tegis muyeshler
siyaqli ekijagli muyeshler gohsi ham vertikal boliwi mumkin (4-suwret).

Ekijagli muyeshti ten ekige boliwshi yanmtegislik onm bissektori dep
ataladi (5-suwret).



1-masele. Sizigli muyeshi 60° ga ten A
bolgan ekijagli muyeshtin jaglarinda jatgan
A ham B nogatlarinan (6-suwret) onm
gabirgasinaX”! perpendikulyarlan
tusirilgen. EgerAAX=12, BBX= 10 ham ABX
= 13 bolsa, AB kesindisinin uzinligin tabin.
Sheshiliwi. BBX\CAXham AXBX\CB tuwri
siziglarm jurgizemiz. Payda bolgan AXXBC tortmuyeshlik parallelogramm
boladi. ABX tuwn sizigi AAC ushmuyeshlik tegisligine perpendikulyar
boladi, sebebi ol usi tegislikte jatgan eki A ham AXC tuwri siziglarma
perpendikulyar. OndaSC tuwnsizigidausi tegislikke perpendikulyarboladi.
Demek, ABC ushmuyeshlik tuwnmuyeshli ushmuyeshlik eken.

Kosinuslar teoremasi boyinsha:

AC2=AA\ +AXC2- 2AAXAXC-cosa = 122+ 102- 2-12-10-cos60°=124.
Pifagor teoremasi boyinsha: AB ="AC2+BC2=VI24 + 169 = VV293.
Juwabi: AB=yJ293 EH

Kenislikte bir nogattan shigiwshi a, b ham cnurlan ush (ab), (bc) ham
(ac) tegis muyeshlerin payda etedi (7-suwret). Bul tegis muyeshlerden
payda bolgan (abc) figurasi ushjagli muyesh dep ataladi. Tegis muyeshler
ushjagli muyeshtin jaglan dep, olardin tarepleri ushjagli muyeshtin
gabirgalari dep, uliwma tobesi lishjagh miiyeshtin tobesi dep ataladi.

Ushjaqli miiyeshtinjaglannan payda bolgan ekijagli miiyeshler lishjaqli
muyeshtin ekijaqli muyeshleri dep ataladi.

Ush (ab), (bc) ham (ac) tegis miiyeshleri ushjaqli muyeshtin tegis
muyeshleri dep te aytiladi.

Ushjagli muyeshtin tegis miiyeshlerin, saykes a, [3, y dep belgilesek
(8-suwret), olar ushin lishmiiyeshlik tensizligi orinli boladi, yagmy olardin
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galegen birewi, galgan ekewinin gosmdisinan kishi boladi: at+(3<y, aty<p,
P+y<a ham tegis muyeshlerinin gosmdisi 360° tan kishi boladi: a+p+y<360°.
Kop jagli muyesh tusinigi de usigan ugsas boladi (9-suwret).

5.2. Kopiaalilar

Itibar bergen bolsaniz, usi wagitga shekem kenisliktegi figura retinde bir qatar
denelerdin, atap aytqanda, kopjaghlardin gasiyetlerin uyrenip keldik. Bul kenis-
liktegi figuralardin dene dep atahwma sebep, olardi kenisliktin bazi bir materiyal-
hq denesi iyelegen ham maydan menen shegaralangan bolegi retinde suwretlew
mumkin. Tomendegi kopjaglilarga tiyisli bazi bir tusiniklerdi esletip otemiz.

Kopjagh dep tegis kopmuyeshler menen shegaralangan denege aytiladi.
(10-suwret).

Kopjaqgli, qalegen birjagijatgan tegisliktin bir tarepinde jatsa, bunday
kopjaqli dones kopjaqgli dep ataladi. 10-suwrette dones, 11-suwrette dones
emes kopjaglilar suwretlengen.

Qalegen dones kopjaglinm jaglan sanm 7, tobelerinin sanin U ham
gabirgalarinm sanin Q menen belgileyik. Bizge belgili bolgan kopjaglilar
ushm tomendegi kesteni toltirayiq:

Kopjaqlinin ati Y U Q
Ush muyeshli piramida 4 4 6
Tort muyeshli piramida 5 5 8 /4.
Ush muyeshli prizma 5 6 9
Tortmuyeshli prizma 6 8 12 4 /
Y n-muyeshli piramida n+l n+1 2n n >
«-muyeshli prizma n+2 2n  3n A i y;

Kesteden har bir kopjaqli ushin 7 + U - Q = 2 bolatugmligin
koriwimizge boladi. Malim boliwinsha, bul jagday barliq dones kopjaglilar
ushin duns boladi eken. Bum birinshiret 1752-jili shveycariyali matematik
Leonard Eyler amglagan.



Eyler teoremasL Iqtiyarli dones kopjaqli ushm: Y + U- Q =2 tenligi
ormli boladi,buljerde Y - kopjaglimhjaglan, 17-t6beleri, Q - gabirgalan
sam.

Bul teoremanm dalillewine togtamaymiz. Onnan tomendegi natiyjeler
kelip shigadi. Olardi Eyler teoremasinan paydalamp oz betinshe dalillen.

1- natiyje. Kopjaglmm tegis muyeshlerinin sam onm gabirgalannm
sanman eki ese kop.

2- ndtiyje. Kopjaghnm tegis muyeshlerinin sam hamme wagitjup boladi.

3- natiyje. Eger kopmuyeshliktin har bir tobesinen birdey k sandagi
gabirgalar tutassa, U k = 2Q tenligi orinli boladi.

4- natiyje. Eger kopjaglmm barliq jaglan birdey «-muyeshliklerden
turatugm bolsa, Y = 2Q tenligi onnh boladi.

5- ndtiyje. Kopjaglinm tegis muyeshlerinin gosindisi 360°(Y - Q) ga teh.

Jaglan bir-birine ten bolgan duns kopmuyeshliklerden ibarat ham har
bir tobesinen birdey sandagi gabirgalar shigatugin dones kopjaqli duns
kdpjaqli dep ataladi.

Malim boliwinsha, duns kopjaqlilar bes turli boladi eken (bum

ozbetinizshe tekserip korin). Bular tomendegiler: -
1M
Figurasi % @
g y—
Ati ham duns tetraedr Kub, Oktaedr Dodekaedr Ikosaedr
onm sipat- (tortjaqli) geksaedr  (segizjagli) (onekijagli) (jigirmajaqli)
lamasi (altijaqli)
Jaglan duris duris duns dims bes- duris
ushmuyeshlik tortmuyesh- ushmiiyesh- muyeshlik  ushmiiyesh-
lik lik lik
Jaglar sam 4 6 8 12 20
Qabirgalar 6 12 12 30 30
sam
Tobeler 4 3 5 20 1
sam
Har bir
tobeden
shigiwshi 3 3 4 3 5
gabirgalar
sam



Tarivxiv maslvwmatlar
Barliq duris kdpjaqglilar Ayyemgi Greciyada malim
edi. Evklidtin belgili «Negizler»inin X111 kitabi duris
kdpjaglilarga bagishlangan. Bul kopjaglilar kdbinese Pla-
ton deneleri dep ataladi. Ayyemgi Greciyamh ulli alimi Pla-
ton (b.e.sh 427-347-jillari) bayan etilgen alemnin idealist-
lik korinisinde bul denelerden tdrtewi alemnih tdrt elemen-
tine ugsatilgan: tetraedr - jalin, geksaedr - Jer, ikosaedr - suw, oktaedr
- hawa, al besinshi kopjaqli - dodekaedr putkil alem duzilisinih belgisi
(«besinshi negiz») dep atagan.

XVI11 asirde kdpjaglilar teoriyasina Leonard Eyler (1707-1783) salmagli
ules qosgan. 1758-jili dagazalangan duris kopjaghlardih tdbeleri, gabirgalari
hdmjaglarinih sam arasindagi baylamsi haqgindagi Eyler teoremasi ham omh
dalillewi kopjaglilar dunyasina tdrtip ornatti ham omh gozzal geometriyaliq
ozine tartiwshi tusiniklerin algebraliq kozgarastan bayan etti.

Temaga bavlanisli maseleler ham ameliv tapsirmalar

142. EKki tegislik arasmdagi muyesh 47°. Bul tegislikler kesilisiwinen pay-
da bolgan ekijagli muyeshlerdin gradusliq olshemin tabm.

143. Ekijaqli muyeshtin gradus olshemi 52° ga ten. Bul muyeshke qonsi
bolgan ekijagli muyeshtin gradus olshemi nege ten?

144. Tegis muyeshi 100° bolgan ekijaqgli muyeshtin jaglanna perpendiku-
lyar bolgan tuwn siziglar arasmdagi muyeshti tabm.

145. Qonsi ekijagli muyeshlerdin bissektorlan arasmdagi ekijagli muyeshtin
gradus oshemi nege ten?

146. A noqat, gradus olshemi 60° bolgan ekijagli muyeshtin bissektonnda
jatadi. Eger bul nogat ekijagli muyesh gabirgasinan 10 cm araligta
jatgan bolsa, onda ekijagli muyeshtin jaglanna shekemgi araliglardi
tabm.

147. A noqat, gradus olshemi 30° bolgan ekijagli muyeshtin bir jagma
tiyisli bolip, ekinshi jaginan 6 cm araligta jatadi. Bul nogattan ekijagli
muyeshtin gabirgasina shekemgi araliqgti tabin.

148*. A noqat, tuwn ekijagli muyeshtinjagqlarman 3 dm ham 4 dm araligta
jatadi. Bul nogqattan ekijaqli muyeshtin gabirgasina shekemgi araliqti
tabih.

149*. Duns tetraedrdin barliq ekijaqli muyeshlerinih ten ekenligin dalillen
ham olardin gradus olshemlerin tabih.

150. Tegis muyeshleri: a) 30°; 60°; 20°; b) 45°; 80°; 130°; c) 30°; 60°; 20°;



d) 20°; 60°; 70°; e) 76°; 34°; 110° bolgan ushjagli muyesh bar ma?
151*. Dones kopjaqgli muyeshtin barlig tegis muyeshlerinin qosindisi

360° tan kishi ekenligin dalillen.
152. Tuwn muyeshli parallelepipedte AB =5, AD=4 ham AAx=3 bolsa,

ABDXmuyeshin tabm (12-suwret).

153. Tuwri muyeshli parallelepipedte AB=A, AD=3 ham AAX=5 bolsa,
DBDXmuyeshin tabm(13-suwret).

154. 14-suwrette berilgen kubtagi DBH miiyeshin tabm.

155*. n tobesi bar bolgan dones kopjaglinm barlig tegis miiyehslerinin
qosindisi 360° (n- 2) ga ten ekenligin dalillen.

156*. Kopjaqli tegis miiyeshlerinin sam onm gabirgalan saninan eki ese kop
ekenligin dalillen.

157*. Kopjagqlmm tegis miiyeshleri sam har dayim jup boliwin dalillen.

158*.K6pjaqlinm tegis muyeshleri gosindisi 360° (Y - Q) ga ten boliwin
dalillen.

159. 15-siiwretlerdegi kublarda ajiratip korsetilgen miiyeshler olshemin

amglan.
@

b) kub jagmin orayman garama-qarsi jaginin orayina alip banwshi en
gisqajoldi korsetin (korsetpe: kubtih jayilmasinan paydalanm).

161. 17-siiwrette korsetilgen kenisliktegi figura duns kopjaqlibolama? Onm
beti neshe kvadrattan ibarat? Onm neshe tobesi ham gabirgasi bar?

162. 18-suwrette korsetilgen jayilmalardm qgaysi biri oktaedrge tiyisli?



163. 19-suwrette korsetilgen, kubga ishley sizilgan kopjaglinm: a) duris tet-
raedr; b) oktaedr ekenligin tiykarlan.

164. 20-suwrette  korsetilgen kopjaglilardm  tobeleri, jaglari ham
gabirgalarmin sanm aniglap, olardi Eyler tenlemesine qoyip tekserin.

165. Dones kopjaglimn har bir tobesinen ush qgabirga shigadi. Eger bul
kopjaglinm gabirgalari sam: a) 12; b) 15 ke ten bolsa, omn neshe tobe-
si ham jagi bar?

166*. 13jagi ham har birjagi 13 gabirgadan ibarat bolgan kopjaqli bar ma?

167. Dones kopjaglimn har bir tobesinen tort gabirga shigadi. Eger bul
kopjaglinm qgabirgalar sam 12 ge ten bolsa, onm neshe tobesi ham jagi
bar?

168. a) Duris tetraedr; b) kub; c) oktaedr; d) dodekaedr; e) ikosaedrdin
tobeleri, gabirgalari ham jaglan sanin tabm ham bul kopjaglilar ushm
Eyler tenlemesinih orinli bolatuginm tekserin.

169. Tobelerinin sam 8, gabirgalarinm sam 12 bolgan duris kopjaglimh
jaqlar sanin tabin ham onm atin amglan.

170. Tobelerinin sam 6, gabirgalarinm sam 12 bolgan duris kopjaglmih
tobeleri sanin tabin ham onm atin amglan.

171. Tobelerinin sam 10, gabirgalarinm sam 7 bolgan
kopjaglmih gabirgalar sanin tabin.

172. Tobelerinin sam 14, gabirgalarimn sam 21
bolgan kopjaglinm jaglar sanin tabin.

173.21-suwrettegi kopjaglinm 62 jagi ham 120 tobesi
bar bolsa, onm gabirgalarinm sanm tabin.



6. PRIZMA HAM ONIN BETI

6.1. Prizma ham onin kesimleri
Prizmalar menen tomengi klaslarda tamsgansiz. Sonday bolsa da, olarga
baylamsli bazi bir tusinikler ham qasiyetlerdi esletip otemiz.
Prizma dep eki jagi (ultam) ten n muyeshlikten, galgan n jaglan
parallelogrammlardan ibarat bolgan kopjagliga aytiladi (22-suwret).

Prizmanm gaptal jaglarmin ultanma perpendikulyar yamasa perpendi-
kulyar emesligine garap tuwri yamasa giya prizmalarga ajiratiladi. 23.a-
suwrette tuwri altimuyeshli prizma, 23.b-suwrete qiya ushmuyeshli prizma
korsetilgen. Tusinikli bolgamnday, tuwn prizmanin gaptaljaglan tuwn tort-
muyeshliklerden ibarat boladi.

a)

m4

Ultam duns kopmiiyeshlikten ibarat tuwn prizma duns prizma dep
ataladi (24-siiwret). Duns prizmanm qaptal jaglan bir-birine ten tuwn
tortmiiyeshliklerden ibarat boladi.

Prizma ultanmm ganday da bir nogatman ekinshi ultanma tiisirilgen
perpendikulyar, prizmanm biyikligi dep ataladi (23.b-siiwret).

Prizmanm diagonalhq kesimi dep, prizma ultanlarmm saykes diagonallan
arqali jiirgizilgen kesindige aytladi (24.a-siiwret). Prizmanin diagonalliq
kesimlerinin sani prizmamn bir ultaninm diagonallarmm sanma ten.

Prizmanm perpendikulyarlig kesimi dep, onin barliq qaptal
gabirgalarina perpendikulyar bolgan kesindige aytiladi (25-siiwret).



Dones «-muyeshliktin n™n  3* diagonah bar ekenligin esapga alsaq, n-
-3 poagi

Har bir diagonallig kesimde prizmanm eki diagonalm jurgiziw mumkin.
Demek, n- muyeshli prizmanm jami n(n-3) diagonali bar.

I-masele. Ushmuyeshli giya prizmanm qaptal gabirgalari arasindagi
araliglar, saykesturde 7cm, 15cm ham20 cm. Prizmaninenulkenmaydanga
iye bolgan gaptal jagman onm qarama-qgarsi gaptal gabirgasina shekemgi
araliqti tabin.

Sheshiliwi. Bizge malim, parallel tuwri siziglar arasmdagi araliq bul
tuwn siziglardm birewinin ganday da bir nogatman ekinshisine jurgizilgen
perpendikulyardin  uzinligma ten. Onda berilgen prizmanm ABC
perpendikulyarhq kesimi tareplerinih uzmligi, usi araliglarga ten boladi.
(26-suwret). Prizmanih en ulken maydanga iye bolganjagmda en ulken®*C=20
cm tarep jatadi. B"BXgabirgadcm, tegisligine shekemgi arahq ABC
ushmuyeshliktin BD biyikligine ten boladi. Onda Geron formulasi boymsha:

muyeshli prizma diagonallig kesimleri sam da

Sabc= Vp{p-a)(p-b){p-c), p=a+h+°,
_a+tb+c_ 7+15+20

=S =21,
P 2 2

=\21(21-7)(21-15)(21-20) =V21-14-6-1 =42,

Ekinshi tarepten, SAAC= D.
Bunnan, 42 =2c.mn yamasa BD =4,2 cm.
Juwabi: 4,2 cm. g
6.2. Parallelepiped ham kub

Ultanlan parallelogrammnan ibarat bolgan prizma parallelepiped
dep ataladi (27-suwret). Parallelepipedler de prizma siyaqgli tuwn(27.a-
suwret) ham qiya (27.b-suwret) boliwi mumkin.

o N T
7 7 1777

Parallelepipedtﬁliwmatobesine iye bolmaganjaqglan qarama-garsi
jaglari dep ataladi.



Parallelepipedtin
- 12 qabirgasi bar bolip, olardin har tortewi ten kesindilerden ibarat

(28.a-suwret),
- 6 iagi bar bolip, onin garama-garsi iaglan oz ara parallel ham ten

boladi (28.b-suwret),
- 4 diagonali bar bolip, olar bir nogatta kesilisedi ham kesilisiw

noqatinda ten ekige bolinedi (28.c-suwret),
- diagonallannm kesilisiw noqati, onm simmetriya orayi boladi

(28.c- suwret).
Tuwri parallelepipedtin  simmetriya kosheri (28.d-suwret) ham

simmetriya tegisligi bar (28.e-suwret).

Ultanlan tuwn tortmuyeshlikten ibarat bolgan tuwn parallelepiped
tuwri muyeshliparallelepiped dep ataladi (29-suwret).

Amg bolganmday, tuwn muyeshli parallelepipedtin barlig jaglan
tuwn tortmuyeshliklerden ibarat boladi.



Tuwnmuyeshli parallelepipedtin ush simmetriya kosheri (30-suwret)
ham ush simmetriya tegisligi bar (31-siiwret).
Tuwnmiiyeshli parallelepipedtin bir tobesinen shigiwshi ush gabirgasinm
uzmliglan, onm dlshemleri dep ataladi.
Qdsiyeti: Tuwnmuyeshli parallelepipedtih d diagonalmm kvadrati onm
olshemleri: a, b ham ¢ nin kvadratlarmih qgosindisma ten (32-suwret):
d2=a2+b2+c2
Olshemleri ten bolgan tuwnmuyeshli parallelepiped kub dep ataladi.
Bizge malim, kubtih barliq jaglan ten kvadratlardan ibarat boladi. Kub bir
simmetriya orayina, 9 simmetriya kosherine ham 9 simmetriya tegisligine
iye.
Joganda, prizmalardin bir gatar qasiyetlerin sanap otken edik. Olardin
bazilann 10-klasta dalillegen edik. Qalgan qasiyetlerinin dalili salistirmali
apiwayi bolganligi ushin, olardi oz betinizshe dalillew ushin galdirdiq.

6.3. Prizmanm qgaptal ham toliq beti

33-suwrette ABCDEAMBCMDE" prizmamh HHXham DD} biyiklikleri
korsetilgen. Bizge malim, duns prizmamh biyikligi, onm gaptal gabirgasina
ten boladi.

Prizmanm qaptal beti ( yamasa gaptal betinih maydam) onm gaptal
jaglan maydanlannm gosmdisina ten, al tolig beti gaptal beti ham eki ultan
maydanlannm qosindisma ten.  Stdig=Scgdd + 2Sutan

Teorema. Tuwti prizmamh qaptal beti, ultanmin perimetri menen
biyikliginin kobeymesine ten:
~gaptal ~ -“ultan

Dalillew. Berilgen prizmanm biyikligi h, ultanmih perimetri
P =AB +BC + ... +KA bolsm(34-suwret).Bizgebelgili, tuwnprizmamh



har birjagi tuwn tortmuyeshliklerden ibarat. Bul tuwri tortmuyeshliklerdin
ultam prizmamn saykes tareplerine, al biyikligi prizmanm biyikligine ten.

Demek, Scgid—=AB mh+BC ¢h+..+ KA sh=(AB+ BC + ... KA)- h=P-h.\Z\

Teorema. Qalegenprizmanmagaptalbeti, onm perpendikulyarkesiminin

perimetri menen qaptal gabirgasi uzmliglannm kobeymesine ten:
S =P/

Ddlillew. Perpendikulyar kesimnin perimetri P ga ten bolsin(35-suwret).
Kesim prizmam eki bolekke ajiratadi (36.a-suwret). Bul boleklerdin birin
alip, prizma ultanlann ustpe-ust tusetugin etip parallel koshiremiz. Natiyjede
jana tuwn prizma payda boladi (36.b-suwret), Bizge malim, bul prizmanm
gaptal beti, berilgen prizmanm qaptal betine ten. Onm ultam berilgen
perpendikulyar kesimnen ibarat bolip, gaptal gabirgasi / ge ten boladi.

Demek, joganda dalillengen teorema boyinsha: Scgdd =P el

Temaga bavlanish maseleler ham ameliv tapsirmalar
174. Tetraedrdin bir jaginin maydam 6 cm2bolsa, onm toliq betin tabin.
175. Oktaedrdin bir jaginm maydam 5,5 cm2bolsa, onm toliq betin tabih.
176. Dodekaedrdin birjaginin maydam 6,4 cm2bolsa, onm toliq betin tabih.
177. Kubtin toliq betinin maydam 105,84 cm2bolsa, onm har bir jaginm
maydanm ham gabirgasmih uzmligin tabih.
178. Oktaedrdin toliq betinin maydam32 V3 cm2 bolsa, onm har birjaginih
maydanm ham gabirgasinm uzmligin tabin.
179. Tuwrimuyeshliparallelepipedtihultanmihtarepleri 7:24 qatnasta, diagonalliq
kesiminin maydam 50 dm2 ga ten. Qaptal betinin maydanm tabin.
180*.Tuwri parallelepipedtin gaptal gabirgasi 1 m ge, ultanlanmh tarepleri



23 m ham 11 m ge ten. Ultan diagonallarmin gatnasi 2:3. Diagonalliq
kesimlerinin maydanm tabm.

181. Tuwri parallelepiped ultanmin tarepleri 3 ¢cm ham 5 cm, ultan
diagonallarmm biri 4 cm ge ten. Parallelepipedtin Kishi diagonallannm
biriultantegisligimenen60° limuyeshpaydaetedi. Onmdiagonallannm
uzinligin tabin.

182. Tuwn parallelepipedtin gaptal gabirgasi 5 m, ultanmm tarepleri 6 m
ham 8 m, ultan diagonallanmn biri 12 m ge ten. Parallelepipedtin
diagonallarm tabih.

183*. Ushmuyeshli duns prizmanm qgabirgasi 3 ke ten. Ultamnm tarepi ham
kosherdin ortasi argali tegislik jurgizilgen. Kesimnin maydanm tabin.

184. Ushmuyeshli tuwn prizmanm biyikligi 50 cm, ultanmm tarepleri 40
cm, 13 cm ham 37 cm. Prizmanm toliq betin tabin.

185*.37-suwrette korsetilgen birlik kubtan ultanmm tarepi 0,5 ke, gaptal
gabirgasi 1ge ten bolgan duns tortmuyeshli prizma oyip alindi. Kubtm
galgan boleginin toliq betinin maydanm esaplan.

186. Eger kubtin gabirgasi 1birlik arttinlsa, onm tolig beti 54 birlikke artadi.
Kubtin gabirgasin tabin (38-suwret).

187. ABCCBR Xqgiya prizmanm ultam ABC ten gaptalli ushmuyeshlik
bolip, bunda AB=AC=10cm ham BC=12 cm. Axtobesi A, B ham C
tobelerinen tendey araligta jatadi ham de AA; kesindisi 13 cm ge ten.
Prizmanm tolig betin tabin.

188. Duns tortmuyeshli prizmanm gaptal beti 160 ga, toliq beti 210 ga ten.
Prizmanm ultan diagonalin tabin.

189. Ushmuyeshli giya prizmanm qgaptal gabirgalan jatqan parallel tuwn
siziglar arasindagi aralig 2 cm, 3 cm ham 4 cm, al gaptal gabirgasi 5
cm ge ten. Prizmanm qaptal betin tabin.

190. Kub gabirgalan uzinliglanmh gosindisi 96 ga ten. Onm qaptal betin



191. 39-suwretlerde korsetilgen kopjaqglilardin tolig betin esaplan (barliq
ekijagli muyeshleri tuwnmuyeshler).

192. 40-suwretlerde korsetilgen kopjaglilardin tolig betin esaplan (barliq

193. Altimuyeshli duns prizmanm gaptal gabirgasi 8 cm, ultamnm tarepi 3
cm. Prizmamn barlig gabirgalan uzinliglannm gosindisin tabin.

194. Tortmuyeshli duns prizma ultanmm tarepi 6 cm, prizmanin biyikligi 5
cm. Onm diagonallig kesiminin maydanm tabin.

195. Ushmuyeshli duns prizma ultanmm tarepi 6 cm, gaptal gabirgasi 12
cm. Prizmanm gaptal betinin maydanm tabin.

196. 41-suwretlerde korsetilgen kopjaqglilardin tolig betin esaplan (barliq
ekijagli muyeshleri tuwrimuyeshler).

197. 42-suwretlerde korsetilgen kopjaglilardin tolig betin esaplan (barliq
ekijagli muyeshleri tuwnmuyeshler).

198*.43-suwrettegi uy ultammh olshemleri 6 m ham 8 m. Uydin bastirma
tobesi ultanma 45° li muyesh astinda giyalangan. Uy tobesi betinin
maydanm tabin.

159



199. Parallelepipedtin bir tobesinen shigiwshi gabirgalan, saykes turde, 6
cm, 8cm ham 12 cm. Parallelepipedtin barlig gabirgalari uzunliglannm
gosindism tabm.

200. Parallelepipedtin bir uliwma tobesine iye jaglannm maydanlan 6 cm2
12 cm2 ham 16 cm2 Parallelepipedtin toliq betinin maydanm tabin.

201*.Qabirgasi 3 cm ge ten bolgan kubtin har bir jaginan kese kesimi -
ultam 1 cm geten kvadratformasindagitesikleroyilgan(44-suwret).
Kubtin galgan boleginin tolig betinin maydanm tabin.

202*.Futboltobinmbetigabirgalari5 cm geten bolgan 12dunsbesmuyeshlik
ham 20 duns altimuyeshlikten ibarat (45-suwret). Futbol tobinm toliq
betin tabin. Top kvadrat santimetri 60 swm turatugin teriden islengen
ham onm 10 procenti tigiske ham brakqga shigiwi belgili bolsa, topga
jumsalgan terinin bahasin tabih.



7.PRIZMANIN KOLEMI

7.1. Kolem tusinigi

Kenislikte geometriyaliq denege tan bolgan gasiyetlerden biri, bul kolem
tusinigi bolip esaplanadi. Har ganday predmet (dene) kenisliktin ganday da bir
bolegin iyeleydi. Maselen, gerbish shirpinm qutisina qaraganda ulkenirek ormdi
iyeleydi. Bul boleklerdi oz ara salistirw ushm da kolem tusinigi gabil etiledi.

Kolem - kenisliktegi denenin tomendegi gasiyetlerge iye bolgan mugdarli
(sanli) korsetkishi bolip esaplanadi:

1. Har ganday dene on sanlarda anlatiwshi turagli kolemge iye.

2. Tendey denelerdin kolemi de ten.

3. Eger dene bir neshe bolekke bolingen bolsa, omn kolemi bolekleri
kolemlerinin gosindisma ten.

4. Qabirgasi bir birlik uzinligga ten kubtin kolemi birge ten.

Kolem - uzinlig ham maydan siyagli sanli olshemlerdin biri bolip
esaplanadi. Uzinlig olshem birliginin tanlap alimwina garap birlik (gabirgasi
birlik uzmhqga iye) kub tin kolemi 1 cm3 1 dm3 1 m3 ham t.b. kolem
birlikleri menen olshenedi.

Deneler kolemi turli usillar menen olshenedi yamasa esaplanadi.
Maselen, kishirek detaldin kolemin bolinbelerge (shkalaga) iye bolgan Idis
(menzurka) jardeminde olshew mumkin (46-suwret). Al, shelektin kolemin
birlik kolemge iye bolgan Idis jardeminde suw quyip, toltinw menen olshew
mumkin (47-suwret). Lekin, barlig denelerdin de kolemin bunday usil menen
olshep bolmaydi. Bunday jagdaylarda kolem turli usillar menen esaplanadi.
Tomende usi usillar haggmda togtap otemiz ham olardm bazilann dalillewsiz
keltiremiz.



7.2. Parallelepipedtin kolemi

Teorema. Tuwn muyeshli parallelepipedtin kolemi, omn ush olshem-
leri kobeymesine ten (48- suwret): V=acebec
Natiyje. Tuwn muyeshli parallelepipedtin kolemi ultanmm maydam
menen biyikliginin kobeymesine ten.(49-suwret): V=S eh.
Teorema. Qalegen parallelepipedtin kolemi, ultanmm maydam menen
biyikliginin kobeymesine ten (50-suwret): V =S eh.
Usi gasiyetjogandaginatiyjedenkelip shigadi. 50-suwrette berilgen
parallelepiped galay etip tuwn muyeshli parallelepipedke toltiriliwi

7.3. Prizmanm kolerni

Teorema. Tuwn prizmanm kolemi ultanmm maydam menen biyikligi-
nin kobeymesine teh (51-suwret): V=S «h.

Ddlillew. 1-jagday. Ultam tuwnmuyeshli ushmuyeshlikten ibarat tuwn
prizma berilgen bolsin (51.a-suwret). Bul prizmam ogan ten bolgan
prizma menen tuwrimuyeshli paralelepipedke shekem toltmw mumkin
(51.b- suwret).

Berilgen prizmanm kolemi, ultammn maydam ham biyikligi, saykes turde
V/'S ham h bolsa, payda bolgan tuwnmuyeshli parallelepipedtin kolemi,
ultanmm maydam ham biyikligi, saykes turde 2V, 2S ham h boladi.



Demek, 2V=2S mh yamasa V=S mh boladi.

2-jagday. Qalegen tuwn /7-muyeshli prizma berilgenbolip, omnultammn
maydam S, biyikligi h ga ten bolsm. Prizmanm ultam - n-muyeshliktin
diagonallan menen ushmuyeshliklerge, al ushmuyeshliklerdin har gaysisin
tuwmnuyeshli ushmuyeshliklerge boliw mumkin (52-suwret). Natiyjede,
berilgen prizmam shekli sandagi ultam tuwnmuyeshli ushmuyeshliklerden

ibarat tuwn prizmalarga ajiratiw mumkinligin amglaymiz. Bul prizmalardm
biyikligi h ga ten bolip, olardin ultanlarinm gosmdisi berilgen prizma
maydanma ten boladi: S = Sx+ S2+...+Sk

Berilgen prizmanm kolemi, om payda etiwshi ushmuyeshli prizmalar
kolemlerinin gosindisinan ibarat boladi:

V =Sji +Sh +...+Skh=(SI+S2+...+Sj) h =S ®h, yamasa V=S «h,
Teorema. iqtiyarli pritzmanm kolemim, ultamnm maydam menen
biyikliginin kobeymesine ten: V=S «h.

Bul teoremam 5.3-suwretten paydalamp, aldin ushmuyeshli prizma ushm

1- mdsele. Tuwri parallelepiped ultanmm tarepleri @ ham b ga ten bolip,
olar oz ara 30° li muyesh payda etedi. Eger parallelepipedtin gaptal betinin
maydam S ke ten bolsa, onm kolemin tabin.

©



Sheshiliwi: Parallelepipedtin biyikligin h penen belgileymiz (54-suwret).
Onda shart boymsha:

S = (2a+2b) h yamasah B

2(a+h)
Sags =absin30° =— .

ab absS

V=S, mh=—
2 2(a+b) 4(a+h)

O Temaga havlanisli maseleler ham ameliv tapsirmalar
203. 55-suwrette korsetilgen kopjaglilardm kolemin tabm.

@ R h- Ao

a) r b) C)

1,43 m

3x mm
8,3 cm 067 m 0,92 m 5X mm

204. 56-suwrette berilgen jayilmaga garap jasalgan Idistin kolemin tabin.



48cm

36 cm

205*, 57-suwret boyinsha masele duzin ham om sheshin.
206.58-suwrette keltirilgen dene 88 birlikkishi kublardan jasalgan. Denenin

tolig betintabin.

207. Tuwnmuyeshli parallelepipedtin jaginm maydam 12 ge hamogan
perpendikulyar bolgan gabirga uzinligi 12 ge ten. Parallelepipedtin
kolemin tabm.

208. 59-suwrette korsetilgen kenisliktegi figuralardan gaysilannm kolemi

209. Tuwrimuyeshliparallelepipedtin kolemi24 ge ten hambirgabirgasmin
uzmligi 3 ke ten. Parallelepipedtin bul gabirgasina perpendikulyar
jagmih maydanm tabin.

210. Tuwnmuyeshli parallelepipedtin kolemi 60 gaten hamjaglarman birinin
maydam 12 ge ten. Parallelepipedtin bul jagma perpendikulyar bolgan
gabirgasinm uzinligm tabin.

211. Tuwrimuyeshliparallelepipedtinbirtobesinen shigiwshiush gabirgasimn
uzinliglari 4, 6 ham 9 gaten. Ogan ten bolgan kubtin gabirgasm tabm.

212. Kubtin tolig betinin maydani 18 ge ten bolsa, onm diagonalin tabm.

213. Kubtin kolemi 8 ge ten bolsa, omn tolig betinin maydanm tabin.

214. Eger kubtm gabirgalari 1birlik arttmlsa, onm kolemi 19 birlikke artadi.
Kubtin gabirgasm tabin.

215. Kubtin tolig betinin maydam 24 ke ten. Onm kolemin tabih.,
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216. Kubtin diagonali \[\2 ge ten bolsa, onm kolemin tabin.

217. Kubtin kolemi 24-"3 ke ten bolsa, onm diagonalm tabin.

218. Birinshi kubtin kolemi ekinshisinen 8 ese ulken. Birinshi kubtin toliq
betinin maydam ekinshisinen neshe ese ulken?

219. Qabirgasi 30 cm bolgan kub formasindagi Idisqa (sisternaga) neshe litr
suw ketedi?

220. Tuwrimuyeshli parallelepipedtin bir tobesinen shigiwshi qgabirgalari
2 ham 6 ga ten. Tuwnmuyeshli parallelepipedtin kolemi 48 ge ten.
Parallelepipedtin usi tobesinen shigiwshi ushinshi gabirgasin tabm.

221. Tuwri parallelepiped ultanmm tareplerinin uzmligi 2”2 cm ham 5
cm, olar arasindagi muyesh 45° qga ten. Eger parallelepipedtin kishi
diagonali 7 cm ge ten bolsa, onm kolemin tabin.

222* Tuwri parallelepiped ultanmih a ham b tarepleri oz ara 30° li muyesh
payda etedi. Toliq beti S ke ten. Onm kolemin tabih.

223. Tuwri muyeshli parallelepipedtin olshemleri 15 m, 50 m ham 36 m.
Ogan ten bolgan kubtih gabirgasin tabih.

224. Ushmuyeshli tuwri prizma ultanmih tarepleri 29, 25 ham 6 ga, al
gabirgasi ultanmih ulken biyikligine ten, Prizmamh kolemin tabih.

225. 39-suwretlerde korsetilgen kopjaqglilardin kolemin esaplan (barliq eki
jagli muyeshler tuwri muyeshler).

226. 40-suwretlerde korsetilgen kopjaqglilardih kolemin esaplan (barliq eki
jaqli muyeshler tuwri muyeshler).

227. Tuwri parallelepipedtin ultanmih maydam 1 m2 bolgan rombtan ibarat.
Diagonallig kesimlerinin maydam saykes turde, 3 m2 ham 6 m2
Parallelepipedtin kolemin tabin.

228. 41-suwretlerde korsetilgen kopjaqglilardih kolemin esaplan (barliq eki
jaqli muyeshler tuwri muyeshler).

229. 42-suwretlerde korsetilgen kopjaglilardih kolemin esaplan (barliq eki
jagli muyeshler tuwri muyeshler).

230. Kenligi 3 m ham uzinhgi 20 m bolgan jolga galinlgi 10 cm bolgan
asfalt gqatlami jatgizildi. Jol ushm gansha kolemdegi asfalt jumsaldi?

231*. Qiya parallelepipedtin ultam - tarepi 1 m ge ten bolgan kvadrattan
ibarat. Qaptal gabirgalarmin biri 2 m ge ten ham ol ozi menen tutasgan
ultan tarepleri menen 60° li muyesh payda etedi. Parallelepipedtin
kolemin tabin.

232* Parallelepipedtin gqabirgalan - tarepi a gaten ham suyir muyeshi 60°
bolgan romblardan ibarat. Parallelepipedtin kolemin tabin.

233. Parallelepipedtin har bir gabirgasi 1 cm ge ten. Parallelepipedtin



bir tobesindegi ush tegis muyeshi suyir bolip, har biri 2a ga ten.
Parallelepipedtin kolemin tabin.

234* Parallelepipedtin bir tobesinen shigiwshi ush gabirgasmm uzmliglan

235.

236.

237.

238.

239.

240.

a, b, c gaten. a ham b gabirgalan oz ara perpendikulyar, ¢ gabirgasi
olardin har biri menen a muyesh jasaydi. Parallelepipedtin kolemin
tabin (60-suwret).

a) Ushmuyeshli; b) tortmuyeshli; c) altimuyeshli duns prizma ultamnm
tarepi a ham qaptal gabirgasi b boymsha kolemin tabin.

Tuwn parallelepiped ultanmm tarepleri a cm ham b cm ge ten bolip,
olar oz ara a muyesh jasaydi. Parallelepipedtin kishi diagonali d ga ten
bolsa, onm kolemin tabin.

Ushmuyeshli giyaprizmanm gaptal gabirgalan 15 m ge, olar arasmdagi
araliq 26 m, 25 haml 7 m ge ten. Prizmanm kolemin tabin.
Tortmuyeshli duris prizmanm diagonali 3,5 cm ge, gaptal jaginin
diagonali 2,5 cm ge teh. Prizmanm kolemin tabm.

Ushmuyeshli duris prizma ultammh tarepi a ga, al gaptal beti ultanlan
maydanlanmn gosmdisina ten. Onm kolemin tabih.

Altimuyeshli duns prizmada en ulken diagonallig kesimnin maydam
4 m2ga, eki garama-qarsi qaptal gabirgalan arasindagi aralig 2 m ge
ten. Prizmamh kolemin tabih.

241*Jeti marte kir juwilgannan keyin sabinnm olshemleri eki ese kemeydi

(61-suwret). Eger har kir juwganda birdey kolemdegi sabin sanp
etilgeni malim bolsa, sabm jane neshe marte kir juwiwga jetedi?

242*.Qiya prizmada qaptal gabirgalarma perpendikulyar ham barliq gaptal

gabirgalarm kesip otetugm tegislik jurgizilgen. Payda bolgan kesimnin
maydam Q, gaptal gabirgasi / ge ten bolsa, prizmamh kolemin tabm
(62-suwret).

243. Ushmuyeshli tuwn prizma ultanmih tarepleri 4 cm, 5 c¢cm, 7 cm

ge, al gaptal gabirgasi ultanmih ulken biyikligine ten. Prizmanm
kolemin tabin.

244. 63-suwretlerde korsetilgen kopjaghlardm kolemin esaplan.



245. Ushmuyeshli tuwriprizmaultanmm maydam 4 cm2qa, gaptaljaglarinm
maydanlan 9 cm2, 10 cm2 17 cm2qa ten bolsa, onm kolemin tabin.

246*.Prizmanm ultam ten gaptalli ushmuyeshlik bolip, omh bir tarepi 2
cm, galgan eki tarepi 3 cm ge ten. Prizmanm qaptal gabirgasi 4 cm ge
ten ham ol ultan tegisligi menen 45° muyesh jasaydi. Bul prizmaga
ten bolgan kubtin gabirgasm tabin.

247. Qiya prizma ultanmm tarepi a ga ten bolgan ten tarepli ushmuyeshlik.
Qaptal gabirgalardan biri ultanma perpendikulyar ham kishi diagonali
S ge ten bolgan rombdan ibarat. Prizmanin kolemin tabm.

248. Egertortmuyeshli tuwn prizmaninbiyikligi h, diagonallan ultan tegisligi
menen a ham p muyeshler payda etedi. Eger ultanmih diagonallan
arasindagi muyesh y ga ten bolsa, prizmanm kolemin tabin.

249* Kesimiultam 1,4m ham biyikligi 1,2 m bolgan ten gaptalli ushmuyesh-
lik formasindagi suw shigariwshi trubamn suw otkizgish quwatin
(Isaatta agip otetugin suw kolemi) esaplan. Suwdin agis tezligi 2 m/s.

250*. Temir jol astindagi topirag uyindisi trapeciya formasmda bolip,
onm tomengi ultam 14 m, jogargi ultam 8 m ham biyikligi 3,2 m.
1 km topiraq uyindisin qunw ushin, gansha kub metr topiraq kerek
boladi?

251*.Tarepi 3,2 cm ham qalinligi 0,7 cm bolgan duris segizmuyeshlik
formasindagi agash plitkasmih massasi 17,3 g. Agashtm tigizligin
tabin.



252. Olshemleri 30x40x50 (cm) bolgan tuwnmuyeshli parallelepiped
formasmdagi qutrdan ganshasin, olshemleri 2x3 X1,5 m bolgan mashina
kuzovma jaylastirrw mumkin?

253*.01shemleri 420 mm x 240 mm x 90 mm bolgan tuwnmuyeshli pa-
rallelepiped formasmdagr, trgrzlrgr 7,8 g/cm3 bolgan polat plitalardm
ganshasrn, juk koteriw quwatr 3 t bolgan juk mashinasrnda tasrw mum-
kin?

254, Olshemleri 250 mm x 120 mm x 65 mm bolgan tuwrrmuyeshli pa-
rallelepiped formasrndagr, trgrzlrgr 1,6 g/cm3 bolgan gerbishtin
ganshasrn, juk koteriw quwatr 3 t bolgan juk mashinasrnajuklew mum-
kin?

255*.01shemleri 820 mm x 210 mm x 120 mm bolgan tuwrrmuyeshli paral-
lelepiped formasrndagr, trgrzlrgr 7,3 g/cm3 bolgan shoyrn plitanr juk
koteriw quwatr 2t bolgan koterme kran jardeminde koteriw mumkin
be?

256. Boyr 105 m ham kese kesimi olshemleri 30 cm x 40 cm bolgan tuwrr
tortmuyeshlikten ibarat agashtan, boyr 3,5 m, eni 20 cm ham galmlrgr
20 mm bolgan gansha taxtay bolegi shrgadr?

257. Gerbishtin olshemleri 25 x 12 x 6,5 (cm). Eger 1 m3 kolemdegi
gerbishtin massasr 1700 kg bolsa, bir dana gerbishtin massasrn gramm-
larda anrglan.

258. Sanitariya normalarr boyrnsha, klastagr har bir ogrwshrga 7,5 m3hawa
tuwn keledi. Eger klass bolmesinin biyikligi 3,5 m ham ol 28 ogrwshrga
molsherlengen bolsa, klass bolmesinin maydanrn tabrh.

259*.Boyr 100 m, eni 10 m bolgan tuwrr tortmuyeshlik formasmdagr jerdin
galmlrgr 5 cm bolgan asfalt penen gaplaw kerek. Eger 1 m3kolem-
degi asfalttm massasr 2,4 tonna ham bir juk mashinasrnrh juk koteriw
guwatr 5 tonna bolsa, bul jerdi asfaltlaw ushrn neshe mashina asfalt
kerek boladr?

260*.0lshemleri 3 cm, 4 cm, 5 cm bolgan, tuwnmuyeshli parallelepiped
formasrndagr temir bolegine stanokta islew berildi. Bul jagdayda onrh
har bir gqabrrgasr birdey kemeyip, tolrg beti 42 cm2ga kemeygeni malim
boldr. Bul temir boleginin kolemi islew berilgeninen keyin qgansha
boladi?

261*.64.a-suwrette shoyrn truba kesimi korsetilgen. Suwrette berilgen
maglrwmatlartiykarrnda, bir metruzmlrgtagr bunday trubanrh massasrn
anrglan (shoyrnnrh trgrzirgr - 7,3 g/cm3.

262. Olshemleri 64.b-suwrette berilgen altrn plitkanrh massasr 12,36 kg
bolsa, onrh trgrzlrgm anrglan.



64 a) 3cm b)

10cm

25 cm
263*.Kanaldin kese kesimi ultanlan 10 m, 6 m ham biyikligi 2 m bolgan
ten gaptalli trapeciyadan ibarat (65-suwret). Suwdin agis tezligi 1 m/s
bolsa, bir minutta bul kanaldan gansha kolemdegi suw agip otedi?

264*.Qabirgasi 6 cm ge ten bolgan, mistan islengen kubtin har bir
jaginan kese kesimi - ultam 2 cm ge ten kvadrat formasmdagi
tesikler oyilgan (66-suwret). Eger mistm sahstirma tigizligi
0,9 g/cm3bolsa, kubtin galgan boleginin massasin tabin.

265. Tuwn muyeshli parallelepiped formasindagi metall blok ultanmm
olshemleri 7 cm ham 5 cm. Bloktin massasi 1285 g ham metaldm
tigizligi 7,5 g/cm3bolsa, bloktin biyikligin tabin.

266. 67-suwrette berilgen magliwmatlar tiykarmda garajdin kolemin
tabin.

267. Gul osiriletugin ulken tubek terenligi 2 fut, kenligi 12 fut ham uzinligi
15 fut bolgan tuwnmuyeshli parallelepiped formasinda. Tubektin
kolemin tabin ham kub metrlerde anlatm (1 fut = 30,48 cm).

268. Juk saglanatugin goyma 68-suwrette korsetilgen trapeciyali
prizma formasinda. Suwrette berilgen magliwmatlar tiykarmda



goymanin siyimliligm tabin.

269*. 69-suwrette qutinm olshemleri berilgen. Qutinm ultanlarmin 1 kvadrat
metri 1000 swm, gaptal gabirgalarmm 1kvadrat metri 2000 swm bolgan
materialdan islengen. Qutmi jasawda neshe swmlig material ketken?

270. Kubtin kolemi V ga ten bolsa, onm diagonalm tabm.

271. Ulken tuwnmuyeshli parallelepipedten 70-suwrette korsetilgendey
etip kishi tuwn muyeshli parallelepiped qirgip alingan. Berilgen
magliwmatlar tiykannda, payda bolgan denenin kolemin tabm.

272. 71-suwrette korsetilgen piramida kolemin tabih.

50 cm

273*.72-suwrette korsetilgen tuwnmuyeshli parallelepiped formasindagi
akvariumda gansha suw bar?
274* Tuwnmuyeshli parallelipiped formasindagi birdey akvariumlarga

73-suwrette korsetilgendey, har giyli gaddide suw quyilgan.Bul
akvariumlarga quyilgan suw kolemlerinih gatnasi ganday boladi?

275*. lzertlew. Karxana siyimliligi 1 litr, ultan olshemlerinin gatnasi 1:2
bolgan tuwnmuyeshli parallelepiped formasindagi usti ashiq qutilardi
islep shigarmagshi (74-suwret). Qutini unemli islep shiganw, yagmy
ogan ketetugm material en az boliwi ushin onih olshemleri ganday
boliwi kerek? (x ke turli manisler berip, qutimn kolemin tabih ham
olardi salistiriw menen sheshiwge unnip korin yamasa differencial
esap imkaniyatlarman paydalanm.)



276*. Mashqalali jagday. Geologlar tas tawip aldi ham onm kolemin
shama menen bolsa da amglamagshi boldi. Olar koljaninda tunpti ham
olardm Igtiyannda tas siyatugm ulken metall bak, bir neshe siyimliligi
belgisiz shelekler ham siyimliligi 1 litr Idis bar. Geologlar bul jumisti
galay ormlay aladi?

8. CILINDRDIN BETIHAM KOLEMI
8.1. Cilindrdin beti

Kenisliktegi figuralardm jane ahmiyetli tareplerinin biri - bul aylamw
deneleri bolip esaplanadi. Cilindr aylamw denelerinen biri bolip, omn menen
tomengi klaslarda tamsqgansiz. Cilindrdin gasiyetleri prizmanm qasiyetlerine
uqgsas bolganligi ushin, olardi izbe-iz uyrenemiz.

Tuwn tortmuyeshlikti bir tarepi dogereginde aylandmwdan Kkelip
shiggan dene cilindr ( tuwn dongelekli cilindr) dep ataladi (75-suwret).
Bul aylamwda tuwn turtmuyeshliktin bir tarepi qozgaliwsiz galadi. Om
cilindrdin kdsheri dep ataymiz. Tortmuyeshliktin bul tarepine garama
garsijatqan tarepinin aylamwinan paydabolganbet - cilindrdih gaptal beti,
al tareptin ozi cilindrdih jasawshm dep ataladi. Tuwn tortmuyeshliktih
galgan tarepleri bul aylamwda tendey eki dongelek payda etedi, olardi
cilindrdih ultanlan dep ataymiz (76-suwret).

Esletpe. Tuwn tortmuyeshlikti bir tarepi dogereginde aylandinwdan
kelip shiggan dene, negizinde tuwri dongelekli cilindr dep juritiledi. Al,
cilindr tusinigi ken maniste tomendegishe kirgiziledi.

Aytayiq, kenislikte tegis Fxfigurasi bazi bir parallel koshiriwde F2figuraga
otsin. Bul eki figura ham usi parallel koshiriwde bir-birine otken nogatlann
tutastinwshi kesindilerden ibarat dene cilindr dep ataladi (77-suwret).



Eger parallel koshiriw, tegis F} figura tegisligine perpendikulyar
bolsa, cilindr tuwri cilindr (78.a-suwret) dep, keri jagdayda qiya cilindr
(78.b-suwret) dep juritiledi.

78.c-suwrette korsetilgen Piza minarasi qiya cilindr formasmda.

Eger Fj figurasi dongelekten ibarat bolsa, cilindr dongelekli cilindr
dep ataladi.

Tuwn dongelekli cilindr gana aylaniw denesi boladi. Endi tuwn donge-
lekli cilindrler menen tamsip baramiz ham olardi qisqasha cilindrler dep
ataymiz.

Cilindrdin ultanlan oz ara ten dongeleklerden ibarat bolip, olar parallel
tegisliklerde jatadi. Cilindrdin bir ultam nogqatinan ekinshi ultan tegisligine
tusirilgen perpendikulyar onm biyikligi dep ataladi.

Bul parallel tegislikler arasindagi araliq cilindrdin biyikligine ten boladi.
Cilindrdin kosheri, onm biyikligi bolip esaplanadi.

Cilindrdinjasawshilanozaraparallel hamten boladi. Sonday-aq, cilindr
kosheri, jasawshilan ham biyikliginin uzinliglan oz ara ten boladi.

Cilindrdi onm kosherine parallel tegislik penen keskende, payda bolgan
kesim tuwn tortmuyeshlikten ibarat boladi (79.a-suwret). Onm eki tarepi
cilindrdin jasawshilan, qalgan eki tarepi saykes turde ultanlanmn parallel
xordalan boladi.



Atap aytganda, kosherlik kesimi de tuwn tortmuyeshlik boladi. 01
cilindrdih kosheri arqgali otken tegislik penen keskende payda bolatugm
kesim esaplanadi (79.b-suwret).

Kosherlik kesimlerinin diagonallan, ultanlarinm oraylarm tutastinwshi
kesindinin ortasi Q nogattan otedi. Sonin ushm, bul Q nogat cilindrdin sim-
metriya orayinan ibarat boladi (79.c-suwret).

Q nogattan otiwshi ham cilindr kosherine perpendikulyar bolgan
tegislik, cilindrdin simmetriya tegisliginen ibarat boladi (80-suwret).

Cilindrdin kosherinen otiwshi tegislikler de onm simmetriya tegislikleri
boladi (81-suwret).

1-masele. Cilindr kosherlik kesiminin maydam Q gaten bolgan kvadrattan
ibarat. Cilindr ultanmm maydanm tabin.
Sheshiliwi. Kvadrattin tarepi *Jg ga ten. Ol cilindr ultanmm diametrine

ten. Onda cilindr ultanmm maydam: S =nr2=k = ga ten. H

4
Teorema. Cilindrdin gaptal beti, ultan shenberinin uzinligi menen

jasawshisinm kobeymesine ten: Syn=2nrl.

Usi teoremam tomendegi 82-suwret tiykarmda oz betinizshe dalillen.



Natiyje. Cilindrdin tolig beti, onm gaptal beti menen eki ultan

maydanlannm gosindisina ten: Stdig= S cgdd + 2S uten yamasa
Stdig=2nrl +2nr2=2nr (1 +r).

Igtiyarlicilindr berilgenbolsin. Oninultanlarminbirineishley AXZ2...
AnxAn kopmuyeshligin sizamiz (83-suwret). Kopmuyeshliktin Au
A2 ..., Anx ham An tobeleri argali, cilindrdin ABBXAZB2 ..., An)Bnx ham
ArBn jasawshilarin jurgizemiz ham de jasawshimn basga Bx B2 ..., Bnl
ham Bntobelerin izbe-iz kesindiler menen tutastmp shigamiz. Natiyjede
AA2. AnAnNBB2.,.BnABn prizmam payda etemiz. Bul prizma berilgen
cilindrge ishley sizilgan prizma dep ataladi. Al, eilindr prizmaga sirtlay
sizilgan cilindr dep juritiledi. Eger prizma cilindrge ishley sizilgan bolsa,
onda prizmanm ultam cilindr ultanma ishley sizilgan boladi ham prizmanm
gaptal gabirgalan cilindr gaptal jagmda jatadi.

Bizge malim, eger prizma ultanma sirtlay siziw mumkin bolsa, prizmaga
sirtlay cilindr siziwga da boladi.

Usigan ugsas cilindrge sirtlay sizilgan prizma ham prizmaga ishley
sizilgan cilindr tusinikleri de kiritiledi (84-suwret). Eger prizma cilindrge
sirtlay sizilgan bolsa, onda prizmanm ultam cilindr ultanma sirtlay sizilgan
boladi ham prizmanm qaptal jaglan cilindrdin gaptal betine urinadi.

Belgili bolganmday, eger prizma ultanma sirtlay shenber siziw mumkin
bolsa, prizmaga sirtlay cilindr siziw da mumkin.

Dalillew. Kosheri 00, bolgan cilindr berilgen bolsin (85-suwret).
Ogan ishley*472... AnXAnB{B2... BnIBn ham sirtlay CxC2... CnlCn



D, D2... DnxDn prizmalardi sizamiz. Cilindr kolemin V, ishley ham sirtlay
sizilgan prizmalar kolemin VX ham \2menen belgilesek, onda W< V <
V2 qostensizligi onnli boladi. Prizmalar kolemi tomendegi formulalar
boyinsha tabiladi:

Vi=Saume + ¢/ ham V=381, 1, L el

Prizmalar ultan tareplerinin sam n di bargan sayin arttinp baramiz. Onda
ishley sizilgan prizma kolemi asip baradi, al sirtlay sizilgan prizmanin kolemi
kemeyip baradi. Egertarepler sam nsheksiz artip barsa, bul kolemlerarasindagi
panq nolge umtiladi. Cilindrge ishley ham sirtlay sizilgan prizmalar kolemi
jaginlagannan son berilgen cilindrdin kolemi sipatinda alinadi.

Bul jagdayda AYA2..An)Anham CIC2..C,_IC, kopmuyeshliklerdin

maydam, cilindr ultanmda jatqgan dongelek maydam S ke jaginlasadi.

Demek, V=Subm/. O

CH Temapa bavlanisli maseleler ham ameliv tapsirmalar

277. 86-suwrette keltirilgen cilindrlerdin gaptal ham tolig betin tabm.
c)

278. Cilindr ultanmm radiusi 6 cm, onm biyikligi 4 cm. Cilindr kosherlik
kesiminin maydanin esaplan.

279. Cilindr ultanmm radiusi 2 m, biyikligi 3 m. Kosherlik kesiminin
diagonalin tabm.

280. Cilindr ultanmm maydani 64 n cm2 onm biyikligi 8 cm. Cilindr
kosherlik kesiminin maydanm esaplan.

281. Cilindrdin kosherlik kesimi - maydam Q ga ten bolgan kvadrat. Cilindr
ultanmm maydanm tabin.

282. Cilindrdin kosherlik kesimi maydam 36 cm2 bolgan kvadrattan ibarat.
Cilindr gaptal betinin maydamn esaplan.

283. Cilindr kosherlik kesiminin maydam 4 ke ten. Onm qaptal betinin
maydanm tabrn.

284. Cilindrdin biyikligi 6 cm, ultaninm radiusi 5 cm. Cilindrdin kosherine
parallel bolgan ham onnan 4 cm araligtajurgizilgen kesimnin maydanm



tabin.

285. Cilindr ultanmm radiusi 2 ge, biyikligi 3 ke ten. Cilindrdin gaptal betinin
maydanm tabm.

286. Cilindr ultanmm shenberi uzmligi 3w ge, biykligi 2 ge ten. Cilindrdin
gaptal betinin maydanm tabm.

287. Cilindr jayilmasinm maydam 24n dm2 cilindrdin biyikligi 4 dm. Onm
ultanmin radiusm tabih.

288. Cilindr ultanmin radiusi 5 cm, onm biyikligi 6 cm. Cilindrdin kosherlik
kesiminin diagonalm tabih.

289. Cilindrdin biyikligi 8 dm, ultanmih radiusi 5 dm. Cilindr tegislik penen
sonday kesilgen, payda bolgan kesindi kvadrattan ibarat. Bul kesimnen
cilindr kosherine shekemgi arahqti tabin.

290*.87-suwrette berilgen cilindrdin kosherlik kesimine garap, onm qaptal
ham tolig betinin maydanm tabih.

291*.88-suwrette berilgen cilindrdin jayilmasma garap, onm gaptal ham toliq
betinin maydanm tabih.

292. Cilindr ultammn radiusi 3 cm, al biyikligi ultan radiusman 2 cm artiq.
Cilindrdin kolemin esaplan.

293. Cilindrdin kolemi 64 n cm3 biyikligi 4 cm. Cilindr ultanmih maydanm
esaplah.

294*.Cilindr formasindagi idisqga 2000 cm3 suw quyilganda, suwdih gaddi
12 cm di payda etti. Idisqa detal batinlganda, suw gaddi jane 9 cm ge
koterildi. Detal kolemin amglah ham juwapti cm3larda ahlatih.

295. Cilindr formasmdagi Idisga 3 litr suw quyilganda, suwdin gaddi 15 cmdi
payda etti (89-suwret). Idisga detal batirilganda, suw gaddi jane 4 cm ge
koterildi. Detal kolemin amglan ham juwapti cm3larda ahlatih,

296*.Cilindr formasindagi idisga 4 litr suw quyilganda, suwdm gaddi 20 cm di
payda etti (90-suwret). Idisga detal batirilganda, suw qgaddi jane 5 cm ge
koterildi, Detal kolemin amglah ham juwapti cm3larda ahlatih.

7f ]



297*.91-suwrette cilindr formasmdagi jol tegislewshi qunimasi korsetilgen.
Suwrette berilgenlerden paydalamp, ol bir marte aylanganda gansha
maydandagi joldi tegisleytuginm amglan.
(Esletpe: 1ft (fut) = 12 in. (dyuym) = 30,48 cm).

298*.92-suwrettegi suw sebiwge molsherlengen rezina trubanm ishki
diametri 3 cm, sirtqi diamerti 3,5 cm, uzinhgi 20 m bolsa, ogan neshe
lirt suw ketetuginm tabm. Eger rezinanm tigizligi 7 g/cm3 ekenligi
malim bolsa, bul rezina truba oraminm massasin tabih.

299*.93-suwrette gaptal beti yarim cilindr formasmda bolgan Idis berilgen.
Eger 1 cm2maydannm betin boyaw ushin 6 g boyaw talap etilse, bul
Idistm ham ishki, ham sirtgi bolegin boyaw ushin gansha boyaw kerek
boladi? Idisga neshe litr suw ketedi?



300*.Cilindr formasmdagi Idislardan biri ekinshisinen eki ese kenirek, lekin
ush ese tomenirek (94-suwret). Bul Idislardm gaysi birinin siyimlihgi
ulken?

301*.Ultanmm radiusi 5 cm, biyikligi 20 cm bolgan cilindr formasmdagi
apelsin sherbeti Idisinm ultanlan metalldan, al gaptal beti kartonnan
islengen (95-suwret). Eger 1 cm2metall bahasi 5 swm, 1 cm2karton
bahasi 2 swm bolsa, bul Idisti tayarlaw ushm neshe swmliq material
kerek boladi? idisqa gansha apelsin sherbeti ketedi?

302*.Ultanmm radiusi 1,5 dyuym, biyikligi 4,25 dyuym bolgan cilindr
formasindagi konserva bankasi berilgen (96-suwret). Bankanm toliq
beti ham kolemin tabm. Eger 1 cm2metall bahasi 5 swm bolsa, bul
Idisti tayarlaw ushin neshe swmliq material kerek boladi?
(Esletpe: 1in. (dyuym) = 2,54 cm.)

303*.Neft saglanatugm Idis (cistema) biyikligi 16 fut, ultanmm radiusi 10
fut bolgan cilindr formasinda. Eger 1 kub fut 7,5 gallonga ten bolsa,
bul cistemanm gallonlardagi siyimliligm amqlan. (Esletpe: 1 amerika
gallom = 3,785 litr. 1 amerika barelli = 42 amerika gallom =159 litr.)

304*.Fermerdin jamlgi bagi cilindr formasmda. Baktm biyikligi 6 fut,

ultanmih radiusi 1,5 fut. Baktin gellonlardagi siyimliligm amglan.
305. 97-suwrettegi magliwmatlardan paydalamp, korsetilgen kenisliktegi
deneler kolemin amglan.

b) c> 0,05 m d)

“Zam - R—|
306*.Cilindr formasindagi Idisga 6 cm3 suw quyildi. Idisga detall toliq
batinlganda, suw gaddi 1,5 ese koteriledi. Detall kolemin amglan ham
juwabin cm3larda korsetin.
307*.Cilindr formasmdagi ldistagi suwdin gaddi 16 cm. Idisqa ultanmih
diametn bul ldisga garaganda 2 ese kishi bolgan cilindr formasmdagi

ekinshi Idis batinlganda ondagi suwdih gaddi gansha boladi?
308. Birinshi cilindr kolemi 12 m3 Ekinshi cilindrdin biyikligi birinshi



cilindrge garaganda 3 ese ulken, al ultanmm radiusi 2
ese kishi. Ekinshi cilindrdin kolemin tabin.
309*.Cilindr formasindagi Idis ekinshisinen 2 ese biyik,

'h lekin 1,5 ese kenirek. Bul Idislar kolemlerinin gatnasm
esaplan.

310. 98-suwrette korsetilgen kenisliktegi figuranm
kolemin tabin.
311. 99-suwrette korsetilgen cilindr boleginin kolemin tabin.

a)

312. 100-suwrette korsetilgen cilindr boleginin kolemin tabin.
k) b)

313. Tuwn muyeshli parallelepiped ultanmm radiusi ham biyikligi 1 ge
ten bolgan cilindrge sirtlay sizilgan (101-suwret).Parallelepipedtin
kolemin tabin.



314. Tuwnmuyeshli parallelepiped ultaninm radiusi 4 ke ten bolgan
cilindrge sirtlay sizilgan (102-suwret). Parallelepipedtin kolemi 16 ga
ten bolsa, cilindrdin biyikligin tabin.

315. Tuwn prizmanm ultam Kkatetleri 6 ham 8 bolgan tuwnmuyeshli
ushmuyeshlikten ibarat, al gaptal gabirgalan 5 ke ten (103-suwret).
Bul prizmaga sirtlay sizilgan cilindrdin kolemin tabin.

316. Tuwn prizmanm ultam - tarepi 2 ge ten bolgan kvadrattan ibarat, gaptal
gabirgalan 2 ge ten. Bul prizmaga sirtlay sizilgan cilindr kolemin
tabin.

317. Tortmuyeshli tuwn prizma ultanmm radiusi 2 ge ten bolgan cilindrge
sirtlay sizilgan (104-suwret). Prizma gaptal betinin maydam 48 ge ten
bolsa, cilindrdin biyikligin tabin.

318. Duns tortmuyeshli prizma, ultanmm radiusi ham biyikligi 1 ge ten
bolgan cilindrge sirtlay sizilgan (105-suwret). Prizma qgaptal betinin
maydamn tabin.

319. Ushmuyeshli duns prizma, ultanmm radiusi \f3 ke ham biyikligi 2
ge ten bolgan cilindrge sirtlay sizilgan (106-suwret).Prizma gaptal
betinin maydanm tabin.

320. Ushmuyeshli duns prizma, ultanmm radiusi 2 V3 ke ham biyikligi 2 ge
ten bolgan cilindrge ishley sizilgan (107-suwret). Prizma gaptal betinin
maydanm tabin.



321. Altimuyeshli duris prizma, ultamnm radiusi s/3 ke ham biyikligi 2
ge ten bolgan cilindrge sirtlay sizilgan (108-suwret), Prizma qaptal
betinin maydanm tabin.

322*. 109-suwrette korsetilgen detaldih kolemin tabin.

323*.Uzmligi 10 m, ultanmm diametri 1 m bolgan cilindr formasindagi
trubanm sirtgi betin 1 mm qalmligtagi boyaw menen boyaw ushin
gansha boyaw kerek boladi?

324*.110-suwrette korsetilgen shiganagli trubanm: a) qaptal beti
maydanm; b) kolemin tabih (n~3 dep alm).

325*. Shoyin trubanm uzmligi 2 m, sirtqi diametri 20 cm. Truba diywalimh
galmligi 2 cm ham shoyinnm salistirmali tigizligi 7,5 g/cm3 bolsa,
onm massasin tabin,

326*.1ll1-suwretten paydalamp, giya cilindr ushin S «h = Q o tenlik orinli
boliwm tiykarlan.

327*.112-suwrette korsetilgen cilindr betinin A nogatman B noqatina alip
banwshi en gisqajoldin uzinligm tabih. (Korsetpe: cilindrjayilmasinan
paydalamh.)



Tarivxiv magliwmatlar

Abiw Rayxan Beruniydin «Astronomiya dnerinen
baslangish maghwmat beriwshi kitap» (gisgasha
«Astronomiya») atli shigarmasinm geometriyaga tiyisli
boliminde stereometriyaga kirisiw ushin kehisliktegi
figuralardih tomendegi tariypleri keltiriledi.

Kub-denelikforma bolip, nardamhzarigine ugsaydi,
alti tarepinen alti kvadratpenen shegaralangan.

Prizma - toligfigura bolip, gaptal tarepinen kvadrat
yamasa tuwri tdrtmuyeshlik formasindagi tegislikler
menen, tdmeni ham ustinen eki ushmuyeshlik penen
shegaralangan.

Beruniy bergen bul tariypindeprizmamhjekejagdayi,
yagmy ushmuyeshliprizmamh tdriypi keltirilgen.

Abiw Rayxan Beruniydih «Qonuni Masudiy»
kitabi 1037- jili jazilgan bolip, onda parallelepiped,
prizmamh kdlemlerin tabiw gagiydalari: «Eger dene
tdrtmuyeshli bolmasa yamasa basga turde bolsa,
onih olshemi tomendegishe: omh maydanin bilip al,
oni terehlikke kdbeyt, natiyjede kolem payda boladi»
tarizinde berilgen.

AbiwAliy ibn Sina «Donishnoma atli shigarmasinih
«Geometryahq denelerge baylamsli tiykarlar» babinda
denenih  ham ushmuyeshli prizmamh tariypin beredi

ham de eki prizmanih oz ara teh boliw shartlerin ba-
yan etedi. Ibn Sinaprizmani tomendegishe tariypleydi:

Giyosiddin
al-Koshiy

«Prizma eki ushmuyeshli tegisfiguralar ham tarepleri oz ara parallel ush

tegisfiguralar menen shegaralangan dene esaplanadi».

Giyosiddin Jamshid ibn Masud al-Koshiydih «Hisob kitobi» atli
shigarmasinda betlerdih maydanlarin ham denelerdih  kolemlerin
esaplawdih koplegen gagiydalari keltirilgen. 01 matematika, geometriya,
trigonometriya, mexanika ham astronomiya siyaqli panlerdi tereh bilgenligi
ushin, Ulugbektih itibarin ham hurmetine erisken.Al-Koshiykopmuyeshlikler
menen bir gatarda prizmalar, piramidalar, cilindrler, konuslar, kesik

konuslardi da izertlegen.

f .\
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9. BAPTITAKIRARLAWGA BAYLANISLIAMELIY SHInIGIWLAR

9.1. 2- test iumisi

1. Rubtin neshe simmetriya tegisligi bar?
A)8, B)9;, C)7; D) 10.
. Eger kub diagonallig kesiminin maydam 272 ge ten bolsa, omh kolemin
tabin.
A) 2"2; B)V7; C)4"2; D)5"2.
Tuwrimuyeshli parallelepiped ultaninm tarepleri 7 ham 24.
Parallelepipedtin biyikligi 8. Diagonallig kesimnin maydanm tabin.
A) 168; B) 1344; C) 100; D) 200.
. Duns tortmuyeshli prizmanm diagonali 4 ke ten bolip, gaptal jagi menen
30 muyesh payda etedi. Prizmanm gaptal betin tabin.
A) 16V2; B) 16; C) 18; D)18v2.
. Duns tortmuyeshli prizma ultanmih tarepi V2 ge, diagonali menen gaptal
jagi arasindagi muyesh 30° ga ten, Prizmanm kolemin tabin.
A) 8/2; B)4;, C)16; D)4"2.
6. Prizmamn barlig gabirgalannm sam 36 bolsa, onm neshe gaptal iagi bar?
A) 12; B) 16; C)9; D) 10.
. Qiya prizmamh gaptal gabirgasi 20 ga ten ham ultan tegisligi menen 30°
muyesh payda etedi. Prizmamh biyikligin tabih.
A) 12; B) 10"3; C) 10; D) 1072.
8. Ush muyeshli tuwn prizma ultanmih tarepleri 15, 20 ham 25 ke, gaptal
gabirgasi ultanmm biyikligine ten. Prizmamh kolemin tabin.
A) 600; B) 750; C) 1800; D) 1200.
9. Duns altunuyeshli prizmamh en ulken diagonali 8 ge ten ham ol gaptal
gabirgasi menen 30° muyesh jasaydi. Prizmamh kolemin tabih.
A) 72; B) 64; C) 76; D) 80.
10. Kosherlik kesiminih maydam 10 ga ten bolgan cilindrdin gaptal betinin
maydanm tabih.
A) 104; B)20w, C)30«y D) 15«
11. Cilindrdih biyikligi 8 ge, gaptal beti jayilmasinm diagonali 10 ga ten.
Cilindrdin gaptal betinin maydanm tabih.
A) 48; B) 48« C) 24, D) 48w
12. Tarepleri 2 ham 4 ke ten bolgan tuwn tortmuyeshlik, ozinin ulken tarepi
dogereginde aylanadi. Payda bolgan denenin toliq betin tabih.
A) 22n; B)23n; C)24n; D) 20n.
13. Cilindrdin gaptal betinin maydam 72 n ge ten ham ol jayilganda payda



14.

15.

16.

17.

18.

bolgan tuwn tortmuyeshlik diagonali ultani menen 45° muyesh payda
etedi. Cilindrdin ultanmm radiusm tabin.

A)5 B)4;, C)6; D)8

Cilindr ultanmm radiusi eki ese arttmlsa, onm kolemi neshe ese artadi?
A)4; B)2; C)3; D)G6.

Cilindrdin kolemi 1207t ge, gaptal beti 60jt ge ten. Cilindrdin ultanmm
radiusm tabin.

A)4;, B)5 C)6;, D)4;2.

Cilindrdin biyikligi 5 ke, ultanma ishley sizilgan duns ushmuyeshliktin
tarepi 3d3- ke ten. Cilindrdin kolemin tabin.

A) 257t; B) 35ji; C) 45ji; D) 40ji.

Cilindrdin kosherlik kesimi, diagonali 12 ge ten bolgan kvadrattan ibarat.
Onm kolemin tabm.

A) 10872, B)54-V2jt; C)3672J; D)216"2k%

Cilindrdin tolig beti 24jt ge, al gaptal beti 67t ge ten. Usi cilindrdin
kolemin tabih.

A)7jt; B) Iljt; C) 8jit; D) ort.

9.2. Maseleler

328. ABCDANB"CID* tuwn muyeshli parallelepipedte (113-suwret)

DCj-v40,D C -2, P ~d=10. Parallelepipedtin diagonalm tabin.

329. ABCDAXBXCX Xtuwn muyeshli parallelepiped. 114-suwrette berilgen

magliwmatlar boyinsha, BXCXgabrrgasinm uzinhgm tabih.

330. Tuwn prizmanm ultanivli?CD romb (115-suwret). Prizmanmdiagonalhq

kesimlerinin maydam 60 ham 80 ge, biyikligi 10 ga ten. Prizmanm
gaptal betin tabih.

331. Tuwn prizmanih ultam ABCD romb. Prizmanm diagonalliq kesimlerinin

maydam 24 ham 32 ge, biyikligi 4 ke ten. Prizmanm gaptal betin tabih.



332.

333.

334.

335.

336.

ABCDAXXC)D Xduris prizmada (116-suwret) Z.BXOB = 45°,
SOi=32(272+1). AD m tabin.

ABCDABXCXHOX duris  prizma (117-suwret) ZCDC = 60°,
St = 128(273 +1). AD m tabrn.

ABCDABXCX X tuwri muyeshli parallelepiped (118-suwret) DBt= 13,
DAX-3V17, DCX=4VTO0. Parallelepipedtin gaptal betinin maydanm tabrn.

ABCDAXBXCXY X tuwn muyeshli parallelepiped (119-suwret) AB = 6,
AD =8, DBX=9. Parallelepipedtin gaptal betinin maydanm tabin.

K noqati BC gabirgasmm ortasi (120-suwret). ABKABX Xprizma
koleminin ABCDAXRXCX Xparallelepiped kolemine gatnasm tabin.

337.N ham M noqatlan parallelepiped gabugalannm ortalan (121-suwret).

AABXDDXCM prizma koleminin ABCDAXBXCX X parallelepiped
kolemine gatnasin tabin.

338. Tort miiyeshli duns prizma gaptal betinin maydam 72 cm2qa, ultamnm

339.

340.

maydam 64 cm2qa ten. Prizmanm kolemin tabin.

Tort muyeshli duns prizma ultanmm perimetri 12 cm, gaptal jaginm
perimetri 18 cm ge ten. Prizmanm kolemin tabin.
Kub berilgen (122-siiwret). CM = MCXham ADM tegislik kubti eki

bolekke ajiratadi. Kubtin lilken bolegi koleminin kishi bolegi kolemine
gatnasin tabm.

341*. Kub berilgen (123-suwret). AO : OD =2:1 ham BB)O tegislik kubti

eki bolekke ajiratadi. Eger kubtm Kishi boleginin kolemi 6 ga ten bolsa,
kubtm kolemin tabm.

342* . Tortmiiyeshli duns prizmanm biyikligi 8 ge ten, diagonali ultan



tegisligine 45° muyesh jasap qiyalangan (124-suwret). Prizmanm
kolemin tabin.

343*.Tortmuyeshli duris prizmanm ultanmm tarepi 2°6 ga, diagonali ultan
tegisligi menen 30° muyesh jasaydi (125-suwret). Prizmanm kolemin
tabm.

HAA. Cilindrdin gaptal betinin maydam 91ji ge ten (126-suwret). Cilindr
kosherlik kesiminin maydanm tabin.

H5. Cilindrdin kosherlik kesimi, maydam 173 ke ten bolgan kvadrattan
ibarat (127-suwret). Cilindrdih gaptal betinin maydanm tabin.

HA6. Cilindrdin biyikligi 24 ke, kosherlik kesiminin diagonali 26 ga ten.
Cilindrdin kolemin tabih.

347. Cilindr kosherlik kesiminin maydam 10 ga ten. Ultan shenberinin
uzmligi 8 ge ten. Cilindrdin kolemin tabih.

HA8. Cilindrdin radiusi 3 ke, gaptal betinin maydam 200 ge teh. Cilindrdin
kolemin tabin.

9.3. 2-qadagalavv iumisinin ulgisi

1. Ekijagli muyeshtin A nogati onm gabirgasman 10 cm, jagman 5 cm
araligta jaylasgan. Ekijaqli muyeshtin gradus olshemin tabin.

2. Altimuyeshli duns prizmanin barlig gabirgalan 2 ge ten bolsa, onm
tolig betinin maydanm tabih.

3. Ultanmm diamerti 18 m ham biyikligi 7 m bolgan
cilindr formasmdagi cistema neft penen toltmlgan. Eger
nefttin tigizligi 0,85 g/cm3bolsa, bul cistemadagi nefttin
massasi neshe tonna?

4. Har bir gabirgasinm uzinligi 4 cm ge ten bolgan
duns altimuyeshli prizmaga ishley sizilgan cilindrdin
kolemin tabin.

5. (Jagsi dzlestiretugin ogiwshilar ushin gosimsha

masele.) 128-suwrette olshemler mm lerde berilgen
detaldin toliq betin ham kolemin tabih. 300



Trigonometriyahq funkciyalardin juwiq manislerinin kestesi

A
0°
10
20
s
40
5e
6°
70
g°
o
10°
11°
12°
13°
14°
15°
16°
17°
18°
19°
20°
21°
22°
23°
24°
25°
26°
27°
28°
29°

siny4
0
0,0175
0,035
0,05
0,07
0,09
0,10
0,12
0,14
0,16
0,17
0,19
0,21
0,23
0,24
0,26
0,28
0,29
0,31
0,33
0,34
0,36
0,37
0,39
0,41
0,42
0,44
0,45
0,47
0,48

tg”
0
0,0175
0,035
0,05
0,07
0,09
0,11
0,12
0,14
0,16
0,18
0,19
0,21
0,23
0,25
0,27
0,29
0,31
0,32
0,34
0,36
0,38
0,40
0,42
0,45
0,47
0,49
0,51
0,53
0,55

A
30°
31°
32°
33°
34°
35°
36°
37°
38°
39°
40°
41°
42°
43°
44°
45°
46°
47°
48°
49°
50°
51°
52°
53°
54°
55°
56°
57°
58°
59°

sin 4
0,50
0,52
0,53
0,54
0,56
0,57
0,59
0,60
0,62
0,63
0,64
0,66
0,67
0,68
0,69
0,71
0,72
0,73
0,74
0,75
0,77
0,78
0,79
0,80
0,81
0,82
0,83
0,84
0,85
0,86

tg”
0,58
0,60
0,62
0,65
0,68
0,70
0,73
0,75
0,78
0,81
0,84
0,87
0,9
0,93
0,97
1,00
1,04
1,07
111
1,15
Uuo
1,23
1,28
1,33
1,38
1,43
1,48
1,54
1,60
1,66

A
60°
61°
62°
63°
64°
65°
66°
67°
68°
69°
70°
71°
72°
73°
74°
75°
76°
77°
78°
79°
80°
81°
82°
83°
84°
85°
86°
87°
88°
89°

sin 4
0,87
0,87
0,88
0,89
0,90
0,91
0,91
0,92
0,93
0,93
0,94
0,95
0,95
0,96
0,96
0,97
0,97
0,97
0,98
0,98
0,98
0,99
0,99
0,992
0,994
0,996
0,998
0,999
1,00
1,00

tg”
1,73
1,80
1,88
1,96
2,02
2,15
2,25
2,36
2,48
2,61
2,78
2,90
3,08
3,27
3,49
3,73
4,01
4,33
4,71
5,15
5,67
6,31
7,12
8,14
9,51
11,43
14,30
19,08
28,64
57,29



JUWAPLAR

1- bap juwaplan
3.A(5; 7; 10), B(4; -3; 6), C(5; 0; 0), D(4; 0; 4), E(0; 5; 0), F(0; 0; -2). 6. (3; 2; 0),
(3; 0;4), (0;2; 4). 8.V26. 9. a) 3, 3, 3; b) 3<2, 3<2, 3<2; ¢)3V2.10.2, 3,1.1L (3; 3; 3),
(-3;33),(3:-3;3),(3: 3 3), (3, 3: 3), (3, 3, 3), (3: 3, 3), (3,3, —3). 12. 0(0; 0; 0),
B(2; 0; 0), A(2; 2; 0), C(0; 2; 0), 0,(0; 0; -2), B,(2; 0; -2), AX2; 2; -2), Q(0; 2; -2).
13. D noqgati. 14. 3V6. 15. joq. 17. c) ten qaptalli, P=6 (1+V3), 5 = 9V2
18. (-0,25; 0,25; 0). 19. A(l; -1; 1), ~N(@Q; L -1), 5,(-1; 1, -1), D.,(; -1; -1).
21.x2+Q+22=25, x2+y2+22<25. 22. (x-1)2+(y-2)2+(z-4)=9; (jc-1)2+ (y-2)2+ (z-4)=<9.
23. (x+2)2+(y-3)2+(z-4)2=9. 25. 1)(0; 1; 0); 2) (1; 1;( 1); 3) ](-%}\O; 2), 4) (-0,7; 0,1; 0,6);

5 (2v3; 15; 1). 28. ,4(5;-4;0), B(-1;5;6), 31. K 0;-5 i~ 32. a) 2>(-1; -3; -9).
y

33.a) M (-1; 2; 0); ¢) M(3;”; 0). 35.5 (MW ;f). 36. 37. a) V2; b) 30°; 30°; 120°; c)
2V3.38. M K=", 39. M5; 4; 10), 5(4; -3; 6), C(5; 0; 0),0(4; 0; 4). 40. OA=(l; 1; 1),
OB=(-1, 0; 1), CC=(0; L 1), 50 =(1; 0; -1), CO=(0; -1; -1), AB =(-2; -1; 0).
42. a) AB =(2; 5; 3), b) AB=(4; -6; 2). 43. [a|=V3; [6]=2V5, |c|=VI4, |5]=V30. 44. £3.
45. a) a(3; 6; -3), b) a(-3; -6; 3). 46. a) 1 yamasa-1; b) 3 yamasa-1; ¢) 2 yamasa-4; d) 3
yamasab5/3.48.0(-2;0;1).50.n=";m=|.52.a)0(3;0;0),56.c(-3;1;8),|c|=V89;2)c(4;5;5),
lc|=Vv66. 57. c(-3; 4; 0), [c|=5; 2) c(0; 2; 6), |c|[=2VIO. 59. a=1-j+k, b=2j-4k,
~c=21+3j-k, d=1+2j+5k. 60. Vb9, V219, VI22, VII8. 63. AC = AO + OC = 4i + 2k
AC(-4; 0;2); CB=CO +0B =2k +9,CB(0; 9 2); AB =A0 + OB =-4i + 9],
AB(-4; 7;0). 65. ~180iV. 66. a) 60°; b) 30°; c) 90°; d) 60°; €) 45°. 67. &) -6; b) 3; c) -6; d) 3.
68. a) 40°; b) 140°; c) 150°. 69. a) 30; b) 3; c) 15; d) -28. 70. a) 1/3; b) -1; c) 2; d) 4.
71.a) 16. 75.a) 1;b) 0. 76.BF=2(DO-DC). 11. +(2AC-AB ). 78. ~(AB +AC)-AD .

83.a) (1;-1; 7); b)(-2; 3; 1;c) (0;-4; 4). 84.p(-1; 5; 3). 86.B(-8; 4; 1). 88. (2; -5; 9);
(2;—2;7); (6;-12; 2). 93. Oxztegisliginesahstirganda. 100.(0;-3; 1). 106.a)36¢cm;b)48cm;
c) 6 cm; d) 4 cm. 110. a) B (-5; 1,5; 12,5); b) 5(5; -7,5; -12,5); ¢) 5(-0,5; 0,75; 1,25);
d)5(0,5;-0,75; -1,25). 111.a)5(-2,5; 1;3); b)5(- 7; 2; 6). 112.a) 0X0; 0; 0),Aj-4; 0; 0),
5M0;-4; 0), C, (0;0;-4); b)0,(4; 0;0),4,(4; 0;0),5,(-4; 8;0), C, (-4; 0; 8). 115. (2;-3; 3).
116.-3.117. (7; 1;2). 118. (1; -2; 3). 119. (-1; -2; -3). 120. (1; 2; -3). 121. (-2; -3; -5).
122.D(0; 9;-7). 123. C(2; 0;-8). 124. 19.125. (-7; 7;-7). 126. (1; 2; 1). 127. (-2; 7; 1).
128.+2.129.+3.130.13.131.10.132.9.133.0.134.-2.135.1.136.4.137.90°. 138. 4.
139.-4.140.-2; 4.141.Si +9j-4 k.
1- test jumismin juwaplan

2 3 45 6 7 8 9101 1213141516 17 18 19 20 21 22 23 24 25
DDBDBBAADBBBCACBDACBCDDTC
1-

gadagalaw jumisinm juwaplan
N(1;2;-3); 2)13; 3)4; 4)90"; 5)1.

1
c

189)



2- bap juwaplan

142.47°, 133°, 47°, 133°. 143.128°. 144. 80°. 145. 90°. 146. 5cm, 5cm. 147.12 cm.
148. 5 cm. 152. 45°. 153.45°. 154. 80°. 159. 60°, 45°. 165. a) 4, 10; b) 5, 12.166. Yo’q.
170. 6, kub. 171. 15 ta. 172. 9 ta. 173. 180 ta. 174. 24 em2 175. 44 cm2. 176. 76,8 cm2
177. 17,64 cm. 178. 4V3cm2,4 cm. 179. 124 dm2 180. 20 m2 30 m2 181. 8 cm, 8 cm.
182. 13cm, 9 cm. 184. 4500 cm2 185. 7,5. 186. 4. 187. 480 cm2 188. 5"2.
189. 45cm2 190. 144. 191. a)18; b)76; c) 110; d) 132; e) 48; f) 96; g) 124.
192. a)146; b) 126; c) 108; d) 146. 193. 84 cm. 194.372 cm2 195. 216 cm2
196. a) 58; b) 62; c) 94. 197. a) 38; b) 92; c) 48. 198. «68 m2 199. 104 cm.
200. 68 cm2 201. 78 cm2 204. 5120 cm3 207. 144. 209. 8. 210. 5. 211. 6. 212. 3. 213.
(S-ab)ab
A(a+b) -
223. 30 m. 224. 1200. 225. a) 4;b) 40; c) 71; d) 88; e) 18; f) 33; g) 78. 226. a) 90; b)
77; ) 54; d) 96. 227. 6 m3 228.a) 21; b) 26; c) 58. 230. 6 m3 231. 42 m3 232.
233. 2Vsin3asinza. 234. abcV-cos2a. 235. a) N /L b) aXk; ¢) 3~ . 237. 3060

m3 238. 3 cm3 239. 0 240. 373 m3 241. 1 marte. 243. 24 cm3 245. 12 cm3 246. 2 cm.

24. 214. 2. 215. 8. 216. 8. 217. 72. 218. 4. 219. 27 litr. 220.4. 221. 60 cm2 222.

247. ac4l2a2-3c2' 248. 249. 6048 mdsaat. 250. 35200 m3 251. 0,5 g/cm3.

252. 150. 253. 42. 254. 961. 255. 13. 256. 90. 257. 3315 g.

258. 60 m2 259.24. 260.24 cm3. 261. 1927,2 g. 262. 1927,2 g. 263. 960 m3 264. 144 g.
265. 19,3125 g/cm3 266. 440 m3 267. 0,0127 m3 271. (y+w+z)yx. 274. a:b:c.
277.2407tcm2,280ticm2 278.48 cm2 279. 5¢cm. 280.128 cm2 281. nQ/4. 282.3671cm2

283. 471 284. 36 cm2 285. 124. 286. 64. 6. 287. 3 dm. 288. 234 cm. 289. 3 dm.
290. 200w, 250w 291. 50, 50 +50/t1 292. 45t cm3 293. 16n cm2 294. 1500 cm3.
295. 800 cm2 296. 1000 cm2 297. 5574 cm2, 1824 cm2 298. 1375t cm3 11,375 kg.
299. 141900 g, 310860 cm2 300. Birinshisinin. 301. 2041 so‘m, 15700 cm2
302. 349,45 cm2 492 cm3 1747 so‘m. 303. 37680 gellon. 304. 318 gellon. 306. 3 cm3
307. 4 cm. 308. 9 m3 309. 1,125. 311. a) 45ti; b) 3,751y ¢) 1444. 312. a) 14n; b) 937,54.
313. 4. 314. 0,25. 315. 125« 316. 44. 317. 3. 318. 8. 319. 36. 320. 36. 321. 24.
322. «30 m3 323. «3000 cm3 324. a) «1050 cm2; b) «2250 cm3 325. «162 kg. 328. 7.
329. 4. 330. 200. 331. 160. 332. 4. 333. 8. 334. 168. 336. 1/3. 337. 1/3. 338. 144 m3
339. 56 em3 340. 6. 341. 2. 342. 256. 343. 96. 344. 91. 345. 173 7. 346. 600t1 347. 20.

348. 300.
2- test jumismin juwaplan

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
B AAD A B A CCAAATCTCAATCAD

2- qadagalaw jumismin juwaplan
1)30°; 2)243+24; 3)1513/; 4)647tcm3 5) 35 dm2 6,5 dm3

Esletpe. Geometriyaga baylamsli qiyimraq maselelerdin tartip nomerijuldizsha
menen, uyde orinlaw mdslahat etilgen maseleler gizil rehde berilgen.
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