






























































































































































































































































































































ментларини тескари матрицанинг биринчи устун мос 
элем ентларига  к^пайтириб, мос равишда Е  магрииа- 
нинг биринчи устун элем ентларига  тенглаш тирилади, 
с^нгра у ш б у  тенгламалар  системаси ечилааи:

# 11*11 +  #И **21 +  #13^31 +  • • • +  й\пХп\ =  Ь
# 21*^11 "Ь # 22*21 “t" #28*81 “Ь • •
# 8 1 * 1 1  “ Ь  # 8 2 * 2 1  "4“ # 3 3 * 8 1  +  • •

+ - о .
+ «3 Л 1 - о ,

+ аппх п\ - 0

(8)

Ечиш ж араёни  Гаусс усули буйича амалга ош ирилади. 
Агар А  матрицанинг биринчи ва * оказо  carp  элем ект-  
лари тескари  матрицанинг иккинчи устун элем енглари- 
га купайтирилса, (8 ) системага ухш аш  чизик^и тенг- 
ламалар системаси ^осил булади. Система Гаусс усули 
ёрдамида ечилса, тескари матрицанинг иккинчи устун 
элементлари аникланади. Х удди ш ундай жараён п м ар ­
та такрорланиб, тескари матрицанинг барча устун эле- 
ментлари аницланади. Бери лган  матрица махсус бул- 
маганлигидан, ягона тескари матрица м авж уддир. Бу эса 
хосил цилинган барча чизицли тенгламалар системалари 
ягона ечимга эга эканлигига олиб келади . Ечилаётган 
барча чизикли тенгламалар системасининг .%аммаси *ам 
бир хил коэф ф иц иентларга  эга булиб, факат улар уза- 
ро унг томонларидаги озод  ^адлари  билан ф арклан а-  
дилар Бу системаларни Гаусс усули билан ечаётганда  
системанинг коэффициентларини бир марта узгартириш  
етарлидир. Д ем ак ,  барча системаларни бирданига е чиш 
учун у нг томонларидаги элементларнинг ^аммасини 
бирданига ёзиб, барча системаларни бирданига ечиш 
мумкин.

6 - § .  М усбат  ан и ц л ан ган  си м м е гр и к  м атри ц ам и  
чи зи кл и  т ен гл ам ал ар  систем аси  учун  
к в а д р а т  и л д и зл ар  усули

Бизга  мусбат аникланган симметрик матрицали чи­
зикли

А Х - В  (1)

тенглам алар  системаси берилган булсин. У ш бу систе- 
мани ечиш икки босцич: тутри ва тескари юриш бос- 
кичларида амалга оширилади.

Т ^ г р и  ю р и ш . А матрицани иккита узаро транспо-

т
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нирланган учоурчакли  м атрицалар  к у п ай тм аси  к у р и -  
ниш ида ёзайлик , яъни

А  =  7 1 • Г, (2)
б у  ерда

^11 t\2 • • • ^1/2 ~*11 0 . . .  0  -

7’= 0 ^22 • • • *2п , Г1 - Л 2 ¿22 . . .  0

_ 0 ®  ̂плА _ ̂1/2 . . .

Т 1 ва Т  матрицаларни к^пайтириб, А  и а т р и ц а г а  тен г -  
лаш  натиж асидэ ном аълум ларни топиш  у ч у н  куй и - 
даги  формула-чарга эга буламиз:

Ьп — ] / аи  , — У- ( / >  1 )»
*н

*и — у аи — 2

I-
ап ~  2  / «

—

(1  < * ' < « ) .

1-1 
2 '*=|

(3)

( * < / ) .

/ 2/ =  0 , агар  ¿ > /  булса .

Г 1 ва Т- матрицалар  аницлангандан  кейин, ( 1 ) си сте -  
мани унга эквивалент булган  иккита

ва

Г 1 • Г  — В  

Т Х  — У

(4)

(5)

учбурчакли  матрицали чизикли тен гл ам ал ар  система- 
сига алм аш тирам из Ё ки  у ш б у  чизицли те н гл ам а л а р  
системасини ёйиб ёзсак :

<нУ1 

зУ 1 +  ¿2»Уз

¿ 1,

'3» (6)

* Биринчи кадамдаёц квадрат иллиз чикканлиги сабабли ушбу 
усул к в а д р а т  и л д и з л а р  усули дейилади.

11— 185 161
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* « •* 1  +  * 12*2 +  .  .  .  +  *хпХ п  =  Уи  
¿ п х г *1“  • • • " Г  пх п =  У%'

*«пх п =  У"

(7)

каби булади.
Т ескари  ю р и ш . Ю кори да  келтирилган  (6 ) ва (7) 

чизицли тенглам алар  системасидан кетм а-кет

*к,У„
Ь\

У\ в  У* =1и

х„ =  т 2-, х,-*пп

и.

УI— 2  '» •**к=1+1

*11

( г > 1 ) (8 ) 

(9)

н о м аъ лум ларн и  топамиз.
У ш бу баён этилга-н усул  юкорида кури лган  усу л -  

ларга Караганда анча цулай ва теж ам лиди р . Л екин бу 
усулни  симметрии булмаган матрицали ч и зи ^ л и  т е н г ­
лам алар  системасигл турридан-турри цуллаш мумкин 
эмас. Шуни айтиб утиш керакки ,  ^аки^ий  аи  коэф ф и- 
ц и ентларда  ¿у лар  м ав^ум  сонлардан иборат  б ули ш и  
мумкин. Бу усу л  ш ундай  лол лар д а  *ам у р и н ли  б у ла -  
веради .

7 -§ .  Ч изи цли  т е н г л а м а л а р  си с те м ас и  у ч у н  
и тер ац и я  у су л и  (к е т м а -к е т  я ц и н л а ш и ш  
усу л и )

У ш б у

&\\Х\ “Ь # 12*^2 Н" • • •  +  а \лХП —
# 21^1 “Ь # 22*2 “1“ • • •  “Ь ^2пХП шт # 2» л+и

“Ь #я2*^2 4“ &ппх п =  #Л» Л+1

( 1)

чизикли  тен глам алар  системасини ечиш талаб  этилган 
булси н . ( 1 ) системани куй идаги  матрица к у р и н и ш и д а  
ёзам и з:

А Х  — В, (.2)
бу ерда
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А  матриданинг ди агон ал  элем ентлари  н олд ан  ф ар к л и  
д е б  ф араз  килайлик (а к с  ^ о л д а  йулЛарнинг Урнини а л -  
маш тириш  натиж асида бунга эриш иш  м ум кин),  я ъ н и  
аа Ф  О (I — 1 , 2 . . .  га) булсин.

( 1 ) системанинг биринчи тенглам асин и х ,  н о м а ъ л у м -  
га  нисбатан, иккинчи тенгламасини х 2 н о м а ъ л у м га  нис- 
батан ва *оказо  ечам и з . У *олда  (1) система! а э к в и ­
в ален т  булган  куй идаги  системага  эга  булам из:

Х \ —  +  * 1 3 * 2  +  ^ З ^ З  +  .  • • +  а ХпХ П>

х г —  Рг +  *21 к \  +  а 2з*з +  • . .  +  а 2пх ч» (3)

х п =  Ря +  а /г1-*1 +  а п2х 2 +  • • - +  а ч» п - 1 -*^-1» 

б у  ер д а

61 г, аЧЯц —  0 ,  а у  =
аП <гц

(3) н о р м а л  к у р и н и ш г а  к е л т и р и л г а н  с и с ­
т е м а  дейилади . К уй и даги

Р*

" « и *12 • • • а 1/2 г  ¡ 4  
р2а = а 21 а22 • • • а2я » р =

• • • • • ♦ •

- ani смв* • • • алл_ _Ря_
белгилаш ларн и  киритиб, (3) системани матрицали к у р и -  
ни ш да ёзам из:

X  —  р +  «ЛГ

еки

Хп
'Р.
Рз

L P я J

«11 ®12 • • • «1Л

+
«И ®22 * • •

• • • •
®2я

•
*2

аП2 • • • а пП-

( 3 ')

(4)

(4) системани к е т м а -к е т  якинлаш иш  у су л и  билан 
ечам и з. Нолинчи як и н лаш и ш  учун озод  ^ а д л а р  усту -  
нини кабул  киламиз:
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*1 о г 4 °> —

Г Ч

л-(°»
__ п _

энди матрица — устунлар  кетм а-кетлигини 
яъни  биринчи яцинлаш иш :

тузам из,

X (1) 4 1)

xW
+

4l “-1J

иккинчи якинлашиш:

* (2 ) .

г  х[2)' 
4 «

А

V

in

+

Л11 12 • • 
*21 а 22 • •

*2 п

*-Па

*1л
г2п

1
X 

*
N s

w(0)
_  e _

- л-(1!-

л<‘>

-  4 l,_

ва ^оказо .
Умуман ( А + 1 ) -  якинлаш иш

+  (*  =  0 , 1 ........... п)

ф орм ула  ёрдам и да  ^исоблЯнади.
Агар X (0\r Х ^ \  s ь 4, Х {к) я^и клз!  

лиги X = \ \ m X {k) лимитга эга булса, у  холда  у ш б у
ft->oo

лимит (3) чизицли тенглам алар  системасининг ечим и- 
дан иборат б^лади ,  чуики  кетм а-кетли к  хоссасига би- 
ноан И ш А ’(*+1) — ß +  a l l m ^ ,  бош кача  айтганда X  =

k-*-(X> k-*-Oe>
— ß +  аХ.

И терацион ж араён  ва унинг яцинлаш иш и а матри- 
цанинг элем ентлари  катталикларига  куй идаги ча  6 of- 
ликдир: агар  й^л  элементларининг модуллари йигинди- 
си ёки устун элем ентларининг модуллари  йигиндиси 
бирдан кичик булса, у  з р л д а  бошлангич векторни тан-  
лаш га  боилик булмаган *олда  (3) система уч ун  и т е р а ­
цион ж араён  ягона ечим га якинлаш ади.

Ш унинг уч у н  якинлаш ищ  шартини
П

2  I я / / 1 ^ 1  { i =  1 | 2 , • » «у ft) ёки
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www.ziyouz.com kutubxonasi



2  I V i <  1 (/' =  1 , 2 , n)
l=\

каби ёзиш мумкин.
Итерацион ж араённинг якинлаш иш и а матрицанинг 

нормалари билан куйидаги муносабатлар оркали  бор- 
ланган : агар куйидаги

Il «II ! — ша х  ¿ ^ 1  < 1 ,
‘ / - 1

ёки

Il «II2 =  т .ах 2  1 а //1 <  ^
j ¿ = 1

ёки

1И з  =  1 /  i )  2  К / 12 < 1  
f  t = 1 /  =  1

ш арт  баж арилса, у ^о л д а  я и з щ л и  тенгламалар  сас- 
темасининг итерацион жараёни ягона еяижа яцин-  
лашади.

Агар мумкин булган  е хатолик ва чизикли  систем а  
ном аълум ларининг аник кийматлар  вектори  Х { бери- 
либ, Х\*] номаълумларнинг итерация усули  билан з;и- 
собланган  k- яцинлаш иш дан иборат б улса , у  ^ о л д а  
усулнин г \\Xi — X j k)\\ <  s хатолигини  б а^олаш  уч у н

11Л - , - л : (<ё)| | < 4 ^ - - 1Ф11 (5)I —| а |

ф орм улан и  ^ л л а ш  mvmkhh, б у  ер да  ||а|| а матрицанинг 
учта  нормаларидан бири, ||j3|| 3 векторнинг нормаси, 
ft — берилган ани кликка  эришиш  учун  за р у р  б улган  
итерация сони.

Энди N  ном аълум ли  N  та  чизикли тен гл ам ал ар  ти- 
зимни оддий итерация у су л и  билан еч и ш  уч у н  мул- 
ж ал л ан ган  ком пью тер  дастурини келтирамиз.

1 0  R E M - Ч И З И К Л И  Т Е Н ГЛ А М А Л А Р Т И З И М И  
У Ч У Н  И Т Е Р А Ц И Я  УС У Л И  

2 0  DIM А  (/V, y V + 1), X (TV), Y (N)
3 0  INPUT* „Т Е Н Г Л А М А Л А Р  С О Н И  К И Р И Т И Л -  

С И Н “: N
4 0  PRINT .М А Т Р И Ц А  К И Р И Т И Л С И Н “
5 0  FO R /  =  1 Т О  N

166
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6 0  FOR / =  1 T O  N + l  
7 0  IN PU T Л  (/ ,  J)
8 0  NEXT У -.NEXT У
9 0  IN PU T „К И С Й Л И Ш  К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т И  К И Р И -  

Т И Л С И Н “; в 
1 0 0  IN PU T  „А Н И К Л И К  К И Р И Т И Л С И Н “; E  
1 1 0  M = E *  (I — B)/B 
1 2 0  FO R К  =  I TO N 
1 3 0  X { K ) = * A ( K ,  N  +  1)
1 4 0  N EX T /<
1 5 0  FO R / = 1  TO N 
1 6 0  Y ( f ,  — A U ,  /V +  1)
1 7 0  FOR У =  1 TO /V
1 8 0  П / ) =  Y i l )  +  A  ( / , / )  +  Л  (У)
1 9 0  NEXT J :  N EX T /
2 0 0  GOSUB 3 0 0  
2 1 0  FOR /(■= I TO N  
220  X ( K )  =  Y{K)
2 3 0  N EX T
2 4 0  IF R > M  TH EN  1 5 0  
2 5 0  PRINT „ЕЧИ М "
2 6 0  FOR /  =  1 TO N  
2 7 0  PRINT X  ( / )
2 8 0  N EX T 1
2 9 0  END
3 0 0  Я -  0
3 1 0  FO R A" -= 1 TO N
3 2 0  /? =  У? +  ( Л ( / 0 - К ( А Г ) ) Л 2
3 3 0  N EX T К
3 4 0  / ? =  S Q R (/?)
3 5 0  RETURN

VII Б О Б .  М АТЕМ АТИК А Н А Л И ЗН И Н Г  
С О Н Л И  УС УЛЛАРИ

1-§ .  А н али ти к  ф у н к ц и я  ц и й м а тл а р и н и  
^ и с о б л а ш  ва  ц и й м атл ар  ж а д в а л и

Купинча фан ва техника м асалаларида катнаш ган  
узгарувчи  м иц дорлар  узар о  ш ундай  б ез л и к  б ^л ади к и , 
улардан  бирининг узгариш ига  цараб иккинчиси *ам 
м аълум  равиш да узгаради . Масалан, доиранинг ради у -  
сини R  ва унинг юзини 5  деб  ф араз  килинса,

•S =  'kR'

»66
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булади . Б унда 5  нинг киймати нинг ки йм атига  6 ор- 
лик  булиб, #  га берилган ^ар бир кийм атга  5  нинг 
аник киймати мос келади. Бу  ^олда  „5 Я  нинг ф у н к -  
д и я с и “ дейилади.

Ф ункция туш унчаси математи-канинг энг  му^им ва 
асосий туш ун чалари дан  биридир. Унинг м укам м алрок  
таъриф и куйидагича: X  ва К тупла.млар берилган  бу л-  
син Агар бирор коида ёки конунга м увоф и к  X  туп-  
лам нин г д;ар бир х  элем ентига  У туплам нин г  тайин бир 
у  элементи мос куйилган б улса , X  туплам-да кийлиат- 
лари У туп лам да  булган  ф у н к ц и я  (акслантири ш ) б е ­
рилган дейилади  ва бу символик р авиш да y =  f ( x )  
(ёки — К) каби иф одаланади . X  туп лам  ф у н к ц и я -  
р и н г  а н и к л а н и ш  с о ^ а с и ,  У туплам  ф у н кц и ян и н г  
у з г а р и ш  с о ^ а с и ,  х  а р г у м е н т  ёки э р к л и  у з- 
г а р у в ч и  дейилади . Д е м ак ,  функция-ни бериш  уч у ц  
ар гу м ен т  л: нинг кабул  килиш и мумкин булган ций- 
матлар  туплами X  ни ва X  дан  олинган ^ ар  бир л; га 
мос келадиган  у ни топиш коидасини курсатиш  к ер ак .

Ф ункция аналитик, график, ж ад вал  ва бош ка кури- 
ниш да берилиш и мумкин. А н а л и т и к  у с у л д а  х  ва у 
у згар у вчи лар  орасидаги  мослик коидаси аналитик ифо- 
да  — ф орм улалар  ёр дам и да  берилади. ун д а  у нинг 
кийматини топиш учун узгарм ас  сон ва ар гу м ен т  х  
устида кандай амаллар баж ариш  кераклиги  курсатила- 
ди. Ф ун кци ян инг  хусусий кийматини топиш  учун  бе­
ри лган  иф одада  х  нинг урнига берилган х 0 нукта  к у -  
йилиб, курсатилган  ам аллар  б аж арилади . М асалан , у — 
=  '2х* — 1 ф ункц ияни нг  х 0 =  0 нуктадаги  хусуси й  кий­
мати — 1 га  тенг.

Ф ун кци я  ж ад вал  у су л и д а  берилганда  ар гум ен тн и н г  
м аълум  тартибдаги х 0, х и . . м х п ки йм атлари  ва ф у н к ­
циянинг ш уларга  мос у0, у п . .  у п кийматлари ж а д -  
аал  кури н и ш и да  ёзилади , яъни

•*7 *0 * 1 • • • •*«

У/ Уо Ух • • • Уп

Тригоном етрик ф у н кц и я л ар  ж яд валл ар и ,  л о га р и ф м -  
л а р  ж ад валлари  ва х о казолар  ф у н кц и ян и н г  ж а д в а л  
у су л и д а  берилиш ига мисол була олади .

Х одисаларни таж ри б а  асосида урганиш  н аги ж аси да
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за м  улчанаётган  мик;дорлар орасидаги ф ун кц и он ал  6 o f - 
ланиш ни ифодаловчи ж адваллар  ^оси л  булиш н мум- 
кин. М асалан, м етеорологик  майдончада м аълум  к у н да  
^авон инг хароратни улчаш  натижасида цуйидаги ж ад вал  
э^осил були ш и мумкин:

1 2 3 4 5 б j 7
8

0 - 1 - 2 - 2 -  0,5;
i

1 i з  
1

3,5

Бу ж ад вал  ^ар о р ати  Т  нинг циймати (гр аду с  $и- 
собида) t вактнинг (соат ^исобида) ф ункц ияси  каби 
аникланади .

Ж а д в а л  у сули да  берилган ф ункц ия  аргум ентинин г  
бош лангич  ва охирги  циймати орцали ж адвал  ^ а ж -  
м и белгилан ади . ААасалан, ю к ори да  келтирилган  ми- 
солда ар гум ен т  1 дан У гача булган  кийматларни ола- 
ди.

К етм а-кет  келган  икки ар гу м ен т  ци йм атларининг 
ф аркига  ж а д в а л  ц а д а м и  д ей илади , яъни А / = ^ с / +1 —
— jc/ (¿ =  (1 К . . . .  п). Агар hi =  const булса , ь^адам 
т е н г  дей илади . У ^олда  x t , x 2l . . х п ар гу м ен тлар -  
ни х л =  +  hy х 2 =  х 0 +  2 А, . . х п =  х 0 +  rth каби 
и ^ о д а л а ш  мумкин.

М и с о л. Берилган

У “  1 ---------------- —
i/~x +  sin2 bx

функциянинг 0, <  х  <  0,9 ораликда h  =  0,2 цадам билан киймат- 
лар жадвалини тузинг. ¿z — 0.236, b =* 1,384 деб олинг.

Е ч и ш (цуйидаги жадвалга каранг):

Xl 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9

У1 2,02129 1,11958 0,740060
1

0,54091 0,43396

2 -§ .  И н т е р п о л я ц и я н и н г  у м ум ий  м а с а л а с и

Бирор ^одисани урганиш да у ва лс м и ц дорлар  ора-  
сида uiy ^однсанинг микдор томонини аннцловчи ф у н к ­
ционал борланиш борлиги аникланган булсин; б у н да
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у =  /  (х)  ф ункц ия  ном зълум  булиб, лекин  таж р и б а  асо -  
сида аргум ентнинг  [а, Ь\ кесм адаги  х 0, х и  . . х п 
кийм атларида ф ун кц и ян и н г  у 0, у и . . у п ки йм атлари  
аникланган булсин. Бундаги масала у =  f  (x)  н о м аъ л у м  
ф ун кц и ян и  [а, b | касмани аник ёки  такрибий  тасвир- 
лайдиган , х;исоблаш учун мумкин кад ар  кулай  (м аса- 
лан к у п ^ад  ёки тригоном етрик ф ун кц и я)  ш ак л и д аги  
ф ункцияни топиш дан иборат. Бу масалани у м у м и й р о к  
ш аклда  бундай айтиш мумкин: [а, b | кесм ад а  н о м а ъ ­
лум у =  f ( x )  ф ункц ияни нг я  +  1 та ^а.р х и ч  х 0, х и

, х п н укталардаги  кийматлари берилган: Уо =  ^(*о) .  
у 1 ==/*;х 1 ), . . y r/= f ( x n)\ f ( x )  ф у н кц и ян и  такри би й  
ифодаловчи, дар аж аси  п  дан  катта б улм аган  Р ( х )  к у п -  
^адни топиш талаб  этилади.

Б ундай ку п ^ ад  сифатида х 0, х и  . . х п н у к т а л а р ­
даги кийматлари /  (х )  ф ункциянинг у 0, y 1f . . у Л кий­
м атлари  билан мос р ав и ш да  бир хил булган  ку п ^ ад н и  
олиш  кераклиги  табиийдир ( 2 6 -раем), у  вактд а  „ ф у н к ­
цияни и н т е р п о л я ц и я л а ш  м асаласи “ д ео  аталади- 
ган бу масала бундай  иф одаланади: бери лган  f i x )  
ф у н кц и я  учун берилган  х 0, х г, . . х п н у к тал ар д а  у 0 =  
=  У1 — / ( * 1 ). - . • * Уп= Н х п) ки йм атлар  к аб у л
киладиган , д ар аж аси  п дан катта булм аган  Р (х)  к у п -  
х;адни топиш керак .

Топилган Р ( х )  ф у н кц и я  и н т е р п о л я ц и о н  ф о р ­
м у л а  дейилиб, х 0, х и . .  х п лар  и н терп оляци я  т у ­
г у н  л а р и  дейиладн . Тугу.нлар орасидаги  масофа 
=  — х ил и н т е р п о л я ц и я  к а д а м и  д ей и л ад и .

А малда топилган Р ( х )  интерполяцион ф о р м у л а  t (x)  
ф ункц ияни нг  берилган  л: апгум ент  ки йм аглари даги  (ин -
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терп оляц и я  тугун ларидан  ф арцли) цийматларини >;и- 
соблаш учун кулланади . Уш бу операция ф у н к ц и я -  
н и  и н т е р п о л я ц и я л а ш  дейилади. (Агар х £  [а, Ь\ 
булса, и н т е р п о л я ц и я л а ш ,  х ^ \ а ,  Ь | булса, э к с -  
т р а п о л я ц и я л а ш  лей ил а. 1и).

3 -§ .  Л а г р а н ж н и н г  и н тер п о ля ц и о н  
ф о р м у л а с и

И злан аётган  куп ^ад н и н г  куриниш ини ц уй идаги ча  
олай ли к :

Ья (х) =  а0 +  а , х - \ - а ^ х 2 +  . . .  +  апх п, ( 1)

бу ер д а  {1 =  0, 1 , 2 ............ /г) — ном аълум  у зга р м а с
коэффициентлар. И нтерполяция  м асаласидаги ш ар тта  
кура 1~п (х)  ф у н кц и я  х 0, х 1у . . х п и н терп оляци я  ту-  
гунларида  ¿ „ ( х о) =  у 0. ¿ „ ( д : , ) — у „  . . . .  1-п ( х п) =  у п 
кийм агларга  эри ш ади. У ^ о л д а  х 0 и н терп оляци я  т у г у -  
нида ¿ „ ( а -) интерполяцион к у п ^ а д

1 п (а:0) =  а 0 4 - а , х С1 +  а2к% а пх о

кури ниш га , х ,  интерп оляци я  ту гу н и д а

Ьп (хА) +  аух х -\- а2х \ +  . . .  +  апх \  
кури ниш га  ва ни ^оят  х я и н терп оляц и я  т у гу н и д а

^  п (*^/?) ^  ^0 “Н ^\Хп @'2Хп “Ь” * • • “Ь &пХп
кури ниш га  эга булади . Б уларни  п 4 -1  н о м аъ лум ли  
тен глам алар  сисгемаси кури ниш ида иф одалайм и з:

/ 2 па0 а хх о +  а 2х0 +  . . .  +  апх ъ =  Уо>
а0 +  ахх х +  а 2х\  +  . . .  +  а пх\  =  у 1г /о \

. <з0 +  а \х п +  а 2х п + * . . . +  а пх пп =  у п<,
бу  ер д а  х { ва  (¿ =  0 , U 2 , . . п) — мос р ав и ш да  
берилган ф ункц ияни нг ж адвал  цийматлари.

Системадаги а0> аи  . . ап н ом аълум ларни  К рам ер  
форм уласи  ёр дам и да  аниклаймиз:

а 0 - £ .  а , 7 я. (3 )Д Д А

бу ерда  4 — (2) система д етерм ин ан та . Агао л Ф 0 
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булса , у * о л д а  система ягона ечимга эга булади. }^а- 
Ки^атан (2 ) системанинг детерминанти

А =

1 Х0 Х20 X* хп *о
1 х 1 х'\ х \  . . . X*

• • •« х п ту гу н л ар ’ устма-уст  ту ш м аган  ^ о л д а  
нолдан фаркли  булади . Н ом аълум  а 0. а и . . ап коэф - 
фициентларни аниклаб, изланаётган к у щ а д н и

=  +  +  +  + 7  <4>Д А  Д А

каби и ф од алаш  мумкин. Ёки б о ш ^ача

М - ^ У о З о ^ + У . С М - * )  +  • • •  - Ь уА ( * )  =

=  ! > < ? / ( - < )  <5)
/=1

кури н и ш да  иф одаланиш и мумкин. Б у  е р д а н  кури ниб  
турибдики. [х)  ф ункция

I 1 , агар  ь =  1 булса

ш аргини (К ронекер  белгисини) кан о атлан ти ри ш и  ке- 
рак, осонгина текш ириб  кури ш  м ум ки нки , б у н д ай  
шартни цаноатлантирувчи кугщад

<?/(■*)
_  < Х - Х 0) ( Х —*, )  . . .  ( X —  х {_ , ) ( х —* /+1) . . .  С ) 

( Х - Х 0) ( Х{- Х1) . . .  ( х - х ^ Щ - х ^ )  . . .  ( х г х п )
(6)

кури ниш да булади . х 0, х и . . Х{_и х ,+и . .  х п н у к -  
т алард а  (¿¡(х) ф ун кц и я  0  га, х ,  н у к та д а  1 га тенг 6 ^ -  
лади

(5) ф о р м у л а д а  (6 ) натиж ани эътиборга  олсак,

п

У,
£==0

( х —х 0) ( х —х х) . .  . ( х —х ^ Х х —х /+1) . . .  ( х - х п) 

(Х—Х ^ Х '—Х,) . . .  (х(— * ,+1) • • • (х ~ х„) • У/

( 7)

к^ р и н и ш даги  Л а г р а н ж  и н т е р п о л я ц и о н  ф о р -  
м . у л а с и г а  эга б улам и з.
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(7) ф орм улада я  =  1 булса .

¿1 (х) = X — X
х 0 — х,

ч и з щ л и  ва п  =  2  булса, 
С * — -  х2)

- У о  +
X — х0 
*1 — *0

Уi (8)

Ы * ) ' -  у +  (*  ~  *°-(* ~  * з) у  +  
(■»О — * 1)Оо — х 2) 0 (х, — х 0)(х, — х , )  1

, (X  —  Х 0) (Х  —  X !> . .
И---------------------------Уг

(X, -  х0) и 3 “  -*1)
(9)

п а р а б о л и к  интерполяцион формулага эга буламиз. 
(7) куп ^адни  КУйидагича ёзиш  мумкин:

■«-2;
1=0

У ; “* + > _  
(X —  *г) ш' (д:г)1

бу ерда  ®я+1 (х) =  (х  — х 0)(х  — х ^  • • • (х  — х п) п +  1 - 
дар аж али  к^п^аддан  иборат булиб, унинг х  =  х к нуц- 
тадаги  з^осиласи

Ч>(.Х1)^(Х,— Х0)(Х — Х1) • • •  —
—  дг,+ 1 ) • • •  ( * , - . * „ )

кабидир.

М и с о л. / ( х ) функция цуйидаги жадвал билан берилган:

^ Учинчи даражали Лагранж ин­
терполяцион куп.\ади тузилси»

------  ва х =  1 нуцтада функция ^ий-
5 мати ^исоблансин.

/ 0 1 2

XI 0 2 3

У1 1 3 2

Е ч и ш. /2 =  3 булганда Лагранж интерполяцион куп^ади (7) 
га кура,

г , ч (х — хгнх — хжх — хз)
¿ з М  =  "7--------------------------- ---------------Г Уо +(*0 — *1)(*о ~  х2)(х0 ~  *3)

, (*  — Х0) ( Х - Х 2) (Х —  Х3) (* -  Х0)[Х —  х х)(х — *з)
------------------------------------------- —-----  у 1 _}_ ------------- :------------------------------------ у

(X ,  -  Хо)(Х!  —  Х 2)(Хг — х 3) (х , -  х 0){х2 — * ,)(* 2 -  х 3)

( х — х 0)(х —  х х)(х  — хъ)
Ч~ ——— — —  — у ц

(Х3 -  Хд)(Х3 -  Х Х) (ХЪ — х 2) ‘

каби булади. Х{ ва у,- цийматларни ц р и б , цуйидаги к^п^адга эга 
буламиз;
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1 0 "  6 15
УшРу к^щ адга биноан, х  — \ даги фуньциянинг циймаги 

/ ( - .)»  ¿ ,(1 )-3 .267
каби б?>лади.

Энди Л агран ж  интерполяцион к у п ^ а д и  ё р д а м и д а  
ф ункциянинг х  н уктадаги  кийматини 5{исоблаш у ч у н  
м улж алланган  ком пью тер  дастурини келтирам из:

1 0  REM — Л А Т Р А Н Ж  И Н Т Е Р П О Л Я Ц И О Н  КУП* 
Х А Д И

2 0  DIM X  ( 1 0 0 ) ,  7 ( 1 0 0 )
3 0  GOSUB 1 5 0 : '  Н У » Т А Л А Р Н И  К И Р И Т И Ш  
4 0  INPUT пЦ Х ) У Ч У Н  X й; X - .L  — 0  
5 0  FOR S  —  0  Т О  N : P — Y { S )
6 0  FOR / =  0  Т О  л /
7 0  IF /  =  5  T H E N  9 0
8 0  P  =  P * ( X - A { / ) ) / ( X ( S ) - X ( / ) )
9 0  NEXT 
1 0 0  L =  L + P  
1 1 0  N EX T S
1 2 0  PRIN T *X  аргум ен т  = “ ; X
1 3 0  PRINT eL ( X )  к и й м а т и = “; L
1 4 0  GOTO 4 0
1 5 0  REM — К И Ч И К  Д А С Т У Р
1 6 0  INPUT „нуцталар  сони"; Z :  N — Z — 1
1 7 0  IF Z < 2  O R Z <  >  INT (Z) TH EN  1 6 0
1 8 0  FC R  К  =  0  TO N
1 9 0  PRINT r / C = “ ; К
2 0 0  INPUT 9(X,  K)*; X ( K ) ,  Y ( K)
2 1 0  NEXT К
2 2 0  ' X ( K)  тугу н л ар н и  устма-уст  ту ш м асли ги н и  

текш ириш  
2 3 0  FOR / - = 0  ТО N  — \ i Z  =  X  (/)
2 4 0  / = / + 1  Т О  V
2 5 0  IF X V ) <  T H E N  2 7 0
2 6 0  PRINT nX  ( “; 1 «) — A ' l “; /; “) ? ? ? “ : E N D
2 7 0  N EX T У /
2 8 0  RETURN
У ш бу дасгурни ком п ью терда  иш латаётган да  тугма- 

лар  м аж м уасидан  ком пью тер  хогирасига куй идаги  ма ь- 
лум отлар  киритилишн зарур :

1) интерполяция  тугун лар  сони;
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2) Uo. У о М * 1э У1) ( * Я1 Уя) нукталар ;
3) ¿(л:)  куп ^аднин г  киймати ^и со бл ан и ш и  керак  

булган  х  ар гу м ен т  киймати.
Ш уни эслатиш ?арурки , 3) цадамни бош лангич  ик- 

кита бандни баж арм ай  туриб куп  марта т ак р о р л аш  
мумкин.

Агар ту гу н л а р  орасидаги масофа у згар м ас  булса, у  
* олда  х д° =  q деб, Л агр ан ж  интерполяцион ф ор м у -

п
ласини

q (д — J) (д — п) 
nl

Ln( x ) - L n ( x0 +  q n ) - ( - l ) ” ‘ х

(Ю)
/=0  ^

каби ёзиш  мумкин. У ш бу

(q -  i) • л!

иф ода  Л а г р а н ж  к о э ф ф и ц и е н т и  дейилади .

4- §. Л агранж  интерполяцион ф орм уласим инг  
хатолиги

Л агранж н инг интерполяцион куп ^ади  f ( x )  ф у н к ц и я  
билан х 0, д:л и н терп оляци я  т у гу н л а р и а а  уст-
м а-уст  туш ади .

И нтерполяция  тугун лари дан  ф аркли  н ук таларда  ин- 
терцоляцион к уп ^адн и н г  яцинлаш иш ини бахолаш  уч у н  
ж а д в а л  усулида  бе-рилган f ( x \  ф у н к ц и яга  цуш им ча 
ш артлар  куйилиш и керак . f  (х)  ф ун кц и я  |а ,  b ] кесма- 
д а  п +  1 марта диф ф ерен ц и аллан увчи  булсин д ей л и к .  

Х атоликни
R n {x) =  f ( x ) - L n (x)  (1)

ф у н к ц и я  д еб  ёрдамчи
<?(x) =  R n (x)  — К { х  — х 0)(х  — x t ) . . .  ( х  — х п) (2)

ф ункц ияни  киритамиз. У ш бу  ёрдам ч и  ф у н кц и я  барча  
интерполяция  т у гу н л ар и да  нолга айланади , бои щ ача  
айтганда я + 1  та и ляи зга  зга . Ф у н к ц и яд а  цатнаш ган 
ном аълум  коэффициентам ш ундай  танлайм изки , <?(х) 
ф у н к ц и я  яна ихтиёрий бирор х  н уц тада  илдизга  эга
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булсин. х  нуцта интерполяция ту гун лари дан  ф ар кл и  
ва х ^ \ а ,  Ьj Ш ундай  килиб, х  нуцта ш у н д ай  танла-  
надики, ф (* )  =  0 булади .  Д ем ак , © (х ) ф у н к ц и я  п-т- 2 
та нуктала нолга  айланади . У ^олда  Р о л л ь  теорем аси -  
га куря ф ункциянинг ^осиласи ка ми да я + 1  нуцтада 
нолга айланади. с/ (лс) ф ун кц и яга  кай тад ан  Р о л л ь  тео -  
ремасини кулласак ,  у ^олда  бу ф у н к ц и я  кам и да  п 
нуктада  нолга айланади. Уш бу ж араённи п +  1 марта  
такрорласак , \а, 11 кесм ада <ря+1(£) =  0  ш ар т  б аж а р и -  
ладиган камида битта \ нукта м ав ж у д  экан л и ги га  hi<- 
pop буламиз. Лекин

<РЛ+1 (jc) =  / л+1 (л:) — К (п +  1)1.
Охирги тен гл и кк а  ни цуйсак,

к  с[ / я+1(£)
“  (п +  I)!

эга буламиз. Б у н д а н
*л+1 _ _

= -7— Г Т Т - ( х - Х 0) ( х  —  Х, )  . . .  ( * - * „ )
(п +  1)!

ёки М „+1—m ax | / я + 1 (* ) |  белгилаб * а м д а  л: нуктан инг
а < х < ö

ихтиёрийлигини ^исобга  олиб,

м  4
Ra(x) —  \ f ( x ) - L .  (у) к  "+ 1 1 ( х - х 0) Х

(п +  1)1

Х ( *  — * i )  . .  . (д: — х п)\ (3 )

куриниш даги Л а г р а н ж  И н т е р п о л  я д и о  н ф о р -  
м у л а с и  у ч у н  б а з ^ о л а ш  ф о р м у л а с и г а  эга б у ­
л ам и з .

М и с о  л. Лагранж интерполяпион формуласи ёрдамида у —
— V X функция учун х 0 = 1 0 0 , х х *= 121, х.2 =  144 тугунлар тан- 
лаб, j7 ТТ7 сонни кандай аницликда ^исоблаш мумкин?

Е ч и ш. Функция *осилаларини гопамиз: у' — • x ~ ll\  v* ■*

— — х~ 3и< у" ~  7  • Х~ Ш - Буларлан М3 =  шах| у'"| =  8 (/ ’
бу ерда 100 <  х  <  144.

(6) фориулага асосан куйидаги-га эга буламиз:

| « , |  <  4  • Ю "5 • - ¿ - 1( 116-  Ю 0 Н 1 1 5 -  121) ( 1 1 5 -  144)| а
О ¿1

»  1,0 • 10_3.
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5 -§ . Чекли айирмалар

у ^ = Ц х )  ф ун кц и я  х п =  х 0 +  пк, п — и хтиёри й  бу-  
тун  сон, к — кадам , к у р и н и ш д а га  барча кийматлар  учуй  
аницланган б^лсин.

Б иринчи тартибли чекли айи рм алар  деб

ЬУк  =  л /а  (■*) =  t  (-«*+1) — '  ( х ц )  =  У *+, ~  У*,

иккинчи тартибли чекли  айирмалар  яеб

**уй — ±гг„(х)  = / ( ^ +2) - 2 / ( л А:+1) 4 - '(-**) =
=  Уь+‘! — ~Ук+1 +  Ук 

ва ^о к азо  п - тартибли ч е к л и  айирмалар деб

■Лу* = (*) = А"-1 /*+1 (*) -  л— /* (X) -
=  Ая- 1 у , +1 - ^ - , у й

иф одаларга  айтилади. Ч е к л и  айирмаларни одатда  ж а д -  
валга ж ой лаш ти ри ш  кулай:

х к У* | АУ* Д’ У* Д4У* • • •

^0 Уо Дуо 1I
*1 У1 ЬУ\ Д2Уо 1

У2 Ду. Л .^  -М Д3Уэ 1 Д4Уо
Уз ДУз Дауа Л3*
У< !

п- тартибли чекли айирма у 09 уи  . .  м уп к аттали к-  
лар  о р^али  цуйидаги ф о р м у ла  билан иф одаланади:

л пу£ =  ук+п СГ1у /г+п_<1-\-Сп у/1+п_ 2 + (  ^)п Уп»
Ч екл и  айирмаларнинг цуйидаги  хоссаларини та ъ -  

к и д л а б  утамиз:
Г .  Ф у н кц и ял ар  йигиндисининг (айирмасининг) ч е к ­

ли  айирмаси ф у н кц и яларн и н г  чекли айирмалари  йигин- 
дисига  (айирмасига) тенг:

Дл ( /  (х) ±  ср (* ) )  =  Дл ( (х)  ±  Дл ср (л ) .

2°. Ф ун кци я  у згарм ас  сонга куп айтирилса , унинг 
чекли айирмаси у ш а  сонга куп аяди :

*п ( Ь - Н х ) )  - = * •  Ьп П * ) .
17 ь
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3°. п - тартибли чекли айирманинг т-  т арти бли  чек- 
ли айирмаси (п +  т ) - тартибли  чекли а й и р м а га  тенг:

\ т  (Дл у)  =  Дт+л у.

4°. п - тартибли к уп ^ад н и н г  я -  тарти бли  чекли ай и р­
маси узгармас сонга, п  +  1- тартибли ч ек л и  айирмаси 
эса нолга тенг.

1-м и с о л .  Ж адвал усулида берилган

X 2 4 6

У 3,146 4,028 4,911

функция учун иккинчи тартибли чекли айирмаларни тузинг. 
Е ч и ш .  Чекли айирмалар жадвалиии тузамаз:

X У Ду Дз у

2
4
6

3,146
4.028
4,911

0,882
0,883

1
0,0J1

6 -§ .  Н ь ю то н н и н г  и н те р п о л я ц и о н  
ф о р м у л а л а р и

у =  /  (х) ф ункц ияни нг п  4 -1  та киймати м аъ лум  
булсин, яъни ар гум ен тн и н г  я  +  1 та  х 09 х и . . х п 
Кийматларида ф ун кц и ян и н г  цийматлари у 0, уи  . . ., у п 
б улси н . Т угун лар  орасидаги  масофа h у з г а р м а с  булсин. 
А ргументнинг теги шли ки йм атлари да  д а р а ж а с и  п  д ан  
ош м айдиган  теги ш ли  ци йм атлар  о лади ган  к у п ^ а д  т у -  
зи ш  талаб этилган булсин.

И зланаётган  к;уп^аднинг кÿpи ниш ин и  к у й и д аги ч а  
танлайлик:

Р а(х)  =  а 0 +  a t ( х  -  х 0) + а 2 ( х  — х 0)(х  — +
+  . . .  + а п {х — х 0) (х  — Xi) . . .  ( х  — x„-i),  ( 1 )

б у  ер да  а 0, аи  . . . ,  ап — н ом аълум  к о э ф ф и ц и ен тл ар .  
И н т ер п о л яц и я  масаласидаги  ш артга  к у р а  Рп ( х ) куп- 
^ а д  х 0, х и . .  ., х п и н тер п о ляц и я  т у гу н л а р и д а  Р п(х0) =  
=  Уо. Р п (х \) =  У\-> ■ • -  Л»(*«> =  УЛ ки й м атлар  к а б у л  
ки лади . У * о л д а  х  =  х п булса, Р0{->с0) ^ У о “ ^ .  яъни  
а п — Уо бÿлaди . Э нди  Рп (х)  к у п ^ а д д а  л: =  л:, булсин.
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— Уо +  в | ( * 1 —*о) =  У| ёки Л. — - ?1—
—  ДГ0 /2

( 1) ф о р м у лад а  х  — х 2 булса , у  *олда  аналогии  ра-  
виш да

_  у2 -  2у, +  у0 _  л *Уо
2 2 1 V Ш *

эканлигини аниклаш  мумкин. У ш бу ж араённ и  давом 
эттириб, х  — х п учун  куйидаги ифодани *осил к;ила- 
миз:

Топилган а0, а и . . ап коэф ф иц иентларнин г кий- 
м атларини ( 1 ) ф орм улага  цуйсак,

(х ) —  Уо  +  ¡7?  (■* —  * о >  +  ^ 7  и  —  х 0) ( д : —  * , )  +
11Л2 2!/г̂

+  . • . Н------( х  —  *о ) • • • (х  —  х  - 1) (2 )п 1 к п

кури ниш га  эга булган  Н ь ю т о н н и н г  1 - и н т е р п о -  
л я ц и о н  ф о р м у л а с и  келиб чикади. У ш б у  интер- 
поляцион ф орм улада  я (л: — х 0)/Н б елгилаш  ки ритил-  
ся. унинг курини-ши

Ра(х)  =  уо +  я \ у о+ д- ^ ^ -  Д2У . +  . . .  +

4 . 9 (9 — дяу й
л!

каби  булади .
Ньютоннинг 1- интерполяцион ф орм уласини \а, Ь| 

нинг  бошлангич ну^таларида куллаш  кулай .
Агар я  =  1 булса, у х;олда Л  (* )  =  У о +  <7^Уо к ури -  

ниш даги  ч и з и к л и  и н т е р п о л я ц и я л а ш  формула*  
сига; п. =  2 булганда  эса

Ъ  (х)  =  Уо +  <7 • ^Уо +  <?(‘7 ~ 1)- . Д2у 0

к ури ниш даги  п а р а б о л и к  и н т е р п о л я ц и о н  ф о р -  
м улага  эга  буламиз.

Б аъзан  Ньютоннинг 1 - формуласини о л д и н г а  к а-  
р а б  и н т е р п о л я ц и я л а ш  форм уласи  з а м  д ей и л а -  
ди .
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Л агр ан ж  ку п ^ад и  билан  Н ью тон ку п ^ад и  б ери лгай  
ж ад в ал  учун  айнан бир х и л  були б, у л ар  ф акат  ёзи л и -  
ши билан ф арк  килади, чунки  х  нинг бери лади ган  п-\-\  
т а  кийматларида берилган  п Л - 1 та ^и йм атларга  эга  б у -  
л ад и ган ,  дараж аси  п. дан  ош м ай ди ган  (ю к о р и  б у л м а -  
ган) к у п ^ а д  я г о н а  у с у л д а  топилади.

Куп лолларда  Н ью тоннинг интерполядион к у п ^ а д и  
Л агр а к ж н и н г  и н тер п о ляд и о н  кугщ адига К араганда к у -  
л ай р о к д и р .  Ньютон к у щ а д и н и н г  хусусияти  ш у н д а н  
иборйтки, & -дараж али  к.уп*аддан 6 + 1 'Д а р а ж а л и  к у п -  
х а д га  утиш да унинг дастл абк и  k  -|- 1 та  ^ а л л а р и  у з г а р -  
майди, ф акат  аргум ен тн и н г  барча  олдинги ки йм аглари - 
д а  нолга тенг булган янги  бир * ад  ортади , холос.

Энди Ньютоннинг биринчи интерп олядион  купх;ади 
ёрдам и да  функциянинг л: нук тадаги  кийматини хисоб -  
лаш  учун  м у л ж ал л ан ган  ком п ью тер  дастурини кел ти р а -  
миз:

1 0  R E M - Н Ь Ю Т О Н  И Н Т Е Р П О Л Я Д И О Н  К У П - 
Х А Д И

2 0  DIM Х ( 1 0 0 ), Y ( 1 0 0 )
3 0  G O S U B  2 3 0  :Б О Ш Л А Н Р И Ч  К И И М А Т Л А Р И И  

К И Р И Т И Ш  
4 0  R =  Y ( 0 >
5 0  G O S U B  1 4 0  : '  Ч Е К Л И  А И И Р М А Л А Р Н И  Х И - 

GO Б Л А Ш  
6 0  IN P U T  »X нинг киймаги = “ ; X 
7 0  S = R : Q  =  ( X — Х 0 ) / Н : А  =  1 
8 0  FOR К =  0  Т 0  N -  1 
9 0  A =  A * ( Q - K ) / ( K  +  1 )
1 0 0  S — S +  A * D ( K )
1 1 0  NEXT К
1 2 0  PRINT „ X =  “ ; X, „Р (X) = * ;  S 
1 3 0  G O T O  6 0
1 4 0  REM — „Ч Е К Л И  А Й И Р М А Л А Р “ К И С М  Д А С - 

Т У Р И
1 5 0  D (К) Ф О Р М У Л А Д А  Ж А Д В А Л Н И Н Г  1- С А Т Р И  
1 6 0  FOR J - l  Т О  N 
17 0  FOR К — 0  ТО  N — J 
1 8 0  Y ( K)  =  Y ( K  +  1 ) - Y ( K )
1 9 0  N E X T  К
2 0 0  D ( J  -  I) =  Y ( 0 )
2 1 0  N E X T  J 
2 2 0  R dT U R N
2 3 0  REM -  „ К И Р И Т И Ш “ К И С М  Д А С Т У Р И
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2 4 0  IN P U T  „Н У К ТА Л А Р С О Н И = “; Z : N  =  Z - 1  
2 5 0  IF Z < 2  OR Z < >  IN Г (Z) T H E N  2 4 0  
2 6 0  IN PU T , X 0  — X 0
2 7 0  IN PU T  , H  кадам  =  “; H : IF H <  = 0  T H E N  2 7 0  
2 8 0  FO R  К =  0  TO  N 
2 9 0  PRINT „ K = e : K,
3 0 0  IN PU T  „ Y ( K ) = u; Y (K )
3 1 0  N E X T  К 
3 2 0  RETU RN

У ш бу ком п ью тер  дастурини иш га ту ш и рган да  унинг 
хотирасига куй идаги  м аълум отларни  киритиш  талаб 
килинади:

1 ) интерполяция тугун лари  сони;
2 ) „ж ад вал  б о ш и “ — х 0;
3) h кадам;
4)  У о . У ь  • • •. У» кийматлар;
5) Р п (х)  ф ун кц и ян и н г  кийматлари 5?исобланиши к е -  

рак  булган х  аргум ен т  киймати.
Ш уни эслатиб утиш  керакки , 5) кадамни куп м ар­

та  такрораш  м ум ки н .
И зланаётган к у п ^ а д  куриниш ини ( 1) каби эмас, бал ­

ки
Рп (х ) =  а 0 +  а ,  ( х  — х п) +  а ,  ( х  — х л)(х -  х„_г) +

+  . . .  +  а а (х  — х п) . . .  (х  — jc, ) (4 )

каби танлаш ^ам  мумкин. Б унда катнаш аётган  а0, аи  
. . ап номаълум  коэффициентларни топишни х  =  х п 
булган ^олдан  бош лаш  керак  С унгра  аргум ентга  кп_и  
х п-ч> • • • кийматлар бериб, колган  коэф ф ициентлар  лчик- 
ланади. Коэфф'ициентларнинг к^рин иш и мос р авиш да

лУ« - 1 ____А2Уп-2 „ дл>о
Т Г Р  21 л * ............. п ~  n \ h *

каби эканлигига укувчи  осонгина текш ириб  куриб, ик- 
pop  булиши мумкин Топилган козф ф ици ентларн инг 
Кийматларини (4) ф орм улага  куйсак ,

+  7 ( х - х п) +  -V y  ( *  — *„) X  
1 I Л I ! Л2

X  l x — x „ - i ) +  . • . +  I х — х J  . . .  ( х  — лг,) (5)
n\hn

куриниш даги  Н ь ю г о н н и н г  2 - и н т е р п о л я ц и о а  
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ф о р м у л а с и  кели б  чикади. У ш бу ф о р м у л а л а  <? =* 
=  (х  — x n)¡x б елги лаш  киритилса,

Рп (■*) — Уп +  Я^Уп. i +  Q('q^  i ) ] 2 +  . . .  +

+  (g +  " - 1>A«yo (б)
п\

^осил  булади. Б аъ зан  бу формулани o p e a r a  к а р а б 
И н т е р п о л  я ц и я л а ш  ф о р м у л а с и  ^ам  дей илади .
(6 ) ф ормуладан [а9 b ] кесманинг охирги н уц таларида  
фойдаланиш  кулай роади р .

Ньютоннинг 1—2 - формулаларининг ко л д и к  ^ад л ар и -  
ни бацолаш ф орм уласи  мос равиш да к у й и д аги л ар д ан  
иборат:

/? ( X )  — А п+1 - . t (n+l) (?),
nV ; ( / i + l ) i

бу  ерда g = ( x  — x 0)lh, £ £ [л :0, х п\ ва

п ( у\ _ ha~t~i *•• (? 4* я) г(я+1) /е\
я (п+  1)1 '*

б у  ерда q — ( х  — x n)/h, ££.[*<>. х п\-
А малда ф ункц ияни нг аналитик к-^риниши хар  доим  

маълум  булавермайди. Бун дай  л олларда  чек ли  айир- 
малар тузилиб, берилган ани цликка  яцин б у лган д а  т у х -  
татилади ва тахминан

h
деб  олинади. Ш унин г учун  Нью тоннинг биринчи ин- 
терполяцион ф орм уласи  учун  хаголик  ф орм уласи

я  (л )  q{q~  (? ~ п > . у
” ( л + 1)!

ва иккинчи интерполяцион ф ормуласи учун

/ ? „ ( * ) «  Ü í _ + 1) i : _ í £ ± ^  . д " +’у  
" <л +  1)1 Уп

каби булади .
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7- §. Функцияларнй купх;адлар билан энг 
яхши яцинлаштириш ^ацида. Чебишев 
полиноми ёрдамида интерполяция 
тугунларини танлаш

[а, 6 ) кесм ада у злукси з  Г(х)  ф ункция бери лган  бу л -  
син. Ш у ф ункцияни аввалдан  берилган ^ар  цандай 
аницлик д араж аси  билан Р ( х ) ку п ^ад  ш ак ли да  такри-  
бий тасвирлаш  мум кинм и? Б ош кача  айтганда, t ( x )  ва 
Р  (х)  орасидаги айирманинг абсолю т киймаги fa, b\  
кесм анинг ^ам м а нуктасида  олдиндан берилган в мус- 
бат  сондан кичик буладиган  Р{*)  к у п ^ад н и  топиш  
м ум ки нм и? Б у .  саволга иж обий ж авоб* цуйидаги ис- 
б о iсиз келтирилган  те о р ем а д а  берилган:

В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а с и .  Агар f ( x )  ф у н кц и я  
[а , Ь\ кесмада у зл у кси з  булса, *ар кан дай  £ > 0  учун  
ш у  кесманинг ^амма нуцталарида

| / ( х )  — Р ( х )  | <  s

тенгсизликни каноатлантирувчи Р( х )  к у п ^ а д  м а в ж у д -  
ди р .

Р у с  математиги С. Н. Б ернш тейн бери лган  кесмада 
у зл у к с и з  г (я)  ф у н к ц и яга  такрибий тенг булган  бундай  
ку п ^ад л ар н и  топиш нинг цуйидаги усулини берди .

М ясалан, f ( x )  ф ун кц и я  |0 , 1] кесмада у зл у к с и з  б у л -  
син. У ш бу ифодани тузамиз:

п

Ва (■*) =  2  /  ( т )  C“ ' * ( 1 “  Х)П~т' (1  J
т =О

бу е р д а  Сп — биномиал  коэффициентлар , бе-

рилган  ф ункц ияни нг  =  —  нуц тадаги  циймати, В п(х)
Я

иф ода  п-  д ар аж али  ку п ^ад ;  у  Б е р н ш т е й н  к у п ^ а- 
д  и дейилади .

Агар ихтиёрий е >  0 сон берилган булса, ш ундай  
Берн ш тейн  куп ^ад и  топиш  (яъни унинг дар аж аси  а 
ни шундай танлаб олиш ) мумкинки , х  нинг | 0 , 1] кес- 
малаги хамма кийматлари учун  | В п ( х ) — / ( х )  | С е  
•тенгсизлик уринли б у лад и .

* Бу саволга Лагранж ва Ньютон интерполяцион формулалари 
•.жавоб берм.чйди. Унин1 кийматлари тугунлардан таш карила, функ- 
личмянг гешшли цийматларидан жуда узокда булиши мумкин.

lb'Z

www.ziyouz.com kutubxonasi



Хар кандай [а, b ] кесма урни га  [О, 1 ] кесм ани ка­
р а т  умумийликни ч егаралам айди , чунки x  — a - \ - t X  
X ( b  — a)  алмаштириш  билан ^ар  кандай \а,Ь]  кеем а-  
ни [О, 1 1 кесмага уткази ш  мумкин. Б унда я-  д ар а ж а л и  
к у щ а д  яна ш у д ар а ж а л и  к у п ^ад га  алм аш инади .

Ф ункдияни к у п ^ ад л ар  билан  энг яхш и як и н л а ш ти -  
риш  назариясининг иж одчиси , м а т е м а ш к а  ф ан и н и н г  
энг бую к нам ояндалари дан  бири булган р у с  м атем ати-  
ги П. Л . Чебиш евдир  (1821 — 1894).

М аълум ки , топилган куп ^аднин г  ф у и к ц и ядан  ч етл а -  
ниши f {a+l) (Ъ) ва П п +1 (х) =  ( х  — х 0)(х  — х :,) . . .  (л: —
— х п) л арга  боглик.

Ш ундай  масала к^яйлик : sup | / 7 „ +| (х)  I энг к и чи к
| а,  Я

б^лиш и учун  x t тугун ларни  кандай танлаш  л о з и м ? У ш -  
бу  саволга  ж авоб  бери ш  у ч у н  Ч е б и ш е в  п о л и н о -  
м и д а н  (ку п ^ад и д ан )  ф ойдалани ш га  турри кел ад и .

Ч е б и ш е в  к у п ) ( . а д и н и н г  у м ум ий  ку р и н и ш и  
куйидагидан  иборат:

Тп {х)  — cos [« a rc c o s  х \ ,  1 * | < 1 .  
n  =  1 булса , 7", ( * )  =  cos (arccos я )  =  х\  
п =  2  булса, Т3 (х)  =  cos ( 2  arccos л:) —

=  2  co s 2 (arccos х )  — 1 -= 2 jc2 — 1 .

Сунгра

cos { и  4 - 1) 9 = 2  cos 9 cos /10 — cos ( f t  — 1 ) 0

айниятдан 0 =  arccos x  д еб  куйидаги  р е к у р р е н т  ф о р -  
мулага  эга булам из:

Г , +1 ( л )  =  2 • х  • Т„ (* )  — Тп_у (х  !.
Ш ундай  килиб, Ч еби ш ев  куп ^ади  х  н ом аълум ни нг  

юкори дараж аси  олдидаги  коэффициенти 2 '7“ 1 булган  
куп ^аддан  иборат экан. Р е к у р р е н т  ф о р м у л а д а н  к е т м а -  
кет  куйидагиларни топамиз*.

Т3 ( х) =  4 къ — Зх,
7 4 (х ) == 8  v4 — 8 х ‘ 4 - 1,
Ть (х) =  16л:5 — 203 4- 5л;,

7n (x) п - дар аж али  к у п ч а я  каби аник п та илди зга  
эгадир. Равш анки , cos [n arccos х ) =  0 дан

“  / о  ( 2 m  +  1 ) 71п • arccos х  =  —  (2m 4 - 1) еки х  =  c o s -------------—
-  2/2
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хосил булади. т га 0, 1, 2 , . п — 1 ки йм атлар  бе- 
риб, турли  п  та  илдизни аниклаймиз. Б у  и л д и зл а р н и н г  
барчаси — 1 ва - f l  о р а с и д а  ж ой лаш гандир .

Куриниб тури бди к и , 1— 1, 1J кесм ада  m a x i T ^ . * ) !
1 га тенг  в а у я  +  1 та j ^ - c o s ^  {т=> О, 1 , 2 , . .П
п) нуктада  ш ун д ай  цийматга эри щ ади . Агар интерпо- 
ляциялаш  кесмаси \а, Ь\ урни га  [ — 1 . 1 ] кесма ва ин- 
т ер п о л я д и я л а ш  ту гу н л ар и  урнига Ч еби ш ев  к у п ^ а д и -
нинг х т илдизлари  олинса, у холда  П п+1 (х)  =  ^  X

X  Ta+i (х )  ва sup \П П+Х (х)  | = ^ л каби б у лад и  Ю кори

коэфф ициента  1 булган  хар  кандай п- д а р а ж а л и  Р ( х )  
к у п х а д  олм айлик ,

s u p | P ( * ) l >  - L -
*6 [_ь 1) 2

ш ар т  баж ар и л ади .
Ш ундай килиб, [ — 1, 1] кесмада sup | / 7 л + 1 (х )  | узи- 

нинг мумкин булган  эн г  кичик кийматини т у гу н л а р  
у ч у н  Ч еби ш ев  куп хади н и н г  илдизлари олин ган даги н а  
каб ул  килади ва бу хо л да  хатоли к

<2>
каби булади.

Агар и н терп оляц и ялаш  ихтиёрий \ачЬ\ кесмада ба- 
жари лаётган  булинса, у  ^ о л д а

х  =  -^- \(Ь — а ) г - \ - ( Ь - \ - а ) ], г  =  — !—  | 2 х  — b —  а]
I  о —  а

чизицли алм аш тириш  билан у ни [ — 1 , 1 ] кесм ага  кел-  
тириш  мумкин. Бунда 7’я+1 (х)  ку гц адн и н г  и л д и зл ар и

1

* т 2 2п +  2

куриниш га у тад и .  Б а^ о л аш  б у  хол  учун

\ f ( x )  — ¿ л ( х ) | <
M n+l (b - a f + \

(л + 1 ) !  ¿2л+1

ф о р м у ла  оркали ам алга  ош ирилади . 
Н аги ж ад а  ф ункц ияни
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t (X) ^ CLq -f- CL̂ Tx (x)  -(“ . . • -f" d j n  (X) 4“ • • • (3)

каби олиш мумкин булиб, бу ер да
1

У ш бу катор Л агр ан ж  к у щ а д и г а  К араганда т е з р о к  
яки н лаш ад и .

И нтерполяция  тугун лари  куйидагича танланади : вт=  
=  тт.\п (т — 0, 1, . . п) нукталарда  ут ф у н к ц и я  ки й- 
матлари  билан берилади, б о ш к ача  айтганда, х  у з г а -  
рувчи  у ч у н  уш бу нуцталар х т =  cos (т к /п ) ц о н у н и я т  
буйича ж ойлаш иш и ке р а к .  Б у н дак  кури н и б  т у р и б д и -  
ки, интерполяция тугунлари  текис ж о й л аш м ай д и . Т у -  
гунлар  [— 1, 1 ] кесма ч ек кал ар и д а  к у ю к л а ш а д и .  Т у -  
гу н л ар д а  ф ункц ияни нг цийматлари

каби булади , бу ерда  т =  О, 1 , . . п.

8 -§ . Сплайнлар билан интерполяциялаш

Гугунлари сони куп б.улган интерп оляци я  анча  му- 
р акк аб д и р  (катта сондаги кесм адаги  и н те р п о л я ц и я ) ,  
чунки биринчидан, т у гу н л а р  орасидаги ани цлик  к и чи к  
булса , иккинчидан , кесма четларида  е тар л и ча  ч е т л а н а -  
ди  (тебранади) ва ф у н кц и я  узгариш ини б у за д и .  Б у  * о л  
айн икса  к егм а-кет  ^ оси лалар  олинаётганда  я к к о л  сези-  
лади .  К упинча бундай доллар  учун ки чи к  д а р а ж а л и  
к у п ^ а д л ар  билан а л о ^и да  и н терп оляц и ялаш  цу л  кела- 
ди; кам сондаги т у гу н л ар д а  и н тер п о ля ц и я лаб ,  сунгра  
к у п ^ а д л ар  умумий и н терп оляц и я  ф у н к ц и яси га  б и р л а ш -  
тирилади . Ода.тда туташ ган  н у к тал ар д а  бирин чи  т а р -  
тибли ^оси лалар  узи л и ш га  эга  булади .

[а , Ь\ кесм ада  /  (х)  ф ун кц и ян и н г  ки й м атлар и  и н . 
терполяцияни нг  м аълум  а  =  х 0 <  х 1 <  х 2 <  . . . <  л:л =  
=  ь ту гу н л ар и д а  берилган  булсин. т-  д а р а ж а л и  сплайн 
билан и н терп оляци ялаш  масаласини к у я й л и к .

Ш ун дай  Рт(х ) ф у н кц и я  топилсинки, у:
1 ) * ар  бир [хк- и  х к\ кесм ада  т- тартибли Р тк к у п -  

^аддан иборат булсин:
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рт к ( х ) ~ а ткх т +  ат-  1,к ^ т~х +  +  а 1кк +  айк\

2) х к н у к тал ар д а

Рт {xk)^-^f{xk) (Л =  0, 1, . . я)
тенглик  баж арилсин;

3 ) т — 1 - тартибли ^осилага  эга булсин, яъни

Р \ п к  “  Р /я.^Л+1 (-^&) ^  1» 2 ,  • • о  П  1;
5 = 1 ,  2, . . т  — 1)

шартларни каноатлантирсин;
Юкоретда келтирилган  ш артлардан  тапщ ари  яна бир 

канча чегаравкй  ш артлар  ){ам цуйилади (масалан. че-  
гаралард аги  х;осилалар у ч у н ) .  Рт(х)  ф ун кц и я  / п - т а р ­
тибли с п л а й н  дейилади .

Хар бир хусусий кесм адаги  куп ^ад н и н г  энг катга 
дараж аси  с п л а й н  д а  р а ж а с и дей илади , сплайн да- 
раж аси  билан [а, Ь] кесм ад аги  узл у к си з  ^оси лан инг 
энг ю.<ори тартибли айирмасига с п л а й н  д е ф е к т и  
д ей и лади .

Амалда ум ум ий ^олдаги  сплайн — и н терп оляц и я  ку л -  
ланмайди. Купчилик л о л л ар д а  [а , Ь] кесм ада  акалли  
биринчи тартибли ^осиласи  у зл у кси з  б у л га н  учинчи 
тартибли сплайнлар куллани лади . Б у сплайн лар  к у ­
б и к  с п л а й н л а р  дей и лади . Кубик сплайнни кури б  
чикай ли к .

Ёнма-ён ж о й л аш га н  бир ж у ф т  ту гу н л а р д а н  утувчи  
ф ун кц и я  учинчи д ар а ж а л и  ку п ^ад дан  иборат, уни к у -  
йидагича ёзиш  мумкин:

Р г  ( * )  —  Я / +  Ь { ( х  — * * _ ,)  +  с1 { Х 1- 1У  +
+  (11{ х - х 1- х ) \  (1 )

<  л: <  х 1ш

К ^ п ^ад н и н г  * ар  бир ин тервалдаги  мос коэф ф иц иент-
лари  ту гу н л ар даги  ш артларга  кура  аницланади . Рав-
шанки к у п ^ а д  т у гу н л а р д а  ж ад вал  кийм атларни ка б у л  
цилади:

У 1 - х  =  Р ъ ( х 1 - \ )  =  а ь  I ( З х

У{ ■  Рг I х д  80 а1 +  ^ 1^1 "Ь
Л, =  х 1 —Х 1- Ь (3)

Б у  тенглам аларни нг  сони неш аълум дарни нг сонидан  
икки м арта кам, ш унин г  у ч у н  масала аник б у ли ш и
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уч у н  ёрдам чи ш артлар к ер ак .  Бун инг уч у н  (1) куп ~  
^аднинг биринчи ва и к ки н чи .тар ти б л и  ^о си л ал ар и  то- 
пилади:

Р‘г (х) = Ь 1 +  2с1{х — дгг_0 +  3 ^  (х  — х (_ 1)г;
Р] (х)  =  2 с, -+ 6в,1 ( х  — Х 1- 1), XI—-I <  х  <  х 1

6 у ^оси лалар  барча  нуц таларда  (ту гу н л ар  билан бир- 
галикда)  узлукси з  булсин дейлик. О ралик т у гу н л а р -  
да  ^осилаларнинг унг ва чап лимитларини тен глаб ,  
цуй идаги га  эга буламиз:

=  Ь1 2 с 1 п — 15 (4)

с1+\ «  с1 +  За?|А£, — 1. (5)

Етиш маган икки шарт чекка  нуц таларда  гр аф и к н и н г  
ноль эгрилигига кура  аницланади:

- у  Р1(х0) — с , — О, - ^ - Р з ( х п) =  +  Зй?„А„ =  0 . (6 )

А гар ф у нкц ияни нг  асимптоталари ^акида ёр дам ч и  м аъ-  
л у м о тл ар  булса, у ^олда  бу ш артлар  урни га  бош ка 
чегаравий ш артлар  кУл л аниши мумкин.

(2 ) — (6 ) тенгламалар  4п та ном аълум ни аницлаш  
мумкин булган чизикли тенглам алар  системасини таш - 
кил этади. Бу системани Гаусс  усули билан ечи ш  м ум ­
кин. Лекин уни аввал м ахсус кури ниш га  келтириб„ 
сунгра ечиш  кулайрок . (2 ) тенглам адан  барча а{ коэф- 
фициентларни аниклаш  мумкин.

(5) ва ( 6 ) тенглам алардан

й 1 =  (с*+| — ^)/ЗЛ„ 1 <  I <  п — 1

й п =  сп/ЗЛл (7)

келиб чикади.
(7) муносабатни (3) га цуямиз, бунда у *_1 эъ ти -  

борга олинади, у х о л д а

[(У/ —  --------  +  2£,), 1 <  / <  г г —  1,

ьп =  [(Уя -  Уя-1)/Лл| -  Ипсп (8)

м уносабатларга эга буламиз.
Энди (8 ) муносабатнинг иккинчисида мос р а в и ш д а  

индексни бирга ош ириб *ам да  (7) асосида (4) д аги  Ьь
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Ьц-Х ва d t катталикларни йукотамиз. У ^олда  ci коэф* 
фициентлар  учун осонгина куйидаги ^олга  келти ри ла-  
диган чизицли тенгламалар  системасига эга буламиз:

сх *= О,
Ci—1 +  2 (hi-1  -}- ht ) ct -j- ht с^ \ «— 3 [(уг —

-  У,-0/Лг -  (уг_1 -  уг_2)/А,_,1, (9)
2 <  г <  «,
^л+1 =

У ш бу систем зкин г матрицаси уч  диагоналли , яъни асо- 
сий д иагонали  ва икки ц^ш ни д иагонал  элем ентлари - 
дан  таш кари  барча  элементи ноллардан  иборат булган  
м атрицадир. Б ун дай  чизи^ли тенглам алар  системасини 
ечиш  осонгина ^ал  цилинади. ct коэф ф иц иентлар  то- 
пилгандан  сунг (2 ) ,  (7) ва (8 ) ф о р м у лал ар д ан  ф о й д а-  
ланиб, долган коэф ф иц иеатлар  э^ам топилади.

/га, =  Рз(л:/) катталик Х[ тугунда с п л а й н н и н г  
о г и ш и н и  ифодалайди.

9- § .  Сонли диф ф еренциаллаш

1. Сонли диф ф еренциаллаш  масаласининг цуйнли-
ш и . Сонли д и ф ф ерен ц и аллаш  масаласи ф у н кц и я  ж а д -  
вал у с у л д а  берилганда  ёки аналитик кури ниш да бери- 
либ, унинг ^осиласини аниклаш  м ураккаб  булгзн  д о л — 
л арда  зар у р  булади. Сонли д и ф ф ер ен ц и ал л аш  масала­
си н о к о р р е к т  ^исобланади , чунки ф у н кц и я  а р г у ­
м ента цийматининг ж у д а  кам узгари ш и  коси ла  циймат- 
л ар и д а  етарли ча  катта ф аркларга  олиб келиш и м ум кин. 
Ана ш у  ходатаи  сонли диф ф ерен ц и аллаш  масаласи л;ал 
килинаётганда, айникеа, берилган ф ункц ияни  бирор ин- 
тер п о л яц и о н  к у п ^ а д  билан алм аш ти р аётган да  эътибор- 
га  олиш  к ер ак .

Сонли дифференциаллаш  масаласи куйидагича ку* 
йилади: у —» / ( * )  функция fa, b\ кесмада узининг п-\-  
+  1 та киймати билан жадвал куриниш ида берилган  
булсин. Ш у функция ^осиласининг аналитик к^рини- 
шини топиш талаб этилади.

О датда ифодаланадиган функция учун интерполя- 
цион к^п^адлардан бирортаси танланади. Агар куйил- 
ган масалада интерполяция тугунлари орасидаги масо- 

•фа тенг булса, яъни х ^  — xl — h ( i = * 0 , 1 , . . п.) б^л- 
са, у  *олда f (x)  функцияни алмаштириш учун Ньютон
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ф орм улаларидан  бирортасини ку л л ащ  к у л ай ,  а кс  х;ол- 
да Л агран ж  интерполяцион к у п ^ а д л а р и д а н  б и р о р таси ­
ни к^чилаган м а ъ к у л .

Н ь ю то н  и н т е р п о л я ц и о н  к ^ п ^ а д и  би л ан  и н т е р -  
п о л я ц и я л а н г а н  функ-цияни д и ф ф е р е н ц и а л л а ш .  Н ы о -  
тоннинг 1 - интерп оляци он  ф о р м у ласи  т у гу н л а р  ораси-  
д аги  масофа тен г  б у лган д а  куй идаги  к у р и н и ш га  эга:

)  W  ~  )'• +  1АП  +  Д’Уо +  ? ( , ~  А*Уо +

+  ,(,-1)1, - а ц ^ з ) д, +  (1)
41

бу ер да  q =  (x  — x 0)lh ва А =  jc,+i — x t ( i  — 0, 1 , 2 ,  
п).  Б у  формулани ц уй идаги ча  ёзиб олаадиз:

/ W  =  )'» +  9 " i )’» +  S- 5 - 2  4 ‘У о +  Ч‘ ~ г?  + Ъ-  Д‘у , +

+  «1д<л + . . .  (2)
24

Э нди
d f { x )  ä f  (х) dt7 _ 1 d f{ x )  ^

d x  dq d x  h d x

эканлигини ^исобга  олиб, (2 ) ни д и ф ф ер ен ц и ал л ай м и з :  

f ' ( x )  »  -L  Д у 0 +  2q' ^ l  . Дгу 0 +  3-i!.~  6 g + .l  Д3 y 0 +
П £ О

+  ^ - ^  +  Ч » - » д « у . +  ,4 )

Энди у — Р ( х )  ф ункцияни д иф ф еренц иаллаб ,

Г  (* )  «  ~  [Д*Уо +  (q -  1 ) • Д3Уо +  6 ^ ~ i1̂ + - 1-1 X

X  Д4Уо +  • • •] (5)

нун осабатга  эга  буламиз, чун ки

f " i x \ =  d W ( x ) )  в  (*)) _ dq 
dx  dq ' d x '

Х удди  ш ундай , ф ункц ияни нг  бо ш ц а  ^о си л ал ар и н и  
ани клаш  мум кин. А малда ку п и н ч а  ф ун кц и ян и н г  х 0 ту -  
гу н д аги  з^осиласини топиш талаб  этилади . Ш ун и н г  у ч у н  
q — 0  десак , цуйидаги к у ри н и ш д аги  ф о р м у л ал ар га  эга 
бу лам и з:
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ва

Г'(х0) »  ±  ( л ’у 0 -  А*у0 +  j-J А4Уо ~  {  ¿ 8У. +  . . . ) .  ( 7 )  

Хосилани ани цлаш даги  хатолик

/?; <*0) »  Aft+1 (5) (8)

ф о р м у ла  ёрдам и да  такрибан  б а^ о л ан ади , бу е р д а  
£  (а ,  6 ] булиб, у  и н терп оляци я  ту гун лари дан  ф ар кл и -  
дир.

Ж а д в а л  охири даги  нуктадаги  ф у н к ц и я  ^оси ласи ни  
ан и кл аш  учун  Нью тоннинг 2 - интерп оляци он  ф о р м у л а -  
сидан  ф ой далан и ш  зарур:

/  (* )  =  у„ +  q b y ^  +  q{q + X) Аау л _, +

I <7 (<7 4 - 1)(<7 4-2) хз41 , q ( q -f 1) ( q +  2) ( q -f 3) w  
+  3i л ^  X

X  Д4у „ _ 4 +  . . .  , (9)

бу  ер да  q — ( х  — x n)jh. У * о л да  ^оси лаларни нг  тацри- 
бий кийматлари

IX,  =  1 |  Лу„_, +  i - y „  +  3-S i± |£ ± -2 X

х  4'y.-„ +  2’, + 8»,|+ 11̂ -3 !•),„_ +  ...]  (10)
ва

/"  (x )  »  JL  [ A X _.2 +  (q +  1 )А3УЯ_ 3 +  6?а+118/  +  П X

X  A4y n_ 4 +  - • •] (11)

каби булади . x=*=xn н уктадаги  ^оси лалар  эса мос ра -  
в и ш д а

Г  ( * „ ) » - f  ( а » _ ,  +  +  ^ = 2 -  +

+  - ^ r L  + i 5 b i - +  . . . )  (12)

ва
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Г  (*я) ~  ~  (Д2УЯ-2  +  * 3У„—3 +  у2 А*Уп- 4 +

+  -^-Д5У „_5+----) (13)

куриниш ига эга булади . Д осилаларни а н щ л а ё т г а н д а г и  
хатоли к

Я'к (хп) =  А*+‘ . у(*+») (5)
'  я/ (к + 1)! * 47

ф о р м у ла  ёр дам и да  ба^оланади .

М и  с о л .  у  =  / ( х )  ф у н к ц и я  к у й и д а г и  ж а д в а л  б и л а н  б е р и л г а н :

X I 1 2 3 4

Ь 4 9 2 6 6 1

С о н л и  д и ф ф е р е н ц и а л л а ш  у с у л и  б и л а н  у = / ( д г )  ф у н к ц и я н и н г  х = 1  
н у к т а д а г и  б и р и н ч и  в а  и - к к и н ч и  т а ' р т и - б л и  ^ о с и л а л а р и н и  т о п и н г .  

Е ч и ш .  Ч е к л и  а й и - р м а л а р  ж а д в а л и н и  т у з а м и з .

* 1 У 1 &У1 А *У1
1

, \ 3 у £

0 1 4 5 \ г 6

1 2 9 1 7 18
2 3 2 6 3 5
6 4 6 1

К а д а м  Л  =  1 б у л г а н л и г и д а н ,  ( 6 )  ф о р м у л а г а  к у р а

Г’ <х0) -  у  ( д Уо-  у  Л’ Уо +  у  дауо). / '  ( 0  -  1

* о с и л  б у л а д и .  Х у д д и  ш у н н н г д е к  х о  в  1 н у ц т а  у ч у н  и к к и н ч и  т а р -  
т и б л и  * о с и л а н и  а н и к л а й м и з .  ( 7 )  ф о р м у л а г а  к у р а  у

г"{х̂  =  "ТТ ( д3>’о -  Д3Уо); Г  (») -  6пг
к у р и н и ш г а  э г а  б у л а д и .

Л а г р а н ж  к у п ^ а д и  билан  и н т е р п о л я ц и я л а н га н  ф у н к -  
ц и ян и  д и ф ф е р е н ц и а л л а ш .  у =  /(.*:) ф ун кц и я  \а , Ь\ 
кесм ада  узининг п +  1 та кийматлари билан ж ад в ал  
куриниш ида бери лган  булсин. С оддали к  у ч у н  т у гу н -  
л ар  орасидаги м асофа тенг булган  ^олн и  карай м и з . 
Л а гр а н ж  к у п ^ад и н и н г  к^ри н и ш и  к уй и д аги дан  иборат:
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/ [ х ) ~  (14> 1\ {п — 1 ) 1  д — I
¿=о

бу ерда  ¿7 =  (л; — х 0)//г — ин терп оляци я  кад ам и . —  ==»
¿¿д

=  А булганли ги дан , (14) га кура 

г ( х ) ~ ± У  , х ч « . - > - ! .  у, (15)
Л ¿ ы 1 Н ( п  — 1)1 (1д <7 — * I

/=о
ф о р м у лага  эга буламиз.

Хосилани аниклаш да куйилган хатолик куй идаги  ф о р ­
м ула  ёр дам и да  б а^оланади :

(П +  1)!

бу  ер д а  5 — [а, Ь\ кесм адаги  ин тер п о ляц и я  т у гу н л а р и -  
дан  фаркли булган  ну^та.

п =  2  булса , куй идаги га  эга буламиз:

£> ( * )  — у  • У0 • (?  — 1 )(<7 “  2 ) -  у , • с/ ( ?  —  2) +

+  • У г ■ Я (Я —  О

Хусусан, функция ^осиласининг тугунлардаги кий- 
матлари учун куйидаги ифодаларга эга буламиз:

Уо“ -̂  ‘ ( —З у 0 +  4 у , — У2) +  ~  •

у; -  ~  • ( - у° + у») -  у  А* • Г  («);

Уа “ ^  • <Уо ~  4у, +  Зу2) +  у  А8 • Г  ($).

/1 =  3 булган долда эса куйидагиларга эга буламиз: 

Уо -  ^  * (—ИУо +  18у, -  9у2 +  2у3) -  £  • Г  (5);

"" £5Г ' (~^Уо ~  3у1 +  6уа — у3) +  ^  • / 1У

У* =  к  * (Уо “  6у‘ +  Зуг +  2уз) ~  12 * /1У (?); 

у; =  * (—2у0 +  9у, -  18уг 4- 11у») + ~  * Г  (&)•
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ill у ни таъкидлаб  утмок; зарурки , сонли д и ф ф ер ен -  
циаллаш  ф орм улалари  интерполяция ф о рм улалари га  
Караганда камрок; аницликка эга, лекин улар  ^и соб  
учун  кУл ай.

Худди ш унин гдек , иккинчи тартибли хосиланинг 
тугун лардаги  кийматлари учун ф орм ула  топиш  мумкин. 
Ч унон чи , п  =  2 булса ,

+  • Л* (*,)»о № и

у\ — ^  • (Уо -  2yi + У») — № '• 

у; -  • (Уо -  2у, +  у2) +  Н ■ Г  (5,) -  J  • Г  '?3) .

/г =  3 булса (яъни нуцтааар сони туртта  б у л с а ) ,

Уо =  ' (12Уо “  ЗОу, +  24у* -  бу3) +  Л2 • / ,У (*г) -

- £ - / v <e,);

у; “  • (6 v0 -  1 2 у,  + 6 у2) -  i/r ./IV($,)- |  . Л (?,);

У2 — • (6У1 -  12Уг +  6у3) ~  Аг • / iv («,) -

y j  -  • ( - 6 у0 +  24у, -  30у2 +  12у3) +  У Л* • / ,у (?,) -

f 4 i t  \
~ ш  f  (Е,)

з{осил б у л а д и .

10- §. А ниц интегрални тацрибий ^исоблаш

Интег рал л ан у вч и  t ( x  i ф ункц ияни нг  бошланричини 
м аълум  (элем ен тар )  ф у н кц и ял ар  ор к ал и  иф одалаш  м у м ­
кин б ^ л м аган да ,  f i x )  ф ун кц и я  ж а д в а л  ёки граф и к  усу л -  
д а  ?ер и л га н д а  интегрални тацрибий *исоблаш га  т^гр и  
келади . ^ у й и д а  ^исоблаш  у ч у н ц у л а й .  (синалган) у с у л -  
л ар  билан таниш иб чицамиз

1 . Т урри  т у р т б у р ч а к л а р  у с у л и .  [а, Ь\ кесм ада  у =  
• = / ( . * )  ф у н к ц и я  узининг п 4 - 1 та цетйматлари билан  
берилган б у ж и н  (агар ф ун кц и я  у з л у к с и з  булса , \а, Ь\
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кеемани п та булакка  булиб, функцыянинг ш у н ук та-  
л ардаги  кийматларини ^исоблаймиз). Ф ун кци ян инг  
х 0, х 1У . . х г нукталардаги  кийматлари мос равиш да 
Уо. Ун • • • ,  Уп булсин.

У ш бу йигиндиларни тузам из:

У о ^  +  У | Л  4 -  •

У\к +  УъЬ +
+  У а - 1

• +Упк.
Б у  йигиндиларнинг *ар  бири f ( x )  ф ункция  ynvH [а,Ь\ 
кесм ала  интеграл йигинди булади ва шунинг учун
Ь
j f ( x ) d x  аниь; интегралнинг такрибий кийматини ифо-
с.
далай дн .

/  ( x ) d x : ь — а . , ,
-------(Уо +  У1 +гг

+  У„_1) =  А ^ ]
1=0

(1)

I t(x) dx  : b — а
( У ,  +  У 2 - Г  . . .  + У л ) — A V  у , .  ( 2 )

Б у л ар  турри т у р т б у р ч а к л а р  ф орм улаларидир . 
2 7 -р а с м д а л  куйидагиларни куриш  мумкин: агар / ( л )  
мусбат  ва усувчи ф ункц ия  булса, у *олда  ( 1) ф о р м у ­
ла „ички* турри ту р тб у р ч ак л ар д ан  тузилган зинапоя- 
симон ш аклнинг юзини тасвирлайди; (2 ) ф орм ула  эса 
„ т аш к и “ туртб урчак лард ан  тузилган зинапоясимон

ш аклнинг юзини тасвирлай- 
Ук. ди. И нтегрални турри ту р т ­

б у р ч ак л ар  ф орм уласи  билан 
д;исоблашда килинган хато- 
лик  п канча катта булса , 
я ъни  булиниш кадам и к 
= ' ( 6  — а)1п кан ча  ки чи к  

-ч г—  булса , ш унча  кичик була-
/  ди.

г — Энди | а ,  Ь\ сегм ен тда
/  I п £  берилган  f ( x )  ф ункц ияни  А 

Кадам билан турри ту р тб у р -  
чак  усулида  и н тегр ал л аш - 
нинг компью тер д асгури н и  

¿¿7- раем. келтирам из.

№

к

7 Т
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1 0  REM — Т У Г Р И  Т У Р Т Б У Р Ч А К  Ф О Р М У Л  АСИ 
Б И Л А Н  И Н Т Е Г Р А Л Л А Ш  

2 0  IN PU T „И Н Т Е Г Р А Л Ы И Н Г  Ц У Й И  ЧЕГАРА* 
С И “; А

3 0  IN P U T  „ И Н Т Е Г Р А Л Н И Н Г  Ю К О Р И  Ч Е Г А Р А - 
С И “; В

4 0  IN PU T „[А, В] С Е Г М Е Н Г Н И  В У Л И Ш  СО Н И “ ; N 
5 0  S =  0
6  0  Н =  (В
7 0  Х - = А  
8 0  FOR I =  1 Т О N  
9 0  S =  S - f  H * F ( X )
1 0 0  К =  х  - t-H
1 1 0  N EX T I
1 2 0  P R IN T : PRINT N; „ТА С Е Г М Е Н Т  Б У Й И Ч А "  
1 3 0  PR IN T А; „ Д А Н “; В; „ГАЧА И Н Т Е Г Р А Л  = “ ; S 
1 4 0  END

A )/N

2 . Т р а п е ц и я л а р  усули . Агар берилган у = / ( х )  эг- 
ри чизикни турри т у р тб у р чак л ар  ф о р м у ласи д а  б у л г а -  
нидек зинапоясимон чизик билан а л м аш ги р м асд ан ,  б а л ­
ки ички чизилган синик чизик билан а л м а ш т и р с а к ,  у  
* о л аа  аник ин тегралн и н г  анча а н и ц р о к  ки й м ати  ^ оси л  
булишини кутиш  таби и й ди р  (28* р а е м ) .

Б у  *олда эгри ч изикли  аАВЬ т р а п ец и ян и н г  юзи
юцоридан Л Л ,,  Л ,Л 2, Л„_! В  в атар л ар  билан  че-
гараланган ту р р и  чизикли 
йигиндисига т е н г  б ^л ади .  
бу Аммо трапециялардан  би-

ринчисининг юзи v° У1-  X

тр ап ец и ял ар ю зларининг

X  ft, иккинчисининг
У1 +  Уз

2
лганлиги 

ь
f ( x ) d x

юзи

h ва Аммо ^ о к а зо  бу- 

сабабли

У0 +  У1-S-A +
+ У) +  у 2 h + +

+  l * = L ± l n - h  
2

!=f(x)

л  *

1

. %
\ ■

У.

еки 2а- раем.
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j / ( x ) d x ^ b- ~ ^ -+2 yn +  У) +  Уз +  . . .  + У _ , ) -
Я

. A ( J o ± y 2_ +  g , yij .  (3)

¿=1

Б у  т р а п е ц и я л а р  ф ормуласидир. Б у  у су л га  м у -  
во ф и к  \а , &J оралицни булиш  сони п  ихтиёрий танлаб 
олинади. Бу  сон канча катта булса, {3) тацрибий тенг- 
ликнинг унг томонида ёзилган йигинди ш унча катта 
ани ^лик  билан интеграл кийматини беради .

Агар интеграл ишораси остидаги у  =  f  (х)  ф ун кц и я-  
нинг [а, b ] кесм ада  иккинчи таргибли д;осиласи у зл у к -  
сиз булса, у  * о л д а  трапеция  ф ормуласининг колдик 
*ади:

- м ,
п

ф о р м у ла  ёрдамнда ба^оланади . Б у  ерда  ТИ2= гп а х  | /'"(*-) |.
а<х<Ь

Куйида берилган интегрални трапециялар  усули  би­
лан такрибан ^и соблаш  уч ун  компью тер дастурин и  кел- 
тирам и з .

1 0  REM -  Т Р А П Е Ц И Я Л А Р  Ф О Р М У Л А С И  Б И Л А Н  
И Н Т Е Г Р А Л Л А Ш  

2 0  IN PU T „И Н Т Е Г Р А Л Н И Н Г  КУ ЙИ Ч Е Г А Р А С И “: А 
3 0  INPUT „И Н Т Е Г Р А Л Н И Н Г  Ю К О РИ  Ч Е Г А Р А ­

С И “; В
4 0  IN PU T „JA, В) С Е Г М Е Н Т Н И  Б У Л И Ш  C O H H “;N  
5 $  D E F F N M  (X) =  F (X)
6 0  Н =  (В — A) / N
7 0  S — (F N M (A )  +  F N M (B ) ) /2
8 0  X =  А
9 0  F O R  I -  1 ТО N — 1 
1 0 0  Х « = » Х 4 -Н  
1 1 0  S - S  +  F N M (X )
1 2 0  N EX T 1
1 3 0  P R IN T :  PRINT N; „ТА С Е Г М Е Н Т  Б У Й И Ч А ” 
1 4 0  PRINT А; „ Д А Н “; В; „ГАЧА И Н Т Е Г Р А Л = “; 5  
1 5 0  EN D

3. П арабояалар у.сули (Симпсон ф о р м у л а с и ) .  
[а , 6] кесмани ж-уфг сондаги п =  2т та б у л а к л а р г а
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аж ратамиз. [х0, л:,] ва [л:,, Лг] кесм аларга  мос ва б е -  
рилган  у =  / ( .* )  эгри чизик билан ч егар ал ан ган  эгри  
чизикли трапециянинг юзини карайми-з. М 0( х 0, у0), 
УИ, ( х %, у ,)  ва М 2(х 2, у2) учга  нуктадан утувчи  ва уки  
Оу  укк а  параллел  булган  иккинчи д а р а ж а л и  п ар аб о л а  
билан чегараланган эгри чизикли трап ец и ян и  п а р а ­
б о л и к  т р а п е ц и я  деб  атай м из (2 9 - р аем ) .

Уки Оу укка  параллел  булган параболанинг тен гл а-  
маси

у =  Ах* +  В х  +  С

кури ниш да булади . А, В  ва С коэ ф ф и ц и ен тл ар  п а р а ­
боланинг бери лган  уч нукта  оркали утиш  ш артидан 
бир кийматли аникланади. Ш унга у х ш аш  п араболалар -  
ни кесмаларнинг бош к а  ж у ф тлар и  уч у н  *ам ясаймиз. 
Ш ун дай  ясалган параболик трап ец и ялар  ю злари н и н г  
йигиндиси интегралнинг тавдэибий кийматини беради .

Д'астлаб бйтта п ар аб о л и к  трапециянинг ю зини  *и- 
соблай м и з .

Л е м м а .  Агар эгри к и з щ л и  трапеция
у  =  Ах*  +  В х  +  С

парабола, О х  ва оралири, 2к га тенг булган а к - 
кита ордината билан чегараланган булса,  у х^олда
унинг юзи 8  =  —  (у 0 +  4у, +  у2) га тенг булади,  б у я -

О

да у 0 ва уг яетдага орданаталар , у х эса эгри шзгщ-  
кинг кесма уртасидаги ординатаси.

И с б о т .  Ёрдамчи коорди-наталар системасини 30- 
раемда курсатилгандек  жойлаш тирамиз.

29- раем« 30* раем.
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Параболанинг у — А х 1 В х - \ - С  тенглам асидаги  ко-  
эфф ициентлар  куйидаги  тенглам алардан  аникланади:

агар  ;с0 =  —h булса , у  *олда  у0 =* Ah* — Bh -f- С , } 
агар  х ,  =■ 0  б у лса ,  у  з^олда у, =  С, 1 (5)
агар  х 2 =  h булса , у  з^олда у 2 =  Ah'  +  Bh +  С. J

А, В, С коэффициентларни м аълум  деб з^исоблаб, па­
раболик трапециянинг юзини аник интеграл ёрдам и да  
з^исоблаймиз:

/г п
S  «=* Г (А х 2 +  В х  +  С) d x  =  ~  +  ^  +  С х J «

-Л —А

— А ( 2 Л ^  +  6С).

Аммо (5) тенгликдан :

У о “ И +  Уз 2ЛА2 6 С.

Д е м ак ,

в  ~  (Уо +  +  Уг)-

Ш уни исбот килиш талаб этилган эди.
Биз яна асосий масадамизга к^йтамиз (29 -расм га  

каранг). (5) форм уладан  фойдаланиб, куйидаги  тацри- 
бий тенгликларни ёза оламиз (h =  \х):

х* Д у
f  (х) dx**  —  ( У о  +  4у, +  у2),

-*а

Jа«= х0
Xi

f f  (х )  d x ^ Y  (У* +  4 Уз +  У Д

J  / ( * )  d x  ^  —  (y2m_ 2 +  1 У2/7Л

^sm-s
Чап ва ^н г  томонларни куш иб, чапда изланаётган  

интегрални., ^н гда  эса унинг такрибий кийматини з^о- 
сил киламиз:
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ь
j  f (х)  * ~  —  ( у0 +  4у, +  2у3 +  4у3 +  . • . +

+  2У<т-2 +  4У2/п- 1 +  Угт^ (6 )
ёки

ь
J /  (*) [Уо +  У 2т +  2 (у2 +  У4 +  • • • +

“Ь У2ОТ-2) “Г ^ ^  +  У̂  +  '* *  ”Ь ^ 2 т -1 )Ь

Б у  С и м п с о н  ф о р м у л а с и д и р * .  Б у  ерда  булиниш  
нукталарининг сони 2пг ихтиёрий, лекиы бу сон цанча 
катта булса, (7.) тенгликнинг унг томонидаги йигинди 
интегралнинг- цийматин.и ш унча  аник иф одалайди.

И нтегрални берилган аницликда х;исоб.тшш у ч у н  
канча булиниш нуцталари олиш  к«ераклигини ан и кл аш - 
да интегрални такрибий ^и соблаш да  ^осил  б у л ад и ган  
хатони б а^олаш  ф орм уласидан  ф о й аал ан и ш  м ум ки н.

Агар ?(х)  ф ун кц и я  туртинчи тартибли у зл у и с и з  ^ о -  
силага эга булса, у  ^о л д а  Симпсон ф орм уласин инг ц у -  
ш имча ^ади  куй идаги  ф орм ула  билан б а^оланади :

/? =  •— бу ер да  Л /4 =  ш ах I г[у (£) |. (8)
180

А гар  ф ун кц и я  ж ад в ал  усулида  бери лган  б у л и б ,  
унинг интегралини такрибан  ^и соблаш  талаб  эти лган  
булса , у ^о л д а  хатолик чекли  айирмалар  о р к а л и  б а -  
^ олан ад и , яъни

*  -  -  - ю -  ■ <9>

бу е р д а  Аь — туртинчи тартибли чек ли  а й и р м ал ар н и н г  
м одули  буйича максимал к и ймати, б о ш к ач а  а й т га н д а  
А 1 =  т а х  I Д4у, |, /  =  0, п — 4.

Э нди  бери лган
ь
|  /  (х ) й х
а

и н тегрални  Симпсон усули  билан з^исоблаш у ч у н  к о м ­
пью тер дастурини келтирам из.

* Симпсон Томас (1710 — 1761 йй.) инглиз магематиги.
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1 0  R E M - С И М П С О Н  ф о р м у ЛАСИ Б ^ Й И Ч Л  И Н ­
Т Е Г Р А  л  л а ш  

2 0  INPUT „ И Н Т Е Г Р А Л Н И Н Г  К У Й И  Ч Е Г ^ Р А -  
С'И*' А

3 0  INPUT „ И Н Т Е Г Р А Л Н И Н Г  Ю К О Р И  Ч Е Г А Р А - 
С И “; В

4 0  INPU Т „А, В С Е Г М Е Н Т Н И  Б ^ Л И Ш  С О Н И “; N 
5 0  DEF F N M ( X )  =  F < X )
6 0  S =  0
7 0  Н =  (В — A )/N
8 0  S — F N M ( A )
9 0  FO R 1 = 1  Т О  N - 1  STEP 2 
1 0 0  X =  A +  I * H  
1 1 0  S =  S +  4 *  F N M (X )
1 2 0  SEXT I
1 3 0  FOR 1 = 2  TO N — 2 S T E P 2
1 4 0  X =  A - f I * H
1 5 0  S =  S +  2 * F N M ( X )
1 6 0  N EX T 1
17 0  S =  S + F N M ( B )
1 8 0  S =  S * H / 3
1 9 0  P R IN T :  PR N T „N; “ТА С ЕГМ Е Н Т  Б ^ Й И Ч А “ 
lJ 0 0  PRINT А; „ Д А Н “; В; „ГАЧА И Н Т Е Г Р А Л = “; S 
2 1 0  END

1-м  и с о  л. Т рапеци я  форм уласи  ё р дам и да  п  =  10
1Г*

деб  /  =  I -------- интегрални такрибан  ^исобланг.

Е ч и ш  И нтеграл  иш ораси остидаги ф ункциянинг 
цийматлар жадвалини тузам из. Ф ункци я кийматларнни 
^исоблаётганда вер гу л дан  кейин туртта рацам оламиз.

*1 1 +  * ,
1

У/ -  
1 1 +  х 1 Х1 1 + xi

0.0Q00
0,1000
0,2000
0,3000
0,4000
0,5000

1,0300
1,1000
1^000
1,3000
1,4000
1;5000

1,0000
0,9091
0.8333
0//692
0,7143
0,6667

0,6000 
0,7000 
0,8000 
0,9'00  
1,0000

1,еооо
1,7000 
1,8 Ю0 
1,9000 
2,0000

0 ,6 # 0
U,b88V 
0,55е6 
0 ,5 ,63 
0,5000

Трапециялар  формуласи (3) га кура  цуйидагига  ъга 
буламиз;
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1

/ — Г ~  — Г1,0000 + 0,5000 +  0,9091 +  0,8333 +
«] 1 +  дг 10 \ 2 ^
О

+  0,7692 +  0.7143 +  0,6667 +  0,6250 +  0 ,5882 +

4 -  0,5556 +  0,5263) =  0,1 • 6,9377 «  0,6938.

Н атиж анинг хатолигини б а^олайм из. И н т е г р а л  и ш о -  
раси остидаги функция учун  [0, 1] кесм ада  Г ( х ) = ^  
=  2/(1 +  х ) 3 га эга б^ла-миз. 0 < . * < 1  б ^ л га н и  у ч у н ,  

булади. Д е м ак ,  Ма учун  2 сони ни  о л и ш  
мумкин. (4) ф орм улага  к ^ р а  б а^ о л асак ,

|У?1< 1 2 Л ^ < 0 ' 0017

яосил булади .
2- м и с о л. Симпсон ф орм уласи дан  ф ойдаланиб  1п2—

^  ингегрални 104 ан и кл и к да  ^и соблан г .
0,5

Е ч и ш .  Аввал [а, Ь\ к есм ан и н г  б у л и н и ш  сонинн 

аниклаймиз. И н теграл  иш ораси остидаги  ^

ф у н к ц и я  учун  1 | кесм ада  (х ) = 2 4 / * 5 га  э г а  б%-

ламиз ва бундан | / 1У (л:) | <С 24 • 25 ни *осил  к и л ам и з .
1/2, 6 =  1 ва Л =  1/4я эканлигин и * и с о б г а  олиб ,

(8) ф о р м у л ага  кура

1/?„| < — —  - 2 4 . 2 Ь • ( — ^  
л1 2* 180 V 4 )

ёки

\ * п \ <
1

га эга булам из.
Бери лган  аникликка эр и ш и ш  у ч у н

<  10 еки пА>  —
120 . п* 12

тенгсизликнинг баж ари ли ш и  за р у р .  Д е м а к ,  /г4 >  1С0 
булиб, п =  4 олиниши мумкин. к = 0 , 0 6 2 5  ни топиб, 
ф у н к ц и я  циймаглар ж адвалини  тузам и з:
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"
Уо» Уе Уи Уз, Уь, У 7 Уз» У*. Уе

1
1 0,5000 2,0000
1 0.5625 1,7777

0,6260 1,6000
0,6875 1,4545
0,7500 1,3333
0,8,125 1,2308
0,87.0 1,1428
0> 375 1,0667
1,0000 1,0000

3,0000 5,5298 4,0762

(7) ф ор м у лага  кура 
1

|  *1. =  1п 2 «  0,6931
0,5

эканлигини аниклаймиз.

1 1 -§ . Биринчи тарткбли одди й  
диф ф еренциал тенгламаларни тацрибий  
ечиш

1. Э й л ер  м етоди . Виз ^осилага нисбатан ечилган 
биринчи тартибли оддий д и ф ф еренц иал  тен глам алар-  
нинг сонли ечилиш ининг икки усулини куриб  чицамиз. 
У ш бу п араграф да  Эйлер усулига тухтаймиз.

Уш бу

у) (1)
йх

тенглам анинг [х0, Ь] кесмада х  =  х 0 да у =  у 0 бош- 
лангич шартни цаноатлантирувчи такрибий ечимини то- 
памиз. [ г 0, Ь\  кесмани х 09 х и . . х п =  Ь нуцталар  би- 
лан п та булакка  (тенг булиши ш арт  эмас) булам и з 
(бу ерда  дг0 < * ! < - . .  < х п) =  — х , =
=  . . .  =  Ь — х п_1 =  \ х  =  к деб белгилаймиз. Д ем ак ,  

Ь ' х
А = —— - ? . у  =  <р(л:) (1) тенгламанинг бирор тацрибийП
ечими ва

№
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Уо — Т (■*<>)• У* =  Т (-^1). . . . .  Уд ~ < Р (* л )  

булсин.

ЛУо =  У 1 ~  Уо. &У, — у > -  У и  • . . .  Ь у „ - Х = * у „  — у_„,

деб белгилаймиз. (1) тенглам ада  хар бир  х 0, х и  . .  
х п ну^тадаги  з^осилани чекли  айирмалар  нисбати билан 
алмаштирамиз;

"  — /(•*) У) (2)

€ки

Ду — /  (* ,  у) • (2 ')
л: — х 0 нуктада  Ду0 =  /  (х0, у0) • Ал:,

ЯЪНИ

У1 -  Уо =  / ( * о ,  Уо)Л

булади. Бу т е н гл и к д а  х 0, у0, к м а ъ л у и ,  д е м а к

Ух =  У о + / ( хо< Ус) к
ни топамиз. х  =  х! да (2 ')  тенглам а Ду! — /  ( х и у ,)  
булиб ,

У2 =  У1 +  / ( * 1, У,) • А

кийматни хосил киламиз. Б у  ер да  х и у и к  м аъ л у м  
сонлар , у а эса аникланадиган циймат. У м ум ий з^олда

Ул+. =  Уп +  д Уя. б у  е р д а  \ у п =  ? ( х п, у„) ■ к. (3)

Ш ундай килиб, х 0, 
х и . . х п н у к тал ар д а  
ечимнинг такрибий 
цийматлари топилди.
Координата текислиги* 
д а  ^о.У о). ( х и VI), .. ..
( л п, У а) нуцталарни 
т \  рри чизик кесм алари  
билан  туташ тириб, Э й ­
л е р  н и н г с и н и к  
ч и з и р и д а н  иборат 
<5\лган интеграл  эгри 
чизикнинг такрибий 
тасвирини ^осил кила- 
миз ( 3 1 - раем). 31« раем.
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А гар  /  (х , у) ф ункц ия  кан дайдир  R  {| х  — х 0 \ <  а ,  
|у — турри т^ р т б у р ч а к д а

1/ (*1 .  У О -  /<■**. у * ) | < ^ -  1У. — У*1 (/V — cons t )

шартини каноатлантирса ва бундан ташцари

d-L  =  i t  - | _ / . | ^ ! < у и  (Ai =  const)  (4) 
dx dx | ду I

б^лса , у холда хатоликни б азрлаш н и н г  куйидаги  ф о р -  
муласи уринли б^лади:

1у( *я) - У » 1 < ^ [ 0 + А - Л О я - 1 ] .  (5)

бу е р д а  у { х п) — (1) тенглама ечимининг аник кийм а- 
ти ( x - = x h д а ) ,  у п эса я - к а д а м д а  олинган такри би й  
киймати.

(5) ф орм ула  назарийдир О датда „икки м арта  хи- 
с о б “ коидаси кулланилади, яъни аввал ^исоб h кадам  
билан, сунгра каяам ни м айдалаб  такрорий хисоб  А/2 
кадам  билан баж арилади . А никрок ечим у*п нинг хато-  
лиги \у*а — у (хп) | «  | у* — уп | ф ормула ёрдам и да  б а*о-  
ланади .

Бери лган  ф ункция  ^осиласига  нисбатан ечи лган  од-  
дий диф ф ерен ц и ал  тенглам ан и  Эйлер усули  билан 
ечиш нинг компью тер дастури куйида келтирилади :

1 0  REM — Э Й Л Е Р  У С У Л И  
2 0  IN PU T А, В, У. Н 
3 0  PR IN T  . X е, . Y * : PRINT 
4 0  FO R  Х =  А ТО В STEP Н 
5 0  PRINT X. Y 
6 0  Y =  Y +  H * F ( X ,  Y)
7 0  NEXT X 
8 0  END

1 - м и с о л .  Эйлер усулидан  фойдаланиб,
, 2ху '  =  у _ _

диф ф еренц иал  тенгламанинг [0, 1] кесм ада у ( 0 )  =  1 
ш аргни цаноатлантирувчи ечимининг киймаглар  ж ад-  
валини тузинг /* =  0.2 кадам танлансин.

Е ч и ш .  ^и соблаш ларн и н г  натижасини ж а д в а л д а  
келтирам из. ^ и с о б л а р  (3) ф орм улага  кура ам алга  о ш и -  
рилади .
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¿
Х 1 у§ У Г Щ!У1 ДУ1

Анмк ечи.\ 
у=2лг+1

0 0 .1,0000 1.0000 0,^000 1,0000
1 0,2 1,2Ю0 0,8657 0,1733 1,1832
2 0,4 1,3733 0,7805 0,1о61 1,3416
3 0,6 1,5294 0,7458 0; 1492 1,4832
4 0,8 1,6786 0 ,/254 0,1451 1,6124
5 1.0 1,8237 1,7310

Ж а д в а л д а н  куриниб  турибдики, у ь нинг абсолю т х а -  
тоси е =  0,0917 ни, нисбий хатоси 5% ни т а ш к и л  этар 
экан.

Э йлер  усули  оддий  д и ф ф ер ен ц и ал  тен гл ам а  си сте -  
масига осонгина куллани ли ш и м ункин .

Бошланрич ш артлари  у(лг0) =  у0, г ( х 0) —  б ^ л ган

У —  М * .  У’ г ). } / 7>
г' =  / 2 (х,  у, г) /

иккита диф ф еренциал  тенглам алар  системасини ечи ш  
талаб ^илинган булспн. У холда у  ( ^ +1) ~  уг+1 ва 
г  (хш ) = г 2 г+1 такрйбий цийматлар цуй идаги  ф орм ула  
ёрдам и да  к етм а-кег  ^исобланади:

( 8)уг+, =  уг-М  • АС*«. у*. г|).
2г+1 =  2| +  А • /а ( ^ ,  у„ г,) (г =  0, 1, . . .)

2. Э й л ер н и н г  т а к о м и л л а ш т и р и л га н  у су л и .  У ш бу

у' =  } { х , у )  (1)

оддий диф ф ерен ц и ал  тенгламанинг [лг0, 6] кесм ада  .х =  
=  х 0 д а  у =  Уо ш артни  каноатлантирувчи  такрйбий ечи -  
мини топиш талаб этилган б^лсин.

’ ¡х, Ь| кесмани х = = х 9+ л к  ( 1  =  0, 1 ,2 ,  . .  ., п) нуь;- 
т а л а р  билан п  т а  тенг  булакларга  аж р атам и з ,  бу е р д а  
А =  (Ь — х 0)!п — и н теграллаш  цадами. Э йлернинг т а к о ­
миллаштирилган усулини нг асосий м азм ун и  цуй идаги -  
дан ибораг.

Аввал

У,+ , —  V ,+  (2)
2

ф орм ула  ёр дам и да  цидирилаётган фуыкциянинг х  х =
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«» Xi -f- —  нуктадаги  ёрдам чи  киймати з(исо б лан адн ,

с ^ н г р а  f ( x ,  у )  ф ун кц и ян и н г  урта  нуктадаги  киймати 
*исобланади , яъни

У ¿4-1/2 f (xi+ll‘2 > У/+1/2)
ва бундан

У,+ 1 = У г +  А - у ; +1/2 (3)

ани кланади .
Хатолик „икки марта *и со б “ коидаси билан ам алга  

ош ирилади: хисоб  А у ч у н  хисоблангандан сун г ,  А/2 ца- 
д ам  учун такрорланади  ва у* аникрок кийматининг ха- 
толиги  такрибан куйидаги  ф орм ула  билан хисоблана-  
ди:

бу  ерда у (*,,) — б ери лган  оддий д и ф ф ер ен ц и ал  тенг- 
л а м а н и н г  аник ечи м идан  иборат.

Ф ункция  ^осиласига  нисбатан ечилган оддий д и ф ­
ф ерен циал  тенглам ан и  Э йлернинг таком иллаш тирилган  
у су л и д а  такрибан ечи ш н и  Бейсик д астурлаш  тилида 
ёзилган  ком пью тер  дастури  куйидагича булади:

1 0  R E M - Э Й Л Е Р Н И Н Г  Т А К О М И Л Л А Ш Т И Р И Л ­
ГАН У СУ Л  И 

2 0  IN PO T  А, В, Н, Y 
3 0  P R IN T  Д \  „Y“ : P R IN T
4 .0  F O R  Х =  А ТО  В S T E P  Н 
5 0  PR IN T X, Y 
6 0  XI =  X +  Н/2 
7 0  YI =  Y +  Н/2 * F (X, Y)
8 0  Y2 =  F (XI, YI)
9 0  Y =  Y -4 Н * Y2 
1 0  0  N E X T  X 
1 2 0  E N D

2- м и с о л. Э йлерни нг таком иллаш тири лган  усу л и -  
д ан  ф ойдаланиб, А =  0,2 учун

ди ф ф ерен ц и ал  тенглам анинг [0, 1] кесмада у ( 0 ) =  1 
ш артни  каноатлантирувчи ечимининг кийматлар ж адва- 
ли тузилсин .

20b

www.ziyouz.com kutubxonasi



Е ч и ш. Хис°блаш ларнин г  нагиж асини кУйидаги ж ад -  
валда  келтирамиз. ^ и с о З л а р  (3) ф е р м у л а г а  к у р а  ам ал- 
га  ош ирилади .

i Х1 У1

1

¡7 « * i. у/) 

1
*£+1/2 *¡+42

д у , -  
“  *//+1/2

0 0 1 0,1 0,1 I '1 0,1836
1 0,2 1,1836 0,0846 0,3 1,2.682 0,1590
2 и,4 1,4426 0,0747 0,5 1,4173 0,1424
3 0,6 1,4850 0,0677 0,7 1,5527 0,1302
4 0,8 1,6152 0,0625 0,9 1,6777 0,1210
5 1,0 1,7362

У ш бу ж адвални ту лд и р и ш  цуйидагича ам ал га  о ш и ­
рилади. Биринчи сатрда ¿ =  0, jc0 =  О, У0 =  1 ёзилади . 
/  ( х0, у 0) =  1 ни ^исоблайм из. У з^олда (2) ф о р м у л а га  
Kÿpa х х =  0,1 да  у х =  1 +  0,1 =  1,1 *осил б у лад и  *ам -

д а  / (X ,2, у1 ) =  0,9182 ва Ду0 — у 1 ) =  0,2 X
2 2 2 2 

X  0,9182 =  0,8136 аницланади , У *олда  (3) ф о р м у л а га
кура:

У\ — Уо "Ь ^Уо “  1 +  0,8136.

Бу натижадан ф ойдаланиб, i =  1, х л =  0 ,2, у, =  1,1836

кийматлар иккинчи сатрга  ёзилади ва - у  f ( x ¡ ,  у ,)  =

=  0,0846 х и с о б л а н а д и .  С у н гр а  (2) ф о р м у л а га  к у р а  
х т  =  0 ,3 д а  ут  =  1,1836 +  0,0846 =  1,2682, t (x v  у 3 ) =

=  0,7942 ва \у ,  — h • f  (х^ ,  у ) =  0 ,2  . 0,7942 — 0,1590
2 2

аникланади. У *олда (3) ф о р м у лага  Kÿpa

у 2 =  у, +  ^У1 =  1,1836 +  0,1590 =  1,3426.

Ж ад валн и  /  =  2, 3, 4, 5 цийматлар учун  * и со б л аш  ш у  
каби баж арилади .

3. Р у н ге  м ето д и .  У ш б у

У' — / ( * ,  У). У ( * о ) = У а  (1)
масаланинг [х 0, b ] кесм адаги  ечимини тогтиш талаб  
этилсмн. [ х 0 , Ь]  кесмани x =  x Q +  i f i  (¿ = ( , К  . . r i )  
нукталар  билаи п та тенг булакларга  аж ратам из, бу  
ер д а  h =  (b — x$)¡n — интеграллаш  радами. Р у я г е  у с у -
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л и д а  *ам Э йлер  усулидаги  сингари, ки ди ри лаётган  
ф у н к ц и я  кийматлари

У/+1 - У , . +  Ду, ( 2 )

ф орм уладан  фойдаланиб кетм а-кег  топилади. Бу ер д а

АУ i =  ~ ( K i l) +  W i l) +  2 КР +  К Р )  (3)О

з а

K {P < = h - f ( x „  yt),

K i '  =  ht {^xl - г  - у ,  у, +

Ка1) = А / ^ х ,  +  — , У г + - | - )» Н )

ff i0 - * / ( * ,  + Л, y, +  KS°), г = 0 ,  1, я.

Б арча  ^исобларни ж ад в ал д а  к ел ти р и л ган д ек  ж о й л аш -  
тириш  керак .

1 *1 п Л=Л/(х, у) Ду |

*0 Уо АС[0) /<i0) '

0 h
*> + Y

*i°>

h
У о +  — к Р 2/<з0)

•*o +  Л Уо + КР к'40) К<°>

дУо

1 *1 У|

Ж а д в а л я и  тулди ри ш  тартиби куйидагича:
1) ж адвалнин г  биринчи сатрига бери лган  х 0, у 0 кий- 

матлар ёзилади;
2-) /  ( х0, у0) ни хисоблаб, h га куп ай ти ри лади  ва 

уни Д,1(0) сифатида ж адвалга  ёзилади;
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3) ж адвалнин г  иккинчи сатрига  х 0 -\-Щ2, у 0 + А * 0)/2  
ёзилади;

4) / ( х 0 +  А/2, у 0 +  ^1(0)/2)  ни ^и со б л аб ,  А га  к;упай- 
тирилади ва сифатида ж а д в а л га  ё зи л а д и ;

5) учинчи  сатрга  х 0 +  Н(2, Уо +  # 2 0)/2 ёзилади .
6) ¡ ( х 0 +  Н12, у 0 +  Л20,/2) ни з(Исоблаб, А г а  ку п ай -  

тирилаци ва М 0) сифатида ж а д в а л га  ёзилади ;
7) туртинчи сатрга у0 + /<з0) ёзилади;
8) / ( х п + А ,  У о+ ^С з^) ни ^исоблаб , А га  купайти* 

рилади ва К (40) сифатида ж а д в а л га  ёзилади;
9) Ду устун и га  /С|0), 2 К ^ \  2К'§), М 0) сонлар  ё з и л а ­

ди;
10) Ау  у сту н да  ту р ган  сонларни цуш иб, о л ти га  б у -  

линади ва ж адвалга  \ у 0 сиф атида ёзилади;
11) у, — у0 +  \у0 хисобланади .
С унгра  бошлангич нукта учун  л , ,  У1 лар олиниб, 

барча ^и соблаш лар  эслатилган  тар ти бд а  давом  эттири* 
лади .

Бир ну^тадан бош цасига утган да  *исоб  ц ад ам и н и  
узгартириш  мумкин.

Танланган  А цадамнинг тугри лоти ни  те к ш и р и ш  у ч у н

е 1 к р - к ?  1 

| К11) -  К21) |
касрни хисоблаш  керак . 0 нинг каттали ги  бир н еч а  ю з -  
дан  бир бирликка  тенг  б у ли ш и  кер ак ,  акс  х о л д а  к а -  
дам ки чи крок  олинади. Р у н г е  усу л и  [л:0, Ь\ к е с м а д а  
Л4 тарти бдаги  аникликка эга .  У сулн и н г  хатосини ани к-  
лаш  анча  мураккаб . Ш унинг учун кУп° л р о к  б а^ о л а ш  
ф орм уласи дан  ф ойдалани лади . У ф о р м у л а  „икки м ар­
та ^исоб* цоидаси буйича ани кланади :

★

Б у  ерда  у ( * п) — (1) тен глам а  аник ечимининг х п нуц-  
тадаги циймати, у*, уп л ар  эса А/2 ва А ц ад ам лар  би- 
лан олинган такрибий цийматлардир.

Энди ф ункц ия  ^осиласига нисбатан ечи лган  од ди й  
диф ференциал  тенгламаларни Р у н ге -К у тт  у су л и  билан  
ечиш учун  компью терга  м улж аллан ган  д астурни  к е л -  
тирамиз.
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1 0  R EM  — P y H r E - K y T T  yCYJl t i  
2 0  IN P U T  A. B, Y, H 
3 0  PRIN T , X \  „ Y* :  PRINT 
4 0  FO R  X== A TO B S T E P  H 
5 0  P R IN T  X, Y 
6 0  K1 =  H * F ( X ,  Y)
7 0  K2 =  H * F ( X  +  H/2, Y +  K l/2 )
8 0  K3 =  H * F ( X  +  H /2. Y +  K2/2)
9 0  K4 — H * F  (X +  H . Y +  K3)
1 0 0  Y =  Y +  ( K 1 + 2 * K 2  +  2 * K 3 + K 4 ) / 6  
1 1 0  N E X T  X 
1 2 0  EN D

3 - m h c o /i. PyHre ycyjwflaH 4>oftfla^aHH6, / t — 0,2 
ynyH

AHfjiiiepeHUHa^ TemviaMaHHHr [0, 1] KecMaaa y ( 0 ) * = l  
uiapTHH KaHoaTJiaHTHpyBHH e^HMHHHBT KHfiMaiviap wajj,- 
Ba^n Ty3H^iCHH.

E h h m. (2), (3) Ba (4) 4)opMy^ajxaH cpoftAajiaHHS j^h- 
co6^iaHraH HaTHaca^apHH yuiCy xaxBajina Ke;iTHpaMHa:

t ! xt
t

h /(**. yt ) Kr h-nxlt y0 Ay£

1 2 3 4 5 6

0
i u.
1 M
; o,,
! 0,2

1,0000
1.1000
1,0918
1,1817

1,0000
0,0918
0,0908
0,0843

0,2000
0,1838
0,1817
0,1683

0,2000
0,3676
0,3634
0,3372

I
i

0,1832

i
I 0,2

1 , 0,3 
: 0,4

1,1832 
1,26/7 
1,2626 
1.3407

0,8451
0,7944
0,7874
0,7440

0,1690
0,1589
0,1575
0,1488

0,1690
0,3178
0,3150
0,1488

0,1574

0,1490
0,28302

0,4
0,5

1,3416
1,4161

0,7453
0,7099

0,1490
0,1420
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0,5 1,4125 0.7046 0,1409 0,2818
0,6 1,48*5 0,6731 0Д346 0,1346

0,1416

0,6 1,4832 0,6741 0,1348 0,1348
0,7 1,5506 0,6177 0,1295 0,/49-
0,7 1,5489 0,6136 0 ,й « 7 0,2574
0,8 1,6119 0.6193 0,1238 0,1238

0,1 ¿92

0,8 1,6123 0,^199 0,1240 0,Г2-К)
0,9 1.Ь/43 0,5992 0,11^8 0,2397
0 9 1^722 0,с359 0,Ю72 0,21 К
1,0 1,7195 0,4492 0,0898 0,089^

0.11)3

1,0 1,7236 0 /6 3 2 0.1 *26 0.1126
1.1 1,7799 0,5439 0,1088 0,2175
1,1 1,7780 0,5406 0,1080 0,2163
1.2 1,8317 0,У2.8 0,1013 0,1043

1,2 1,Ь320

Ю ц о р и д а  кури лган  усулларн инг  нати ж алари н и  так -  
кослаш жадвнлини тузам из. Б у н д а  берилган  мисолнинг 
аник ечими у =  \/г2х +  1 эканлиги  ^и собга  олинади.

Эйлер
Эйлернинг 

такомнлл; ш- •Рунге
Аниц ечим* тирилган

! у сули буйича у. нинг цнймати

0 0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0С00
1 0,2 1,20.00 1,1836 1,1832 1 , 18^2
2 0,4 1,3733 1,3425 1,3416 1,3415
3 0,6 1,5^94 1,4850 1,4832 1,4832
4 о,к 1,6786 1,6152 1,о 123 1,6124
5 1,0 1.8237 1,7362 1,7336 1,7320

Ж а д з а л д а н  ку р и л и б  турибдики , Р у н ге  у су л и н и  к у л -  
л аган да  аник ечимха яки нрок  ечим  олинган . Д е м а к ,
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Р у н ге  усули  каралган  у ч та  усулга  Караганда а н и кр о к  
у с у л  экан.

Р у н ге  усулини ф у н кц и я  ^осиласига нисбатан ечил- 
ган Оиринчи тартибли оддий диф ференциал  тенглам а-  
лар  системасига $ам ^у л л аш  мумкин. У ш бу  кулланма- 
да  биз бунга тухталм айм нз .

12- §. К у з а т и ш  н ат и ж ал а р и н и  ц ай та  и ш л а ш

С тати сти к  м у н о с а б а т л а р  т у гр и с и д а  у м у м и й  т у ш у н -  
ч а л а р .  Купинча т а ж р и б а  иш ларида  ту р ли  сон ва  сифат 
бел! илари орасидаги  муносабатларни ур ган и ш га  турри 
к е л а д и .  Б елгилар  орасида икки турдаги  боглани ш  — 
ф ун кц и он ал  ва корреляц и он  (ёки статистик) боглан и ш - 
л ар  м авж удди р .

Ф ун кци онал  боглани ш ларда  бир у зг а ру вч и  м икдор-  
нинг *ар кайси кийматига бош ка у згарувчи  м и^дор- 
нинг аник; бир киймаги мос келади . Бундай б о гл ан и ш - 
лар  аник фанлар —«математика* ф изика ва ки м иёда  
айникса яккол  кузатилади  Масалан:

1) газнинг бир канча намуналарини олиб, уларн и н г  
^арорати  20°С дан 25°С гача узгартирилса, у  вакт- 
да бир хил шароигда булган барча газ н ам уналари- 
нинг х аж м лари  бир хил ани к  микдорга  кен гаяди ;

2) терм ом егрдаги  симоб устунининг баландлиги  ^а- 
во ёки сузнинг ^арорати  ^ ак и д а  аник ва бир киймат- 
ли м аълум от  беради;

3) айлана радиуси Я ва унинг узунлиги С орасида 
геом етри яд ан  маълум булган С =  2^7? ф орм ула  буйича 
аник;ланган ф ункционал  богланиш  м авж у д . Б о ш к а ч а ,  
айтганда, Я  нинг хар бир кийматига С нинг аник бит- 
та киймати мос келади.

Агар икки х  ва у тасодифий микдор ораси да  ш ун- 
дай муносабаг м ав ж у д  булсаки , х  м икдорн инг ^ а р  бир 
Кийматига х  нинг узгариш и билан конуний р авиш да 
узгаради ган  у  микдорнинг аник таксимоти мос келса .  
л: ва у орасидаги  бундай муносабат  с т а т и с т и к  ёки 
к о р р е л я ц и о н  м у н о с а б а т  дейилади .

лг.ва у орасидаги муносабат  оддий ж ад вал  кури н и - 
шида берилиш и мумкин.

И кк ал а  ^о л д а  зам  х  ва у  у згарувчиларни боглай- 
диган у = Ф ( д : )  аналитик ифода танлаш кер ак .  К уза-  
тиш дан  олинган аналитик богланиш ларни э м п и р и к  
б о г л а н и ш  деймиз. Эмпирик богланишларни ан и клаш
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acó; ан икки босцичда амалга  ош ирилади: эмпирик ф о р ­
мулами танлаш ва танланган ф орм улад аги  к о э ф ф л ц и -  
ентларни аницлаш .

Тажриба натиж асида  аргументнинг /г та киймати 
учун ф ункциянинг ti та мос киймати олинган  булси н . 
Н ати ж алар  куйидаги ж адвалда  ёзилган:

X
i

* i

i

дг2 * з •  •  •

У Ух Уз

V  микдорининг х  м икдорга  ф ункц ионал  богли цлиги  
у  «= ср (х)  ни таж рибада  олинган  и атиж аларга  к у р а  ан и к-  
лаш  талаб этилсин. У ш бу ф ункциянинг кури ниш и т а ж ­
рибада олинган цийматларга мос келадиган  н у к тал ар -  
нинг координаталар  текислиги да  кандай ж о й лаш ган и га  
цараб аникланади. Б у  нукталарни э к с п е р и м е н т а л  
н у к т а л а р  деб атаймиз. Масалан, эк сп ери м ен тал  нук -  
талар  координаталар  текислиги да  32- расм да тасви рлан -  
г ан и д ек  жойлаш ган булсин. Та/криба б аж а р и л а ё тга н д а  
озгина булса-да  хато булиш ини ^исобга  олиб, излан- 
ган у =  <р(*) ф ункцияни : а) у = ах ,  6) у =  а х  +  Ьу
в) у = а х 1 +  Ьх +  с, г )  у =  а- \ -Ь /х  ф у н к ц и я л а р  к у р и -  
ниш ида танлаш мумкин (боищ а д оллар  ^ам  були ш и 
мумк и н) .  Ф ункцияни у =  ср (х, а ч Ь% . . с) кур и н и ш и - 
д а  танлаб олгач, ш у ф ункц ияга  кирувчи а % Ь, . .  с  
параметрларни ш ундай танлаш  талаб этиладики , у ур-  
ганилаётган  ^одисани бирор м аънода ж у д а  ях ш и  аьсс 
эттирсин

Ж а д в а л д а  келтирилган  ^ а р  бир аргум ен тн и н г  ций- 
матига бир ф ункц ия  кийматидан тац щ ари  биттадан эм ­
пирик ф у нкц ияни нг  киймати мос келади . Э м пирик 
ф ункциянинг ^иймати билан эксперим ентал  нукта  ор- 
динатаси орасидаги фаркни ч е т л а н и ш  деб  атайм из. 
Ф ункцияни ш ундай  танлаш имиз керак ки ,  у ш б у  четла- 
нишлар иложи борича кам булсин.

Ю цорида куйилган масалани ечи ш да  од атд а  у ч та  
у су л д ан  — танланган нукталар , уртача ва энг кичик 
квадратлар  усу л л ар и дан  ф ойдалани лади . Биз ку й и д а  
ж у д а  кенг тарцалган у су л  — э н г  к и ч и к  к в а д р а т ­
л а р  усулидан  фойдаланам из. Б у  у с у л  ку й и д а ги д а н  
иборат: таж рибадан  олинган у ь цийматлар билан мос 
нуцталардаги <р(л:, а % Ь% . с) ф у н кц и я  ци йм атлари

АВ
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орасилаги айирмал-ар (четл ани шл ар)  к в а д р а г л а р и н и н г  
йириндисини цараймиз:

п
S (а, Ь, с) =  2 f y , - < p ( * / .  а, Ь, . . с)]*,  (1)

¿=1

а, Ь, с п а р а м е т р л а р н и  ш у н д а й  т а н л а й м и з к и ,  б у  
йиринди э н г  кичик к и й м а г  к а б у л  килсин:

п

S  (а , b , . .  с) =  ' S  [уг — <р (x lt а ,  b , .  . . .  с) ]*-*  min. (2)
1 = 1

Д е м ак ,  масала S  (а, Ь% . . с) ф у н к ц и я н и  минимумга  
айлан гирадиган а, Ьч . . с пара метрлар  циймагдарини 
топиш га  келтирилади.  Бу  функ ц ия  мусбат  ф у н к ц и я  
булганлиги сабабли,  у  ^уйидан чег ар алан ган.  Д ем ак ,  
функция минимумга эга.  Э кст рему мн инг  за рур ий ш ар- 
ти х;акидаги теоремага  ку ра  а ,  £, . . с п ар ам етр лар -  
нинг бу кийматлари цуйидаг и  т е нг лам алар  системаси-  
ни т;аноатлантириши кер ак :

Г  =  0 ’ Ё  =  0 * • • •* ?  =  0 (3)да дЬ Ос

ёки

У ! » - » « * « . * ........... 0)1 -  0.да/—1

2  [ У / с)} . * (х- а‘д Ьь ........с~ =  0, (4)

V  [уг _  <р (*.,  а , Ь ...........с)] • д1 & 1 - а -дА ^ - с) =  0.
i= I

Б у  ерда  канча номаълум булса, ш унча тен гл ам а  б у ла -  
ди. ХаР кайси аник холда (4| тенглам алар  система- 
сининг ечими м авж удлиги  ва S ( a , b , . с) ф у н к ц и я -  
нинг минимумга эгалиги масал.аси текширтслади. у =  
=  а ,  Ь, . . с) ф ункц ияни  аниклаш нинг бир не- 
ча ^олини цараб чиь;амиз.

I. Танланган ф ункц ия  у =  а х  +  Ь к5фин.ишида б у л -  
син. Бу ^олда S (а9 Ь) ф ункц ия  цуйидаги  ку р и н и ш д а  
булади. ((I) ифодага ка>ранг):
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5  (а, й) =  ^ [ у , — (алг, +  б>]2. 
¿=1

(5)

Д е м а к ,

дг

дБ

— 2 ^ ]  \У1 — (ах1 +  Ь , ) \х 1 =  О,
¿—1

-  =  — 2 2  (У| -  (ох , +  ¿ г)] =  0.
/=/

(6)

яъ н и  (4) тенгламалар  системаси б у  э р л д а  ц уй и д аги  
.куриниш ни олади :

2 уЛ - « 2 * | — * 2 * 1  — 0,
¿=1 /«1 ¿=1 

п п

2 У г ~  а 2 Хг — Ьп ~  ° ‘

(7)

¿=1

П к к и т а  а  ва 6 ном аълум ли иккита чизиь^ли тен гл ам а­
л а р  системасини ^осил  килдик. Бу система тенглам а-  
ларнинг н о р м а л  с и с т е м а с и  дей илади .

Керакли узгарти ри ш лар  ам алга  ош и ри лган дан  кейин 
бу  система куйидаги к ури н и ш га  эга булади:

< * 2 * ? + ь  2 Л г = 2 ^ у ' ’ 
1=1 ¿=.1 ¿—1

п п

а ^ х ,  +  пЬ =  ^ у , .
(8)

1=1

О хи рги  тенглам алар  системасини ечамиз:
п п п

Я 2  хм  “ 2  2
А ------*=*--------- .

» 2 * - ( 2 * * ) *
г=1 ¿=1

п п п п

2  х? 2  л  -  2  * г 2 * * л
,  ¿=1 ¿=1 ¿=1 ¿=1 V — —■ •

п 2 * ; -  ( 2  *<)*
¿-1 ¿-1

(9)

(Ю)
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(9) ва (10) ф о р м у лал ар д ан  топилган а  ва  Ь к о э ф ­
ф ици ента  ф  р е г р е с с и я  к о э ф ф и ц и е н т л а р и  д е-  
йи лади .

Топилган а ва Ь к оэф ф и ц и ен тлари дан  ф о й д ал ан и б  
ёзилган  у =  а х  +  b чизик р е г р е с с и я  ч и з и г и  д е -  
йилади .

Регрессия коэф ф иц иентини  ^исоблаш  т а ж р и б а д а к  
олинган  нукталар  чизи ада  якин ж ой лаш ган  ^ о л д а  маъ- 
кул . И кки х  ва у  мицдорларнинг богланиш  дар аж аси -  
ни к о р р е л я ц и я  к о э ф ф и ц и е н т и  аницлайди. Б у  
к о эф ф иц иент

п
П ■ 2  *гУ; — 2  2  У'

г  = ------  ' Д~1 м  г“ 1 -----------------  (11)

( « 2  * М 2  •*.)’) ( ” 2  > i - ( 2  »<)’ )i=\ i—1 i=l  i - 1

ф орм ула  ёрдам ида  хи собланади . К о р р е л я ц и я  ко эф ф и -  
циентининг циймати *ар  доим — 1 < г < 1  ш ар тн и  ца- 
ноатлантиради .

Агар корреляци я  коэфф ициенти  цийматининг модули 
бирдан кам ф арк килса, таж ри б адан  олинган  н у к та л а р  
ш у н ч а л и к  регрессия чизигига  я^ин ж о й л аш ган  б у лад и . 
А гар  г корреляц и я  коэф ф иц иенти  нолга те-нг булса , у  
*олда  х  ва у м и ц дорлар  к о р р е л я ц и я л а н м а г а н  
д ей илади . К орреляц и я  коэффициенти н олдан  етарлича  
ф арк  килиш -цилмаслигини аниклаш  учун, о д а т д а ,  С тью - 
д ен т  мезони t дан  ф ойдаланилади . С тью д ен т  м е-  
зони куйидаги ф орм ула  билан хисобланади :

( 12)
V 1 —  Г2

У ш бу ф орм ула билан ^и собланган  t нинг циймати, 
цийматдорлик д ар а ж а с и  а ва озодлик д ар а ж а с и  сони 
п — 2 г а мос равиш да олинган  С тью дент  тацсимот ж а д -  
валидаги  циймати билан солиш тирилади  (и ловага  г а ­
рант). Агар хисобланган киймат ж а д в а л д а ги д а н  катта 
б улса , у  ^ о л д а  к о р р е л я ц и я  коэффициенти нолдан  е т а р ­
ли ча  .катта  булади.

Чизицли р егресси я  учун  ком пью тер дастурин и  ту -  
зам из.

1 0  REM — Ч И З И К Л И  РЕ Г Р Е С С И Я
2 0  IN PU T .Ж У Ф Т Л И К Л А Р  С О Н И  К И Р И Т И Л -  

С И Н и; N
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3 0  DIM X (N ), YCN)
4 0  S 1 = S 2 = S ?  =  S 4 = S 5 =  0  
•50 PRINT „Ж А Д В А Л  Э Л Е М Е Н Т Л А Р И  К И Р И Т И Л -  

С И Н “
6 0  FO R 1 =  1 TO N :  I N P u T  X (1), Y (1)
7 0  S l  =  S l  +  X ( l ) :  S2 =  S'2 + Y < 1 )
8 0  S3 =  S3  +  X I * Y 1  : S 4  =  S 4 + X ( 1 )  \  2 
9 0  S 5 = S 5  +  Y1 Д 2
1 . 0 0  NEXT 1 :  PR IN T 
1 1 0  G O S U B  3 0 0  
1 2 0  A =  M 1 /M 2 : В =  M 3/M 2 
1 3 0  PRINT „ Ч И З И К Л И  Р Е Г Р Е С С И Я  Т Е Н Г Л А М А - 

С И “
14 0  P R IN T :  PRIN T , Y - = e ; А; я* Х + ‘ ; В 
1 5 0  P =  M 3 / S Q R ( M 2 * M 4 ) : T  =  R * S Q R ( N  — 2)/ 

SQ R (1 - R  Д  2)
1 6 0  PR IN T  „ К О Р Р Е Л Я Ц И Я  К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т Ы  

R ~ u ■ R
1 7 0  PRINT „С Т Ь Ю Д Е Н Т  К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т И  T = “: T 
18-0 IF R = £ 0  T H E N  G O T O  2 0  0  
1 9 0  PRINT „X ва Y У З Г А Р У В Ч И Л А Р  К О Р Р Е Л Я -  

Ц И Я Л А Н М А Г  A H “
2 .0 -0  END
3 0 0  R E M - K H C M  Д А С Т У Р  
3 1 0  M l =  N * S3 — SI * S2  
c 2 0  М2 =  N * S4 — S 1 Д 2 
3 3 0  M3 =  S 4 * S 2  — SI * S 3  
3 4 0  M4 =- N * S5 —  S2 Д  2 
3 5 0  R E T U R N

1 - м и с о л .  А ргум ентнинг тургта  кийматида излан- 
ган ф ункциянинг т аж р и б ага  асосан ту р гт а  киймати 
олинган булсин: ул ар  у ш б у  ж ад вал да  ёзилган:

*1 I 2 3 4

У1 3 4 2.5 0,5

<? ф ункцияни у =  а х  +  Ь чизикли ф у н кц и я  к^рин и- 
ш и л а  топамиз. Т еги ш лн  ^и собларни цуйидаги ж а д в а л ­
д а  келтирамиз:
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i xi У1 A A

i 1 6 3 i 9
2 2 4 8 4
3 3 ‘/ ,5 7,5 9 6,25
4 4 0,5 2 16 0,25

S 10 10 20,5 ЗЭ 31,5

(8) система каралаётган  мисол учун уш бу  к у р и н и ш -  
ни олади:

30а +  10*== 20,5; 1 

10^2 +  4 6 = 1 0 .  J

Б у  системами ечиб, а. ва b ни топамиз: а =  — 0 ,9 ,  Ь =  
=  4,75. Изланган тугри чизи^ у =  —0,9л: +  4 ,75 каби 
б>глади.

(11) формула ёрдам ида корреляц и я  коэф ф иц иентини  
^исоблайм из:

г =  4 ' 20,5 ~  '.° • 10 -------- «  - 0 , 8 0 5 .
( / ( 4 - 3 0  — l0*)(4 -31,5 — 1 С5) V'zbO

(12) ф ормула ёрдамида С тью дент коэффициентини хи- 
соблаймиз: / =  0,048.

И. И ф одаланувчи  ф у н кц и я  учун  икки нчи  д а р а -  
ж али  уч ^адн и  олайлик: у  =  ах-  +  Ьх +  с.

У * о л да  (1) ифода куйидаги  куриниш ни олади :

S ( a ,  b, с)  =  2  [Уl - { a x \  — bxi - c ) ] \  (13) 
<-1

Б у  учта узгарувчининг ф ункц иясидир . \4 )  т е н г л ам а л а р  
системаси куйидаги кури ниш ни олади:

2 1У1 - (a x ï + b x i + cJ • x t “  о*
i=i

2 1y i -  ( * * ? + bxi + c)i • x i = °s ■
i=\

2 i у i -  (a x ï + b x t + = °* 
i—l
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Ёки кер ак л и  узгарти риш лар  б аж ари б , а ,  Ь, с но- 
м аъ лум ларн и  топиш  учун

а 2 л н г 2 * ? + с 2 лг2- 2 ^ у<’
1=1 ¿=1 /=1 ¿=»1

а 2*?+^2 л 1 + с2 х‘ “ 2**У/’
/=1 /=1 ¿=1 ¿=1

а 2 лг' + А 2 х ' + £ : ‘ 'г=' 2 Уг
г =  1 1= 1 ¿«=1

(Н )

тенглам алар  сисгемасига эта буламиз. Б у  уч н о м аъ л у м -  
ли чизикли тенглам алар  системасини ечиб, ном аълум  
а ,  Ь9 с л а р-н. и топам из ва квадрат  у ч ^ а д га  цуям из. 

2 - м и с о л .  Ж а д в а л  усулида  берилган

X 2,0 2 2 1' 2 4 
1 А 2,6 2.8 з,о

у 0,301-0 0,3424 0,380/* 0,41с0 0,4472 0,4771

•функция учун  энг кичик ювадратлар усули билан у =  
=  а х 2 +  а х  -г  Ь куриниш даги  куп чая  танлаб, коэф ф и- 
циен-тларини аникланг.

Е ч и ш .  Ёрдамчи ж адвал  тузамиз:

!
Х1 Н А х3Л1

х4
Х1 Ч Ч х \*1

1 2,0 0,3010 4,00 8,000 16.0С00 0,602.0 1,204000
2 2,2 0,3424 4,84 10,648 *¿3,4256 0,75358 1,657216
3 2.4 0,3802 5,76 13,824 33,1776 0,91248 2,189952
4 2.6 0,4150 6,76 17,576 45,6976 1,07900 3,805400
5 2.8 0,4^72 7,84 21,952 61,4^56 1,25216 3,50604Ь
6 3,0 0,47*71 9,00 27,000 81,0000 1,43130 4,293900

2 15,0 2,3629 38,2 99,000 260,7664 6,03022 15,656516

Ж а д в а л д а  келтирилганларни  (14) систем ага  цуйиб, 
^ уй и д аги га  эга буламиз:

260,7664а +  99,0006 +  38,20с -  15,656516,
99,000а +  38,206 + 1 5 с =  6 ,03022, .

38,20д +  15& +  6 с =» 2,3629.
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Бу тенглам алар  системасини ечиб, < 2 ^ —0,135762;
6 =  0.35448!; с =  —0,26470 п арам етрларга  эга булам и з .  
У ^олда кидирилаётган кв ад р ат  у ч ^ а д  цуй идаги дан  
иборат булаяи:

у =  —0,035762*2 +  0,354481 jc — 0,26470.

Б ери лган  нуцталар аницланган у ш б у  к в а д р а г  уч -  
за д га  цанчалик я^ин ж ой лаш ганликлари  ударни ко- 
орд-инаталар системасига куйиб ани ^ланади . Б у  вази- 
факи китобхоннинг уз ига колдирамиз.

VIII Б О Б .  ЧИЗИЦЛИ Д А С Т У Р Л А Ш
Э Л ЕМ ЕН ТЛ А РИ

1-§ . Чизицли д ас т у р л а ш  \ а ^ и д а  т у ш у н ч а

Хозирги ча^тда математик усуллар  халк х у ж а л и г и -  
ни пивож лантириш да, ицтисодий масалаларни еч и ш д а  
муваффацият  билан куллани лм окда . Халк хужал-игини 
бош кариш  ва реж алаш тириш  ж араёни да  ицтисодч-и ку -  
йидаги хусусиятларга  эга булган  м acaлaлápгa  дуч  ке- 
лади:

1) изланаётган м икдорларга ж у д а  куп  ч ек л ан и ш л ар  
цуйилади;

2) масала ж у д а  куп ечимга эга булиб, улардан  кан-  
дайдир м аънода  энг яхш иларини танлаб олиш  к ерак  
булади.

Мас-аланинг бундай цуйилиш и ицтисодчи ёки лойи- 
^аловчи учун  катта кийинчиликл-ар турди ради  Якин 
вактларгача  бундай м асалаларнинг купчилиги  эм пирик 
йул  билан, яъни  чеклани-шларга буйсунувчи и зл ак аёт -  
ган м икдорлар  танлаб олиш усули билан ^ал  этилараи . 
Яна *ам аницрок натижа олиш  учун  бир неча вариант- 
ни олиб, улар  узаро  солиш ти рилар  ва энг яхш и си  тан­
лаб олинарди. Кейинги йилларда яратилган  чизикли 
дастурлаш  усуллари  цуйилган масалани б и рдан -би р  
тугри  *ал килиш  имконини яратиб берди..

М атематик дастурлаш  ам алга  ош ирса  б у лад и ган  
дастур  (р е ж а ,  ж адвал  та^сим от) ни ан и ц л аш д ан  и б о ­
рат  булиб, у  м аълум  нуктаи назардан  кабул  килинган  
мезонга асосан оптимал ^исобланади . М атем ати к  
д астурлаш га  фан сифатида Л. В. Канторович у зининг 
„М атем атические  м е т о ш  о рганизац ии  и п лан и рован и я
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производства* номли иши билан 1939 Яили асос со л д и ,  
Берилган  иктисодий масалани е чи ш учун ю к о р и д а  а й -  
тилганидек, олдин бу масалани математика тилида  и ф о -  
далаш , б ош ^ача  килиб айт~анда, иктисодий масаланинг 
математик моделини тузиш  керак  булади. Б у  иш ик к и  
боскичдан таш кил топади:

1. О лди м изга  куйилган м аксад  и зланаётгая  м и к д о р -  
ларнинг (ном аълум ларнинг) бирор борланиш и кури ни- 
шида берилйди (ишлаб чикарилган м а^сулотлари н и  
сотиш дан келадиган фойда, м аълум  м и к ^ о р д аги  иш ни 
б аж ар и ш га  с а ; ф  булган х ар аж ат  ва ^о казо ) .  6 у  б огла-  
киш м а к с а д  ф у н к ц и я с и  ёки м азкур  м асалан инг 
ф у н к ц и о н а л и  дейилади .

2. Ш ун дан  сунг излан-аётган м и к до р л ар га  куй и ла-  
диган ч екланиш лар  ифодаланади. У лар р е с у р с л а р н и н г  
микдори, маълум  талабларни конднриш  зарурати ,  тех* 
нология шароити ва бошка иктисодий ^ам д а  техника-  
вий омиллардам келиб чикади. О датда , бундай  ш ар т -  
лар тенгсизликлар ёки тенгликлар  системами о р к ал и  
ифодаланади, Математик куриниш да иф одаланган  б у н ­
дай ш артлар  мазкур масаланинг ч е к л а н и ш л а р  с и с ­
т е м  а с и  дейилади .

Агар м аксад  функцияси мусбат иктисодий ом и ллар-  
ни (масалан, фойдани) ифодаласа, у ^ о л д а  м а к с а д  
функциясининг максимум киймати и зл а н а д и ,  акс ^ о л д а  
минимумни излаш  керак  булади .

Н о м аъ л у м  узгарувчи ларн инг сон кийматлари ту п л а -  
ми м а с а л а  р е ж а с и  деб  аталади. Ч ек л а н и ш л а р  сис- 
темасини цаноатлантирувчи ^ар  кандай р е ж а  м у  м к и н ’ 
б у л г а н  р е ж а  (ечим) дейилади . М умкин булган  ре- 
ж алар  туплам и чексиз, чунки ч екланиш лар  системаси 
сони н ом аълум лар  сонидан <\ар доим куп булади. М ак-  
сад  ф у н к ц и яга  максимум (ёки минимум) к и й м ат бера-  
диган мумкин булган р еж а  о п т и м а л  р е ж а  д ей и­
лади.

Ш ундай  килиб, масалани ечи ш  — мумкин б у л г а н  
барча р еж ал ар д ан  оптималини топиш дан  иборат.

Агар м аксад  ф ункцияси ва ч еклан и ш лар  системаси  
н о к а ъ л у м л а р г а  нисбатан чизикли б улса , у  ^ о л д а  д а с ­
т у р лаш  ч и з и к л и  д а с т у р л а ш  дей илади . Агар мак- 
сад ф у н к ц и я  ёки чеклан и ш лар  системаси ч и зи к с и зи ф о -  
д алардан  таш кил  топган булса, у  ^олда  дастурлаш  чи- 
зицсиз дастур  дейилади . Ч изи ксиз д асту р л аш га  кавари к ,
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дискрет, квадрати к , стохастик ва бошка д а с т у р л а ш л а р  
киради. М атематик дастур  чизикли ва чизиксиз дасгур- 
лаш ни уз ич-ига олади .

2 - § .  Ч и зи кл и  д а с т у р  м а с а л а с и н и н г

Матем< тлк  дастурлаш нинг му^им булими ^исобланган 
чизикли д асту р л аш  иктисодда кен г  та р к а л ган  були б ,  
уларни ечи ш  усу л л ар и  анча м укам м ал иш лаб  чикил- 
ган Ч изи кли дасту р л аш  масаласини умумий ^олда  ку- 
йи.магича баён килиш  мумкин.

Фараз килайлик, бир неча узгарувчи нин г  чизикли 
ф ункц ияси  була о л адгтан  бирорта м икдор  (масалан , 
вакт. нарх)  берилган  булсин. У згарувчи лар  уз навба- 
тида чизикли тенглик ёки тенгсизлик к у ри н и ш и д аги  
чеклан и ш га  буйсунган  булсин.

У згарувчиларнин г чизикли ф ункц ияси  булган мик- 
дорга  энг катта  (энг кичик)  киймаг б ерувч и  манфий 
булмаган кийматларни топиш  талаб  этилади.

У ш бу айтилганлар  математика тилида  к у й и д аги ча  
ёзилади: п та у згарувчи ли  т  та чизикли  т ен гл ам ал ар  
системаси:

1̂1*̂ 1 Н- ^12^2 4“ • • • 0'\Ь,Хп ===а ^1»
&2\Х2 4 “ ^22Х2 “Ь • • •  “Ъ ^2пХП =  ^2ч /1 \

а т \ х \ +  а т 2х 2 +  • .  • +  а тПХ П =  Ьщ

* / , / > 0 ,  и  / - 1 ,  л
^ам д а  шу у згар у в чи лар н и н г

Z X2, . • -£Л) =* С\Х1 “{■" С2 *2 “1“ • • • Ч” *п
чизикли ф у н кц и яси  берилган .

(1) системанинг мумкин булган  ечи м лари дан  ш ун- 
дайини аниклаш  кер ак ки , (2) чизикли ф у н к ц и я  энг к и ­
чик (энг катга )  кийм агга  эга булсин. Б ун дай  ечимни 
оптимал ечим д ей м из. (1) — ч екланиш лар  систем аси , 
(2) — м аксад  ф ункц ияси  дейилади .

3 - $ .  Ц искача тарихий м аъ лум от

Чйзикли алгебра  мятематиканинг м устакил  со^аси  
сиф атида XVIII аср да  немис математиги Л ей б н и ц  *ам - 
д а  ш в ей ц ар и я л и к  математик Г. К рам ер  том он и дан  п-
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тартибли детерм инантлар  туш унчаси  ки ритилиб , п та 
н о м аъ л у м л и  п  та тенглам алар  системасини ечи ш н и н г  
ум ум ий  ф орм уласи  берилгандан  кейин юзага келди .

XIX аср  урталари да  инглиз математиклари Кэли 
* а м д а  С ильвестр  и ш дари да  матрицалар  ту ш у н ч аси  ки ­
ритилиб, матрица ^исобининг асослари бери лди . Ш у 
билан бир вактда  п та ном аълум ли п та т е н гл ам а л а р  
си стем аси н и  ечиш  а д м д а  текш ириш нинг 1ео м етр и к  
ифодаси каби н и ^ о я тд а  му^им масала ривож ла*  
ниб, и к к и  ^ам да  уч  у лчовли  геометриянинг у м у м л а ш у -  
вига, чизикли п  улчовли  ф азо  туш ун часига  олиб к е л ­
ди. К ейинчалик детерминантлар , м атри цалар , чизикли 
ф азо лар ,  чизикли алм аш тириш лар  каби ту ш у ы ч алар  
чизикли  тен глам алар  системасини ечи ш да  б ево си та  иш - 
лати ли ш и  билан бир ва^тда , улар  м атематиканииг мус- 
такил  об ъ ектлар и га  айландилар.

Ч изи кли  алгебранинг бу туш ун чалари  м атем ати к а-  
нинг т у р л и  со^аларида (ди ф ф ерен ц и ал  т е н гл ам а л а р  на- 
зарияси , сонлар назарияси, геометрия ва к .) ,  ш у -  
н и н гдек  математик у су л л ар д ан  ф ойдалан и лади ган  бо ш к а  
ф ан л ар д а  (назарий м ехан и ка ,  квант м еханикаси , наза- 
рий ф изика , тулкинлар  н азари яса  ва х. к .)  кен г  к у л л а -  
нила бош ланди . Чизикли алгебран и н г  ту ш у н ч ал ар и  ва 
у с у л л ар и  иктисодий-м атем атик т е к ш и р и ш л а р д а  катта 
а^ ам и я т  касб этади.

Ч и зи кли  алгебра  назарий тако м и л л аш и ш и  билан 
бирга  унинг ^исоблаш  усуллари  *ам усиб бо р ди . Гап 
ш у н д ак и ,  ^атто  оддий алгебраик  м асалаларни ечи ш д а  
*ам  ж у д а  куп  м е^н ат  талаб  киладиган ^и со б л ар  би­
лан иш к у р и ш га  турри келади . Ш унинг у ч у н  *ам 
^ и с о б л а ш  цулай булган усу л л ар н и  яраташ  чизикли  а л ­
г е б р а  -учун му^имдир* Б у  со ^ ад а  знг аввал к е т м а -к е т  
ч и кар и ш  (й^котиш ) усулини яратган немис математиги 
Ф. Г аусс  э^амда ф ран ц уз  математиги К. Ж о р д а н н и н г  
н о м л ар и н и  айтиб утиш лозим .

Хисоблаш  усулларига  булган  э^ ти ёж  электрон  ^и -  
со б л аш  м аш иналарининг яратилиш и билан *ам усиб 
б о р м о к д а .

Ю к таш иш ни нг оптимал реж асини ту зи ш  масаласи 
чи зи к ли  д асту р л аш  масаласи тарицасида биринчи мар­
та иктйсодчи А. Н . Толстое томонидан (1930 й.) к у -  
йилган .

1931 йили венгер  математиги  Б . Э гервари  чизикли 
д асту р л аш н и н г  хусусий ^ о л л ар и д ан  бирининг матем а-
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гик куйилишини текшириб, бу масала кейинчалик „Туи - 
лаш муаммоси“ номи билан юритила бошланди.

Бу масала америкалик математик Г. У. Кун то и о- 
нидан ривож лантирилиб, унинг ечиш усули в е н г е р  
у с у  л и деб а т а л а  бошланди

Чизикли д ас т у р л а ш  масаласини текш ириш ни нг  сис­
тематик тараккиёти  1939 йили Л. В. Канторович ва 
унинг шо! ирдларининг иш лари асосида б ош ланди . Л В 
Канторович чизикли дастурлаш  масаласини ечи ш н инг 
умумий усули — з а л  килувчи куп айтувчи лар  усулини 
яратди. Бу  усул  ^озирги вактда кенг куллани лали ган  
симплекс у с у л д -н  айрим цисмлари билангина ф арк  ки- 
лади. Кейинчалик у М. К Гавурин билан биргаликда. 
транспорт масаласини ечадиган потенциаллар  усулини  
яратди (1949 й .).  Чизикли дастурлаш  назарияси ^амда 
унинг татбици математик ва иктисодчи олимлар Л. В~ 
Канторович, В. С Немчинов, В. В. Н о во ж и ло в ,  А. А. 
Л урье, А А. Брудно , Г. Ж .  Рубинш тейн, Ц. Б Юдин, 
Б Г Гольштейн, А. Г. А ганбегян ва бош к алар  том о- 
нидан ривож лантирилди .

Чизикли дастурлаш  усуллари чет элларда  ва бири 
чи навбатда ам ерикали к олимлар томонидан Л. В. К ан ­
торович билан д еяр л и  бир вактда, л еки н  мустакил  ра-  
виш да ривож лантирилди . А м ери к а .адаби ётлари да  тран ­
спорт масаласи 1941 йили Ф .Л .  Х ичкок томонидан ку- 
йилди

Чизикли д асту р л аш  масаласини ечи ш н инг  асосий 
усули — симплекс усулини 1949 йили Д ж . Д анциг 
яратди. Ч изикли  ва чизиксиз дастурлаш н инг кейинги 
ривож ланиш и Ф орд, Ф улкерсон, К ун, Л ем ке ,  Гасс* 
Чарнес, Бил ва Р а д н я р  иш ларида у з  аксини топди.

4-§ . Чизицли дастурлаш  масалалари

Чизикли д ас т у р л а ш  усулларини куллан и б  ечи лади- 
ган аник масалаларни куриб утамиз.

1. Т р а н с п о р т  м асаласи .  К уйи дагилар  берилган: М и 
М ъ М 3 кумир конларида *ар ойда мос р авиш да а и 
а 2, аг тоннадан кумир казиб чикарилади: кумир Ри Р2% 
Рг тармокка еткази б  берилиши керак; бу тармокларнинг 
кумирга *ар ойдаги талаби мос равиш да Ьи Ь2- 63 пон- 
нани 1ашкил этади Кумирнинг казиб олинган микдори 
билан сотилган микдори узаро  тенг, яъни
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деб  олайлик.
Л1Г- кондан Рутарм окка келтирилган кумирнинг 1 тон- 

Гнасига с{) сум сарфлансин. Агар М 1 кондан Яу тармокка 
келтирилган кумирни х ^  тонна десак , кум ир  ташиш  
р еж аси  цуйидагича булади:

гадан — л Р*
Хамма 

ж унатии ан 
кумир

Мг х п
|£и

■Х 12
|£”

*13
1С13

«1

М 2 х п
К 21

|
*22

\^2
*23

152:

М 3 х п
|£з_1 | 3̂2

I *33
\£зз

Д3

Хамма
келтирилган

кумир
Ьх ь 2

1
Ьг

\

Ташиш режасининг номаълумлари куй идаги  шарт- 
ларн и  каноатлантириш лари керак:

1. К абул тармоцларига зарур  булган мицдордаги ку- 
м ирларни  етказиб бериш:

1 х  п + х 21 +  х ъх= Ь и
|  Х 12 4- *22 +  *32 == ^2» 0 )

( * 1 3  4 "  * 2 3  +  * 3 3  ¿3-

2. ^ а р  цайси жунатиш тармоцларидан барча кум и р­
ни гашиб кетиш:

| *,1 4“ 4~ х п == аи 
| *21 4" *22 4“ *23 =  #2* (2)
I хъ\ 4~ * 3 2  4" * 3 3  =  аъ.

3 Манфий булм асликлари  зарур:
Х ц  О,

чунки  манфий ишорали узгарувчилар  юкларни тескари 
й ун али ш да ташишни англатади, бу эса булиши мум- 
кин эмас.

хи  тонна кумирни ташиш харажати си  • х Ь) сум 
булганидан  ^амма кумирни ташиш х араж ати
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3 3
% =  Сц^Ц +  ¿12*12 4" • • • +  ¿ЗЗ^ЗЗ — 2  ' Х11

1-1 1=1
сумни таш кил этади.

Демак, (I )  ва (2) ни биргаликда олиш  билан ту -  
зилган 6 та чизицли тен глам а  сисгемасининг манфий 
булм аган  ечимлари х 1} орасидан шундайини тан л аш и - 
миз керакки , Z  ф орм а энг кичик ^ийматга (миним ум - 
га)  эга булсин.

М асалада М,  к он ларн и н г  сони билан Р) т а р м о к л а р -  
нинг сони ихтиёрийдир; улар  бир-бирига тенг булиил*

ш артэм ас .  Умуман, бу ерда  М 1 ( ¿ = 1  ,т)  кон лар  ва  Р} (у =
=  1, п) тармоклар учун  т  <  /г, т — п9 т >  п доллар  бу-  
л и ши  мумкин.

2 О з у ц а  р ац и о н и  м асаласи . Х у ж ал и к да  п хи л  о з у -  
ца булиб, уларнинг ^ар кайсиси т турдаги  туйимли ' 
моддага  (ёг, крахм ал , оксид кабилар) эга. Биринчи 
озукан инг бир бирлиги а и бирлик биринчи т>'йимли 
молдага, а 21 бирлик иккинчи туйимли м оддага  эга  ва 
иккинчи озуканинг бир бирлиги ап бирлик биринчи’ 
туйимли моддага, а22 бирлик иккинчи туйимли м о д д а ­
га эга ва ^оказо. Умумий *олда у номерли бир бирлик 
озук ада  а,7 бирлик модда  бор (лемак, к о э ф ф и ц и е н т -  
нинг  биринчи индекси туйимли модданинг ном ерини, 
иккинчиси эса озукан и н г  номерини билди ради).  К ел- 
тирилган технологик коэфф ициентларнинг ^ар  бири хи- 
миявий ёки бош ка тах;лиллар натижасида а н и кл ан ад к .

Энди (¿ =  1 ,т )  билан ^ар  кайси туйимли м о д д а ­
нинг микдорини белгилаймиз. Бу нарсани рационга ал- 
батга киритиш молларнинг нормал усиши зарурати дан  
келиб чикади. Бош цача килиб айтганда, м о л л ар
олиш и лозим булган минимал м икдордаги г номерли  
туйимли моддадир. Бу коэффициенгларни зо о ге х н и к -  
лар аниклаш ади. у ном ерли  о зукан инг  нархини с (у =

=  \ %п) билан белгилайлик. О зу к а  нархи м аълум  *и- 
соблан ади .

Ш ундай рацион х  (бокиш  реж аси) ни топиш  к е ­
ракки , у барча талабларга  ж авоб  бериб, нархи энг к и ­
чик кийматга эга булсин.

М аксад функция Z  изланаётган м икдор х у лар  ор- 
цали куйидаги математик кури ниш да богланган  б у лад и :
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Z  =  слХу ч- Л Л  +  . .  . +  спх п =  у  с, х
/-=i

чекланиш лар  системаси эса:

а \\*\ +  ап х г +  . . .  4 - а . пх п ^ - Ь и 
&пк\ •+ а22х 2 +  . . .  +  агпх„ >  Ь.г,

а т \ х \ +  а тЪх 2 +  • • • +  а тпх п > ь т*

бунда  х , > 0 ,  х 2 > 0 ,  . . ., * л > 0 .
Н омаълум Xj ларнинг ш унлай цийматларини топиш 

керакки , улар барча чекланиш лар системасими каноат- 
лантириб, Z  ф ункц ияга  знг кичик киймат бер :и н

6. Р е с у р с л а р д а н  ф о й д а л а н и ш  м асаласи . К орхона 
хом ашё, асбоб ускуна ва бошка ресурсларга  эга. Бу 
корхонанинг тегиш ли улчов бирликлари билан Ьи Ь2, 
д3 микдорда олинган уч хил 1\, Р3 ресурси мав- 
ж у д  Корхона икки хил Ти Т2 ма.%сулот ишлаб чика- 
ради Т} ( /  =  1, 2) ма^сулот  бирлигини иш лаб чица- 
риш учун Р1 ( / = 1 ,  2, 3) ресурс пирлигидан а,ц та  
талаб килинади. Гу ма^сулог бирлигидан корхона Cj 
сум даромад  олади. Корхона P¿ ресурс запасининг мик- 
дори bt (i =  1, 2, 3).

Корхонанинг энг куп (максимал) даром ад  олиш ма­
саласи куйилади.

Иш лаб чицарилган ^  ва 72 м а^сулоглар  микдори- 
ни мос равиш да x t ва х 2 деб белгиласак, корхонанинг 
даромади

Z  =  с^х^ ~{- С2У*2
сумни таш кил  этади. И кк ала  ма^сулотни иш лаб  чица- 
риш да фойдаланилган Р, ( ¿ = 1 ,  2, 3) ресурсларнинг 
умумий микдори ahx¡ +  ап х2 булиб, у bt запасдан орт- 
маслиги керак . Д е м ак ,  масалани ечиш учун

a , i  4~ a j2 b¡y
&1\х \ “Ь ^22^2 2̂» /е \
¿*31*1 4" ^32 Х1 ^  3̂»

>  О, X-, >  О

системанинг ш ундай манфий булмагаи ечимини топиш 
керакки , у  Z  чизицли ф ункц ияга  энг катта киймат бер -  
син.
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Бу масалада ^ам Р, ресурсларнинг в а ’ ишла б чика- 
риладиган  Т} ма^сулотларнинг пг ва п сони хар канча 
були ш и , яъни п г < п , п г ^ п ,  т у п  булиш и м умкин.

5 -§ . Чизицли дастурлаш  масаласининг  
каноник ф ормаси

Чизицли д асту р л аш  назарияси билан ечи ладиган  ма- 
салалард аги  ч екланиш лар  тенглам алари  урнига ч екла-  
ниш тенгсизликларини, ва аксинча, олиш мумкин. Ха- 
кикатан, чнзикли дастурлаш нинг бирор масаласини 
е ч и ш д а  уш бу

1*1 4 "  2*2  4~ • • • 4 "  ¿*1 Л * я  1̂ *

¿*21*1 4“ ¿*22*2 4" • • • 4" &'{п. *11 == 2̂» / 1 \

. ¿*/и1*1 4 ” ¿*т2*2 4 -  • • • п ^т
ч екланиш  тенгламалари системаси ва

2  — с , х % 4 - 6*2*2 4- . . .  4- спх а ( 2 )

чизикли функция ^осил килинган булсин. Бу ер да  Ь} >

>  О ( /  =  1, т) деб ф араз цилиш мумкин.  Чунки <  О 
ш артда  / -  тенгламани (— 1 ) га купайтириш ки ф оя . ( 1 ) 
системанинг г ( г < / п )  та тенгламасини х и л 2, . . х г 
га нисбатан ечамизки, яъни

*1 +  #1, Г + 1*Г + 1 4 “ ¿*1, Г-К’* Г + 2 4" • • • 4*

^ 2  =  ¿2 +  ¿*2, г + 1 * г + 1 +  ^ 2 >г+ :* г+ >  4" 4 “ # 2 я * л ,  ( 3 )

I I  I /

. * г  =  и  Г 4" Яг, г + 1Л:г+1 +  # г , г + 2 * г+0 +  • • • 4 “ <3/-а*л

дейм изки , бунда ¿>1 >  0 , ^  >  0 , . . Ь'Г >  0  ш арт  б аж а -  
рилсин. Биз ( 1 ) системанинг фацат мумкин булган  
ечимлари билангина иш курганимиз са )абли х 1 >  О, 
х 2> 0 ,  . . х г > 0  булганидан (3) система у ш б у

^1 4 -  а х г-}-!*/.-*-! 4 -  а 1 г + 2 * г+ 2  +  . • • 4 -  а \ пХ п ^

. Ь-2 +  а2,г+1Хг+1 +  а ’1,Пг1Кг+1 +  • . • +  а 2-Дл (4)

. Ь'г +  К , г + 1Х П  1 +  а л  ,+ 2 * г  ,2  +  • • • +  °

тенгсизликлар  сисгемасига утади
Д ем ак , (1) тенгламалар  системаси урнига (4) тенг-

2^9
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сизликлар системасини ечиб, унинг х {̂ 2У . . х°а
мумкин булган (уринли) ечимини топамиз. С унгра  (3) 
система ёрдам и да  *‘1 = л ° >  О, х 2 =  л ° > 0 ,  . . х г=  ^ > 0  
ни аницлаб, (1) системанинг х\,  л°, . . .. х°г  л °+1, . . 
х°п мумкин булган ечими учун Z  максад ф у н кц и яси -  
нинг максимум ёки минимумини излаймиз.

Аксинча масалани ечиш уш бу

'01 ,* ,  + 0 , 2 * 2 +  • • •  +<*\пХп +  Ь г> 0 ,
&Ч\Х \ +  ¿*¿2*2 +  • • • +  ¿*2ПХ П +  ^2  > 0 ,

- а т \ Х \ +  а т2Х 2 +  • • • +  а т п Х п +  >  О

тенгсизликлар сисгемасига ва (2) чизи^ли  ф орм ата олиб 
келган булсин. (5) тенгсизликлар  системасидаги б\-  
ринчи тенгсизликнинг чап томонига тенг цушимча  х п+у 
номаълумни, иккинчи тенгсизликнинг чап томонига 
тенг х п+, номаълумни, . .. т- тенгсизликнинг пап т о ­
монига тенг х п+т номаълумни киритсак, уш бу  тенг ла-  
малар  системасн ^осил булади:

’« 1 1 ^ 1  +  ^ 1 2 ^ +  . . .  + ^ 1ЛА‘„ — х п+у + Ь Л = 0 ,
¿*22*1 +  ^¿2Х2 +  . • . +  С12пХп — X, +2 + Л 2 = 0 ,

&/п1Х 1 4 “ &т2х 2. +  • • • +  @'тпХ П Х п + т +  ^ т  —

Энди, бу системанинг шундай (х°, х*% . .
• • •» х{п±т} мумкин булган ечимини топишимиз керак-  
ки, х \ % х°п сонлар (2) чизицли формани макси-
маллаштирсин (ёки минималла:итирсин).

Яна шуни кайд килиб утами?ки,
п п

' £ а 1}х 1<СЬ) ёки Улар х 1 > Ь ,  (у  =  1, п)
1=1 I =1

П
т нгсизликлар  системасини цаноатлантирувчи 2  {х г

чизицли ф у н к ц и яга  максимум ёки минимум кийматни
берувчи манфий булмаган х х% х 2........... х п оптимал ечим-
ни аниклаш  чизикли дастурлаш н инг с т а н д а р т  м а -

п __
с а л а с и  д ей илса , V] а)1х 1^ Ь 1 (у =  1 %пг) системани 

<=1
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п
|<аноатлантирувчи ва чизикли ф ормасига

1=1

максимум ёки минимум кийматни берувчи  оптимал 
манфий булмаган ечимини топишни чизикли дастур- 
-лэшнинг к а н о н и к  м а с а л а с и  дейилади .

Энди чизикли функциянинг минимумга (максимум- 
га) эришиши .\акидаги теоремани исботсиз келтирамиз.

Т е о р е м а .  Z  чизикли функция узининг максимуми 
(минимуми) г.а чекланиш лар системаси билан аникла- 
яадиган  со^ан инг чекка рукталарида  эриш ади.

6 -§ .  С им плекс усу л

С имплекс усул кенг таркалган ^и соблаш  усуллари - 
дан булиб, ечимни кегма кет яхшилаш  гоясини амалга 
ош ириш га  асосланган. Бу усулни чизикли л асту р л аш - 
нинг масалаларига куллаш мумкин булганлигидан  уни 
унивессал усул  дейилади.

Чизикли ластурлаш  масаласида чеклан и ш лар  тенг- 
ламалари х и х ъ . . х п ном аълум ларга  нисбатан ш ун- 
дай ечилган, яъни

Хх =  — (Х\% г+1 -*г-Н1 +  # 1, г-Н2-*7+2 +  . . . +  а Хпх п%
Х 2 =  Ь 2 —  # 2, г + \ Х Г{-1 +  <2?, /4-2 -4- .  , .  +  а 1т\х т  ^

Х Г =  ЬГ —  а г( г + \Хг+\  +  <22, г-н2 Хг + г +  . . . +  Я г п ^ п

булсинки, ¿ ! > 0 ,  62>  0, . . Ьг ^ 0  ш артлар баж ари л- 
син.

Z  чизикли ф ункц ияда  *ам х и х 2, . . х г номаъ- 
лум ларн и  (1) система оркали ифодалаб, уни

^  =  То ~  Тг + 1 Х г + \ 7 г +  2 Х г+'1 Чп Х а ( 2 )

куриниш га келтирамиз ва бу ф ункциянинг минимуми-  
ни топиш масаласини куямиз.

(1) системасининг чап томонидаги х и х 2...........х г
номаълумлар туплами чизикли ластурлаш  маеаласининг 
базиса дейилади ва у В =  \ х и х 2, . . ., х г\ куриниш и- 
да  белгиланади; ' х 19 х 2, . . х г — б а з и с  н о м а ъ л у м -  
л а р ,  х г+1, х г+2, э :а  о з о д  н о м а ъ л у м л а р  д ей и ­
лади.

*г+и х г+ 2 .......... х п озод  ном аълум ларга  х г+1 =  х г+2 =
—* . . .  = х л =  0 кийматни берсак, (1) дан х х — Ьх > 0 9
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х 3 =  ¿ 5 >  0, . . х т =  Ьг >  0 ни *осил киламиз. Шуи* 
дай цили"), б а з и с  ечим деб  аталган уш бу

Уринли ечим ^осил булади; Z  нинг бу ечимидаги кий- 
мати Z  =  у0 га тенг.

Б у  м асалада икки *ол  руй бериши мумкин:
1) (2) системада *амма — т ,+1, — Тг4. ;.............— Тя

сонлар манфий эмас, яъни — т, >  0. У вактда Z  ф у н к ­
ция -* ,+ 1 =  -*я+ 2“  • • •  =  х п“*® ш артда Z = ^ ^ 0 мини­
мум кийматга эриш ади, яъ н и  В  базиснинг (3) вектор  
ечими огпимал булади , чунки бирор — >  0 ва х } ~>0 
учун — 7 у Х у > 0  булиб, бундан То- То келиб 
чикади:

2) (2) ф ун кц и яда  ~ т г+1» — Т,+2> • • •. — Т„ сонлар  
орасида манфийлари бор. М асалан , —Т; <  0 д ей лик . У 
вактда х г+, =  . . .  х-1Х — д:/+1 =  . . .  = д г я =  0 ва 
X) >  0 деб  олиб, х ) нинг кийматини орттира бориш 
х,исобига Z  = ■¡0 — '[JXj нинг цийматини камайтириш  
мумкин Л екин бу ишда э^ ти ёт  булиш керак ,  яъни  (1) 
дан келиб чикадиган

тенглам алардгги  х 2, . . . ,  х г нинг *еч кайсиси ман­
фий булиб колмасин.

Бу ег>да ^ам икки ^ол  руй беради:
а) (4) да *амма аи , а2,...........аг! сонлар м усбат  эмас.

У вактда х ) >  0 учун —ак)х ^  0  ( /г 1, 2) б^лгани- 
дан х к =  Ьк — ак1х ^ Ь к >  0 (А =  1, 2) га асосан х,  >
>  й, >  0, х.г >  Ь-, >  0 ...........х т >  Ьг >  0 дир. Д ем ак ,  £  =
=  То — Т /* /  Да '{} >  0 ва . ^ > 0  булганлиги сабабли
ни чексиз ортгира бориш билан г ш п 2 =  — оо га кела-  
миз Бундан эса Z  ф ункциянинг минимумга эри ш м ас-  
лиги кури нади .

б) (4) да  а ч , а 2у, . . . ,  ат] сонлари орасида м усбат- 
лари бор. М асалан, ак1 0  булсин. У * о л д з  х„ = Ьк —
— ак) да га ¿>*/аАу дан ортик киймат бериш  мум* 
кин эмас, чунки акс  *олда  х к <  0 булиб колади .  Б у н ­
да эканлиги равш ан . Бундай касрлар  о р аси ­
да знг кичигини ^¡¡а1} деймиз. Бундай с у >  0 сон ^ а л  
ц и лу вч и  эл ем ен т  дейилади . Дискалик уч у н  ¿¿/ау =(>

(3)

л:, =  6, — аи хр  л а — ¿>5 — а^ху ,  
х ,  =  Ьт-  аг, х (4)
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белгилаш  киритам из Д ем ак ,  х} ни р гача орттира ола-  
миз, чумки акс ^олда  л"г < и  булишини к у р д и к .

О зо д  ном аъ л у м л ар га

Хг+1 ** ̂ * ''̂/’4-2 * * ** 1 а= ===
в  0, . . .  | х п =  0 (5)

{(ийматларни бериб. базис ном аълум ларни

X| “ — &| у р# = ̂ а™̂2уР» •••» = /̂/Р 5=3 О,
. . ., х ,  = Ьг — а,ур (6)

д е б  аницлаймиз. Энди янги В'  базисга утами з:

•̂ 1» «*2» х 1-\ Х]> х  > + и • • •» ■*/-

Бунга  мос базис ечим (6) ва (5 )  дан тузилади . (1) 
система ва (2) функцияни янги базисга м о :лаб  ёзам и з .  
Бун инг учун  (1) даги

Х 1 =  —  ( а 1§ г4_1 4-1 “Ь  * • • +  а *у -^у +  ■ • • +  Х л )

тенгламани га нисбатан ечам из:

_  Ь1 [ а,  г ^ х  л .  4 .  1 V- 4.

и Г  ‘  ~

+  . . . +  х }  
аИ

Б у  ифодани (1) нинг ^амма цояган тенглам аларига  к у - 
ямиз. Хосил булган  янги системани куй илаги  кури- 
нишда ёзамиз:

х \ =  Ь{ (&, г+1 л*г+1 -+- . ,  • +  а ц х 1 4- • . .  +  Я)П х п)<)
• + а 2ПХг)>
........................ ( 7 )

х 2 =  Ь2 ( а 2| г+1 х г+1 +  • . .  +  а2, х.  4- 

I Х1 в ^ / “ " ( а / . / ,+1лг-и • • • ~*г а а х 1 +

|  Ьг (#л г+ +  • • • +  а г1 Х1 "Ь • • • +  атп -^л)* 

Б у  базиснинг ифодаларини Z  га к^йиб, уни

^  =  То ?г-И Хг+\ • • • Т1 Х 1 • • • Тп Хп (®)

ш аклга келгирам из .
Бу  ж араённ инг биринчи калам и  ш у билан ту гай ди . 

К ейинги кадам  яна ш у биринчи кадамни, яъни  (8) ва
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(7) га нисбатан 1) ёки 2) з^олни, ундан кейин 2) а )  
ёки 2) б) ни такрорлаш дан иборат б ^ л а а и  ва аджазо.

Ш ундай  килиб, симплекс усу л и  куйидаги ж ар аён -  
ни ифодалайди:

1. Ч еклан и ш лар  тенгламалари системасини (1) ш акл-  
га, Z  чизикли функцияни (2) ш аклга  келтирилади.

2. Агар (2) да *амма —тг + , — Тг+2- • • •• ~ ~ я к о * 
эф фициентлар манфий булм аса , В  базиснинг ( ¿ 1, ¿ 2, 
. . Ьп  0, 0, . .  0) ечими опгимал булиб, бу ечи м да  
Z  ф ун кц и я  ¿ в  =  7о минимумга эришади.

3. (2) да - т г+1, — '¡г+;> • .  • > — Тя л а Р орасида ман- 
фийлари м авж уд , масалан, — - (¡СО  десак, -кг+1 =  • • • == 
=  х м  =  О, X) > 0 ,  х . +х =  . . .  =  х п =  0 цийматларда
(1) система (4) куринишни олади . Агар (4) д а  ^ам м а  
а а 2), . .  аг) коэффициентлар  мусбат булмаса,. 
т \ п 2  =  — оо келиб чикади , яъни 2  ф ункц ия  м инимум­
га эриш майди.

4. (4) даги  а и , о 2/, . . аг, коэфф ициентларнинг 
мусбатлари м авж у д , яъни ак1 > 0  дегак, сонлар  
орасидаги энг кичиги / у а ^  ни оламиз; (1) систем анинг 
х 1 га нисбатан ёзилган те;1гламасидан х } ни ани^лаб»
(1) системани янги В ' =  {хи . . ., лг| _1, х }, Х1+\, . . . »  
х г) базисга нисбатан ёзиб , (7) ни *осил ’{иламиз; ф у н к ­
цияни эса (8) куриниш да иф одалайм из. Янги о зо д  но- 
м аъ л у м лар  (5) дан  иборат булади . Ю корида баён э т и л -  
ган ж араён  (8) ва (7) га нисбатан такрорлан ади .

1- м и с о  л. У ш бу

система ва 2  =  4 ^  — х 2 +  х 4 +  2 чизикли ф у н кц и я  бе- 
рилган  булиб, 2  ни минимумлаш тириш  талаб этилган 
б улси н .

Е ч и ш .  (1) нинг иккинчи т е н г л ш а с и н и  х 2 га, би- 
ринчи тенгламасини х х га  нисбатан ечамиз:

И ккинчи тгнглам ага  биринчидан х 1 ни куямиз: 
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*2 =  2 +  3*3 -  *6 ,)  (2 ,
л-4 =  5 +  х х +  7хь /

(2) дан х 2 ва лг4 нинг иф одаларини 2  га куй иб , цу- 
йидагини ^осил циламиз:

2  =  5 +  5л"! -{- 4л*3 + *5. (3)
(2) ни кабул килинган ш аклда ёзамиз:

* 2=  2 — ( - З л - 8 -ь * 5), 1
*4 =  5 — (— х г — 7 хъ). }

(4)

Энди л:, =  с̂3 =  дг5 =  0 кийматларда (4) дан х 2 = 2 ,  
дг4=  5 ни топамиз. Д ем ак , (4) система ушб у  (О, 2, О, 
5, 0) у р и н л и  ечимга эришади. Бу еч^м да  2  =  .5, ( 3 )  
да  ?! =  + 5  > 0 ,  о3 =  + 4  >  0, р5 =  + 1  >  0. Щ у сабабли 
¿  =  5 2  нинг минимуми, (0, 2, 0, 5, 0) эса опгимал 
е ч и м  булади.

7 - §  С им п лекс  ж а д в а л л а р

Би рор  масаланинг ечимини симплекс усу л  ёрдам и - 
д а  аниклаш  бир канча боскичдан иборат эканлиги юко- 
рида курилган 6 - §  дан маълум . Эслатилган б о ск и ч л ар -  
нинг барчасини симплекс ж ад вал лар  ёрдам и да  б аж а-  
риш  мумкин Буни куйидаги мисолда куриб утамаз.

М и с  о л. Уш бу

Х \ +  Х 4 “Ь  * 5  =  |

л 2 +  Х х == 6 ,  1 ( 1 )

Х 3 +  Х 4 +  Х о =  1 ]

системанинг манфий булмаган ечим лари орасидан 2 = =  
=  —* 4 — 2 * 5 +  3 чизикли ф ункц ияга  минимал киймаг 
берувчи ечимни топинг.

Е ч и ш .  Чизикли тенглам алар  системаси (1) ни осон- 
гина х и л:2, ном аълум ларга  нисбатан ечиш  мумкин. 
Ш унинт учун  бу ном аълум ларни  (1) системанинг б а ­
зис ном аълум лари  деб  кабул киламиз.

Базис ном аълум ларни ж адвалнин г 1 - устунига, о зо д  
^адларни 2 - устунига, нинг коэффициентларини 3* 
устунга , ва ^оказо , * 5 номаълумнинг коэф ф и ц и ен тла­
рини охирги устунига ёзиб, уш бу ж ад вал га  эга  б у л а -  
миз.

^35

www.ziyouz.com kutubxonasi



Базис но­
ма ъл у м- 

. ар
0  ; о д 

*адлар *1 Х<2 *3 *4 *5

3 1 0 0 1 1

л 2 6 0 11 1 0 1 0

х ъ 1 0 0 1 ш • 1

Z функ­
ция 3 0 0 0 1 2

Z  ф ун кц и яга  минимал циймат берадиган е ч и м н и т о -  
пиш учун * 2э *з) базис ном аълум лардан  бошкаси- 
га утиш керак . Б у  иш ж ад в ал лар  ёрдам и да  к у й и д аги -  
ча баж арилади :

1. Z  чизикли ф ункцияга  мос келувчи  сатр элемент- 
лари орасида мусбати булса, ш у элемент ж ой лаш гак  
устун элем ентларидан  м усбатларини белгилаб оламиз. 
Бизнинг мисолда охирги, яъни Z  ф ункц ияни нг сатри- 
да иккита мусбат элемент бор (озод  ^ а д  ^исоСга о л и н -  
майди). Ш у мусбат элем ентлардан  биронгасини тан -  
лаймиз, масалан, 1 танланган булсин. Бу элемент ж ой- 
лаш ган охиридан аввалги устунда  1 дан таш к ари  учта 
мусбат 1, 1, I элемент м авж уд . Улар  биринчи, иккин- 
чи ва учинчи сатрда ж ойлаш ган.

2. А ж ратилган  мусбат 1, 1, 1 элем ентлзр  билан бит- 
та сатрда ж ойлаш ган  озод  ^адларн и н г  шу 1, 1, 1 лар- 
га нисбатларини тузам из.

Бу  нисбатлар — , — , — , яъни 1, 6, 3 лардир.
1 1 >

3. Т у зи лган  нисбатлардан энг кичигининг м ахраж и 
^ а л  ци лувчи  эл ем ен т  булади. Ж а д в а л д а  х;ал цилувчи 
элем ент  туртбурчак  ичига олинган.

4. Хал цилувчи элемент 1 га тенг булиш и керак ,  
акс ^олла уни 1 га тенг килиб олиш мумкин. Бунинг 
учун  шу элем ент  ж ойлаш ган  сатрн гнг  барча элемент- 
ларини хал цилувчи элементга  булиш  кифоя.

5. Ж а д в а л  сатрларининг элем ентлари ни  ш ундай  уз-  
гартирамизки , ^ал  килувчи 1 элем ент турган устунда-  
ги ш у элементдан бош:<алари 0 ларга  айлансин. Б у ­
нинг учун ж адвалнинг учинчи сатрини — 1, — 1, — 1 г а
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купайтириб, мос равиш да 1, 2, 3 - сатрларга  цуш ам из. 
У ^олда янги ж адвал  келиб чикади:

Базис но- 
маълум- 

лар
Озод

^адлар Х\ *3 *3 *4 хъ

хх 2 1 0 -1 0 0

*2 5 0 1 -1 0 — 1

х ъ 1 0 0 1 1 г п

1 функ­
ция 2 0 0 — 1 0 1

1

6. Ю корида цилинган иш натиж асида аввалги [хи 
х 2, *з! базисдзги * 3 уриига х 4 келади ва ж а д в а л л а  
курсагилгандек , янги [хх, х 2, х г] базис ^скил булади .

Ж а /1валнинг охирги сатрида ф акат  битта мусбат  
элемент м авж уд  булиб, у ж ой лаш ган  у с т у н д ал и р .  
Ш у устунда яна битта мусбат элемент бор, яъни 1 
бор Уни >;ал килувчи элемент деб ^исоблаб, учипчи 
базисга киритамиз. Б у  ишнинг натиж аси ж а д в а л д а  ку р -  
сатилган.

Базис но­
ма ьл ум- 

лум
Озод

*адлар Хх *2 *1 Х\ ** |
Ч 2 1 0 - 1 0 0

*2 6 0 1 0 1 ! 0

*3
1 °

0 1 1 1 1
2  ф\нк-  

ция 1 | 0 0 —2 - 1  | 0

Ж адвалн и н г  охирги  сатрида би рорта  *ам мусбат  
элем ент  колмади, дем ак , топилган (2, 6, 0, 0, 1) е чим 
опгимал булиб, унга мос келувчи  функциннинг мини- 
му ми ¿  =  1 га тенг, яъни ¿ т[п =  1.
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8-§ . У зар о икки ёцлама масалалар

_ Ч изикли дастурлаш нинг бирор масаласи муносабати 
<билан у ш бу

а1\Х14- а г-2х 2 +  . . .  +а,1пкп > ь1 (г’ = 1 .  "О ( О  

-чекланиш лар системаси ва
П

' -2 =  С)Х! 4" ^2*2 ”1" • • • 4" == (^)
• 7=1

к и зи к л и  ф ункция  берилган буксин. Фараз килайлик, 
сисмеманинг опгимал ечими учун (2) чизикли функ- 

¡цияни минимумлаштириш лозим булсин. (1) — (2) м а ­
к а л а  д астл аб к и  (б о ш л ан ги ч )  м а с а л а  дейилади.

(1) — (¿) масаладан яна бир чизикли дастурлаш  ма- 
„саласи тузиш  мумкин.

а \] • У\ 4 -  Я27 • У 2 4 -  • • • 4 -  а т ) • У т  ^  с} (У =  Ь  я )  ( 1 ' )  

ч е к л а н и ш л а р  системаси ва
т

+  . .  •. +  Ьтут =  УЬ1Ч1 (2 ')
г ¿=|

чизикли ф ункц ия  воситаси билан ифодаланади. Б у  ер- 
д а  (Г )  системанинг оптимал ечими учун (2') ни мак- 
.сималлаш тириш  талаб килинади. ( Г )  — (2 ')  масала 
дастлабки  масалага нисбатан ик ки  ёц л ам а  м а с а л а  д е -
ЙИЛ ЁДИ.

Д астлаб ки  ва икки ёклама масалаларнинг матрица- 
лари 'бир-бирига  нисбатан транспонирланганлиги к>'ри- 

■ниб тури бди.
^1) системанинг озод хадлари  (27) функциянинг ко- 

'Зфф ициентларидан , ва аксинча, (Г )  системанинг озод  
¿^адлари ( . )  функциянинг коэфф ициентларидаи иборат- 
;л и р ;:
1 ( 1 Г системанинг ^амма тенгсизликлари „ к и ч и к э м а с “ 
*вч (*Г) системанинг тенгсизл^клари да  эса „катта эм ас“ 
и ш оралидир

Д астлабки  масала сифатида (Г )  — (2 ')  ни олсак, яъни 
,< 1 )—- '( / )  масалани унга икки ёклама масала деб  ^и -  
'собласак , у ^о л д а  (Г )  системадаги тенгсизликларн инг 
иш о^ал^рини „катта эм ас“ га алм аш гириш имиз ва Е  
нинг максимуми урнига минимумини, Z  нинг эса, а к -
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синча, минимуми урнига максимумини излаш им из кет * 
рак. Бунга эришиш учун ( Г )  ва (1) даги ^ам м а тенг-<* 
сизликларнинг иккала томонини — 1 га куп айтириб»* 
цуйидагини ^оснл циламиз:

~ а и • Vi -  а 2) • у 2 — . . .  — a m)ym> - C j  ( / — 1, /г),
— х% — а1гх2— . . .  — а , „ <  — bt (i =  1, /и),

Л

2  =  ^ 1*̂ 1 ^ 2-̂ 2 CfiXfi = =  2  (  Cj)X j%± *■ ' ~

- F = > -  £ ty, -  ¿ ,у 2 -  . . .  -  6myOT — 2  ( —
¿=i • г

Д ем ак ,  min (—Л) ва т а х ( —Z) ни ани^лаш  талаб 
цилинади. Бу эса куйилагини беради:

т т *
m in ( —Z7) =  m in 2  — —max — — ш а х / ч  *

Г=1 i =  I

Ш унга ухш аш :
m п **

шах ( —Z )  =  max XJ 58=8 "“ min “"т ^п ^
i=l /=1

Булардан:
max F =  —mi n  ( —F),  m i n Z  =  —max ( —Z).

1 - т е о р е м а .  (1) ва ( Г )  системаларнинг исталган 
уринли ечимлари мос равишда (л°, х%, . . . .  х°п ва {у°и

• • ч У») оркали белгиланган десак. у ^о л д а  Z  ва F*\% 
ф ункциятарнинг бу ечимлЗрдаги Z 0 ва F0 циймаглари 
Z 0 > / ~ 0 тенгсизликни каноаглантиради.

И с б о т и .  (1), (2), ( Г) ,  (2') га уринли ечимларни. 
цуйиб, куйидагиларга эга  буламиз: *

a n  Х °1 +  а и Х ° +  • •  • + a i n Xn > b l <*= 1 > п )>

Z q =  C1 X1 +  c2 *24 "  • • •  + Сл л я> (3)

° 1 ,  У°  +  « 2 ,  V? +  • • • +  I f m <  CJ ( i  Я Г «  >.

^o =  W  +  M +  • • •  + ^ X -  (4> ;
(3) тенгсизликларни мос равиш да y°f y j,  . . yjj ra 

купайтириб, сятплар буйича кушсак, О

я

2  2  % •*/ у*>  2  у? -  • (5> ’__1 ;_, ' ;_I
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кели б  чиь;ади. Ш унин гдек  (4) тенгсизликларни мос ра- 
х°п га купайтириб, устунлар  буйичавиш да лу, л ”, . .

к;ушсак,

2  2 a ' / 7 / < 2 c/ Jci = s Z o
/ =П = 1 '  ¡=1 1

(6)

з^осил булади. (5) ва (6) Z 0 >  F0 эканлигини тасдик* 
л ай д и

Н а т и ж а .  Агар Fn = Z 0 тенглик б аж арилса , F0 =
— т а х / 7 ва Z 0 =  m i n Z  булади , яъни (Лр х\ ,  . .  л°)  
ва  (Ур у®, . . у®-) оптимал ечимлар б улади .

И с б о т и .  Т еорем ага  асосан, исталган (л:,,
л°п) ва (y“, у “...........у “) уринли ечимлар учун F0 <  Z 0
•булгани сабабли Z 0 сон F  ф у н к ц и я  цийматларининг 
ю^ори чегараси, F0 сон зса Z  ф ун кц и я  ки йм атлари - 
нинг куйи чегараси булади .

Д ем ак ,  Fn = Z ü тенглик баж ар и л гачд а  F 0*=max.F 
s a  Z n =  min Z  эканлиги тасди^ланади .

М и  с о  л Ушбу

Xf -f" — -*3 ^  5,
2 x t +  4х 2 — 5 х 3 12,
Xi — З х 2 "4~ Хц 8)
2х,  +  8,v2 — 11» 
х и х 2, х 3 > 0

(7)

ва

Z  =  12л:, +  6 х 2 — 7 х 3 -*■ т а х

дастлабки  масала, ш у н и н гд ек ,  унга икки ёкл ам а  бул- 
ган

yi +  2 у 2 +  Уз +  2у4 >  12, 
У\ +  4 у 2 — Зу3 +  Ьу4 >  6, 

- у ,  — 5уа +  уз -  у 4 >  - 7 ,  

Ун ys, Уз>0,

(8)

ва

F — 5yt -f- 12у2 -Ь 8у3 +  11у4 —» m in

м асала  берилган булсин. (7) ва (8) систем аларнинг (6,
О, 1) ва (2, 0, 0. 5) ечи м лари  учун мос равиш да Z max=  
=  65 ва Fmln =  65 булади , дем ак , Z max =  Fmin =  65.
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И кки ёцламаликнинг асосий теоремасини исботсиз 
келтирамиз.

‘- ¿ - т е о р е м а .  Д астлаб ки  масала ечи лади ган  булса , 
у н га  икки ёклама булган  масала хам ечи лад и ган  бу- 
либ , Z  ф ункциянинг минимуми билан F  ф у н к ц и ян и н г  
максимуми учун m i n Z  =  m a x / 7 тенглик б аж ар и л ади . 
А гар  дастлабки масалада Z  ф ункция куй идан  чегара- 
ланмаган булса, икки ёклам а масаладаги чекланиш  
систем аси  манфий булм аган  ечимларга  эга б улм ай ди .

9- §. Чизицли дастурлаш  масаласини  
график у сул да  ечиш

Чизикли дастурлаш  масаласини, ч ек лан и ш лар  сис- 
т ем аси даги  ном аълум лар сони иккига  ёки у ч та  бул-  
ганда, график у с у л д а  ечиш  мумкин. Н о м аъ л у м лар  с о ­
ни иккита булганла чизикли дастурлаш  масаласи ку- 
й и дагича  куйилади:

f lu * ,  ”1“ ^12^2 ^  ^\у
^21*̂ 1 &22'Х2 ^2 ’

..........................  . . .  (1)
an\*\ +  an*x 2 > b „  | 

х х >  0, х 2 >  0 j

чекланиш лар  системасининг мумкин булган ечим лар 
сохасидан

Z ( х и х 2) =  сгх г Н- с2х 2 +  ся (2)

чизикли функиияга минимал (максимал) киймат бера 
оладиганлари топилсин. Куйилган масалани х ал килиш  
учун, аввал (1) системанинг мумкин булган ечи м лари - 
ни аниклаймиз. М аълум ки , (1) системанинг ^ар  бир 
тенгсизлиги текисликда ярим текисликни иф одалайди . 
Ш унинг учун (1) системанинг барча тенгсизликлари  
системасининг ечим лар  сохаси турлича булади . Че >ла- 
ниш лар  системаси чексиз куп, ягона ечимга эга були- 
ш и мумкин ёки ум ум ан ечимга эга булмаслиги м \ м -  
кин. 33- расмда турли  ^олдаги  ечимлар келтирилган . 
Ч екл ан и ш л ар  системаси чексиз куп ечимга эга булиб, 
ечим лар  сохаси чегараланган  (а) холи) ва чегара  ан- 
маган (б) ^оли); чекланиш лар  системаси ягона ечим га  
эга  (в) холи); чекланиш лар  системаси у д у м а н  ечим га  
эга эмас (г) холи).
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33- раем.

Фараз килайлик, биз цуйган масаланинг чекланиш - 
лари 33-расм нинг а) ^оли булсин.

Энди (2) чизикли функциянинг чап томонига ихти- 
ёрий константа берам из ва ^осил булган  тугри чи- 
зи^ни (нолинчи сат^ чизицни) раемда келтирам из, 
расм*да у  ш трихлар  билан келтирилган. Агар узгарм ас  
й х сон урни да  бош ка с12 сон олинса, янги сат^ чизиги- 
га эга буламиз. Танланаётган  константалар усиб, 0 дан 
+ ° °  гача булган барча кийматларни кабул  цилсин У 
^о л д а  сат>$ чизицлари уз-узларига  параллел кучиб, те -  
кислик ^осил киладилар, яъни сат^ чизицлари у зл ар и -
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34- раем.

нинг градиентлари  буйича „п астга“ ёки „ю к о р и га “ сил- 
ж и б , текислик  ^оейл ки ладилар . 34- раемда й  >  0 д еб  
олинди, ш унинг учун сат^  ту гр и  чизиклари „ ю к о р и га “ 
цараб силжийди (агар ¿ < 0  булса, сат.^ ч изиклари

* „ п астга“ цараб силж и йди).  Ю корида айтилганларни 
эъ ти б орга  олиб, куйилган  масалани осонрок баён ки- 
лиш  мумкин: М  ку п бу р ч ч к  со^анинг барча нук талари  
орасидан  Z  функцияни м ин и м ум лап п и ради ган и н и  аник- 
лаш  талаб  этилади (ёки м аксим ум лаш ги ради ган ини  
аниклаш  керак). Уша нукталарнинг координ аталари  ма- 
сала ечимидан иборат булади. Равш анки, бу н у к тал ар  
чизик ли  ф ун кц и я  учун с ат^  чизиги билан М  со^ан и н г  
дастлаб  (охирги) учраш ган  нуктасидан ибораг  булади .

Баъзи лолларда  ф у н кц и я  сат^ чизиги билан, м у м ­
кин булган  ечимлар со^асининг бирор томони параллел  
булиб колиши мумкин. Бун дай  лолларда  опгим ал  ечим 
чексиз куп  булади. Агар мумкин булган еч и м лар  ео*;а- 
си чегараланмаган  булса, м аксим ум га эри ш м аслиги  хам 
мумкин, чунки максимум + о о  булади .

М и  с о  л. Т екисликда  берилган

2 х х х 2 4, 
х х -)- З х 2 >  6,

4хх 4* 9^2 ^  26, 
х х >  0, л 2> 0

чизикли тенгсизли^лар  системасининг мумкин булган  
ечим лар  ссдасида ¿ { х и х<̂  =» 4 х 1 +  3л'2 чизикли ф у н к-
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35- раем.

цияга энг ки чи к  (энг катта) киймат бера  олади ган лари  
аниклансин.

Е ч и ш .  Т енгсизликлар  системасининг е ч и м л а р _ с о -  в 
хасини чизиб олгандан  кейин (3 5 -р а с м га  каранг) £  га 
бирор киймат бериб ( масалан, соддалик учун  0), *о- 
сил б^лган  турри чизикни — нолинчи саг*  чизирини чи­
зиб оламиз. Ш у  турри чизикдан юкори том ондаги  энг 
узоклаш ган  со^анинг нуцтаси чизикли ф ун кц и яга  энг 
катта ва энг якин ж ой лаш ган  нуктаси эса энг ки чи к  
киймат берганлиги учун ЛГ, ва М 2 нукталарнинг к о -  
ординаталарини аниклаймиз.

Бунинг у ч у н  мос иккита тугри  чизицнинг кеси ш ган  
нуктаси топилиш и керак . И кк и та  .*,=*0 ва . * , + 3 * 2  =
=  6 тенглам алар  системасининг ечилиш идан М,  (0 , 2) 
нуктага, — 4х, +  9х2 =  36 ва 2  г , — х 3 = 4 тен глам алар  
системасини ечиш дан эса 7И2(Зб/7, 44/7) нуктага  эга 
бу'ламиз. Д е м ак ,  бу нукталар  координаталарини чизикли  
ф ункцияга  куйиб , чизикли функциянинг энг кичик ва  
энг катта кийматларини топамиз:

(1) ч екланиш лар  системасининг н о м аъ лум лар  сони 
учта б^лганда  юкорида айтилганларнинг ^ам м аси  ф а- 
зода б аж ари лади . Биз бунга т^х тал м ай м и з .

г ( 0 ,  2) =  4 - 0  +  2 - 3  =  6,
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10-§  Т р а н с п о р т  м а с а ла с и н и  ечи ш  
усул л ар и н и н г  о б з о р и

Транспорт  масаласи одатда  ж а д в а л л а р  ёрда м и да  
ечилади.  Куйилган масалани ечиш учун,  тайёрлан ган 
м яъл ум отл ар  ёрдам ида  бошлангич р еж а  тузиб олина- 
ди Бош лангич ре жа  жадвалининг катакларини тулд и-  
риш чурли ус улларга  булинади:  энг кам нарх,  шимо-  
лий-гарб  ва диагонал  усуллари Э иг  к а м  н а р х  
у с у л и д а  ж адвал  катаклари тарифи энг кичик бул* 
ган катакни тулдиришлан бошланади,  сунгра ист еъ-  
молчининг  талаби ва ?ахира ресурсларга  караб,  колган 
катакларнинг тарифидан энг кичигига  эга булган ката  к 
тулд ирилади ва ^оказо  Ш и м о л и - р а р б  у с у л и д а  
бошлангич р е ж а  катакларини ту л д и р и ш д а  биринчи йул. 
ва биринчи устунга  мос катак тулди ри лад и.  И с т еъ м о л -  
чининг талаби ва ресурсларнинг захирасига  караб туриб,  
биринчи сатрнинг  иккинчи устунига мос катак гулди-  
рилади.  Агар иккала  катакдаги  ресу рс лар  йигиндиси 
исгеъмолчи  талабини кондирса,  иккинчи йул ва и к к и н ­
чи устундаги  катак тулдирилади ва ^оказо .  Д и а г о ­
н а л  у с у л и д а  бошлангич ре жа  ж адвалин ин г  к а т а к ­
ларини т у лд и р и ш  жа двалнинг  асосий диагоналида  ж об­
олган ка такла рдан бошланади.  Су нгр а  истеъмолчининг  
э^ ти ёж и ва ресурсларнинг  зо^ирасига  караб ,  асосий диа- 
гоналга  параллел  булган юкори к атакл ар  ту лд и р и л ад и 1 
ва ^оказо.  Ж а д в а л  диагоналининг  юцоридаги  к а т а к л а ­
ри ист еъмолчининг  э^ ти ё ж и га  яраша  тулд ир и лган да н 
сунг,  ундан пастки томонда жо й л аш ган  ката кла р  т у л ­
дирилади Т улати ш тартиби яна  асосий диагона л  к а -  
такларига  пар аллел  ^олда бажарил ади .

Бошлангич р е ж а  жадвалида  иккита  куш ни ката к-  
нинг бир каторда (сатр ёки усту н)  жойлашган б и р л а ш -  
маси кет ма-кетлигига  з а н ж и р  дей ила ди .  Бу н да  ^еч1 
кандай учта катак бир каторда жой лашмайди.  3 6 - расм-  
да за н ж и р  келтирилган.  Агар з анж ир ни нг  охирги к а -  
таги биринчи кагак билан бир кат орда  ж ой л аш е а ,  у  
ц и к л  дей илади.  3 7 -р а с м да  турли ц и кл лар  к е л т и р и л ­
ган. А 1ар бошлангич режа жад ва лин и нг  буш б у лм аган  
катаклари ор-^сида бирорта *ам цикл булмаса ,  у  ^ о л д а  
мумкин булган  р е ж а  ациклли ( н о ц и к л л и )  дейилади. .  
3 8 - раемда  ациклли режа келтирилган.

1. Пот енциал  усули.  У ш у  усулни  транспорт  маса-  
ласининг асосий теоремасидан бош лайм из .
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1* т е о р е м  а. Агар транспорт маеаласининг  ц а н д а й -  
дир  режасига  г =• 1, 2, . . т, /' =  1, 2, . . п  д а

«/ — ( ! )
ва х и >  0 учун эса

а, — ( 2>

шартларни каноатлантирувчи т +  п та аи а2, . .
. . <хт\ р1} р2> . . р;, . . м ря сонларни та нлаш мум-  
кин булса.  у *олда  р е ж а  о п т и м а л  булади.  а/, ¡3;- — 
сонлар жунатиш  ва кабул килиш тармокларининг  по« 
т е н ц и а л л а р и  дейилади,  (1) ва (2) шар тл ар  эса ре- 
жанинг п о т е н ц и а л л и к  шарти дейилади.

Потенциаллик шартини куйидагича  айтиш му мки н:  
ре жа ни нг  барча катаклари учун потенциаллар  айирма- 
си тарифдан катта булмасликлари,  буш булм.аган к а ­
таклари учун тарифларга  тенг булиши керак.  У ш б у  
шартни каноатлантирувчи режа п о т е н ц и а л л и  д е ­
йилади.

Уш бу  атамалар  -ердамида 1-т ео ре ман и к и ска рок  
баён этиш мумкин:  т р а н с п о р т  м а с а л а с и н и н г  
к а н д а й д и р  р е ж а с и  п о т е н ц и а л л и  б у л с а ,  у  
з ^ о л д а  у о п т и м а л д и р .

2 - т е о р е м  а (тескари теорема) .  Агар р е ж а  оптимал- 
булса,  у ^ о л д а  у алгатта  потенциалли була ди .

1 ва 2 - теорема ларни  исботсиз келтирамиз .
Юкорида  келтирилган асосий т е о рем алард ан  ф о н д а '  

ланиб. п о т е н ц и а л л а р  у с у л и н и н г  а л г о р и т м  и- 
н и  келтирамиз.  Уш б у  алгоритм бошлангич р е ж а  ва 
оптимал ечимни изловчи иккита — дастлабки ва так* 
рорланувчи умумий кадамлардан иборат.  Дас тла бки  к а -  
дам куйидаги уч  боскичга булинади:

а) масаланинг мумкин булган аниклик ре жа си то- 
пилади;

б) сонлар системаси,  яъни ресурсларни жуна тиш  ва- 
Кабул килиш тармокларининг  потенциаллари тузилади;

в) скстеманинг  потенциаллари бор-йуклиг и тахлил 
килинади.  Агар у  потенциалли булса,  топилган р е ж а  
оптимал була ди ,  акс  ^ олда  у  оптимал ечимга  эга б у л -  
гунча  давом эттириладиган такр орлан ув ч и ум уми й ка- 
дамга  утилади.  Т а к р о р л а н у в ч и  у м у м и й  к а д а м  
куйидагича бажа рил ади :  куйилган масалада*и м а в ж у д  
юкларни ж ад в а л да  энг кам нархл ар  буйича  таркат ила -  
ди,  агар масала  шартида  максимум кийматини топи ш
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талаб  этилган булса,  катта нархдан бош ланад и.  Ж а д -  
в а л да г и  тулдирилган катаклар с о н и т  +  / г — 1 булиши 
керак ,  бу  ерда  /тг — сагрла р ,  п — устунлар сонидир.  
Бо ш ланги ч режанинг  оптим ал  эканли!ини текш ир иш  
у ч у н  жунагиш  ва кабул килиш тармокл арида  питенци- 
а л л а р  ^и собл аб  чикилади:

а) тулдирилган ка та кла рдан потенциаллар  (Зу —
=  Сц- топилади.  бу ерда  с тариф (ба^о,  км ва ^ок азо  
б у ли ши ^ам мумкин) ;

б) тулдирилмаган б уш  катаклар учун  масаланинг  
оптимал ечими топилади,  яъни — шартнинг 
баж ар и л и ш и  текши рил ади.  (Масала шарти макси мум -  
ни талаб эгса,  ^  ^олда  ^  — о г б у л а д и . )  Агар б) 
ш а р т  бажарилс а ,  масала оптимал ечимга  эга  була ди ,  
акс ^о л д а  оптимал ечимни куйидагича  излаймиз:  т у л ­
дирилмаган катакларнинг  бирида ёки бир нечтасида 
потенциал бузилса ,  шу к а г а о а г и  энг катта т а р и ф  бу-  
йича ёпик зан жир цикл тузилади.  Ц и к л д а  бошл анг ич  
катак буш  цолади ва колган. кагаклар  тулдир ил ган  бу- 
лади.  Бошлангич  катакка  4- (плюс) ,  иккинчисига — 
(минус) ,  учинчисига +  (плюс)  ва ^о к азо  и ш ора ларн и 
к етм а-кет  алмаштириб куйилади.  Хосил булган цикл- 
нинг  манфий катаклардагн  энг кам таксимланган юк 
микдорини олиб, мусбат  катакчалардаги  юк м и к д о р л а -  
рига к у ш и л а д и  ва манфий ка такла рдаги  юк микдори-  
дан  олиб ташланади.  Н а т и ж а д а  юк та цсимлашни янги 
в ариа нт а  *осил булади.  Уш б у  амал ц и к л  б у й и ч а  
с у р и л и ш  дейила ди Агар цикл сурилиши баж арил-  
г анд ан кейин б) шарт  бажарилса ,  унда оптимал е ч и м ­
га эга буламиз ,  акс ^ о л д а  шу  тартибда  давом этгири-  
лади .

М и с о л .  Учта  Л 1, Л 2, Л 3 омбордаги  3 , 0 ,  250, 350 
тонна  унни туртта  В Х9 В 2, В 3, В к д у к он ларга  мос ра- 
в и ш д а  225, 230, 235, 210 тоннад ан килиб таксимлаш 
ке рак .  Бир тонна  юкни А 1 ( ¿ = 1 ,  2, 3) омбордан ихти- 
ёрий В] ( /  =  1, 2,  3, 4) дуко нг а  олиб бориш у ч у н  йул  
х а р а ж а т и

/ 8  12 10 15\
С -  4  13 15 14 

\ 9  16 17 1 1 /

каби булса,  ум ум ий  сарф  килинадиган маблар минимал 
була д иг ан таш иш  р еж асин и тузинг .
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Е ч и ш. Масалада  келтирилган ма ъ л у м о тл а р  ё р д а м и -  
да  энг кам нарх усулини куллаб  бошланрич т а ш и ш  
режасини тузамиз  ( ж а д в а л г а  каранг) .

I'а
дан \

В 2 Дз в .

*̂ 1

1..8 VI 10 1 Л

3 0 06 5 2 3 5

Л 2

4 1 3 1 Л 1 14
2 5 02 2 5 2 5

^3

9 1 6

1 4 0

1 Л 1 Л _

2 1 0 ЗЕО

2 2 5 2 3 0 2 3 5 2 1 0

Эътибор цилинса,  ж ад вал н и  т ^ л д и р и ш  х п ка так дан 
бошланг ан,  чунки б у  к а такд а  нар хларнинг  энг  кичиги 
С21 = 4  жойл ашг ан.  5 ,  д у к о н г а  керакли *амма  унни 
А 2 омбор бера  олади.  л 21 катакка 2*5 ёзиб ,  биринчи 
устуннинг  долган катакларини эътибордан чицарамиз .  
Колган уч устунли ж а д в а л д а  нархларнинг  энг кичиги 
С,з катакдир.  Унга  мос нарх 10 сумни т а ш к и л  этади.  
Ю ко ри да  айт илгандек  б у  катанка  *ам юк м и^ до ри бе- 
рилади.  У микдор 235 тонна ундир.  Х уд ди ш унд ай 
долган кагакларни *ам т^лдирамиз .  Н а т и ж а д а  цуйида-  
ги ечимга эга б^ламиз :  х и =  х л< — хгз -  х 2А =  дг31 =  
=  л зя =  0, л 12 =  65, дг|3 =  235, дг21 ■= 225, х , 2 =*25,  хп — 
=  140. ^34 =  210.

Ре жа н и потенциалли эканлигини тахли л  киламиз» 
Бунинг  учун  потенциаллар  тенгламалари сис темасини 
тузамиз:

П от ен ц и ал лар  системаси олти т е н г л а -  
мадан иборат булиб,  н о м а ъ л у м л а р  со* 
ни еттита.  Шунинг  учун я, =  0 д е б ,  
долган  но маълумлар цийматини аник* 
лаймиз.

°1 4* Рг =  12 
-Н Эя — ю  

■4
■ 13
■ 16 
И

! +  РГ
I +  '
I 4* : 

+  ¡V
24»
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Ечим ку й и д аги лар д ан  иборат булади:  а 1 =» 0, а2 = 1, 
«3 =  4, Р!“»3 ,  р2 =*12,  З3 =  10, р4 =  7. Т у л а  булмаган 
катакларнинг  потенциалларини аниклаймиз:

Сц =  « 1 +  Р1 =  3 <С 8 =  С п ,
С \4  =* а 1 4 "  5=8 7  <  15 =  С 141 

С*23 в  а 2 “Ь  Ре в  1 1 ^  15 =  С 23»

См =  а, +  р4 =  8 < 1 4  =  С 24,
С31 =  а3 +  Р, =  7 <  9 =  С31,

С з з = а з  +  Р з = 1 4 < 1 7  =  С 33.

Д ем ак ,  система потенцйалли экан. Р е ж а  оптимал 
булади.  Р еж ага  кетадиган барча  харажат  5 = 6 5 -  12 +  
+  235 • 10 +  25 - 1 3 +  140 - 26 +  210 - 11 + 2 2 5 - 4  =  8905. 
Демак,  5  =  8905 тонна-сум.

Потенциал усули алгоритмидан ф ой дал ан и лга н да  
^исобларни текшириш куйидагича  амалга оширилади.  
Масалани ечиш жа ра ён и да  >;зр бир ^осил килинган р е ­
жа уринлиликка текширилади.  Бунинг учун р е ж а  ком-  
поненталари сатр ва устун буйича кушилади.  Й и п ш -  
дилар  мос равишда истеъмолчининг  э^ ти ёж и  билан 
жу на тилад ига н ресурслар  зохирасига  тенг булмори ло- 
зим.  Оптимал р е ж а  асосий теоремадан келиб чикадиган

п т  п т

^шш =  2  2  —  2  Ь61~Ъ а‘а1
/ = 1  / = 1  / = 1  ¿ = 1

формуладан фойдаланилган ^олда  текш ири лади .  Й ул-  
йулакай потенциаллар ^ам текширлади.

И. Т р а н с п о р т  ма сала си ни  ечишд а т а ц с и м л а ш  у с у ­
ли потенциал усулидан фацат ^исоблаш жараёнининг  
узгарищи билан фарк килади.  Тацсимлаш усулининг 
алгоритми куйидагича булади:

а) берилган маълумотлар  шимолий бу рча к  усули 
билан бошлангич режа жадвалига  таксимланади ва у 
оптимал ечиш (тулдирилган катаклар буйича)  ^исобла-  
нади;

б) олинган ечим ^ал  килувчи купайтувчилар  ёрда-  
мида текширилади,  яъни бу кушилувчилар  ёрдамида 
тулдирилган катаклардаги ^амма ба^олар  нолга айлан- 
тирилади.  Агар бундай тузатишл ардан  кейин ^амма 
катакларда  мянфий ишорали ба^о сакланмаса (макси- 
мумни излаш да манфий ишорали),  у оптимал ечимга  
эга булади,  акс ^ол;7а масалани ечишнинг  куйидаги  
боскичини бажариш керак;
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в) ж адвалда  учта  ноль баландлик ва тур тннчиси  
мус баг баландлик буйича турри бурчак  а ж р а т и л а д и ,  
агар бун ап турри бурч акл ар  бир нечта  булса ,  улар-  
нинг манфий баландли'кдаги сонининг абсолют кийма-  
ти жи^ат идан энг кат>асидан бошланади Х осил бул- 
ган тутри бурчакдан манфий ба¡ ан ц ли к да ги  энг кам 
юк микдорини олиб,  мусбат  кат аклардаги  юк м ик до р-  
лари куш ила ди  ва манфий катаклардаги  юк ми ц до р-  
ларидан айириб ташла над и (агар ма; алан ин г  шарти 
макси му мни талаб этса,  юкоридагининг  акси б у ла д и ) .  
Натиж ад а  режа янгича тацсимланади.  Бу н да  р е ж а  оп- 
тимал ечимга  эга булгунча алмаштириш давом эттири-  
лади.

III. Транспорт масаласини ечиш нинг ёпиц м одели
Транспорт  масаласини е ч и ш д а  масала турлича  цуй ил и-  
ши мумкин.  Ш уларда н транспортга оид  масаланинг  
Куйида1и математик модел и ёпик модель  деб  юрити-  
лади:

п
а) У  х ч =  А} (/ =  1, 2, • . т) ре су рс лардан  тула  

ф ой дал ани ш керак;
п

б) У. **/ =  £ ;  ( / =  1, 2, . . п) истеъмол к и л у в чи -
/=1

нинг талаби тула  ц о н ди ри лиш и керак;
п т

в) ^  В) =  У Ai — ист еъмолчиларнинг  талаби ко н ди -
у = I ¿=1

рилиши уч у н  ресурслард ан т^ ла  ф ой д ал ани ш  кер ак * ;
г) - £ / , > ( )  — н о м аъ лум лар  манфий булма слин лари

т п
керак.  Юко ри да ги  ш ар г л а р д а  Z =  V  ф у н к ц и я -

/=I j=\
нинг минимум ёки максимум циймати топилиши керак .

IV. Т ранспорт масаласининг очиц м одели . Т р а н с ­
портга  оид масалада очик моделнинг  кур иниш и куй и-  
дагича булади:

т п т п
а )  2  ai >  2  hi ё к и  б ) 2  at <  2  bi • 

—1 у-1 .-1 у- 1

Агар ташил адиган ум умий  юк  зо хир а  истеъмол ^ и л у в -  
чиларга  нисбатан куп булса ,  у  вактд а  истеъмо л к и л у в -

* в) шарти бажарилса, модель ёпиц модель дейилади.
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чиларга  ку ш им ча  истеъмол тармоги (я +  1) кУшилади,  
я ъ н и

т п

Ь п+ 1 =  2  а > ~  2  Ь 1 бУлади.
I- 1 /-1

М у л ж а л л а н г а н  тармо к ка  ташиладиган юкнинг  ба^о-  
си  нолга  тенг  деб  *исобланади.  Хосил бу ладиган янги 
масала транспорт  масаласида ёпик модель  куринишига  
кел ад и:

т л +1

2  а1 =  2  ь}'
1-1 ,-=!

Х удди  шундай иккинчи куринишдаги б) ф орм ула -  
нинг ёпик моделига  \ о с  ифодаси берилапи:

п т
бунд а  а т + 1 =  2  Ь] — 2  я* булиб,  юкни таш иш даги  ба- 

/=1 ¡=1 ТП-\- 1

л о  эса С т + 1 . =  0 (/  =  1, 2, 3, . . . )  га тенг ёки 2 а г =
/=!пг

8=8 2  булади.  Юкорида  келтирилган моде лларга  бор- 

ли к  булган масалаларнинг  х;ар хил йуллар  билан ечи- 
л и ш и  кУлланмаДа келтирилмайди.

И Л О ВА
Л г2

2 С - - -
ф  (а) «  — —  . \ е 2 с1х функция кийматлари жадвали (э*-

V  2гс .) г о
тимоллик инте1ралининг цийматлари)

а Ф {а) а Ф{а) а Ф{а) а Ф(а) а Ф(а)

1 11 2 3 ; 4 5 Ь 7 8 9 10

0,00 о.осо 0,61 *0,458 1,^2 0..78 1,83 0,^33 2,44 0,985
0,01 0, С08 0,62 0,465 1,'3 0/81 1,84 0,924 ‘/,45 0,98*5
0,02 0,016 0,63 0.471 1,24 0,785 1,8> 0,936 2,46 0.985
0,03 0,024 и,64 0,^78 1 ,/5 0,78у 1,86 0,93/ 2,4/ 0.986
0,04 0,032 0,65 0 ,4 4 1 ,^ 0,7^2 1,87 0,939 2,48 0,987
0,05 0,040 0,66 0,491 1,27 0.796 1,88 0,940 2.49 0,987
0,06 0,048 0,67 0,497 1,2« 0,800 1,89 0.941 2,50 0,^88
0,07 0,056 0,68 0,-04 1,29 о.ьоз 1,90 0,943 2,51 0,988
0,0* 0.064 0,69 0, 10 1,30 0,80о 1,91 0,944 2,52 о 988
0,0.4 0,072 0,70 0,516 1.31 0.810 1Л2 0,945 2,53 0, 8Э
0,10 0.180 0,71 0,522 1,32 0.813 1,93 0.9 Ь 2,54 0,989
0,11 0,0*8 0 72 0,528 1,33 8,716 1,У4 0,948 2,55 0,989
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