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СУЗ БОШИ

Ҳисоблаш методлари курсига бағишланган китоблар рус ва 
чет тилларда кўплаб чоп этилган бўлишига қарамай, бундай 
китоблар ўзбек тилида шу дамгача яратилмаган. Шуиинг учун 
ҳозирги замон фан ва техникасининг тараққиётини акс этти- 
рувчи ўзбек тилидаги ҳисоблаш методлари курсига доир дарс- 
ликларнинг яратилиши муҳимдир. Чунки республикамиз олий 
ўқув юртларида ҳозирги замон талабларига тўла жавоб бера- 
диган юқори малакали мутахассислар тайёрлаш, айниқса тай- 
ёрланадиган мутахассисларнинг ҳисоблаш математикасидан 
оладиган билим даражаси тобора юқори ва пухта бўлиши ало- 
ҳида аҳамиятга эгадир. Бу эса студентларимизни она тилида 
ёзилган дарсликлар билан таъминлашга бевосита боғлиқдир.

Мазкур китоб муаллифнинг узоқ .йиллар давомида В. И. 
Ленин номли Тошкент Давлат университетининг математика, 
амалий математика ва механика факультетларида ҳамда уни- 
верситет қошидаги малака ошириш факультетида «Ҳисоблаш 
методлари» курси бўйича ўқиган лекциялари асосида ёзилган 
бўлиб, у университетларнинг «Амалий математика» 01.02.00, 
«Математика» 01.01.00 ва «Механика» 01.04.00 ихтисослари учун 
«Ҳисоблаш методлари» курси программаларининг биринчи қис- 
мига мос келади. Қўлланма университетларнинг «математика» 
ва «амалий математика» ихтисосликлари бўйича ўқувчи сту- 
дентлар учун мўлжалланган бўлиб, ундан педагогика инсти- 
тутлари, олий техника ўқув юртлари студентлари ҳам фойда- 
ланишлари мумкин.

Қитобни ёзишда машҳур совет ва чет эл олимлари томони- 
дан яратилган адабиётлардан, шу жумладан Н. С. Бахвалов, 
М. С. Березин ва П. Н. Жидков, В. И. Крилов, В. В. Бобков 
ва П. Н. Монастирний, Г. И. Марчук, И. П. Мисовских, Г. А. Ми- 
хайлов, А. А. Самарский, А. Н. Тихонов, Д. К. Фадеев ва 
В. Н. Фаддеева, Ж. X. Уилкинсон дарсликлари ва монография- 
ларидан фойдаланилди.

Узбек тилида бунгача ҳисоблаш методлари бўйича дарслик 
ҳамда мисол ва масалаларга доир қўлланмалар бўлмаганли- 
гини ҳисобга олиб, асосий ғоя янада тушунарли бўлиши учун,
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'нитобда баён этилган деярли барча методлар учун содда бўл* 
са-да, мисоллар келтирилган ва ҳар бир бобнинг охирида 
■машқлар берилган.

Бу китобнинг махсус муҳаррири физика-математика фанла- 
ри кандидати, доцент 3. Жамолов, таҳризчилари физика-ма- 
•тематика фанлари доктори Н. Муҳиддинов ва физика-матема- 
тика фанлари кандидатлари, доцентлар Ҳ. Т. Тўраев, М. М. 
'Суяршоевлар китоб ҳўлёзмасини синчиклаб ўҳиб чиқиб, ўз 
фикр-мулоҳазаларини билдиришди. Шунингдек, Р. Жўрақу- 
лов, А. Соатмуродов ва Б. Эшдавлатовлар китобни нашрга 
тайёрлашда ўз ҳиссаларини қўшишди. Фурсатдан фойдаланиб, 
тюмлари зикр қилинган ўртоқларга миннатдорчилик билдириш- 
зни ўз бурчим деб биламан.

«Ҳисоблаш методлари» китоби бу соҳада ўзбек тилида илк 
'тажрибадир, табиийки, у камчиликлардан холи бўлмаса керак. 
Шунинг учун ҳам, китоб ҳақидаги барча фикр ва мулоҳазалар- 
л а  зўр мамнуният билан қабул қиламан.

Муаллиф.
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КИРИШ

1-§. ҲИСОБЛАШ МАТЕМАТИКАСИНИНГ ПРЕДМЕТИ ВА МЕТОДК

.Математика турмуш масалаларими ечишга бўлган эҳтиёяс 
'(юзлар ва ҳажмларни ўлчаш, кема ҳаракатини бошқариш, юл- 
дузлар ҳаракатини кузатиш ва бошқалар) туфайли вужудга 
келганлиги учун ҳам у сонли математика, яъни ҳисоблаш ма- 
тематикаси бўлиб, унинг мақсади эса масала ечимини сон шак- 
лида топишдан иборат эди. Бу фикрга ишонч ҳосил қилиш учуш: 
математика тарихига назар ташлаш кифоядир. ■

Вавилон олнмларининг асосий фаолияти математик жадваллар» 
тузишдан иборат бўлган. Шу жадваллардан бизгача етиб келган- 
ларидан бири милоддан 2000 йил аввал тузилган бўлиб, унда 1 дан; 
60 гача бўлган сонларнинг квадратлари келтирилган. Милоддан: 
аввалги 747-йилда тузилган бошқа бир жадвалда Ой ва Қуёш- 
нинг тутилиш вақтлари келтирилган. Қадимий мисрликлар ҳамг 
фаол ҳисобчилар бўлганлар. Улар мураккаб (аликвота ёки Миср> 
касрлари деб аталувчи) касрларни сурати бирга тенг бўлган оддиш
касрлар йиғиндиси (масалан: уу == +  уу +  шаклида ифодалов-
чи жадваллар тузишган ва чизиқли бўлмаган алгебраик тенглама- 
ларни ечиш учун ватарлар усулини яратишган. Грек математикларига? 
келсак, милоддан аввал 220- йиллар атрофида Архимед т. сони учуж
З ^ с ^ с З у  тенгсизликни кўрсатди. Героннинг милоддан аввал-

ги 100-йиллар атрофида ушбу \ / (Г~-к-(хп~1-— ) итерацион ме-
тоддан фойдаланганлиги маълум. Диофант 111 асрда аниқмас тенг- 
ламаларни ечишдан ташқари квадрат тенгламаларни сонли ечшж 
усулини яратган.

IX асрда яшаган буюк ўзбек математиги Муҳаммад ибн Мусо* 
ал-Хоразмий ҳисоблаш методларини яратишга катта ҳисса қўшгаи_. 
Ал-Хоразмий т «  3,1416 қийматии аниқлади, математик жадвал— 
ларни тузишда фаол қатнашди. Абулвафо ал-Бузжоний 9 6 0 -йилда

1 Сч.

синуслар жадвалини ҳисоблаш методнни ишлаб чиқди ва з т

нинг қийматини тўққизта ишончли рақами билан берди. Бундаш 
ташқари, у „1§“ функциясидан фойдаланди ва унинг қийматларш 
жадвалини тузди. XVII асрда инглиз математиги Ж. Непер (1614.,. 
1619), швециялик Й. Бюрги (1620), инглиз Бригс (1617), голлан-
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диялик А. Влакк (1628) ва бошқэлар томонидан яратилган лога- 
рифмик жадваллар Лаплас сўзи билан айтганда: . .  ҳисоблашлар- 
ни қисқартириб', астрономларнинг умрини узайтирди“.

Ниҳоят, 1845 йилда Адамс ва 1846 йилда Леверьеларнинг 
ҳисоблашлари натижасида Нептун сайёрасининг мавжудлиги 
ва унинг фазодаги ўрнини олдиндан айтишлари ҳисоблаш ма- 
тематикасининг буюк ғалабаси эди. Татбиқий масалаларни 
сонли ечиш математиклар эътиборини доим ўзига тортар эди. 
Шунинг учун ҳам ўтган замоннинг буюк математиклари ўз 
тадқиқотларида табиий жараёнларни ўрганиш, уларнинг мо- 
делларини тузиш ва моделларни тадқиқ этиш ишларини бирга 
қўшиб олиб боришган. Улар бу моделларни текшириш учун 
махсус ҳисоблаш методларини яратишган. Бу методларнинг 
айримлари Ньютон, Эйлер, Лобачевский, Гаусс, Чебишев, Эр- 
мит номлари билан боғлиқдир. Бу шундан далолат берадикн, 
ҳисоблаш методларини яратишда ўз замонасининг буюк мате- 
матиклари шуғулланишган.

Шуни ҳам айтиш керакки, лимитлар назарияси яратилган- 
дан сўнг математикларнинг асосий диққат-эътибори математик 
методларга қатъий мантиқий замин тайёрлашга, бу методлар 
қўлланиладиган объектлар сонини орттиришга, математик объ- 
ектларни сифат жиҳатдан ўрганишга қаратилган эди. Натижа- 
да математиканинг жуда муҳим ва айни пайтда кўпинча қий- 
инчилик туғдирадиган соҳаси: математик тадқиқотларни сўнгги 
сонли натижаларгача етказиш, яъни ҳисоблаш методлари яра- 
тишга кам эътибор берилар эди, бу соҳа эса математиканинг 
татбиқлари учун жуда зарурдир.

Математиканинг ҳозирги замон фан ва техникасининг хил- 
ма-хил соҳаларидаги татбиқларида, одатда, шундай типик ма- 
тематик масалаларга дуч келинадики, уларни классик метод- 
лар билан ечиш мумкин эмас ёки ечиш мумкин бўлган тақдир- 
да ҳам ечим шундай мураккаб кўринишда бўладики, ундан 
са.марали фойдаланишнинг иложи бўлмайди. Бундай типик ма- 
тематик масалаларга алгебра (одатда тартиби жуда катта 
бўлган чизиқли алгебраик тенгламалар системасини ечиш, мат- 
рицаларнинг тескарисини топиш, матрицаларнинг хос сонлари- 
ни топиш, алгебраик ва трансцендент тенгламалар ҳамда бун- 
дай тенгламалар системасини ечиш), математик анализ (сонли 
интеграллаш ва дифференциаллаш, функцияни яқинлаштириш 
масалалари) ҳамда оддий ва хусусий ҳосилавий дифференци- 
ал тенгламаларни ечиш масалалари ва бошқалар киради.

Фап ва техниканинг жадал равишда ривожланиши, атом 
ядросндап фойдаланиш, учувчи аппаратлар (самолёт, ракета) 
ни лойиҳалаш, космик учиш динамикаси, бошқариладиган тер- 
моядро сиптсзи муаммоси муносабати билан плазма физикаси- 
ни ўргапиш на шупга ўхшаш кўп масалаларни текшириш ва 
ечишни тақозо қнлмоқда. Бундай масалалар ўз навбатида ма- 
тематиклар олдига япгидан-янги ҳисоблаш методларини яра- 
тиш вазифасини қўядн. Иккинчи томондан фан ва техника
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ютуқлари математиклар ихтйёрига кучли ҳисоблаш восита- 
ларини бермоқда. Бунинг натижасида эса мавжуд методларни 
янги машиналарда қўллаш учун қайтадан кўриб чиқиш эҳтиё- 
жи туғилмоқда.

Математиқада типик математик масалаларнинг ечимларини 
етарлича аниқликда ҳисоблаш имконини берувчи методлар 
яратишга ва шу мақсадда ҳозирги замон ҳисоблаш воситала- 
ридан фойдаланиш йўлларини ишлаб чиқишга бағишланган 
соҳа ҳисоблаш математикаси дейилади.

Ҳозирги замон ҳисоблаш математикаси жадал ривожланиб 
бормоқда. Ҳисоблаш математикаси қамраган масалалар тури 
жуда кўп. Табиийки, бу масалаларни ечиш методлари ҳам хил- 
ма-хилдир, шунга қарамай бу методларнинг умумий ғояси ҳа- 
қида сўз юритиш мумкин. Бунинг учун аввал функционал 
анализга тегишли бўлган айпим тушунчаларни келтирамиз. 
Агар бирор тўпламда у ёки бу йўл билан лимит тушунчаси 
киритилган бўлса, у ҳолда бу тўплам абстракт фазо дейиладн.

Элементлари кетма-кетликлардан ёки функциялардан ибо- 
рат бўлган фазо функционал фазо дейилади. Бирор /Ҳ функцио- 
нал фазони иккинчи бир /Ҳ функционал фазога акслантира- 
диган А амал оператор дейилади. Агар операторнинг қиймат- 
лари ташкил этган /?2 фазо сонли фазо бўлса, у ҳолда бундай 
оператор функционал дейилади.

Ҳисоблаш математикасида учрайдиган кўп масалаларни

у =  Ах  (1)-

шаклида ёзиш мумкин, бу ерда х ва у берилган /Ҳ ва /?2 функ- 
ционал фазоларнинг элементлари бўлиб, А — оператор ёки ху- 
сусий ҳолда функционалдир. Агар А оператор ва х элемеит 
ҳақида маълумот берилган бўлиб, у ни топиш лозим бўлса, 
бундай масала тўғри масала дейилади. Аксинча, А ва у ҳақида 
маълумот берилган бўлиб, х ни топиш керак бўлса, бундай ма- 
сала тескари масала дейилади. Одатда, тескари масалани ечиш 
анча мураккабдир. Бу масалалар ҳар доим ҳам аниқ ечилавер- 
майди. Бундай ҳолларда ҳисоблаш математикасига мурожаат 
қилинади.

Баъзан масалани аниқ ечиш ҳам мумкин, лекин классик 
математика методлари билан керакли сонли қиймат олиш учун 
жуда кўп ҳисоблашлар талаб қилинади. Шунинг учун ҳам ҳи- 
соблаш математикаси зиммасига конкрет масалаларни ечиш 
учуи оқилона ва тежамкор методлар ишлаб чиқиш юкланадп 
(масалан, чизиқли алгебраик тенгламалар системасини ечишда 
Крамер формулаларига нисбатан Гаусс методи анча тежамкор 
методдир).

Ҳисоолаш математихасида юқоритаги масалаларни ҳал қилиш- 
нинг асосий моҳияти /Ҳ, фазоларни ва А операторни ҳисоб- 
лаш учун қулай бўлган. мос равишда бошқа /Ҳ, Ҳ2 фазолар ва 
А оператор билан алмаштиришдан иборатдир. Баъзан фақат /Ҳ ва

7

www.ziyouz.com kutubxonasi



■•$?2 фазолар ёки фақатгина улардан бирортасини, баъзан эса фақат 
Л  операторни алмаштириш кифоядир. Бу алмаштиришлар шундай 
«бажарилиши керақки, натижада ҳосил бўлган янги

у = А х  ( х ^ к и  УЬХз)
шасаланинг ечими бирор маънода берилган (1); масаланинг 
«ечимига яқин бўлсин ва бу ечимни нисбатан кўп меҳнат сарф- 
•ламасдан топиш мумкин бўлсин.

Бунга мисол сифатида шуни кўрсатиш мумкинки, одатда 
шатематик физика тенгламалари у ёки бу структурага эга бўл- 
жан алгебраик тенгламалар системасига келтирилиб ечилади.

Демак, ҳисоблаш математикаси олдидаги асосий масала 
«функционал фазоларда тўпламларни ва уларда аниқланган 
«эператорлар (функционаллар)ни яқинлаштириш ҳамда ҳозирги 
зам он ҳисоблаш машиналари қўлланиладиган шароитда маса- 
даларни ечиш учун оқилона ва тежамкор алгоритм ва метод- 
-лар ишлаб чиқишдан иборатдир.

2 -§ .  ҲОЗИРГИ ЗАМОН ҲИСОБЛАШ МАШИНАЛАРИ ВА СОНЛИ 
МЕТОДЛАР НАЗАРИЯСИ, УЛАРНИНГ УЗАРО АЛОҚАСИ 

ВА ТАЪСИРИ

Қонкрет математик масалани у ёки бу ҳйсоблаш методи 
Зилан ечиш учун ҳисобловчи ихтиёрида бўлган ҳисоблаш ма- 
?шиналарининг имкониятлари эътиборга олиниши керак. Ҳо- 
эдрги замон ҳисоблаш машиналари информацияни тасвирлаш 
усулига кўра икки синфга бўлинади:

Аналогли ёки моделловчи ҳисоблаш машиналари. Бу ма- 
зшнналарда информация узлуксиз равишда ўзгарадиган физик 
миқдорлар (чизиқнинг узунлиги, валнинг айланиш бурчаги, 
электр токининг қуввати, кучланиши ва ҳ. к.) ёрдамида тас- 
аирланади. Буларда, одатда бирон физик жараён ёрдамида у 
«ёкн бу 'математик масалани моделлайди. Бундай машинага ҳо- 
зиргача кенг тарқалган логарифмик линейка мисол бўла олади.

Иттифоқимизда аналогли машиналардан планиметрлар, 
аитеграфлар, гармоник ва дифференциал анализаторлар, элек- 
‘тғро- ва гидро-анализаторлар ишлатилади. Аналогли машина- 
ларнинг аниқлиги одатда катта бўлмайди ва улар тор синф- 

,даги махсус масалаларни ечиш учун мўлжалланади.
Рақамли ҳисоблаш машиналари. Буларда информация би- 

цэор физик миқдорнинг дискрет қийматлари ёрдамида тасвир- 
«ланади ва бу машиналар бирор саноқ системаси (иккилик, уч- 
.лик, ўнлик ва ҳ. к.) да тасвирланган сонлар устида амаллар 
«Зажаради; ҳисоб натижаси яна бирор саноқ системасида ёзи- 
«лади. Ҳисобнинг аниқлиги машина сўзи разрядларининг миқ- 
дорига боғлиқ. Тарихда биринчи рақамли ҳисоблаш воситаси 
«аддий чўтдир.

Энг содда рақамли ҳисоблаш машиналарига ҳисоблаш жа- 
|раёни қўл билан бошқариладиган машиналар — арифмометр, 
аславишли ярим автомат ва автомат машиналар киради. Бу
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машиналар дастлаб электромеханик элементларда қурилган 
бўлса, сўнгги вақтда улар электрон элементларда қурилмоқда. 
Бу машиналарда арифметик амаллар нисбатан тез бажарили- 
шига қарамасдан, ҳисоблаш жараёни механик принципга асос- 
лангани сабабли ҳисоблаш тезлиги унча катта бўлмайди. Шу- 
нингдек, турли хил статистик, бухгалтерлик ва молия-банк 
ҳисоблашлари учун ҳисоб-аналитик маишналари ишлатилади. 
Бундай машиналар ўзида доимий жойлаштирилган маълумот- 
лар орқали ҳисоблашларни автоматик равишда бажаради.

Ҳозирги ваҳтда кенг қўлланиладиган раҳамли ҳисоблаш  
машиналари — бу универсал электрон-ҳисоблаш машиналари 
(қисқача ЭҲМ)дир. Бу машиналарда ҳисоблаш жараёни бош- 
қариш программаси ёрдамида автоматик равишда олиб бори- 
лади. ЭҲМ лар инсоннинг илмий фаолиятидаги катта меҳнаг 
талаб қиладиган жараёнларни автоматлаштиришнинғ энг му- 
каммал намунасидир. ЭҲМ турли арифметик ва мантиқий 
амалларни катта тезликда ва катта аниқликда бажаради. Про- 
граммалаштириш ва автоматлаштириш учун бу машиналарда 
катта имкониятлар мавжуд бўлиб, дастлабки маълумотларни, 
программаларни, оралиқ ва охирги натижаларни сақлаш учун 
катта ҳажмдаги хотира қурилмалари мавжуддир.

ЭҲМ ларнинг ривожланиши электрон техникасининг муваф- 
фақиятлари билан чамбарчас боғлиқдир. Биринчи ЭҲМ лар 
электрон лампалар ёрдамида қурилган бўлиб, улар биринчи 
авлод ҳисоблаш машиналари дейилади.

Радиоэлектрониканинг ривожланиши туфайли асосан ярим 
ўтказгичли элементлар (транзисторлар)дан қурилган иккинчи 
авлод ҳисоблаш машиналари бунёдга келиб, улар биринчи ав- 
лод машиналаридан ҳар томонлама устундир. Учинчи авлод 
машиналари эса интеграл схемаларда қурилган бўлиб, бундай 
машиналарнинг ҳар бир модули ўнлаб транзисторлардан ибо- 
ратдир. Уларнинг қурилиш технологияси аввалгиларидан кат- 
та фарқ қилади.

Бу ЭҲМ лар программадан программага ўтиш жараёнини 
операцион система ёрдамида, инсоннинг иштирокисиз, узлуксиз 
равишда бажара оладилар.

Тўртинчи авлод ЭҲМ лари катта интеграл схемаларни қўл- 
ланишига асосланган, бу схемалар битта массивда ярим ўтказ- 
гичли материалдан қурилган ўнлаб электр занжирлар бир- 
лашмаси кўринишида бўлган ва ички боғланишлар билан 
бирлаштирилган ягона фунқционал блокдир. Уларнинг ҳисоб- 
лаш тезлиги бир секундда бир неча ўн миллион амаллар ба- 
жарилишига мўлжалланган.

Бешинчи авлод келажак ЭҲМлари оптик-электрон элемент- 
ларга асосланган бўлиб, уларнинг ҳисоблаш тезлиги бир се- 
кундда бир миллиардгача амаллар бажарилишига мўлжал- 
ланади.

Юқорида таъкидланганидек, математиклар ихтиёридаги бун- 
дай ҳисоблаш машиналари ечилиши керак бўлган масалалар
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синфини ва уларни ечиш учун ҳисоблаш методларини танлаш- 
ни тақозо этади. Маълумки, раҳамли : ҳисоблаш машиналари 
арифметик ва мантиқий амалларни бажаради. Демак, ҳар бир 
математик масалани ечиш учун шундай метод танлашимиз 
керакки, у берилган масалани биз эга бўлган машина бажара 
оладиган амаллар кетма-кетлигига келтирсин. Бундан ташқа- 
ри, машинанинг тезлиги ва хотирасининг сиғимига қараб, амал- 
да бажарилиши мумкин бўлган ҳисоблашлар ҳажмини ҳам 
аниқлаш мумкин. Ҳисоблаш .машинаси қанчалик мукаммал 
бўлса, у шунчалик мураккаб масалани ечишга имкон беради. 
Шуни ҳам таъкидлаб ўтиш керакки, ЭҲМ ларнинг тараққиётй 
билан ҳисоблаш математикаси жуда тез ривожланмоқда. Унинг 
янги бўлимлари, масалан, ўйинлар назарияси, оммавий хизмат 
назарияси, комбинаторика, мантиқий функцияларни минимал- 
лаштиришга доир ҳисоблаш методлари вужудга келмоқда. Бў- 
лар эса ўз навбатида янада мукаммалроқ ҳисоблаш машина- 
ларини лойиҳалаш учун хизмат қилади. .

Масалани ЭҲМ ларда ечишнинг ўзига хос томонлари бор. 
Шунинг учун уларга бир оз тўхталиб ўтамиз. Ҳар бир ҳисоб- 
лаш иши пўхта планлаштиришии талаб қилади, яъни ҳисоб- 
лаш жараёнининг шундай схемасини тузиш керакки, у оралиқ- 
даги ва охирги натижаларни назорат қилиш учун имкон берсин. 
Акс ҳолда турли хатоларга йўл қўйилиши мумкин, ҳозирги 
ЭҲМ лар соатига ўн миллиардлаб амал бажаради ва бу 
ҳисоблашлар автоматик равишда, ҳисобловчининг иштирокисиз 
бажарилади. •

Шунинг учун ҳам ҳисобловчи ҳисоблаш машинасининг бар- 
ча ишини шундай планлаштириши керакки, масалани ечиш 
жараёнида учрайдиган ҳар бир махсус ҳолларга машина эъти- 
бор берадиган бўлсин. У керакли алгоритмнинг бажарилишини 
таъминлаши керак, яъни масалани ечишнинг программасини 
тузиши керак. Ҳатто элементар амалларни қайси тартибда 
бажарилиши катта аҳамиятга эга. Бунга изоҳ бериб ўтамиз. 
Ҳисоблаш жараёнида, одатда, яхлитлаш амали бажарилади, 
бунинг натижасида ҳисоблаш хатоси зужудга келади. Рақамли 
ҳисоблаш машиналарида, ‘умуман айтганда, кўпайтириш ва бў- 
лиш амаллари фақат олинган натижанинг яхлитланиши билан 
бирга ўринли'бўлади. Шунинг учун ҳам, аслидаги х-у кйпай- 
тириш ва х / у  бўлиш амаллари «псевдокўоайтириш» х * у  ва 
«псевдобўлиш» х : у амали билан алмаштирилади. Бундай 
«псевдоамаллар» учун ассоциативлик ва дистрибутивлик қо- 
нунлари бажарилмайди. '

Масалан, вергулдан кейин уч хона аниқликда ҳисоблайди- 
ган бўлсак, (0,642+0,439) * 0,275 =  0,297 бўлиб, шу билан бирга 
0,642 * 0,275+0,439»9,275 =  0,298 бўлади, яъни ҳар хил натижа- 
га эга бўламиз. . .

ЭҲМ ларнинг мураккаб масалаларни ечишга қўлланилиши 
алгоритмларнинг турғунлигини талаб қилади. Бунинг маъноси 
шундан иборатки,' одатда бирор натижани олиш учун кўрса-
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тилган метод билан кетма-кет ҳисоблашларни бажариш керак* 
агар аниқликни орттирсак, бу ҳисоблашлар кетма-кетлиги яна- 
да катталашади. Ҳисоблашнинг бирор қадамида йўл қўйилган 
хато кейинги қадамларда ҳам ўз таъсирини кўрсатади. Бу 
таъсир турли алгоритм учун турличадир.

Агар ҳисоблашнинг дастлабки қадамларида йўл қўйилган 
хато, кейинги ҳадамларда ҳисоблаш аниқ бажарилганда орт- 
маса ёки ҳеч бўлмаганда бир хил тартибда бўлса, у ҳолда ҳи- 
соблаш алгоритми дастлабки хатога нисбатан турғун дейила- 
ди. Агарда қадамдан қадамга ўтганда хато ортиб борса, у  
вақтда алгоритм нотурғун дейилади. Масалан, ҳисоблаш қу- 
йидағи .

Уя-И==—  Юул +  2уя_1 ( « = 1 ,  2, . . .) (2) *
рекуррент формула ёрдамида олиб борилсин. Фараз қилайлик, 

ҳисобланаётганда е .хатога йўл қўйилган бўлиб (бу яхлит- 
лаш ҳисобидан бўлиши мумкин), уп аниқ топилган бўлсин. Ке- 
йинги ҳисоблашлар аниқ олиб борилган деб фараз қилсак, ? ха- 
тонинг таъсири натижасида уп+х 2-:. хато билан, у„+2 — 20е хато 
билан, уя+3 эса 204з хато билан аниқланади ва бундан кейинги 
қадамларда хато тез ўсио боради. Демак, (2) формула билан 
бўладиган ҳисоблаш жараёни нотурғун экан, бундай формула би- 
лан ҳисоблаш қатъийн ман қилинади.

Турғун бўлмаган алгоритмга олиб келадиган ҳисоблаш ме- 
тодлари масалани тақрибий ечиш учун яроқсиздир. Ҳозирги 
вақтда, ҳисоблаш методлари ва алгоритмларининг турли ха- 
толарга, шу жумладан, яхлитлаш хатосига нисбатан турғун- 
лигини текшириш ҳисоблаш математикасининг муҳим йўна- 
лишларидан бири бўлиб қолди. Иккинчидан, ЭҲМларда ечи- 
ладиган масалаларнинг алгоритмлари шундай бир жинсли ва 

,циклик жараёнларнинг кетма-кетлиги шаклида ёзилиши ке- 
ракки, унда натижа соддароқ алгоритмни кўп марта қўллаш 
йўли билан ҳосил бўлсин.

Ҳар бир конкрет машина тилида программа тузиш жуда 
кўп меҳнат талаб қилади. Шунинг учун ҳам одам билан кон- 
крет машина ўртасида воситачи вазифасини бажарадиған тил- 
лар яратиш катта аҳамият касб этади. Бу тилларда ёзилган 
программаларни махсус программа-трансляторлар конкрет ма- 
шина тилига ўтказади. Ҳозирги вақтда кенг тарқалган тиллар 
алгол, фортран, кобол ҳисобланади. Бу масалалар билан ҳи- 
соблаш математикасининг махсус бўлими — программалаш на- 
зарияси шуғулланади. . .

Ушбу китоб' асосан ҳисоблаш математикасининг ҳисоблаш \  
методлари бўлимига оид материалларни ўз ичига олади. Китоб 
университетлар учун мўлжалланган «Ҳисоблаш методлари» ; 
программасига мос келади. Ундан ҳисоблаш математикаси их- 
тисоси бўйича таълим олаётган бошқа олий ўқув юртларининг 
студентлари ҳам фойдаланишлари мумкин.

Китобнинг 1-бобида ҳисоблаш хатосини баҳолаш масаласи
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қаралади. 2-боб -алгебраик ва трансиендент тенгламалар ҳамда 
уларни ечишга бағишланган. 3- ва 4 - бобларда чизиқли алгебра 
масалалари чизиқли алгебраик тенгламалар системасини ечиш 
ва хос сон ҳамда хос векторларни топиш қаралади, 5- бобда 
интерполяциялаш масаласи, 6- бобда функцияларнинг ҳар хил 
яқинлашишлари: ўрта квадратик, текис яқинлашиш ва сплайн 
функциялар билан яқинлашиш масалалари қаралади. Ни- 
қоят, 7- боб тақрибий интеграллаш масаласига бағишланган. 
Китобда келтирилган методлар қатъий асосланган ҳолда бе- 
рилган бўлиб, уларнинг ғоялари содда мисолларда тушунти- 
рилади.
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1-БОБ. МАСАЛАЛАРНИ СОНЛИ ЕЧИШДАГИ 
НАТИЖАНИНГ ХАТОСИ

1- §. ХАТОЛАР МАНБАИ

Кўпинча математик масалаларни сонли ечишда биз доимо 
аниц ечимга эга бўла олмасдан, балки ечимни у ёки бу дара- 
жадаги аниқликда топамиз. Демак, аниқ ечим билан тақрибий 
ечим орасидаги хатолик қандай қилиб келиб қолади деган са- 
вол туғилиши табиийдир. Бу саволга жавоб бериш учун хато- 
ликларнинг ҳосил бўлиш сабабларини ўрганиш лозим.

1. Математикада табиат ҳодисаларининг миқдорий нисбати 
у ёки бу функцияларни бир-бирлари билан боғлайдиган тенг- 
ламалар ёрдамида тасвирланади ва бу функцияларнинг бир 
қисми маълум бўлиб (дастлабки маълумотлар), бошқаларини 
топишга тўғри келади. Табиийки, топилиши керак бўлган миқ- 
дорлар (масаланинг ечими) дастлабки маълумотларнинг функ- 
цияси бўлади. Керакли ечимни ажратиб олиш учун дастлабки 
маълумотларга конкрет қийматлар бериш керак. Бу дастлабки 
маълумотлар, одатда, тажрибадан олинади (масалан, ёруғлик 
тезлиги, Планк доимийси, Авогадро сони ва ҳ. к.) ёки бошқа 
бирор масалани ечишдан ҳосил бўлади. Ҳар иккала ҳолда ҳам 
биз дастлабки маълумотларнинг аниқ қийматига эмас, балки 
унинг тақрибий қийматига эга бўламиз. Шунинг учун агар 
дастлабки маълумотларнинг ҳар бир қиймати учун тенглама- 
ни аннқ ечганимизда ҳам, бари бир (дастлабки маълумотлар- 
даги қийматлар тақрибий бўлганлиги учун) тақрибий натижа- 
га эга бўламиз ва натижанинг аниқлиги дастлабки маълумот- 
ларнинг аниқлигига боғлиқ бўлади.

Аниқ ечим билан тақрибий ечим орасидаги фарқ хато де- 
йилади. Дастлабки маълумотларнинг ноаниқлиги натижасида 
ҳосил бўлган хато йўқотилмас хато дейилади. Бу хато масала- 
ни ечаётган математикка боғлиқ бўлмасдан, унга берилган 
маълумотларнинг аниқлигига боғлиқдир. Лекин математик 
дастлабки маълумотлар хатосининг катталигини билиши ва 
шунга қараб натижанинг йўқотилмас хатосини баҳолаши ке- 
рак. Агар дастлабки маълумотларнинг аниқлиги катта бўлма- 
са, аниқлиги жуда катта бўлган методни қўллаш ўринсиздир. 
Чунки аниқлиги катта бўлган метод кўп меҳнатни (ҳисоблаш- 
ни) талаб қилади, лекин натижанинг хатоси бари бир йўқотил- 
мас хатодан кам бўлмайди.

2. Баъзи математик ифодалар табиат ҳодисасининг озми-
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кўпми идеаллаштирилган моделини тасвирлайди. Шунинг учун 
табиат ҳодисаларининг аниқ математик ифодасини (формула- 
сини, тенгламасини) бериб бўлмайди, бунинг натилсасида хато 
келиб чиқади. ёки бирор масала аниқ математик формада 
сзилган бўлса ва уни шу кўринишда ечиш мумкин бўлмаса, 
бундай ҳолда бу масала унга яқинроқ ва ечиш мумкин бўлган 
масалага алмаштирилиши керак. Бунинг натйжасида келиб 
чиқадиган хато метод хатоси дейилади. .

3. Биз доимо л, е, 1п2 ва шунга ўхшаш иррационал сонлар- 
нинг тақрибнй қийматларини оламнз, бундан ташқари, ҳисоб- 
лаш жараёнида оралиқ натижаларда кўп хопали сонлар ҳосил 
бўлади, буларии яхлитлаб олишга тўғри келади. Яъни масала- 
ларми ечишда ҳисоблашни аниқ олиб бормаганлигимиз нати- 
жасида ҳам хатога йўл қўямиз, бу хато ҳисоблаш хатоси дейи- 
лади.

Шундай қилиб, тўлиқ хато юқорида айтилган йўқотилмас 
хато, метод хатоси ва ҳисоблаш хатоларининг йиғиндисидан 
иборатдир. Равшанки, бирор конкрет масалани ечаётганда 
юқорида айтилган хатоларнинг айримлари қатнашмаслигн ёки 
унинг таъсири деярли бўлмаслиги мумкин. Лекин, умуман 
олганда хато тўлнқ аналпз қилиниши учун бу хатоларнинг 
ҳаммаси ҳисобга олйниши керак.

Юқорида келтирилган таърифларни тўлароқ тушунтириш 
учун қуйидаги мисолни қарайлик.

М и с о л. Ён томонлари а га ва улар орасидаги бурчак а га тенг бўлган 
тенг ёнли АВС учбурчак билан унинг асосини диаметр деб олиб чизилган 
ярим доирадан ташкил топган фигуранинг юзи 5 ни ҳисобланг, а ва а ўлчаш 
натижасида топилган деб олинг.

1- чизмадап фойдаланиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

7Г ‘
З1па-)- "фС'"-  СОЗа)

Агар а* ва а* бялан мос разишда а ва а ларнинг ўлчаш натижасида то- 
пилган қийматларини белгилаб олсак, у ҳолда

1-чизма,

5*
а*

2
51па* 4- —(1 

2
— СОЗа*)

бўлади. Бундан йўқотилмас хато р, =  5 — 5* 
келиб чикади. Агар қўлимизда тригонометрик 
функциялар жадвали бўлмаса, биз бу фор- 
мулани жадзалсиз ҳисоблаш мумкин бўлган 
бош ,а ■

2 < -0
■1)й

а*'2к + 1

(2Ф|Т)1 ■ь

+ л у  (•
2 к= 1

1)
к- 1 а*2к

ффГ

формула билан алмаштирамиз. Натижад® 
ра =5’* — 5 метод .хагоси келиб чикади. Агар
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биз бу ерда з1п а* ва соза* нинг Тейлор қагоридаги ёйилмасининг чеклн 
йиғиндисини эмас, балки узлуксиз касрлардаги ёйилмасининг п- тартибли мос 
касрини олганимизда метод хатоси бошқача бўлар эди.

5 ни ҳисоблашда тс ни та рибий қиймати билан алмаштириш ва оралиқ-

даги натижаларни яхлитлашга тўгри келади. Натижада биз 5 ўрнига5 га эга

бўламиз, шу билан бирга р3= 5 — 5 ҳисоблаш хатоси келиб чиқади. Де-

мак, тўлиқ хато: р = 5  — 5 йўқотплмас хаго, метод хатоси ва ҳисоблаш ха- 
тосининг йиғиндисига тенгдир:

? =  +  ?2 +  Рз- (1-1)

Одатда, юқорида келтирилган хатоларнинг ишоралари номаълум, шунинг 
учун ҳам биз бу хаголарни абсолют қийматлари билан олишимиз керак:

Р. =  15 -  5 * 1, р2 =  |5 * - 51, Рз =  |5 -  Я  р =  15 -  5 | '

бу ҳолда биз (1. 1) тенглик ўрнида қуйидагига эга бўламиз:
-  Р <- ?1 +  Р2 +  РЗ-

Бу мисолда л ни етарлича катта қилиб олиб, метод . хатосини 
етарлича кичик қилиб олиш мумкин. л сонининг тақрибий қий- 
матини катта аниқлик билан олиб ва ҳисоблашни ҳам катта 
аниқлик билан бажариб ҳисоблаш хатосини ҳам камайтириши- 
миз мумкин. Лекин йўқотилмас хатони камайтириш бизнинг 
ихтиёримизда эмас. Бунинг учун а ва а ларни қайтадан катта- 
роқ аниқлик билан ўлчашга тўгри келади.

Агар бизга а ва а  ларни ўлчашдаги хатоларнинг катталик- 
лари берилган бўлса, биз бу хатонинг натижага қанчалик таъ- 
сири борлигини кўрсата оламиз.

2- §. ҲИСОБЛАШ ХАТОСИ. ТУРҒУНЛИК ҲАҚИДА ТУШУНЧА

Масалани қўлда ёки ҳисоблаш машинасида ечаётганда биз 
барча ҳақиқий сонлар билан иш кўрмасдан, сонларнинг маъ- 
лум дискрет тўплами билан иш кўрамизки, у ёки бу саноқ сис- 
темасида маълум мнқдордаги хоналар билан олинган сонлар 
шу тўпламда ётади. Бу тўплам

± (а гдп +  + + - 1 +  . . . +  + + ,га_т+1) (2. 1)

кўринишдаги соилардан иборат бўлиб, бу ерда натурал сом д — 
саноқ системасининг асосидир; аь а ,,  . . .  , а т — Гутун сонлар 
бўлиб, 0 $  +  <7 — 1 шартни қаноатлаитиради; т — бу тўплам-
даги сонлар хонасининг миқдори, бутун п сон эса |я |+ л 0 шарт- 
ни қаноатлантнради. Қўлда ҳисоблаётганда, асосан, ўнлик саноқ 
системаси ( ц =  10) билан иш кўрилади. Кўп ЭҲМ ларда зса ик- 
килик саноқ системаси (# =  2) ва айримлари учун учлик саноқ 
системаси (д =  3) ишлатилади.

ЭҲМ ларнинг кўпчилиги шундай тузилганки, уларда <7 =  2, 
т =  35, я0 =  63 ёки д~т =  2~35 «  3 - 10-11, 2"» +  2СЗ «  3,5• 1019 
бўлади.
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Одатда, ар-ифметик амалларни бажараётганда кўп хонали 
сонлар ҳосил бўлади (масалан, кўпайтиришда хоналарнингсо- 
ни иккиланади, бўлишда эса хоналарнинг сони ниҳоятда кат- 
талашиб кетиши ҳам мумкин). Натижада ҳосил бўлган сон 
қаралаётган тўпламдан чиқиб кетмаслиги учун т-хонасига- 
ча яхлитланади, яъни шу тўпламдаги бошқа сон билан алмаш- 
тириладй, табиийки яхлитланадиган сон унга энг яҳин сон 
билан алмаштирилиши, яъни яхлитлаш хатоси энг кичик бў- 
лиши керак. Бу ҳуйидагича бажарилади.

Ҳисоблаш натижасида

±  (а1<]п +  Яп~х +  • • . +  атяп~т+1+ ат+\дп- т) (2.2)

сон ҳосил бўлсин. У ҳолда, агар ат+1 +  аот+2^-1 +  . . . С ^ б ў л - )  
са, (2.2) сонни (2.1)сон билан алмаштирамиз, агарда ат + 1 ± а т+2Х  

+ .  • • >  у  <7 бўлса, (2.2) сонни

±  К ? ” +  а2?"-1 +  • • • +  (ат +  1)^я-.т +1] (2.3)
га алмаштирамиз. Энди шубҳали ҳол .

ат+1 +  ат+2 Ц~Х +  • . . — Я

қолди. Бу ҳолда (2.2) сонни биз шундай алмаштирамизки, кейин- 
ги амалларни бажариш қулай бўлсин. Айрим ЭҲМ лар шундай 
қурилганки, шубҳали ҳолда (2.2) сонни (2.3) сонга алмаштиради. 
Қўлда ҳисоблаётганда кейинги амалларни бажариш қулай бўлиши 
учун шубҳали ҳолда жуфт рақам қоидаси ишлатилади. Бу қоида 
қуйидагидан иборатдир. Агар ат жуфт бўлса, натижа (2.1) га 
алмаштирилади ва ат тоқ бўлса, натижа (2.3) га алмаштирилади. 
Агар биз жуфт рақам қоидасини қўллаб 5,780475 сонини кетма- 
кет яхлитласак, қуйидаги 5,78048; 5,7805; 5,780; 5,78; 5,8; 6 сон- 
лар/ келиб чиқади.

Кўпинча бирор натижани олиш учун берилган методда кўр- 
сатилган бир қатор амалларни бажаришга тўғри келади. Агар 
натижани катта аниқлик билан топиш талаб қилинса, бу қатор 
янада узайиб кетади.

3-§. ЙУҚОТИЛМАС ХАТО

Абсолют ва нисбий хатолар. Ишончли рақамлар ва тақри- 
бий сонларни ёзиш тартиби. Агар а — бирор миқдорнинг аниқ 
қиймати бўлиб, а* унинг маълум тақрибий қиймати бўлса, у 
вақтда тақрибий а* соннинг абсолют хатоси деб Д а * = |а —а*| 
га айтилади. Абсолют хато соннинг аниқлигини тавсифловчи 
белгиларидан биридир. Абсолют хато фақат назарий аҳамиятга 
эгадир, чунки биз кўпинча а нинг аниқ қийматини билмаймиз, 
шунинг учун Да* ни ҳам билмаймиз. Лекин биз абсолют хато- 
нинг ўзгариш чегараларини кўрсатишимиз мумкин. Бу чегара- 
лар тақрибий а* сонни толиш усули билан аниқланади. Ма-
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салан, биз ўлчашни оддий чизғич билан бажарсак, абсолют 
хато 0,5 мм дан ортмайди, агарда штангенциркуль билан ба- 
жарган бўлсак, абсолют хато 0,1 мм дан ортмайди. Иррацио- 
нал сонни рационал сон билан алмаштирилганда ҳам биз аб- 
солют хатони баҳолай олишимиз мумкин. Шунинг учун бизга. 
номаълум бўлган абсолют хато ўрнига янги тушунча кирита- 
миз.

Абсолют хатодан кичик бўлмаган ҳар қандай сонга тақрибий 
а* соннинг лимшп абсолют хатоси Д(а*) деб айтилади. Бу 
таърифдан |а — а*| А(а*), бундан зса а* — А(а*) <  а  <  а*
+  А(а*) келиб чиқади. Бу эса қисқача а =  а * ±  А(а*) каби ёзи- 
лади.

М и с о л. тс сонини алмаштирадигач тақрибий я* =  3,14 соннинг лимит 
абсолют хатоси топилсин.

Маълумки, 3,14 <  71 <  3,15, шунинг учун ҳам \п— гс*|<0 01. Демак, 
Д(т1*) =  0.01 деб олишимиз мумкин. Агар 3,14 <  тг < 3,142 тенгсизликларнн 
назарга олсак, у вақтда биз яхшироқ баҳо А(т1*) =  0 002 га эга бўламиз. Ли- 
мит а )С0лют хато Д(а*) сифатида |а — а*| < Д(а*) ни қаиоатлантирадиган1 
ҳар кандай сонни олиш мумкин. Бундай сонлар чексиз кўп. Шунинг учуи 
ҳам, мантш-.аи, булар орасидан кичигини танлаб олиш маъқулдир.

Абсолют хато ва лимит абсолют хато ҳисоблаш аниҳлигини 
баҳолаш учун етарли эмас. Масалан, иккита узунлик ўлчан- 
ганда /1 =  500,2 , с м ± 0,1 см ва /2== 10,8 см ±0,1  см натижалар 
ҳосил бўлсин, бу ерда ҳар иккаласида лимит абсолют хатолар 
бир хил бўлишидан қатъи назар биринчи ўлчаш иккинчисига 
нисбатан анча аниқдир. Шунинг учун ҳам аниқликни яхшироқ 
баҳолайдиган янги тушунча — нисбий хато тушунчасини кири- 
тамиз.

Абсолют хатонинг тақрибий миқдорнинг ассолют қийматига 
нисбати тақрибий соннинг нисбий хатоси §а* деб айтилади;

Худди шунга ўхшаш лимит нисбий хато 8(а*) тушунчаси ки- 
ритилади:

Ца*) Д (а*) 
\а*\ •

Бу ердан Д(а*) =  |а*|8(а) келиб чиқади.
Лимит нисбий хато ёрдамида аниқ а сон қуйидагича ёзилади:

а  =  а*(1 +8(а*)).
Бундан кейин биз лимит абсолют хато ва лимит нисбий хатони 
қисҳача абсолют ва нисбий хато деймиз. Абсолют хато исмли 
миқдор бўлиб, нисбий хато исмсиз миқдордир. Нисбий хато 
одатда процент (%) ва промилля (% ) ларда ёзилади. (Бир 
промилля процентнинг ўндан бир қисмига тенг.)

Соннинг ёзилишидаги, чап томондац бйрйнчй ъюлдан фар'қ- 
ли рақамидан бошлаб, ҳамма рақамлфри маъноли рацамлар• 
дейилади. Масалан, а* =  0,403 соннинг !маъноли рақамлари уч-
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та, уларнинг о.стига чизилган. Қаср қисмнинг охирги хоналари- 
га қўшимча ноллар ёзиб ёки нолларни ташлаб соннинг маъ- 
ноли рақамларини кўпайтириш ёки камайтириш мумкин. Бу 
билан берилган сон ўзгармайди. Маъноли рақамларнинг сони- 

даги ноаниқликдан шундай фойдаланиш мумкинки, унингохир- 
ги маъноли рақамига қараб бу соннинг абсолют хатоси нимагз 
тенглиги кўриниб турсин. Бу қуйидагича бажарилади.

Бирор ш сонни танлаймиз. Агар Д(а*)

тенгсизлик бажарилса, у ҳолда тақрибий

а *  =  а1<?" +  а2Чп~ х +  • • • +  атдп~т+1 +  • • • ; (3 . 1)

сонда о.к рақам ишоняли рацам дейилади, акс ҳолда ок шуб- 
ҳали  рақам дейилади. Кўриниб турибдики, агар ак ишончли рақам 
бўлса, ундан олдинги рақамларнинг барчаси ҳам ишончли бўла- 
ди. Демак, ишончли рақамлар орасида ҳар доим охиргиси мавжуд.

Тақрибий сонни ёзиш қоидаси шундан иборатки, унинг охирги 
маъноли рақами ҳар доим ишончли бўлсин. Бунинг учун шубҳали 
рақамлар ташланади, керак бўлган ҳолда унинг ўнг томонига кў- 
пайтувчи +  (/ — бутун сон) ёзиб қўйилади.

Масалан, ўнли саноқ системасида Д(а*) ^  со-10~2 бўлганда 
а* =  3,14 ёзув тўғри бўлиб, а* =  3,140 ёзув эса нотўғридир; 
Д(й*)^;'о)^1 бўлганда 6* =  2500ёзув тўғри бўлиб, Д (6 * )^  ш-10 
бўлганда эса ёзув нотўғридир. Агар с* =  302448 соннинг иккита 
ишончли рақами бўлса, уни с* =  30-104 кўринишда ёзиш керак; 
о!* =  0,007143 сонда ишончли рақамларнинг сони учта бўлса, уни 
+* =  7 ,1 4 -1 0 -3 кўринишда ёзиш керак.

Айрим ҳолларда ҳисоблаш жараёнида тақрибий сонларда 
битта ёки иккита шубҳали рақамларни сақлаб қолиш мақсадга 
мувофиқдир (лекин бу рақамларни бирор белги билан ифода- 
лаш керак, масалан, кичикроқ қилиб ёзиш керак). Чунки, 
одатда, натижанинг хатосини баҳолашда энг ёмон ҳол олина- 
ди, аслида эса хато максимал назарий хатодан анча кам бўли- 
ши мумкин. Демак, кўп ҳолларда шубҳали деб қаралган ра- 
қамлар ҳақиқатда ишончли ҳам бўлиши мумкин.

Ишончли рақам тушунчаси жиддий равишда и нинг танлани-
шига боғлиқдир. Эски жадвалларда ш = +  деб олинар эди, кейинги

вақтларда ю >  у  бўлган жадваллар ҳам учраб турибди, тажриба 
асосида тузилган жадвалларда одатда со =  1 деб олинади. Бу ерда 
® деб танланиши тақрибий сонларни яхлитлаётганда ишончли
рақамларни сақлашга олиб келар экан. Ҳақиқатан ҳам, (3.1) тақ- 
риэий сонни яхлитлаш натижасида абсолют хато

Д(а*) +  Д'
га тенг бўлиб, бу ерда Д (а*) тақрибий а* соннинг абсолют ха- 
тоси, Д' эса яхлитлаш пайтида а* сондаги кичик хоналарни таш-
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лаб юборишдан келиб чиққан хатодир. Яхлитлашдан кейин ат ра- 
қам ишончли бўлиши учун

Д (а*) +  А' <  <»дп- т+1 (3.2)

тенгсизлик бажарилиши керак.|Лекин шубҳали ҳолда А'=  ~дп~т+1
г

ва А (а*) ф  0 бўлса, у вақтда (3.2) тенгсизлик о> =  — бўлганда. 

бажарилмайди, м >  у  бўлганда эса бажарилиши мумкиндир. Ма-

салан, а* =  0,9445 +  0,00005 бўлсин. Бу ерда со =  — бўлганда
ҳам, (о — 1 бўлГанда ҳам охирги маъноли рақам 5 ишончлидир.. 
Бир марта яхлитлаш натижасида а* =  0 ,945±0,00055 бўлиб, охир-
ги 5 рақами “ =  у  бўлганда ишончли бўлмайди, со =  1 да эса 
ишончли бўлади.

Бундан кейин <о =  1 бўлган ҳолда рақамлар кенг маънода 
ишончли деймиз. '

Функциянинг йўқотилмас хатоси. Энди аргументларнинг 
тақрибий қийматлари маълум бўлганда функциянинг йўқотилмас 
хатосини топиш масаласини кўриб чиқайлик. Фараз қилайлик,

У = / ( М ,  • • • , х а)
функциянинг қийматини ҳисоблаш керак бўлсин, бунда аргумент- 
ларнинг аниқ қийматлари маълум бўлмасдан, фақат тақрибий қий- 
матлари х\, х*2, . . .  х*п ва уларнинг мос равишдаги абсолют хато- 
лари А(х*), А(х*), . . . , Д(.х*) маълум бўлсин. Қагъий қилиб айт- 
ганда, у* нинг йўқотилмас хатосини топиш аргументларнинг ўзга„ 
риш соҳаси |х г — х:г*| ^ А (х ў * ) (1 =  \ , п )  берилганда функция-
нинг ўзгариш соҳаси у* — А (у*) ^  у <  у* +  А (у *) ни топишдан. 
иборатдир. Бу масала математик анализ масаласи бўлиб, / ( х и , 
х 3, , х„) озми-кўпми мураккаб бўлганда ниҳоят оғир масала-
дир. Шунинг учун ҳам қўполроқ бўлса-да, бу масалани элемен- 
тар ҳал қиладиган усулларга эга бўлиш мақсадга мувофиқдир.

* Бу масалани ечиш учун қаралаётган функция ва аргументлар- 
нинг хатоларига нисбатан биз қуйидаги шартларни қўямиз:

а) қаралаётган соҳада /  узлуксиз дифференциалланувчи бўлиб, 
хусусий ҳосилалари секин ўзгаради;

б) аргументларнинг нисбий хатолари 8 (х*), 8 (х*2), . . . .  8 (х*п): 
етарлича кичик.

У ҳолда Лагранж формуласига кўра қуйидаги ўринли:

У -  У* = / ( * ! ,  *», . . . , х п) - Д х * ,  х\, . . . , х*) =

=  2Д (3.3)

бу ерда  ̂— (?1 , • • • , л̂) зса (х ,̂ х 2, . • • , х п) ва (х ,̂ х 2, . . . , х пу: 
нуқталарни бирлаштирувчи кесманинг қандайдир нуқтаси.

1Ф
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Функцияга қўйилган I) шартга кўра ў х ( 1 )  ни / ' ^  (х*) би- 
дан алмаштириш мумкин:

у -  у* =  2  А ,  (**)(*/ -  ).

бундан эса,

1у- у1<21А | (л*)|аК).
г=1

Демак, функциянинг абсолют хатоси учун қуйидаги формулага 
эга бўламиз:

а (у * ) = 2 1 А  (^* )1а « ) -
1=1

(3.4)

Энди функциянинг нисбий хатосини топиш қийин эмас, у  қуйи- 
дагига тенг:

ёки

8(у*) Д(у*) V I  (•«*)
- | д ^ ) | - ^ |  / (лс*) А« )

Я

8 (У*-)= 2 10д/(л:*)}'ж |Д(*р. (3.5)
1=1  ̂ •

Агар биз функциянинг нисбий хатосини аргументнинг нисбий ха- 
тоси орқали ифодалайдиган бўлсак, (3.5) ни қуйидагича ёзиш мум- 
кин:

1=1 \ х  1 |
Бу ердан эса

8 (У*) =  2  К О п/(л * )> ;^ (^  )• (3.6)
1=1

Шундай қилиб, функциянинг абсолют ва нисбий хатоларини 
топиш учун биз умумий (3.4), (3.5), (3.6) формулаларга эга 
бўлдик. Энди шу формулаларнинг айрим татбиқларини кўрай- 
лик. ‘

Арифметик амаллар ва логарифмлашнинг хатоси. п та мус- 
бат тақрибий сонлар йиғиндиси

и =  -}- х 3 - } - . . .  -[- х п
нинг абсолют ва нисбий хатоларини топиш талаб қилинсин. Бу
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ҳолда / ' ,  (**) лар бирга тенг бўлиб, (1п /(х*)}', =  —. Бу қий- 

матларни (3.4) ва (3.6) формулаларга қўйиб,
П

д («*) =  2 А ^ ) ’ (3 -7>/=1
п

=  (3.8>

ларни ҳосил қиламиз. Шуни ҳам эслатиб ўтиш керакки, (3.7) тенг-
лик -оқорида айтилган шартларга боғлиқ эмас. (3.7) тенгликни қу- 
йидаги теорема шаклида таърифлашимиз мумкин.

1-теорема. Бир хил ишорали қўшилувчилар йиғиндисининг аб- 
солют хатоси қўшилувчилар абсолют хатоларининг йиғиндисига
тенг.

М =  та х  8 (х* ) ва т =  ппп8 (х* ) бўлсин, у ҳолда (3.8) тенг-
I ' I

ликдан қуйидаги

8 ( и * ) < Ж
*1*+*2* +  . . ■ +Х*п

Й* =  М
ва

8(м*) >  т-
х* +  х* +  . ..+х*

=  т
тенгсизликлар келиб чиқади. Шундай қилиб, қуйидаги теорема 
исбот бўлди.

2- теорема. Бир хил ишорали тақрибий сонларни қўшиш 
натижасида ҳосил бўлган йиғиндининг нисбий хатоси қўшилув- 
чиларнинг энг катта ва энг кичик нисбий хатолари орасида 
ётади.

1-теоремадан кўриниб турибдики, йиғиндининг абсолют ха- 
тоси аниқлиги энг кичик бўлган қўшилувчининг абсолют хато- 
сидан кам эмас. Демак, бошқа қўшилувчиларни қандай аниқ- 
ликда олмайлик, йиғиндининг аниқлигини орттира олмаймиз. 
Шунинг учун ҳам аниқлиги катта бўлган сонларда ортиқча ра- 
қамларни сақлаш маънога эга эмас.

Айтилганлардан қўлда ёки автоматик бўлмаган машина- 
ларда ҳисоблашларда одатда қўлланиладиган қуйидаги қоида 
келиб чиқади.

Крида. Ҳар хил аниқликдаги сонларни қўшиш учун:
а) ўнли рақамлари бошқаларидагига нисбатан энг кам 

бўлгани ажратилиб, уларни ўзгаришсиз қолдириш керак;
б) қолган сонларда эса битта ёки иккита ортиқча рақамлар 

қолдириб, ажратилган сонларга нисбатан яхлитлаш керак;
в) ҳамма сақланган хоналарни ҳисобга олган ҳолда берил- 

ган сонларни қўшиш керак;
г) ҳосил бўлган натижани битта ёки иккита хонага яхлит- 

лаш керак.
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Энди айирманинг хатоларини кўриб чиқайлик. Фараз қилайлик, 
> х 2> 0  бўлиб, и =  х х— х 3 бўлсин. У ҳолда умумий форму- 

ладан
Д («*) =  Д ( ^ )  +  Д ( ^ ) ,  (3.9)

В(«*)
х* 8 (X*) +  х* Ь (х *)

м* (3.10)

келиб чиқади. Бу ерда ҳам айирманинг абсолют хатоси камаювчи 
билан айрилувчи абсолют хатоларининг йиғиндисига тенг. Лекин 
натижанинг нисбий хатоси бу нисбий ҳатоларнинг ҳар биридан 
катта бўлади.

Агар камаювчи айрилувчидан анча катта бўлса, у вақтда (3.10) 
нинг махражи х\ га яқин бўлиб, касрнинг ўзи эса &(+[) га яқин 
бўлади. Бу ҳол қўшишдагига ўхшайди ва қўшишдагидек иш тутиш 
керак. Агар камаювчи билан айрилувчи ўзаро яқин бўлса, у ҳолда 
аҳвол тамоман бошқача бўлади. Бу ерда махраж жуда кичик бў- 

.либ, каср жуда катта бўлиб кетади. Бу ҳолда кўп ишончли рақам- 
лар йўқолади. Шунинг учун имкони борича ўзаро яқин сонларни 
айирмаслик керак. Айрим ҳолларда формулалар устида турли ўзгар- 
тиришларбажариб,бунданқутулиш мумкин бўлади. Масалан, биздан 
х 2 — 138х +  2 =  0 тенгламанинг кичик илдизини топиш талаб қи- 
линган бўлиб, натижада 4 та маъноли рақам сақлансин. Бу тенгла- 
.манинг кичик илдизи

х  =  69 — 1/ 4759
га тенг бўл иб,, бу ерда /  4759 =  68,985 . . . яхлитлашдан кейин 

/ 4 7 5 9  =  68,99, X* =  69 -  68,99 =  0,01_
та эга бўламиз. Суратда иррационалликдан қутулиб, х  ни қуйи- 
дагича ёзиш мумкин:

х  =
2

69 + 1/4759’
6 9 +  68,99 =  137,99.

2
Яхлитлашдан кейин эса 69 +  68,99 =  138,0. Натижада х* =тлъ-7; =

1оо ,0
=  0,0144927 ва яна яхлитласак, г * = 0 ,  0 М 4  9. Қўшимча хоналар 
устида амаллар бажариб текшириб кўришимиз мумкинки, ҳар ик- 
кала ҳолда ҳам остига чизилган рақамлар ишончли рақамлардир. 
Лекин иккинчи ҳолда натижанинг аниқлиги анча юқоридир.

Энди тақрибий сонларнинг қўпайтмасини кўриб чиқайлик. Фа- 
раз қилайлик, и =  Х!-х2 . . . + , ( +  >  0) бўлсин. У вақтда (3.4) 
.ва (3.6) формулаларга кўра .

П

А ( « * ) =  (ЗЛ1)
1=1

п

»(“*) = 28(х> (з-12)
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Охирги тенгликни қуйидаги теорема сифатида таърифлашимид 
мумкин.

3 - теорема. Тақрибий сонлар кўпайтмасининг нисбий хатоси 
кўпаювчилар нисбий хатоларининг йиғиндисига тенгдир.

Бўлинма учун ҳам биз шундай хулосаЛарга келамиз. Масалан,.

и =  £  (х ь х 2 > 0 )

учун (3.4) ва (3.6) формулаларга кўра

2

8(и*) =  8(х^) +  8(х*). .

Ниҳоят, логарифмлашнинг хатосини кўриб чиқайлик. Бизга натурал- 
логарифм у =  1пх берилган бўлса, (3.4) формулага кўра

Д (у*) =  ^ Р  =  8(х*), .

яъни натурал лога]эифмнинг абсолют хатоси аргументнинг нисбий: 
хатосига тенгдир. Ўнли логарифм учун

1§х =  ЛПпх,

бу ерда М =  1§<? ^  0,434 — ўтиш модулй,
А (1пх*) =  М Ь (х*) =  0,434 8 (х*).

Қўпол қилиб айтганда, ўнли логарифмнинг абсолют хатоси аргу- 
мент нисбий хатосининг ярмига тенг,

йшончли рақамлар сонини ҳисоблаш  цоидаси. Биз юқори- 
да тақрибий соннинг абсолют хатоси А (а х) ва унинг охирги ишонч- 
ли рақами бир-бирлари орқали ифодаланишини кўрган эдик. Шун- 
га ўхшаган муносабатни тақрибий сон ишончли рақамларининг 
миқдори билан унинг нисбий хатоси 8(а*) орасида ҳам ўрнатиш. 
мумкин. Фараз қилайлик,

а*  =  НЧп +  ЧЦп~х +  • • • +  ат <?',~т+1 (а1 + ° )

тақрибий сонда ҳамма рақамлари ишопчли бўлсин. Демак, А (а * )^  
^тцп~т+х. Бу тенгсизликнинг ҳар иккала тсмонини а* га бўлиб,.

8 , „ * )  - ___________у д п -т + 1 _____________  а д п -т + х

'  '  агдп +  а2д п -Х  -р . , . -)- а тд п -т + 1  а .^п ’

яъни

. (3>13>

ни ҳосил қиламиз, бу ерда — биринчи маъноли рақам бўлиб,. 
т  — ишончли рақамлар сони.

Агар ишончли рақамлар сони т маълум бўлса, у ҳолда (3.13) 
тенгсизлик нисбий хатони аниқлайди.
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Фараз қилайлик, тақрибий соннинг нисбий хатоси 8(а*) бе- 
рилган бўлсин,

Агар т

8 (а * > <  <3 '14)
тенгсизликнинг бутун сондаги ечими бўлса, у ҳотда биринчи 
ишончли рақами я, га тенг бўлган тақрибий а* сон ҳеч бўлма- 
ганда т та ишончли рақамга эга бўлади. Ҳақиқатан ҳам,

Д (а*) =  а*Ъ(а*) <  § (а '>;)(а1 +  1 )+  <ч>дп~т+1.
Бу эса ат рақамнинг ишончли эканлигини кўрсатади.

Энди биз (3.13) — (3.14) тенгсизликларнинг бир татбиқини кў- 
;рамиз, бошқа татбиқлари эса машқларда келтирилади.

4-теор ем а. Ўнли саноқ системасида х\, х*, . . . , х* (п <  10) 
тақрибий сонларнинг ҳар биринимг ишончли рақамлари сони к0 
дан кам бўлмасин. У вақтда и* =  х* -х*. . .х*п кўпайтма энг ка- 
,мида к0 — 2 та ишончли рақамга эга бўлади.

Исбот. Фараз қилайлик, р и р2, . . . , §п мос раоишда х\,х*ъ 
. . . , л:* ларнинг биринчи маъноли рақамлари бўлсин. У вақтда 
(3.13) тенгсизликка кўра

3- теоремага кўра

*(«*) =  8 К )  +  2 ( + )  +  • • • +  8« )  ^  (^- +  +  +
\̂ 1 Р2

Бундан п ^  10 да

ё ' +  |~  +  • • • + & “ ^  Ю
г1 г2  Уп

бўлганлиги учун

8 (и*)

. . . +
1 \ (о

10 г °
к п ~ 2  *

Шу билан теорема исбот бўлади. Шуни ҳам таъкидлаб ўтиш 
керакки, бпзнинг баҳо ниҳоят даражада қўполдир, амалда кў- 
пайтмада ишончли рақамларпинг сони к0— 1 ёки айрим ҳолда 
1'г, га тепг бўлиши ҳам мумкин.

Бу теоремадан шундай хулосага келамиз.
Қўлда ёки автомат бўлмаган машинада иккита сонни ўз- 

аро кўпайтириш учун вақтни тежаш ва ёзувни қисқартириш мақ- 
садида аниқроқ соннн шундай яхлитлаш керакки, унинг ишонч- 
ли рақамлар сони аниқлиги камроқ бўлган соидагига кўра 
биттага ортсип.
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МА Ш Қ Л А Р

Қуйидаги мисолларда о> =  -1- деб оламиз.

1. е сонини тўртта ишончли рақам билан ёзинг ва унинг абсолют ҳамда 
нисбий хатоларини аниқланг.

2. Кесик конус асосларининг радиуслари /? ва г , ҳамда ташкил этувчиси 
I қуйидагича: =  33,85 см ± 0,005 см, г = 14,68 см ± 0,001 см, I =  12,34см± 
± 0,003 см аниқланган бўлса, бу конуснинг тўла сиртини аниқлашда йўл 
қўйиладиган абсолют ва нисбий хатони топинг.

3 Фараз қилайлик, Н = 0,02—аниқ сон бўлиб, х  =  0,2638 ± 0,25-10~4, 
У = 0,4276±0,42-10-4, г =  0,4270±0,4-10~4 бўлсин. Қуйидаги ифодаларпинг 
абсолют ва нисбий хатоларини топинг:

а) х  +  у — г, б) У— , в) (х +  Н)3 — х 3. х
4.- Қуйилаги

/(•*, у, я) =
- /  X + я +  /  у +  я 

ху  +  Я3

формулада х  ва у тақрибий сонлардир: х  =  о,2764±0 5 -Ю-4, у =  0,8322± 
± 0 ,5-10-4. /  (х , у, тг) нинг абсолют хатоси я сонини аниқ деб олинган ҳол- 
даги хатога иисбатан икки мартадан кўпга ортмаслиги учун п ни қандай 
аниқлик билан олиш керак?

5. х 2 — 4х +  я =  0 тенгламанинг илдизларини тўртта ишончли рақам би- 
лан топиш керак. Бунинг учун тенгламанинг озод ҳадини нечта рақам би- 
лан олиш керак?

6. Жисм бўшлиқда 20 м баландликдан тушаётган бўлсин. Агар тезла- 
ниш §  ^  9,8094м/сек2 бешта ишоичли рақам билан берилган бўлиб, баланд- 
ликни ўлчашдаги аниқлик 1 см га тенг бўлса, тушиш вақтини қандай нис- 
бий хато билан аниқлаш мумкин?

7. Қуйидаги ах, х к (Н — ҳақиқий сон), з!п лг, соз х, \%х, с\£ х  элементар 
функцияларнинг абсолют ва нисбий хатоларини топиш учун формулалар чи- 
қаринг.

8. Қуйидаги теоремани исботланг:
Фараз қилайлик, х и х 2..........х п (п <  10) ларда ишомчли рақамлар сони

к тадан кам бўлмасин. У ҳолда и =  х { +  х 2 +  . . . +  х п йиғиндида ишончли 
рақамлар сони ҳеч бўлмаганда к — 1 га тенг.

2 - БОБ.  СОНЛИ ТЕНГЛАМАЛАРНИ ТАҚРИБИЙ
ЕЧИШ

Алгебраик 'ва трансцендент тенгламаларни ҳамда бундай 
тенгламалар системасини ечиш анализнинг муҳим масалалари- 
дан биридир. Физика, механика, техника ва умуман табиатшу- 
носликнинг хилма-хил масалалари алгебраик ва трансцендент 
тенгламаларни ечишга олиб келади. Масалан, механик система 
тебраниши частоталарининг квадратлари матрицалар характе<. 
ристик тенгламаларининг илдизлари бўлади, бундай тенглама 
эса п-даражали алгебраик тенгламадир.

Иккинчи томондан, математиканинг эҳтиёжлари ҳам бундай 
тенгламаларни ечишни тақозо этади. Масалан, номаълумлар- 
ни йўқотиш йўли билан мураккаб алгебраик ва геометрик му- 
косабатлар иккинчи ёки юқори даражали алгебраик тенглама- 
ларга келтирилади.
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Маълумки, даражаси тўртдан юқори бўлган алгебраик 
ҳамда транснгендент тенгламаларни ечиш учун аниқ методлар 
мавл<уд эмас. Шунинг учун ҳам бундай тенгламаларнинг тақ- 
рибий ечимларини етарлича аниқлик билан топиш имконини 
берадиган методлар керак. Биз бу бобда шу методларнинг кенг 
қўлланадиганларини ва тажрибада синалганларини келтира- 
миз.

1- §. ИЛДИЗЛАРНИ АЖРАТИШ

Умумий мулоҳазалар. Фараз қилайлик,

/ М = 0  (1.1)

тенгламани ечиш талаб қилинган бўлсин, бу ерда } ( х ) — ал- 
гебраик ёки трансцендент функция бўлиши мумкин. Тенглама- 
ларни тақрибий ечиш учун қўлланиладиган кўп методларда 
унинг илдизлари ажратилган, яъни шундай етарли кичик ат- 
рофчалар топилганки, бу атрофчаларда тенгламанинг биттаги- 
на илдизи жойлашади деб фараз қилинади.

Бу атрофнинг бирор нуқтасини дастлабки яқинлашиш сифа- 
тида қабул қилиб, мазкур методлар ёрдамида изланаётган 
ечимни берилгаи аниқлик билан ҳисоблаш мумкин. Демак?
(1.1) тенгламанинг илдизларшш тақрибий ҳисоблаш икки қисм- 
дан иборат: 1) илдизларни аократиш ва 2) дастлабки яқинла- 
шиш маълум бўлса, илдизларни берилган аниқлик билан ҳи- 
соблаш.

Масаланинг биринчи қисми иккинчисига нисбатан анча му- 
раккабдир. Чунки, умумий ҳолда илдизларни ажратиш учун 
зффектив методлар мавжуд эмас. Хусусан, бир неча номаъ- 
лумли

/ п{хи х ,, . . . , х п) =  0 (£ =  1 , 2 .............п)
тенгламалар системаси учун илдизларни ■ ажратиш масаласи 
катта қийинчиликлар билан боғлиқдир.

Математик анализдан маълум бўлган қуйидаги теоремалар
(1.1) тенгламанинг илдизлари ётган оралиқларни ажратишга
ердам қилади. ■

1 -  теорема. Агар узлуксиз )(х) функция бирор [а, Ь] оралиқ- 
нинг четки нуқталарида ҳар хил ишорали қийматларни қабул 
қилса, у вақтда бу оралиқда (1.1) тенгламанинг ҳеч бўлмаган- 
да битта илдизи мавжуддир. Агар, шу билан бирга, биринчи 
тартибли ҳосила 1'(х) мавжуд бўлиб, у ўз ишорасини шу ора- 
лиқда сақласа, у вақтда бу оралиқда илдиз ягонадир.

2 -  теор ем а.((х) функция \а, Ь] оралиқда аналитик функция 
бўлсин. Агар [а, Ь] оралиқнинг четки нуқталарида }(х) ҳар 
хил ишорали қийматларни қабул қилса, у вақтда (1.1) тенгла- 
манинг а ва Ь нуқталар орасида ётадиган илдизларининг сони 
тоқдир.

Агар }(х) функция [а, Ь] оралиқнинг четки нуқталарида

20

www.ziyouz.com kutubxonasi



2-чизма.

бир хил ишорали қийматларни қабул қилса, у вақтда (1.1) 
тенгламанинг илдизлари ё [а, Ь] оралиқда ётмайди ёки улар- 
нинг сони жуфтдир (карралилигини ҳисобга олган ҳолда).

Кўпинча (1.1) тенгламанинг ҳақиқий илдизларини ажра- 
тишга график усули катта ёрдам беради. Бунинг учун у =  Нх) 
функциянинг графигини тақрибий равишда чизиб, бу график- 
нинг Ох ўқи билан кесишган .нуқталарининг абсциссалари ил- 
дизнинг тақрибий қий.матлари деб олинади (2- чизма).

Агар (1.1) тенгламанинг илдизлари бир-бирига яқин жой- 
лашган бўлмаса, у вақтда бу усул билан унйнг илдизлари 
осонгина ажратилади.

Агар [(х) нинг кўриниши мураккаб бўлиб, унинг графигини 
чизиш қийин бўлса, у вақтда график усулини бошқача тарзда 
қўллаш керак, яъни (1.1) тенглама унга тенг кучли бўлган 
тенглама

ф (*) =  Ф(*) (1.2)
кўринишида ёзиб олинади. Энди у =  ср (х) ва у =  6 (л:) функция- 
ларнинг графикларини чизсак, бу графикларнинг кесишиш нуқта- 
ларининг абсциссалари тақрибий илдизлардан иборат бўлади.

М и с о л. График усули билан
(2х — 1)2Х

тенгламанинг илдизи такрибий топил- 
син.

Е ч и ш. Бу тенгламани 
2 х — 1 =  2-Д

кўринишда ёзиб оламиз. у =  2~х 
згри чизиқнинг ва у =  2 х — 1 тўғри 
чизиқнинг графикларини чизибЗ- чиз- 
мадан кўрамизки, уларнинг кесишиш 
нуқтасининг абсциссаси I =  0,7 экан.

Агар ф (л:) ёки ф (л:) чизиқ- 
ли функция, масалан ф (х ) ~  
=  ах-\-Ь  бўлса, у вақтда (1.2) 
тенгламачинг илдизларини ажра- 
тиш соддалашади. Фақат а ва Ь

1 =  0
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козффициентлари билан фарқ қилади- 
ган бир хил типдаги бир нечта тенг- 
ламаларнинг илдизларини ажратиш 
учун график усули қулайдир. Чунки 
бу ерда илдизларни ажратиш (илдиз- 
ларни тақрибий топиш) битта тайин 
у  =  ф (л:) функция графиги билан 
ҳар хил у =  ах  +  Ь тўғри чизиқлар 
кесишиш нуқталарининг абсциссалар- 
ини тогишдан иборатдир. Бу типга 
х п ах -\- Ь — 0 кўринишдаги тенг- 
ламалар мисол бўла олади.

Масалан, х3 +  2х— 1,2 =  0 ва
х3— 1,2* +  0,1 =  0 тенгламалар илдиз- 
ларининг тақрибий қийматлари то- 
пилсин. Буни ечиш учуи у — х3 ку- 

бик параболани чизамиз. Сўнгра у =  —2 х + 1 ,2  ва у =  1,2х—0,1 
тўгри чизиқларнинг парабола билан кесишиш нуқталарининг 
абсциссаларини топамиз.

4 - чизмадан кўриниб турибдики, биринчи тенглама фақат бйтта 
ҳақиқий илдизга эга бўлиб, иккинчи тенглама зса учта 

= — 1,1, £2 =^0,1 ва зг 1 ҳақиқий илдизларга эгадир. Агар 
/ (г )  =  0 тенгламанинг комплекс илдизларини топиш керак бўлса, 
г  =  х  +  1у деб олиб, бу тенгламани

А(х,  у) +  1Д(х, у) =  0
кўринишда ёзиб оламиз, бу ерда / ,  (х, у) ва / 2 (х, у) ҳақиқий 
х  ва у ўзгарувчиларнинг ҳақиқий функциялари. Бу тенглама эса 
қуйидаги иккита

ЎАх, У) =  0, / 2(х, у) =  0

тенгламалар системасига тенг кучлидир. Энди / \ (х,  у) =  0 ва 
/ 2(х, у) =  0 эгри чизиқларни чизиб, уларнинг кесишган нуқта- 
ларини топамиз. Кесишиш нуқталарининг абсцисса ва ординатала- 
ри / ( г ) =  0 тенглама ечимларининг мос равишда ҳақиқий ва мав- 
ҳум қисмларини беради.

Алгебраик тенгламаларнинг ҳақиқий илдизларини аж ра-
тиш. Алгебраик

/ (х)  =  а0х п +  ахх п~х +  . . . +  ап-\Х +  ап =  0 (1.3)

генгламанинг илдизларини ажратиш масаласи яхши ўрганилган ва 
анча осондир. Қуйидаги теоремаларнинг биринчиси бошқаларига 
нисбатан умумийроқдир, чунки у комплекс илдизларнинг ҳам че- 
гараларини беради. Биз ҳар доим (1.3) тенгламада коэффициентлар 
ҳақиқий ва а0 +  0, ап +  0 деб оламиз.

1-теорема. Агар

А =  шах , Ах =  т а х
1<А<п а0 0<А<п-1 ап
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бўлса, у  ҳолда (1.3) тенгламанинг 
барча илдизлари

г 1
1+ А

<  \х\ <  1 +  А =  Н

ҳалқа ичида ётади (5- чизма).
Исбот. Фараз қилайлик, \х\ > -1  

бўлсин. Модулнинг хоссаларига 
кўра

|/ ( х ) |  =  [а0х * ( 1 + - ^ + . . . + - ^ )  
1 1 а0х  а0х п]

>  \айх п\ 1 - А ( ± • • • +

+1—1
\а0х п | + / — 1 — А 

+  1 -1
Агар биз бу ерда \х\ >  1 +  А деб олсак, у ҳолда \/{х)\ > 0  тенг- 
сизлик келиб чиқади. Бошқача қилиб айтганда, х  нинг бу қий- 
матларида / ( х )  кўпҳад нолга айланмайди, яъни (1.3) тенглама ил- 
дизга эга бўлмайди. Шу билан теореманинг ярми исбот бўлди.
Теореманинг иккинчи ярмини исоотлаш учун х  =  — деб олиб,

/ ( * ) =  ~ § (у )  га эга бўламиз, бу ерда §(у) =  апуп +  ап-хуп~1 +  
+  . . . +  а 0. Теореманинг исбот қилинган қисмига кўра §(у) кўп-
ҳаднинг у к — илдизлари (ноллари) 

хк

|у*1 =
1

+ А|
<  1 +

тенгсизликни қаноатлантиради, бундан эса

1**1 >
1

1+А
келиб чиқади.

Э с л атма.  Бу теоремалаги г ва /? сонлар (1.3) тенглама мусбат илдиз- 
ларининг қуйи ва юқори чегаралари бўлади. Шунга ўхшаш — Я ва — г сон- 
лар манфий илдизларининг мос равишда қуйи ва юқори чегараси бўлади. 
Илдизларнинг чегаралари учун бу теоремадаги баҳо анча қўполдир. Қуйи- 
даги теоремалар бунга нисбатан анча яхшироқ баҳоларни беради.

2-теорема (Лаграчж теоремаси). Агар (1.3) тенгламаншгг ман- 
фий коэффициентларидан энг биринчиси (чапдан ўнгга томон ҳи- 
соблаганда) ак бўлиб, В манфий коэффициентларнинг абсолют 
қийматлари бўйича энг каттаси бўлса, у ҳолда мусбат илдизлар- 
нинг юқори чегараси

Н - 1  +  / 1  (1.4)

сон билан ифодаланади.
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И сбот. Бу ерда ҳам х >  I деб оламиз. Агар / (х) кўпҳадда 
манфий бўлмагдн барча +  , 'аъ , ак- Х коэффициентларини 
ноль билан алмаштириб, қолган барча ак, аь+и . . . , ап коэффи- 
циентларини эса —В манфий сон билан алмаштирсак, кўпҳаднинг 
қиймати фақат камайиши мумкин, шунинг учун ҳам

/ ( х )  >  а0х п — В(хп~к +  хп~к~1 + . . .  +  ! ) _

-  =  а0х п — В ----- 1

тенгсизликка эга бўламиз. Бундан эса х  >  1 бўлганда
п—к+1 /г—&+Х

/ ( х )  >  а0хп — В — — 1 =  } - [а0х к~Қх — 1) — 5 ]  >
п-к+1

> ^ Г Г [а0( х - \ ) к - В \  

келиб чиқади. Демак,

1 +  тУ-  =  %
бўлганда / (х )  >  0 га эга бўламиз, яъни (1.3) тенгламанинг барча 
х + мусбат илдизлари ас; <  В тенгсизликни қаноатлантирар экан.

3- теорема (Ньютон теоремаси). Агар х  =  с >  0 учун / ( х )  
кўпҳад ва унинг барча / ’(х), /"(х),  . . . , /<п>(х) ҳосилалари но- 
манфий бўлса: / (к)( с ) >  0 (Уг =  0, 1, . . . , п), у ҳолда В =  с
ни (1.3) тенгламанинг мусбат илдизлари учун юқори чегара деб 
ҳисоблаш мумкин.

Исбот. Тейлор формуласига кўра .

/ ( х )  = / ( с )  +  / ' (с)(х — с) +  . . . +  -^ г ^ -  (х -  с)п.

Теорема шартига кўра х  >  с бўлганда бу тенгликнинг ўнг томони 
мусоатдир. Демак, (1.3) тенгламанинг барча х+ мусбат илдизлари 
д:+ <  с тенгеизликни қаноатлантиради. .

Бу теоремалар фақат мусбат илдизларнинг юқори чегарасинн 
аниқлайди. Қуйидаги: .
/ г(Х) =  (— 1)"/( — х)  =  а0х п — аххп~1 +  а2хп~2 — . . . +  ( — 1 )па,„

• /Қ х )  =  хп/  =  апх п +  ап- 1Хп~1 +  . .  . +  ахх  +  а0,

/г(х)  =  ( -  л:)"/( ~  зг) =  апхП ~  ап- 1Хп~1 +  . . . +  ( -  1 )па0

кўпҳадларга юқоридаги теоремаларни қўллаб, / (х ) ,  /Қх) ,  / 2(х), 
/ з (х )  лар мусбат илдизларининг юқори чегаралари /?0, /?з ва
/?3 ларни мос равишда топган бўлсак, у вақтда (1.3) тенглама-
нинг ҳамма х+  мусбат илдизлари — <  х+  /? ва ҳамма х~  ман-

/?2
фий илдизлари эса — /?, <  •— тенгсизликларни қаноатлан-
тирар экан.
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Қуйидаги мисолда биз юқорида келтирилган методларни қўллаб 
уларнинг натижаларини солиштирамиз.

Ми с о л .  Қуйидаги тенглама ҳақиқий илдизларининг чегараси топилсин:

/ ( а: ) = л:4 — 5лг2 +  8х — 8 =  0. (1.5)

2- теоремани қўллаймиз, бу ерда а0 — 1, +  =  8. Демак, К = 1 + 8  =  9, яъни
(1.5) тенгламанинг илдизлари (— 9; 9) оралиқда ётар экан.

Энди Лагранж теоремасини қўллаймиз: а0 = 1. й =  2, В =  8. Бу қиймат- 
ларни (1.4) формулага қўйиб, мусбат илдизларнинг юқори чегараси учун

Д =  1 +  | / ^ ,  =  1 +  2)Г2 <  3,84

ни ҳосил қиламиз. Кейии (1.5) тенгламада х  ни — х  га алмаштирсак,

ўх{х) = х* — 5*2 — 8д: — 8 =  0 "  (1.6)
тенглама келиб чиқади. Бу тенглама мусбат илдизининг юқори чегараси 
учун ҳам Я < 3,84 тенгсизлик келиб чиқади. Яъни Лагранж теоремасига .кў- 
ра (1.5) тенгламанинг илдизлари ( — 3,84; 3,84) оралиқда жойлашган экан.

Ньютон методини қўллайлик. Бу ерда / (х)  — х* — 5х2 — 8х — 8, / ' (х )  = 
=  4х3— 10х — 8, / ”(х) 12х2 — 10, /'"(х) — 24х, /™(х)  =  24. Кўриниб ту-
рибдики, л: >  2 учун / 1У(х) >  0, ў"(х)  >  0, /"(х)  >  0 ва / ' (х )  > 0. Осонгйна 
пайқаш мумкинки, х  > 2 б.ўлса, / (х)  ҳам фақат мусбат қиймат қабул қила- 
ди, яъни с =  2 мусбат илдизларнинг юқори чегараси экан. Худди шунинг- 
дек, ў ( х )  =  0 тенглама мусбат илдизларининг юқори чегараси с =  3 эканли- 
гига ишонч ҳосил қиламиз. Демак, (1.5) тенгламанинг илдизлари (— 3; 2) 
оралиқда ётар экан.

Ҳар учала метод натижаларини солиштиреак, Ньютон методи гарчи кўп- 
роқ меҳнат талаб қилса-да, илдизлар чегаралари учун яхшироқ натижа бе- 
риши кўринади. ■

Энди олий алгебрадан маълум бўлган иккита теоремани ис- 
ботсиз келтирамиз.

Декарт теоремаси. (1.3) тенглама коэффициентларидан ту- 
зилган системада ишора алмаштиришлар сони қанча бўлса 
(санашда нолга тенг коэффициентларга эътибор қилмаймиз), 
тенгламанинг шунча мусбат илдизи мавжуд ёки мусбат ил- 
дизлар сони ишора алмаштиришлар сонидан жуфт сонга кам- 
дир. '

Ми с о л .  / ( х )  нинг коэффициентлари

1, 0 , — 5,  8 ,  —  8

сонлардан тузилган системада ишора алмаштиришлар сони 3 та. Демак,
(1.5) тенгламада мусбат илдизларнинг сони 3 та ёки 1 та, / \ (х)  нинг коэф- 
фициентларидаи тузилган системада эса ишора алмаштиришлар сони 1 та. 
Демак, (1.5) тенглама 1 та манфий илдизга эга экан.

. \
Фараз қилайлик, (1.3) тенглама каррали илдизга эга бўл- 

масин. Биз [\(х) орқали ['(х) ҳосилани, !г(х) орқали ?(х) ни 
1г(х) га бўлганда ҳосил бўдган қолдиқнинг тескари ишора би- 
лан олинганини, !з(х) орқали 1\(х) ни /2(Х) га бўлганда ҳосил 
бўлган қолдиқнинг тескари ишора билан олинганини, ва ҳ. к.
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белгилаймиз ва бу жараённи қолдиқда ўзғармас сон ҳосил бўл- 
гунча давом. эттирамиз. Натижада Штурм қатори деб аталувчи 

/ ( * ) ,  А (х ) ,  / 2(х), , / к(х)
функциялар кетма-кетлигига эга бўламиз.

Штурм теоремаси. \(х)  кўпҳаднинг илдизларидан фарқли а 
ва Ь(а<сЬ) сонларни олиб, х ни а дан Ь гача ўзгартирганда 
Нх) учун тузилган Штурм қаторида нечта ишо.ра адмашиниш- 
лар йўқолса, !(х) нинг (а, Ь) оралиқда худди шунча ҳақиқий 
илдизлари мавжуд бўлади.

Штурм теоремаси илдизларни ажратиш масаласини тўла 
ҳал қилади, лекин Штурм қаторини тузиш билан боғлиқ бўлган 
ҳисоблашлар кўп вақт талаб қилади.

Штурм теоремасининг қўлланилиши қуйидагичадир. Аввад (1.3) 
тенгламанинг барча илдизлари ётган оралиқнинг чегаралари аниқ- 
ланади. Топилган [а, Ь\ оралиқ нуқталар Силан ки шк оралиқ- 
чаларга бўлинади. Штурм теоремаси ёрдамида тенгламанинг [аь 
в/+1] оралиқдаги илдизларининг сони аниқланади. Агар бу оралиқ- 
да илдизларнинг сони биттадан кўп бўлса, оралиқ иккига бўлина- 
ди ва ҳар бир оралиқ учун Штурм теоремаси қўллачилади. Бу 
жараённи шу пайтгача давом эттирамизки, токи ҳар бир оралиқча- 
лардаги илдизлар сони биттадан ортмасин. III уни ҳам зслатиб ўтиш 
керакки, Штурм қаторидаги У/х)  функцияларни мусбат сонларга 
кўпайтириш ёки бўлиш мумкин, бундан ишора алмаштиришлар со- 
ни ўзгармайди.

М и с о л. Штурм методи ёрдамида
/ (х)  =  х* — 4хз 4- \2х +  1 = 0

тенгламанинг илдизлари ажратилсин. Штурм қаториии тузамиз, / ' (х )  =  4хэ— 
— 12х2 +  12, буни 4 га қисқартириб, / х(х) =  х э — Зх2 +  3 га эга бўламиз; 
/ ( х )  ни / х(х)  га бўламиз:

_  4 Х 3 4 . 12х +  1 I ҳз _  Зҳ2 4- з _
х 4 — Зх3 +  Зх I х — 1

— х3 +  9х +  1
— х3 +  Зх2 — 3
— Зх2 +  9х +  4.

Демак, / 2(х) =  Зх2 — 9х — 4. Энди /,(х ) ни / 2(х) га бўламиз, бунинг учун 
/ х(х) ни аввал 3 га кўпайтириб оламиз:

Зх3 — 9х2 +  9 Зх2 — 9х — 4
Зх3 — 9х2 — 4х х

4х +  9 -
бу ердан /з(х) =  — 4х — 9. Ниҳоят, 16 / 2(х) ни / 3(х) га бўламиз:

48х2 — 144х — 64 - -  4х — 9
48х2 +  !08х — 12х +  63

— 252х — 64 
~  252х — 567

+  503.
Ҳосил бўлган қолдиқни 503 га бўлиб тескари ишора билан олсак,/фх) =я 
*= — 1 келиб чиқади.
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Шундай қилиб, Штурм каторининг элементлари қуйидаги функциялардан 
иборат: / (х )  — х* — 4х3 +  12х +  1, /\(х)  =  х 3 — Зх2 +  3, / 2(х ) =  Зх2 — 9х—4, 
/з(х)  =  — 4х — 9, / , /х )  =  — 1. Бу Штурм қаторидаги ишора алмашинишлар 
1 -жадвалда келтирилган.

1- жадвал

...... — — — — со 0 - 1 -  2 + оо

812п/ ( л:) + Ч" _ 4* ■ ■ +
51 §п / х(х) — + — —
51£Т1/2(Х) + — + + +
81§п ?3(х) + — — — —
518П / 4(Х) ——

~

ишора алмашинишлар сони 3 1 2 3
'

Бу жадвалнинг иккянчи ва охирги устунларини солиштириб кўрсак, берил- 
ган тенглама иккита ҳакиқий илдизга эга эканлигига ишонч ҳосил қиламиз. 
2- ва 3 -устунлардаи эса бу илдизлар манфий эканлиги келиб чиқад.т 5- 
устун билан 4-усгун ва 4- устун билан 3- устунни солиштириш натижаспда 
бу илдизларнинг (— 2, — 1) ва (— 1 , 0) оралиқларда ётишини кўрамиз.

2- §. КЎПҲАД ВА УНИНГ ҲОСИЛАЛАРИ ҚИЙМАТЛАРИНИ ҲИС05ЛАШ 
ҲАМДА КЎПҲАДНИ КВАДРАТИҚ УЧҲАДГА БУЛИШ

. Алгебраик тенгламаларнинг илдизларини топиш билан боғ- 
лиқ масалаларда кўпҳадлар ва уларнинг ҳосилалари қиймат- 
ларини кўп нуқталарда ҳисоблашга тўғри келади, бундай ҳи- 
соблашларни биз олдинги параграфда ҳам учратган эдик. 
Айрим методларда эса кўпҳадни кўпҳадга бўлганда ҳосил бўл- 
ган бўлинма ва қолдиҳнинг қийматини топиш керак бўлади. 
Биз бу параграфда мана шу амалларнинг эфф,ектив усуллари- 
ни кўриб чиқамиз.

Горнер схемаси. Фараз қилайлик, коэффициентлари а0, аи 
. . . , ап ҳақиқий сонлардан иборат

Рп(х) =  а0х 11 +  аххп~1 +  . .  . +  ап ~ 1  х  +  ап

кўпҳаднинг х  =  |  нуқтадаги қийматини ҳисоблаш талаб қилинснн. 
Рп(х) ни х  — |  га бўламиз, у вақтда

а0х п +  аххп~1 +  . . . +  ап — (Ь0х п~1 +  Ьххп~2 +  . . . +
Ьц-\)(х — I) +  Ьп (2.1)

га эга бўламиз, Бу тенгликда х  ўрнига £ ни қўйсак,

Ьп =  Рп(Ъ)
ў-2105 33

www.ziyouz.com kutubxonasi



желиб чиқади,- демак Я„(£) ни ҳисоблаш учун Ьп ни топиш ки- 
!<фоядир. (2 .1 ) тенгликда л: нинг бир хил даражалари олдидаги коэф- 
фициентларни тенглаштириб,

а0 =  Ь0, 
ах =  Ь̂  — Ь01,

■ а3 =  Ь2 — Ьг1,

ап =  Ьп — Ьп-\1

муносабатларга эга бўламиз. Бу тенгликлардан кетма-кет Ь0, Ьх, 
,  . . , Ь„ ларни топамиз:

Ь о =  а0,
Ь\ =  а, +  Ь0\, 
Ь2 =  а2-\- Ь£,

Ь п =  а п +  Ь п -1

(2 .2)

'Қўлда ёки клавишли машинада ҳисобланганда (2 .2 ) тенгликларни 
.{қуйидаги

0/\ —1 ^ п
ь,\ ь^ ь,1 . . .  ьп- 21 ьп- 1 1

Ь0 Ьх Ь2 Ь3 . . . Ьп-\ ьп =  Р п(1)

схема шаклқца жойлаштириш маъқулдир, бу ерда Ь0 =  а0 бўлиб, 
охирги қаторда бошқа сонларнинг ҳар бири унинг устида турган 
иккита соннинг йигиндисига тенг. Келтирилган схема Горнер 
схемаси деб аталади, у Горнер томонидан 1819 й. эълон қилинган 
эди. Агар биз (2.1) тенгликда х =  1 деб олсак,' ҳисоблашнинг 
'тўғри ёки нотўғрилигини текшириш имконини берадиган

ао +  «! +  - . .  +  ап =  Ьп +  (1 — £)(й0 +  Ьх +  . . . +  Ьп- 1)

муносабатга зга бўламиз. Агар фақат Ьп =  Рп(1) ни ҳисоблаш та- 
лаб қилинса, у ҳолда Горнер схемасини қуйидагича

Р«Ш =  (• • .{(а0Ъ +  а\)\  +  а2) +  • • ■ +  ап-\)% +  ап (2.3)

ёзиб оламиз. Бу усул кўпҳад қийматини ҳисоблаш учун ҳақигқа- 
тан ҳам эффектив усулдир. Чунки (2.3) формула ёрдамида Рп(1) 
ни ҳисоблаётганда биз фақат п марта кўпайтириш амалини бажа- 
,рамиз. Оддий йўл билан ҳисоблаганда эса £2, I3, . . .  даража- 
•ларни ҳисоблаш учун п — 1 марта кўпайтириш амалини ва а 0| л, 
й , I"--1, . . .  , ап-\  |  кўпайтмаларни ҳосил қилаётганда яна п та кў- 
пайтириш амалини, ҳаммаси бўлиб 2 п — 1 та кўпайтириш амалини 

•бажаришга тўғри келар эди.

.М и с о л. Қуйидаги
Р \х )  =  2л:4 — 5х3 — З х + 1
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кўпҳаднинг х — 1,5 нуқтадаги қийматини ҳисоблаймиз:
2 — 5 0 3 1 11,5

3 —3 —4,5 —2,25 |—  .
2 - 2 —3 —1,5 —1,25

Демак, Р4(1,5) =  — 1,25.

Кўпҳад ҳосилалариаинг қийматини ҳисоблаш, Энди Р„(х^ 
кўпҳад ҳосилаларининг х  =  Енуқтадаги қийматларини топиш ма~ 
саласини кўриб чиқайлик.

Агар Рп(х) ни (х — £) га бўлинганда ҳосил бўлган бўлинмани,
Рп-х(х) =  Ьи<-0)хп- 1 +  Ьх<°'>хп~2 +  . . . +  Ь<°1Х

орқали белгилаб олсак, у ҳолда
Рп(х) =  ( х -  1)Рп-1(х) +  М°) . (2.4>

тенглик келио чиқади. Рп-\(х)  ни (х — £) га бўлинганда ҳосше 
бўлган бўлинмани

Рп-2(х) =  Ь^Кх11-'2 +  ь\11хп~3 +  . . . +  60>2

десак,
Рп-г(х) =  (х Ь)Рп-ч(х) +  Ь11̂

тенгликка эга бўламиз ва ҳ. к. ( / '+  1 ) - қадамда Ая_ ;(х) ни (х —  
— с) га бўлинганда ҳосил бўлган бўлинмани

= й (/>^-/-1 + ЬО<Х->-2 +  • • . +  £<(!;_!
деб белгилаб, .

Рп -  , { Х )  =  (X -  ?.) (X) +  Ь<рч  (2.5)::

тенгликни ёзамиз. Натижада

РП(Х), Рп-\(Х), Р„—’:(х), . . . , Р,(Г), Р0(Х)
кўпҳадлар кетма-кетлигини ва кўпҳадларнннг коэффициентлариданг 
тузилган

а0 а,\ . ,. . ап- 2 0,11—1 а„
ьТ  . А(0). • Ря-2 А(0)Оп-1 /+ )

Ь Р ь[1 ) . . />(1). Оп-2 и( 1)

Ь{02) .
/.(2). • Оп-2 (2.6)

ьЬп- 1)ь\п- 1)
Ь{0п)

учбурчак матрицани ҳосил қиламиз. Агар (I =  0, п) де:.:'
олсак, у ҳолда Горнер схемасини кетма-кет қўллаб, қуйидаги

Ь Ц ^ Ь р - 1), ц п ^ ь и - к  +  ь ^ г ,  (2.7)-
(/ =  1 , п —],  к =  0, п),
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рекуррент фчрмулаларни ҳосил қиламиз. Энди (2.4) айниятни ҳам- 
да (2.5) айниятии у == 1, 2, , п — 1 учун ёзиб, кейингиларини
олдиигиларига олиб бориб қўйиб,

Р п(х) =  ь <°> +  Ь<+(х - ? ) + . . . +  ЬМ(х -  ЪУ (2.8)

га эга бўламиз. (2.8) тенгликдан ва Тейлор қаторидаги ёйилма- 
нинг яғоналигидан

Рп® : Й<°>, —/I ’ ц 11—1 ’ л! и 0 (2.9)

чи ҳосил қиламнз. Шундай қилиб, Рп(х) кўпҳад ҳосилалариьинг 
I нуқтадаги қийматларини то1 иш учун биз (2.7) рекуррент форму- 
лалардан фойдаланиб (2 .6) учбурчак матрицани тузишимиз керак.

М и с о л. Қуйпдаги
Р , ( х )  =  2х <  —  5 х 3 +  З х  +  1

кўпҳад ва унипг ҳосила :арипппг х  — 1,5 нуцтадаги қийматпнп топамиз. Бу- 
нинг учун (2.6) матрицани тугамиз:

2 —5 0 3 1
2 —2 —3 —1,5 —1,25
2 1 — 1,5 —3,75
2 4 4,5
2 7
2

(2.9) формулатар :ап эса ҳосилагарнинг қийматларини топамиз:
Р,( 1,5) =  — 1,25; Р'(1,5) =  — 3,75; /+ 1 ,5 ) =  21-4,5 =  9; Р"  (1,5) =  31- 7 =  424 4 ‘ 4
Р [у( 1,5) =  2-4! = 43.

Кўпҳадни квадратик учҳадга бўлгандаги бўлинма ва цол- 
диҳни топиш. Маълумки, Рп(х) кўпҳадни квадратик х* +  рх  +  
+  <7 учҳадга бўлганда ҳосит бўлган қолдиқ чизиқли функция 
ах-\-Ь  бўлади, лекин қулайлик учун сиз бу чизиқли функцияни 
махсус й„_х(х +  р) +  Ьа формада ёзамиз:

а0х п +  а 1х п“1 + . . . + « „  =  (Ь0х п~2 +  Ъххп~г +  . . . +  6„_2)(х2 +  
+  рх  +  д) +  Ьп-\(х  +  р) +  Ьп. (2.10)

Бу муносабатда х  нинг бир хил даражалари олдидаги коэффици- 
ентларни тенглаштириб,

(а0 — Ь0,
\а-1 =  Ьх+ р Ь 0,
I а2 =  Ь2 +  рЬх +  цЪ0,
| ................................................................... (2.11)
(а„_1 =  Ьп- 1  -\-рЬп - 2  +  дЬп-3,
(а„ =  Ьп +  рЬп- 1 ++'&„_ 2
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тенгликларга эга бўламиз. Бу ердан Ь0, Ьи . . . , Ьп ларни топиш 
учун, қуйидаги рекуррент муносабатлар ҳосил бўлади: .

\Ь0 ■— ®0>
\Ьг — рЬ0,
|й 2 =  а2—рЬ4 — дЬ0,

| Ьп- 1 =  йп-1 рЬп-2 <7Ьп- з,
К  =  ап — рЬп- 1 — цЬп- 2-

( 2 . 12)

Ҳисоблашда осон бўлиши учун биз бу муносабатларни қуйидаги 
схема шаклида ёзишимиз мумкин:

I 
1

-С
> 

З
з 01

О

гТ
 

°

1 
I | 

I

-
 

^
 

го • С п - \

■ — р Ь п - 2 

. — р Ь п -  3

С п

— р Ь п - 1

— д Ь п - 2

ь 0 ь х Ь 2 Ь 3 . . . Ь п - 1 ь п
Бу схемада охирги сатрдаги солллр учта олдинги сатрлардаги 
сонларнинг йигиндисидан иэоратдир. Демт<. (2.12) ёрдамида ёки 
юқоридаги схемадан фойдаланиГ), Ь( (г' =  1 , п) ларни топамиз ва 
натижада бўлинма <Зп_2(х:) =  Ь0х п~2 4- Ь{х п- 3 +  . • • +  Ьп - 2  ва қол- 
диқ г г(х) =  6„_1(эс +  /?) +  бўлади.

3-§. ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШДА ИТЕРАЦИЯ МЕТОДИ

Оддий итерация методи. Биз ҳозир оддий итерация (ёки 
кетма-кет яқинлашиш) методи билан битта сонлн тенглама ми- 
солида танишамиз. Бу методнинг умумий назарияси билам ке- 
йинги параграфда танишиб чиқамиз. Итерация методини қўл- 
лаш учун }(х) = 0 тенглама унга тенг кучли бўлган қуйидаги

х  =  ф (х ) (3.1)
каноник шаклга келтирилган ва нлдизлари ажратилган бўлиши 
керак. (3.1) тенгламанинг илдизи ётган атрофнинг бирор х0 

■нуқтасини изланаётган илдизиинг нолинчи яқинлашиши деб 
оламиз. Навбатдаги яқинлашишигш топиш учун (3.1) нинг ўнг 
томонига х0 ни қўямиз ва ҳосил бўлган ср(л'0) қийматини Х\ би- 
лан белгилаймиз, яъни

Х\ — (Р (+ )•  (3 -2)
Топилган Х\ сонни (3.1) нинг ўнг томонига қўйиб, янги сон х 2=  
=  (Х\) ни ҳосил қиламиз. Бу жараёкни давом эттириб, п- яқин- 
лашиш х п ни (п — 1 )- яқинлашиш хп- \  ёрдамида топамиз:

х„ =  ^(хп- 1) (« =  1, 2, 3, . . .). (3.3)
Бу формула ёрдамида тогшлган сонлар кетма-кетлигининг лимити, 
яъни

Н т х л =  £ (3.4)
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мавжуд ва <р(л) функция узлуксиз бўлса, (3.3) тенгликнинг ҳар 
иккала томонида лимитга ўтиб,

\  =  Нш х п =  Пш с? (х „_0 =  <р (Пш х п) =  <р (£),
П-*оо П-*оо п~+ оо

Я'1 НЦ

|= ф ( 5 )
га  эга бўламиз. Бу тенгликдан кўринадики, £ берилган тенглама- 
зшнг илдизи экан. Демак, бу илдизни (3.3) формула ёрдамида ис- 
талган аниқлик билан ҳисоблаш мумкин. (3.4) лимит мавжуд бўл- 
тан ҳолда итерация жараёни яқинлашувш дейилади. Лекин Ншд:„

П  —*■ оо

■мавжуд бўлмаслиги ҳам мумкин, бундай ҳолда оддий итерация 
усули мақсадга мувофиқ бўлмайди.

Итерация методи содда геометрик маънога эга. Буни тушуниш 
у ч у н у  =  ф (х) ва у — х  функцияларнинг графикларини чизамиз. 
Бу графикларнинг кесишган М нуқтасининг абсциссаси (3.1) тенг- 

■ламгнинг х =  1 илдизидир.
Фараз қилайлик, л:0 нолинчи яқинлашиш бўлсин, у вақтда 

Л 0(л:0, <р (д:0)) нуқта у =  ф(л:) эгри чизиқда ётади (6- чизма) Бу 
■иуқтадан горизонтал (ох ўқига параллел) чизиқ ўтказамиз. Бу чи- 
зиқ у = х  биссектрисани Д,(<р(л:()), <р (л0)) нуқтада кесади. ф (л:0) 
ии х х билан белгилаб олсак, Вх нуқтанинг координаталари (хи х х) 
кўринишга эга бўлади. Вх нуқта орқали оу ўққа параллел тўғри 
чизиқ ўтказсак, у у == <? (х) эгри чизиқни А х(хх, <р(л:,)) нуқтада 
кесади. Бу жараённи давом эттириб, у =  х  биссектрисада ётган 
В.2(х2, х 2) (бу ерда х 2 =  <?(хх)), сўнг у =  <р(х) эгри чизиқ 
устида А 2(х2, ф (м )) нуқтага эга бўламиз ва ҳ. к. Агар итерация 
жараёни яқинлашса, у вақтда А0, Ах, . . . , А п, . . . нуқталар 
«злаиаётган М  нуқтага яқинлашади. А0, Ах, Аг, . . . нуқталарнинг 
-х0, хх, х 2, . . .  абсциссалари \  га, яъни (3.1) тенгламанинг илди- 
зига яқинлашади, Шундай қилиб, итерация методининг геометрик 
адаъноси қуйидагидан иборат: у =  ф (х) эгри чизиқ билан коорди- 
наталар бурчаги биссектрисасининг кесишиш нуқтасига синиқ чи- 
зиқ бўйлаб ҳаракат қиламиз, синиқ чизиқнинг учлари навбат би-

6-чизма, 7-чизма,
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5 /

8-чизма, 9-чизма.

лан эгри чизиқ ва биссехтриса устида ётади, томонлари эса нав- 
бат билан горизонтал ва вертикал йўналган бўлади. Агар эгр® 
чизиқ ва биссектриса 6- чизмадагидек жойлашган бўлса, у вақт- 
да синиқ чизиқ зинапояни эслатади. Агар эгри чизиқ ва биссек- 
триса 7- чизмадагидек бўлса, унда синиқ чизиқ спирални эс~ 
латади. ,

Итерацион жараён узоқлашиши ҳам мумкин. Бунинг гео- 
метрик маъноси шундан иборатки, зинапоянинг поғоналари (ёкиг 
спиралнинг бўғинлари) борган сари катталашади, шунинг учун: 
ҳам Ао, Аи А2, ... нуқталар М га яқинлашмайди, балки узоқла- 
шади (8—9-чизмалар).

Модомики, итерация жараёни ҳар доим яқинлашавермас 
экан, демак, бу жараён яқинлашиши учун қандай шартлар 
бажарилиши кераклигини аниқлаш катта аҳамиятга эга. Бу  
шартлар ушбу теоремада кўрсатилади.

1-теорема. Фараз қилайлик, у(х)  функция ва дастлабки; 
яқинлашиш Хо қуйидаги шартларни қаноатлантирсин:-

1 ) ф(Х) функция _

\х — х 0| < 8  (3.5)
оралиқда аниқланган бўлиб, бу оралиқдан олинган ихтиёрий ик- 
кита х  ва у нуқталар учун <р(х) Липшиц шартини қаноатлантир- 
сив:

|®(х) — ф ( у ) | < 9 |х  — у\ (0 <  <7 <  1); (3.6)
2) қуйидаги тенгсизликлар бажарилсин:

Хо — ? (*о)1 <  'П, т3— (3. 7>

У ҳолда (3.1) тенглама (3.5) оралиқда ягона 1 илдизга эга бўлиб». 
{хп} кетма-кетлик бу ечимга интилади ва интилиш тезлиги

\х п ~  Ц <  ^  Чп (3 .8 )

тенгсизлик билан аииқланади.

3 $
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Исбот. Аввал индукция методини қўллаб, ихтиёрий п учун  
х„ ни қуриш мумкинлигини, хп нинг (3.5) оралиқда ётишлиги ва

\хп+х — хп\ <  7]<уя (3 .9)

тенгсизликнинг бажарилишини кўрсатамиз.
Агар п =  0 бўлса, х х =  с?(х0) бўлгани учун (3.9) тенгсизлик

(3.7) дан келиб чиқади.
Бундан ташқари, у\ <  <  8 бўлгани учун \хх — лг0| <  8 тенг-

сизлик бажарилиб, х г (3.5) оралиқда ётади. Энди фараз қилайлик, 
х и х 2, . . . , х п лар қурилган бўлиб, улар (3.5) оралиқда ётсин 
ва

\Хк+1 — хк\ <  7]<76 {к =  0, 1, . . . , п — 1)
тенгсизликлар бажарилсин. Индукция шартига кўра х п (3.5) да 
ётади, ср (л:) (3.5) да аниқланган, шунинг учун ҳам хп + 1  =  <р (х п) 
ни қуриш мумкин. Теореманинг 1-шартидан

\хп + 1  — х п\ =  |<р (хп) — ср (* „ -1)| <  д\хя — Хп- 1 \
келиб чиқади. Лекин х п - 1  ва хп учун индукция шартига кўра 
\хп — хп- Х\<  эд" - 1 ўринли, демак, |х„+1 — х п\ < т )9л. Бу эса х п + 1  

ва хп учун (3.9) тенгсизликнинг бажарилишини кўрсатади. Ниҳоят,
|^п+1 — Хй\ <  \хп + 1  — Хп\ +  \ХП — Хп-\\ +  . . . +  |+  — Х(\ <

<  'ЧЯя +  . . . +  ■»1 =  7] .1~ ? п+1 <  — <  8
1 —ч 1—Ч

муносабатлар х п+\ нинг (3.5) оралиқда ётишини кўрсатади. Шу 
билан исбот қилиниши талаб этилган мулоҳаза тасдиқланди.

Энди {хп} нинг фундаментал кетма-кетлик ташкил этишини кўр- 
сатамиз. (3.9) тенгсизликка кўра ихтийрий р  натурал сон учун

\хп+р — хл\ <  |хп+р — хп\ +  . . . +  \х„ + 1 — хп\ <
<  7] дп+Р~1 +  . . . +  т) <  —— <7"

1—?
ёки

\хп+р- х п\ < - ± д " .  (3.10)
1—?

Бу тенгсизликнинг ўнг томони р  га боғлиқ бўлмаганлиги ва 0 <  
< < 7<  1 бўлганидан {х„} кетма-кетликнинг фундаменталлиги ва 
унинг лимити |=Н ш  хп мавжудлиги келиб чиқади. {хп} кетма-кет-

П-УОО >
лик (3.5) оралиқда ётгани учун I ҳам шу оралиқда ётади. (3 .6) 
шартдан ® (х) нинг узлуксизлиги келиб чиқади, шунинг учун ҳам 
х п + 1  =  9 (х„) тенгликда лимитга ўтиб, |  (3.1) тенгламанинг илди- 
зи эканини исбот қиламиз.

Энди I илдизнинг (3.5) оралиқда ягоналигини исботлаймиз. Фа- 

раз қилайлик, |  (3.1) тенгламанинг (3.5) оралиқдаги бошқа бирор 
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илдизи бўлсин, 
га кўра

ё, эканини кўрсатамиз. Ҳақиқатан ҳам, (3.6)

-  <р (1)1 < ? |  1— 1\,

0 < ? <  1 бўлгани учун бу мунссабат фақат I =  £ бўлгандагняа 
бажарилади.

Яқинлашиш тезлигини кўрсатувчи (3.8) тенгсизликни келтириб 
чиқариш учуч (3.10) тенгсизликда р оо лимитга ўтиш кифоя- 
дир. Теорема исбот бўлди.

Изоҳ. Одатда, итерация методипи қўллаётганда иккита х п _ ,  ва х п кет- 
ма-кет яқинлашишлар берилган аниқлик билан устма уст тушса, шу аниқлик 
билан Ч ^ х п деб олинади Умуман олгапда, бу фикр нотў^ридир Масалан, 
х  — 0,999л: тенглама!!и ьарайлик. Бу ерда ср (де) =  0.999лг, </= 0,999. Даст- 
лабки яқинлашиш ха ни 1 га тенг деб олиб, бу тенгламани итерация метс ди 
билан ечамиз. У ҳолда х, — 0,999 ва х п — х ,  =  0,001 бўлади, бу тенгламанинг 
аниқ илдизи £ =  0 эса х,  дан 0,999 га фарқ қилади.

Юқорида айтилган фикрни ([акат | у'(х)\ <  <7 бўлиб, д бирдан анча кичик
бўлгандагина қўллаш мумкин. Бунинг тўғрилигини <7 < _1_

2
бўлганда қуйида-

гича кўрсатиш мумкин. Бунинг учун / ( х )  =  х  — <р (х) деб оламиз, у ҳолда 
/(£ ) =  0 ва / ' (х )  — 1 — <р'(х) > 1  — </ бўлади. Шунинг учун ҳам

\хп — Ч ( х п)\ =  \/ (х п ) — / ( ^ 1 ~  \х п — £\ [/'(6я)1 >  (1 — я ) \ х п ~ ~  £|
$ (х п> £))>

демак

\хп ^ ^
\х п Ч (х п)  1

1 —Ч
ва (3.6) га к^ра

I Х п — ср ( х п)\ =  |<р ( х п _ , )  — ( х п)\ < д \ х п —  Х п _ гу

Бу тенгсизликлардан эса
. Я

ҳосил бўлади. Агар, хусусий ҳолда, <7 < -̂ - Деб олсак,

|ь х п\ <  \хп х п_,\ -
бўлади, яъни бу ҳолда \ х п — х п _ , \ < ь  дан |£ — х п | <  е келиб чиқади. 

М и с о л. Итерация усули билан
/ ( х )  =  х* — 80х +  32 =  0 (3.11

тенгламанинг мусбат илдизлари 5 та ишончли ракам билан топилсин.
Е ч и ш. Штурм методиии кўлла'\ бу тенгламанинг мусбат илдизлари 

ва Чч ларнинг мос равишда (0; 0,5) ва (8,5; 9) оралиқларла ётишини кўрамиз. 
Итерация методини қўллаш учуи (3.11) тепгламани каноник кўринишда ёзиш 
керак. Буни кўп усуллар билан бажариш мумкин. Лекин ҳар доим ҳам каио- 
ник кўринишдаги у ( х )  функция георема шартини камоаглантиравермайди. 
(3.11) тенгламаки унга эквивалент бўлгак, масалан, қуйидаги уч хил кўри- 
нишда ёзиш мумкин:

х  = х 3 — 79х +  32 = (р/л:) (3.12)
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®ки
*з+ Э 2

еки

* = ў  80* — 32 г  <Рз(аг).

(3.13)

(3.14)

Ҳар иккала илдиз атрофида ҳам чч(х) лар ҳосилага эга бўлгани учун тео- 
ремадаги (3.6) шартни | <р/(л:)| <  <? < 1 шарт билан алмаштириш мумкин. Эн- 
ди <рг(х) ларнинг қайси бири теорема шартини қаноатлантиришини кўрайлик, 
<р,'(х) =  За:3 — 79 бўлгани учун ҳар иккала илдиз атрофида ҳам \у 1 (х)\ > 1, 
демак (3.12) тенглама учун итерация жараёни уЗоқлашади. Энди (3.13) тенг-
дамани текширайлик, <р'2(л:)= 5^!. Бундан (0; 0.5) сралиқда |<р'2(л:)| <  ~ г  =

о 0  о2  0

«=<7 < эканлигини кўрамиз, яъни ни топиш учун (3.13) тенгламага ите-

рация методини қўллаш мумкин. Дастлабки яқинлашишни х 0 = 0,5 Деб олиб, 
кейинги тўртта яқинлашишни ҳисоблаймиз:

Х\
(0,5)3 +  32 

! 80
0,4015625; лг2 =  0,4008094; лг3 =  0,40080487;

л:4 =  0,40080483.
Демак, 5 та ишончли рақами билан ^  =  0,40080 деб олишимиз мумкин.

Табиийки, (3.13) тенгламада иккинчи илдизни ҳам итерация методи би- 
лан топишга ҳаракат қиламиз. Лекин бу мумкин эмас, чуики (8,5; 9) оралиқ 
учун \<?2 '(х)\ < д < 1 шарт бажарилмайди. Шунииг учун ҳам (3.14) тенгламани 
текшириб кўрайлик:

<Рз'(*) =
_____ 80_____
3^(80* — 32)2

Бундан кўрамизки, (8,5; 9) оралиқда |<р'(л")|< — < —, шу сабабли (3.14)
тенгламадан ни топишимиз мумкин.

Нолинчи яқинлашишни х 0 = 9 деб оламиз, кейинги яқинлашишлар 2-жад- 
валда келтирилган. Демак, 5 та ишончли раками билан олинган қиймат =  
=  8,7371 га тенг бўлади.

2- жадвал
1

п хп

0 9
1 8,828
0 8,7688
3 8,7483
4 8,7412
5 8,7386
6 8,7376
7 '8,7373
8 8,7372
9 8,7371
10 8,7371
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Итерация методи яқинлаши- у 
шини тезлаштиришнинг бир усу- 
ли ҳақида. Итерация методининг 
яқинлашиши ёки узоқлашиши \  
илдизнинг кичик атрофида ф'(Х) 
ҳосиланинг қийматига боғлиқ 
эканлигини юқорида кўрган эдик.
Лекин Ж. X. Вегстейн 1958 йил-
да итерация методини шундай ________
ўзгартиришни таклиф қилган эди- 0 хп+< $ 2п 
ки, буни қўллаганда ср'(Х) нинг
қиймати ҳар қандай бўлганда 10-чизма,
ҳам итерация жараёни яқинлаша-
ди. Мабодо |ср/ ('д :) |< 1  тенгсизлик бажарилса, у вақтда оддий 
итерация жараёнига нисбатан Вегстейн жараёни тезроқ яқин- 
лашади. .

Вегстейн усули

\ я /

в /  1 >4,/  1
\с!______ 1 X

л: =  ф (х) (3.15)
формуладан топилган х п + 1  ни

г п + 1  =  <?2 „ +  (1 — ч)хп + 1  (3.16)
формула ёрдамида г п + 1  билан алмаштиришдан иборат бўлиб, бун- 
да <7 — керакли равишда танлаб олинган миқдордир. <7 нинг қийма- 
тини аниқлаш учун 10- чизмадан фойдаланамиз.

Фараз қилайлик, хп+г (3.15) формула ёрдамида г п орқали топил- 
ган бўлсин, яъни хп+\ =  + (гп). У вақтда А ва В нуқталарнинг 
координаталари мос равишда (гп, ф (гп)) ва (хп+и *п+1) бўлади. 
Бундай ҳолда г п+: учун энг қулай қиймат М нуқтанинг абсцис- 
сасидир. Уни топиш учун АВ кесма устида С (гп+и хп+1) нуқта- 
ни оламиз. Энди (3.16) нинг ҳар иккала томонига — дгп — (1 — 
— д)гп + 1  ни қўшиб,

Я {Ап ^я+ 1) (1 ?)(^п+ 1 •Я-я+с) (3.17)
ни ҳосил қиламиз. Чизмадан фойдаланиб, (3.17) ни

? Л С = - ( 1 - ? ) Я С  (3.18)
кўринишида ёзишимиз ва

В С ^ М С ^ - А С - ч ' ( х п), (<?'(хп) < 0 )  (3.19)

тенгдикларнинг ўринли эканлигини кўришимиз мумкин, бу ерда 

х п + 1  <  х п<  г п.

Я нинг тақрибий қийматини топиш учун <р '(хп) ни 
равишда қуйидагича алмаштирамиз:

 ̂ ~  &П-0 хп+X -  хп
т \ х п ) —=  ̂  ̂ 7  777 *гп-1 хп гп-Х

(3.18) — (3.20) лардан

тақрибий

(3.20)
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'Ч
\ - ч

вс
АС - ¥ ( х п) х п+1 х п 

гп ~  гп-1
ни ҳосил қиламиз ва д нинг тақрибий қийматини топамиз:

'п+1
1я+1 — х п +  гп-

п
ч

(3.16) ва (3.21) формулалардан кўрамизки,

(3.21)

2’я+1 — ^л+1
(•*л+1 х п)(х п + 1 г п) 
хп+ 1  гп +  гп — 1 х п

(3.22)

Бу формула х п+\ ўрнида ишлатиладиган г п+х нинг қийматини бе- 
ради. Вегстейн усулини амалда қўллаш учун илдизнинг нолинчи 
яқинлашиши х 0 га бир марта оддий итерацияни қўллаш керак. 
Бу биринчи қадамдан сўнгд :„+1 ни топиш учун эса (3.15) форму- 
лани хп+1 =  ф (гл) кўринишда қўллаймиз. Биз бу ерда бу жараён- 
нинг оддий итерация жараёнига нисбатан тезроқ яқинлашишики 
қатъий равишда асослаб ўтирмасдан мисол келтириш билан чегара- 
ланамиз.

М и с о л . Ушбу
/ (х )  — х 3 х  — 1000 =  0

теигламанинг энг катта мусбат илдизи Ш~ 10 аниклик билан топилсин. Из- 
ланаётган илдязнинг нолинчи яқинлашиши сифатида + 0= 1 0  ни олишимиз 
мумкин. Бу тенгламани

х =  1000 — х 3 (3 23)
кУринишда ёзиб оламиз. Бу ҳолда у'(х) = — Зх1* ва <р'(10) =  — 300 булади; 
Демак, (3.23) тенгламага оддий итерацияни қўллаб бўлмайди. Бу тенгламанннг 
ечимини Вегстейн усули билан топилган кетма-кет яқинлашишлари Ю-10  
аниқлик билан 3- жадвалда келтирилган.

3- жадвал

п хп 4-1 “  ? ( гп ) гп хп +1 ”  т (хп )

0 10 *10 10
1 0 *0 0
2 1000 9,9 — 1000
3 29,7 10,1 —999000
4 —30,3010 9,9658 —9/8.1018
5 10,2310 9,966655 •'
6 9,97016 9,66667791
7 9,966666 9,966666790
8 9,4666667906 9,96666679061
9 9,9666667906 9,96666679061

Бу жадвалпинг учинчи устуиида (3.22) формула ёрдамида топилган г лар 
келтирилгап, охиргп усгун эса оддий итерация усулининг узоқлашишини. 
кўрсатиш учун келтирилган. Юлдузча билан белгиланган қийматлар иккинчи 
устундаги мос қийматлар билан устма-уст тушади, чунки Вегстейн усулини 
қўллаш учун п > 2 бўлиши керак, ”
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Ҳисоблаш хатосининг итерацион жараённинг яқинлаши* 
шига таъсири. Биз олдинги пунктларда итерацион жараённинР 
идеал моделини кўриб чиққан эдик. Бу моделда {.*;„} кетма-кетлик- 
нинг барча элементлари абсолют аниқ ҳисобланган деб фараз қи- 
линган эди. Аслида эса қўлда ҳисобланаётганда ҳам, машинада 
ҳисобланаётганда ҳам, биз амалларни чекли мнқдордаги рақамлар 
устида бажарамиз. Бунинг натижасида, яъни яхлитлаш ҳисобидан, 
ҳисоблаш хатоси келиб чиқади. Итерациянинг биринчи қадами-

да х г =  ф(х 0) ўрнига унга яқинроқ бўлган х х ни ҳосил қиламиз.

Бу ерда х г — л:0 =  70 ҳисоблаш хатоси ҳосил бўлади. Иккинчи қа- 
дамда эса хато икки сабабга кўра ҳосил бўлади: биринчидан

Ф(х) функцияда х { ўрнига х { қўйилади, иккинчидан ф(яҳ) яхлит-

лаш хатоси билан ҳисобланади. Демак, топилган х 2 қиймат фақат

тақрибий равишда ф(х4) га тенг: X; =  ф(х 1) ~Ь Ть Т1—Ҳисоблаш ха- 
тосидир.

Шундай қилиб, итерация методини қўллаётганда х п+1 =  Ц>(хп} 
(п =  0 , 1 , 2 . . . .) кетма-кетлик ўрнига

Хп+ 1  =  (р(хп) +  т«, (« =  0, 1, 2, . . .)

кетма-кетликка эга бўламиз, бу ерда у,, — ҳисоблаш хатоси.
Юқорида исбот қилинган теореманинг хулосаси {х,,} кетма- 

кетликка тааллуқли бўлгани учун, агар.биз қўшимча шарт қўйма-

сак, бу хулоса {хп} кетма-кетлик учун ўринли бўлмайди, ҳатто бу  
кетма-кетлик |  илдизга яқинлашмаслиги ҳам мумкин. Шунинг учун 
қуйидаги теоремани исбот қиламиз.

2- теорема. Фараз қилайлик, ф( л:) дастлабки яқинлашиш х 0 ва

х п+1 =  ч(хп) +  т„, Х0= х 0, п =  0, 1, 2, . . .  (3.24)

тенгликлар билан аниқланган {хп} кетма-кетлик қуйидаги шартлар- 
ни қаноатлантирсин:

1 ) ф (гс) функция

\х — х 0\ <  5 (3.25)

оралиқда аниқланган бўлиб, бу оралиқдан олинган ихтиёрий икки- 
та х  ва у нуқталар учун

|Ф(х) — ф(у)| <  д\х — у\ (0 < < 7 <  1) (3.26)

тенгсизликни қаноатлантирсин;
2 ) сонлар учун '

] Т п К т ^ .  ( 0 < ^ ^ 1 ) ,  л = 0 ,  1, 2 ,  . . .  (3.27)

4Э
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тенгсизликлар ўринли бўлсин;
3) қуйидаги

' |х 0 -  ф(х0)| (З-28)

тенгсизликлар бажарилсин. У ҳолда
1) д: =» ф(д:) тенглама (3.25) оралиқда ягона |  ечимга эга,

: 2 ) агар 0 < ^ < 1  бўлса, {хп} кетма-кетлик I га яқинлашади, 
3) агар цх =  1 бўлса, х п миқдорлар

К - £ | < Г = 7 (Т +  ^ л) (3.29)

тенгсизликни қапоатлантиради.
И сбот. Теореманинг биринчи тасдиғи 1 -теоремадан келио чи- 

қади. Қолган тасдиқларни исботлаш учун биз
^ т

\хт — т 2 <7т _ '? 1/_1 (т =  1, 2, . . .) (3.30)

тенгсизликларнинг ўринли эканлигини кўрсатамиз.
Аввал шуни таъкидлаб ўтиш керакки, агар х т (3.30) тенгсиз- 

ликни қаноатлантирса, у (3.25) оралиқда ётади.
Ҳақиқатан қам, (3.30) дан 0 < ^ < 1  ни ҳисобга олиб,

•- /л

\хт ~  Хт I 2  Ят- 1 <  (3.31)
1=1 4

га эга бўламиз. 1 -теоремани исэот қилиш жаразнида

\хт — + 1 < т 4 +  (3-32)

ни келтириб чиқарган эдик. Кейин бу тенгсизликлардан ва (3.28) 
дан .

\хт — х 0\ <  \хт — х т\ +  \хт — х 0\ <  уЭ—  +  8

келиб чиқади.
Энди биз (3.30) тенгсизликни исбот қилишга ўтамиз, бунинг 

учун математик индукция методини қўллаймиз. (3.24) ва (3.27) 
дан п — 0 бўлганда

( + — + |  =  |Т о !< Т  •

келиб чиқади, бу эса (3.30) нинг т =  1 бўлганда ўринли эканли- 
гини кўрсатади, Энди фараз қилайлик, (3.30) т =  п бўлганда 
ўринли бўлсин, унинг т =  п +  1 бўлганда ҳам ўринли бўлишини 
кўрсатамиз. (3.24) дан д:„+1 =  ц>(хп) ни айириб,

Хп+1 —  Хп + 1  =  <р(х„) — <р(х„) +
•46
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пи ҳосил қиламиз. х п ва х п лар (3.25) оралиқда ётади, шунинғ 
учун ҳам (3.26), (3.27) ва (3.30) тенгсизликларда т =  п деб  
олиб,

\хп + 1 — Хп+х\ < | ?(£„) — ф(х„)| + | т п| < ? К  — ^ Л| +  ТГ9"<-

: т ? 2  <г
1=1

,п—1 /у1—1 41
п+1

+  т я1 =  т 2  чп+1~1 ч\~1
■ (=1

п

ии ҳосил қиламиз.
Демак, (3.30) т — п +  1 учун тўғри экан. Энди теореманинг

2),3)- тасдиқларини исбот қиламиз. (3.8) ва (3.30) тенгсизликлар- 
га кўра

К - | | < | х „ - х „ |  +  |х п- | | ^ т | 1 ^ - Ч { - 1+  (3.33)

Агар 0  <  <5т <  1 бўлса, у ҳолда п ->  оо да

2  Яп~1 Я[~х <  п (т а х  (Я, Я1 ) I"-1 -> о  
1=1

бўлгани учун, (3.33) дан

Пт х п — I
П-+00 .

келиб чиқади. Агар ^  =  1 бўлса, (3.33) дан (3.29) келиб чиқади. 
Шу билан теорема исбот бўлди.

Изоҳ. 1) сонларни итерация методииинг (л+1)-қадамидаги яхлитлаш 
хатоси деб қараш мумкин.

2- теоремадан ҳп чексиз камаювчи геометрик прогрессиядек нолга ин- 
тилгандагина+„ нинг $ илдизга яқинлашиши келиб чиқади. Агар Ц„| < х  
бўлса, бу теорема фақатД„ билан £ орасидаги айирманинг баҳосини бе- 
ради.

2) 1  =  0 бўлганда биз итерация методининг идеал ҳолига келамиз. Уму- 
ман олганда, яқинлашиш ҳақидаги теоремаларни 2- теоремадек таърифлаш 
керак эди. Лекин шунга қарамасдан бундан кейин биз фақат идеал ҳолни 
кўриб чиқамиз.

4- §. ҚИСҚАРТИРИБ АКС ЭТТИРИШ ПРИНЦИПИ. ИТЕРАЦИЯ МЕТОДИНИНГ 
' УМУМИЙ НАЗАРИЯСИ ҲАҚИДА ТУШУНЧА

Метрик фазо ҳақида тушунча. Фараз қилайлик, X ихти- 
ёрий элементларнинг тўплами бўлсин. Агар X дан олинган ихти- 
ёрий иккита х  ва у элементлар учун шундай р(х, у) функция 
мавжуд бўлиб, у қуйидаги шартларни (метрик аксиомаларни) қа- 
ноатлантирса, у ҳолда X тўплам метрик фазони ташкил этади 
дейилади:

1 ) р (х, у) > 0  ва р (х, у) =  0 муносабат х  =  у бўлгаьдагина
бажарилади, .

2 ) р (х, у) =  р(у, х)  (симметриклик аксиомаси),
3) р (х, у) <  р(а , г)  +  р(г, у) (учбурчак аксиомаси).
р(х, у) функцияни эса метрика (ёки х  ва у элементлар ораси-
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даги масофа) дейилади. Метрик фазонинг элементлари одатда унинг 
нуқталари дейилади. X тўпламда масофани ҳар хил усуллар билан 
киритиш мумкин, у ҳолда X ҳар хил метрик фазоларни ҳосил қи- 
лади.

Фараз қилайлик, X п ўлчовли х  =  (лҳ, х 2, . . .  , х п) векторлар 
тўплами бўлсин. Бу тўпламда биз уч хил масофа киритамиз.

1 . Кубик ёки т  масоф а. Бу қуйидаги
Рт(х, У) =  гпах \хк — у,| (4.1)

1 <£<л
тенглик билан аниқланади. 1 - ва 2- аксиомаларнинг бажарилиши 
ўз-ўзидан равшан. Учинчи аксиома эса қуйидагича текширилади:

?т(х, У) =  шах |+  — у,| =  шах |(х£ — г ь) +  (г, -  у {)I
I I

<  та х ( \хI — г {\ +  \г, — у , | ) < т а х  \х, — + | +
I I
+  тах  |+  — у *1 =  рт(х, г ) + р ,и(г, у).

2. Октаэдрик ёки 8 масофа. Бу қуйидаги
П

Р*(Х, У) =  У  1м-У«| (4.2)

тенглик билан аниқланади. Бу ерда ҳам учинчи аксиоманинг ба- 
жарилишини текшнрамиз:

Р*(х < У) =  2  1М ~  У<| = 2  I (XI -  +) + (г, -  у,) | ̂
1=1 1 = 1

п п
<  2  1*1 “  г ‘\ +  2  — у<1 =  Р*(х,г) +  Р4(г ,у ).

/=1 1=1
3. Сферик ёдЧИ /  масофа. Бу масофа қуйидаги

Р 1(Х, У) = 2(*<~У<)а
1 —  1

(4.3)

тенглик билан аниқланади. Бу ерда учинчи аксиомани текширишда 
Коши-Буняковский тенгсизлиги

2  а1Ь1
1=1

2 «?1=1 2  ь \
1=1

/2

дан фойдаланамиз:

р](х, У) =  2  ( X I  -  У*)2 =  2  ( ( X I  — + )  +  (+  — у 4) ]2 =
1 =  1

2  (х{ -  + ) 3 +  2 2  (X, -  + )  (г{ —у,) +  2  ( +  - У / ) 2
1=] 1=1

< Р % х ,  г )  +  2?1{х, г)  рДг, у) +  р?(г, у) =  [рДх, г) + рДг, у) ]2 

яъни
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X тўпламда бу метрикалар ёрдамида киритилган фазолар ўзаро 
фарқли метрик фазолардир.

т метрика билан аниқланган фазо одатда тп орқали белгила- 
нади. Учинчи метрика билан аниқланган фазо п ўлчовли Евклид 
фазосидир. •.

X метрик фазонинг
р(х, х 0) <  8

шартни қаноатлантирадиган нуқталарининг тўплами маркази х0 да̂  
ва радиуси 8 га тенг бўлган ёпақ шар дейилади.

Бирор метрик фазодаги шар бошқа фазода тамоман бошқа фи- 
гурани ташкил этади. Масалан, тп фазодаги

Рт(х, х 0) <  8

шар п ўлчовли Евклид фазосида маркази х 0 =  (х[0), х р ,  . .  . , х ^ ) ,  
нуқтадаги п ўлчовли кубдан иборатдир. Худди шунга ўхшаш

Р,(х, х 0) <  8

шар эса маркази х 0 нуқтадаги октаэдрдан иборатдир.
Бизга кейинчалик учбурчак тенгсизлигининг қуйидаги натижа- 

си керак бўлади. Ихтиёрий х , у, г, а £ Х  нуқталар учун

|р(< У )— Р(г, « ) |< р (М  г ) + р ( у ,  а) (4.4>

тенгсизлик ўринли. Ҳақиқатан ҳам, учбурчак тенгсизлигига кўра 
Р(х, у) <  р(х, г) +  р(г, у ) < р ( х ,  г) +  р(г, и) +  р(и, у) (4.5)

тенгсизликларни ёзишимиз мумкин.
Бундан

Р(х, У) — Р(г, и) < р (х ,  г) +  р(у, и), (4.6)

бу  тенгсизликда х , у лар билан г, и ларнинг мос равишда ўрин- 
ларини алмаштирсак,

р(г, и) — р(х, у) <  р(х, г) +  р(у, и) (4.7)

келиб чиқади. Знди (4.4) тенгсизлик (4.6) ва (4.7) дан келиб чи- 
қади. Масофа метрик фазода табиий равишда яқинлашиш тушун- 
часига олиб келади. X метрик фазода бирор {х„} кетма-кетлик 
берилган бўлсин. Агар п-+ оо да р(х„, х ) - > 0  бўлса, у ҳолда бу  
кетлга-кетлик X фазонинг х  нуқтасига яқинлашади дейилади ва 
х „ - > х  ёки Пш х„ =  х  каби ёзилади. р(х, у) масофа х  ва у эле-

П-+ оо
ментларнинг узлуксиз функцияси, яъни агар х „ - > х  ва у„->-у  
бўлса, у ҳолда:

р(*л, Ул)-»-р(*. у)
эканлигини кўрсатиш қийин эмас. Ҳақиқатан ҳам, (4.4) тен-гсиз* 
ликда г  ва а ни мос разишда х„ ва у„ билан алмаштирсак;

1р (хя, Уп) ~  Р (х, У) I <  Р (хп, х) +  р (у„, у ).
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Бу тенгсизликнинг ўнг томони нолга интилади. Демак,

■ р{хя, Уп)->?(х,  у).
Метрик фазода ҳар бир яқинлашувчи кетма-кетлик биргина лимит 
нуқтага эга бўлиши мумкин. Ҳақиқатан ҳам, хп- > х  ва х п-+у,  
яъни лимит нуқталар иккита х  ва у бўлсин. У ҳолда учбурчак 
тенгсизлигига кўра

0 <  р(х, у) <  р(х, х п) +  р(хп, у).
Бу тенгсизликларнинг ўнг томони п->  оо да нолга интилганлиги 
учун р(х, у) =  0 , яъни Хг=у.

X метрик фазодаги ҳар қандай яқинлашувчи {х п} кетма-кет- 
лик Больцано-Коши аломатини қаноатлантиради. Ҳақиқатан ҳам, 
агар х п- > х , у ҳолда берилган е > 0  учун шундай « 0 =  « 0 (е)
мавжудки, ҳар қандай « > « 0 учун р(хп, х ) < - ^ -  е тенгсизлик 
бажарилади. Бундан / г > я 0 ва т > п 0 учун

Р(*«, Хт) <  р(хп, х) +  р(х, Хт) <  ~  е +  ~  е =  е

бўлади.
Тескариси, умуман айтганда, нотўғридир, чунки шундай мет- 

рик фазолар мавжудки уларда кетма-кетлик учун Больцано-Коши 
белгисининг бажарилишидан бу кетма-кетликнинг шу фазода яқин- 
лашувчи эканлиги келиб чиқмайди. Масалан, рационал сонлар тўп- 
лами /? да масофани р(г,, г2) =  — г2| формула билан киритсак
бу тўплам, равшанки, метрик фазога айланади, аммо бу фазода
|г „  =  [1 +-^-)"} кетма-кетлик рационал сонлар кетма-кетлиги бў- 

либ, рационал сонга яқинлашмайди, чунки Птг„ =  Нт( 1 +  —)”=
П-» 00 п—оо' П'

— е — трансцендент сондир. Шунинг учун ҳам биз қуйидаги 
•таъркфни киритамиз.

Агар X метрик фазода Больцано-Коши аломатини қаноатлан- 
тирувчи ҳар қандай {хп} кетма-кетлик яқинлашувчи бўлса, у 
ҳолда X метрик фазо тўлиқ  дейилади. Тўлиқ метрик фазолар 
учун яқинлашиш ҳақидаги теорема ўринлидир: {хп} кетма-кетлик 
яқинлашувчи бўлиши учун бу кетма-кетлик Больцано-Коши ало- 
матини қаноатлантириши зарур ва етарлидир.

Қисқартириб акс эттириш принципи. Фараз қилайлик, X 
тўлиқ метрик фазо бўлиб, ср(х) эса шу фазода аниқланган опера- 
тор бўлсин. Агар шундай бирдан кичик мусбат сон мавжуд бў- 
либ, ихтиёрий икки х, у £ X элементлар учун

Р(ф(*), Ф(У)) < 9 Р ( х ,  У) (4.8)

тенгсизлик бажарилса, яъни 9 оператор X фазо элементларини 
яқинлаштирса, бу оператор X  фазони ўзига қисқартириб акс 
эттиради дейилади. ,

во

www.ziyouz.com kutubxonasi



Биз энди
х  — ф(х) (4.9)

операторли тенгламани ечиш масаласини кўриб чиқамиз.
1 - теорема. Агар <р(х) оператор ва дастлабки яқинлашиш х 0, 

қуйидаги шартларни қаноатлантирса:

1) р(х, х 0) < 8  (4.10)

шардан олинган ихтиёрий икки х  ва у элемент учун

р(ср(х), ф(у) ) < < 7р(х , у) (0 < < 7 <  1); (4.11)

2) қуйидаги тенгсизликлар ўринли бўлса:

' Р ( ф (х 0), х 0) <  т], <  8, (4.12)

у ҳолда (4.9) тенглама (4.10) шарда ягона £ илдизга эга бўлиб, 
{х„} кетма-кет яқинлашишлар бу ечимга интилади ва интилиш 
тезлиги

' Р( «̂* Г = 7  (4.13)

билан аниқланади. .
Исбот. Аввало {х„} кетма-кетликни қуриш мумкиялигини, 

унинг элементлари (4.10) шарда ётишини ва

• рХ - н , * я)< 'Ф 7л (4.14)

тенгсизлик ўринли эканлигини индукция методи билан кўрсатамиз. 
Шартга кўра х 0 (4.10) шарда ётади ва унда ф(л) аниқланган,. 
шунинг учун х, =  ср(х0) ни қуриш мумкин. Кейин (4.12) дан 
Р(Х\, х 0) —р('?(х0), х 0) <  т) келиб чиқади. Демак, (4.14) тенгсиз- 
лик п =  0 да ўринли экан. Бундан ташқари, (4.12) га кўра.
т) < ^ - з ^ - < 5 ,  демак, лҳ (4.10) шарда ётади. Энди х и х 2, . . , х т 

қурилган, (4.10) шарда ётади ва улар учун

р(х,!+и хк) цк (к =  0, 1, . . .  , п — 1) (4.15)

тенгсизликлар ўринли деб фараз қиламиз. Индукция шартига кўра 
х п (4.10) шарда ётади, ср(х) оператор (4.10) да аниқланган, шу- 
нинг учун ҳам хп+\ =  <р(хл) ни қуриш мумкин. Сўнгра, (4.12) га. 
кўра

р(хп+и х п) < ?  р(хп, х п-х).
Энди (4.15) да к — п — 1 деб олиб, бундан

р Х + 1, х п) <  7!<7Л

ни ҳосил қиламиз. Ниҳоят, х „+1 нинг (4.10) да ётишини кўрса- 
тиш қолди. Бунинг учун р(хп+ 1, х 0) масофага бир неча марта
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учбурчак тенгсизлигини қўллаймиз ва (4.15) дан фойдаланамиз:
Р(Хп+1, Х0) <  р(Х„+Ь Хп) +р(Хп, Хп-\)  +  . . . +  р ( ^ 1 , Х0) <

<■»1̂ "+.'Ч^П-1+' • • • +  Ч <7° <  <  8-
Энди {х„} нинг фундаментал кетма-кетлик ташкил этишлигини 
кўрсатамиз. Ихтиёрий р натурал сон учун (4.14) га кўра

Р(Хп+р, х п) <  Р(Хп+р> Л^п+р-0 +  • • • +  Р(Хп+\> х^  <
<  7 ]  д п + Р ~ 1 +  .  .  .  +  т )  д п Ч9Я( 1-.др) 

1 ■ < 1 - д
еки

Р(Хп+р, х п) <  у-у—  ’Яп. (4.16)

Бу тенгсизликнинг ўнг томони п ->  оо да нолга интилади. Демак, 
{хп} кетма-кетлик фундаментал бўлиб, X  фазо ёпиқ бўлгани учун 
унинг лимити |  =  Нш х п мавжуд.

П-+ оо
Масофанинг узлуксизлигидан фойдаланиб р(хп, л:0) < 8  тенг- 

сизликда п->  оо да лимитга ўтсак, р(§, д:0) < 8  келиб чиқади, 
яъни I ҳам (4.10) да ётар зкан. Кейин, р(ср(гп), ? © ) < ? р ( ^ ,  I) 
тенгсизликнинг ўнг томони нолга интилганлиги сабабли <р(хп) ->  
-><р(|). Энди х п + 1  — ч(хп) тенгликда лимитга ўтсак % — <р(|) ке- 
либ чиқади, демак, £ (4.9) тенгламанинг ечими экан. Энди бу  
илдизнинг ягоналигини кўрсатамиз. Фараз қилайлик, (4.9) тенг- 
ламанинг (4.10) сферадаги бирор ечими бўлсин, ^  =  £ эканлиги- 
ни кўрсатамиз. Ҳақиқатан ҳам (4.11) га кўра

р (?ь  Э = = р ( 9 (Ь ) .  Ф © ) < < 7  Р(?1 Ю,

1 бўлганлиги учун бу муносабатлар фақат 1\ =  |  бўлган- 
дагина бажарилади.

Ниҳоят, (4.13) тенгсизликнинг бажарилишини кўрсатиш қолди. 
Уни кўрсатиш учун (4.16) тенгсизликда р ->  оо да лимитга ўтиш 
кифоядир.

Чизиқли бўлмаган тенгламалар системасини итерация ме- 
ъоди билан ечиш. Эиз энди итерация методи билан

/ \  (Х\, х 2, . . . , х п) =  0,
/<1 (-̂ 1* Х2, ■. . , х п) =  0 , (4.17)

/п(Х\, Х2, . . • , х п) =  0
тенгламалар системасини ечиш масаласига ўтамиз. Бунинг учун 
аввал (4.17) системани бирор усул билан қуйидаги каноник шакл- 
га келтириб оламиз:

Х\ — х 3, . . .  , х п),
х 2 =  <р2(Х\, х 2, . . . , х„), (4.18)

Хп 'Рп(Х\ , Х2, . . • , Хп) .
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фараз қилайлик, х<0) =  (л:<0), 4 0), . . . .  л<0)) дастлабки яқин<
лашиш топилган бўлсин, у ҳолда кейинги яқинлашишлар қуйида- 
гича топилади:

*(*>, . .  . , х ^ ) ,
■ ^ а-1-1) =  <р2(лс<й>, х[к\  . . .  , хЮ),  (4.19)

4 6+1> =  «ғ»(4А). 4 А)> • • • > 4 й))-‘
Бу итерацион жараён яқинлашишинияг етарли шартларини аниқлаш 
учун қисқартириб акс эттириш принципини қўллаймиз. Шу мақ- 
садда п ўлчовли векторлар фазоси Нп да х  =  (хи х 2, , х п)
вектор ва (4.18) системанинг ўнг томонидаги ?и ?2, ■ ■ . , 
функцияларнинг қийматларидан тузилган Ф =  (фь ?2, . . .  , ?„) 
векторни олиб у == ф (х ) операторни аниқлаймиз. Бу оператор /?п ни 
/?„ га ёки к п нинг бирор қисмига акслантирзди. Бу оператор 
ёрдамида (4.18) система

я  =  ф(х), (4.20)

(4.19) итерацион жараён эса
зй-«*+1» =  ф(х<А>) (к =  0, 1, 2, . . .) (4.21)

кўрипишида ёзилади. Энди (4.20) тенгламага 1- теоремани қўллаш- 
учун теореманинг (4.11) шартида қатнашадиган <7 ни ф2, ®2, . . . ®п, 
лар орқали ифодалаш керак. Бундай ифода масофага боғлиқдир. 
Биз юқорида Нп фазода уч хил масофа тушунчасини киритган 
эдик. Ҳар бир масофада д нпнг ифодасини топамиз.

1 . т масофада:рт(х, х<0)) <  5 шардан ихтиёрий иккитах =  (хг 
х 2, . . . .  Хп) ва у =  (Уи Уг, ■ • • , Уп) вектор олиб ва уфх), ?2(х)\ 
. . . , ?„(х) функциялар бу шарда узлуксиз хусусий ҳосилаларга 
эга деб фараз қилиб, бу нуқталар тасвирларининг ? (̂х) ва срДу) 
координаталарини кўрамиз:

)?Д4 -  'РДУ) I =  \?<{Хи х 2, . . . , х п) -  фДУ1, у2, . . .  , уп) | =

Бу ерда ҳосиланинг қиймати х  ва у нуқталарни бирлаштирадиган 
тўғри чизиқнинг х  нуқтасида ҳисобланган. Бу нуқта х, у ва I га 
боғлиқдир. Юқоридаги баҳо х, у ва I га боғлиқ бўлмаслиги учун

П

/ - 1
дху

ни т а х т а х
I  х

п

/ —1

д?1_
дх]
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та алмаштирамиз, бу ерда х  бўйича максимум рт(х,  х (0) Х 8 шар- 
даги энг катта қийматни Силдиради.

Натижада биз
П

Р«(? (* ). ф (у)) <  шах шах V ]  I р„{х ,  у)
I X д х ,

/= 1

та эга бўламиз. Бундан кўринадики, 1 -теореманинг (4.11) шарти- 
даги <7 сифатида

цт =  т а х  та х
1 х

V  |
I ОХ:

/ = 1
(4.22)

■ни олишимиз мумкин.
II. 5 масофада. Юқоридагига ўхшаш ишларни рДл;, х (0)) < ;8  

шарда бажариб қуйидагини ҳосил қиламмз:

2
1

-Бундан эса

<Р/(У)|

п

1
гпах тах  

/ д:
°<?1 
д х ,

р*(ф(*). ф(у)) ^  <?а (*.  у).

/=1

Я з

келиб чиқади.
III. I масофада. 

■-сидаги

П

1 =  1

гпах гпах
/ X

&Ч1 
д х у

Қаралаётган р,(х, х (0)) шар Евклид фазо-

(х, — х (0))2 ! <  8

шардан иборатдир. Бу шардан ихтиёрий иккита х  ва у нуқталар- 
ни олиб қуйидагиларни ҳосил қиламиз:

!?/(•*) — фДу) I2 = д<?Ах)
дХ: ( < - У ; )

/= 1
<  т а х

/  =  1

М 2
КдХ]} 92,(х,у);

92М ( х), ?(у) ) =  > ,  [?;(<) — ?Ду) I2 < 9 ?  Р2 (х, у),
£= 1

л

72Т
тах  V  

/ = 1
Шундай қилиб, учала масофада ҳам ц нинг ифодасини топдик. 
Энди 1 - теоремадан фойдаланиб, итерация жараёни яқинлашиши-
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нинг етарли шартини бериш мумкин. Биз буни фақат т масофа 
учун таърифлаймиз, қолган иккита масофа учун теоремани таъриф- 
лашни ўқувчиларга ҳавола қиламиз.

2- теорема. Фараз қилайлик:__ _
1 ) <?{(хи х 2, . . . , х п) (I =  1 , п) функциялар

шах \х — л (0)| < 8  (4.23)

соҳада аниқланган. ва узлуксиз дифференциалланувчи бўлсин;
2) бу соҳада

П

шах
X дХ] ^  Я < \ (I =  1 , п) (4.24).

тенгсизликларни қаноатлантирсин;
3) дастлабки яқинлашиш х {°\ х<2°\  . . . .  х {̂  учун

И 0) — ь ( х \0), 4 0)> • • • » 4 0))1 <"4 V  = п). т = у  < 8
шартлар бажарилсин. У ҳолда (4.18) тенгламалар системаси (4.23) 
соҳада ягона £ =  (£,, ?,2> . • . , £„) ечимга эга бўлиб, (4.19) тенг- 
ликлар билан аниқланадиган кетма-кет яқинлашишлар бу ечимга 
интилади ва интилиш тезлиги

( 1 = 1 ,  п)

тенгсизликлар билан баҳоланади.
Энди оддий итерация методи ёрдамида мисол ечишни кўрсата- 

миз.
М и с о л. Қуйидаги

/ ,  (х, у) =  2х2 — х(у  +  5) +  1 =  0, М х ,  у) =  д: +  31§лг — у2 =  0
системанинг мусбат илдизлари тўртта маънэли рақам билан топилсин.

Е ч и ш. / г(х, у) =  0 ва / 2(х, у) =  0 
функцияларнинг графикларини ясаймиз 
( 1 1 -чизма). Бизни қизиқтирадиган ил- 
дизнинг такрибий қиймати лг0=3,5; 
у0 =  2,2 дир.

Итерация методини қўллаш учун бу 
системани қуйидаги

= /  0,51+(у 5 )— 1] = Ч\(х,у), У =  
=  V х  +  31£х = <р2(эс, у)

каноник шахлга келтирамиз. Энди 2- те- 
орема шартларини текширайлик. Бунинг 
учун дастлабки яқинлашишнинг 

1лг—3,51 < 0,1: |у — 2,2) < 0,1 
атрофида (4.22) шартни текшириб кўра- 
миз;

дд>1 _ ____ У + 5____
дх 4/х(У +  5 ) -  1 .
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4- жадвал

хк Ук

0 3,5 2 ,2
1 3,479 2,259
2 3,481 2,260
3 3,484 2,261
4 3,486 2,261
5 3,487 2,262
6 3,487 2,262

<*?!
ду

х
4 V ■у(у +  5 ) - 1  ’ 

2
ЗМ3

1 +  х  . д'ь п
дх 2 / х +  318х дУ '

бу ерда М =  0,43429 — ўтиш модули. 
Куйидаги баҳога эга бўламиз:

тах  
х. у

д<?1
дх

(2,3 + 5 ) /2< --- .. .. =
4,. 3,4(2,1 +  5)

0,54;

тах  
х. у

дЧ\
дУ

3,6, 2
3,4(2,1 +  5) — 1

< 0,27;

тах

Бундан

тах д<?\
дх

д<?2 1 +  3,4
< 0,42;

д<?2
дх | ' 2 /3 ,4  +  21 §3,4 дУ

- + |  <  0,81; тах / | д<?2 +
дУ 1 1 дх ду

< 0,42.

Демак, <7 =  0,81 ва итерация жараёни яқинлашади. Кетма-кет яқинлашиш- 
ларни

1к+ 1 =  | /  - *(У* 2 5>---- - ' Ук+1 = +  З,е+А. (* =  0, 1, 2, . . .)

0

формулалар ёрдамида олиб борамиз. х* ға ук кетма-кет яқинлашишларнинг 
қийматлари 4- жадвалда келтирилган. Шундай қилиб, тақрибий ечим сифа- 
тида

51 =  3,487; 52 =  2,262
>ни олишимиз мумкин.

5- §. ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШНИНГ ЮҚОРИ ТАРТИБЛИ ИТЕРАЦИОН
МЕТОДЛАРИ

Умумий мулоҳазалар. Аввал оддий итерация методи билан 
танишганимизда кўрган эдикки, хп (п =  0, 1 , 2 , . . . )  тақрибий 
кийматлар кетма-кетлиги £ ечимга яқин бўлса, хато гп =  5 — х п 
умуман айтганда,

= Ч' (̂ ) еп- 1
қонун билан ўзгаради, яъни п- қадамдаги хато (п — 1 )- қадамдаги 
хатога пропорционалдир. Агар |ср/ ( £ ) | <  1 бўлса, у вақтда гп хато 
-махражи ф'(Н) га тенг бўлган геометрик прогрессия қояуни бўйи- 
ча ўзгаради. Шундай методлар ҳам мавжудки, уларда п- қадамда- 
ги хато (п— 1 )- қадамдаги хатонинг т- даражасига пропорционал- 
дир (т >  2), яъни =  Ф (Е) Масалан, Ньютон методида
хатонинг ўзгариш қонуни (6- § га қ.)

е _  _11 Ж  ,2
П 2 / '( !)  ~п -1
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каби бўлэди. Бу ерда п- қадамдэги хато (п — 1)- қадамдаги хато- 
иинг квадратига пропорционалдир, шунинг учун ҳам бу ерда хато  
квадратик қонун билан ўзгаради деб айтилади.

Энди итерация тартиби деган тушунчани умумий ҳолда 
киритамиз. Агар

Ф'(1) =  9 " а ) =  —  =  (5) =* 0, <Р(р>(?)/=0

бўлса, у ҳолда
х п =  ф (ЛГ„_1)

итерацион жараён р-тар-пибга эга ёки унинг яқинлашиш тар- 
тиби р га тенг дейилади. Агар ? илдиз атрофида ш(х) функиия 
р- тартибли узлуксиз ҳосилаларга эга бўлса, у ҳолда Тейлор фор- 
муласига кўра

Р - 1

<р(х) =  <р (?) +
. (*)/е

к\
(5) ( * - ? ) *  +

к=\

р(р> I
Р\

(4 (х -  1У,

бу ерда 7]^ (х , |) .
Бундан итерациянинг тартиби р бўлганда

(х  — 1У,

ўз навбатида

х„ р\ (Хп-1 -  1)Р

келиб чиқади.
Бу параграфда / (х)  =  0 тенгламанинг илдизлэрини тогиш учун 

юқори тартибли итерэцион методни қуришнинг иккитасини кўриб 
ўтамиз. ,

Чебишев метоци. П. Л. Чебишев 1ЯЗЗ йилда берилган Дх)  
функцияга тескари бўлган р-(у) ф/нкцияни Тейлор формуласи 
ёрдамида тасвирлэш й/ли би пи юҳори тартибля итерацияни қуриш 
методини таклиф этди. .

Фараз қилайлик, Дх)  =  0 тенгламанинг х  =  ? илдизи [а, Ь] 
оралиқда ётсин ва Дх)  функция ҳамда унинг етарлича юқори 
тартибли ҳосилалари узлуксиз бўлсин. Бундая ташқари бу оралиқ- 
нинг барча нуқталарида Д (х )ф 0  бўлсин. У ҳолда Д(х)  бу ора- 
лиқда ўз ишорасини сақлайди ва Дх)  монотон функция бўлиб, 
х  — Д у )  тескари фунчцияга эга бўлади. Тезкари функция Д у )  
Дх)  нннг ўзгариш соҳаси [с, с1\ дэ аниқлзнган бўлиб, Д х)  қанча 
узлуксиз ҳосилаларга эга бўлса, у ҳам шунча узлуксиз ҳосила- 
ларга зга бўлади. Тескари функциянинг таърифига кўра

х =  8( /(х) )  (х£[а,  Ь]), у = = / ( о ( у ) )  ( у £ ( с ,  й]).  (5.1)
Демак,

? = 4 (0). ( 5.2)
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Агар у £ [с, й] бўлса, у  ҳолда Тейлор формуласидан

I  =  т  =  £(у - у )  =  ё  (у) +  У  (“ !)* у{к) +

+  ( - 1 Г — ^ ~ У Р, (5.3)

бу ерда V) сони 0 ва у орасида ётади. Ёки у  ўриига / (х )  ни қў- 
йиб ва £ (у ) *= л: ни назарда тутиб,

1 =  ^ + 2  ( - 1 ) й - ^ ^ ^ » /<*>(+)+  ( - 1  у  / р(х ) (5.4)

ни ҳосил қиламиз. Агар

<Рр(+>̂ * + . Ё  (— 1); " <к)̂ х)) / к (х!
ь=\

деб белгилаб олсак, у ҳолда

л: =  цр(х) (5.5)

тенглама учун х  — I ечим бўлади, чунки

^ Ш  =  ? + 2  ( - 1 )А + №[ р }) (£) =  £ . ’
к̂ 1

Бундан

‘ ?</' ш  =  0 ,7  =  1 , р - 1 ,
бўлганлиги сабабли

хп+1 =  <рр(х„) (п — 0, 1, 2, ; х 0£[а, Ь])  (5.6)

итерацион жараён р- тартибли бўлади. Агар х0 § га яқин бўлса, 
у ҳолда (5.6) билан аниқланган {хп} кетма-кетлик I га яқинла- 
шади. Ҳақиқатан ҳам, <{/(£) =  0 бўлганлиги учун I нинг шундай 
атрофи топиладики, у ерда \<?'р(х) | <  <7 <  1 бўлади. Бундан эса 
х 0 с га етарлича яқин бўлса {х„} итерацион кетма-кетликнинг 
яқинлашиши келиб чиқади.

Энди 9р(х) нинг /(х)  ва унинг ҳосилалари орқали ошкор ифо- 
дасини топамиз. Бунинг учун (5.1) айниятдан кетма-кет ҳосилалар 
оламиз: -

ё'(/(х) )/'(х) — 1,
. ё"(/(х) )Г\х)  +  ё'(/(х) )Г(х) =  0, 

ё"'(/(х) )Г \х )  +  г ё "(/(х) )/'(х)Г(х) +  е'(/(х) )Г(х) =  о, 
........................................................................................................  . . (5.7)
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Бу ердан биз кетма-кет § '{й х)), §"(?(х)), . . . .  (((х)) ларни
ва шу билан бирга у р(х) ни аниқлаймиз. (5.6) итерация жараёни- 
ни р нинг бир нечта конкрет қийматларида ошкор кўринишга кел- 
тирамиз. р= 2 бўлганда

ср2(л:) =  х  -  ва х я+1 =  . (5.8)

Биз кейинчалик кўрамизки, бу жараён Ньютон жараёни билан 
устма-уст тушади. р — 3 бўлганда (5.5) ва (5.7) дан

Ъ( х ) - Х - $ £
ва

Х п + г-Х п -у т ^ - у  -

келиб чиқади. р = 4  учун

<Р4(х) =  х Л-у)
/'(*)

Г(х)ГЧх) 
2 [/'(*) ]а

ва
V  - V  Я * я )  * ” { Х „ ) Р ( Х П)
п+>, л»; /'(хл) 2 [Л(х„)]з

/ " ( х ) / Ч х )
2 [ / '  (*)]з

Г '(хп ) (Ч хп ) 
2 \/'(хп )]3

(5.9)

Жх) 3/"2( х ) - / ' ( х ) Г ( х )
12 ' [/'(*)]*

(5.10)
/Ч*,,) г / " 2(хп) - / ' ( х п)/'"(хп)

12 • [ /'(*„) ]5

ни ҳосил қиламиз. Бу итерацион жараёнлар мос равишда 2, 3 ва
4- тартибли итерациялар бўлади.

Энди вп =  |  — х„ хатонинг нолга интилиш тезлигини баҳолай- 
миз. Бунинг учун (5.4) тенгликда х  — х п деб олиб, (5.6) ни на- 
зарда тутиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

^ Хп+1
(— 1)р ? (Р> (ў(ҳ)) 

Р' / р(х п), (5.11)

бу ерда х  |  билан х п орасида ётади, / ( ! )  =  0 бўлганлиги учун

_  Л х а) =  -  [/(I) -  ( /хп) ) =  - а  -  х я) / ( х )  (5.12)

(х  ҳам § билан х п орасида ётади). (5 .12 ) ни (5 .1 1 ) га қўямиз:

ё Р (/ (X ))еп+1 ; Р1
Қуйидаги

<7 =  тах
х, х 6 1о. Ь\

[ / ( х )  \р еР.

[/ ( х ) ]р

(5.13)

белгилашни киритиб, (5.13) дан
| еп+1 | <  д  |е„|Р (5.14)

тенгсизликка эга бўламиз. Бу тенгсизликаи кетаа-кет қўллаб, 
қуйидагиви ҳосил қиламиз:
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Р п -  1 Р п ( Р - 2 ) - Ц

К\ <  ях+'р + • ■■ • + р""1 1«оГ =  ) р - 1 К1-
Агар | г01 <  1 ва ц | е0 1 =  ш <  1 бўлса, у ҳолда

р ~ х (5 .15 )

бўлади, бу эса (5.6) итерациянинг ниҳоятда тез яқинлашишини 
кўрсатади. Хусусий ҳолда <в <: Ю- 1  ва | е0 1 <  1 бўлса, юқоридаги
(5.8), (5.9) ва (5.10) итерациялар учун мос равишда қуйидаги- 
ларга эга бўламиз: р =  2 учун

К К Ю - 1, к |  ^  ю —*, | £з| < Ю - 7, |е4 | <  10 1Ь; . . .
Р =  з учун

| 51 | < 1 0 - 1, . | е з < 1 0 - ‘ , | е3 1 <  Ю -1 3 , |е 4 | < Ю - « ° ,  . . .

р =  4 учун
К | < Ю - \  | еа | < Ю ~ \  [е3| <  10—18, | 54[ ^  10 85, . . .

Демак, ш < 0 , 1  бўлганда учинчи итерацияринг ўзи бизга керак- 
ли аниқликни беради.

Эйткен методи. А. Эйткен 1937 йилда хос сон ва хос век- 
торларни топишдаги итерацион жараённи яхшилаш методини так- 
лиф қилган эди. Умуман олганда Эйткен методини ҳар қандай 
итерацион процессга-ҳам қўллаш мумкин. Биз ҳозир ана шу ме- 
тодни кўриб чиқамиз. Фараз қилайлик, бизга х  =  1га яқинлашув- 
чи р-тартибли жараён

берилган бўлсин. <?(лг) функция ёрдамида

ф ( 'У2!-*)
'  '  х —2 <р(л:)+9 (? и ) )

функцияни тузамиз.
Агар ( | )  ф  1 ва р =  1 бўлса, у ҳолда 

Хп+1 =  ф (х„)

(5.16)

(5.17)
итерацион жараённинг тартиби 2 дан кичик бўлмайди, р > 1  бўл- 
ганда эса 2р— 1 дан кичик бўлмайди. Бу тасдиқларни исбот 
қиламиз. Умумийликка зарар етказмасдан, £ =  0 д е б  олишимиз 
мумкин. Агар бўлса, х  =  1-\-г,  <р(я)— I =  <р (§ +  г)  — £ =
=  <в(г) белгилашларни киритамиз. У ҳолда х  =  <р(л:) тенглама 
2  =  ш(г) тенгламага утадн, <в(г) учун қурилган (5.16) функция

_ г <о (а>(г)) — <о2 (г )  ( х  —  £) ю (9 ( х )  —  5) — (<р(х) —  £)3
2— 2<о (г)4-ш{со (г)) х  — «—2 (<р ( х )  — £) +  <а (<р ( х )  — £)

(^ — $) [о (у (^» — 51 _  (<р (^) — €)2
^  X  —  £ — 2 (<р(х) — £) +  <р(*)) — £

X  ? (<Р (■ *)) —  <р2 ( ҳ )  —  £ [ ҳ  —  2 <р ( х )  +  <Р (у (х))1 ф  , . р 
х - 2 ч ( х )  + ч(ч(х)) КЛ) 5
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га ўтади. Демак, £ =  0 деб олшнимиз мумкин, =  у {хп—\) р~ 
тартибли итерация бўлганлиги учун <?(х) нинг х  =  0 нуқта атро- 
фидаги ёйилмаси қуйидаги

ср(х) =  архР +  а.р+ 1  ХР+1 +  . • •

кўринишга эга бўлади. Бу ёйилмани (5.16) га қўйсак,

Ф(х)  = X [<*р («рҲр +  ар+1 Хр+ 1 +  ■ ■ -)р +  —  {ар х Р Л-ар + 1 +  • • -)2
X —'2 (ар Х °  +  ар+1 Х р+ 1 +  ...) +  [ар  (ар х р +  ар+1  Хр+ 1 +  ...)р+  ...]'

х ( а + + 1 х р2 +  . .  .) — б р  Х2Р +  2 ар ар+1 Х ^ Д 1 +  . . . . )  

X -  2 ар х "  +  С.Р+1 х " 2 -  2ар+1 х р+^  +  . . .
(5.18)

қосил бўлади. Бу ифодани р =  1 ва р > 1  ҳоллар учун алоҳида- 
ало>лида текширамиз. Агар р =  1 бўлса, у ҳолда Ф (х) нинг сура- 
тида х  нинг даражаси учдан кичик эмас (чунки иккинчи даражали 
ҳадлари ўзаро бир-бирларини йўқотишади), махражида эса х  олди- 
даги коэффициент

1 - 2 « р +  «2 = 1 - 2 «, +  а| =  (1 — <*/ (0))3 +  0 .

Демак, махражда х  нинг биринчи даражаси мавжуд ва Ф ( х )  
нинг даражали қатордаги ёйилмаси ҳеч бўлмаганда х 2 дан бош- 
ланади. Шунинг учун ҳам Ф '(|) =  0 ва (5.17) итерациянинг тар- 
тиби 2 дан кичик эмас.

Агар р > 1  бўлса, (5.18) нияг суратида х  нинг энг кичик да- 
ражаси 2р га тенг бўлиб, махражда х  нинг 1 - даражаси қатнаша- 
ди. Демак, Ф(х)  нинг даражали қатордаги ёйилмаси ҳеч бўлма- 
ганда х 2р~ 1 дан бошланади. Яъни ҳеч бўлмаганда у =  1 , 2 ,  . . . , 
2р— 2 лар учун Ф (£) =  0. Бу эса (5.17) итерациянинг тартиби 
ҳеч бўлмаганда 2р — 1 га тенг эканлигини кўрсатади.

1- изоҳ. Агар дастлабки яқинлашиш х0 £ га ҳар қанча яқин бўлганда 
ҳам, 9 (х) билан аниқлангап итерация яқинлашмаса( масалан, [ <р' (5) | >  1 бўл- 
ганда) ҳам (5.17) итерация. х0£ га етарлича яқин^бўлганда яқинлашади. Чун- 
ки Ф' (?) =  0 бўлганлиги учуи х =  £ нинг шундай атрофи топиладики, у ерда 
I Ф" ©  | <  <7 < 1 бўлади. Бу эса, х0 шу атрофдан олинган бўлса, х п =  Ф {хп—\) 
итерацияиинг яқинлашиши учуи етарли шартдир.

2- изоҳ. (5.16) билан аниқлангач Ф (х) нинг ошкор кўриниши маълум 
бўлмаса ҳам (5.17) формула билан итерацияни қуриш мумкин. Буни қуйида- 
ги усул билан бажариш мумкин. х0 дан бошлаб аввало

XI =  9 (х0) ва х3 =  9 (хО

қурилади, кеиин эса х3 ни

х0 х2 — х\
Хз — х0—2х, + Ха

формула ёрдамида аниқлаймиз.
Агар А XI — хг+1 — х* , А2 х  ̂ =  хг+2 — 2х/+ 1 +  X/ деб белгилаб олсак, х г 

ни қуйидагича ёзишимиз ҳам мумкин:

х3 =  х0 (А х0)2 
Д2х0 '
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Навбатдаги итерацияларни

■*« =  <Р (*а). х ь =  <р (х4), х в =  а:5 (А АГз)3
№х3

формулалар ёрдамида қурамиз ва ҳ. к.
Шундай қилиб, биз қуйидаги итерацион жараёнга эга бўламиз:

Х 31 + 1  = <Р (АГзг). .
-̂ зН"2 У +з/+ 1) (г* ~  0, 1, 2,

(А аг3/)2
• ^ з г+ з  -  Х 31 —  д а  х . ■

.).

Охирги формуланинг кўринишига қараб, одатда Эйткен методи Эйткеннинг 
Ъ^-жараёни дейилади. ,

6-§. НЬЮТОН МЕТОДИ

Битта сонли тенглама бўлган ҳол. Ньютон методи сонли 
тенгламаларни ечишнинг жуда ҳам эффектив методидир. Бу 
методнинг афзаллиги шундан иборатки, ҳисоблаш схемаси му- 
раккаб бўлмаган ҳолда кетма-кет яқинлашишлар илдизга тез 
яқинлашади. Ньютон методи итерация методи каби универсал 
методдир. Бу метод ёрдамида сонли тенгламаларнинг ҳақиқий 
ва комплекс илдизларини топиш ҳамда кенг синфдаги чизиқли 
бўлмаган функционал тенгламаларни ечиш мумкин. Формал 
нуқтаи назардан қаралганда Ньютон методи итерация методи- 
нинг хусусий ҳолидир, аслида эса бу методнинг ғояси итерация 
методининг ғ о я с т а н  тамоман фарқлидир. Бу метод чизиқли 
бўлмаган тенгламаларни ечиш масаласини чизиқли масалалар-  
нинг кетма-кетлигини ечишга олиб келади. Бунинг учун берил- 
ган тенгламадан унинг бош чизиқли қисми ажратиб олинади. 
Биз аввал битта сонли тенглама учун Ньютон методини кўрнб 
чиқамиз. Фараз қилайлик, бизга

/  (х) — 0 (6. 1)
тенглама ва унинг илдизига дастлабки яқинлашиш қиймати х0 
берилган бўлсин. Бу ерда )(х) ни етарлича силлиқ функция 
деб оламиз. Одатдагидек, (6.1) тенгламанинг аниқ илдизини |  
орқали белгилаймиз. Энди 1 — х0+Н деб олиб, ((х) функция- 
нинг х0 нуқта атрофидаги Тейлор қатори ёйилмасидаги даст- 
лабки иккита ҳадини олиб нолга тенглаштирсак, Н га нисба- 
тан қуйидаги ,

0 =  / ( х 0 +  А) »  /  (х 0) +  / '  (дг0) Н '
чизиқли тенгламага эга бўламиз. Бу тенгламани ечиб, Н хатонинг 
тақрибий қийматини топамиз:

к  —

1(хо)  
/ '  (-«о) *

Бу тузатмани £ =  х 0 +  Н га келтириб қўйиб, навбатдаги яқин- 
лашиш

■РС̂ — —“
ни топамиз. Худди шунга ўхшаш

/  (хд) 
/ '  (Хо)

62

www.ziyouz.com kutubxonasi



~Я+1 — ХП (6.2)
- г Ш  *• 2-->

кетма-кет яқинлашишларни ҳосил қиламиз. Бу формулалар ёрдами- 
да Ньютон кетма-кетлигини ҳосил қилиш учун х п лар / \ х )  функ- 
циянинг аниқланиш соҳасида ётиши ва улар учун / '  (х„) Ф  0 бў- 
лиши керак.

Ньютон методи жуда ҳам содда геометрик маънога эга. Ҳақи- 
қатан ҳам, у — / ( х )  функцияни

У = / ( х п) +  /  (хп) (х  -  х п) (6.3)
тўғри чизиқ билан алмаштирамиз, бу тўгри чизиқ эса М п(хп,/(х„))  
нуқтада у =  / ( х )  эгри чизиққа ўтказилган уринмадир ( 12 - чизма). 
Бу уринманинг абсцисса ўқи билан кесишган нуқтасини х п+1 билан 
белгиласак, (6.3) дан (6.2) келиб чиқади. Шуничг учун, Ньютон 
методи уринмалар методи деб ҳам юритилади. Ньютон мето- 
дини итерация методидан келтириб чиқариш ҳам мумкин, бунинг 
учун (6. 1 ) тенгламанинг х  =  <?(х) каноник кўринишида

<Р (х) =  х /(* )  
/ '  (*)

деб олиш кифоядир.
Ньютон методининг яқинлашиши ҳақидаги теоремалар. Биз

юқорида айтганимиздек, Ньютон методидан умумий кўриниш- 
даги функционал тенгламаларни ечишда ҳам фойдаланиш мум- 
кин. Бундай тадқиқотлар Л. В. Канторович томонидан олиб 
борилган. Қуйида келтирилган теоремалар ҳам Л. В. Канто- 
ровичга тегишлидир. Бу теоремаларни исботлашда

Р(() =  а(2-\-Ь1 + с =  0 (6.4)

квадрат тенглама учун тузилган {Қ} Ньютон кетма-кетлигининг 
яқинлашиши муҳим аҳамиятга эгадир, бу ерда а, Ь, с лар ҳақиқий 
сснлар бўлиб, Ь2 — Аас~/-0. Бу тенглама ҳақиқий илдизларга эга. 
Уларнииг кичигини (* ва каттасини (** билан белгилаб оламиз
(13- чизма). Дастлабки яқинлашиш сифатида ихтисрий (0 /= — /  
ни оламиз. Чизмадан кўриниб турибдики, (0£((*, (**) да ётса, ҳи-
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соблашнинг бир қадамидан кейин у бу оралиқдан чиқиб кетади ва 
10 бу оралиқдан ташқарида ётса, Ньютоннинг {(„} кетма-кеглнги 
/ 0 га яқин илдизга монотон яқинлашадн.

1- теорема. Агар /  (х) ва дастла^ки қиймат х0 қуйидаги шзрт- 
ларни қаноатлантирса;

1 • / '  (х0) ва
1 < 5 ;

2. /Н о)
<  VГ (х0)

тенгсизлик ўринли бўлса; 
3. / ( х ) функция

х- х,, I <  8

(6.5)

(6 .6)

(6.7)

оралиқда иккинчи тартибли узлуксиз /" (х) ҳосилага эга ва бу  
орадиқнинг Сарча нуқталарида

I/ " ( * ) ! < * ’
бўлса;

4. В, К, сонлар учун

(6.8)

Н -= ВҚ Г; <  ~ (6.9)

шарт бажарилса; 
5. ҳамда

1 — ,/ 1 —2/1 
и ( 6 . 10)

тенгсизлик ўринли бўлса, у ҳолда:
1 ) (6 . 1 ) тенгламл (6. /)  орали .дг ! еаимга эга бўлдди;

2 ) я-И =  Х„ /' {лп} (я  =  0 , 1 , 2 , . . . ) (6.П)

кетма-кет яқинлашишларнн қуриш мумкин ва улар % га яқинла- 
шади: ■

Ншх„= |;
П  ->гх-

3) яқинлашиш тезлиги учун ■
| 5 - х п | < / * - * „  (6. 12 )

баҳо ўринли бўлиб, бу ерда 1п эса

р (0  =  -у  / 2 — 5".+ 5" =  0 (6ЛЗ>

квадрат тенгламанинг кичик илдизи I* учун / 0 =  0 дан бошлаб 
қурилган Ньютон кетма-кетлигининг п- элементидир:

/ _ /  Р(*п) .
«+1 ~~ « Р '  ((п)

64
www.ziyouz.com kutubxonasi



Исбот. (6.9) шартга кўра 0 < Л < у  бўлганлиги учун Р{() 
кўпҳаднинг

_!___4 . 1  қ .
№ 2 В

1—2 Н 
В‘

дискриминанти манфий эмас, шунинг учун ҳам тенгламанинг ҳар 
иккала илдизи ҳақиқий ва осонлик билан кўриш мумкинки, ульр 
мусбатдир. Дастлабки яқинлашиш (а (6.13) тенгламанинг кичик 
илдизи

24г _  й Л

га яқин турганлиги учун (п (п =  0, 1, 2, ...) кётма-кетлиги (* га 
яқинлашади ва шу билан бирга 1а <  1Х <  /  <  ... бўлади.

Индукция методини қўллаб, {хп} кетма-кетликни қуриш мум- 
кинлигини, унинг барча элемеитларининг (6.7) оралиқда ётишини 
ва

I Х п -{-1 X п | <  ( п -\-\ ( п

баҳо ўринли эканлигнни кўрсатамиз. Аввал п — 0 ҳолни кўрайлик, 
•Х0 (6.7) оралнқда ётганлиги ва / ' { х а) Ф  0 бўлганлиги учун Х\=*
«= х0 — ни топамиз. 0 <  /г <  бўлганда/  [Хи) г

касрнинг (1,2]

1 - / 1 2 п
1 V I — 2/х /

да ётиши кўриниб турибди. Демак, (6.10) га кўра

2

I х \ — *«1 =
Г (ха) 
7' Ш <■>]<■ ' 1 - 2  п 

Н т) < 8 ,

яъни Х\ (6.7) оралиқда ётади. Шартга кўра (0 =  0,

Р Ш) ^
(\ ~  ' =  -р А (о ~  *1

Р' <*о) в

ва 1^, — х 01 <  т) бўлганлиги учун, (6.12) тенгсизлик я =  0 учун 
ўринлидир.

Фараз қилайлик, х 0, х 1( . . . , х п лар қурилган бўлиб, (6.7) 
оралиқда ётсин ва улар учун ■

, \ х к М  —  х ! г \ < ( к + \  —  (к  0, 1, 1) (6.15)
тенгсизликлар бажарилсин.

Фаразга кура, х п (6.7) да ётади ва / ( х „ ) ,  / ' (х я) маънога эга. 
Фақат / ’ {х / )ф Ь  эканлигини кўрсатиш керак. 13- чизмадан кўрн- 
ниб турибдики, —Р'{(п) >  0. Буни назарда тутио қуйидаги

?" 1 ’
I / (*„) 1 =  1 / (х0) + )  г ( ( )с и \ > ъ - к \ х к - ~ х 0\=*

■
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- В ^ 1  (Хп Хп—\ ) “Ь  (х п— 1 Х„—2) ~Ь • • • Ч " (-^1 Х0) |

§• ^[/л / - 1) 4" /л-1 — /̂1- 2) 4* • • • 4" /« — А>)1 =

=  ^ - К ( ( „ - ( 0) =  ± - К ( п =  - Р ' ( ( „ )

муносабатлардан [ / '  (хп) | >  — Р' ((„) >  0 ни ҳосил қиламиз.
Энди / ( х п) ни баҳолаймиз. Бунинг учун / ( хп) нинг х„-% ат- 

рофидаги Тейлор қатори ёйилмасидан фойдаланамиз:

К х п) =  / (Хп~\)  4- (хп -  х п- \ ) Г  (л:л- 1) 4- \ к  (с) (Хп -  х п- , У

( с £ \хп-\, хп\).
Бундан эса, (6.11) га кўра

К х п) = \ Г ( с )  (х п - Х п- , ) \

Энди (6.8) ва индукция шарти (6.15) дан

| / ( + ) | < 4  (хп - х пК 2 < ^ ( 1 п- ( п- ху  (6.16)

желиб чиқади.
Шунга ўхшаш ҳисоблашларни Р((п) учун бажарсак:

Р(*п)  =  4  Р"(с) к  -  (п- г?  =  - £ ( * « -  (п-,У  (6.17)
.ҳосил бўлади.

(6.16) — (6.17) лардан
1К х п) 1 ^ Р ( ( п)

тенгсизлик келиб чиқади. Демак,

\ х п+\ х „ 1  \ўцХп) ^  Р ' ((„) г”+1 +

■лъни (6.15) баҳо й =  я +  1 учун ўринли эканлигини кўрамиз. 
Энди фақат х„^л нинг (6.7) оралиқда ётишлигини кўрсатсак кифоя. 
Б у эса қуйидаги тенгсизликлардан келиб чиқади:

I Х„~\-\ х„ | == | (х„ ± 1  х„) +  . • • 4“ (х  ̂ х 0) ) ^

<  (^п+\ Ю  +  • • • 4- ( / Д) (р+1 (о — (/1+\ <
^  1 — 1 —2/г ^<  I  —  — -------У\ <  0.

. . /„ }  кетма-кетлик яқинлашувчи бўлганлиги учун у фундаментал 
кетма-кетликни ташкил этади. (х„) кетма-кетликнинг фундамечтал- 
лиги қуйидаги

1 Хп+р х п I = I (х п+р х п + р - \ )  4" ••• 4~ (+2 + 1 х п) I <
<  (^п+р (р+р—1) 4 “  ••• 4 “ / я + 1  (р) — (р+р К

тангсизликдан келиб чиқади. Демак, {х„} кетма-кетликнинг лимити 
мавжуд, бу лимитни |  орқали белгилаймиз: £ =  Пт х„. Агар
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I х„ \ р — х п I <  *п+р — *п тенгсизликда р ->  оо лимитга ўтсак, хп нинг 
(; 1а интилиш тезлиги учун (6.12) баҳога эга бўламиз.

Миҳоят, (6.11) тенгликда п ->• оо да лимитга ўтиб, |  — д ^ н и

ҳосил қиламиз, бундан эса / '  (£) нинг чегараланганлигини ҳисобга 
олсак, / '  ( |)  =  0 келиб чиқади. Шундай қилиб, теорема тўла исбог 
(>ўлди. -

Изоҳ. Теоремадаги (6.12) баҳо аниқ баҳсдир, чунки у (6.13) квадрат тенг- 
лама Р {() =  0 учун аниқ тенгликка айланади.

10қоридаги (6.12) баҳодан фойдаланиш учун Р (() = 0 тенгламанинг ечи- 
мипи топиш ва бу тенглама учун {(„} Ньютон кетма-кетлигини қуриш керак. 
Кулайлик учун квадрат тенгламада ( =  г)т деб олиб, янги т ўзгарувчини кири- 
тамиз. Натижада

йтз — т +  1)

бўлади. Энди

:р(х) =  у/гт2 — т + 1 = 0  (6.18/
кпадрат тенглама учун Ньютон кетма-кетлигини тузамиз: т0 =  0,

ЭН- 1 =  (« =  0, 1. 2, ...). (6.19);

1 _ / 1 _ 2 А _  ,
--------Л------  булиб,

упга яқинлашади. Осонгина кўриш мумкинки (п — цхп.
Бу тенгламанинг кичик илдизи т* кетма-кетлик

2- теорема. Агар 1- теореманинг шартлари бажарилса, |  ■
аиирма учун

| £ - * я К о ^ г ( 2 Л )  2П~1 ^

баҳо ўринлидир.
Исбот. 1 п нинг таърифидан келиб чиқадиган

9К ~1) +  (% — 1 ) = 0
тенгликни назарда тутиб, Тейлор формуласидан

= 9 ( ^ - 1) +  {'п — Т -О У  К - 1) +  

+  4  9" (0  К  ~  Э*-,)3 =  у К  ~  1 )2
ни ҳосил қиламиз. Бундан ташқари 

?' ) =  \+х  ~  +  =  ~  9 (Ч)- 1)29 '  ( Ч )  2 1— п

тенгликларга эга бўламиз. Энди п =  1, 2, ... лар учун 
т„ <  2 (1 — 2~п) ва тл — хп ,л <  21-л

(6.20) ’

( 6.21) )

(6.22/

эканлигини кўрсатамиз. Бунинг учун индукция методидан фойдала- 
намиз. т0 =  0 ва т̂  =  1 бўлганлиги сабабли п =  1 учун (6 .2 2 /  
ўринлидир. Энди фараз қилайлик, /е =  1, 2, ... , п учун

2(1-2-*), ■с*-т*_1<21-*
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бажарилсин. У ҳолда 0 <  к  <  +  эканлигини назарда тутиб, (6.21)
дан • •

1 Н , \2 ^  1 Л-22-2” п „
Х«+1 Х« ~  2 1—йт„(х« Хп-1) I—2Л (1—21-л) ^

ва

**+1 “  ^  +  (■'»+1 -  ■*») < 2 ( 1- 2"* )  +  2- «  =  2 ( 1— 2“ л -1 )

ларни ҳосил қиламиз. Сўнгра (6.19) ва ср(т*) =  0 дан

1
?' (хв - 0

-  -  ■ «р '  ( ^ 1 7 ) ^  ( " * )  -  ?  ( " « - 0  “  (**  -  ^ - 1) ? '  К _ 4)]  

келиб чиқади. Тейлор формуласидан эса

? С**) -  ? К - 1) — (** ~  ^ - 1) ?' (т„_,) =
— тв-1 )2 =  у А (х *  — т ^ ) 8,

- ? ' ( ' ' * - ! )  =  А Л - 1  —  1

ларга эга бўламиз.’ Демак,
__  _  __  Ь, (ъ *  —  Тп _ ] ) 1

* “  2 1 - А г в_, 1
(6.22) тенгсизликка кўра

1 -  >  1 - 1  • 2 (1 -  21-л) =  21-я.

Шунинг учун ҳам
х * - т п< 2 " - 2к(ч.* - ч п_х) \  (6.23)

Бу тенгсизликни п =  1, 2, ... лар учун кетма-кет қўллаймиз. Юқо-

рида т* = ----- ^ ------- <  2 эканлигини аитиб ўтган эдик, шунинг
учун ҳам (6.23) дан « =  1 бўлганда

■ т* —т ^ г - ^ т *  —т0)> ^  2к 
келиб чиқади, «  =  2 бўлганда эса

т* -  т2 <  к (х* -  ^ )2 <  к (2к)2 =  I  (2/г)3.

Бу баҳолашларни давом эттириб, п- қадамда 

т* — т„
2пХ~ { 2 к ) 2/1-1

га эга бўламиз. Шу билан теорема исбот бўлди, чукки

| X* : -  Хп\ <  / * - / „  =  71 ((* -  Х„) <  ^  (2к) 2«_1

Изоҳ. Бу теоремадан кўрамизки", 2/г < 1 бўлганда т* — т„ жуда тез нолга 
интилади, қўпол қилиб айтганда п дан п +  1 га ўтганда хато ўзининг ква- 
дратига ўзгаради, яъни яқинлашиш квадратик қонунга бўйсунади.

68 ^

www.ziyouz.com kutubxonasi



Амалда қўллашга қулай бўлсин учун т* — тп нинг п ва Н га боғлиқбўл- 
П 1Н жадвалини тузиш мумкин. Бундай жадвал қуйида (5- жадвал) 0 < Н <

< ~ 2  ва п =. 1, 5 лар учун келтирилган.

5- жадвал

X
0 I 2 3 4 . £

0,05 1,026 2,63-10-2 1,83-10-5 8,77-10- 12 2,03-10-21
0,10 1,056 5 ,57 .10-2 1,73' 10-4 1,66-10-8 1,55- Ю-1»
0,15 1,089 8,89-10-2 6 ,98-Ю-1 4,36-10-8 1,77-10-«
0,20 1,127 1,27-Ю-1 2 ,02-Ю-з 5,25-10-7 3,56- 10-и
0,25 1,172 7,20-Ю-1 4,91-Ю-3 4,25-10-8 3,19-10-12 1,80-10-24
0,30 1,225 2,25-10-1 1,09-10-2 2,78- 10-ь 1,84-10-1° 8,02-10-21
0,35 1,292 2,92-Ю-1 2,30-10-2 1,66-10-* 8,85-Ю-з 2,50-10-1’
0,40 1,382 3,82-Ю-1 4,96-10-2 1,01-10-з 4,59-Ю-7 9,42-10-14
0,45 1,519 5,19-10“ 1 1,10-10-1 7,49- Ю-з 3,95-10-6 1,11-10-з
0,50 2 1 СЛ О О о 2 ,50-10-1 1,25-10-1 6,25-10-2

3- теорема (илдизнинг ягоналиги ҳақида). Фараз қилайлик,/(х) 
функция учун 1- теореманинг шартлари бажарилсин. Агар к  <  
бўлса, у ҳолда / ( х )  =  0 тенглама

' \х — л:01 < 5 < Р *  ==) + / \ - 2 Н  ^  (6.24)

оралиқда ягона |  ечимга эга бўлади. Агар /г =  у  бўлса, |  ечим

| д: — х 01 ^  8 =  /** =  27) (6.25)
оралиқда ягона бўлади.

Исбот. 1- теореманинг шартлари бажарилганлиги учун / ( х ) = 0  
тенглама (6.24) оралиқда § ечимга эга (чунки (6.24) оралиқ (6.7) 
оралиқнинг қисмидир). Биз бу ерда / (х) =  0 тенгламанинг ҳар 
қандай бошқа I  ечими I билан устма-уст тушишини кўрсатамиз. 
Фараз қилайлик, / г < ; ў  бўлсин. Бу ҳолда (6.13) квадрат тенглама
иккита ҳар хил (* ва /** илдизларга зга. Энди |  (6.1) тенглама- 
нинг (6.7) оралиқдаги бирор илдизи :бўлсин. (6.24) тенгсизликка 
кўра

| 1 - х 0| =  0 / * * ( О < 0 < 1 )  (6-26)
бўлади. / ( £ )  =  0 бўлганлиги учун

^  - 1 = 7̂ - )  [ /  ш  —/(*<>) -  Г  М  ( 1 -  х0)].
Тейлор формуласига кўра

х 1 — Ь =  / г ^ / ~ 1 г ( Л  —  х о У  ( С £ ( Л >  х о ) ) -
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1- теоремани исбот қилиш жараёнида ҳосил бўлган \ ў  (хп) 
^■Р'((п) | тенгсизликни назарда тутиб, (6.8) ва (6.25) дан қуйида- 
гига эга бўламиз:

I ^ <  т т к я  + № - * •  I1’ ■< и й я '$г‘
Осонлик билан кўриш мумкинки,

Р ( 0 - ^  К Р  +  Р ' ( 1 0 ) ( г - г 0 )  +  Р ( * 0 ) .

Бундан эса,

1 К Р * 2 =  ’2Р’ (Р) Р’ (*о) И * * * ) -Р (* о )  - (< * * -< о )^ (< о )]  —  ***+

+  V (*о)
=  /  — /**.

Буни олдинги тенгсизликка қўйиб, керакли баҳони чиқарамиз:

Ц — х ^ К О *  (*** — /,).
Бу мулоҳазаларни п марта қўллаб

|Е — л :„ |< 6 2" (^ *  — ^ ) < 6 2Л/** (6.27)
тенгсизликка эга бўламиз. Бундан 0 <  1 миқдор п га боғлиқ бўл-
шаганлиги сабабли х п-+-\  Знди |1 — 11 <  |1— х п | +  | х п — | |  ->  0 

^ «-»-00 
:му носабатдан £ =  £ келиб чиқади.

Агар Н =  ■— бўлса, у ҳолда (6.25) тенгсизлик ўринли бўлади.
Демак, 6 =  1, А (/) нинг ҳар иккала илдизи устма-уст тушади: Р*  =  
=  (* ва Шунинг учун ҳам, (6.27) тенгсизликдан биз яна
\ I — х п | 0 га эга бўламиз. Шу билан теорема исбот бўлди.

М и с о л. /  ( х ) = х* — 4лг3 +  2х3 +  12лг — 15 =  0 тенгламанинг мусбат ил- 
дизи 10~8 аииқлик билмн топилсин.

Е ч и ш. /(1 ,5 ) =  — 0,9375 ва /(2 )  =  1 бўлганлиги учун дастлабки яқин- 
лашиш х 0 сифатида шу оралиқнинг ўртасини оламиз: х 0 — 1,75. Бу нуқтада

/  (1,75) =  0,10859375; / '  (1,75)=3,68725; — ^ |у  =  0,02939629;

/'(1 ,75) < ° '272'

Демак, •»] =  0,0294 ва 5  =  0,272 деб олишимиз мумкин, 0 < й <-£- бўлганда, 
I — /  1— 2/1

I  < -------^-------- <  2 бўлади, шунинг учун 5 =  2<] деб олиб / "  (х) ни | х  —
— 1,75 | < 2т] оралиқда баҳолаймиз. Осонлик билан кўриш мумкинки, 1,6912 <  
-< а: <  1,8088 оралиқда /"(л :)= 12л:2 — 24л: +  4 монотон ўсувчи функция, 
-шунинг учун ҳам /"  (л:) ни х =  1,81 нуқтада ҳисоблаймиз: /"(1,81) = — 0,1468. 
Демак, К  =  0,147 деб олишимиз мумкин, й =  В К т; =  0,00118 < 0,05. Бундан 
кўрамизки, 3- теореманинг ҳамма шартлари бажарилади, яъни қаралаётган 
оралиқда ягона ечим мавжуд ва х п кетма-кетлик бу ечимга яқинлашади. 
.Хатони баҳолаш учун 5 -жадвалдан фойдаланамиз, Н =  0,05 бўлганда т*—х3 =• 
<= 0,877-10-11 бўлгани учун

1*3 — 51 <0,0294-0,877-10-11 < 0,3-Ю-1а
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теагсизлик ўринли бўлади. Демак, }члнчи қадпмда илдизни ҳатто 12 хон» 
аниқлик бйлан топган бўламиз. Бизга 8 хона аниқлик етарли эди, бу аниқ- 
ликка эриши|л учун п — 3 деб олиш кигроядир. й =  0,0012 учун 5- жадвалдгл 
г* — т2 нинг қиймати кўрсатилмаган, шунинг учун ҳам биз 2- теоремадаа 
фойдаланамиз:

и 2 — | | <  2 ^  (2-0,0012)22- г.0,0294 < 2,1-10-ю. '

Ҳисоблаш натижасида қуйидаги қийматларга эга бўламиз:

д: =  1,75; Х1=с 1,75 — /(1,75)
/'(1 ,75) 1,75 — 0,02939629 =  1,72060371;

х 2 =  1,72060371 —
/(1,72060371) 
/'(1,72060371)

лг4 =  1,732050807.
1,73202091$ лг3 =  1,732050807;

Каррали илдизлар учун Ньютон методи. Ньютон методи 
тенгламаларни ечиш методлари ораеида знг дастлабкиларидан бири- 
дир. Шунинг учун ҳам яқинлашиш тезлигини орттириш ёки ҳи- 
соблашларни соддалаштириш мақсадида бу методни ўзгартиришг 
йўлида жуда кўп уринишлар бўлган. Шуларнинг айримларига тўх~  
талиб ўтамиз.

Шу вақтгача х п кетма-кет яқинлашишлар ётган оралиқда / '  ( х ) ў  
= + 0 д еб  фараз қилинган эди, бундан ташқари ў ( 0 ) ф  0, яъни |  
туб илдиз бўлган ҳол қаралган эди. 1870 й. Э. Шредер 5 илдиз 
р - каррали бўлган ҳолни текшириб чиқди. Биз ҳозир ана шу ҳол- 
ни кўриб чиқамиз. Биз аввал р />  1 бўлганда Ньютон кетма-кет- 
лиги яқинлашишининг секинлашишини, сўнгра бу кетма-кетликнн 
керакли равишда ўзгартирилганда унинг тез яқинлашишини кўрса- 
тамиз. £ / ( х )  нинг р - каррали илдизи бўлгани учун, |  ечим ат- 
рофидаги / ( х )  нинг Тейлор қаторидаги ёйилмаси қуйидагича бў- 
лади:
]  (х) ~ с р ( х -  1)Р +  + +] (х -  +  . . . +  Ст(х -1 )т +  к т( х \

(к==р' р + 1 ' • • •  ’ т)- (6>28>
Фараз қилайлик, х п лар Е га яқин бўлсин, у ҳолда гп =  \ — х ю. 
кичик миқдор бўлади. Ньютон қоидасидан &п билан еп+1 орасидаш 
муносабатни чиқарамиз:

Вп + 1 —  е п  +

/  (£ — еп) 
/ '  (?— з„)' (6.29>

(6.28) ёйилмада фақат иккита бош ҳадларини сақлаб, қуйидагн- 
ларни ҳосил қиламиз:

/ а - вп)- : (—  [с р ВП —  £р+) Е«+1 +  • • •].

/ ' ( + вп)
1

(—  1 ) Р  1 [ р с р е,

рП
Р—1

-1

/ '  ( 6 - е Л) 
/(«•

= ( -  Пр
Р СР з Г 1

■ е л )

Г(£— п>

(р
(р + 1)

Р ср

1й [ 1 Ср+1 
р V ^  ср

+■ 1 ) с р + \ еп +  •••]» 

Р р + 1 £ Л +  •  •  »

а +  • • • ]•
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Охирги тенгликни (6.29) га олиб бориб қўямиз:

ел + 1  =

Бунда фақат битта бош 
ликка эга бўламиз:

ь Ср+ 1 

Р 2Ср
£  +

ҳадни қолдириб, қуйидаги тақрибий тенг-

еп+1 0
Бу тенглик шуни кўрсатадики, еп тақрибан махражи ў =  1 — ~ га
тенг бўлган геометрик прогрессия қонуни бўйича камаяди. Буни 
/ ' (I) Ф 0 бўлган ҳол билан солиштириб кўрсак, р >  1 бўлганда 
яқинлашиш тезлигининг сустлашишини кўрамиз. Ҳақиқатан ҳам,

0 =  /  (I) =  /  (I -  еп) +  г п / >  ( I  -  е„) +  " 1  / "  ( I  -  6 е„) (0 <  6 <  1)

тенгликдан ва (6.29) дан
. ______/ ' ( 6 - е  »я) .2
"+1 2 / ' ( « - « » )  п (6.30)

ни ҳосил қиламиз, бунда е п ни етарлича кичик деб олиб, е„+ 1 би- 
лан еп орасидаги

/̂1+1  ̂ п̂ (6,31)

муносабатни ҳосил қиламиз. Бу ерда еп квадратик қонун билан 
камаяди. р >  1 бўлганда яқинлашиш тезлигини орттириш учун 
Ньютон қоидасини

^ + 1  =  +  - Р ^ } (6.32)

га алмаштирамиз. У ҳолда (6.30) дан е„+ 1 билан еп орасидаги қу- 
йидаги муносаоатга эга бўламиз:

£л+1 Ср+ 1 2 

Р  ср п

Г <Р+П (6) с2 
Р ( Р -И )/(р+) еп

(6.33)

Бундан кўрамизки, |  илдиз р каррали бўлганда (6.33) қоида учун 
яқинлашиш тақрибан Ньютон қоидасининг яқинлашишига тенг.

Модификацияланган Ньютон методи. Агар / ( х )  нинг ҳо- 
силаси жуда мураккаб функция бўлиб, / '  (хп) ни ҳисоблаш катта 
қийинчиликлар туғдирса, у вақтда Ньютон методининг қуйидаги 
модификацияси ишлатилади:

,  / ( х 'п) '

х п+1 — Хп г / х / ў  х ° =  х °' (^ =  1» 2, ...). (6.34)

Бу қоида бўйича ҳисоблаш анча қулай, чунки / '  (х) фақат бир 
марта ҳисобланади. Лекин модификацияланган метод Ньютоннинг
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асосий методига нисбатан секин яқин- 
лашади. Модификацияланган метод- 
нинг геометрик маъноси қуйидагидан 
иборат: х п + 1 тақрибий яқинлашиш бу 
(хп, / ( х п)) нуқтадан ўтувчи ва бур- 
чак коэффициенти / '  (х0) га тенг бўл- 
ган тўғри чизиқнинг ОХ ўқи билан 
кесишган нуқтасидир. Бу тўгри чизиқ 
фақат биринчи қадамдагина у = / ( х )  
эгри чизиққа ўтказилган уринма билан 
устма-уст тушади (14- чизма). Бу ер- 
да ҳам (1- теоремага ўхшаш) яқинлашиш ҳақидаги теоремани исбот 
қилиш мумкин.

4- теорема. Агар / ( х )  функция ва дастлабки яқинлашиш 
1- теорема шартларини қаноатлантирса, у ҳолда

х п + 1 =  Хп ~~~ ~ тт, х0 =  х0 (п =  0, 1 ,2 ,  ...)
/  О0)

кетма-кет яқинлашишлар (6.1) тенгламанинг Н илдизига яқинлаша- 
ди, шу билан бирга хато учун қуйидаги баҳо ўринли бўлади:

\хп — | |  <  ** — ( ’пу . (6.35)
бу  ерда 1п (6.13) квадрат тенглама учун қурилган Ньютоннинг 
модификацияланган кетма-кетлиги, (о =  0, I* эса (6.13) тенглама- 
нинг кичик мусбат илдизи.

Бу теореманинг исботини [5] ва [10] дан қараш мумкин. Бу 
ердаги (6.35) баҳо юзаки қараганда 1- теоремадаги (6.12) баҳога 
ўхшаш, лекин унинг нолга интилиш тезлиги анча секиндир. Биз
ҳозир ана шу баҳони келтирамиз. Фараз қилайлик, й <  -̂  бўлсин. 
(6.13) тенгламадан кўринадики, аниқ ечим

I* « , , +

бўлиб, {(],+1) ва {/[} кетма-кет яқинлашишлар

1п+! Р’ (0) = V 4* ^ & К

тенглик билан боғланган. Бу тенгликлардан

с , - 1* = - \ в к  ( С  - т ' п - п  (/; +  п

ни топамиз, 4  <  /* =  -— ^ — ——  7] бўлганлиги сабабли

Г - / п+1 < В К Р ( Р - С )  -(1 -— / 1 ^ 2 Г )  ((* — О -
Бу тенгсизликни кетма-кет қўллаб, /* — /;<<?"(/* — / )  га эга бў- 
ламиз, бу ерда д =  1 — У  \ — 2 Л <  1. Охирги баҳо шунй кўрсата-
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дики, {/„} кетма-кетлик (* га чексиз камаювчи геометрик прогрес- 
сия тезлигида интилар экан.

Ватарлар методи. Энди Ньютон методидаги ҳисоблашларни 
еоддалаштиришнинг яна бир усулини кўрамиз. Ньютон методида 
меҳнатнинг асосий қисми / ( х п) ва / ' ( х„) ларни ҳисоблаш учун 
сарфланади. Шуларнинг бирортаси, масалан, / ' ( х п) ни ҳисоблаш- 
дан қутулиш мумкин змасмикин деган савол туғилади. Бу бизни 
ватарлар усулига олиб келади, яъни агар / ' ( х п) ни тақрибий 
равишда алмаштирсак:

/ '  ( X  )  Ш  /  ( х п -  1 )

хп !
у ҳолда навбатдаги яқинлашишни топиш қоидаси қуйидагича бў- 
лади:

„  _  „  _  I  ( Х п ) { Х п  —  Х п - 1)Хп+ 1-Хп Пхп)- ПХп_хУ (6.36)

Бу қоиданинг геометрик маъноси қуйидагидан иборат: у —/(х)  
функциянинг графигида иккита Мп-\ [хп-и / ( х п-\) \ ва М „ \х т 
/ ( х „ ) |  нуқталардан ватар ўтказамиз. Ватар тенгламаси зса қуйи- 
дагича:

х  —  х п  _  У  —  К х п )

Х п  х п~ \  / { х „ )  / ( х „ — \)

Агар бу ватарнинг О Х  ўқи билан кесишган нуқтасини х„+1 деб 
олсак, (6.36) қоида келиб чиқади.

Ватарлар методи икки қадамли метод бўлиб х п+\ ни топиш учун 
х„-! ва х„ ни билишимиз керак. (6 .36) қоидани қўллаш учун:

1) барча х„ лар / (х)  нинг аниқланиш соҳасида ётиши ва
2) / ( х п) —/ (х„ - 1) ФО (п =  1, 2, . .  .) шартлар бажарилиши ке- 

рак.
Аввал / (х„)— / ( х п-\) =  0 бўлган ҳолни кўриб чиқайлик, бу 

ерда икки ҳол бўлиши мумкин: а) х„/=х„- \  ва б) х п = х п-\. 
Агар х пФ х п-\  бўлса,

Х„ Х„—\ • / ( х п — \ ) ( Х п — \ — х п —  г )

/ (Х„ - - , )
(6.37)

тенгликдан / (х„- \) /=0  лигини кўрамиз. Шунинг учун ҳам /(х„)фО 
ва навбатдаги

„  ___  „   / ( х п)  (х п —  х п — \)

Х"+1 т ( х „ ) - / ( х п- \ )
яқинлашишни қуриш мумкин бўлмайди. Процесс шу ерда узилади 
ва ечимга олиб келмайди.

Агар х„ =  х п-\  бўлса, х 0, х ь . . .  , х„-\, х„ ларни қуриш мум- 
кин, х 0, X,, , х п - 1  лар ўзаро фарқли ва / ( х к ) — / ( х к-\) =/ 0
(к =  1, п — 1) деб ҳисоблаймиз. (6.37) тенгликдан кўрамизки, 
/ ( х п—\) =  0 ва х„-\ берилган тенгламанинг ечими эканлиги келиб 
чиқади. Бу ҳолда кетма-кет яқинлашишларни х„ гача бажариш 
мумкин, шу билан бирга иккита устма-уст тушадиган х п-\  ва-х„ 
қийматлар берилган тенгламанпнг ечими бўлади. Илдиз рационал 
сон бўлганда, шундай ҳол бўлиши мумкин.
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Энди биз юқоридаги 1), 2) шартлар бажарилган деб фараз қн- 
либ, ватарлар методининг яқинлашишига тўхтаб ўтамиз. Хато $„=*» 
■«5 — Хп учун (6.36) дан

е«+1 — ®л +
( 8Я—1   ел )  /  ( £  Ея )

/ ( 6 - « Я) - /( 6 -» Л - 1 )
муносабатни чиқарамиз. Агар биз бу ерда / ( £ — е„) ва /(£  — е„_1) 
ларнинг хатолар даражаларига нисбатан ёйилмалари

/ ( Е - 0  = - / ,(5К + |л ? )4  + ..., 
/(| -  = -/(!)-*„_, +  ў л ? ) 4 - !  +  ...

ни қўйиб, тегишли амалларни бажарсак, қуйидаги тақрибий

е „ + 1 « — д е"-1£л (6.38.)

тенгликка зга бўламиз. Агар бу тенгликни Ньютон методи учун 
чиқарилган (6.31) тенглик билан солиштирсак, ватарлар методида 
хатонинг ўзгаркш қонуни Ньютон қоидасидаги қонунга яқинлиги- 
ни кўрамиз.

Ньютон методининг яқинлашиши ҳакидаги 1-теоремага ўхшаш 
қуйидаги теорема қам ўринлидир.

5- теорем а. Агар / (х)  функьия ва дастлабки яқинлашиш х0 
1- теорема шартларини қаноатлантирса ва бундан ташқари х г учун

| + —х 01 <  1 ~  У',!^ -П = '  ** ва \ / {хг) |<  Р (\хг -  х 01) =  Р(1г)

тенгсизликлар бажарилса, у ҳолда:
1) (6.36) қоида билан аниқланган х„ яқинлашишлар чекли қа- 

дамдан кейин ечимга олиб келади, ёки х„ ларни барча п лар учун 
қуриш. мумкин бўлиб, улар яқинлашувчи кетма-кетликни ташкил 
этади

\ \тхп—
П-*- со

2) лимитдаги киймат ? / (х)  =  0 тенгламанинг ечими бўлади;
3) яқинлашиш тезлиги | |  — х„\ <  I* — 1П тенгсизлик билан ба- 

қоланади, бу ерда 1П (6.13) тенгламанинг кичик илдизи учун / = 0  
ва б, =  \хх — лс0| дан бошлаб ватарлар усули билан қурилган кет- 
ма-кет яқинлашишлардир.

Бу теоре-манинг исботини [8] дан қараш мумкин. Энди бу ме- 
тодни мисол ечишга татбиқ қиламиз.

М и с о л. ’
/  (х ) = х* — 4х3 +  2х2 +  12лг — 15 =  0

тенгламағинг мусбат илднзи 10-6 аниклик билан топилсин.
Е ч и ш. Биз юқорида кўрган эдикки, изланаётган илдиз (1,5; 1,75) ора- 

лиқда ётади ва ж0=1,75 нуқтанинг яқин атрофида 5 - теореманинг барча 
шартлари бажарилади. Бу ерда ҳ г =  1,72 деб оламиз. У вақтда \ х г — л:0| =  
«• 0,03 <  2 =  0,588 ва /  (1,72) <  Р  (0,03) эканлигини кўрсатиш мумкин.
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Шундай қилиб, 5- теореманинг ҳамма шартлари бажарилади. Демак, {хп} 
кетма-кетлик 5 илдизга интилади. (6.36) қоилага асосан х 2 ни топамиз:

, „н /(1,72)(1,72— 1,75) 
х 2 — 1,75 /(1,72) —/(1,75) — 1,7288829.

Яна учта яқинлашишлари қуйидагидан иборат:
х 3 =  1,7320622; х 4 =  1,7320508; х6 =  1,7320508.

Тенгламалар системаси учун Ньютон методи. Бу ерда 
п та х и х ,̂ ..., хп номаълумли п та ■

Х3, . - • , х п) =  0,
/> (+ , х а, . * * ) ^п) ” (6.39)

М * и *2. • • • , х„) =  0
тенгламалар системасини ечиш учун Ньютон методини кўриб чи- 
қамиз. Ёзувни қисқароқ қилиш мақсадида х  орқали х  = (хи х и 
. . . .  х п) векторни 'ва /(х)  орқали

/ ( * ) ■ = / !  ( (+,  Ха . . .  , Хп), . . . , / п(хи Х2, . . . , Хп))
вектор-функцияни белгилаймиз. У ҳолда, (6.39) системани битта

/ ( х )  =  0
вектор-тенглама шаклида ёзишмумкин. (6.39) системани ечиш учув 
Ньютон методи, табиийки битта сонли тенглама учун юқорида 
кўриб ўтилган методнинг умумташганидир. Юқоридагидек бу ерда 
ҳам методнинг асосий ғояси чизиқли бўлмаган (6.39) системьни 
кетма-кет чизиқли системага келтиришдан иборатдир. Агар аниқ 
ечим билан тақрибий ечим орасидаги хато етарлича кичик бўлса, 
ажратиб олинган чизиқли қисм тенгламалар . системасининг бош 
қксми бўлади.

Фараз қилайлик, бизга (6.39) системанинг тақрибий ечими .х(0> =
(0)

“ =(*
қали | ■

у (°)Х2 Хп0)) маълум бўлсин, е= (е .[ , г2
■ X( 0 )

&
у (0 )Л\ » ■х10) ( 0 ) \Хп ) вектор-хато-

,)

ни белгилаймиз. (6.39) системада х  ўрнига х (0> +  6 ни қўйиб, ҳо- 
сил бўлган системгнинг чап томонини еь г2, ларнинг
даражаларига нисбатан Тейлор қаторига ёйиб, е,, е2, . . . , гп га 
нисбатан чизиқли қисмини сақлаб, қуйидаги тақрибий системага 
эга бўламиз:

, <+(*(0))
ох„ “11'

д М ^ )
ОХ\ £1 + - Ш 0)),

д/п( х {0))
Ох, + +

д/ п (х {0))
дхп

(6.40)

- /„ (+ 0)).

е<°)Бу системани ечиб, хатонинг тақрибий қиймати е(0) = ( е (0), 
е<°)) ни топамиз. г(0) ни х (0) га қўшиб, навбатдаги яқинлашиш век- 
торини ҳосил қиламиз:

Х(1) =  Ҳ(0) +  е(0) =  (л:(о) +  6.(0), . . , , х<0) +  е^)).

с
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Ўз навбатида х (1) ни яхшилашимиз мумкин, бунинг учун х {0) ўр- 
нига х {1) ни қўйиб, (6.40) кўринишдаги системани тузиш керак. 
1Лундай қилиб, агар (6.40) кўринишдаги системалар ечимга эга 
бўлса, биз кетма-кет яқинлашишлар векторларини топамиз. 

Қулайлик учун Якоби матрицасини киритамиз:

Г д /т (х) д Ў1 (х) П

/* ( * )  =
дх^  • ’ 

дўп(х)

д х п

дўп (х)
дхх " " дхп

(6.41)

Бу матрица ёрдамида (6.40) системани қуйидаги битта вектор-сис- 
тема шаклида ёзишимиз мумкин:

“ Л ( х (0))в (0) =  - / ( х 101). '
Фараз қилайлик, х  =  с нуқтада / х (1) махсусмас матрица бўлсин. 
Детерминант ўз элементларининг узлуксиз функциялари бўлганли- 
ги учун х  =  £ нуқтанинг бирор О атрофида (6.40) махсусмас мат- 
рица бўлиб, унинг тескариси / / 1 (х) мавжуд бўлади.

Фараз қилайлик, х {0)£О,  у вақтда (6.41) нинг ҳар иккала томо- 
нини / / 1 (х{0)) га кўпайтириб,

в(0)=  - / / 1(х{0)) / ( х {0)) 
ёки .

х ^ - х ^ ^ - / / 1^ ) / ^ )
ни ҳссил қиламиз. Агар х {1), х {2), . . . , х {к) лар 0  атрофида ётса, 
у ҳолда х (А+1)ни

х{к+1) =  х{к)-  /Т 1 (х(й)) / ( х {к)) (6.42)

теиглшдан топамиз. Бу х {к) кетма-кет яқинлашишларни топиш 
учун Ньютон қоидасидир. Бу қоиданинг амалга ошиши учун х {к) 
(к =  0, 1, 2 ,...) лар / (х) нинг аниқланиш соҳасида ётиши в а Л  (х{к)) 
матрицалар махсусмас бўлиши керак.

Биз ҳозир Л. В. Кантаровичнинг (6.42) Ньютон жараёнининг 
яқинлашиши ҳақидаги теоремасини исботсиз келтирамиз.

6 - теорема. Агар /  (х) вектор - функция ва дастлабки яқин- 
лашмш вектори х {0) қуйидаги шартларни қаноатлантирса:

1) х (0) нуқтада / х (х{0)) Якоби матрицасининг детерминанти А =» 
=  А ( /х (д:(0>)) нолдан фарқли ва элементнинг алгебраик тўлди- 
рувчиси Д д бўлиб ва

П '
'  ш 2 | Л;А1<5 (к =  Т^Г)

баҳо ўринли бўлса;
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2) |/г (* (0))Г<?1 ( /— 1, л);
3) х (0> нннг

! х { — х ,<0) | 2Ву] 
атрофидаги барча нуқталар учун

2 26=1 /=1 д х̂  0хк

(/ =  1, п)

(I =  1, п)

тенгсизликлар бажарилса;
4) В, т), £ миқдорлар

/г =  5 2т ) 1 < 1  

(0)шартни қаноатлантирса, у ҳолда х  нуқтанинг

I х 1 ~  * / 0>| <  Х~ ^ н ~  2Н Ву] (/ =  1 ’ ^
атрофида (6.39) система ягона с =  (Ел, £2, . . .  , сп) ечимга эга бў- 
либ, (6.42) билан аниқланган х {к) =  (х[к), х ]к), . . . , х („к) )Ньютон 
кетма-кетлиги яқинлашади ва шу билан бирга, яқинлашиш тезлиги

шах | х\к) — ^ 1 <  (2/г)2* ‘ Ву]
1 <1<п ^

тенгсизлик билан баҳоланади.
Шунга ўхшаш теоремани Ньютоннинг модификациялангац ме- 

тоди учун таърифлаш ва исбот қилиш мумкин.
Шуни ҳам таъкидлаб ўтиш керакки, (6.40) систёмада тенглама- 

лар сони иккита бўлганда бу системани детерминантлар ёрдамида 
ечиш керак. Тенгламаларнинг сони иккитадан кўп бўлса, бунлай 
системаларни кейинги бобда келтириладиган методларнинг бирор- 
таси билан ечиш маъқулдир. Агар бизга иккита

( / ( * > у ) = о .
I & (х , У) =  0

тенгламалар системаси берилган бўлса, у ҳолда (6.42) қоида қуйи- 
дагича ёзилади:

хк+\ х к
V  X  ё у  / у  ё х ) У =  Ук

(й =  0, 1, 2, . . .)

Уь+1 — Ук /  / х ё  —  ё х / \  

\/хёу—/у£х }
Х = Х Ь,
У =Ук •

М и с о л. Қуйидаги
/  /  (х, л :)=хЗ +  2 у 2 -1  = 0 ,
I £ (х, У) =  5у3 + х 2 — 2ху — 4 =  0

«истеманинг илдизи 10~6 аниқлик билан топилсин. Бу функцияларнинг гра” 
фикларини чизиб кўрсатиш мумкинки, 5 ва ш мос равишда (— 0,7; — 0,6) в*
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(0,7; 0,8) оралиқларда ётади. Шунинг учун ҳам л:(0)= — 0,6 ва = 0 ,8  деб 
олишимиз мумкин. Берилган функцияларнинг ҳосилалари қуйидагилардан 
иборат:

/ х  = Зх~’ /у  = 4у, §х = 2 х — 2у, =  15>'2 — 2х.
Ҳисоблашлар натижасини келтирамиз:

дг(°) =  — 0,6; у(0) =  0,8; / (0) =  0,064; £ (0> =  —0,12; /<.0) =  1,08;

/у0) =  3,2; ^ 0)=  .— 2,8; ^  =  10,8; х (1) =  — 0,65213; у(1) =  0,79760;

/ (1> = —0,00502; £ (1) =  0,00254, / {1) =  1,27583; / {1)=  3,19038; / ()=  —2,891.46; 

£ {1) =  10,84663; л:(2> =  — 0,64942; у(2) =  0,79809; / (2) =  — 0,00001;

£ (2) =  — 0,00001; / {Р  =  1,26525; /<,2) =  3,19234; £ (2) =  — 2,89502; 

ё (у } =  10,85296; х (г) =  — 0,64942; у(3) =  0,79809.

Демак, $ =  — 0,64942 ва 1] =  0,79809.
М а ш қ л а р
1. Р (х) кўпҳадни (х — а) (а >  0) га бўлганда Горнер схемасидаги 6; лар 

қуйидаги шартларни қаноатлантирсин:
Ьа — а о >  0, Ъ^> 0 (1 = 1 , п).

У ҳолда Р(х )  нинг барча илдизлари а дан кичик эканлигини кўрсатинг.
2. Фараз қилайлик, р — ихтиёрий мусбат сон бўлсин, у ҳолда

Р  (х) =  а0 х п +  ах х п~1 +  . . .  +  ап
кўпҳаднинг барча илдизлари модуллари бўйича

р +  т а х  I ак___ I
1<к<п | а0 р« —1 |

дан ортмаслигини кўрсатинг.
3. Коэффициентлари ҳақиқий бўлган Р  (х) =  аа х п +  +  . . . +  ап

(аа >  0) кўпҳаднинг ҳақиқий илдизлари

дан ортмаслигини кўрсатинг, бу ерда р — ихтиёрий мусбат сон, к — биринчи 
манфий коэффициентнинг номери, а^— манфий коэффициентлар.

4. Фараз қилайлик, Р (х )  — аах п +  а\Хп~ 1 +  . .  . +  ап нинг барча коэф- 
фициентлари мусбат бўлсин.

Қуйидагиларни кўрсатинг:
а) агар аа > > . . . >  ап шарт бажарилса, у ҳолда Р (х) нинг барча

илдизлари бирлик доира | х  | > 1 дан ташқарида ётади;
б) агар а0 < ах . . . < ап шарт бажарилса, у ҳолда Р (х) нинг барча ил- 

дизлари | л: | <ў 1 бирлик доира ичида ётади.
5. Агар Р(х)  = а 0х п +  а1х п~'- +  . . .  +  ап кўпҳаднинг барча коэффи- 

циентлари мусбат ва
т =  шШ — к . , М =  тах  —5*—

1 <к<п йд_ 1  1<*<ге Яд,— 1
бўлса, у ҳолда Р(х)  нинг барча илдизлари т <  | л: I <  М тенгсизликларни 
қаноатлантиришини кўрсатинг.

6. Фараз қилайлик, х п + 1  =  <р (хп) ва х п + 1  — ф (хп) лар мос равишда г ва
р-  тартибли итерация бўлсин. У ҳолда ,

_  _  , хп (? № (Хп)] —у(Хп)'Ъ(хп)
. х„+1 -  V (Хп) - Хп- 9 (* и) _ ф  (Хп) + ср [ф (Хп)}

итерациянинг тартиби г + р — 1 дан кам эмаслигини кўрсатинг.
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7. Чебишев методидан фойдаланиб, N  ва ларни ҳисоблаш учун 
Вккинчи ва учинчй тартибли итерацион жараён тузинг.

8. Қуйидаги
( 51п (х + у) — у =  0,
\  Соз (х — у) — у =  0

системанинг ечимини беш хона аниқликда Ньютон методи билан топинг.

3- Б 0  Б. ЧИЗИҚЛИ АЛГЕБРАИҚ ТЕНГЛАМАЛАР 
СИСТЕМАСИНИ ЕЧИШ

1- §. ДАСТЛАБКИ МАЪЛУМОТЛАР

Назарий ва татбиқий математиканинг кўпгина масалалари 
чизиқли алгебраик тенгламалар системасини ечишга олиб ке- 
лади. Масалан, функцияни унинг п-\-1 та нуқтада берилган 
қийматлари ёрдамида п-тартнбли кўпҳад билан интерполя- 
циялаш ёки функцияни ўрта квадратлар методи ёрдамида яқин- 
лаштириш масалалари чизиқли алгебраик тенгламалар снсте- 
масини ечишга келтирилади.

Чизиқли алгебраик тенгламалар системасини ҳосил қилнш- 
нинг асосий манбаи узлуксиз функционал тенгламаларни чек- 
ли-айирмали тенгламалар билан яқинлаштиришдир. Масалан, 
Лаплас дифференциал оператори учун Дирихле масаласпни 
тартиби юқори бўлган оддий чекли-айирмали тенгламалар сис- 
темаси билан алмаштириш мумкин. ЭҲМлар яратилиши билан 
бундай масалалар яна ҳам кўпайиб бормоқда.

Бир жинсли бўлмаган чизиқли алгебраик тенгламалар сис- 
темасини ечиш масаласи билан матрицаларнинг тескарнеини 
топиш ва детерминантларни ҳисоблаш масалалари узвип ра- 
вишда боғлангандир. Бу масалалар назарий жиҳатдан осон- 
гина ечилади. Лекин матрицаларнинг тартиби ортган сари бу 
масалаларни амалда ечиш жуда катта ҳисоблашларни талаб 
қилади. Ҳозирги вақтда бу масалаларни ечиш учун жуда кўп 
методлар яратилган ва уларни такомиллаштириш устида жа- 
дал ишлар олиб борилмоқда.

Чизиқли алгебраик тенгламаларни ечиш асосан икки—■ 
аниқ ва итерацион методларга бўлинади.

Аниқ метод деганда шундай метод тушуниладики, унинг ёр- 
дамида чекли миқдордаги арифметик амалларни аниқ бажариш  
натижасида масаланинг аниқ ечимини топиш мумкин. Ҳаммага 
маълум бўлган Крамер қоидаси аниқ методга мисол бўла ола- 
ди. Лекин Крамер қоидаси одатда, амалда ишлатилмайди, 
чунки бу метод билан л-тартибли чизиқли алгебраик тенглама- 
лар системасини ечиш учун п I п2 тартибдаги арифметик амал- 
ларни бажариш керак. Бу ниҳоятда катга сон бўлиб, бу қоида 
билан ҳатто п — 30 тартибли системани ечиш учун ҳам ҳозирда 
мавжуд бўлган ЭҲМлар ҳам ожизлик қилади.

Биз бу бобда ҳисоблаш учун тежамли бўлган бир нечта
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впиқ методларни кўриб чиқамиз. Буларнинг кўпчилиги номаъ- 
лумларни кетма-кет йўқотиш ғоясига асосланган.

Итерацион методлар шу билан характерланадики, чизиқли, 
алгебраик тенгламалар системасининг ечими кетма-кет яқин- 
лашишларнинг лимитидек топилади.

Итерацион методларни қўллаётганда фақат уларнинг яқин- 
лашишларигина эмас, балки яқинлашишларнинг тезлиги ҳам 
катта аҳамиятга эгадир.

Бу маънода ҳар бир итерацион метод универсал бўлавер- 
майди.

Бу методлар айрим системалар учун жуда тез яқинлапшб,. 
бошқа системалар учун секин яқинлашиши ёки умуман яқин- 
лашмаслиги ҳам мумкин. Шунинг учун ҳам итерацион метод- 
ларни қўллаётганда системани аввал тайёрлаб олиш керак. 
Бунинг маъноси шундан иборатки берилган системани унга тенг 
кучли бўлган шундай системага алмаштириш керакки, ҳосил 
бўлган система учун танланган метод тез яқинлашсин.

Ҳозирги замон ЭҲМлари ёрдамида аниқ методлар билан 
тартиби 103 дан катта бўлмаган, итерацион методлар билан 
эса тартиби 106 дан ортмайдиган чизиқли алгебраик тенглама- 
лар системасини ечиш мумкин. Аввал аниқ методларнинг уму- 
мий ғоясини кўриб чиқайлик. Бу методлар асосан уч синфга 
бўлинади: 1) номаълу^ларни кетма-кет йўқотиш методлари; 
2) матрицаларни ажратишга асосланган методлар; 3) бирор- 
метрикада ортогонал бўлган ёрдамчи векторлар системасини 
тузишга асослангаи методлар.

Системадаги тенгламалардан номаълумларни кетма-кет 
йўқотиш методи қадимий методлардандир. Бу методни икки 
йўл билан амалга ошириш мумкин:

а) тенгламаларнинг керакли комбинацияларини тузиш;
б) алмаштиришнинг ҳар бир қадамида система матрицаси- 

нинг бирор элементини ёки бир устундаги диагонал эл ем ен т  
остидаги барча элементларини нолга айлантириш мақсадида бу 
матрицани махсус равишда, танлаб олинган матрицага кўпай- 
тиришдан иборатдир. Ҳар иккала ҳолда ҳам диққат-эътибор 
шунга йўналтириладикн, алмашти-ришлар натижасида берилган 
система унга тенг кучли бўлган системага ўтиши ва сўнгги сис- 
тема содда кўринишга эга бўлиши керак.

Матрицаларни ажратишга асосланган методлар ғоявий жи- 
ҳатдан номаълумларни кетма-кет йўқотиш методла-рига жуда 
яқин туради. Бу ерда системанинг матрицаси асосан учбурчак, 
диагонал ёки акслантириш матрицаларининг кўпайтмаларига 
ажратилади.

Учинчи синфга кирадиган методлар ҳозирги вақтда кепг 
тарқалган методлардир. Бу методларда изланаётган ечим мах- 
сус равишда қурилган ёрдамчи векторлар системасидаги охнр- 
ги вектордан иборат. Бу группадаги методларнинг энг биринчи- 
си ортогоналлаштириш методидир.

Юқорида айтилган барча методларнинг умумий моҳиятинн

6—2105 81

www.ziyouz.com kutubxonasi



қуйидаги схемада баён қилиш мумкин. Фараз қилайлик, қуйи- 
даги чизиқли алгебраик тенгламалар системаси берилган бўл- 
син: .

А х  =  Ь.
Бу тенгликнинг ҳар иккала томонини чапдан, кетма-кет шундай
Ьи А2................. Ьк матрицаларга кўпайтирамизки, натижада ҳо-
сил бўлган янги

^к^к- 1 А х  Ьк1*к- 1 . . ЬХЪ
система аввалгисига эквивалент бўлиб, соддароқ ечилсин. Бунинг 
учун В  =  Ьк 1 к_ х . . .  А, А матрицанинг учбурчак, диагонал ёки 
ортогонал (агар ВВ' =  В'В =  Е бўлса, В матрица ортогонал 
дейилади) бўлиши кифоядир. Агар шу билан бирга матрицалар 
■махсусмас бўлса, тескари матрица А -1 ва детерминант с!е1 А ни 
топиш учун қуйидаги формулаларга эга бўламиз:

А  1 *= В  1 Ьк Ь к-\ . . .  1*\ •
, , , (1е1 ВМ А  =  -п------- -

П  £I
I—1~

2- §. НОМАЪЛУМЛАРНИ ЙЎҚОТИШ

Биз бу параграфда Гаусс методи ва оптимал йўқотиш методи- 
ни кўриб чиқамиз. Оптимал йўқотиш методи ўз структураси жи- 
қатидан Гаусс методига яқин бўлишига қарамасдан у машина 
хотирасидан зффектив равишда фойдаланишга имкон беради ва 
шунинг учун ҳам бу метод ёрдамида тартиби икки марта катта 
бўлган системани ечиш мумкин.

Г аусс методи. Бу метод бир неча ҳисоблаш схемаларига эга. 
Шулардан бири — Гаусснинг компакт схемасини кўриб чиқамиз. 
Ушбу система берилган бўлсин:

а\\ х \ +  а12х 2 . . .  +  а\пх п ==а1,п+1,
®2 1 + + а 2 2 Л:2 +  . .  • +  а 2 п Х П ~ а 2> П + \ >  / о 1 \

\ ап 1 х х +  ап̂  х% +  . . . +  апп х п ап,
Фараз қилайлик, ап +  0 (етакчи элемент) бўлсин, акс ҳолда 

тенгламаларнинг ўринларини алмаштириб, х х олдидаги коэффициенти 
нолдан фарқли бўлган тенгламани биринчи ўринга кўчирамиз. 
Системадаги биринчи тенгламанинг барча коэффициентларини ап 
га бўлиб,

+  +  ^12^ 2 +  . . . +  Ь*\п ха =  Ь[,* п + 1  (2.2)
ни ҳосил қиламиз, бу ерда
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(2.2) тенгламадан фойдаланиб, (2.1) системанинг қолган тенглама- 
ларида х х ни йўқотиш мумкин. Бунинг учун (2.2) тенгламани кег- 
ма-кет а 21, а 31, . . . ларга кўпайтириб, мос равишда системанинг 
иккинчи, учинчи ва ҳ. к. тенгламаларидан айирамиз. Натижада» 
қуйидаги система ҳосил бўлади:

Х2 +  • • • +  #2п х п — 0-2 , 

Чп} Х2 -ф" • • • "1“ а(„п Хп =  С̂ги п+\ >

бу ерда коэффициентлар

а}}} =  аи — ап Ь\)] (I, у' >  2)

(2.3)

формула ёрдамида ҳисобланади. Энди (2.3) система устида ҳам 
шунга ўхшаш алмаштиришлар бажарамиз.

Бунинг учун (2.3) системадаги биринчи тенгламанинг барча
козффициентларини етакчи элемент а $  га бўлиб,

х 2 >  Ь-23 Х я >  . . . + Ь;п х п = Ь 2 ,\-\-\ (2-4)

ни ҳосил қиламиз, бу ерда

Ь(?) й(1)
> )
“ 22

( у > 3 ) .

(2.4) тенглама ёрдамида (2.3) системанинг кейинги тенгламала- 
рида юқоридагидек х 2 ни йўқотиб,

<42) х 3 + I > 2>г _ , 7 (2>~г а3„ х п— а 3, я+1

а„ з х 3 + 4 - а <2)ч (+ППх„=  а (2 )
«. „+1

системага келамиз, бу ерда

а}Р =  а 1у) — а (12 Ьу\ (I, у' >  3).

Номаълумларни йўқотиш жараёнини давом эттириб ва бу жа- 
раённи т -қадамгача бажариш мумкин деб фараз қилиб, т- қа- 
дамда қуйидаги системага эга бўламиз:

V а -А (яг) V _1_ л(т> г —Х т От , т + 1 Л о т + 1 Утп Х п —  п + 1 ,
„ Ш )  ^  I I „ ( т ) у  —  п (т)  , ,а т + 1. т+1  Л /я + 1  “Г • • ■ " Г  а т + 1 ,  п Х п —  а т , „ +  1 ,
„(т ) у !. а„, т+1 л т +1 -(- +  аТп)х, п (т)■ п+1 »

(2.5)

бу ерда
7(т.)

4 га) =  а \ Г и ~  а \ Г 1) Ь\$ (I, } > т +  1).

Фараз қилайлик, т мумкин бўлган охирги қадамнинг номери бўл- 
син. Икки ҳол бўлиши мумкин: т =  п ёки т <  п. Аг...р т =  п
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■бўлса, у вақтда биз учбурчак матрицали ва (2.1) системага экви- 
валент бўлган қуйидаги

Х 1 +  Ьп х 2-\- ^{р х 3 4- . . .  +  Ьи х п— п+1 ,
Х2~\~ Ьж Х3-{- . . .  -)- ь4п Хп — Ь^п+1 ,

V  __иМх п—  Оп, л+1

( 2.6)

системага эга бўламиз. Охирги системадан кетма-кет х п, хп_и 
. . . , х х ларни топиш мумкин:

х п °п, я+1 ,

* я - 1
и ( п - \ )1 Оп-\, п+1 и(п-1) „

0/1 — 1, п Хп , (2.7)

Х\— Ь\, л+1 Ь+1 Х% ■ . . .  Ь\п Хп ,

2 .6) учбурчак системанинг коэффициентларини топиш Гаусс ме- 
тодининг тўғри юриши, (2.7) системадан ечимни топиш жараёни 
тескари юриши дейилади.

Фараз қилайлик, т<^п  бўлсин ва системанинг т-ва ун- 
дан кейинги тенгламалари (2.5) кўринишга келтирилган бўлсин. 
Биз т- қадамни бажарилиши мумкин бўлган қадам деб ҳисобла- 
ган эдик, бу шуни билдирадики (2.5) системанинг иккинчи тенг- 
ламасидан бошлаб етакчи элементни ажратиш мумкин эмас, барча 
«1/г) (/, у =  /те+  1, . . .  , п) лар нолга тенг ва (2.5) система қуйи- 
даги кўринишга эга

Лт)Хт +  Ь(т,)т+\ х т+\ +  • . . +  Ь(™п х п=  Ь(т;п+\ ,

0 =  Ят+1, л+1 ,

л __п(т)V — ап, л+1 .

Агар бунда барча озод ҳадлар а\т)п+\ (/ =  т  +  1, . . .  ; п) Нолга 
тенг бўлса, у ҳолда биз фақат ягона биринчи тенгламага эга 
бўламиз.

Барча қадамдаги биринчи тенгламаларни бирлаштириб, қуйидаги 
системани ҳосил қиламиз:

■ *1+  Ь(\2 л:2+  М з^Я з +  . . . +  Ь(\п х п— Ь(\, л+1 ,

. х 2 +  Ь $ Х3 +  . . . +  Ь(2п Хп— ^ + л + 1  ,

, • Хт +  Ь(т} т+\ х т+\ +  " . . .  +  Ь(тп х „— Ь(т}п+\ . '

Бу системадан бизд:,, х 2.............х т номаълумларни х т+и . . . ,
■ха номаълумлар ва озод ҳадлар ёрдамида ифодалаб олишимиз 
мумкин. Бу ҳолда (2.1) система чексиз кўп ечимга эга бўлади. 
Агар т с п  бўлиб, ҳеч бўлмаганда бирорта а(тт+\ Ф  0 {т +  1 <  
< / < я )  бўлса, у ҳолда (2.1) система ечимга эга бўлмайди.
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Қўлда ҳисоблаётганда хатога йўл қўймаслик учун, ҳисоблаш 
жараёнини контрол қилиш маъқулдир. Бунинг учун биз (2.1) 
матрица сатрларидаги элементлар ва озод ҳаднинг йиғиндисидан 
тузилган контрол

+ .«+ 2  =  2 ° +  (/ =  Т7л) (2.8)
/-1

йиғиндидан фойдаланамиз.
Агар а />л+2 .ларни (2.1) системанинг озод ҳадлари деб қабул 

қилсак, у ҳолда алмаштирилган
, П
2  а И*} ==ак п + 2 (I =  1. л) (2-9)

системанинг ечими л:Д2.1) системанинг ечими X) орқали қуйида- 
гича ифодаланади:

Х) =  Х)-\-\  (у =  1, п). (2.10)

Ҳақиқатан ҳам, (2.10) ни (2.9) системага қўйсак, (2.1) система 
ва (2.8) формулага кўра

п п л + 1

2 % * / +  2  ац = ^ аи =  аип+г (* =  ТГя)
1=1 /=1 /=1

айниятга эга бўламиз.
Агар сатр элементлар устида бажарилган амалларни ҳар бир 

сатрдаги контрол йиғинди устида ҳам бажарсак ва ҳисоблашлар 
хатосиз бажарилган бўлса, у ҳолда контрол йиғиндилардан тузил- 
ган устуннинг ҳар бир элементи мос равишда алмаштирилган сатр- 
лар элементларининг йиғиндисига тенг бўлади. Бу ҳол эса тўғри 
юришни контрол қилиш учун хизмат қилади. Тескари юришда эса, 
контрол х ) ларни топиш билан бажарилади.

Тенгламалар системаси қўлда ечилганда ҳисоблашларни 9- жад- 
валда кўрсатилган Гаусснинг компакт схемаси бўйича олиб бориш 
маъқулдир. Соддалик учун жадвалда тўртта номаълумли тўрттг 
тенгламалар системасини ечиш схемаси келтирилган. .

Гаусс методи билан п та номаълумли чизиқли алгебраик тенг- 
ламалар системасини ечиш учун бажариладиган арифметик амал-
ларнинг миқдори қуйидагидан иборат: (п3 +  Зп2 — п) та кўпай-

тириш ва бўлиш, (2п3 +  3п2 — Бп) та қўшиш.

М и с о л. Гаусс методи билан қуйидаги система ечилсин:
, 2+| +  4,2 х% -)- 1,6 .лтз — ЗХд = 3,2 
I — 0,4 х х +  Зх3 — 2,4 х$ =  — 1,6 
| 1,6 Х\ — 0,8 х% +  х% — х± ~  — 1 
1 х г — 2л:2 — лт3 +  1,5 х4 =  0

Системани ечиш жараёни 10- жадвалда келтирилган.

(2-11/
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9-ж ад*ал

х в
оэод схемах* ҳадлар қисмларн

« п «13 «13 а и «15 «19
« 2 1 «23 «23 «21 «25 «29 Л
«31 «32 «33 «31 «35 «33
« а «12 «13 «11 «15 «19

1 °12 ' »й> 6 (1>«14 а (1)°15 6 (1)“ 16

й (1)“ 22 «23* ~
"  д (1) 

"24 а (1)"25
а (1)“ 32 л (1)“ 33 /7(1)"34 Л (1)"35 А \
д ( 1)
“ 42 л (1)"43 Д (1)"44 д (1)"46

1 Л<2)
“ 23

/,(2)
“ 24 4!> а ( 2 )

“ 26

Л(2)"33
/г<2)
"34

Л 2 )
"35 а {2)"Зб А3л (2)

"43 й (2)“ 44 4§> «1!>

1 *Ц>

«й1 а (3)
"45 й (3)«46

А з

1 б(4)° 4 5 й (4)“ 46

1 ■«1 *1

1 *3 £ з в
1 *2 *2

1 Х \ Х \

10- жадвал

х$ Х а
озод £ схема

Х\ *3 ҳадлар қисмларв

2 4 ,2 1 ,6 —  3 3 ,2 8
—  0 ,4 3 — 2 ,4

1
0 —  1 ,6 —  1 ,4 А1 ,6 —  0 ,8 —  1 —  1 —  0 ,2

1 —  2 —  1 1 ,5 0 - 0 , 5

1 2 ,1 0 ,8 —  1 ,5 1 ,6 4

8 6
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давоми

3,84
4,16
4,1

— 2,08 
0,28 
1,8

.

— 0,60 
— 1,40 
_з

— 0,96 
3,56 

- 1,6

0,2
6,6
4,5

А

1 —0,54166 —0,15625 — 0,25 0,05208

—2,53331
—4,02081

0,75
2,35937

— 4,6
— 2,62500

—6,38331
—4,28644 Л2

1 —0,29606 1,81581 2,51198

1,16897 4,67603 5,84500 Аг

1
1

1
1 4,00013

3,00009
2,00005
1,00002

5,00013
4,00009
3,00005
2,00002

в

Шундай қилиб, қуйидаги
х х =  1,00002; х 2 =  2,00005; х 3 = 3,00009; х± = 4,00013 тақрибий ечимга 
эга бўлдик.

Системанинг аниқ ечими х г =  1, х 3 =  2, ,*з =  3, х 4 =  4 эканлигига бе- 
восита ишонч ҳосил қилиш мумкин.

Бош элементлар методи. Гаусс методида етакчи элементлар 
доим нолдан фарқли бўлавермайди. Еки улар нолга яқин сон- 
лар бўлиши мумкин: бундай сонларга бўлганда катта абсолют 
хатога эга бўлган сонлар ҳосил бўлади. Бунинг натижасида 
тақрибий ечим аниқ ечимдан сезиларли даражада четлашиб 
кетади.

Ҳисоблаш хатосининг бундай ҳалокатли таъсиридан қутулиш 
учун Гаусс методи бош элементни танлаш йўли билан қўлла- 
нилади. Бунинг Гаусс методининг компакт схемасидан фарқи 
қуйидагидан иборат. Фараз қилайлик, номаълумларни йўқотиш 
жараёнида қуйидаги системага эга бўлган бўлайлик:

(х, +  Ь^х2 +  Ь^ хя+  . . .  +  Ь\ухп =  й<|>+1,

Хт "Ь  ^ <~т,т+1Х т-И +  • • • 4 "  ^тпХп ^т]п+ 1 »
• п ( т) х  Л - _1_ п ( т) х  =  п ( т) ■ит+1,т+1-й1+ 1 ^  ' и'т+1 .п'л'п ^ + 1 ,^ + 1  *

, < тХ+1Хт + 1 +  . . . + а
Энди [ к | =  т а х  |а<ЗД 1 тенгликни қаноатлантирадиган к но-

мерни топиб, ўзгарувчиларни қайта белгилаймиз: х т+\ =  хк ва 
х к =  х т + 1  сўнгра (т +  2) тенгламадан бошлаб, барчасидан х т+\ 
номаълумни йўқотамиз. Бундай қайта белгилашлар йўқотиш тар» 
тибини ўзгартиришга олиб келади ва кўп ҳолларда ҳисоблаш ха- 
тосини камайтиришга хизмат қилади.

...Ч ' 8?
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Оптимал .йўқотиш методи. Бу методнинг дастлабки қадам- 
.лари Гаусс методига ўхшашдир. Етакчи элемент ап фО  деб фараз 
қилиб, (2.1) системанинг биринчи тенгламасини

Х\ +  ^а)*» +  • • • +  ЬМха =  Ь[Ъ+1 (2.2)
кўринишга келтирамиз. Сўнгра (2.1) системанинг фақат иккинчи 
тенгламасидан х х ни йўқотамиз:

+  • • • +  аМх„ =  а<|>+1-

Энди а(̂ Ф  0 деб фараз қилиб, бу тенгламани (2.4) кўринишга 
келтирамиз:

.х> +  Ь$х3+ . . . + Ь % х п =  Ь^п+1
Бу тенглама ёрдамида (2.2) тенгламадан х  ̂ ни йўқотамиз. Натижа- 
Да

X, +  с $ х 3 +  . . . +  с[ўхп =  сЮ+и

*» +  4 23>х3 +  • . • +  С^хп =  4 2>+)

досил бўлади. Бу ерда

С[2)==Ь[))- Ь̂  Ьп  с$ = ь у  ( / > 3 ).

Фараз қилайлик, аввалги к та тенгламалар устида алмаштиришлар 
бажариш натижасида (2.1) система қуйидаги тенг кучли система- 
га келтирилган бўлсин:

Х 1 + С(й + 1 Х Ш +  • • • + С , 1 * Ч = ^ + 1 .
Х к +  С{к\ +1Х к+1  + с[к)хк,п п  ̂к,к+\.
а / г + 1 . 1 Х 1 +  • • •  +  ^+1,*+1Л/е+1 +  . . . +  Й*+ 1, п Х п =  а к + \ ,„ + 1

(2. 12)

апХх х + . . . + а п,к+1Х1{+\ + . . . + а ппХп — а п,п+\.

Бу системанинг аввалги к та тенгламасини мос равишда 
<1 ь+1 ,к ,а*+1,2 , . . . , а<г+ 1 ,и ларга кўпайтириб, натижаларни (й + 1),-  
тенгламадан айирамиз ва ҳосил бўлган тенгламани х к + 1  номаълум 
олдидаги коэффициентга бўламиз. Натижада {к +  1)- тенглама 
қуйидаги кўринишга эга бўлади:

^+1 +  ^ 2 .ик +  1 ,к + ‘2 к+2
■у(к)'к+\,п п ,с(!г)

/ е + 1 . п + 1

Энди бу тенглама ёрдамида (2.12) системанинг аввалги к та тенг- 
ламасидан х к + 1  ни йўқотсак, у ҳолда яна (2.12) кўринишдаги 
системага, фақат к нинг {к +  1) га алмашган ҳолига, эга бўламиз. 

Шу билан бирга, агар

к. +1 $ к +1
'•(к)

- 1,г
г=1
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бўлса, қуйидаги формулаларга эга бўламиз:

ск+\.р

к
&к+1,р 2  ак+\гГС̂к)г= 1 Ғ

0 - к + \ , к + \  —  2  а к + \ , г С ^ 1  
г=> 1 'А + 1к *

/•(£+1) —- Мк)  £(к) с(£+1)с1р С1р с1,к+\ Ск+\,р

(/ =  1, 2, . . .  , к\ р — к 2, к -}- 3, . . . , п -4-1).
Алмаштиришларнинг п- қадами қам бажирилгандан сўнг

(2.1) системапинг ечими учун қуйидаги формулалар ҳосил бўлади:

Х 1 — с‘л>+1 {I — 1, 2, . . . , п).
Бу ерда ҳам ҳисоблаш жараёнини контрол қилиш Гаусс методи- 
дагига ўхшашдир. Оптимал йўқотиш методида ҳам барча етакчи 
элементлар нолдан фарқли бўлиши зарурдир. Агар бу факт олдин- 
дан маълум бўлмаса, у ҳолда ҳисоблаш схемасини ўзгартириб, 
бош элементларни сатр бўйича танлаш йўли билан номаълумларни 
йўқотиш мақсадга мувофиқдир. Бунинг учун, агар {к-\- 1)-тенгла- 
мада х и х 3, . . .  хк номаълумларни йўқотгандан кейин,

*

ак+\,к+\ — 2 а*+1̂ ^р+1) ( Р > ^ + 0
5=1

модули бўйича энг катта элемент бўлса, у ҳолда ўзгарувчиларни 
қайтадан белгилаб: х к+\ = х р ва х р =  хк+\, сўнгра оптимал йў- 
қотиш қоидасига кўра номаълумларни йўқотишни давом эттириш 
керак.

Оптимал йўқотиш методининг устунлиги шундан иборатки 
п-тартибли системани ечиш учун зарур бўлган арифметик амал- 
ларнинг сони Гаусс методидагидек бўлса ҳам, бу метод ЭҲМ 
лар хотирасидан эффектив равишда фойдаланишга имкон бе- 
ради, яъни системанинг тартибини икки марта орттириш мум- 
кин.

(2.12) системадан кўриниб турибдики, оптимал йўқотишнинг 
6-қадами бажарилгач, берилган системанинг охирги (п—к) та 
тенгламаси ўзгаришсиз қолади. Буни ҳисобга олган ҳолда хоти- 
рага матрицанинг барча элементларини тўла киритмасдан, ҳар 
бир қадамдан олдин биттадан сатрни киритамиз. У ҳолда 
(£ + 1 ) -қадамни амалга ошириш учун хотиранинг 

- /(£) =  к(п — к -+ 1) +  п +- 1
та ячейкаси етарли бўлади, булар

Г г {к) с<*> 1
6 1 , А + 1  • • • • • •  (- 1 , л + 1

С(к)к,к+ 1
* 1

с(к)*,л+и
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матрицани ва (2.12) системадаги (&+1)-тенглама қоэффи- 
циентларини ' жойлаштириш учун хизмат қилади. Энди ) ( к )  
нинг максимумини топиб, л-тартибли системани ечиш учун 

(П+1МП+Б) та яче^кага эга бўлган майдон етарли эканлиги-
га ишонч ҳосил қиламиз. Масалан, оператив хотираси 4095 
ячейкадан иборат бўлган ЭҲМ да ташқи қурилмалардан фой- 
даланмасдан 122-тартибли тенгламалар системасини ечиш ёки 
шу тартибли ихтиёрий матрицанинг детерминантини ҳисоблаш 
мумкин.

Мисол тариқасида

12+1 +  4,2+2 +1 ,б+з — 3+4 =  3,2,
— 0,4+1 +  3+2 — 2,4+э ™ —-1,6, .

1,6+! — 0,8+2 +  +3 — +4 =  — 1,
+! — 2+2 — +3 +  1,5+4 =  0

системани оптимал йўқотиш методи билан ечайлик. Биринчи тенгламалан

+! +  2,1+ 2 +  0,8+з— 1,5+4 -  1,6 (2.13)
ни ҳосил қиламизва буни —0,4 га кўпайтириб, системанинг иккинчи тенгла- 
масидан айирамиз: ,

3,84+2 — 2,08+з — 0 , 6 0 + 4  =  —0,96.
Буни 3,84 га бўлиб, керакли тенгламани ҳосил қйламиз:

+2 — 0,54167+3 — 0,15625+4 =  —0,2500. (2.14)
Энди (2.13) дан + 2 ни йўқотсак,

+1 +  1,93750+2—1,17182+4=2,12501. (2.15)
(2.15) ни 1,6 га ва (2.14) ни —0,8 га кўпайтириб, системанинг учинчи тенгла- 
масидан айирамиз ва ҳоеил бўлган тенгламани + 3 олдидаги коэффциентга 
бўлсак,

+з— 0,29611 +4 =  1,81556 (2.16)
келиб чиқади.

Бу тенглама ёрдамида (2.14) ва (2.15) даи + 3 ни йўқотсак,
/+, — 0,59811 +4 =  — 1,39322
(+2 — 0,31664 +4 =  0,73343 (2.17)

ҳосил бўлади.
Энди (2.16) — (2.17) тенгламалар ёрдамида системанинг тўртинчи тенгла- 

масидан х и +3, + 3 ни йўқотамиз: 1,11872+4 =  1,67564. Бундан ва (2.13) — 
(2.17) дан номаълумларни кетма-кет топамиз:
+4 =  4,00065; + 3 =  3,00019; + 2 =  1,99999; +! =  0,99922.

Детерминантни ҳисоблаш. Гаусс методини ҳам, оптимал 
йўқотиш методини ҳам детерминантни ҳисоблаш учун қўллаш 
мумкин. Қуйидаги

«и С Ь • • • «1 п

А  = «21 «22 • • • «2л

«я! «й2 • • • «ял
матрицанинг детерминантини топиш талаб қилинсин. Бунинг учун, 
бир жинсли, чизиқли

Л3с =  0 (2.18)

ео
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системани ечишга Гаусс методини қўллаймиз. Натижада А мат- 
рица

1 Ь (!)и 12 Ь <’)
и хъ • • ОД

в  = 0 1 Ь <2)
и 2А ’ .. ь{2У

_о' 0* * о !'. . ' . . 'Г
учбурчак матрицага глмаштирилади, (2.18) система зса унга экви-
валент бўлган _  _

Вх  =  0
системага ўтади. _

Агар диққат қилинса, Ё матрицанинг элементлари А матрица 
ва кейинги ёрдамчи Аи А2, . . .  , , матрицалардан қуйидаги
иккита элементар алмаштиришлар натижасида ҳосил бўлган:

1) нолдан" фарқли деб фараз қилинган аи , а $ ,  . . . , аМ -б 
етакчи элементларга бўлиш;

2) А матрица ва ёрдамчи Аи А2, . . . , Ап~\ ларнинг еатрлари- 
дан мос равишдаги етакчи сатрларга пропорциоиал бўлган сатр- 
л; рни айириш.

Биринчи алмаштириш натижасида матриианинг детерминанти 
ҳам мос равишдаги етакчи элементга бўлинади, иккинчи алмаш- 
тириш зса детерминантни ўзгаришсиз қолдиради. Шунинг учун  
ҳам

1 =  М В  =
“П 22 • *

бу  ердан зса
бе!Л -  апа<и . . . а ^ . (2.19)

Демак, детерминант Гаусснинг компакт схемасидаги етакчи эле- 
ментларнинг кўпайтмасига тенг экан.

Матрица детерминантини оптимал йўқотиш методи ёрдамида 
ҳам ҳиСОблаш мумкин. Бу ерда ҳам детерминант барча етакчи

к

ак — аЬ+1* к+1 '^Аа'к+1>гСгк,1+1
г= 1

элементларнинг кўпайтмасига тенг:
П

йеМ =  П  <хА. • (2.20)
й-=1

Агар етакчи элементларнинг бирортаси нолга тенг бўлса, у ҳолда 
сатр бўйича бош элементни танлаш схемасидан фойдаланиш керак. 
Лекин бу ҳолда детерминантнинг ишорасини сақлаш учун ак эле- 
ментларни (— 1)/а + 1 га кўпайтириш керак бўлади. Бу ерда 1к сони, 
агар аввалги к қадамда йўқотилмаган барча номаълумлар чапдзн 
ўнгга қараб кетма-кет 1, 2, . . . , п — к лар билан номерланган
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бўлса, к +  1 -қадамда йўқотилган номаълумларнинг номерини бил- 
диради. Лекин ҳисоблаш одатдагича (2.19) ёки (2.20) формула- 
лар билан бажарилганда (1е1.4 айтарли кичик (катта) бўлмаса-да 
бирор г <  я учун аввалги I та кўпаювчиларнинг кўпайтмаси ма- 
шина нолига тенг бўлиши ёки тўлиб ортиб кетиши мумкин.

Бундай нуқсондан қутулиш учу-н (2.19) формула бўйича с!е1Л 
ни қуйидагича ҳисоблаш керак: -

бе1Л =  ((7 ( - 1 ) 9 + 1  а .) ^  ^  ( _ 1 )/* + 1 ай).
/ к

Бу ерда <7 ЭҲМ даги мумкин бўлган энг катта сонга яқин 
бўлиб, г энг кичик соига яқин ва шу билан бирга <7 -г =  1 ; 
+  етакчи элементлар орасидаги модули бўйича бирдан кичик 
бўлганлари, ак эса қолган етакчи элементлар.

Матрицаларнинг тескарисини топиш. Агар бир хил мат- 
рицага эга бўлиб, фақат озод ҳадлари билан фарқ қиладиган бир 
қанча системани ечишга тўғри келса, у ҳолда матрицанинг тес- 
карисини топиш мақсадга мувофиқдир. Иккинчи томондан статис- 
тик ҳисоблашларда айрим статистик параметрларни баҳолаш учун 
тескари матрицалар катта аҳамиятга эга. ___

Фараз қилайлик, бизга махсусмас матрица Л =  \аЬ]] ( / , /= 1  ,п) 
берилган бўлсин. Унга тескари бўлган Л - 1  — \х^\ матрицани то- 
пиш учун асосий АА~1 =  Е муносабатдан ф-лдаланамиз, бу ерда 
Е бирлик матрица, Л ва Л - 1  матрицаларни ўзаро кўпайтирсак, п? 
та х^  номаълумларга нисбатан асосий матрицаси бир хил ва фа- 
қат озод ҳадлари билангина фарқ қиладиган п та тенгламалар сис- 
темасига эга бўламиз:

&\\Х\ 4~ (Ху̂ х̂  4“ • • • \̂пР̂ п 1 0 . . .  0,
о,2\Х\ +  а^х^ +  . . . +  &чпх п =̂ 0 1 . . .  0,

441*̂ 4 +  +  • • • +  + /+ я   ̂ 0 . . .  1.
Бундай системани Гаусс методи билан бирданига ечиш мумкин. 

Мисол учун (2.11) система
" 2 4,2 1,6 —3

А =
0,4 3 —2 0
1,6 —0,8 1 —1

_ 1 —2 —1 1.5
матрицасининг тескаоисини топайлик.

Ечиш. Гаусс ке.чпакт схемасини қўллаймиз. Бу ҳолда тўртта озод ҳад- 
лар устунига эга бўламиз (11-жадвал). Шуни ҳам эслатиб ўтамизки, тес- 
кари матрицанинг сатр элементлари тескари тартибда ҳосил бўлади. 

11-жадвал натижасидан қуйидагига эга бўламиз:
- 0,28239 — 0,06801 — 0,06915 0,51865 ~

А ~\ = 0,38037 — 0,19364 — 1,70539 0,29046
0,51408 — 0,77686 — 1,04425 0,33195

- 0,66162 —0,73076 — 1,59058 0,92945 -
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Т е к ш и р и ш  у ч у н  А А ~ г к ў п а й т м а н и  т у за й л и к :

'  2 4,2 ' 1,6 —3 " '0,28239 —0,06801 —0,06915 0,51865"
—0,4 3 —2 0 0,38037 —0,19364 —0,70539 0,29046

1,6 —0,8 1 —1 0,51408 —0,77686 — 1,04425 0,33195
1 —2 —1 1,5 0,66162 —0,73076 —1,59058 0,92945

~  1,00000 
0,00001

—0,00003
0,00000

— 0,00001 
1,0000 

— 0,00001 
— 0,00001

0,00001 
- 0,00001 

1,00000 
0,00001

0,0000Г  
- 0,00002 
-0,00003 

0,99996

-= £ +  Ю-:-

0 —1 1 Г
1 0 —1 —2

—3 —1 0 —3
0 —1 1 —4

Бу ердан кўринадики, АА~1 кўпайтма матрица влементлари Е  бирлик 
матрицанинг мос элементларидан фақатгина вергулдан кейинги бешинчи 
хона рақамлари билангина фарҳ қилади, демак аниқлик қониқаппидир

3- §. КВАДРАТ ИЛДИЗЛАР МЕТОДИ

Ушбу ва кейинги параграфлардаги методларда махсус хоссалар- 
га эга бўлган матрицалардан фойдаланишга тўғри келади, шунинг 
учун аввало шу матрицаларни таърифлаб ўтамиз.

Агар барча I ва у лар учун сх* = ~ у 2 бўлса (бу ерда ап усти- 
даги чизиқ қўшма комплекс сонни билдиради) элементлари а*. дан 
иборат бўлган А* матрица берилган А =  [ац\ матрицага нисбатан 
қўшма матрица дейилади.

Агар А квадрат матрица ўзининг қўшмаси А* билан устма-уст 
тушса, яъни А* =  А бўлса, у Э р т т  матрацаси ёки ўз-ўзига 
қўшма матрица дейилади. Элементлари ҳақиқий соидан иборат 
бўлган Эрмит матрицаси симметрик матрица дейилади. Бу 
матрица А' =  А  тенглик билан аниқланади.

Агар
АА* =  Е (3.1)

бажарилса, у ҳолда А ўнитар матрица дейилади, бу ерда Е— 
бирлик матрица.

Унитар матрица қуйидаги хоссаларга эга:
1) Агар А унитар матрица бўлса, у ҳолда унинг детерминанти 

модули 1 га тенг бўлган комплекс сондир. Ҳақиқатан ҳам, (3.1) 
га кўра

с1е!АА* =  бе!:А-с1е1А* =  (1е1А • бе! А = |с1еМ |2 =  1.

2) Агар А унитар матрица бўлса, у ҳолда А _ 1 = А * .  Буни 
всботлаш учун (3.1) ни чапдан А -1 га кўпайтириш кифоядир.

3) Агар А унитар матрица бўлса, у ҳолда А* ҳам унитардир.
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4) Иккита унитар матрицаларнинг кўпайтмаси унитар матрица- 
дир. Ҳақиқатан ҳам, А ва В унитар матрицалар бўлсин, у ҳолда

{АВ) (АВ)* =  АВВ*А* =  АҒ.А* =  ЛЛ* =  Е.
Энди квадрат илдизлар методини кўриб чиқайлик. Фараз қилай- 

лик, А Эрмит матрицаси бўлсин. Квадрат илдизлар методининг 
ғояси А матрицани учбурчак ва диагонал матрицалар кўпайтмаси 
шаклида тасвирлашдан иборатдир:

А =  Т*ОТ, (3.2)

бу  ерда
Г  / М1 (,2 . • Лп

т =
0 ^22 • • ^2 л

0 0  . • ^пп

юқори учбурчак матрица бўлиб, О  эса йи элементлари + 1  ёки 
— 1 дан иборат бўлган

йи 0 . . . 0 -

о  =
0 й22 . . 0

0 0 . . • п̂п
диагонал матрицадир.

Т матрица элементларини топиш учун (3.2) тенгликдан, матри- 
цаларни кўпайтириш қоидасига асосланиб, ^  ларга нисбатан қуйи- 
даги тенгламалар системасини ҳосил қиламиз:

й\
КпР^и +

л - — (»<у),
+  Уа\2̂ и — аи (( =  У), (/ =  1, 2, . . . , п) (3.3)

Бу ерда (и лар (и билан ўзаро қўшма комплекс сонлардир. (3.3) 
системада тенгламаларнинг сони номаълумларнинг сонидан я тага 
кам. (3.3) системадан 1и лар ягона равишда топилиши учун йн 
ларни шундйй танлаб оламизки, (п лар ҳақиқий ва мусбат бўлсин. 
У вақтда ($.3) системанинг иккинчи тенгламасидан 1= 1  бўлганда

\(цУйи =  аи
га эга бўламиз. Энди йи =  з^пяц деб олиб (и учун 1п =  / | « и |  
ни ҳосил қиламиз. (3.3) еистеманинг биринчи тенгламасидан ( = \
бўлганда (,, =  / V  ■ ( /  =  2, 3, . . . , п) келиб чиқади. Шунга ' “11Г11
ўхшаш (3.3) системада 1 =  2 бўлганда аввал иккинчи тенгламадан 
(% 2  ни, сўнгра биринчи тенгламадан (7] ни топамиз:

^ 2 3  == 31§п(я22 РпР^ и ), ^22 =  / | ® 2 2  ' рир^ и ! ,

2̂] а2у — ]
2̂2̂ 23 и = з, п).
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Шундай қилиб, Т нинг аввалги иккита сатр элементларини 
топиш учун формулалар чиқардик. Шунга ўхшаш, Т матрицанинг 
қолган элементларини ҳам топамиз. Умумий ҳолда ҳисоблашлар 
қуйидаги формулалар ёрдамида олиб борилади:

1/ и I * “11*11
С?Ц — / ц — р^|Нц|, Т - —

( - 1

^н =  8 1 § п ( а „ -2  1*,|1 *<*„),
5=1

I— 1

Пг-

I I *н 12 ^„1 ( /> 1 ) ,
5 =1

£ —1
а1} ^  + + + У

_____$=1_______
(/ — I +  1 ,п).

(3.4)

Шундай қилиб, (3.2) ёйилма мавжуд ва (3.4) формулалар ёрдами- 
да аниқланади. Ниҳоят,

Ах  =  Ь
системани ечиш учун уни А — Т*ОТ ёйилмадан фойдаланиб, қуйи- 
даги иккита учбурчак матрицали системалар шаклида ёзиб оламиз:

Т*Оу =  Ъ, Тх =  у.
Бу системаларни ёйиб ёзсак, .

Г\Л\У\ *=Ьи
"Ь 2̂2̂ -2 2У2 =  2̂1

• * * * * ’ * * * * * * * • • * • • •  •
1\п<}\\У\ +  ^ЧгД-пУч +  . . . +  1пп<}ппУп — Ьп.

ва
+  +  +  ^\1Х 1 +  . . . +  Ь\пХп — У\, 

^22+1 +  " • " +  I2пХп — У21

п̂пх п —  Уп
га эга бўламиз. Бундан эса, кетма-кет қуйидагиларни ҳосил қи- 
ламиз:

ва
У\ 1\\<}\

1 -1  _

Хп Уп__
1пп * XI

■ п
У1 /̂5-̂ 5

5= 1+1
5̂5 (Кп).

(3.5)

(3.6)
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Агар А ҳақиқий ва симметрик матрица бўлса, бу матрицани бир- 
бирига нисбатан ўзаро транспонирланган иккита матрицадар кў- 
пайтмаси шаклида ёзиш мумкин:

. А  =  Т'Т,
бу ерда Т — юқори учбурчак матрица. Бу ҳолда (3.4) формулалар 
бир оз соддалашиб, ушбу кўринишга эга бўлади:

1п — V  в-Цг
/ 1-1

1ц = У  а,и - 2 < ! Г
V

1-1
)

1ц =

аи 
<11 ’

( г > 1 ), ’

и  — < + 1  ,«).

(3-7)

Шуни ҳам таъкидлаб ўтиш керакки, фақат А матрица мусбат 
аниқланган бўлгандагина Т матрицанинг диагонал элементларн 
ҳақиқий ва мусбат бўлиши мумкин. Акс ҳолда, Т матрица эле- 
ментлари орасидз комплекслари ҳам учраб қолиши мумкин.

Учбурчак матрицанинг детерминанти днагонал элементлари кў- 
пайтмасига тенг эканлигини эътиборга олиб, (3.2) ёйилмадан бе1А 
ни топиш учун қуйидагини ҳосил қиламиз:

П

бе! А =  | "] йц 
1=1

ёки
й ем  =  (р  п  а 1г 1г\ 1 1г гг|3) (д п  а 1з ф .

Бу ерда <7 ЭҲМ даги мумкин бўлган энг катта сонга, р эса 
энг кичигига яқин бўлиб, рд =  1; Ь1г 1г лар Т матрицанинг аб- 
солют қийматлари бўйича бирдан ортмайдиган элементлари, ^ 1з 
лар эса қолган элементларидир.
. Бу метод ёрдамида хотираси 40Э5 та.ячейкадан и'орат ЭҲМ- 
ларда матрицаси ҳақиқий ва симметрик бўлган 88- тартибли сис- 
темани ечиш мумкин.

Квадрат илдизлар методи кўпинча кузатишлар натижасини энг 
кичик квадратлар методи билан ишлаб чиққанда ҳосил бўладиган 
тенгламаларнинг нормал системасини ечиш учун қўлланилади. 
Бундай система матрицасининг бош минорлари мусбат бўлган 
Эрмит матрицаси бўлади.

Бундай системаларнинг тартиблари одатда бир неча юз, ҳатто» 
мингларга тенг бўлиши мумкин.

Одатда юқори тартибли чизиқли алгеораик тенгламалар систе-- 
масини ечиш ниҳоятда мураккаб масала. Шунинг учун ҳам ҳар 
бир конкрет масаланинг ички хусусиятларидан фойдаланиш керак. 
Масалан, кўп масалалар, шу жумладан, энг кичик квадратлар
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15-ч изм а , 16 -ч изм а ,

методи билан транспорт масаласини ечиш матрицаси 15- чизмадаги 
кўринишга эга бўлган юқори даражали алгебраик тенгламалар 
системасига олиб келади. Буттдай системаларни квадрат илдизлар 
методи билан ечиш қулайдир.

Ҳақиқатан ҳам, фараз қилайлик, А Эрмит матрицасининг эле- 
мектлари бирор /  ва барча 1 <  г <  лар учун а1} =  0 шарт-
ни қаноатлантирсин. У ҳолда, (3.4) фэрмуладан кўринадики, улар- 
га мэс бўлган элементлар ҳам нолга айланади. Шунинг учун  
ҳам, Т матрицанинг кўриниши А матрицанинг ўнг ярмидек, яъни 
16- чизмадагидек бўлади.

Ноль элементлар устида амал бажармасак, у ҳолда ҳисоблаш 
ишлари фақат тззлашибгина қолмасдан, балки ечиладиган масала- 
нинг тартиоици орттириш ҳам мумкин.

Соддалик учун симметрик матрнцага эга бўлган қуйидаги:

12.а:4 — Зх2 *4 11,
—Зх\ Бх% — х 3 + 2 х ,  =  —б,

4х 1 — 4- -|- Зх^ == 1,
Х \  4 -  2 х 2 - |-  З ^ з  4 -  2 Х \  =» 1

системани кватрат илдизлар методи билан ечайлик.
Е ч и ш. Системанинг йу коэффициентлари ва 6; озод ҳадларини 12- 

жатвалнинг А қисмига жойлаштириб, 2  устунни ҳисоблаб чиқамиз. ( 3. 7)  ва  
(3.5) формулалар ёрдамида кетма-кет элементларни ва янги озодҳад лар- 
ни ҳисоблаб, жадвалнинг А\ қисмини тўлдирамиз. Контрол учун ҳар гал 2  
устунни ҳисоблаб турамиз. Масалан, <34 ва у3 қуйидагича топилади:

,  аи - 1 \ 3 —  2, 82843- 0, 70711 - 7 ,0 7 1 3 8 - 4 ,9 4 9 9 5  .................
** “ ---------£ ---------- = ------------------- тШз1------------------- =  4>50363/-
. »з -  *1зУа —  *здУа 1 -  2 ,8 2 8 4 3 -7 ,7 7 8 1 9  -  7 ,07138-30 ,40691  ...................

Ш  ' =  ~ ---------- !------Ҳ550Ш  : «= 28,61122/,12- жадвал

ап а 12 “(3 “м У1 2 схема қисмлари

2 —3 4 1 11 15
—3 5 —1 2 —6 —3 А; 4 — 1 1 3 1 8

1 2 3 2 1 9
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давоми

‘и г12 ■ *М У/ ъ

1 ,41421 — 2 ,1 2 1 3 3  
0 ,7 0 7 0 8

2 ,8 2 8 4 3
7 ,0 7 1 3 8
7 ,5 5 0 1 3

0 ,7 0 7 1 1  
4 ,9 4 9 9 5  
4 ,5 0 3 6 3 / 
1 ,6 4 9 0 4 /

7 ,7 7 8 1 9  
30 ,40691  
2 8 ,6 1 1 2 21 

4 ,9 4 7 1 8

10,60661 
4 3 ,1 3 5 3 8  
4 0 ,6 6 5 0 4 / 

6 ,5 9 6 2 2 1

А,

2 ,9 9 9 5 8
3 ,9 9 9 7 0

1 ,99975  
2 ,9 9 9 8 0

2 ,0 0 0 0 2
3 ,0 0 0 0 4

3 .0 0 0 0 4
4 .0 0 0 0 4

XI
~ 1

а 2

Жадвалдаги ечимни вергулдан кейин уч хонасигача яхлитла-5 олсак, 
қуйидагига зга бўламиз:

х г =  3 ,0 0 0 ; х 2 =  2 ,000; х 3 =  2 ,000; эҳ  — 3,0000.

Бу зса аниқ ечимни беради.

4- §. АЙЛАНТИРИШЛАР МЕТОДИ

Аналитик геометриядан маълумки, текисликда Декарт коорди- 
наталар системасини ўқлар атрофида <р бурчакка айлантириш ушоу

С О Зф  —51Пф
31П ф  С О Зф . .

матрица орқали бажарилади. Айлантиришдан фойдаланиб, чизиқли 
алгебраик тенгламалар системасини ечиш мумкин. Бунинг учуи 
ортогонал матрицанинг хусусий ҳоли бўлган ушэу

Ти-

I

созср

81П ф

(0

-  31Пф 

СОЗф

(>)

(0

00

элементар айлантириш матрицасидан фойдаланамиз. Бу матрица 
бирлик матрицадан фақатгина I- ва /- сатр ҳамда шу номерли 
устунларнинг кесишган жойларидаги тўртта элементлари билангина 
фарқ қилади.

Равшанки, А =  [а«] матрицани чапдан Ти га кўпайтирсак, Л 
матрицанинг фақат I- ва / -  сатрлари ўзгаради, чунончи А*1) =  
=  Т цА матрица учун

а\Р =  а^созф —  а/г$1Пф, ^  

а}Р — аг/51Пф +  ад созф ’

ларга эга бўламиз.

(4.1)

9®
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Шунга ўхшаш А =  \аи \ матрицани Тц га ўнгдан кўпайтирсак, 
унинг фақатгцна I- ва у- устунларигина ушбу формулалар

=  а н С 0 5 ф  +  ак] 51П ф ,

—ак] 51Пф +  ак]со&<$■
( к =  1 ,я) (4.2)

бўйича ўзгаради холос. ^
Равшанки, агар аи ёки ап элементлар нолдан фарқли бўлса, 

у ҳолда шундай ф  н и  топиш мумкинки, натижада а\\> =  0  бўлсин. 
Бунинг учун

51П ф  =  —
аЦ

/ йи +  а2ц
С 05  ф  =

/  аи +
(4.3)

каби олиш керак. Бу ҳолда

{ а(и \ =  / а2и +  а2п >  0,
и / = о

(4.4)

бўлади. Демак, ф ни танлаш эвазига кўпайтма матрицанинг ихти> 
ёрий элементини нолга айлантириш мумкин. Бунинг учун қуйида- 
ги теореманинг ўринли эканлигини кўрсатиш кифоядир.

1-теорема. Ихтиёрий ҳақиқий махсусмас А = [ а м\ матрицани 
чапдан кетма-кет элементар айлантириш матрицаларига кўпайти- 
риш билан уни диагонал элементларининг охиргисидан бошқалари 
мусбат бўлган ўнг учбурчак матрицага келтириш мумкин.

Исбот. Фараз қилайлик,
~ап а 12 • • « 1в

А = «21 а п • • • а2п
(4.5)

_ап 1 аП1 • • • апп\
махсусмас ҳақиқий матрица бўлсин.

Аввал ап + 0  деб ҳисоблаймиз. А матрицани кетма-кет Г12, 
Г 18, . . . , ТГп ларга кўпайтирамиз. Бу матрицаларни шундай тан- 
лаб оламизки, биринчи устуннинг энг юқэридаги элементидан 
бошқа ҳамма элементлари нолга айлансин. •

Агарда аи = 0  бўлса, у ҳолда алмаштиришни Т1]0 га кўпай-
* тиришдан бошлаймиз, бу ерда у0 а^-Ф 0 шартни қаноатлантиради- 

ган номерларнияг энг кичиги. Матрица махсусмас бўлганлиги 
учун биринчи устуннинг камида битта элементи нолдан фарқди-

• '"дир, демак, шундай у0 номер топилади.
Юқоридаги алмаштиришларни бажариш натижасида

А ^  =  Ти Ти . • ТпА = 0
а<1> “ 12 •
а<>> .

- а1пЛ 
• < >

0
■

. а (1)* пп
матрицага келамиз ва бунда аўў >  0 .

1 0 0
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Бу ерда -А(1) матрица махсусмас бўлганлиги учун а (1>, . . . ,аО) 
нлементларнинг камида бирортаси нолдан флрқлидир. Энди элемен-' 
тар айлантириш матрицалари Т23, Т24, . . ■ , Т2п ни шундай тан- 
лаб оламизки, буларга кетма-кет кўпайтириш натижасида А <2> 
матрицада иккинчи устунининг диагонал остидаги барча злемент- 
лари нолга айлансин. Шу жараённи давом эттириб, ниҳоят

А^~Х) = Т „ _ 1.Я • . т 12л (п- 2) =

Га п-1)
0

“ 12 •
а (/!_1) “ 22 ■

•• « Г 11!  
• • < - 1) (4.6)

0 0 < п -г)
матрицага келамиз. Шу билан теореманинг исботи нич;оясига етди.

Шуни ҳам таъкидлаб ўтиш керакки, А (/'_1) ни ҳосил қилиш 
учун матрицаларни кўпайтиришлар сони диагонал остидаги эле-
ментларнинг сони -^—Л .  дан ортмайди.

Бу теоремадан шундай натижа келиб чиқади.
Натижа. Ихтиёрий махсусмас ҳақиқий матрицани ортогонал 

ва ўнг учбурчак матрицаларнинг кўпайтмаси шаклнда тасвирлаш 
мумкин.

Ҳақиқатан ҳам, (4.5) тенгликдан А =  РА^п~1\  бу ерда Р =  
=  {Тп_1 п . . . Т 12) -1  ортогонал матрицадир.

Исбот қилинган теоремани Ах =  Ь тенгламани ечишга қўллай- 
миз. (4 .5) тенгликдан кўрамизки, бу тенглама

А (п~Х)х  =  с
тенгламага тенг кучлидир, бу ерда с =  Тя_1л . . . Т12&. (4.6) сис- 
тема учбурчакли система бўлганлиги учун, уни ечиш қийин эмас. 

Номаълумларни йўқотишни

и.
1

С0 5 ср * » *
СФ

~е

6  • * *

1_
0 ) ( в )

I

кўринишдаги унитар матрицалар ёрдамида ҳам бажариш мумкин.
Ҳақиқатан ҳам, агар А — ихтиёрий махсусмас комплжс мат- 

рица бўлса, у ҳолда уни чапдан Ри(ц>,<Ъ) га кўпайтириб, янги В 
матрицани ҳосил қилзмизки, унинг I- ва у- сатр элементлзри

Ь1р =  а1рс о ^ - а ]ре1Ч\т  (р =  Г¥ ) (4.7)
Ь1р =  а1ре~1'̂ 5\пц> +  а ̂ созср  ̂ ’
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•формулалар билан аниқланиб, қолган элементлари А матрицанинг 
мос элементлари билан устма-уст тушади. Агар биз В матрица* 
нинг Ь]3 элементларини нолга айлантирмоқчи бўлсак (бу эса у- 
тенгламадан Ах  =  ВиЬ амал ёрдамида х 3 ни йўқотиш билан 
тенг кучлидир), у ҳолда (4.7) формулаларда

/ 1«(5|2 +  К +  >  0 бўлса, р = 
ф =  аг£а^ — агдо^

 ̂5 бўлганда,

СОЗф =
V 4“ \а

У 4~ К |3

деб олиш керак. Акс ҳолда с о зф  =  1 , 31Пф =  0 каби олиш керак.
К ;(ф , ф) матрицанинг бу хоссаси қуйидаги теоремани исбот- 

лашга имкон беради.
2- теорема. Ҳар қандай А комплекс матрицани унга К у-(ф,ф) 

матрицаларни бир неча марта чапдан кўпайтириш натижасида 
юқори учбурчак матрицага келтириш мумкин.

Исбот. /?12, /?13, . . . , В\п матри-цаларни шундай танлаймизки, 
уларни чапдан А га кетма-кет кўпайтирилганда биринчи устун- 
нинг барча диагонал ости элементлари нолга айлансин:

Га*1»а 11 а (1) и12 * • • < >  ”]

— ?̂1+? 1,л- 1  • • --
0 а22} • • а&

0 «й? • ■

Иккинчи қадамда Ах ни мос равишда танлаб олинган /?23, 
• • • , Нчп ларга, учинчи қадамда зса /?34, /?35, . . . , /?3п лар- 

га ва ҳ . к. кўпайтирамиз. Бу жараённинг охирида юқори учбур- 
чак Ап~ 1 матрицани

Ап—1, п /?п—1, п•в п—2,п Н»А
кўринишда ҳосил қиламиз. Шу билан теореманинг исботи ниҳоя 
сига етди.

5- §. АҚСЛАНТИРИШЛАР МЕТОДИ

Бу методнинг ғояси Ах  =  Ь система матрицасини унитар (3- § 
га қаранг) ва юқори учбурчак матрицалар кўпайтмасига ажратиш- 
га асосланган. Шунинг билан бирга, бу ерда унитар матрица бир 
нечта акслантириш матрицалари деб аталувчи квадрат матрицалар- 
нинг кўпайтмасидан ташкил топгандир. Бу матрицалар векторлар- 
ни берилган текисликка нисбатан акс эттириш қоидасига асосан 
векторлар фазосини алмаштцриш хоссасига кўра шу ном билан 
аталади.
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Р0 — ихтиёрий текислик бўлсин, Й/ орқали Р  текисликка орто- 
гоцал ва узунлиги бирга тенг бўлган вектор устунини белгилай- 
миз. Энди иХтигрий

г  =  х - \ - у  (5.1)

некторни оламйз бу ерда х  вектор га векторга ортогонал, яъни 
(х, чю) =  0 бўлиб, у эса чю га пропорционалдир: у = ? а  ® (а— их- 
тиЗрий сон). г  ни Р текислигига нисбатан акслантириш натижаси-

да ҳосил бўлган г { вектор 2 , — х  — у кўринишга эгадир. г  ни 
57 га ўтказадиган акслантириш матридасини V  деб белгиласак, у 
ҳолда Цг =  г х бўлади. Бу матриганинг кўриниши

Ц =  Е — 2чю чю* (5.2)
формула билан аниқланади. Ҳақиқатан ҳам,

С1~г =  (Е —  2чю и>*)г =  г  — 2тю тю*{х +  ачю) =  г —  2чю т*х —
—  2а т и  г1Ю *тю = 2  —  2ачю  =  X  +  лт ю  —  2ачю  =  х  —  аву =  г , .

Чунки, 1ю ча*х =  ®)(х, чю) =  0 ва чю чю*чю =  чю (т, чю) =  чю дир. II-. 
нинг унитар эканлиги ҳам осонгина текширилади:

11и* =  (Е — 2 1Ю чю*) (Е — 2чю чю*) =  Е — 4чю чю* +  4т чю*чю чю* =  
—Е — 4чю чю* +  4т (чю*чю чю*) = 4  — 4чю чю* +  4чю чю* =  Е.
Берилган матрицани ўнг учбурчак матрицага келтириш учун 

акслантириш матрицаси и  дан эффектив равишда фойдаланиш 
мумкин. Буни кўрсатиш учмн, аввало, б/ матрица ёрдамида их- 
тиёрий а векторни бирлик е векторга ўтказишни, яъни и  матри- 
ца ва а ни

Оа =  ае
тенглик бажариладигап қилиб, аниқлашни кўриб чиқайлик. (5.2)ни 
қуйидаги

2(а, т)т =  а — ае (5.3)
еки ушоу

чю =  Х(а — ае)
кўринишда ёзиш мумкин, бу ерда 1 =  -^~=г

2(а, чю)

(5.4).

(5.4) ни (5.3) га:

қуиио,

ёки
2 (а, й а — ае)) Ча — о.е) =  а — ае

[2 |/|2(а, а — ае ) — 1 ] (а — а е ) = 0
га эга бўламиз. X ни квадрат қавс ичидаги ифода нолга айланади-
ган қилиб танлаймиз. Бу эса |Х|2 =  ■ ._ -_1-----=  ни беради. Бу ер-

2 (а, а — а е)

103

www.ziyouz.com kutubxonasi



да а сонни ҳам топиш керак. Уни шундай танлаймизкн( (а, а —

—  а ё) >  0 бўлсин. |а| =  / (а, а) деб олсак, /
(а, а  — ае) =  (а, а) — а (а, е) =  |а[2 — ”а ( а / е )  =

=  [а|2 — |а[ I (а , 7) [ «> /=

=  |а|2 — |а| [ (а~ ^)” [ е' ( - агга+ аге(«'"«) /  
келиб чиқади. Агар /

— е ,(-агга+аг£(~'~)) =  1 /
деб олсак, (а, о_— ае) албатта мусбат бўлкди. Бунинг учун
— агда +  аг§(а, е) =  тс, яъни аг^а =  —к аг§(а, 7) деб олиш 
керак. Натижада биз қуйидагиларга эга бўламиз:

(а, а  — а е) =  [а[2 +  [а[ [ "(а, <?) [ 
ва

|Я,р -------------- - .
_  _ 2 [ [ я|» +  1а|.|(в ,в)|]

Шундай қилиб, а_ва е _векторлар берилган бўлса, II = Е  — 
— да* матрица Ца — а е  шартни қаноатлантириши учун

®) =  М а — а е)> |а) =  / ( а ,  а), агда =  аг§(а, е) — тс,

Х==
/

_______ 1_________

2 [ М2 +  |»|-1(7 ё) | ]
(5 .5 )

деб олиш керак. Агар тригонометрик функциялар билан иш кў- 
риш мақсадга мувофиқ бўлмаса, а ни қуйидагича аниқлаш маъ- 
қулдир:

а =  [а[ еш^  =  — [а[ <Уагей.е) = |а[ • .
|(«. е)1

Энди ихтиёрий махсусмас комплекс қийматли А матрицани уни- 
тар ва юқори учбурчак матрицалар кўпайтмасига ажратиш маса- 
ласи қуйидагича ҳал қилинади.

Биринчи қадамда а ва е векторларни

а (ап , а 2], . . . , а п])г, е — ( 1 , 0, . . .  , 0У
каби олиб, а, К, чю ларни юқоридаги формулалар ёрдамида топамиз 
ва (У, матрицани ҳосил қиламиз.

А матрицани чапдан га кўпайтирсак

Г  а п а< !>и12 * • •

II 0 а<1>и22 * * • «£>

0 а < ] >ип2 * * • < 1
келиб чиқади. Кўрикиб турибдики, бу ерда а / /  = а  дир. Иккинчи 
қадамда

104

www.ziyouz.com kutubxonasi



я — (0, 41>------ л<|)); е='(0, 1,0.........0)'
пекторлар ёрдамида ё/ 2 матрицани ҳосил қиламиз ва ни чапдаа 
£ /2 га кўпайтириб,

л 2 =  и 3Ах =  £/2£Лд

«I? а 12 . . а<2)
0 «8> < • * а 2л

0 0 4з2) а <2) • • ' а3п

• о

0 . . а (2>

матрицани келтириб чиқарамиз. ё/ 2 матрица

Г 1 0 0 . . . . 0
б «8> «й> • •

=  Е  —  2 ' ш ш *  = 0 « з(22) ^ з2) • • «й»

0 «й? • • • «й»

кўринишга эга бўлганлиги учун Д 2 ва Д, матрицаларнинг бирин- 
чи сатрлари устма-уст тушади. Бу жараённи давом эттириб, п— 1- 
қадамда

Г  а (п-_1) а ц а (л“ !) . ■12 * а 1(«-!) < -1)

1 —= ё/„_! . . и 3и хА  = 0 а (/г-П  
а 22 • а ( я - Ц  

* • а 2,я—1 « Й Г »

0 0 . . . 0 « й - 11
кўринишдаги матрицага эга бўламиз. С1п~\ . . . ё/ 2 ё/, кўпайтмаии 
0  билан белгилаб, Д „_1 — С/А ни ҳосил қиламиз, бу эса бизга 
керакли ажратишни беради, яъни Д матрица //*  унитар матрица 
билан Д„_ 1 юқори учбурчак матрицаларнинг кўпайтмасига тенг- 
дир: Д =  и*Ап- 1 .

Юқоридаги назарияга суяниб, акслантиришлар мегодининг ҳи- 
соблаш схемасини берамиз. Фараз қилайлик, махсусмас комплеко 
матрицали қуйидаги

Ах =  Ь
системани ечиш талаб қилинсин. Бу системанинг а<0), . . . .  й/0)’ 
а(п+ 1  устунли кенгайтирилган матрицасини Д 0 орқали белгилаб 
оламиз:

Д 0 =  (а<°), Ц ° ) , ---------- '«<°>. < ° |  1).

бу ерда а<°> =  (аи , ап , . . . , апк) { к =  1, я +  1),
Д матрицани

^А+1 =  £4+1^й {к =  0, 1, . . .  , я —2) (5.6)
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қоидага кўра алмаштираверамиз, бу ерда Ци С1г, 
акслантириш матрицаларидир. (5.6) дан

а<*+!) =  ( / = 1 , 2 , . . . , п)

. , и п- 1

(5.7)

келиб чиқади. Ш матрицани тузаётганда а ва е векторлар сифа- 
тида

а =  а<°) =  (а’и , ап ............ап1)', е = . ( 1 , 0 , . . .  . 0)'

ларни олишни кўрган эдик, а ва е векторларнинг танланишига 
кўра

а<:> =  1!1а\0') (г =  1 , 2 .............я + 0

ва а*1) вектор а<'> =  (а<}), 0, . . . , 0)' кўринишга эга бўлиб, 
г >  1 бўлганда бошқа а]') лар умумий кўринишдаги векторлардир. 
Фараз қилайлик,

а<*> =  °  ( г > / ,  /  == 1 , 2, к)
влементларга эга бўлган Л* матрица тузилган бўлсин. У вақтда 
А к+] ни ̂ гузаётганда

а  =  (0, . . .  0, а ^ 1А+1, я <*|2.£+1 , . . . , ^ 1+х) 
ва

е =  (0, . . .  , 0 , 1 0, . . . ,  0)'
деб олиш керак. Бундан кейин тузилган Ак+\ — Ук+\АЬ шундай 
хоссага эгаки, унинг элементлари г > / ,  /  =  1 , 2 , . . .  , к -Ь 1 лар 
учун а<*+*> =  0 бўлади.

Шундай қилиб, (п— 1)-қадамдан кейин ҳосил бўлган матрица- 
нинг дастлабки п устуни юқори учбурчак матрицани ташкил 
этади. Шу билан бирга, {Ах =  Ь сиетема унга эквивалент бўлган 
қуйидаги системага келади:

а{и ~1)х г +  а ^ - 1)*, +  . . . +  а\пп~1)х п =  а[п-Ц, 
а%~1)х,  +  . . . +  а^-^х,, =  а\п-Ц,

Бундан эса

+  а<"-])хп =  а<»-1>п+1,
а&~1)хп ■а{п~1).

“ л . п + Г

х„

Хь

а,( п - 1)п, п+ 1
а ( л - 1 )  *

ак,п+ 1 р—к-\-\
а [п~ 1)икр

Л  л - 1 )акк
(5.8)

(к =  я— 1 , п —2 , . . . , 1 ) 
системага эга бўламиз.
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Шуни ҳам таъкидлаб ўтиш керакки, навбатдаги қадамнинг 
бажарилмаслиги навбатдаги а векторнинг нолга айланишига боғ- 
лиқ, ч у н к и , бу пайтда а =  0 бўлиб, X ни ҳисоблаш мумкин эмас.. 
Лекин а вектор нолга айланмайди, чунки А матрица махсусмас 
матрица бўлиб, унитар матрица ёрдамида алмаштирилмоқда.

Ҳисоблашнинг умумий ҳажмини камайтириш мақсадида (5.7) 
формулани қуйидаги

а\к+1) =  а\к) — 2(а(1к), ву) т (5.9)

кўринишда қўллаш маъқулдир. Агар (п> те)*)а;к) =  (а\к), ®) ® нн 
ҳисобга олсак, (5.9) формула (5.7) дан келиб чиқади.

Чизиқли алгебраик тенгламалар системасини акслантиришлар
методи ёрдамида ечиш учун -|г (4п3 -)- 15/г2+  11я) та кўпайтириш,

(4я3 +  9/г2 +  5п) та қўшиш, 2п — 1 та бўлиш, п — 1 та илдиа
чиқариш амалларини бажариш керак.

Мисол. Қуйидаги комплекс матрицали чизиқли алгебранк тенгламалар 
системаси ечилсин:

{ (5 +  30*1 — 2х 2 — (2 +  0*з =  — Ю +  3/,
. { —х { +  (4—0*> +  2х3 =  13 — 2/,

I - ( 2  +  2 0 +  -  *2 +  (3 +  40*з =  14+161.
Ечиш. Кенгайтирилган матрицаиинг устунларини қуйидаги>1а

"5 +  3/ " "—2 " Г— 2 - Г
Д°> =

" — 10 +3/"
« г  = — 1 ~40) = 4—/ ~40) = 2 13—2/

—2—2 / , —1 , 3 +  4/ 14 +  16/
белгилаб ва ~а = а (10),’е =  (1, 0, 0)' деб олиб, (5.5) формула ёрдамида а, X, т 
ларни топамиз:

. , (а, е) г _ _ ■ (а, е)
® =  — 1“1 ' - _ =  — У (а, а) • -

|(+  е)\ 

X =

1(а. е)\

5 +  3'
- У ^ - у м

1

-5,62296—3,37378/

=  =  0,07815,

Бундан

У 2[|а|2 +  н  I(а, ё)|] /2 (4 3  + +  4 3 /3 4

_ _ _ _ _  Г °.83337 +  0,50002;
•т = Х(а — ае) = 0,07845(я — ае) =  — 0,07845

]_— 0,15690—0,15690;

=  (0,83337 — 0,50002/; — 0,07845; — 0,15690 +  0,156907)+

1

Кейин +  = Е — 2т да* формула ёрдамида
- _  о 88906 0,13076 +  0,07846/

0+3076—0,07846/ 0,98755
0,41842 (-0,10462/ — 0,02462 — 0,02462/

0,41842 — 0,10462/ 
—0,02462 -{- 0,02462/ 

0,90152
яи ҳосил қиламиз ва ниҳоят,

Г— 5,62214 — 3,37324/ 
0,00000— 0,00005/ 

— 0,00018 — 0,00004/

+  =  (7 ХА =
1,96120 +  0,28770/ 
3,71334 — 0,85526/ 

—1,86146 — 0,28310/

3,71338 + 2,40580/' 
1,46280 +  0,00154/ 
1,92310 +  2,92918/
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ни топамиз. Бу^матрицада а21 ва я31 лар аслида нолга тенг. бўлиши керак 
эди. Уларнинг ўрнида кичик бўлса-да, лекин нолдан фаркли сонлар ҳосил 
бўлди, бу оралиқ натижалардаги яхлитлаш ҳисобигадир. Иккинчи қадамдаги 
ҳисоблашлар қуйидагилардан иборат:

0 ‘°1а = 3,71334--0,85526/ е — 1
-  1,86146--0,28310/. , 0

я =  — 4,14192 +  0,95397/; X =  0,12080;
■ио* =  (0; 0,94892 +  0,21855/; — 0,22486 +  0,03420/),

Ч 0 
0 — 0,89642 
0 0,41180 +  0,16320/

0
0,41180—0,16320/

0,89654

А2 =
'— 5,62214 — 3,37324/ 
— 0,00016 +  0,00001/ 
— 0,00009 — 0,00003/

1,96120 +  0,28770/ 3,71380 +  2,40580/ '
— 4,14146+ 0,95318/ — 0,04131 +  0,89101/
— 0,00014 +  0,00001/ 2,32627 +  2,86549/

Энди (5.7) га кўра озод ҳадлар вектори а |0) устида

а(1)“ 4
; ( 2) _

а (1) =  « Г  =
алмаштиришларни бажарсак,

18,24740 +  3,32132/
11,02746 — 0,84748/
7,75392 +  14,36256/.

ҳосил бўлади. Ниҳоят, (5.8) дан ечимни топамиз:
х г =  0,99978 +  1,00008/; х 2 =  0,99935 +  0,00014/; 

х3 =  4,99982 +  0,00003/.
Аниқ ечим эса х* =  1 +  /, х* — 1, л:* =  5.

18,24740 +  3,32132/ 
— 4,34182 +  5,40876/ 

11,63049 +  14,32730/

6- §. ОРТОГОНАЛЛАШТИРИШ МЕТОДИ

Ортогоналлаштириш методининг бир неча вариантлари мавжуд. 
Бу параграфда шулардан бирини кўриб чиқамиз. Бизга махсусмас 
матрицали, чизиқли алгебраик тенгламалар системаси берилган 
бўлсин:

апх  1 а12х2 +  . • +  а\пХп +  а\.п+х = 0 ,
ап х \ а22х2 -)- . • +  а1пХп +  а1> я+1 = о ,

ап\х \ +  агЛх Ъ +  • • +  аппХп +  ап. п+1 = 0 .

Ушбу а ,= ( а 1и ап, . . . , а1я)' ( / = 1 ,  п), у =  {хи х 2, . . . , х л,1)' 
белгиляшларни киритиб, (6 .1 )- системани

' ( £ ь Ў )  =  °.
(а2, у) =  0,

1(ая. У) = = 0
кўринишда ёзиб оламиз. Бундан кўринадики, (6.1) системани ечиш, 
охирги компонеятаси бирга тенг бўлиб, ўзи барча аи а2, . . .  ,~ап
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искторларга ортогонал бўлган (и + 1 ) ўлчовли ў векторни топиш 
бнлан тенг кучлидир. Бу векторлар системасига яна бир вектор 
■а, 1-|-! =  (0, . . .  , 0,1)' ни қўшамиз. Янгидан ҳосил бўлган система 
а и а2, . . . , ап+\ чизиқли эрклидир, чунки сатрлари шу вектор- 
лардан иборат бўлган А матрицанинг детерминанти (6.1) система 
матрицасининг детерминантига тенгдир, шунинг учун ҳам у нол- 
дан фарқлидир. '

Энди ~аи аг, , ап+\ векторлар системасига ортогоналлаш- 
тириш жараёнини қўллашдан аввал баъзи тушунчаларни эслатиб 
ўтамиз.

Иккита х  =  (хъ х г, . . . , х п) ва у =  (уи у г, . . .  , у п)' век-
Л

торларнинг скаляр кўпайтмаси деб ушбу (х, у) =  2  х ьук
_  _ _  1 = 1 _

йиғиндига айтилади; агар (х, у) =  0 бўлса, у  ҳолда х  ва у век-
торлар ўзаро ортогонал дейилади ва |!х|| = | / (х, +) сонга век- 
торнинг нормаси дейилади. Агар ~Хх, х 2, . ... , х п векторлар 
системасининг исталган иккитаси ўзаро ортогонал бўлса, у ҳолда 
бундай система ортогонал векторлар системаси дейилади ва 
шу билан бирга бу векторларнинг нормаси бирга тенг бўлса, бу  
система ортонормал векторлар системаси дейилади.

Энди жараённи қуришга ўтамиз: '

их =  аи = (6 .2)

деб оламиз. __
Фараз қилайлик, бирор &>• 1 учун ии иг, . . . , иь ортогонал 

векторлар системаси ва г),, V , , .  . . .  , ортонормал векторлар сис- 
темаси қурилган бўлсин. Энди иь+\ векторни аь+х, ъх, юг, . . .  , а к 
векторларнинг чизиқли комбинацияси шаклида, яъни 

. к
ик+1 =  аь+х -Ь 2  ■̂и/0] (0-3)

/  =  1
кўринишда излаймиз ва иь+\ нинг ии иг, . . . , ик векторларга, 
яъни г»!, ч)г, . . . , ък векторларга ортогонал бўлишини талаб қиламиз:

к

0  =  (И *+1 , ®,) =  (Ий+1, ч и )  +  2  Ч ] (Ў ~ Р  =  ( « *+ 1 .  +  + / •
/= 1

Бундан
= — (аь+1. юх) (6.4)

ни топиб, (6.3) га қўйсак:
к '

~йь+ х =  аь+\ — 2  (Фь+ь V]) V] (6.5)
. .. ■ /— 1 ' \
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келиб чиқади. Сўнгра

Ък+1 ик+ 1

1К + 1||
(6.6)

,деб оламиз. Шундай_қилиб, (6.2), (6.5) ва (6.6) формулалар ёрда- 
мида ии иъ . . . , ип+\ ортогонал ва 'о2, . . .  ,ъп+\ ортонормал 
системани кетма-кет қурамиз.

Охирги ип+\ =  {ги г 2, . . . .  г п+\) векторнинг «  +  1-координа- 
таси г п+\ нинг нолдан фарқли эканлигини кўрсатамиз. Бунинг 
учун тескарисини фараз қилайлик. У ҳолда .

(ип+1, а 1) =  0 ,(ил+1, а 2) =  0 , . . .  , (ип+г, ап) =  0 

шартлар

(ил+1, Т̂,) == 0, (и„+1. ъ2) =  0, . . . , (ип+\, ъп) =  0

шартларга тенг кучли бўлиб (чунки г>,- лар аи а2, . . .  , а, лар- 
нинг чизиқли комбинациясидир), улар нолдан фарқли ечимга зга 
бўлган

п п п
^  «+■+ =  0, ^  а 2;+  =  0, . . . , 2  ап]г ] =  0 (6-7)
/=1 1 = 1 1=1

чизиқли алгебраик тенгламалар системасини ташкил этади. Демак, 
бу системанинг детерминанти нолга тенг. Бундай бўлиши мумкин 
эмас, чунки (6.1) ва (6.7) ларнинг детерминантлари бир хил эди. 
Шартга кўра, бу детерминант нолдан фарқли. Бу карама-қаршилик 
г п+\ +  0 эканлигини кўрсатади. Шундай қилиб (ип+\, а/) =  0, / =  
=  1 , 2 , . . .  ,п ,  шартларни қуйидаги кўринишда ёзиб олиш мумкин:

? \  г 1 г„

а" ~ ^ \  +  а» Т ^ \  +  • • •  +  + «  ^ 7  +

+  0-1 ,п+\ =  0 (I =  1 , 2 . , .  , п).
Буни (6.1) система билан солиштирсак, берилган системанинг 

ечими

эканлиги келиб чиқади. Бу ечимни топиш учун пъ +  « 2 та кў- 
пайтириш, у  (2 д3 — « 2 — п) та қўшиш, п та бўлиш, п та илдиз
чиқариш амалларини бажаришга тўғри келади.

Юқорида келтирилган жараён барча матрицалар учун ҳам қо- 
ниқарли ечимни топиш учун имкон беравермайди. Бунинг асосий 
сабаби (6Д) рекуррент муносабатнинг турғун эмаслиги бўлиб, бу  
нарса г>1. г>2, . . . , ъп+\ векторлар системасининг ортогоналлигиии 
бузади. Аниқроқ натижага эришиш учун қуйидагича йўл тутамиз:
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{аь у ) = 0, / =  1 , 2 , , «, шартни қаноатлантирадиган у*=—
*=(У1 ....................  !)' векторни

(г+1

ў" = 2  йР }  (б-8>
/= 1

кўринишда излаймиз. Ушбу {аь у) =  0 ( / ' = 1 ,  я) ортогоналлик 
шартларидан ларга нисбатан қуйидаги тенгламалар системаси 
келиб чиқади:

га+ 1 .

2  а;(+- ?/) =  0 (/ =  1 ~ ) .  (6-9)
1=1

Бундан ташқари у векторнинг {п +  1)-координатасининг бирга 
тенглиги яна бир

2 ^ ; - " + 1  =  1 (бЛ0)
/=1

тенгламани Геради. Бу тенглама (6 .8) вектор тенгликнинг коорди- 
наталарда ёзилган охнрги тенгламасидир.

Агар ҳисоблашлар яхлитланмасдан олиб борилса, у ҳолда / <  
< у  бўлганда (аь, бўлганлиги учун (6.9) — (6.10) тенгла-
малар системаси қуйидаги кўринишга эга бўлади:

{ ^ ( £ 1, ®1) =  0, __ _
^ )  +  ^ {а 2, -^) = 0,

—  —  -  -  (6Л1>
^ 1 { а п,  ^ 1)  +  ^ 2 {а п,  ^г) +  • • • +  а п { а п ,  + )  —  6> 

п + 1  +  <̂2+ ,  п+1 +  • • • +  <//1+1Т1ц+Ь п+ 1 =  1 .
Кўриниб турибдики, бу системанинг ечими

2Г(о) =  (0 , ■. • 0 , +Г+1, п + \ У  вектордан иборатдир.
П

Агар ҳисоблашлар яхлитлаш билан олиб борилган бўлса, у 
ҳолда (6. 1 1 ) системанинг матрицаси кичик бўлса-да, лекин нол-
Дан фарқли элементларга ҳам эга бўлади. Ҳосил бўлган системани

Са +  Ш  =  £  (6 .12 )

кўринишда ёзиб оламиз, бу ерда £  =  (0, . . . .  0, 1)' ва С (6.1 1 ) 
системанинг матрицаси ҳамда п

0 (аи Т)2) (а.и ю3) . . • (+ -  ?я+ 0
0 0 (а2, ®8)._. • ( + ,  ^ + о

0 0 0 ( ( + О
(0 0 0 0

111

www.ziyouz.com kutubxonasi



Дастлабки яқинлашишни деб олиб, навбатдаги яқин-
лашишларни

са^+ъ  +  £Ю<*> =  £ (6.13)
итерацион жараёндан аниқлаймиз. Бу муносабатни қуйидаги

2 (к+1) =  _  +  с - 1 Т  (6.14)
кўринишда ёзиш қулайроқдир. £> матрицанинг нормаси кичик бўл- 
ганлиги учун С~Ю  матрицачийг нормаси ҳам кичик бўлади. Шу-? 
нинг учун ҳам бу итерациоя жараёндан (8-§  га қ.) топилган кет- 
ма-кет яқинлашишлар тез яқинлашади. Бу усул ёрдамида ҳисоблаш 
хатосининг таъсирини камайтириш мумкин.

М и с о л. Қуйидаги тенгламалар системаси
( 0,6*4 -р 0,3*2 0,4лгз =  — 1,
| — 0,2*  ̂+  0,7*2 — 0,2*з =  0, '
I 0,1 *1 — *2 +  0(4*з

ортегоналлаштириш методи билан ечилсин.
Е ч и ш. (6.2) формулага кўра

=  (0,6; 0,3; 0,4; 1)'' •

Ц 1 « 1  и \

1,1 ~  у  ~  /0 ,3 6  +  0,09 +  0,16 + 1  ~  1,26886 ”

=  (0,47287; 0,23643; 0,31524, 0,78811).
Энди (6.4) формула ёрдамида

Х21 =  — (а2, Иг) =  — 0,00788 
ви топамиз, кейии (6.5) дам к  =  1 бўлгапда

й 2=а2 — {а2, й.) у~= (-0,20373; 0,69814; — 0,20248; — 0,00621)' ни ҳосил қи- 
ламиз. Бундан

ц2 =
II2
II',

_  и2 
~  0,75495 =  (— 0,26986; 0,92475; — 0,26820; — 0,00823).

Энди скаляр кўпайтмаларни ҳисоблаймиз:

(а3, + ) =  — 1,24521; (а3, Ғ2) =  — 1,04667.

(6.5) формулада й =  2 деб олиб и3 ва в3 лар учун қуйидагиларни ҳосил қила- 
миз:

йз = а3 — (й3, (а3, Ъ2) Ў2 =  (0,40600; 0,26232; 0,51152; — 0,52725)'»

% =  0 87954 =  (°,4616°; 0,29825; 0,58192; — 0,59946)'

Худди шу тарзда қуйидагиларни топамиз:

К ,  1Қ) =0,78811; (а4, Ъ2) =  — 0,00823; (я4, Ў3) =  — 0,59947, 

й4 =  ( — 0,09817; — 0,00007; 0,09819; 0,01944)', ||й4|| =  0,10479. 
Ниҳоят,

«£ =  (— 0,93683; 0,00066; 0,93702, 0,18551)'.
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Бу вектор компоненталарининг охиргисини 0,18551 га бўлиб, қуйидагив 
такрибий ечимни '.топамиз:

х^ =  — 5,05002; =  0,00356; х3 = 5,05105.

Буни аниқ ечим х* =  — 5, х* = 0, х* — 5 билан солиштирсак, ортогонал-
лаштириш методи билан топилган ечймнинг аниқлиги нисбатан катта эмас- 
лиги кўриниб турибди.

Бу ечимнинг аниқлигини юқорида айтилган усул билан орттириш мум- 
кин, лекин биз бунга тўхталмаймиз.

7- §. ЧИЗИҚЛИ АЛГЕБРАДАН АЙРИМ МАЪЛУМОТЛАР

Чизиқли алгебраик тенгламалар системасини итерацион метод- 
лар ёрдамида ечиш жараёнида биринчи навбатда векторлар ва мат- 
рицаларнинг нормалари ҳамда лимитлари тушунчаларига эҳтиёж, 
туғилади. Шунинг учун ҳам бу масалаларга алоҳида тўхталиб 
ўтамиз.

Вектор ва матрицаларнинг нормалари. Аввало вектор узун- 
лиги тушунчасини умумлаштирувчи вектор нормаси тушунчасинж 
киритамиз. х  векторнинг нормаси деб қуйидаги уч шартни қано- 
атлантирувчи ҳақиқий |]х|| сонга айтилади:

1) ||х|[ >  0 ва х =  0 бўлгандагина ЦхЦ =  0;
2 ) ҳар қандай_а сон_учун ||ал|| =  |а| • ЦхЦ;
3) \\х + у || <  (|д:)[ +  ||у|| — учбурчак тенгсизлиги. .
Бу таърифдан норманинг қуйидаги хсссаси келиб чиқади:

1 Й Н ( ў 1 | | < 1 | * - ў 1|. (7.1>
Ҳақиқатан ҳам, 3) шартга кўра

1М1 = \\х--Ў + У11 <  \& -  У|| +  !1ЎИ.
яъни

N  -  11Ў11 <  \ \ Х -  ў[|. (7.2):.
Шунга ўхшаш,

1М1 -  1Й| <  !!Ў -  *|| =■]\х — у\\
ёки .

— (1М1 — Й 1 )< 1 1 *  — Ў11- (7.3)
(7.2|_ва (7.3) дан эса (7.1) келиб чиқади.

х  =  (хи х 2, . . . , х п)' векторнинг нормаси тушунчасини фа- 
қат юқоридаги учта шартни қаноатлантирадиган қилиб, турли хил1 
усуллар билан киритиш мумкин. Шулардан кўп учратиладиган уч- 
тасини кўриб ўтайлик.

1. Биринчи — кубик норма:

= ш а х |х ; |. (7.4>

8 — 2105 113̂/  ' '
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Ҳақиқий векторлар фазосидаги, нормаси бирдан ортмайдиган 
векторларнинг тўплами:

— 1 <  х г <  1 , . . .  , — 1 <  х п <  1

бирлик кубдан иборатдир, шунинг учун (1̂ 1̂  ни кубик 'норма ҳам 
дейилади. .

2. Иккинчи — октаэдрик норма:

НМЬ =  1+ 1 1+1 +  • • • +  \х п\- (7.5)
Иккинчи нормаси 1 дан ортмайдиган ҳақиқий векторларнинг тўп- 
лами октаэдрнинг п- ўлчовли аналогидан иборатдир, ш\нинг учун 
,]|х|)2 ии октаэдрик норма дейилади.

3. Учинчи— сферик норма:

11х11з — (1*11 = * 1+Р + 1хз12 + • • • + \хп\2- (7-6)
Бу норма вектор узунлигининг ўзгинаси бўлиб, ||дг|| <  1 шарт- 

ни қаноатлантирадиган векторлар тўплами бирлик ёпиқ шардан 
иборатдир.

Бу нормалар учун 1) —3) шартларнинг бажарилишини текшира- 
миз. Биринчи ва иккинчи шартларнчнг бажарилиши бевосита кў- 
риниб турибди. Знди ушоу

1к + у||+ 1Й1 +  1М1
шартни текширайлик:

Биринчи норма учун: -

1М +  МЬ =  та х  \х{ +  у,| <  т а х  \хД +  та х  |у(| =  |]х||, +  ЦўЦ!. 
Иккинчи норма учун

П

Х 1
1=1

и* + у \и  = 2 1 + + у«1 < 21+1 + 2  N = 1йь + 1М+
/=1 / = 1

Ниҳоят, Коши-Буняковский тенгсизлигидан 

11х  +  У|1з V  2 й  + < 1/ 2 1+12 + | / 21 +  +  у /12 < 1 /2  1* /12 +  V  2  1У/12
/=1 / = 1 1=1

= Мз +  ||У|1з
келиб чиқади.

Знди матрица нормасини кўриб чиқамиз. А квадрат матрица- 
нинг нормаси деб қуйидаги тўрт шартни қаноатлантирувчи ҳақи- 
қий сонга айтилади: . . .

1) | |Л | |> 0  ва Л = 0  бўлгандагина |И ||==0;
2 ) ихтиёрий а сон учун ||яЛ|| =  |а| ||Л||;
3) ||Л +  В\ +  ||Л|| +  ||5 || (учбурчак тенгсизлиги);
4) | |Д 5 ||< |Л ||. |М || .
Бу матрица нормаси учун ҳам (7.1) тенгсизликка ўхшаш

1 И 1 | - | И Ц < | | А - 5 | |  (7.7)

п п
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«генгсизликни келтириб чиқариш мумкин. Матрица нормасини турлис 
усуллар билан аниқлаш мумкин. Аммо чизиқли алгебраиинг кўп 
масалаларида матрица ва векторларнинг нормалари тушунчалари* 
параллел ҳолда қатнашади. Шунинг учун ҳам матрица ва вектор- 
нормалари тушунчаларини бир-бирига боғланган ҳолда киритиш 
мақсадга мувофиқдир.

Агар ҳар қандай квадрат А мптрица учун вз ўлчами матрица 
тартибига тенг бўлган ихтиёрий * вектор учун ушбу

М < 1 И 1 М Й 1  (7.8)
тенгсизлик бажарилса, у ҳолда матрица нормаси векторнинг 
берилган нормаси билан мосланган дейилади.

Векторларнинг берилган нормасига матрицанинг мосланган нор- 
маларидан энг кичигини танлаймиз. Шу мақсадда А матрицанинг 
нормасини Ах  вектор нормаси ёрдамида қуйидагича ациқлаймиз:

ЦА|| =  тах |!А 1||. (7.9)
1И|=1

Бу ерда х  вектор нормаси бирга тенг бўлган барча векторлар- 
нинг тўпламидан олинади.

Биз кейинроқ векторлар ва матрицаларнинг лимити тушунчаси- 
ни киритиб, улар ёрдамида норманинг узлуксизлигини кўрсатамиз.. 
Лекин ҳозирча шу тушунчадан фойдаланишга тўғри келади.

Ҳар қандай А матрица учун Ах  вектор нормасининг узлук- 
сизлигига кўра (7.9) тенгликда максимумга эришилади, яъни шун- 
дай лГ(0) вектор топиладики ||х<°)|) =  1 ва ||Ах:<0)|| =  ||А|| тенглик- 
лар бажарилади. (7.9) тенглик билан киритилган матрица норма- 
си векторнинг берилган нормасига бўйсунган дейилади.

1 -теорема. Матрицанинг бўйсунган пормаси:
а) норма таърифининг 1 ) — 4) шартларини қаноатлантиради;
б) векторнинг берилган нормаси билан мосланган;
в) векторнинг берилган нормасига мосланган бошқа ҳар қандай 

нормасидан катта эмас.
Исбот. Норма таърифининг 1) шартини текширамиз. Фараз қи- 

лайлик, Ат^=0 бўлсин. У ҳолда, доимо Ау ф. 0 шартни қаноат-

лантирувчи у вектср топилади. Энди у  векторга кўра х —
_  1!>'Ц

векторни қараймиз. Вектор нормаси таърифининг 2) шартидан ||х|| =  

= Л =-.||у[|=  1 келиб чиқади, А х ф 0 бўлганлигидан 1) 

шартга кўра \\Ах\\ >  0 демак,

|[А|| =  шах ||Ал:|| > 0

бўлади. Агар А =  0 бўлса, у ҳолда ||А[| =  тах  [|0-д:|| =  0 бўлади.
117ц=1
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2 ) шарт >;ам осонгина текширилади:
||аЛ|| =  шах (|аЛл:|| =  шах |а| • \\Ах\\ =  |а| шах \\Ах\\ =  |а( • ||Л ||. 

1Г'~|1=1 1И1=1 |"||=1
Энди 3) шартни текширамиз. Юқорида айтганимиздек, хар қан- 

Дай Л +  В матрица учун > ар доим шундай х (0) вектор топиладики 
унинг учун ||л(0)|| =  1 ва

||Л +  В\\ =  шах || (Л +  В)х\| =  ||(Л +  £ ) х (0)||
1 И 1 = 1

тенгликлар ўринли бўлади.
У ҳолда

||Л +  В\\ =  ||Л х(0) +  В х^  || <  ||Л х(0)|| +  | |5 х (0)|| <_шах ||Лл|| +

+  гаах||5х|| =  ||Л|| +  ||5||.
1И 1 = 1 '

Норма таърифининг 4) шартини текширишдан аввал, мосланганлик 
шарти (7.8) ни текширамиз.

Агар х  =  0 бўлса, (7.8) нинг бажарилиши кўриниб турибди.' 

Фараз қилайлик, х  +  0 бўлсин. У қолда у (0) =  -^- векторни
_  . 1М1

оламиз. ||у(0)|| =  1 бўлганлиги учун

||Лх|| =  ||Л(||х||у(0))|| =  ||х|| • ||Лу(0)|| <  ||х|| шах ||Лу1 =  ||Л|| • \\х\\.
ПЯ1 = 1

Энди 4) шартни текширайлик. Худди аввалгидек АВ  матрииа 
учун шундай х (0) топиладики, у қуйидаги тенгликларни қаноатлан- 
тиради:

| + (0)|| =  1 ва | |Л 5 х (0)|| =  ||Л5|
У ҳолда

\\АВ\\ =  ||Л (5 х (0))|| <  ||Л|| • | |£ х (0)|| <  ||Л|| • \\В\1 • Р (0)|| =  ||Л|| • \\В\\.
Ниҳоят, теореманинг охирги шартинигина текшириш қолди. Фа- 

раз қилайлик, ||Л|| матрицаиинг векторларнинг берилган нормасига

бўйсунган нормаси бўлиб, ||Л|| — векторларнинг шу нормаси би- 
лан мосланган ихтиёрий нормаси бўлсин. У вақтда, маълумки, Л 
матрица учун

||х (0)|| =  1, ||Л|| =  ||Л х(0)||

тенгликларни қаноатлантирадиган х (0) вектор топилади.
Лекин

||Л х(0)| |< | |Л | | | |х (0)|| =  ||ЛЦ,
демак,

1И11<1Й|.
Шу билаа теорема тўлиқ исботланди. .
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Энди матрицанинг векторларнинг юқорида киритилган нормала- 
рига бўйсунган нормаси кўринишларини келтирамиз. Улар мос ра- 
вишда қуйидагилардан иборатдир:

П
ЦЛЦ! =  ш а х  2  |а1к\ (к у б и к  н ор м а), (7  • 10 >

||Л ||8 =  ш а х  2  1^*1 (о к т а эд р и к  н орм а),
1<к<П1=1

( 7 .1 1 )

1И11з =  ||~!1 =  УГ̂  (сф ер и к  норм а). (7  ■ 12>

Бу ерда А'А матрицанинг энг катта хое сони.
Э н д и  (7.10) — (7.12) нормаларнинг мос разишда ( 7 . 4 ) — (7.6> 

нормаларга бўйсунган_нормалар эканини кўрсатамиз.
Ҳақиқатан ҳам, Ах  вектор қуйидаги

П П
Л х =  ( 2  а шхк, • • • . 2  апкхкУ

к=1 к=1

кўринишга эга бўлганлиги учун вектор нормасининг таърифига; 
кўра

[[ЛЦ, =  т а х
к= 1

<  т а х
I к = 1

1̂ * 1- N

в а  агар  [[ЗсЦ! =  1 б ў л с а ,  у  ҳ о л д а

||Л]]1 =  ш ах||Л х ||1 <  шах 2  !а «1- 
11*111=1 • • -

(7.13>
I к= 1

Фараз қилайлик, 2  Iа 1к\ максимумга I = у  бўлганда эришилсин..
к=1

У ҳолда

3?°) =  (31§п ап, 31§па;-2, . . . .  51§па;-яУ 

вектор учун ||л;(0)[]’1 =  1 ва шу билан бирга I Ф  у бўлганда
п п п п

2  < 2 1а «! <  т ғ  2  \а1к\ =  2 1а ;*1
к= 1 к=1 ‘ к=1 к— 1

тенгсизликлар бажарилиб, I —)  бўлганда эса
п п п

2  а)ъх Ч  =  2 а /*8^ пад! =  2 1 а д!к—1
тенглик бажарилади.

к=1 к= 1

117
www.ziyouz.com kutubxonasi



Бу ердан

||А>с<0>|[1 = т а х
1 | А =1

^  аш ^ ] !2 к * 1 - т а х 2 м .  (7.14)
*= 1 £=1

.Демак,

1И1К ==тах \\Ах\\г >  ||Лх<0>[[ =  т а х  I- 
11̂ 111=1 1< ;< п  к= 1

Қуйидаги

Чк\ИН 1 < т в х  ва [И 111 > тах
6=1 1 к = 1

тенгсизликларни таққсслаш айтилган тасдиқни исботлайди. .
Энди (7.11) тенгликпинг тўғрилигини кўрсатамиз. [|лс[[2 =  1 

деб олайлик, у ҳолда

':!И*1|и
1=1

а1к*к
к= 1

п п
: 2  2 М - К 1 < ш а х (2 м

п

т
*=1 к= 1 к /=1 к~ 1

=  т *а х 2 1 а «!-

N

/=1

Фараз қилайлик, та х  га ^ = /  бўлганда эришилсин. Бу ер-
к 1=1

.да л:<0> =  (лс<°>, л̂ °>.............х (п0)) векторни шундай танлаймизки к ф ]
■бўлганда л:̂ 0* =  0 бўлиб, х(0)  =  1 бўлсин.

Кўриниб турибдики, ||х <0)||2 =  1 ва шу билан бирга

и ^ м1 | . - 2  - 21=1 к = 1 1=1
а и \ =  шах 2 1аи1-к 1=1

.Демак,

-яъни

гнах ||Ла-Ц2 = [ | Ла <°>||2 =  т а х  ^  |а«[. 
1 М Ь = 1  *  1 = 1

п
||Л||2 =  т а х Т М .

к 1=1

Ниҳоят, (7.12) формуланинг ўринли эканлигини кўрсатамиз. 
Фараз қилайлик, [|х|[3 =  1 бўлсин. Сферик норманинг квадрати скал- 
яр кўпайтма билан устма-уст тушганлиги учун ва скаляр кўпайт- 
манинг хоссасига кўра

|[Ла ||° =  (Ах , Ах) =  (х, А'Ах).

п п
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А'А — манфий бўлмаган симметрик матрицадир (агар барча х  
лар учун {Вх, х) >  0 бўлса, В симметрик матрица манфий бўл- 
маган матрица дейилади). Чизиқли алгебра курсидан маълумки, 
бундай матрицаларнинг барча хос сонлари манфий эмас. Фараз қи- 
лайлик, >  . . . >  1п лар А'А матрицанинг хос сонлари бў-
либ, х {1\  х {2\  . . . ,х{п) уларга мос келадиган ҳақиқий ортонормал- 
хос вектор бўлсин. Агар ||х||, =  1 шартни қаноатлантирувчи х  век- 
торни хос векторлар бўйича ёйсак,

х  =  схх {Х) +  с2х {2) . . . +  спх {п),
у ҳолда с\ +  с\ +  . . . +  с\ =  1 тенглик ўринли бўлади ва

\\Ах\\23 =  (х, АА'х) =  ( с + (1> +  . . . +  спх {п), +  . . . +
+  ХяС„х(»0 =  Х+ 2  +  . . . +  \пс2п +  \ { с \  +  . . . +  с2) =  V

Энди л  =  х (1> деб олсак,

||Л х(1>||2 =  (х (1>, А М * (1>) =  (В » , М (1>) =  ^ .
Ш у билан учинчи тасдиқ ҳам исботланди.

Векторлар ва матрицалар кетма-кетликларининг яқинла- 
шишлари. Фараз қилайлик,

х {к) =  (х[к), х {к), . . . , х {к)У (к =  1, 2, . . .) 

векторлар кетма-кетлиги берилган бўлсин. Агар п та чекли

,Х; =  Птх\к) (1 = 1 ,  п)
к->оо

лимитлар мавжуд бўлса, у ҳолда х  =  ( + ,  х 2, . . . , х п)' вектор 
{х{к)} векторлар кетма-кетлигишнг лимити дейилади ва бу  
кетма-кетликнинг ўзи х  векторга яқинлашади дейилади.

Шу каби
А<*> =  [а\к)] (I, ]  =  \ТгЦ к =  1 ,2 , . . . )  

матрицалар кетма-кетлиги берилган бўлиб, п2 та й+ =  Нш а{} ) ли-к~+со
митлар мавжуд бўлса, у ҳолда А =  [а+] матрица (А{к)) матри- 
цалар кетма-кетлигининг лимити дейилади.

Бу таърифга кўра, агар матрицалардан тузилган чексиз қа- 
тор қисмий йиғиндилари кетма-кетлигининг лимити мавжуд 
бўлса, у ҳолда бу қатор яқинлашувчи дейилади. Бу лимит бе- 
рилган қаторнинг йиғинднси дейилади. ,

Кўриниб турибдики, матрицали қаторнинг яқинлашувчи 
бўлиши учун матрицанииг мос равишдаги элементларидан ту- 
зилган барча п2 та қаторнинг яқинлашувчи бўлиши зарур вз 
етарлидир. Шу билан бирга бу қаторларнинг йиғиндилари бе- 
рилган матрицали қатор йиғиндисининг элементлари бўлади.

Вектор нормаси тушунчаси асосида векторлар кетма-кетли- 
гини яқинлашишини бошқача таърифлаш ҳам мумкин.
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Т а ъ р и ф .  Агар

\\х — х (А)|( - у О
. к — оо

'бўлса, {х(к)} векторлар кетма-кетлиги х  векторга яқинлашади де- 
йилади.

Бу таъриф яқинлашишданг аввалги таърифига эквивалент экан- 
лигини исботлаш мумкин. .

2 -теор ем а. Ушбу

ўринли бўлиши учун,

Н * - * (*)11;г £ 0
бўлиши зарур ва етарлидир.

Бошқа сўз билан айтганда чекли ўлчовли чизиқли фазода нор- 
ма бўйтча яқинлашиш координаталар бўйича яқинлашишга тенг 
кучлидир.

Исбот (зарурлиги). Фараз қилайлик, ~х(к)̂ ~£х, гГъни барча I =  
■= 1, 2, . . . , /г учун Нтл;(А> =  л:г бўлсин. Қуйидаги еи е2, . . . ,_ к-*- оо

еп базис-векторларни танлаб х — х<-к) ни шу векторлар бўйича ёя- 
'миз: -

( А = 1 , 2 _____).
1=1

Агар Ь — шах \\еД\ каби белгиласак, у ҳолда

, *=1

Шунинг учун ҳам
Р - ^ Н ^ о .

Е т а р л и л и г и .  Фараз қилайлик

Пт \\х — л:<*>|| =  0 
-̂»00

бўлсин. У ҳолда

||х (^|) =  \\х +  (х(к) — Зс)|) <  ||х|| +  ||л:<*> — х\\

бўлганлиги сабабли, ||л:(й>|| барча к =  1 , 2 , . . . лар учун чега- 
раланган, яъни ||л(/г>|| М (к =  1, 2, . . .) бўлади. Энди ихтиё- 
рий к =  1, 2, . , . учун ак =  |х(*>| +  . . . +  \х\к)\ нинг ҳам чега-
раланганлигини, яъни ак ^  N  (к =  1, 2, . . .) эканлигини кўрса- 
тамиз.
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Тескарисини фараз қилайлик, яъни шундай ки к2, . . .  индекс- 
лар кетма-кетлиги мавжуд бўлсинки: ак ----- »■ 0 бўлсин. Ёзувни

' ткт-*°°
қисқартириш мақсадида ак----->-0 деб ҳисоблайлик. Берилган век-

к-+ оо

торлар кетма-кетлиги {Л А)} га кўра янги векторлар кетма-кетлиги

~уМ =  — ' =  {у[к), У(2к), • • • , У(к))' ■ 

у х\к)ни қурамиз. Бу ерда у[к) = ----- эканлигини ҳисобга олсак,
ац

|У ,1*’1 + № ‘ >| +  - • • + 1 ^ )1 =  1 ( к  —  1,  2 ,  • • •)

эканлиги ва у (*> ларнинр барчаси чегараланганлиги келиб чиқади. 
Шунинг учун ҳам шундай индекслар кетма-кетлигини танлаш мум- 
кинки, чекли лимитлар

\\ту\к) = у ,  ( / =  1 , 2 , . . . , п)
к-юо

мавжуд бўлади ва [у,| +  [у2| + . . . -  +  |у„| == 1 бўлганлиги учун 
лимит вектор

у  =  (У 1. у», —  , УпУ

нолдан фарқлидир.
Иккинчи томондан ||д;(А>[[< Ж  ва фаразга кўра ак----->

к-> оо

лигини ҳисобга олиб,

11у 11==11ў (*) +  +  - > ’" ) ) |1  <  | |> ,А)[[ +  | |у  — Ў (/' )| |  =  

+  ||7 - ў (+ |  (к =  1 , 2 , . .  .)

|Д(,°

ооэкан-

Iт

тенгсизликдан ||у|| =  0, яъни у =  0 ни ҳосил қиламиз. Бу қарама- 
қаршилик ак ^ М  (к =  1, 2, эканлигини, яъни вектор-
лар координаталарининг барчаси чегараланганлигини кўрсатади. 
Бундан эса шундай индекслар кетма-кетлигини танлаш мумкинлигч 
ва бу индекслар учун | г =  Нтл:(*) (1 =  1 , 2 , . . . , « )  чекли ли-

к->оо

митларнинг мавжудлиги келиб чиқади. Лкмитдаги  ̂=  (1,,^ , . . . , 
£„) векторнинг х  =  (х , , х 2, . . .  , х„) вектор билан устма-уст 
тушишини кўрсатамиз.

Ҳақиқатан ҳам, теорема шартига кўра ||х — л (4)| | ----- ► 0 ва те-
к-*- оо

ореманинг зарурий қисмидан ||1 — л+>|| ->- 0 зканлиги кўричиб, бар- 
ча к =  1 , 2 , . . . лар учун

Цх — Ц| =  ||(лс — х (к)) +  ( х ^ — |)|[ <  \\х — лШЦ +  \\х<к) — Ё|[

тенгсизликлар бажарилади. Демак, |]х — 1|| =  0, яъни \  =  х. Шу 
билан теорема исбот бўлди. "

121

www.ziyouz.com kutubxonasi



Бу теоремадан норманинг узлуксизлиги келиб чиқади. Худди 
шунга ўхшаш матрицалар учун ҳам А (к)-----уА бўлиши учун

к-+оо
(|Л — Л<*)| |-> 0  нинг бажарилиши зарур ва кифоялилигини кўрса-

тиш мумкин. Бунинг ёрдамида матрицалар кетма-кетлигининг 
яқинлашишини бошқача таърифлаш мумкин.

Энди (7.7) тенгсизликдан қуйидаги келиб чиқади: агар

Матрицали геометрик прогрессиянинг яқинлашиши. Биз-
га анализдан маълумки, 1 +  д: +  х 2 +  . . . +  х ь +  . . .  сонли гео- 
метрик прогрессиянинг яқинлашувчи бўлиши учун хк — >-0 бўли-

ши зарур ва кифоя бўлиб, шу билан бирга унинг йиғиндиси (1 — 
— л ) - 1 га тенгдир.

Энди бу тасдиқларнинг қуйидаги

матрицали геометрик прогрессия учун ҳам ўринли эканлигини кўр 
сатамиз. Бунинг учун аввал қуйидаги бир неча ёрдамчи тасдиқ' 
ларни кўриб чиқайлик. .

1-лемма. Ушбу

ўринли бўлиши учун, А матрицанинг барча хос сонларининг мо- 
дуллари бирдан кичик бўлиши зарур ва кифоядир.

Исбот. Исботни бошлашдан аввал алгебрадан айрим тушунча- 
ларни эслатиб ўтамиз. Агар шундай махсусмас В матрица мавжуд 
бўлиб,

тенглик ўринли бўлса, у ҳолда матрица А матрацага ўх- 
шаш дейилади. Кўриниб турибдики, агар Ах матрица А га ўхшаш 
бўлса, у ҳолда А ҳам Ах га ўхшаш бўлади. Ўхшаш матрицалар 
бир хил хос сонларга эга. Ҳақиқатан ҳам,

бе! (АВ) — бе! А с!е! В, сЗеШ ^+е! 5==бе1 В~1В =*\  
бўлганлиги учун:

бе! (А, — \ Е ) =  с!е1 (7? - 1 АВ -  В г 1 А В) =  сЗе! (В~1 (А—X Е)В) =
=  сЗе! В~1 сЗеЗ (А — \Е )  сЗе! В =  сЗе! (А -  X Е),

яъни бу матрицалар бир хил характеристик детерминантларга эга.
Яна маълумки, ўхшаш алмаштмришлар ёрдамида, ихтиёрий п- 

тартибли А матрицани унинг }Кордан формасидаги каноник 
шаклига келтириш мумкин:

А(Ь)^ А бўлса, у ҳолда ЦА<*>Ц££ ЦАЦ.

А +  А + . А 2 +  . .  . +  Л А+ . . . (7.15)

Аг =  В~1 АВ

1 =  В~1 АВ. (7.16)
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Бу ерда

/ = 1/ т 1 (Ч)- /«,(>•>)............ / « Д )1
квазидиагонал матрицадир ва г  бир томондан

1 0 . . . 0'
ЛЛ>) = 0 X 1 . . .  0

0 0 0 . . .  X

Жордан катакларининг сонини билдирса, иқкинчи томондан у А 
матрицанинг чизиқли эркли хос векторларининг сонидир, шу би- 
лан бирга тх +  т2 +  . . . +  тг == п бўлиб, 1т{ (АД нинг тарти- 
бидир. (7.16) дан қуйидагиларни ёза оламиз:

А =  В 1В-\

А к =  В1В~1В1В~ 1 . . . В1В-» =  В1кВ ~\
Демак, Ак—»-0 бўлиши учун 1к—>-0 бўлиши зарур ва етарли-

к-+ оо к-+ оо
дир. (7.17) дан кўрамизки,

1к = т %̂  .............^тг^г)].
Шунинг учун ҳам Ак— бўлиши учун барча г =  1, 2, . . . , г

оо

ларда 1кт (Хг) нинг ноль матрицага интилиши зарур ва етарли- 

Дир.
Матрицаларни кўпайтириш қоидасига кўра:

/ 2 (Я,) =

ГЛ 1 0 . , <п ~Хг 1 0 . .. 0-1
0 1 • • 0 0 К 1 . . 0

0 0 0 . . , к _0 0 0 . ■■ VI
ГЛ 2Х 0 , , °1

--- 0 Ч 2Х1 1 • • 0

0 6 0 0
Математик индукция ёрдамида к >  тг бўлганда қуйидагини ҳосил 
қиламиз:

Р ? С1 Ч - 1
С2 }к—2 1 ' • Ск1 ~1Ц~т1 +1

0 )к С1 1к- 1 . . С'и1 ~ 2 Хк~т, +21!л-< 1 1 * • * 1 1 1

0 0 о . . х*
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ёки

'х<*>-
(X*) <т / - »

1! 2! ' • • (тг —1)!

0 X* (X')' (X*) ~ 2>
1! ' ’ (т  ̂— 2)!

0 . о . 0 . . . ^  А
Бу ерда қулайлик учун дифференциаллаш амалини киритдик. 
1кт[ ('Д матрицанинг диагонал элементлари X* дак иборат. Шу-

нинг учун ҳам /* (^) нинг ноль матрицага интилиши учун |Х, | <  
< 1  бўлиши зарурдир. Лекин бу шартнинг бажарилиши 1т {)ч)
нинг ноль матрицага интилиши учун етарли ҳамдир, чунки ихти- 
ёрий у =  0 , 1 ............ пц — 1 учун

(Х*)(/> 
/' и ■>0.

Шундай қилиб, лемма исботланди. Леммадаги яқинлашиш бел- 
гиси амалий масалаларда ноқулайлик туғдириши мумкии, чунки у 
А матрицанинг хос сонлари ҳақида аниқ маълумот талаб қилади. 
Қуйидаги белги анча қулайдир.

2-лем м а. Ушбу
Ак- - +  0

к-*-оо

ўринли бўлиши учун А матрицанинг камида бирор нормасининг 
бирдан кичик бўлиши етарлидир.

И сбот. Юқорида таъкидланганидек А к— >-0 нинг бажарилиши
к -*оо

учун бирор нормада \\Ак — 0(|— >-0 нинг бажарилиши етарлидир.
к~*оо

Аммо

IIл*- 0|| =  ||А*|| =  I\А -• Ак-11| <  \\А\\• IIА*-Ч| <  . . . <  ||А||Й.
Демак, бирор нормада ||А ||< 1  бўлса, у ҳолда ||А*||— >-0, яъни

к~+ оо
Ак— ->0 бўлади. Ниҳоят, ушбу жумлани исботлайлик.к--*оо

3-лем м а. Матрицанинг барча хос сонларининг модули унинг 
ихтиёрий нормасидан ортмайди.

Исбот. Хос сон таърифига кўра шундай х  ф  0 вектор мавжуд- 
ки,

Ах
бўлади. Бундан зса \\Ах\\ =  |Х| ||л:||. Лекин ||Ал:|| <  ||А||-||л:||, шу- 
нинг учун ҳам |Х| <  ||А||. Лемма исботланди.

Энди (7.15) матрицали геометрик прогрессиянинг яқинлашишига 
доир теоремаларни исботлашга ўтамиз.
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3 -  теорема. (7.15) қаторнинг яқинлашиши учун
Л*— > 0

к-*оо

нинг бажарилиши зарур ва етарлидир. Бу ҳолда Е — А матрица- 
нинг тескариси мавжуд бўлиб,

Е +  Л +  Л2+  . . . +  Ак +  . . . ^ ( . Е - Л ) - 1

тенглик ўринли бўлади. .
И сбот. Бу шартнинг зарурийлиги кўриниб турибди, чунки сон- 

ли қаторлар учун шунга ўхшаш шарт зарур бўлиб, п- тартибли 
квадрат матрицанинг яқинлашиши матрица элементларидан мос 
равишда тузилган п2 та сонли қаторларнинг яқинлашишига тенг 
кучлидир. Етарлилигини кўрсатамиз ва (7.15) қаторнинг йиғинди- 
сини топамиз. Агар Ак— у О бўлса, у ҳолда 1-леммага кўра А

к-*оо

матрйцанинг барча хос сонлари X/ лар модуллари бўйича бирдан 
кичик. Демак, Е — А матрицанинг хос сонлари 1 — X* (/=_1,  
2, . . . , п) бўлиб, нолдан фарқлидир. Шунинг учун ҳам беЦД —
— А) ф  0. Бундан эса Е — А матрицанинг махсусмаслиги ва (£’—
— А)~1 нинг , мавжудлиги келиб чиқади.

Энди

(£  +  А +  Л2 +  . . . +  Ак) { Е - А )  =  Е - А к+1 
айниятни ўнг томондан {Е — А )- 1  га кўпайтириб,

Е +  А +  Д 2+  . . . +  А к =  (Е -  Л )- 1  -  Ак+ \ Е -  А)~' 
ни ҳосил қиламиз. Бу ерда Ак+1— >-0 бўлганлиги учун

к-*оо

£  +  Л +  Л2+  . . . + А к+  . . . = ( £ - А )- 1

келиб чиқади. Шу билан теорема исбот бўлди.
1 - леммани ҳисобга олсак, бу яқинлашиш белгисини қуйидаги-

ча таърифлаш мумкин. ,
4 -  теорема. (7.15) қатор яқинлашиши учун Л матрицанинг 

барча хос сонлари модуллари бўйича бирдан кичик бўлиши 
зарур ва етарлидир.

2 - леммадан фойдаланиб, яқинлашишнинг етарли шартини бериш 
мумкин. Бу шарт текширишларда анча қулайдир.

5 -  теорема. Агар Л матрицанинг бирор нормаси бирдан кичик 
бўлса, у ҳолда (7.15) матрицали прогрессия яқинлашади. Қуйида- 
ги теорема (7.15) қаторнинг яқинлашиш тезлигини аниқлайди.

6-  теорема. Агар ||Л ||<  1 бўлса, у ҳолда
' плнА+1

||(+ _  Л )- 1  -  ( Е +  А +  Л2 +  . - . - . +  Ак)|| +

Исбот. | | Л | | < 1  шарт бажарилганда (7.15) қатор (Е — Л )- 1  мат- 
. рицага яқинлашади, шунинг учун ҳам

(,Е — Л ) - 1  — ( £  +  Л +  Л2 +  . . .  +  ЛА+ .  . . ) =  Л 6+ 1 +  Л&+2+ . . .
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ва
II (£■ _  Л)-1 -  ( Е +  А +  +  • • . Ак) ||^ !| Л*+М| +  [И*+2|| +  . . . <

’ <1ИГ1 + ИР+2+ ... • ,
Демак, теорема исботланди.

8-§. ИТЕРАЦИОН МЕТОДЛАР

Энди итерадион методларни баён қилишга ўтамиз. Бобнинг 
бошида айтиб ўтилганидек, бу ерда аниқ ечим чексиз кетма- 
кетликларнинг лимити сифатида топилади.

Ҳозирги вақтда ҳар хил прииципларга асосланган ҳолда 
жуда кўп итерацион методлар яратилган. Умуман, бу метод- 
ларнинг ўзига хос томонларидан яна бири шундан иборатки, 
улар ўз хатосини ўзи тузатиб боради. Агар аниқ методлар би- 
лан ишлаётганда бирор қадамда хатога йўл қўйилса, бу хато 
охирги натижага ҳам таъсир қилади. Яқинлашувчи итерацион 
жараённинг бирор қадамида йўл қўйилган хато эса фақатбир  
неча итерация қадамини ортиқча бажаришгагина олиб келади 
холос. Бирор қадамда йўл қўйилган хато кейинги қадамларда 
тузатиб борилади. Методларнинг ҳисоблаш схемалари содда 
бўлиб, уларни ЭҲМларда реализацня қилиш қулайдир. Лекин 
ҳар бир итерацион методнинг қўллаииш соҳаси чегараланган- 
дир. Чунки итерация жараёни берилган система учун узоқла- 
шиши ёки, шунингдек, секин яқинлашиши мумкинки, амалда 
ечимни қониқарли аниқликда топиб бўлмайди.

Шунинг учун ҳам, итерацион мстодларда фақат яқинла- 
шиш масаласигина эмас, балки яқинлашиш тезлиги масаласи 
ҳам катта аҳамиятга эгадир. Яқинлашиш тезлиги дастлабки 
яқинлашиш векторининг қулай танланишига ҳам боғлиқдир.

Бу параграфда аввал итерацион жараён қуришнинг умумий 
принципини кўриб чиқамиз, сўнгра эса ҳисоблаш амалиётида 
кенг қўлланиладиган итерацион методларни келтирамиз.

Итерацион жараённи қуриш принциплари. Фараз қилайлик, 
махсусмас матрицали

Ах =  Ь (8.1)

система берилган бўлсин. Итерацион методларни қураётганда би- 
рор ихтиёрий дастлабки яқинлашиш вектори л (0> олиниб, кейинги 
яқинлашишлар л (1), .х(2), . . . , л+) қуйидаги

*<*+!>.=/*(*«», Зс(1)............ +*>) (8 .2)

рекуррент формула ёрдамида топилади, бу ерда / А умуман олган- 
да А матрицага, озод ҳадлар вектори Ь га, яқинлашиш номери 
к га ва дастлабки яқинлашишлар л (0), д;(1>, . . . , га боғлиқ 
бўлган қандайдир функциядир.
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Агар ў к фақат *■<*> га боғлиқ бўлиб, х(°), л:*1), . . . . х * * - 1»
ларга боғлиқ бўлмаса, у ҳолда итерация методи биринчи тар- 
тибга эга дейилади. Агар ў к функцияси к га боғлиқ бўлмаса, 
итерация методи стационар дейилади. Албатта, ў к функциянинг 
энг соддаси чизиқли функциядир. Кетма-кет яқинлашишларнинг 
биринчи тартибли энг умумий чизиқли методи қуйидаги

х0*+') =  +7<*> (8.3)

кўринишга зга бўлиб, бу ерда Вк — квадрат матрица ва с</г> — 
вектор. Биз (8.2) ва (8.3) итерацион методларга табиий равишда
(8 .1 ) нинг аниқ ечими х*=А~Ч> қўзғалмас нуқта бўлиши керак, 
яъни ;ё<°> сифатида аниқ ечим х* олинганда кейинги яқинлашиш- 
лар хам х* га тенг бўлиши керак деған талабни қўйишимиз ке- 
рак. Бу зса биринчи тартибли чизиқли метод учун ушбу

А~Ч> = В кА~~Ь +  сл (8.4)

ёки

ск =  ( Е - В к)А-'Ь =  СкЪ (8.5)

тенгликларга олиб келади. Ўз навбатида (8.5) дан
’ Вк +  СкА = Е  (8 .6)

тенглик келиб чиқади. (8.5) дан фойдаланиб, (8.3) итерацион жа- 
раённи қуйидагича ёзишимиз мумкин:

Т<*+1> =  £*Зс<*>+С*&. (8.7)

Бу ерда Вк ва Ск матрицалар Ъ га боғлиқ эмас. Энди (8 .6) ни 
(8.7) га келтириб қўйсак,

3 + + »  =  х</г> -  Ск {АхМ -  Ь) (8 .8)
қосил бўлади.

Агар Ск 1 матрица мавжуд бўлса, у  ҳолда (8.7) нинг иккалз 
томонини чапдан Ск1 га кўпайтириб,

Л *л :(*+1 > +  Ғ*Зс<« =  й (8.9)

ни ҳосил қиламиз. Табиийки, бу ерда
£>* +  Ғй ^ Д  (8 .10)

тенглик бажарилиши керак. (8.9) тенглик х<^+!> ни ошкормас кў- 
ринишда аниқлайди. Шунинг учун ҳам Ок шундай матрица бў- 
лиши керакки, й к г ни топиш қийин бўлмасин. Одатда й к сифати- 
да диагонал ёки учбурчак матрица олинади. Биринчи ҳолда ме- 
тод тўлиқ қадамли, иккинчи ҳолда эса бир қадамли дейила- 
Ди.

Кетма-кет яқинлашишлар, биринчи тартибли чизиқли методлар- 
нинг турлИ кўринишлари асосан (8.7) — (8.10) формулалар ёрдами-
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да амалга оширилади. Жуда кўп чизиқли ва чизиқли бўлмаган 
кетма-кет яқинлашиш методларини

/ ( * )  =  \\Ах -  Ь\\2
функнионални энг кичик квадратлар методи ёки бошқа метод* 
лар билан минималлаштириш натижасида ҳосил қилиш мумкин. 

Оддий итерация методи. Фараз қилайлик,

Ах=~Ь (8.11)
система бирор усул билан

,х =  Вх +  Ъ (8 . 12 )
кўринишга келтирилган бўлсин, қандай келтириш кераклигини ке- 
йинчалик кўриб ўтамиз ва дастлабки яқинлашиш вектори х (0) би- 
рор усул бйлан (масалан, х (0> =  с каби) топилган бўлсин. Агар 
кейинги яқинлашишлар.

л (* >=  Ь х ^ ) + ~ с ,  (7г = 1 , 2 , . . . ) (8.13)
рекуррент формулалар ёрдамида топилса, бундай метод оддий ите- 
ргция методи дейилади. (8 . 12 ) дан кўрамизки, оддий итерация 
методи бу биринчи тартибли тўлиқ қадамли итерацион методдир. 
Агар (8.13) кетма-кетликнинг лимити л'* мавжуд бўлса, (бу ли- 
мит (8.13) системанинг, (шу билан (8.11) системанинг ҳам) ечими 
бўлади.

Ҳақиқатан ҳам, (8.13) тенгликда лимитга ўтсак, х* =  Вх* +  с 
келиб чиқади.

Оддий итерация методининг яқинлашиш шартини аниқлайлик. 
1-теорема. (8.13) оддий итеоация жараёни ўзининг ихтигрий 

дастлабки яқинлашиш вектори л:(0) да яқинлашувчи бўлиши учун 
В матрицанинг барча хос сонлари бирдан кичик бўлиши зарур ва 
кифоядир.

И сбот. З а р у _ р л и г и .  Фараз қилайлик, ихтиёрий дастлдбки 
вектор учун Ншх(к> = х *  лимит мавжуд бўлсин. У ҳолда Зс* =  .

_ _  к оо

=  Вх* +  с. (8.13) ни бу тенгликдан айириб, қуйидагиларни ҳосил 
қиламиз:

х*  — х ^  =  В{х* — ) =  В2(х* — ) = = . . .  =  Вк(х*—х {0К
Энди х* — х (0) вектор к га боғлиқ бўлмаганлиги учун 

л:* — х<к) =  Вк(х* — л:(0)) 
тенгликда к —>оо лимитга ўтсж,  '

Пт Въ =  0
к-*- оо

келиб чиқади, бундан эса 7 -§  даги 1-леммага кўра В матрица> 
нинг барча хос сонларининг модуллари бирдан кичиклиги кўри- 
нади.
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К и ф о я л и г и . (8.13) орқали аниқланадиган барча яқиплашиш- 
ларни дастлабки вектор ас(У> ва с орқали ифодалаймиз:

*'<*) =  +  с =  В{Вх<к-^  +  с) +  с =  В2х 1к~21 +  {Е +  В)с =
=  . . . =  ВкхЮ +  {Е +  В +  . . . В ^ с .

Энди, фараз қилайлик, В нинг барча хос сонлари бирдан кичик 
бўлсин. У ҳолда 7 -§  даги 1-лемма ва 4-теоремага кўра

Вк~ ^ 0, Е + В  +  В2 +  . . .  +  Вк- Х ->  {Е -  В ) - \
к-* оо

Демак, х (0> қандай бўлишидан қатъи назар + А> яқинлашувчв 
кетма-кетликдир.

Исбот қилинган теорема назарий жиҳатдан фойдали, чунки у  
мавжуд ҳақиқатни аниқ ифодалайди. Лекин, амалий ишлар учуа  
ярамайди. Энди В матрицанинг элементлари орқали ифодаланади- 
ган кифоялилик белгисини келтирамиз.

2-теорем а. (8.13) оддий итерация жараёнининг яқинлашувчн 
бўлиши учун В матрицанинг бирор нормаси бирдан кичик бўли- 
ши кифоядир.

Исбот. Ҳақиқатан ҳам, агар | |5 р < 1  бўлса, 7 -§  даги 3-лем- 
мага кўра бу матрицанинг барча хос сонлари модуллари бўйича 
бирдан кичик бўлиб, бундан 1 -теоремага асосан оддий итерацион 
жараённинг яқинлашишлиги келиб чиқади.

2 -  теорема бир неча қулай кифоялилик белгиларини келтириш- 
га имкон беради.

3 -  теорема. (8.13) оддий итерация жараёни яқинлашиши у ч у а  
В матрицанинг элементлари қуйидаги

П

шах +  !* <  *> (8.14)
1 /  =  1

шах ^  <  I1- <  Ь (8.15)'
I 1=1

п

2  1М 2 + ! * < 1  (8-16).
I. 1 =  1

тенгсизликларнинг бирортасини қаноатлантириши кифоядир.
Агар биз

П  П

| |5 ||1 = т а х 2 > * ; 1 .  №  =  ш а х 2 |* , ;|
1 1=1 1 1=1

нормаларни эсласак, теоремадаги аввалги иккита шарт 2 - теск]%ка- 
дан келиб чиқади. Охирги шартдаги тенгсизлик эса, ||^|[з =  >/ +  
нинг бирдан кичик эканлигини кўрсатади. Ҳақиқатан ҳам, бу ер- 
да В'В матрицанинг энг катта хос сони бўлганлиги ва В'£$■ 
нинг барча хос сонлари манфий бўлмаганлиги учун

+  * • » + • • •  +  + •
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' -Лекин бу тенгсизликнинг ўнг томояидаги ифода В'В нинг изига 
(яъни 5'5.матрица диагонал элементларининг йиғиндисиға) тенг

П .
бўлиб, у эса 2  | + ; |2 га тенгдир.

1,1=1 ■ ■
. Энди яқинлашиш тезлигини баҳолайдиган қуйидаги теореманн 
келтирамиз. . ■

4- теорема. Агар В матрицанинг, х  векторнинг берилган нор- 
масига мосланган бирор нормаси бирдан кичик бўлса, у ҳойда
(8.13) оддий итерация методининг хатоси қуйидагича баҳоланади:

Исбот. Тео[ема шартига кўра | |/? ||< 1 , шунинг учун ҳам

х* =  ( £ +  В +  В2 +  . . .  +  Вк~1 +  , .  .)с. (8.17)

Бу тенгликни (8.15) дан айирсак,

х * — х к — — 5Ъс<°> +  (Вк +  Вк+1 +  . . ,)с. (8.18)
Бундан зса .

Р *  +  \\в\\* | | » | |  +  (ЦВЦ* +  ц в ц ^  +  • • •) Й1 =  № \ кй 0)\и-

■ , + 1 - ( | В | | -

Шуни исботлаш талаб қилинган эди. Шуни ҳам таъкидлаб ўтиш 
керакки, агар х(°> сифатида озод ҳадлар устуни с олингац бўлса, 
у ҳолда итерациянинг хатоси қуйидагича баҳоланади:

. —» > | |  <  1| р ^ 1||д |{с11 ■ (8.1,9)

Ҳақиқатан ҳам, » = < 7  деб олсак, у ҳолда (8.18) ўрнига

л* — х к— (Вк+ 1 +  Вк+2 + . . . ) < ?
тенгликка эга бўламиз, бундан эса (8.19) келиб чиқади.

Энди (8.11) системани (8.12) кўринишга келтириш ва оддий 
итерациянинг амалда қўлланилиши устида тўхталиб ўтамиз. Шу 
мақсадда ихтиёрий махсусмас Р  матрица олиб, итерациянинг қу- 
йидаги

Х&+1) =  (Е — РА)хЮ ■+Рс (8.20)

кўринишда ёзиш мумкин. Албатта, Р матрица шундай танланган 
бўлиши керакки, .

В — Е — РА
матрица учун яқинлашиш шарти бажарилсин. Қуйидаги иккита ху- 
сусий ҳолнйкўриб чиқамиз.

1 . Р =  Е>~1, бу ерда О  диагонал матрица бўлиб, диагонал
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млементлари А матрицанинг диагонал элемёнтлари билан устма- 
уст тушсин. Бу ҳолда (8.20) итерация жараёнини тузиш

4" а \\х г Ч" • • • +  + Л  =  ^1»
« 21+  +  Й22Х 2 +  • • • +  # 2/1+1 ~  &2,

.аП\Х\ -\- ап2Х2 +  • • • аппх п ---  Ьп
система тенгламаларини мос равишда аи, ап , . . . .  апп ларга бў- 
либ, ҳосил бўлган тенгламаларда х и х 2, . . . , хп ларни мос ра- 
нишда чап томонда қолднриб, қолганларшш ўнг томонга ўтка- 
зишдан иборатдир. Натижада,

Ь\ а12Хх = —
«11 а п

ь, « 21х 2 = ' "
« 2 2 # 2 2

х п =
Ъп ап\
а пп а пп

а и  « '
а2П
а‘П‘ XПУ

-п> п -
Х-п — 

пп

системага эга бўламиз. Албатта бу усулни қўллаш мумкин бўли- 
ши учун барча аи лар нолдан фзрқли бўлиши керак. Бундан таш- 
қари диагонал элементларнинг модуллари бошқа элементларининг 
модулларидан анча катта бўлиши керак. Аниқроғи қуйидаги тенг- 
сизликларнинг бирортаси балсарилиши лозим:

2
\аЧ 

* 1=1. Ш
: 1+т | .

та х  'У
I
п 1 '

— } <  1 п - \  »и и\

/ = I 1 /=177^1

(8 .21)

(8 .22)

(8.23)

Бу тенгсизликлар бажарилса, у ҳолда мос равишда (8.14) — 
(8.16) тенгсизликлар ҳам бажарилади.

2. Р =  А~1 — &, бу ерда £ =  [+,•] элементларининг модуллари 
етарлича кичик бўлган матрицадир. Бу ҳолда (8.20) тенглик_

х 1к+1) — еАх^) +  (А - 1  — &)с

кўринишга эга бўлиб, вА матрица яқинлашиш шартияи қаноат- 
лантиради.

, (8.11) системани Р га кўпайтириш система тенгламалари 
устида элементар алмаштириш бажариш билан тенг кучлидир.

Одатда Р ни 2-кўринишда олинганда мисол ечиш учун қу- 
йидагича иш тутилади. Берилган системадан шундай тенгла-
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маларни ажратиб олинадики, бу тенгламаларда бирор номаъ- 
лум олдидаги коэффициент модули бўйича шу тенгламанинг 
колган барча коэффициентлари модулларининг йиғиндисидан 
катта бўлсин. Ажратилган тенгламалар шундай жойлаштири- 
ладики, уларнинг энг катта коэффициентлари диагонал коэф- 
с}шциентлари бўлсин. Тенгламаларнинг қолганларидан ва аж- 
ратилганларидан юқоридаги принцип сақланадиган, яъни энг 
катта коэффициент диагонал коэффициент бўладиган қилиб ўз- 
аро чизидли эркли бўлган чизиқли комбинациялар тузилади ва 
барча бўш сатрлар тўлдирилади. Шу билан бирга дастлабки 
системанинг ҳар бир тенгламаси янги система тенгламаларини 
тузаётганда қатнашиши керак.

Бу ерда кўрсатилган усулларни мисолларда тушунтнрамиз,

1-м и с о л . Қуйидаги система одий итерация методи билан ечилсин:

Юх4 -р Х‘2 — Зх3 — 2х4 х3 =  6,
— Х1 +  25лг3 +  х 3 — 5 х а — 2хь =11 ,

• 2х4 +  х 2 — 2 0 х 3 +  2 х { — Зхь =  — 19, (8.24)
х 3 х 3 +  Юх4 — 6x5 =  10,

X] +  2ха +  х 3 +  2х4 — 20х5 =  — 32

Е ч и ш. Биринчи усулда айтилганидек, бу системанинг тенгламаларини 
мос равишда 10, 25, —20, 10, —20 ларга бўлиб, қуйидаги кўринишда ёзиб 
>юламиз:

х 4 =  0,6 — 0,1х̂  +  0,Зх3 +  0 ,2 х 4 — 0,1х5, 
х2 =  0,44 +  0.04х, — 0,04х3 +  0,2х4 +  0,08х5,

■ х 3 =  0,95 +  0,1 х4 +  0,05х3 +  0,1х4 — 0,15х6. (8.25)
х4 =  1 — 0,1 х2 +  0,1х3 +  0,5х6, ■ 
х5 =  1,6 +  0,05х4 +  0,1х3 +  0,05х3 +  0,1х4.

■Бу ерда (8.14) даги йиғиндилар мос равишда 0,7; 0,36; 0,4; 0,7; 0,3 бўлиб, 
булардан эса ЦВф =  0,7 <  1 келиб чиқади.

Дастлабки яқинлашиш х <0) сифатида озод ҳадлар устуни (0,6; 0,44; 0,95; 
3; 1,6)' ни олиб, кейинги яқинлашишларни топамиз:

х}1* =  0,6 -  0,1х^0) +  0,3х^0) +  О,2х^0) — 0,1х^0) =  0,6 -  0,1-0,44 +  0,3-0,95 +
+  0,2-1 —0,1 -1,6 = 0,881,

х {21) =  0,44 +  0,04-0,6 —  0,04-0,95 +  0,2 1 +  0,08-1,6 =  0,754

Шунга ўхшаш х^1* =  0,892; х ^ ! ) =  1,851; х£! ) =  1,72. Ҳисоблашларнинг даво- 
&1и 13-жадвалда келтирилган.

Шуни ҳам таъкидлаб ўтиш керакки, ҳисоблашларни қисқартириш мақсс» 
дида аввалги бир неча яқин.пашишларни камроқ ўнли рақамлари билан ҳ: * 
«еоблаш ҳам мумкин.

Ҳисоблашлар, одатда, х <й) ва х <А+1) яқинлашишлар керакли аниқликда 
устма-уст тушгунлари қадар давом эттирилади,
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13 - жадваж

к М
Г1 х(к) мхз х 4 4 "

0 0,6 0,44 0,95 1 •' 1,6
1 0,881 0,754 0,892 1,851 1,72
2 0,9884 0,9482 1,0029 1,9147 1,9859
3 0,9904 0,9814 0,9 08 1,9939 1,9854
4 0,99944 0,99753 0,99769 1,99364 1,99897
5 0,99839 0,99865 0,99929 1,99954 1,99970
6 0,99986 0,99989 0,99977 1,99976 1,99960
7 0,999934 0,999620 1,000018 1,999788 1,999947
8 0,999974 0,999951 0,999976 2,000042 1,999978

Бу жадвалдан кўрамизки 8- итерация х, =  0,99997; х 2 = 0,99995; х 3 = 0,99998;, 
х4 =  2,00004; х ъ — 1,99998 ечимдан иборат. Бу тогшлган тақрибий ечим аниқ; 
ечим х* = х* =  х* =  1, х* =  х* =  2 дан бешинчи хонанинг бирликлари бў-1 2 3 4 0
йичагина фарқланяпти.

2- м и с о л. Қуйидаги системани оддий итерация методини қўллаш мум- 
кин бўлган кўринишга келтиринг;

2х! — Зх3 6х3 -ф 20х4 =10, (а>
XI 4  2х2 — 15х3 4  Зх4 =  7, (б>.
— 8х4 — х2Ч- 10х3 4  19х4 =  10, (в>
11х! — 9х2 — 2х3 — х4 =  6. (г>

Е ч и ш. Кўриниб турибдики, бу системанинг коэффициентлари (8.21)— 
(8.23) тенгсизликларни қаноатлантирмайди. Шунинг учун ҳам иккинчи усул- 
ни қўллаймиз. (а) тенгламада х 4 олдидаги коэффициент шу тенгламадагн 
қолган коэффициентларнинг абсолют қийматлари бўйича олинган йиғиндиси- 
дан катта. Шунинг учун ҳам (а) ни янги ҳосил килинадиган системанинг
4-тенгламаси сифатида оламиз. Шу мулоҳазаларга кўра (б) тенгламани янгк 
системанинг 3-тенгламаси қилиб оламиз. Янги системанинг 1-тенгламасикн 
ҳосил қилиш учун (а) дан (в) ни айирамиз, натижада

Ю.Г1 — 2 х 2 — 4гсз 4  х 3 =  0
келиб чиқади. Ниҳоят, 2- тенгламасини ҳосил қилиш учун сўнгги ҳосил қк» 
линган тенгламани (г) дан айирамиз: .
. Х\ — 7х2 -(• 2х3 —— 2х3 =  б.

Шундай қилиб, қуйидаги системага эга бўлдик:

10x1 — 2х <2 — 4х3 —)- х, =  0,
Х {  — 7х 2 2 х 3 — 2 х 4 =  6 , 
х± -)“ 2 х 3 —  15хз 4 “ Зхд =  7 ,

2хх — 3x2 6 x 3 -{- 2 ОХ4 => 1 0 .

Кўриниб турибдики, бу системага итерация методини қўллаш мумкин.

Зейдел методи. Зейдел методи чизиқли бир қадамли биринчк 
тартибли итерацион методдир. Бу метод оддий итерация методи- 
дан шу билан фарқ қиладики, дастлабки яқиялашиш х ^ \  . .,. 
х ^ у  га кўра я;|1) ни топамиз. Сўнгра ( х ^ ,  х<°\ , . . , х <0))' га 
кўра ху> топилади ва ҳ. к. Барча л;*1) лар аниқланганидан кейи»
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л+>, л:<3>, . . . лар топилади. Аниқроқ айтганда, ҳисоблашлар қу' 
йидаги схема'бўйича олиб борилади:

л(*+1) =  Ъ - _  V а2 1 х \к)
«11 ^ « 1 1  ‘ ’

*(*+'> =  ьл .  _  ^  *<*+’>- V аЛ х
аП Й22 й2а

*<*+<>п
Ь„ а п!

—  — У -^-л:<*+1>.
а пл + ■  апп *

Энди Зейдел методининг яқинлашиш шартини кўриб чиқайлик. Бу 
шарт қуйидаги теорема билан берилади.

5 -теор ем а. Зейдел методининг яқинлашиши учун

«п X 
« 1 1  ^

«12
# 2 2 ^

«13 • •
«23 , .

■ « 1Л
• « 2 л

=  0 (8.26)

апХ1 ап3к « л3Х .
• • « Л Л Х

тенгламанинг барча илдизлари модуллари бўйича бирдан кичик бў- 
лиши зарур ва кифоядир.

Исбот. Берилган А матрицани иккита

~"«11 0 ____ 0 0 1 г° « 1 2  • . а 1,л- 1 « 1Л П
С =

«2 1 а22 . . . 0 0

£> =
0 0  . • 1 « 2Л

_ « Л1 « Л 2  • • • « Л . Л—1 «лл _ 1
0 0  . . . 0 0

матрицалар йиғиндиси А =  С -|- О  шаклида ёзиб оламиз. У ҳолда 
Ах =  Ь системани

Сх =  — Бх + Ъ
шаклда ёзиш мумкин. Зейдел методи эса

Сх(к+1) =  — £>.*<*> +  Ъ (8.27)

кўринишдаги итерациядан иборатдир. Бу тенгликни х<к+1> га 
нисбатан ечсак:

х<*+1) == _  С-Юх^ +  с-^ь.  (8.28)
Бу эса, Зейдел методининг матрицасй — С-10  бўлган оддий ите- 
рацияга тенг кучли эканлигини кўрсатади. Демак, 1-теоремага
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\\
\

кўра Зейдел мёҳодининг яқинлашувчи бўлиши учун — С-1Л мат- 
рицанинг барча хос сонлари модуллари бўйича бирдан кичик бў- 
лиши зарур ва кифоядир. Шунинг учун ҳам '

\  (Зе1 ( Х £ + С - 1£>) =  0 (8.29)

тенгламанинг барча йлдизлэри модуллари бўйича бирдан кичик 
бўлиши керак. Агар бу тенглама илдизларининг ушэу

' (]е!( С •- / ) )  -0  (8.30)
тенглама илдизлари билан устма-уст тушишини кўрсатсак, теоре- 
ма исбот бўлади. Бу зса қуйидагича кўрсатилади:

(Зе1 (X Ь +  С-Ю)  =  (1е1 [С~?С (X Е +  С~'В) | =  сЗе! 1С-](Х С +  В)\ =  
=  (ЗеЗС- 1 -с1е' (X С +  £)).

Бу ерда ёеЗ С- 1  +  0 бўлганлиги учун (8.29) ва (8.30) бир хил 
илдизларга эга.  ̂_  _

Агар биз (8.28) ни х<*+1> +  г деб олиб, оддий итера-
ция методи билан ечадиган бўлсак, у ҳолда (3.28) жараённинг 
яқинлашиши учун

—  т +  2 • •

Ьц — т • •• Ь* П

Ьа\ Ьп 2 • •• т

(8.31)

тенгламанинг барча у ,, у2. • • • . Т« нлдизлари модуллари бўйича 
бирдан кичик бўлиши керак. .

(8.26) ва (8.31) тенгламаларни солиштириб кўрсак, оддий 
итерация методи билан Зейдел методининг яқинлашиш соҳа- 
лари, умуман, фарқли деган фикрга келамиз. Ҳақиқатан ҳам, 
шундай системалар мавжудки, улар учун оддий итерация мето- 
ди яқинлашади. Зейдел методи эса узоқлашади ва аксинча 
шундай системаларни келтириш мумкинки, улар учун Зейдел 
методи яқинлашувчи бўлиб, оддий итерация методи узоқла- 
шади.

Лекин (8.21) ёки (8.22) шартларнинг бирортаси бажарилса, 
оддий итерацияга нисбатан Зейдел методи тезроқ яқинлашади. : 
Бу қуйидаги теоремада янада аниқроқ ифодаланган.

6-теор ем а. Агар қуйидаги

т а хI

п
£4 аи

а и \ < 1, т а х
I л, 1 -+у

<  1

шартларнинг бирортаси бажарилса, у ҳолда йхтиёрий дастлабки- 
яқинлашиш х (Э> учун Зейдел методи яқинлашади ва бу яқинлашиш 
биринчи шарт бажарилганда оддий итерация методининг яқинла- 
шишидан секин эмас.
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И сбот. Қуйидаги белгилашларни киритамиз:
а Ь п <

+ ' =  _  1Ги ’ Ь  =  ^ =  т ,ах  2  М /  (8 -32)

«Фараз қилайлик, биринчи шарт бажарилсин у ҳолда р .< 1  бўла- 
„ди. Бу белгилашларда Зейдел методи ушбу /

/ - 1  п /■
+ (*+1>= ^  аих(к+1'>-\- 2  ацХ^ 4- (8.33)

. /= 1  /=1+1

схема бўйича олиб борилади. Бундан ташқари теореманинг бирин- 
шарти бажарилганда х  =  Вх- \-с  система ягона ечимга эга, бу 

счимни масалан, оддий итерация билан топиш мумкин. Демак,

Х1 — 2  аЧх:/ +  Р/-
/= 1. 1 + 1

|8 .34 ) дан (8.33) ни айириб модулларга ўтсак,
1-1 п

(8.34)

К;1 \Х 1 -  х } к + 1 ) \ +  2  N  И  -  х 1к )\ <  тах \х / -
/=1 1=1+1 /

/ - 1  п

— х\к>\ 2  К ,1 +  т ах 2 К / ! = 1! ^ - ^ +1) 11. Х
/= 1  ]  

1 -1
1= 1+1

х 2 н \ + \ \ х - х <к%  2  К /1
1=1 1=1+1

хелиб чиқади. Қуйидаги
/— 1 п

л = 2 к/!- 2  К /11=1 1=1+1
■Селгилашларни киритсак,

\ х I — л:<*+1>| <  р \ \ х  — .*;<'г+ 1>||1 +  дфс — х ( к \  (8.35)

•бўлади. Фараз қилайлик, тах  \х( — лс<.*+"1 >[ га / =  5 =  з(к) бўлганда
1

^ришилсин:

— •*++1>| =  тах  \хг — х<*+1>| =  ||л: — лг(А'+1)Ц1.

■■V вақтда (8.35) да г =  5 деб олиб,

Дд: — л <а+ 1>||1 <  рДл:.— х <1г+ 1>!|1 +  ^||3с — л:<А>||1

€ки

1|х  — Х<++1>||1 <  \\х — х 1к%
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тенгсизликка эга бўламиз. Агар

[ц =  т а х
I

41
1—Р1

леб олсак, у ҳолда

||£  — х<а+1>[|1 <  [ ^ Ц х  — х ^ к %

тенгсизликка эга бўламиз.
Энди (х, <  [», эканлигини кўрсатамиз. 
Ҳақиқатан ҳам, (8.32) га кўра

п
Р1 +  И — 2

бўлганлиги учун
1=1. 1Ф1

Демак,
Ч1<Р—Р1-

41 Р — Р1 Р — №1
<  ------- 1- <  Т ------—  =  {».1—Р1 ^  1 — Р1 1 — Р1

Бундан зса

>!<(»•
келиб чиқади. (8.36) тенгсизликдан

\\х — л ( * + 1 ) || <  |а*[+ 1 [ |л : —  :х;<0 >||1

<8-36)

(8.37)

яи ҳосил қиламиз. Бу эса теореманинг биринчи шарти бажарил- 
ганда Зейдел методининг яқинлашишлигини билдиради. (8.37) тенг- 
сизлик эса Зейдел методининг яқинлашиши оддий итерация мето- 
дига нисбатан секин эмяслигини кўрсатадц.

Энди теореманинг иккинчи шарти бажарилганда Зейдел мето- 
Дининг яқинлашишлигини кўрсатамиз.

П .
Биз бу ерда [У =  2  1яц1 оламиз.

/=1, 1ф!

Фараз қилайлик, х  =  {х^  х 2, . . . , х п)' ва х{к) =  {х к̂\  х<2к\  
х<к))' мос равишда х  =  Вх-\-с  системанинг ечими ва ЗейдеЛг 
жараёнининг к- яқинлашиши бўлсин. У ҳолда 

/-1  п

Х 1 =  2 аИХ 1 +  2 аЧ Х 1 +  @1 
/=1 /=/+1

/—1 п
х \к+1) =  2  * ^ <к+г) +  2  +  &

1=1 1=1+1
{£ =  1 , 2 ............ п).
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Булардан
/—1 п

1*1 —*{*+1,[ < 21«и11*у — *}*+1)1+ 2  \л1&\х} — х\к)\
/= 1  / = / + 1

келиб чиқади. Бу тенгсизликларни барча /.== 1 , 2 , . . . , «  лар 
бўйича йиғамиз:

2 1*, -  :“к  2  2 1 -  д:1*+,,|+  2 2  |а«| 'х 1 ~
/=1 , 1“  1 / = 1  / = 1  / =  /+1 '

^амда йиғиш тартибини ўзгартғрсак,

1=1 /=1 /= /+ 1

+  2 1 * > - * } * ,1 2 М -  (8.38)
/ = 1  /=п

Энди
п / - 1

“  2  1а.у!. = 2 1 4  (/ = !> 2........ ... -  1)
/ = / + 1  1=1

ва
п

~  0 , / „  =  2  [а 1/1
‘= 1. !+/-■ ■

деб оламиз. Кўриниб турибдики,
П

5 _ /+ /у =  2  I0'-!/! ^  1л'/ <  1 •
1= 1. 1+1

Бундан эса, 5у<  1 келиб чиқади. (8.38) тенгсизлик қуйидаги

2  [*, -  *{*+1,| < 2  +!+■ -  х/к+1)\+ 2  ~  *Г1
й-»1 / “ 1 У= 1

€ки

2 ( 1 - М * / - * } * + 1,| < 2 */ ! * /-* < + !
/ = 1 /=1 

кўринишга эга бўлади.
Энди /; <  — 5;- <  |х'—5/(а' =  ^'(1 — 5;) бўлганлиги учун

• 2 0 -  + ) ! +  -  *}*+1,1 2 ( 1-  5/ ) 1х у. -  * < * > ! <  ( р ')*2  (1
/=1 ;=1

■5;)!х г -  х].°>)
/=1
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келиб чиқади. Бундан зса, [х' <  1 бўлганлиги учун
П

ҳосил бўлади. Демак,
Птх<.&) =  л:у (у =  1 , 2 , . . .  , п)
к-+ оо

ҳосил бўлиб, шу билан теорема тўлиқ исбот қилинди.
Энди мисол кўрамиз.
Мисол. Зейдел метсди билан (8.24) системанинг ечими 5 хона аниқлшс- 

да топилсин.

Е ч и ш. Г8 24) системани (8.25) кўринишда ёзиб оламиз ва дастлабки 
яқинлашиш х <0) си4 атида оддий итерация методидагидек Д 0) =  (0,6; 0,44; 
0,95; 1; 1,6)' деб оламиз. Бу ерда итерациянинг фақат бир қадамини келти- 
рамиз:

х \1) = 0 ,6 - 0 ,1Д,0) + 0 ,3 4 0) +0,2л:<0) — 0 ,1^0) =  0,6 — 0,1 -0,44 +  О.ЗХ 
ХО,95 + 0,2 -1 -0 ,1 -1 ,6  = 0,881;

X <]) =  0,44 +  О ^ -л 41’ — 0,04.л:<0> +  0 ,2^0)+ 0 ,0840> =  °.44 +  0,04-0,881— 
— 0,04 0,95 +  0,2-1 +  0,08-1,6 =  0,771; .

4 ]) =  0,95 +  0.1ДД +  О.Об-кў* +  0,1 Д 0) — 0,15+10) =0,95 +  0,1-0,881 +
+  0,05-0,771 +  0,1-1 — 0,15-0,16 =  0,937;

4 1) =  1 — 0 ,1 4 1) +  0,1х<и +  0,54°’ =  1.817;

4 1» = 1,6+0,054,)+  0 .141* +  О.ОбД1’ +  О .Ц 11 “  1.948.
Кейинги яқинлашишлар 14- жадвалда келтирилган.

Бу ерда 6 -теореманинг шарти ўринли бўлганлиги учун оддий итерация- 
га нисбатан Зейдел итерацияси тезроқ яқинлашмоқда.

■ 14- жадвал

к .*<*)Х1 ,(*)х2 А к)хз х (к) ■ х 4
М
л 5

0 0,6 0,44 0,95 1 1,6
1 0,881 0,771 0,937 1,817 1,948
2 0,973 0,961 0,985 1,974 1,992
3 0,995 0,995 0,999 1,996 1,999
4 0,9995 0,9991 0.9997 1,9995 1,9998
5 0,99992 0,99989 0,99997 1,99991 1,99997
6 0,99999 0,99998 0,99999 1,99999 2,00000

9- §. ГРАДИЕНТЛАР (ЗНГ ТЕЗ ТУШИШ) МЕТОДИ

Бу метод ҳақиқий симметрик мусбат аниқланган матрицали, 
чизиқли алгебраик тенгламалар

Ах =  Ъ (9.1)
системасини ечиш учун мўлжалланган.
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Градиентлар. методини баён қилишдан аввал функционал гради- 
енти тушунчасига қисқача тўхталиб ўтамиз.

Фараз қилайлик, / (х )  п ўлчовли х  =  {хи х 2, , хп)' век-
торнинг бирор функционали бўлиб, у =  {уи у 2, . . . , у пу  узун- 
лиги бирга тенг бўлган вектор бўлсин.

Функциянинг ўсиш ёки камайиш тезлигини унинг ҳосиласи ха- 
рактерлаганидек, /  функционалнинг х  „аргументи“ у йўналиши 
бўйича ўзгарганда, унинг ўзгариш тезлигини функционалнинг ҳо-  
силаси аниқлайди. /  функционалшнг х  нуқтада у йўналииш 
бўйияа ҳосиласи деб ушбу

д/(х)
ду

]1Ш / й  +  «~?) —/(х)
о-+-0 а /~а/ (х + “У)1«=о

ифодага айтилади. Бу таърифдан

"  А х  +  «у) =  А х \ + а Уи х 2 +  а Ў 2 .............. ....... +  “ Ў п )

бўлганлиги учун

бу ерда

^дГ  =  +  *Уи +  а У ъ -------Хп +  аУл)1а=0

д/(хГ . д/(х) , д/(7) -  —
“  дХ1 У 1 +  Уа +  - ' -  +  5 1 7 У «  =  (^  У), (9.2)

2 =  (21. « * , • • •  , 2«)', 2 ;
дДх)
дх I

г  вектор / (х )  функционалнинг градиенти дейилади. (9.2) тенг- 
ликда |(у |) =  1 бўлганлиги учун

/~ ллЛ  = | | 2 ,|соз(г , у)ду
келиб чиқади, бундан эса

1|2|| <  ^  <  1М (.

Шу билан бирга агар у_нинг йўналиши градиент йўналиши 
д/(х) -. _

билан устма-уст тушса, ==\\г\\ ва у нинг йўналиши градиент

д/(х) _
йўналишига қарама-қарши бўлса, — =  — \[г\\. Шундай қилиб,.0 /
градиент йўналиши бўйлаб / (х)  функционал катта тезлик билан 
ў'сар зкац ва градиент йўналишига тескари бўлган йўналиш бў- 
йича у катта тезлик билан камаяр зкан.

Энди градиентлар методига ўтамиз.
Градиентлар методида (9.1) системани ечиш учун

/ (х )  =  (А х , ~) — 2(Ь, ~) ( 9 , 3 )
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функционал қаралади. Бу функционал х и х 2, . . . , х п ларга нис- 
батан иккинчи тартибли кўпҳаддир. х* орқали (9.1) системанинг 
ечимини, яъни х* =  А~1Ь ни белгилаймиз.

А матрица симметрик ва мусбат аниҳланган бўлганлиги учун

/ (х)  — /(х*)  =  (Ах, х) — 2(Ь, х) — (Лх*, х*) +  2(Ь, х*) =
=  (Ах, х) — 2(Ах*, х) — (Лх*, х*) +  2(Ах*, х) =  (Ах, х) —
— (Ах*, х) — (Лх*, х) +  ( А х \  х*) =  (А(х — х*), х  — х * ) > 0 .

Ш у билан бирга сўнгги ифодада х  =  х* бўлгандагина, тенглик 
ишораси ўринли бўлади. Шундай қилиб, (9.1) системани ечиш 
масаласи (9.3) функционални минимумга айлантирадиган х* вектор- 
ни топишга келтирилади. Бундай векторни топиш учун қуйидаги- 
ча иш кўрамиз.

Фараз қилайлик, х (0) ихтиёрий дастлабки яқинлашиш вектори 
бўлсин- (9.3) функционалнинг градиентини ҳисоблаймиз:

д/(х) д _ _  й , —. — — — -
=  £ , / (х  +  ау)[„_о =  ^  (А(х +  ау) -  2 Ь, X +ау)[а=о =

=  Ха 1а2(л +  У) ~  2а(Ь— Ах,  у) +  /(х)]а=о =  — 2 (Ь — Ах, у) =» 
=  2 (Л х — Ъ, у).

Буни (9.2) билан солиштириб, / ( х )  нинг градиенти 2(Ах — Ь) га 
тенг эканлигини кўрамиз. Кейинги текширишларда фақат градиент- 
нинг йўналишигина керак бўлганлиги учун градиент ўрнига мус- 
бат кўпайтувчи 2 ни ташлаб, Л х — Ь векторни қараймиз. х (о> нуқ- 
тада йўналиши градиент йўналишига теекари бўлган векторни г (0> 
орқали белгилаймиз:

ў(о)= / ’_ Л х (°). (9.4)

Бу вектор (9.1) системанинг хатолик вектори дейилади. 
Л°) векторнинг йўналишида / (х )  функционалнинг х (0> нуқтадаги 
камайиш тезлиги энг катта бўлади. х (0> нуқтадан бошлаб г(0) йў- 
яалиш бўйича / ( х (0) +  аг(0)) минимал қийматига эришгунга қадар 
ҳаракатни давом эттирамиз. Бу нуқтани

1/(х<°> +  аг(0)) =  2а(Лг(0), г(0)) — 2(Ь — Л х (0), г(0)) = 0

тенгламадан топамиз:

“о —
(7<0), г(0)) 

(7(0), л 7 (0))
(9.5)

А матрица мусб_ат аниқланган_бўлганлиги сабабли барча г(0)=+ 
ФО  учун (г(0), Лг(0)) > 0 .  Агар г(0)= 0  бўлса, у ҳолда (9.4) дан 
кўрамизки, х (0) (9.1) системанинг ечимини беради ва шу билан жа-
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раён тўхтайди. Агар 7 (0> =+ 6 бўлса, у ҳолда навбатдаги яқинла- 
шиш сифатида _ '

+  0 ==Зс(0> +  аог (0> (9 .6 )

векторни оламиз.
Сўнгра г(!>==й — А х {'ҳ ни ҳисоблаймиз. Кейинги яқинлашиш 

вектори х (Г) ни /  (л'‘> -|- <х/ '!>) функционалнинг минимумга эришиш 
шартидан аниқлаймиз:

( г (1>, л (1>)

1 (Л7(1), 7(1>) ’

Бу жараённи давом эттириэ, қуйидагиларга эга бўламиз:

7<*> =~Ь — А х {к), (9.7)
(■)'  7<*))

Ч =  (Л7(*>, 7{к)) ’ (9 -8)

л:(*+1> =  х(*> +  акг {к).
Б у методнинг яқинлашиши ҳақида қуйидаги теоремани исботлай- 
миз.

Т еорема. Агар А мусбат аниқланган симметрик матрица бўл- 
са, у ҳолда градиент методи билан қурилган х {0), х (1), . . . , х {к) 
кетма-кет яқинлашишлар Ах  =  Ь системанинг ечими х * га геомет- 
рик прогрессия тезлигида яқинлашади. Аниқроғи, агар А матрица- 
нинг хос сонлари 0 <  т <  <  М тенгсизликларни қаноатлан-
тирса, у ҳолда {х{к)} кетма-кетликнинг х* ечимга яқинлашиш тез- 
лиги учинчи нормада қуйидагича баҳоланади:

\\х{к) — х * ||з Ж н Т Т Т " ) (У(*(0)) —/{х*)).

Исбот. А матрицанинг хос сонларини қуйидагича 
>  72 >  . . . >  \п >  0

белгилаймиз,_буларга мос келадиган ортонормаллаштирилган хоо 
векторларни ии и2, . . . , ип орқали белгилаймиз. У ҳолда ихти- 
ёрий

х  — схи{Х) +  с2и{2) +  . . . +  спи{п)
вектор учун

(Ах, х) =  с2 ̂  +  с\ \  +  . . . +  с2 ~кп 

тенгликка эга бўламиз. Бундан зса
К(х>х) =  К  (с\К с\ +  • . • +  с 2) <  (Ах, х) <  Х,(с* +  с\ +  . . . +

+  с1) =  Х1(К х)
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тенгсизликлар келиб чиқади. Демак, Л матрица мусбат аниқлан- 
ган бўлганлиги учун шундай ўзгармас т > 0 ва М  >  0 сонлар 
топиладики,

т(х, х) <  (А х, х) <  М(х, х) 

тенгсизликлар бажарилади.
Ушбу / ( х (1)) — / ( х (0)) айирмани 'қарайлик. (9.3) ва (9 .6 )—(9.9) 

формулаларга кўра, мураккаб бўлмаган ҳисоблашлардан кейин 
қуйидагиларга эга бўламиз:

Лг<°))-2а0(?(°) ?(о)) = -  . (9.9)

Л — симметрик матрица, Ах* =  Ь ва г<°' =  Л(х* — х(°>) бўлган- 
лиги учун

■/(х^)—/(х*)==(х^  — х*), Л(х<0) — х*)) =  (Л- 1г(°>, г<°>).

Демак, (9.9) га кўра
/(Д0>) _  Д х * )  (л < °> , д7(°>)(Л- 1  г(0), 7<0>) 
/(7 <0> )-/(Д ») -  (7<0>, 7<0>)2 ’

Энди г<0> ни Л матрицанинг хос векторлари бўйича ёямиз:

Иь .
/=»1

У вақтда,

АА0) =  а, , Л - 1г<0> =  2 ^ _1а<
(=1(-0

83
га »»

(Л?<0>,7<0>) = > (Л"7(0), *°о = 2 а^ 1-
г=1 1=̂ 1

Демак,

Қуйидагича

_,о, -  2  4  х<1/(^ ° ) — /(^*) _ < = 1 ^=1_____
^ Т = > ( 7 (1>)“  *

6=1

^  ( *  >  о, 2 ^  (=>).

2 4
6=1

1=1
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белгилашни киритиб,

/ ( х (0)) — Дх*)
2 ^ 2  <*/ (9.10)

Я + 0)) - / ( + 1» /=1 /=1

тенгликни ҳосил қиламиз.
Қуйидагини исботлайлик: агар 0 <  /н <; Х; <; М  (/ =  1 , п)

. ' П
бўлса, у ҳолда ихтиёрий ҳақиқий Ф >  0 ( / = 1 , п), 2  'й  =  1 

сонлар учун
« м 1 Г /Х7 - /~12

—̂1

2 « . » . 2 ^ Г < т [ / £ + / 5
/ = 1  11=1

(9.11)

тенгсизлик ўринлидир. Буни исботлаш учун К ўрнига & 
=  -̂ 1  ̂ сонларни оламиз, у вақтда

бўлиб,

2 * » .  2 > д - '
/=1 /=1 /=1 - /=1

тенглик ўринли бўлади. Охирги ифодага икки сон ўрта геометригн 
унинг ўрта арифметигидан ортмаслиги ҳақидаги теоремани қўллай- 
миз:

12

1=1 1=1 1=1
(9.12)

Ушбу

Ф(Ю =  ? +  -

функция £ > 0  бўлганда (0, 1 ) оралиқда камайиб, (1 , оо) оралиқ- 
да ўсади ва_ўзининг_энг кичик қийматини £ = 1  нуқтада қабул

қилади; [ | /  ^  > | / ^ [  оралиқда эса I =  | /  ^  ва 6 =  | /  ^ н у қ -  
таларда ўзининг энг катта қийматини қабул қилади, бу қиймат

У Ъ  +  У ъ  (9ЛЗ>
га тенгдир. (9.12) ифодада ҳар бир Ь +  ни унинг энг катта 
қиймати (9.13) билан алмаштирамиз, у ҳолда

| А х,(|  - а - < - И / ! +  / 1 ) | *  Ғ - т ( / 1 + / э :
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ш у  билан (9.11) исботланди.
/ Д (0> )-/(7* )
/ ( х т ) — Г{х(1))

(9.11) ни (9.10) га қўллаб,

ни ҳссил қиламиз, бу ерда 0 < ^ <  1. Бундан эса /(л:(0>) — / ( х* )  
=  с деб белгилаб олиб, қуйидагига эга бўламиз:

Д * (1)) — /(х*) <  (1 — д,)1/ ( * <0)) — /(* * )]  = ( 1  — ?)<?.
Шундай қилиб, ихтифий к  учун

Д х А) — Д х * ) <  (1 — с])кс

ни ҳосил қиламиз. Энди х (к1 нинг х* га^гнтилиш тезлигини учин- 
чи нормада баҳолайлик, (А х , х) >  т(х, х) бўлганлиги учун

||Зс(А> — X* !|з =  (л:(А) — х*, х {к1 — х *) <  ~  (Лх(А> — Ъ, х (к1—Зс*)..
Равшанки

(Ах{к1 — Ъ, Х {к) — X * )  =  / ( х {к1) — / ( х * ) .

Охирги икки ифодадан
_ _ „ 1 _  _  с

||*(*> — х*||з < -  1 / ( * (‘ >)- / ( * * ) ]  < “ (1 -

Шу билан теорема исбот бўлди.
М и со л . Ушбу системани

(5*1 +  2х 2 +  х 3 +  х 4 — 7,
12Х) +  6*2 +  -̂ з +  аг4 =  11,
|*1 +  Х2 +  8згз +  2х± — 23,
№  +  х% +  2а:3 +  4хд =  17

с_ [М — т/ к 
т \УИ +  т) *

градиентлар методи билан ечайлик.
Е ч и ш. Итерацион методда хато ўз-ўзидан тузатиладиган бўлганлигш 

учун, дастлабки қадамдаги ҳисоблашларни катта аниқликда олиб бориш шарг 
эмас. Дастлабки яқинлашиш сифатида /°>  =  (1, 1, 1, 1)' вектории оламиз, 
у  ҳолда

71°> =  6 — Дх(0>=(9, 10, 12, 8)', А?{°1 =  (12, 22, 115, 57)',

“о (г<°>, г(0>) 207
(г"°>, А; (о>) =  1776 - ° * 117;

х(1> =  (0,767; 1,117; 2,282; 2,049)'.
Навбатдаги қадамларни (9.5) — (9.7) формулалар ёрдамида давом эттирамизт

л:(2> =  (0,008; 0,767; 2,006; 2,575)',
л:(3> =  (0,105; 0,974; 2,124; 2,794)',
л(4) =  (0,023; 0,980; 1,985; 2,898)', ,
л:(5) =  (0,028; 1,005; 2,027; 2,955)',
*«» =  (0,007; 0,994; 2,002; 2,970)',
л:(7) =  (0,00786; 1,00133; 2,00838; 2,98671)',
л:(8> =  (0,002131; 0,998390; 2,000618; 2,990963)'.
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-Аниқ ечим х * — (0, 1, 2, 3)г билан такрибий ечим орасидаги фарқ қуйидаги- 
^а экан

||Х(8) — =  / (1<8> —  X * ,  Х {Ъ)— 'Х * )  =

=  V (0,002131)а +  (0,001910)2 +  (0.000618)2 +  (0,009037)2 < 0,0095.

10-§. ҚЎ11ША ГРАДИЕНТЛАР МЕТОДИ 
Бу методнинг ҳам асосий ғояси градиентлар методи каби

/(х )  =  (Лх, х ) —2(Ь, х) - (Ю-1)

;функционални минималлаштиришдан исоратдир. Худди ўтган пара- 
трафдаги каби, бу ерда ҳам / (х )  га минимумни таъминловчи век- 
тор х :,! симметрик ва мусбат аниқланган Л матрицали Ах — Ь сис- 
теманинг ечими бўлади. Бу метод ўзида аниқ ва итерацион метод- 
ларнинг ижобий хусусиятларини мужассамлаштирган. Бу метод 
итерацион метод сифатида ҳар доим яқинлашади ва ўз хатосини 
ўзи тузатиб боради. Иккинчи томондан бирор дастлабки яқинла- 
шиш танлангандан кейин, п- қадамда (ундан ўтмасдан) итерация 
ткараёни узилиб, аниқ ечимни еради.

Қўшма градиентлар методини ноль элементлари кўп бўлган 
тенгламалар системасини ечишда қўллаш маъқулдир, системани бу  
метод билан ечганда матрица элементлари фақат векторга кўпай- 
тиришдагина қатнашади, ЭҲМ ларда эса матрицани векторга кў- 
пайтиришни шундай ташкил этиш мумкинки, арифметик амалларда 
:нолдан фарқли элементлар қатнашсин.

Градиентлар методидагидек бирор дастлабки яқинлашиш векто-
ри л (0> =  (х\°\ х<2°>,.......... х <10)) ни танлаб олиб, навбэтдаги яқин-
.лашиш векторини

Л(1) =  Х(0) +  а0г(0) (Ю.2)
«формула ёрдамида ҳосил қиламиз, бу ерда

71°> =  (г(0>, г(0), . . . , гб») =  Ь -  Лл(0), (Ю.З)

а0 :
(7(0), г<°>)

~(Аг<и>, ?<°>) ' .
Навбатдаги яқинлашишни қуйидагича топамиз. л (0) нуқтадан 

:(п— 1) ўлчовли
(ЛЯ0), £ - / < 0>) =  0 (10.4)

Т 'п- 1 гипертекислик ўтказамиз ва янгидан ҳосил бўлган хато- 
.ликни г(1> орқали белгилаймиз:

?(1)= = Я - Лл(1) =  Я0) - а 0Л г(0>. (10.5)

г(1) вектор / (х)  =  / (л (1)) сиртнинг л (|) нуқтасидаги нормал б ў -  
йича йўналтирилган (чунки /(х)  нинг бирор нуқтадаги энг тез 
ўзгариш йўналиши шу иуқтадан ўтказилган нормал йўналиши би-
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лан устма-уст тушади), г (0) вектор эса шу нуқтадан ўтадигаж 
уринма текисликка параллелдир. Шунинг учун ҳам г<0) ва г<4) лар- 
ўзаро ортогоналдир: _

(?<°), г*1») — 0 . ■ ' ( 10 .6)

Тп-\  гипертекислик д:* =  А~1Ь нуқтадан ўтади, чунки 

(Лг’(0), Л-Ч) — х (1))= = (г < 0), Ь — Л х(1)) =  (г(0), г(1)) =  0.

Демак, (10.1) системанинг ечими_л:(1) нуқтадан ўтувчи Тп- \  
гипертекисликда ётар экан. Лекин а:(1) нуқтадан д:* га келиш учун: 
Тп-г текисликда қайси йўналиш бўйича ҳаракат қилишни билмай- 
миз. Бу йўналишни аниқлаш учун бизда етарли маълумот йўқ- 
Шунинг учун ҳам Тп-\  да ётувчи бирор рШ векторни аниқлаб 
олиб, Зс’(1) нуқтадан шу йўналиш бўйича / ( х (1)+  ар (1)) минимум- 
га эришгунга қадар ҳаракат қиламиз. Ихтизрий р учун г(1) +  рг(0> 
вектор / (х)  = / ( х (1)) сиртнинг л;(1) нуқтасида ўтказилган бирор> 
нормал текисликка параллелдир. Энди р ни шундай танлаймизки,. 
г(1) +  р7(0) вектор Тп- 1 текисликда ётсин, яъни ЛЯ0) га ортогонаЛ: 
бўлсин:

(7(0  +  роҒ<о), Лг(0)) =  ( 7 +  А?°)) +  р0(7(0), Л7(0)) =  0. (10.7)
Бундан эса +  . .

(7(1), + (0))
Ро =  — ^(0)_ + ( 0)̂  ‘ ( 10 .8)

Шундай қилиб, р (1) вектор сифатида Тп-\  гипертекисликда ётувчк 
г (1) + р 0г(0) векторни олишимиз мумкин:

рО) = г (1 )+  р0г (0).
а — -

Кейин Т"а/ ( 7 1) +  ар(1)) =  0 тенгликдан

(10.9)

(?(1), ) (1))

а1 " / (1и 7 (1))
( 10.10)

ни ҳосил қиламиз. х* ечимга иккинчи яқинлашиш сифатида х (2)=- 
=  л (1) +  а + (1) векторни оламиз. Хатолик вектори

г (2) =  Ъ —  Л + 2) =  7 »  -  а , Д й >  ( 1 0 .1 1 )

+ 2) нуқтада / (* )  = / ( . х (2)) сиртга ўтказилган нормал бўйича йўна- 
лишга эга. Энди г(2) векторнинг г(0) ва г(1) га ортогоналлигишг 
кўрсатамиз. Ҳақиқатан ҳам, (10.6) — (10.11) га кўра

(г<2), г (0)) =  ( г (1 ) - а Л р (1), г (о)) =  — а1( Л р (1), г (0)) =

-  а ,(/7 (1), _ Л 7 0)) =  —  0^(7*» +  р07 0), Л 7 0)) =  0 ,  

( Л 2), г (1)) =  ( г (1) —  а )Л р (1), ^ 1) —  ^ 0) ) - ^ 1», р (1)) —  

- а1(Лр(1), р (1)) =  0.
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лл2) н у қ т а д а н  ў т у в ч и

( Л г (0), х  —  л (1)) =  0 ,  (Л /7 (1), х  —  л (2)) = 0  

(п  —  2 )  ў л ч о в л и  г и п е р т ек и сл ш ш и  Т п- 2 о р қ а л и  б ел ги л а й м и з. 

х*  н у к т а  Тп- 2  д а  ё т а д и , ч у н к и  х* £ Т п- 1 б ў л г а н л и г и  у ч у н  ( Л г (0), 
х* — х (1)) =  0  б ў л и б ,  иккинчи  т о м о н д а н

(Л р (1), 7 *  —  х (2)) = ( / ; (1), А - А - ў  — Л х (2)) =  ( р (1), 1  — Л х (2)) =  

=  ( г (1) +  р0г (0), г (2)) =  0 .

Ҳ о зи р  я н а  х (2) т о п и л а ёт г а н  п а й тд а г и  ҳ о л а т г а  к ел и б  қ о л д и к , я ъ н и  

б и зг а  л;(2) я қ и н л аш и ш  ва х (2) ҳ а м д а  х *  л а р д а н  ў т у в ч и  Т п~ 2 гипер- 
тек и сл и к  м а ъ л у м . Ш у н и н г  у ч у н  ҳ а м  б и з  х у д д и  а в в а л г и д е к  иш  

т у т а м и з. И х т и ё р и й  9 у ч у н  г (2) +  ^ р (1) в ек т о р  Тп- Х га  п ар ал л ел , 
ч у н к и

( г (2)+ Р р (1), Л г (0)) =» (г (2), Л г (0)) +  Р (г (1), Л г (0)) =  ( г (2), Л г (0)) =

=  ( г (2), - М О ) _ 7 (1)) ) = 0 .
а0

Э н д и  р ни  ш ун Д ай  танл айм изки , г (2) +  Р/?(1) в е к т о р  Т п - 2  га  п ар ал -  

л ел  б ў л с и н , я ъ н и  б у  в ек т о р н и н г Л р (1) в ек т о р га  о р т о г о н а л  б ў л и ш -  
л и гик и  т а л а б  қ илам из:

( г ^  +  Р ^ » ,  Ар^))  =  ( 7 (2), Л р (1)) +  Рх(/?(1), Л р (1)) =  0 .

Б у н д а н  з с а

в + (2).
0»(1), Д+>) ■

( 10.12)

Э н д и  х (2) н у қ т а д а н  г (2) +  р ,/; (1) в ек т о р  й ў н а л и ш и  т о м о н  / ( х (2) +  

+  ор<2)) м и н и м ум га эр и ш гу н га  қ а д а р  ҳ а р а к а т  қилам из. М и н и м ум  
ш арти дан

("г(2), 7(2))
_  “ 2 “  Ср{2\  л? 2)) _

ни т о п а м и з. х *  еч и м н и н г у ч и н ч и  я қ и н л а ш и ш и  си ф а т и д а  х (3) =  х (2)+  
+ а 2/?(2) ни ол ам и з. М а в б а т д а ги  х а т о л и к  век тори

г (3) =  Ь —  Л х (3) =  г (2) —  а2Л/?(2)
д а н  и б о р а т . Б у  ж а р а ён н и  д а в о м  эт ти р и б  қ у й и д а г и  р ек у р р ен т  м у -  

н о са б а т л а р  ё р д а м и д а  { х (/;)} ,  { г (/г)} ,  { /< * )}  в ек торл ар  в а  {'<-,<}, { / }  
■сонлар к етм а- к етл и ги н и  аниқлайм из:

•7(0) Г (0) =  6  -  Л х (0), аА =  Л
(7(*), 7 Й))

__ _ 0+ \  Ар̂ к)) ’
Х (А+ 1) =  х (»)+ а /+ * ), /<*+!) =  Л х (*+1)= г (*)— аАЛ р (/г), (Ю -13)

(7(*+!)) ЛҲ< +  _ _ _
Р* -  -
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Бу векторлар учун қуйидаги муносабатлар ўринлидир:

р</>) =  0, агар г > у  бўлса, (10.14)

(7(0, /•(/)) =  0, агар /=+./' бўлса. (10.15)

Ҳақиқатан ҳам, р(1) векторларнинг ҳосил қилинишига кўра / ф /  
бўлганда

(р<0 , Лр(/)) =  (Лр(г>, р (/>) =  0.

Бундан ташқари
(7(о, р (/>) =  (7(г- »  — а ^ И р О -о , р(/)) =  (Н /-1>, р(/))__

— «^!(Лр('-»>, р</>).
Агар / = 7 + 1  бўлса, у ҳолда « ц  нинг таърифига кўра охирги 
тенглик нолга тенг; агар /> У + 1  бўлса, у ҳолда (^4р('—1 >, р(/>)=0 ва 
исботланганга кўра: (~'>, р(/>) =  (г('~ р < /> ) .  г((> нинг индексини 
кетма-кет камайтириб, бир неча қадамдан_сўнг (а̂  нинг таърифига 
кўра) (г(/+1>, р(/)) == (г(/>, р (/>) — а;(Лр(/>, р</>) =  0 скаляр кўпайт- 
мага эга бўламиз.

Шундай қилиб, (10.14) исбот бўлди. (10.15) ни исботлаш учук. 
/  >  У деб оламиз (чунки I ва у индекслар тенг ҳуқуқлидир).

У ҳолда
(г(о, г (/>) =  (г<о, р(/> — р /_ 1р (/—О) _

-  (?<'>,>>) -  <?''>, > ”■>)- о .

п ўлчовли векторлар фазосида ўзаро ортогонал векторларнинг 
сони п тадан ошмаслиги сабабли бгфор к <  п қадамда г {к) =  Ъ— 
— А х {к) =  0 га эга бўламиз, яъни с̂<А) (10 . 1) сиетеманинг ечимн 
бўлади.

Қўшма градиентлар методи ҳам баъзи камчиликлардан ҳоли 
эмас. Бу методдаги ортогоналлаштириш жараёни яхлитлаш хато- 
сига нисбатан нотурғун бўлиши_ ҳам мумкин. (10.13) формулада 
7(А_1> ==р—А х {к)= г {к~1)—ай-1 Ар{к~1) деб олдик. Аммо яхлитлаш 
ҳисобига бу ерда тенглик бажарилмаслиги ҳам мумкин. Нотурғун- 
ликни сусайтириш мақсадида, г <А> векторни г {к) = = г  <А_1> _ а й_ у х  

Х А р{к~1) формула бўйича ҳисоблаб, йўл-йўлакай г (к)=Ъ — А х 0̂  
формула билан ҳам ҳисоблаб бориш ва натижаларни солиштириб 
туриш керак. Агар булар бир-биридан фарқ қилса, г (к) =  Ь—А х  (к>! 
деб олиш лозимдир.

М и с о л. Қуйидаги система .

Х\ "I- 2х^ *-1“ х^ — — I,
2х\ Ъх2 +  х$ =  —2, 
х^ -Ь 5х3 +  х 4 = 4 ,
Х\ -{- х% 4” 5-̂ 4 — 2

қўшма градиентлар методи билан ечилсин.
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Е ч и ш . С и стем ан и н г

матрицаси симметрик ва бош минорлари мусбат, шунинг учун у мусбат 
аниқланган ҳамдир. л:(0) сифатида (1,0, 0,0)' Еектсрни оламиз. Барга ҳисоб- 
лашларни (10.13) фсрмулалар ёрдамида олиб борамиз:

1 2 0 1
2 5 1 0
0 1 5 1
1 0 1 8

— 1 1 2 0 1 1 —2 '
р (0) =  7<о> = — 2 

4 — 2
0

5
1

1
5

0
1

0
0 = —4

4
2 1 0 1 8 _1 0 1

А р {0) =  (— 9, — 20, 17, 10)',

г(!)

ао = 

■<0>_

(7<°), р<°>) 4 +  16 +  16 +  1 __ 37
176

0,210227;

Ғ(1) =  7 (0) ■

’ ( 7 (0), Ар (0)) 18 +  80 +  68 +  10
■ а0А р т  =  (— 0,107957; — 0,840908; 0,840908; 0,210227); 
-а0Л р (0) =  (— 0,107957; 0,204550, 0,426141; — 1,102270)';

Ро =
( г 11), А р (0)) 6,897490

0,039190,
’ & 0). А р {0)) ~  176

' (1) =  Ғ (1) +  Рор (0) =  (—0,186337; 0.047780; 0,582501; 1,063080)'.
Ҳисоблаш давомининг натижаси 15- жадгалда келтирилган.

15- жадвал

к х  (*) 7(*> Р ак

0 1
0
0
0

— 2 
— 4 

4 
1

— 2 
— 4 

4 
1

— 9
— 20 

17 
10

0,210227 0,039190

1 0,579546 
— 0,840908 

0,840908 
0,210227

— 0,107957 
0,204540 
0,426141

— 1,102270

— 0,186337 
0,047780 
0,582901

— 1,063080

—1,153857
0,449127
1,899205

—8,108076
0,146091

— 1,683324

2 0,607103 
— 0,833843 

0,927116 
0,179136

-0,118554 
0,027893 
0,018901 

— 0,967309

— 0,432221
— 0,052534
— 0,662313 

0,822203

0,284914 
—2,089427 

0,192б}45 
5,183090

—0,187983 0,011951

3

.

0,683354 
— 0,823967 

1,108015 
0,024576

— 0,064995
— 0,036488
— 0,740068 

0,007025

— 0,071220
— 0,037116
— 0,752182 

0,016851

—0,128009 
— 1,028142 
—3,781174 
—0,688591

0,195565

4 0,674426 
— 0,831226 

0,960914 
0,027871

1 5 0
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Демак, Х\ =  0,674426; х 2 = —0,831226;
лг3 =  0,960914; х 4 =  0,027871.

11- §. МИНИМАЛ ФАРҲЛАР МЕТОДИ
Бу метод М. А. Красноселиский ва С. Г. Крейн томонидаж 

1952 йилда яратилган эди. Фараз қилайлик, А мусбат аниқлангаш 
матрина бўлиб, х (0) эса Ах  =  й_система ечимининг дастлабки яқин- 
лашиши бўлсин. Одатдагидек, г(0> орқали фарқлар векторини, яъни 
Ь — А х{0) ни белғилаймиз. Навбатдаги яқинлашиш х (1) ни градиент- 
лар методидагидек х {0) +  %г{0) _кўринишда излаймиз ва а0 параметр- 
ни шундай танлаб оламизки, ||г(1)||2 =  (г(1), г(1>) функционал мини-

_  Ь— Ах {1) =- ? 0) — Д(7<»_7(0)\мумга айлансин. Бу ердат'
г(0) — а0А г(0). Шундай қилиб, а0 ни ушбу

:г '" ' -  А(х{‘>~ ;с(0>)= -

(г(1), 7{1)) =  (?0) -  а0А7(0), Г<0) -  а0Л7(0>)
Д0) —(0)

(0) — а0Л7(0), ' (0) 
г;(0) лТ(°)\ I „?/ д7<о> лд;(о)\=  (7(0), г(0>) -  2а0(г( , А г  ') +  ао(Аг , Аг )

: ( ° )=  (г 

+  (А7(0), а7(0>)

- (0)4 (А7<°), 7'«))-
Г 1 — / . —/т . -гоп Т-(А 7<°и7<°))

■ и 7 < ° ) ,7 < ° ) )  1»
а° (а7<0), а7<0))

ифоданинг минимумга айланиш шартидан топамиз. Бу ифода эса

ўзининг минимал қиймати ( г  , г  )(0) —(0)С (д г<°), г<°))2

(А7<°).7<°))_
(а 7<0), а 7<°))

га ап =

“ (а7<°),а 7<°))
дагига эга бўлдик

бўлганда эришади. Демак, биринчи қадамда қуйи-

7 (1) 7(0) 4- „ 7<°) =  X -т а0г ,
(а 7<°),7<°)) 

(а 7<0), а 7<0))

Иккинчи қадамда зса

7(1) Ь — Ах {1) =  гЛ0) — а0Аг (0 )

(Аа. = т-=,~г(1>’г<1)) х {2) = 7 (1> +  а,7(1)
(аТ ^ .а? * 1»)’

Худди шунга ўхшаш к- қадамда қуйидаги формулаларга эга б ў -
. — (к) 7" Л ~ (А )  ~ ( * —1) „  л ~ (А  —1)ламиз: г =  о — лл: — г — аи~\Лг ,

(А 7<к\  7<*>) 
а* (А 7<+ А7<А>)’

- (̂ )  =  -(^) +  аА7 (Д

Яқинлашиш ҳақида градиентлар методидаги каби қуйидаги теоре- 
ма ўринлиДир. _  _  _

Теорема. лс(0), х {1), . . . , х {к) . . . кетма-кет яқинлашишлар- 
А х  =  Ь система ечимига геометрик прогрессия тезлигида яқинла- 
шади.

15В
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М и с о л .  У ш б у  си ст ем а

" ( 5лг, +  2лг3 +  х 3 +  лг4 — 7,
I 2Х} 4- 6лс2 + х% лг4 = 11,
I ЛГ] +  Х‘2 8л'з 4“ 2 лг4 — 23,
( х^  +  лг2 +  2лг3 +  +г4 =  17

адинимал фарклар методи билан ечилсин.
Е ч и ш. Дастлабки яқинлашиш сифатида лг(0) =  (0, 0, 0, 1)' векторни

оламиз, у ҳолда

г<°) *= Ь — А х<0) ~  3, 0, 9, 5)', А г (0) =  (— 1,8,79, 35)'.

(А 7<°>, 7 (0)) 
( л 7 (0), д 7 (0))

+2+ =  0,1180454: 
7531

х  (1 > = (— 0,354136; 0; 1,062408; 1,590227)'. 
Шунга ўхшаш навбатдаги яқинлашишларни топишимиз мумкин:

х_ (2) =  (0,008460: 0,767495; 2,005787; 2,574838)',
лг (3> = (0,105047 0,973666; 2,123706; 2,799272),'
х (4> =  (0,023240 0,979935; 1,986107; 2,898334),'
х  (5) =  (0,028442; 1,004896; 2,027116; 2,955150),'

7 (6) =  (0,007439; 0,994176 ; 2,001999: 2,969578),'
х (7) =  (0,007863; 1,001331; 2,008379; 2,986709),'
лг(8) =  (0,002131; 0,998390; 2,000618; 2,990963)'.

■Аниқ ечим лг* =  (0, 1, 2, 3)* эканлигига ишонч ҳосил қилиш қийин эмас.

М А 111 Қ Л А Р

1. Қуйидаги тенгламалар системаси юқоридаги барча методлар билаи 
«чилсин:

( 2,9112лг, +  0,521 1х2 +  0,6756лг3 +  0,1214лг4 =  — 0,9964, 
I 0,5211лг, +  4,0015лг2 +  0,8161лг3 +  0,7218лг4 =  0,8683, 

0,6756лг! +  0,8161 лг2 +  5,5516лг3 +  0,4140лг4 =  2,8520, 
(0.1214Х! +  0,7218лг3 +  0,4140*3 +  6 ,7550лс4 =  6,9013,

2. Агар барча

I а\\ I , а \ 1 а 12 
Й21 в 22

а \ \  а П  а \Ъ 
а 21 а 22 а 23 
Й31 а 32 й33 , • • •

детерминантлар нолдан фарқли бўлса, у ҳолда А х  — Ь системани ечиш учун 
Гаусс методипи қўллаш мумкинлигини кўрсатинг.

3. Қўшма градаентлар методида мусбат аниқланган симметрик А матрица
учун барча г (0), г (1)...........л(л—1) вект0рЛар нолдан фарқли бўлса, у ҳолда

(Зе1 Д =  (а0 а4 , . . «„-О -1
эканлигини кўрсатинг.

4. 7- § да киритилган векторлар нормаси қуйидаги тенгсизликларни 
.қапоатлантиришлигини кўрсатинг:

| |  ЛГ ]11 <  Н лг Ц2 <  п\\х\\и 
I! <  1|лг||з <  / п \ \ х \ \ и

п 2 II х\\2 <  |1л||3 <  ЦхЦ2.
352
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5. Фараз қилайлик, ихтиёрий А  матрица учун М  (Л) ва N  (А) қуйидагича 
аниқланган бўлсин:

М (А) =  п шах \ а н \ ,  И(А)  = у /  и  А*А.
1< /,/ <л '

Куйидагиларни кўрсатинг:
1) М (А) ва N (А) матрицанинг нормаси;
2) Бу нормалар векторларнинг юқорида кўриб ўтилган нормаларининг 

бирортасига бўйсунмайди.
6. Куйидаги тенгсизликларни исботланг: .

п-1 М(А)  <  || А \\к <  М(А)  (к=  1,2 ,3 ), 
и-1 М(А)  < М(А) < М ( А ) ,

_  _1_

И 2 М(А)  < | |Л | |з  <М (А ),

п ~ ^ И ( А )  <  !М1|Й<  / п И ( А )  ( к =  1,2),

п_,,? ^7 11 л 1,3 {к ■“ 1’ 2)’п- 1 IIА II, < || А ||2 <  п || А Ц̂.

4- Б О Б . МАТРИЦАЛАРНИНГ ХОС СОН ВА ХОС 
ВЕКТОРЛАРИНИ ҲИСОБЛАШ

1- §. УМУМИЙ МУЛОҲАЗАЛАР

Бу бобда матрицаларнинг хос сон ва хос векторларини ҳксоб- 
лаш билан шуғулланамиз.

Агар бирор нолдан фарқли х  вектор учун

А х ^ Х х  ( 1 . 1)
тенглик бажарилса, у ҳолда X сон А квадрат матрицанинг хос 
сони ёки характеристик сони дейилади. Бу тенгликни қаноат- 
лантирадиган ҳар қандай нолдан фарқли х  вектор А матриианинг 
X хос сонига мос келадиган хос вектори дейилади. Кўриниб 
турибдики, агар х  хос вектор бўлса, у ҳолда а х  (а — ихтиёрий 
сон) вектор ҳам хос вектор бўлади.

Матрицанинг хос сони ва хос вектори ҳақидаги маълумотлар 
математикада ва унинг бошқа соҳалардаги татбиқларида ҳам кенг 
қўлланилади. Олдинги бобда биз буни

х = В х
чизиқли алгебраик тенгламалар системасини итерацион метод 
билан ечиш мисолида кўрган эдик. Бу ерда итерацион процесс- 
нинг яқинлашиши ва яқинлашиш тезлиги В матрицанинг модули 
бўйича энг катта хос сонининг миқдорига боғлиқ эди.

Астрономия, механика, физика, химиянинг қатор масалала- 
рида айрим матрицаларнинг барча хос сонларини ва уларга 
мос келадиган хос векторларини топиш талаб қилинади. Бун- 
дай масала хос сонларнинг тўлиқ муаммоси дейилади.

Айрим масалаларда эса, масалан, ядро масаласида, матри- 
цанинг модули бўйича энг катта ёки энг кичик хос сониии то-

15?
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лиш талаб қилинади. Тебранувчи жараёнларда эса матрица 
хос сонларининг модуллари бўйича иккита энг каттасини аниқ- 
лашга зарурият туғилади. Матрицаларнинг битта ёки бир нечта 
хос сон ва хос векторларини топиш хос сонларининг цисмий. 
муаммоси дейилади. .

Бир жинсли (1.1) системанинг нолдан фарқли ечими мавжуд 
бўлиши учун

й  (X) =  йе! (А  -  1Е) =

а и - ъ
ап

ап . . .
#22—̂  •

• аи
• а2п . =  0  ( 1 .2 )

ап\ ап2 ■ • • • апп~Х
шарт бажарилиши керак. Бу тенглама одатда А матрицанинг асрий 
(бу термин астрономиядан кириб қолгаи) ёки характеристик 
тенгламаси дейилади. ( 1 .2) тенгламанинг чап томони

с!е1 ( Л - Х £ )  =  ( - 1 ) « ( Х « - Р1 Я « - > - р , ) / ' ^ -  . . .  - р п) ( 1 .3)

л-даражали кўпҳад бўлиб, у А матрицанинг характеристик 
кўпҳади дейилади. Айрим ҳолларда (1.3) кўпҳад ўрнида А матри- 
цанинг хос кўпҳади деб аталувчи

р{1) =  1п — р1Кп- 1— р21п~2 — . . . — рп (1.4)

кўпҳад билан иш кўрилади. Матрицанинг хос сонлари унинг хос  
кўпҳадининг илдизлари бўлади. (1.4) кўпҳад п- даражали бўл- 
ганлиги учун у п та илдизга эга. А матрицанинг хос сонига 
мос келадиган хос векторларини топиш учун

{А — \Е)~х =  0 (1.5)
бир жинсли тенгламалар системасининг нолдан фарқли ечимини то- 
пиш керак. Шундай қилиб, хос сон ва хос векторларни топиш 
масаласи уч босқичдан иборат: 1) Р(Х) ни қуриш, 2) Р (Я) =  0
тенгламани ечиб, барча (с =  1 , п) хос сонларни топиш, 3) барча 
X* ларга мос келган хос векторларни (1.5) дан топиш. Бу босқич- 
ларнинг ҳар бири етарлича мураккаб ҳисоблаш масалаларидан ибо- 
ратдир. Ҳақиқатан ҳам, X ( 1 .2 ) детерминантнинг ҳар бир сатри ва 
ҳар бир устунида қатнашганлиги учун, бундай детерминантни А 
нинг даражаларига нисбатан ёйиб чиқиш, яъни (1.3) тенгликни 
ҳосил қилиш катта қийинчилик туғдиради. Алгебрадан маълумки, 
умумий ҳолда, Р(1) нинг коэффициентларини А матрицанинг 
( — I) '" 1 ишора билан олинган I- тартибли бош миноралари нинг 
йиғиндисига тенг:

П
Р1 =  2 * аП'Р2 =  

/=1
ва ҳоказо. Демак,

1<к

а1к
акк

а^ а1к ап 
> Рз =  ак] акк аМ

1<к<1 а1] а1к а11
( 1.6)
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Яққол кўриш мумкинки, А матрицанинг I- тартибли диагонал ми- 
нораларининг сони С‘„ га тенг. Демак, п- тартибли матрицанихос 
кўпҳади Р ( ).) нинг коэффициентларини бевосита ҳисоблаш учун

С1 +  С 1 +  . . .  + с пп ^ 2 п- \
та ҳар хил тартибли детерминантларни ҳисоблаш керак. Етарлича 
катта п учун бу масала катта >,исоблашларни талаб қилади.

Вғет теоремасидан фойдаланиб, қуйидаги тен1'ликларни ёзиши- 
миз мумкин:

+  2̂ +  • • • +  К =  Р> , .

1 Р п ’

Бу тенгликларни (1.6) тенгликларнинг биринчиси в а(1 .7) тенглик 
билан солиштирсак,

•̂1 +  ^2 +  • • • +  —  а \1  +  а 21 +  • • • +  а пп =  +
Ҳ • =  бе! А

келиб чиқади.
Шундай қилиб, матрицанинг барча хос сонларининг йиғин- 

диси унинг изи 1г га (инглизча 1гасе — из сўзидан) тенг бўлиб, 
уларнинг кўпайтмаси шу матрицанинг детерминантига тенг. 
Бу ердан хусусий ҳолда қуйидаги келиб чиқади: А матрицанинг 
ҳеч бўлмаганда бйрорта хос сони нолга тенг бўлиши учун 
(1е1 Л ==0 бўлиши зарур ва кифоядир.

Хос сонлар муаммосининг иккинчи ва учинчи босқичлари, 
яъни. юқори даражали алгебраик тенгламаларни ечиш ва бир 
жинсли чизиқли алгебраик тенгламалар системасининг тривиал 
бўлмаган ечимини топиш етарлича катта п лар учун қанчалик 
кўп меҳнат талаб қилишини биз .2 ва 3 - бобларда кўрган эдик. 
Ҳозирги вақтда хос сон ва хос векторларни топиш методлари 
икки группага бўлинади: аниқ ёки тўғри методлар ва итерацион 
методлар. Биринчи группаГа кирадиган методлар бўйича мат- 
рицанинг хос кўпҳади топилади (яъни р\, р%, . . .  , рп коэффи- 
циентлар ҳисобланади), кейин унинг илдизларини топиб хос 
сонларни ҳосил қилкнади ва нихрят, хос сонлардан фойдала- 
ниб хос векторлар қурилади. Бу методларнинг аниқ методлар 
дейилишига сабаб шундан иборатки, агар матрица элемеитла- 
ри аниқ берилган бўлса ва ҳисоблашлар аниқ олиб борилса, 
■натижада характеристик кўпҳад коэффициентларининг қий- 
матлари ҳам аниқ тогшлади ва хос векторларнинг компопент- 
лари хос сонлар орқали аниқ формулалар билан ифодаланади. 
Аниқ методлар, одатда, хос сонларнинг тўлиқ муаммосини 
ечиш учун қўлланилади.

Итерацион методларда характеристик сонлар характеркс- 
тик кўпҳад коэффицнентларини аниқламасдан туриб, бевосита 
ҳисобланади. Бу эса ҳисоблаш масаласини жуда соддалашти- 
ради: юқори даражали алгебраик тенгламаларни ечишдан озод 
қилади. Итерацион методларда хос сонларни ҳисоблаш бнлан
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бир вақтда хос векторлар ҳам топилади. Бу методларнинг схе- 
маси итерацион характерга эга. Бу методларда хос сон ва хос 
векторлар сонли ва векторлар кетма-кетлигининг лимити сифа- 
тида топилади.

Одатда, итерацион методлар хос сонларнинг қисмий муам- 
мосини ечиш учун", яъни матрицаларнинг битта ёки бир нечта 
хос сонлари ва уларга мос келадиган хос векторларни топиш 
учун қўлланилади. Ҳозирги вақтда тўлиқ муаммо айрим ҳол- 
ларда, махсус итерацион методлар билан ҳам ечилади. Лекин 
бу методлар кўп меҳнат талаб қилади.

Чизиқли алгебраик тенгламалар системасини ечиш қади- 
мий тарихга эга. Ҳиндлар VI асрдан бошлаб чизиқли алгеб- 
раик тенгламалар системасини еча бошлаганлар. Лекин Ле- 
верье (1840 й.) ва Якоби (1846 й.) методларини ҳисобга олма- 
ганда, хос сон ва хос векторларни топиш методлари асримиз- 
нинг ўттизинчи йилларидан бошлаб яратилган.

2- §. А. Н. КРИЛОВ МЕТОДИ

Академик А. Н. Крилов 1931 йилда хос сонлар муаммосини 
ечишнинг қулай методини яратди. У ўз методининг ғоясини 
тушунтириш учун берилган матрица билан боғлиқ бўлган од- 
дий дифференциал тенгламалар системасини киритади ва унинг 
устида алмаштириш олиб боради. Бу алмаштиришларнинг ал- 
гебраик моҳиятини аниқлаш билан Н. Н. Лузин, И. Н. Хла- 
довский, Ф. Р. Гантмахер, Д. Қ. Фаддеевлар шуғулланишган. 
Биз бу ерда А. Н. Крилов методининг мана шу алгебраик ин- 
терпретациясини кўриб чиқамиз.

Матрицаларнинг минимал кўпҳадлари. Аввал чизиқли ал- 
гебрадан айрим таъриф ва теоремаларни келтирамиз. Агар Д 
квадрат матрица учун

/ { А ) = а йАт +  ахА т~1 +  . . .  +  ат_х А +  атЕ =  0 

тенглик ўринли бўлса, у ҳолда
/(л )  =  а 0Хш +  ах %т~1 +  . .  + а л

кўпҳад А матрица учун нолга айлантирувчи кўпҳад дейилади. 
Фақат келтирилган, яъни бош коэффициенти бирга тенг бўл- 
ган кўпҳадларни қараймиз. Бундай кўпҳадларнинг тўплами 
бўш эмас, Гамильтон-Кели теоремасига кўра А матрицанинг 
хос кўпҳади Р (X) унинг нолга айлантирувчи кўпҳадидир: 
Р(А)  =  0. Демак, л-тартибли ихтиёрий квадрат матрица учун 
п-даражали нолга айлантирувчи кўпҳад мавжуд. Бундай кўп- 
ҳад ягона эмас, чунки агар Р (X) А матрица учун нолга айлан- 
тирувчи кўпҳад бўлса, у ҳолда Р(Х) га бўлинадиган ҳар қандай 
бошқа кўпҳад ҳам нолга айлантирувчи кўпҳад бўлади. А мат- 
рицани нолга айлантирувчи кўпҳадлар орасида энг кичик 
даражага эга бўлган ягона ф(Х) кўпҳад мавжуд. Бу кўпҳад 
А матрицанинг минимал кўпҳади дейилади. Ҳар қандай нолга
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айлантирувчи кўпҳад, шу жумладан А матрицанинг хос кўпҳа- 
ди Р(Х) ҳам минимал кўпҳадга бўлинади. Минимал кўпҳад- 
нинг илдизлари хос кўпҳаднинг барча бир-биридан фарқли ил- 
дизларидан иборатдир. _

Яна қуйидаги тушунчани киритамиз. Фараз қилайлик, с би- 
рор вектор бўлсин. Маълумки, п ўлчовли фазода п тадан ортиқ 
чизиқли эркли вектор бўлиши мумкин эмас. Шунинг учун

с , А с , А 2 с , . . . , Ап с (2.1)

векторлар орасида чизиқли боғланиш мавжуддир. Ҳаттоки, ихтиё- 
рий с вектор учун ҳам

ср(Л)ё =  0 ' (2 .2)
чизиқли боғланиш мавжуд. Демак, А матрицанинг ср(Х) минимал 
кўпҳадининг даражаси п дан кичик бўлса, (2 . 1 ) системада чизиқли 
эркли векторларнинг сони п дан кичикдир. Берилган с вектор учун

ф( Л) с  =  0 (2.3)
тенгликни қаноатлантирадиган ф (X) кўпҳадлар орасида бош коэф- 
фициенти бирга тенг бўлган энг кичик даражали ягона <рс(),) кўп- 
ҳад мавжудки, унииг учун

ср -с  (X ) С =  0
тенглик ўринли бўлади. Бундай кўпҳад с векторнанг минимал 
кўпҳади дейилади ва у (2.3) теигликни қаноатлантирувчи ф (X) 
кўпҳаднинг бўлувчиси бўлади. Хусусий ҳолда, ихтиёрий с вектор- 
нинг минимал кўпҳади ср_(Х) А матрица минимал кўпҳади -р (X) нинг

бўлувчиси бўлади. Агар (2.1) системада с, Л с , Л 2 с ,  . . .  , А т~1с 
векторлар чизиқли эркли бўлиб, А т с уларга чизиқли боғлиқ бўл- 
са,

Лт с =  <7т с +  Цт-\ Л с +  . . .  +  <?, Ат~'с,
у ҳолда

. . . — 9т-\  ̂— 9т=  0
кўпҳад А матрицанинг минимал кўпҳади <р(Х) га ёки унинг бў- 
лувчиси 9_  (X) га тенг.

Минимал кўпҳадни топиш. Энди А. Н. Крилов методини 
кўриб чиқамиз. Ихтиёрий нолдан фарқли с (й) = ( с 01сй2 . . .  ,с0п)' 
векторни олиб,

С11) =  А с « - 1) =  (сп , с 12........с1пу (I =  Т7я) (2.4)
векторлар кетма-кетлигики тузамиз. Юқорида айтганимиздек, бу 
векторлар орасида

91 с (я_1) +  <?2с(л_2) +  . .  . +  дп~с (0)=  с(п) (2.5)
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чизиқли комбинапия мавжуддир. Агар буни координаталарда ёзиб 
олсак, , <72 , . . . ,д„ ларни тогиш учун қуйидаги чизиқли алге- 
браик тенгламалар системасига эга бўламиз:

С п - 1. 1 +  < ? 2  С п - 2 .  1 +  • • • + < ? « + ! =  С п и  

+  С п - 1 . 2  +  ^ 2  С п - 2, 2 “  '  - • +  Ч п  С 02 =  С п2’

+  С п — \, п +  + _ 2 ,  л  ~ Г  • • • - Г  Ч п  С 0п С п п '

Бу системакинг детерминанти

с л —1, 1 * * * * С01

+  -1 , п • • • • + !

(2 .6)

фақат с " , . . . , с * векторлар чизиқли эркли бўлганда-
гина нолдан фарқлидир, чунки бу детерминантнинг устунлари шу 
векторлар координаталаридан тузилган.

Агар Гаусс методининг тўғри юришидаги барча п қадам б жа- 
рилиб, (2 .6) система қуйидаги

<71 +  ^12 <?2 +  + 3  <?3 +  • • •  +  + „ < ? « =  <̂ 1
9г +  +з <7з +  • • • +  Ь2п Чп =  ^2

Чп =  ап
(2.7)

учбурчак шаклга келтирилса, у ҳолда Д Ф 0 бўлиб, с <0), Ф(1), . . . , 
с (п_1) вектор.тар чизиқли эрклидир. У вақтда (2.7) системадан қа- 
ралаётган комбинациянинг коэффициентлари <?я, . . . , <?, ни
тог.а оламиз.

Агар Гаусс методидаги тўгри юришнинг фақат т та қадами 
бажарилса, у ҳолда фақат аввалги т  та с<0), с (1), . . . , с'т~Х) век- 
торлар чизиқли эркли бўлади. Керакли

<7, с(т‘1) +  д ,ст: <7 т С
(0) ~(т)

чизиқли комбинацияни ксординаталарда ёзиб оламиз:

< 7 + т -1 ,1  +  ЧгСт^ 2 . \  +  . . . +  <7//+01 =  С/л1.

<?1< ? т -1,2 +  ЧчСт-4,4  +  . . . +  9 /+ 0 2  =  Ст2, (2  8 )

Ч\с т - \  ,п +  ЧчСт- 2 ,п  +  . . • +  <7тс 0п ~  Стп.

Бу системадан Га)сс методи ёрдамида т та чизиқли эркли тенг- 
ламаларни ажратиб олиб, дтг , . . . , < ? ,  коэффициентларни 
топамиз.

Шундай қилиб, биз т — п бўлганда А матрицанинг хос кўп- 
ҳадини ва т <  п бўлганда унинг бўлувчисини топишимиз мумкин. 
Аввал т =  п бўлган ҳолни кўрайлик. Бу ҳолда (2.5) чизиқли 
комбинациянинг <?2, • . . , <?„ козффициентлари 

Р  (X) = * X* —  р , \ п ~\  —  . . . —  р п
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хос кўпҳаднинг мос равишда ри ръ . . . , рп коэффициентларига 
тенг:

<7* = Р ( (/ =  1 , 2 , , п).
Ҳақиқатан ҳам, Гамильтон-Кели теоремасига кўра 

Р(А) ~ А п — р.Л '1- 1 — . . .  — раЕ =  0.
Б у тенгликни с<0) векторга кўпайтириб ва

Л'с<о)==с(« ( / = 1 , 2 ............л)
ларни ҳисобга олиб,

р ^ " - 1) р2с<,,- 2) р+<0) =  с<п)

га эга бўламиз. Бу тенгликни (2.5) дан айириб,

< + - р ]) > - 1,+  ( ^ - Р 2) > " 2)+  • • •  + ( Ч п - Р п й {0) =  0 (2-9)
ни ҳосил қиламиз.

с<0), с(1), . . . , с<п-1) векторлар чизиқли эркли бўлганлиги'учун
( 2 .9) тенглик фақат рг =  ? 4 ( / =  1 , 2 , . . . , д) бўлгандагина ба- 
жарилади.

Демак, /п =  п бўлганда қурилган чизиқли комбинациянинг 
кўринишига қараб, А матрицанинг Р (X) хос кўпҳадини - ёзиш 
мумкпн. Я(Х) =  0 тенгламани ечиб матрицанинг барча хос сон- 
ларини топамиз. Агар т < . п  бўлса, қурилган чизиқли комбинация

^Д™-1) +  <72с<т-2) +  . . . +  <7тс<0) =  с<т) (2 . 10)

кўринишга эга бўлади. Энди +> =  Л'с<0) ( / = 1 ,  2, . . .  , т)
ларни ҳисобга олиб (2 . 10) тенгликни

(Ат — цхА т~{ — <72А т -2  — . . .  — ЦтЕ.)с{м =  0
ёки

ф-(0)(А)с<0) =  0

кўринишда ёзиб оламиз. Бу ерда

фг <0)(>.) = Л т  —  ц + т ~ х —  <7 2 ^ш- 2 —  • • • —  Ят -

Демак, изланаётган комбинациянинг коэффициентлари д2, . • • ,рт 
с<0) векторнинг минимал кўпҳади ф г(0) (X) нинг коэффиииентлари-
дир. Бундай кўпҳад с<0), с<!), . . . .  с<т-1) векторлар чизиқли эрк- 
ли бўлганлиги учун ягонадир.

Шундай қилиб, т <  п бўлганда биз Я(Х) нинг ф- (0) (X) бўлув- 
чисини топамиз ва фс (о>Х =  0 тенгламани ечиб, матрицанинг бир 
қисм хос сонларини топамиз. Дастлабки с(0) векторни бошқача 
танлаб,  қолган хос сонларни ҳам топиш мумкин. Шу билан бир- 
га янги танланган вектор олдин аниқланган векторларнинг чизиқ- 
ли комбинацияси бўлмаслиги керак.

Матрицанинг хос векторларини топиш. Энди хос вектор- 
ларни топиш масаласига ўт миз. Фараз қилайлик, X,

%  ( 0) (*0 =  -  Ч + т ~ 1 ~  т ~ 2 -  • • • ~ Ч т
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минимал кўпҳаднинг илдизи бўлсин (кейинги мулоҳазалар т — п 
ва т < п  ҳолл_ар учун бир хил). А матрицанинг Ц хос сонига 
мос келадиган’ х (1) хос векторини олдинги пунктда топилган с<°> 
с(1), . . . , с(т~1) векторларнинг чизиқли комбинацияси шаклида 
шлаймиз:

*<0 =  ра ё«» +  (312с П ) +  . . . + ? шс(т-1). (2.11)

Бу тенгликни А га кўпайтириб ва с(),= Л с < Н )  ҳамда А х(‘> =  
=  )чх (1) тенгликларни ҳисобга олиб,

\  (Рг̂ (0) + + . . . + Ргтс(т-1>) =
=  Рпё(1) +  Рг2с(2) +  . . . +  р/тс(т) (2 .12 )

га эга бўламиз. Бундан та шқари, яна

ф г(о) (Л)с(°) =  с(т> — цхс(т~х) — ц2с(т~2)— . . . — 0т с(О> = О  

ни ҳисобга олсак, у ҳолда (2 . 12 ) ни

Ч № 0) +  ( ^ (1) +  • • • +  =
- = Рцё(1> + Р/2С(2) + . . . + р|)т_^(—1> + _
+  +  ?2с(т- 2) +  . . • +  цт-х ~с(1) +  дтс(0))

ёки

(хгРп — Рг А)с(0) + (хгР/а -  рп — р/т?т-1)с(1) +
+ . . . + (̂ Р/ 1 т - 1  — Рг.от-2 — Ў2% т ) с<т~ 2) +

+  (хгРг« -  Р/.*-1 -  М  ?(т~1) == о
кўринишда ёзиб олишимиз мумкин. Бундан с(0), с(1), . . . .  с <'т~1) 
векторларнинг чизиқли эрклилигини ҳисобга олсак,

Х/Рц — $1тЧт = 0, 
хгРгг Рл $ ш Я т - \ ~  0,

Р/.Ш-2 $1тЯ 2 —0>
хгРгт Рг.ш-г Ргт # 1 = 0

тенгликлар келиб чиқади. Охирги тенгликдан бошлаб, кетма-кет 
Ргй ларни топамиз:

Рг.от- 1  = (хг Я\) Рг/л>
Рг.т—2 == { Ц  Я \ г̂ <7з)Ргт>

Ргг =  ( ^ 1 -  д ̂ ? - 2 -  . . . ~ Я т - 1 )Рг«,
( ^ - ^ Г 1-  . . .  - ^ ) Р г т  =  0 . 

О х и р г и  т ен гл и к  б а р ч а  р/ т  лар  у ч у н  ў р и н л и д и р , ч у н к и  

Ф г  (хг) =  +  —  <?1>+ ' 1 —  • • . —  Чт =  0 .
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Г>у тенгликдан ҳисоблашни контрол қилиш учун фойдаланиш 
мумкин. Ҳисоблашни соддалаштириш мақсадида =  1 деб олн- 
шимиз мумкин. Унда қолганлари қуйидагича топилади:

=
1 —  Ц\ ,

■ Р;,т-2 =>■?— — Ц ъ

0   ) т -1    п  ) т — 2   '  п
у п  —  'ч Ч\ ' н . . .  — Ч т ~  1 .

Буларни ҳисоблашда Горнер схемасидан фойдаланиш маъқулдир. 
Агар берилган ^  хос сонга А матрицанинг бир неча хос векто- 
ри мос келса, у ҳолда уларни излаш учун бошқа дастлабки век~ 
торни танлаб олиб, шу ҳисоблаш жараёнини такрорлаш м)мкин. 

1 -м и с о л . А. Н. Крилов методи билан қуйидаги
~ — 1 2 2 0~

2 1 3 2
А  = 2 — 1 2 3

0 2 1 — 2

матрицанииг характеристик кўпҳади тоаилсии.
Е ч и ш. Дастлабки с (0) вектор сифатида(1, 0, 0, 0)' ни олиб, с (1), 

с (2), с (3), с (4) ларни топамиз:
“ — 1 2  2  0 - _  1 - 1 ~

2  1 3  2 0 2

2 — 1 2  3 0 — 2

0  2  1 — 2_ _ 0 0

9 “ -  З - 129
6 36

с (4) =
132

с (2) = 0 ; (3) = 30 30
6 , 0 , ■ ^ 102

Бу векторлар ёрдамида (2.6) системаии тузамиз:
3<71 +  9д$ —  <7з +  =  (29,
36<71 +  6 <72 +  2<7з =  132,
30<?1 +  2<7з =  30,

6<72 =  102.
Бу системани Гаусс методи билан ечамиз:

91=0, 92=17. 93=15. 94 = —9.
Демак, А  матрицанинг характеристик кўпҳади

<р(Х) =  + - —  17X2—  15Х +  9 
экан. -

2- м и с о л. Қуйидаги
Г  5 30 — 48 Т  

Л =  1 3 14 —24 [
Ь  3 15 -2 5  4  ■■

матрицанинг хос сонлари ва хос векторлари топилсин.
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Е ч и ш . 1- м и с о л д а г и д е к , с ( ')  в ек тор л ар н и  т оп ам и з:

'  1 ' ■ 5 ■ ' —29 ' • 125 ■

л 
I о II 0 3 « 
I

II — 15 С<3> - 63
. 0 . , . 3 > — 15 , .  63

(2.6) система қуйидаги кўринишга эга:
( —29?, +  5?2 +  ?3 =  125,
|  —15?, +  3?2 — 63,
( —15?, +  3?2 ■=• 63.

Бу системани Гаусс методи билан ечганда тўғри юришнинг учинчи қадами 
бажарилмайди, чунки учинчи тенглама иккинчи билан бир хил. Шунинг учун 
ҳам (2.8) системани тузамиз:

I 5?, +  ?2 =  —29,
13?, = - 1 5 .

Бундан ?, =  —5, ?2 =  —4 ва (X) =  X2 +  5Х +  4. Шундай қилиб, X, •= —4, 
Х2 =  —1. Энди учинчи хос сонни топиш учун а ,, +  а22 +  агг =  X, +  Х2 +  Х3 
тенгликдан 4:ойдаланамиз: 5 +  14 — 25 =  — 1 — 4 +  Х3. Демак, Х3 =  —1. Шун- 
дай қилиб, Х2 =  Х3 =  —1 экан. Энди бу хос сонларга мос келадиган хос век- 
торларни топамиз. Бунинг учун (2.11) — (2.13) ва р,2 =  1 Дан фойдаланиб, 
қуйидагиларни ёза оламиз:

Бундан эса

г ( ' ) = Р „ ? 0> +  рй-с<1>_
Б ( Х , - ? , ) + 1 -  
3(Х/ — ?0 
3 ( Х / -? ,)  _•

=  (6, 3, 3)', х<2> =  (21, 12, 12)'
ни топамиз. Учинчи векторни топиш учун дастлабки векторни бошқача тан- 
лаш керак.

3- §. к. ЛАНЦОШ МЕТОДИ

Бу метод ҳам Крилов методига ўхшашдир. Фақат бу ерда хос 
кўпҳад коэффициентларини аниқлайдиган вектор формада ёзилган 
ушбу

+  +с '"-г> +  . . . + « . ? » >  _-с'“>
системани ёки минимал кўпҳад коэффициентларини аниқлайдиган

+ ' - »  +  +  ' - » + . . . +  ™ _ с (”>
системани ечиш учун ортогоналлаштириш методи қўлланилади.

Х ос кўпҳадни топиш. Ўзаро ортогонал бўлган векторлар 
системаси кетма-кет қурилади. Берилган дастлабки векторс(0) Ф  0 
ва унинг итерацияси Ас{0) га кўра с<0) га ортогонал бўлган 

(0) — §и,с <0> векторни қурамиз. Бу ҳар доим мумкин ва 
(г(1), с(0)) =  0 ортогоналлик шарти £ 10 ни топишга имкон беради:

„ (Лс(0), 7(0>)
« 10

Агар с (1)= 0  бўлса, у ҳолда с(0) ва А с (0) векторлар ортогонал 
бўлади ҳамда <3, (/-) == X — £ 10 кўпҳад А матрица минимал кўп*
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ҳадининг бўлувчиси бўлиб, бу кўпҳаднинг_ илдизи X =  £ 10 матри- 
цанинг хос сони бўлади. Бундан кейин с(0) устида бошқа амал 
бажарилмайди._Агар с (1)=^0 бўлса, у ҳолда А с(1> векторни ту- 
замиз ва с (0>, с(1) ларга ортогонал бўлган

векторни қурамиз. Ушбу (с<2>, с (1)) =  0 ва (с<2), с(0)) =  0 ортого- 
наллик шартлари ва £-20 ни топишга имкон беради:

(Лс^1*, С<])) (Дс*11, с<0))
ёп =  т  7 11) '*  ^ 2о== й<°>-,т<о)) '

Агар с<2) =  0 бўлса, у ҳолда

А (Ас<0) — £ 1о7<0)) — £ п (Ас(0> — ё-20с<0)) =  0

тенглик с<°>, Ас<0), А-с<0) векторлар орасидаги чизиқли боғланиш-/ 
ни беради ва >

< ? и ( Х )  =  ( X  -  ё п )  ( * - £ 2 0 )  -  £ 2 0  =  (>■  -  Й Г и )  р !  М —  

кўпҳад эса А матрица минимал кўпҳаднинг бўлувчиси бўлади. 
Агар с<2)=£0 бўлса, у ҳолда бу жараён давом эттирилади.

Фараз қилайлик, с<0), с<]), . . . , с(т_1)_векторлар топилган бў- 
либ, барча 1 ф ]  (I, у' =  о> т—Х) учун (с<1), с())) =  0 ортогонал- 
лик шартини қаноатлантирсин. У ҳолда

С( т ) = А с < т - 1) §т,т—\ С<т~1) -  &т,т-Ч С<т~2)- - § т0о(0>, (3.1)
векторни тузамиз ва £ т,т-ь  ёт.т-2 , • • • , £ т0 коэффициентларни 
шундай танлаймизки, бу вектор с<0), с(1), . . . , с<т - 1) векторлар- 
нинг ҳар бири билан ортогонал бўлсин. Ортогоналлик шарти 
(с<т), с<1)) =  0 (/ =  0 , т— 1) дан коэффициентларни топамиз:

£т«
(Л?"1- 1), 7«>) 

Сс<(>, ~с(1>)
(1 =  0, т— 1 ).

Биз с<0), с(1), . . . .  с<т) векторларни қуриш билан бир пайтда

1(х ) = ( х - ^ 0)
2(Х) — (X — Я2оФо(Х)

Ст(Х) =  (X—  ^ т .т -Л С т-Д Х ^ ё т .т -Х ^ т -г^ Х ) ... Ял.оОо(Х)

кўпҳадлар кетма-кетлигини ҳам тузамиз. Маълумки, п ўлчовли 
фазода чизиқли эркли векторларнинг сони п дан ортмайди. Шу- 
нинг учун ҳам, ортогоналлаштириш жараёнининг бирор к (к <  п)- 
қадамда с<к) =  0 га эга бўламиз. У ҳолда

Ас<к-0  — £* ,* -1^(* -1)— ёк.к-2 С<к~2) — . . .  — £*0<?(0) =  0
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тенглик ас <°\ ЛЬ6'(0), . . . , Акс(0) векторларнинг чизиқли боғ- 
ланганлигини 'кўрсатади. Шунинг учун ҳам Рй(Я) кўпҳад А мат- 
рица минимал кўпҳадининг бўлувчиси бўлади. Агар к =  п бўлса, 
(5Л(Х) А матрицанинг хос кўпҳади Р(Х) билан устма-уст тушади. 
Агар бўлса, 0 к(1) кўпҳад хос кўпҳад Р(Х) нинг бўлувчи-
си бўлади ва биз фақат хос сонларнинг бирор қисмини аниқлаш 
имконига эга бўламиз. Қолган хос сонларни топиш учун ишни 
яна бошқа дастлабки вектор с(0) иан бошлаш керак ва бу век-
торни шундай танлаш керакки, у с(0), 7 (1), . . . .  с(&_1) векторлар- 
га ортогонал бўлсин.

Симметрик А матрица учун (3.1) тенглик соддалашади. Ҳақи- 
қатан ҳам, бу ҳолда

=  ( А Ғ ( т - 1), ~ ( ( ) ) _  ( 7 (т - 1\ А 7 (-!'>)

т1 ( с  (‘\  с (,) ) (с ((), с (1))
( - ( т - 1 )  - ( г + 1 )  +  ~ Ц )  +  „ 7 (0))

( 7 1\  7 С
бўлиб, I +  1 <  т — 1 бўлса, § т1 =  0 бўлади. Демак, матрица 
симметрик бўлганда. (3.1) тенглик қуйидаги кўринишга эга бў- 
лади:

=  Л ? т - ;) _  ёт.т- г? т- 1)- £ т,т- 2с{т- 2). (3.2)

Шу билан бирга

ФтМ =  (  ̂ ёт.т- г̂) (^т-1 (X) § т,т-1^т-2(Ц — . . .  — ^ГтоФо^)
кўпҳад ҳам соддалашади:

Р т М  =  (}■ ^ т .т - О ф т  —1 (^) §т,т—̂ т —2 (^).

Бу эса методнинг ҳисоблаш схемасини соддалаштиради. Шунинг 
учун ҳам Ланцош методининг симметрик матрица ҳоли одатда 
минамал итерация методи деб аталади.

Бундай соддалаштиришга симметрик бўлмаган матрица учун 
ҳам эришиш мумкин, фақат бу ерда ортогоналлаштириш жараёни- 
ни биортогоналланпгириш жараёни билан алмаштириш керак.

Иккита ц(0) ва &(0) дастлабки векторларни танлаб оламиз. Бу- 
ларга кўра Ас(0) ва Л'й(0) ларни топиб,

. ;  с(1) =  Ас(0) -  Яюё(0), > >  =  А гь(0) — \ 7 > ф)
чизиқли комбинацияларни_ тузамиз. Бу ерда £ 10 ва Л10 коэффи- 
циентларни (с(1), Ь(0)) — (6(1), с (0)) =  0 биортогоналлик шартидан 
танлаймиз. Агар дастлабки векторлар с(0) ва Ь(0) ортогонал бўл- 
маса, у ҳолда ^ 10 ва Л10 ни топиш мумкин:

|7(0) '/. (0) 3'А (0)
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I >и:! Ь ^ )  Ф  0_шарт бажарилган деб фараз қиламиз. Топилган
пгкторлар с{1) ва Ь11) га кўра шундай

с<2> == Ас(1) -  £ 2ХсМ — £ ,0с«», Ъ 2) =  А гь(1) -  кп Ъ(1) -  к2& 0) 
чизиқли комбинацияларни тузамизки, натижада

(? 2>, Ь<-1)) =  (с<2>, Ъ 0 ) ) =  (Ь<2>, с<» ) =  (Т<2>, ?°>) =  0

бўлсин. Агар (с<°>, Ь(0)) ^ 0  ва (£<*>, &<’>)^=0 бўлса, у ҳолда бу 
шартлардан қуйидагиларни ҳосил қиламиз:

(Хс1», Т (1>) (Т(1>, а ' 1 {1 ) )  .

ё2 1 ~  Сс{1), *(1)) — й (1), 1(1) ) ~  211 
(ДТ111,1«») (Т*», Л'Т<°>)

^ 20 (Т<°>, Т<°>) (7<°>, Т<°>)
(с<1>, Ь{1) +  /г10 й<°>) (с (1>, А(1>) (Л с<°>— £ 10 с<°>, й(1>)

(Т<°>, ғ<°>) (Т<°>, 1<°>) _  (Т<°>, 1<°>)
М7<°>Д(1>) (1^,.4'У0) .

“  (Т<°>, Т<°>) _  (Т<°>, Т<°>) “  20‘
Фараз қилайлик, шундай

с<°>, с(1).............7(к); Ь(0), Ь(1), . . . Ъ к)
векторларни тузган бўлайликки, улар қуйидаги шартларни қаноат- 
лантирсин:

1 ) С с  £»>) =  0 (1ф]);
2) (Ь(1), с(1)) ^ 0  (1 =  0 , 1 .............п).

У ҳолда шундай

(<Ў*+1> =  Ас^ — §к+1.кС(к2  — £к+\.к-~с(С 1) —  . . .  —  ёк+\.й с(0\  (3.3) 
\Ь\к+\) =  А>Ь(к) _  кк+1ЛЬ(к) -  Л*+1.*_, *<*-!> -  . . .  -  £ *+1.оЛ<°>,

векторларни тузамизки, улар

(с<*+1>, Л«>) =  (Л<*+1>, с(1)) =  0 (/ == 0, к)
шартларни қаноатлантирсин. Бу шартлардан зса

(А~с(к), ~Ь(0) =  (с (к), А’Ь (1)) _  (7<*>, Ғ « +1> +  й,+ 1.Д«>)
£к+1'1 ~  (Т«>, б«>) (‘с<‘'>, Т<‘>) — ( с<‘>, Т<0)

(с<*>, г><‘+1>) . (с<*>, б«>)
(?«>,*«>) + Л ' +1>' (с«>, Т«>)

'Л*+1,* , агар 1 =  к бўлса,
(с(к), Ъ к)) . . .
=  . тТГ~ТТ =  ^ + 1-* -1 ' агаР бУлса>(с1*-11, Ь(к~х))

. 0 , агар К к — 1 бўлса;
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, ( А ’ Ь(к \  с('>) (* (*>, А с ^ )
П к + 1 , 1 —  (- ( 0 ^  -  (~ (0  *«>) "

ё к + 1 .1  . агаР г' =  ^ бўлса,
&к+1 ,к—1 » агаР 1 =  к— 1 бўлса,
0 , агар 1 < к — 1 бўлса.

Шундай қилиб, (3.3) тенгликлар соддалашиб, қуйидаги кўриниш- 
га келади:

С<*+0 == Лс(*> — 8 к + 1 ,кС1Л) — #*+1,А- 1  ^ * -1),

"й(*+1> =  Л '6(*) — ^А+1, *3<*) — ёк+ик-Гь^-и.
Бу жараёнлар мумкин бўлишлиги учун олдинги топилган ~ (*> ва 
&<*> векторлар (с<*), й<*)) ++0  шартни қаноатлантиришлари керак. 
Бу шарт қуйидаги уч ҳолда бузилиши мумкин:

1 ) с<*> =_0  ва й^) =  С̂ _
2 ) с<*> =  0 ёки 6<*> =  0,
3) с<*)=Л=0 , й<*> Ф  0 , лекин с<*> Л. й<*>.

Охирги ҳол с<°>, (><0) Дастлабки векторларни ноқулай танлаш на- 
тижасида келиб чиқади. БунДай ҳолда, дастлабки векторларни 
бошқача танлаш керак.

Агар А матрица минимал кўпҳадининг даражаси т  бўлса, у 
ҳолда (А ва А' матрицалар бир хил минимал кўпҳадга эга бўл- 
ганликлари учун) с<0), Ас<0), . . . , А"‘с<0) ва 6<0), А'Ь^\ . . . , А""Т><<» 
векторлар чизиқли боғланган бўлади. Шунинг учун ҳам биорто- 
гоналлаштириш жараёни к <  т қадамда тугайди ва с<*> =  0 ёки 
&(*) =  0 векторга эга бўлиб, у ҳолда с<0), Ас<0), . . . , А ^ с ^  век- 
торлар ёки £<0), А'Ь<°\ . . . .  А'<к>Ь(°} векторлар орасида чизиқли 
боғланишга эга бўламиз. Ортогоналлаштириш жараёнидагидек, 
бу ерда ҳам А матрицанинг минимал кўпҳади ёки унинг бўлув- 
чисини кетма-кет қуйидагича топамиз:

<2оМ = 1,
^г,^ )— (х — ^ 10) р 0(Я),
<?•(*)- ( X -* « ) < ? ! (* ) • -

—  £ к , к - 1  )С * -1^ ) —  ё к . к - 2  С*-2(^).
М и с о л .  Куйидаги

30 —48 '
14 —24
15 —25

матрицанинг хос сонлари топилсин.
Ечиш.  Бу ерда А  матрица симметрик бўлмаганлиги учун биортогонал- 

{аштириш жараёнини қўллаймиз. Бунинг учун "с<0) =  И<0) =  (1, 0, 0)' деб 
еламиз. У ҳолда

Л7<0)
Г 5 

3 
3

А '  6<0)
5
30

—48

( А  с<0), 6<0)) „
(7<0), 1<0)) “ 5
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с(1) =  А  с<0) — £ю с<0) =  (0, 3, 3)', 
Т<1) = А '1 (0> — £1о~Ь(0> =  (0, 30,-48)'

бўлади;
Иккинчи қадамда 

^ (1) (—54, —30, —30)', А'Ь (1):
(Л7(1), 1 (1>)

^  (1(1>, 1 (1>) “ _10, й20 ^  (+ 0). 1(0>)
п а  7<2) =  й<2)= "0  га зга бўламиз.

Демак, биз иккинчи вариантдаги I) ҳолга дуч келдик. Минимал кўпҳад- 
нинг бўлувчйсини қуйидагича топамиз:

<Роф=|.
<рДХ)=Х — 5 ,
+(Х) =  (X +  10) (X — 5) +  54 =  Х2 +  5Х +  4.

Бундан кўринадики, X, = —4, Х2 =  —1 хос сонлар бўлар зкан. Учинчи хос 
сонни топиш учун матрицанинг изидан фойдаланамиз:

Дго :

= (—54,
(Л+1),

-300, 480)',
6 <0 ) )

54

14 — 25: -- 4 +  X; - 1 .Х3 =
Х ос векторларни топиш. Баённи к.исқартириш мақсадида А 

матрица симметрик бўл^ан х^таи қарайлик. Фараз қилайлик, Лан- 
цош методини қўллаб, 7. к> =  ■ га эга бўлган бўлайлик. Айтайлик, /ч 
с<°> вектор минимал кўпҳади г|з-(о)(х) нинг бирор илдизи бўлсин.

1 У ҳолда бу хос сонга мос келадиган д:<‘) хос векторни қуйидаги 
кўринишда излайми?

х<« =  Роё(0) +  + + >  +  • • • +  Р*-|" ^ 1». (3.4)
Кейин А х (1) — Х(х«> шартдан ва олдинги пунктдаги

Л > )  =  + )  +  £ „ > ) ,  _  •
Ас<1) =  С<2) +  ёХн+Ч- £аоС(0>,

А? к~2) =  С +-1) +_§-*-1,А-2  + * -2) +
Ас<*-1) =  ё к - 1 .к- 1  <+-1) +  ё ь - и  к - 2 С(к- 2> 

тенгликлардан фойдаланиб, (3.4) тенгликни қуйидагича ёзиб ола- 
миз: -

;(1) +  £)0 О  +  (С<2) +  ёп С (1) +  #20 ^<0)) +Р о ^  +  ё + о ^ )  . . .  _ . . .
+  §к- 2 (<+ !) +  ёк- 1̂ к-г с(к 2) +  £к- 1 ,_к-г с{к 3)) +  

+  Р*_1 (ёк, к-1 £ (й_1) +  £к-\, к-2 с(*£2)) =
. “ >ч Ро+ 0)+  +  . . .  +>чР б-1 с(/г +

+

Бундан с <0), с (1), . . .  , с (к 11 векторларни чизиқли эрклилигини ҳи- 
собга олсак, қуйидагилар келиб чиқади:

?0 (̂ 1 £ + ) &20 р1 ^
?1 (>Ц £ + ) ёз1 Р2 Ро ~

......................................................  (3.5)
Ра-2  (Ч £к- 1, к- 2 ) &к, к-2 Рй—1 Р*-3 =  >̂

' Р*—1 (̂ 1 ёк, к-1) Р*—2 =  '
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Б у ердан кўрамизки, $к_ 2, Рй_3, . . . . .  ро лар §к_х га пропорцио-' 
налдир. Шунинг учун ҳам рй-1 =  1 деб олишимиз мумкин. У ҳол- 
да қолган ^  козффициентларни кетма-кет топамиз:

$к-2 =  '~1 ~  §к , к -1' '
Рй-3 =  к -2  (Х/ -  ё к - 1. к-2 ) -  ё к, к- 2 , '

Ро =  Р, ( ^ - £ 21) —ЯиРа- !|
Крилов методига ўхшаш (3.5) тенгликлардаги биринчи тенгАик қол- 
ганларининг натижаси бўлиб, у с (0) вектор минимал кўпҳадининг 
/- =  Хг даги ифодасидир. Бу тенгликдан ҳисоблаш жараёнини кон- 
трол қилишда фойдаланиш мумкин.

Агар биз қуйидаги кўпҳадларни киритсак:

То (Х) =  1, '
?1 (X) =  (X — й_,) «Ро (Я.),
%  (^) =  (^ —  ёк-1. й-г) ь  (х) —  ёк , к -2%  (х), (3.6)

(<Р* (Х) =  (>• — ё\о) 9к- 1 М  — ^ 20Т*-2  М ,
у ҳолда X; га мос келадиган хос векторни қуйидагича ёзиш 
мумкин:

^ ) =  ?,_1(>ч)с(0)+ ? /е_2( ^ ) с (1)+  . . .  + < Р о № * - 1).
(3.6) тенгликдаги срк(Х) кўпҳад Рк (л) кўпҳад билан устма-уст 
тушади.

4- §. А. М. ДАНИЛЕВСКИЙ МЕТОДИ

Хос сонлар муаммосини ечишнинг содда ва тежамкор усулини 
1937 йилда А. М. Данилевский таклиф этдн. Бу методнинг ғояси 
берилган матрицани ўхшаш алмаштиришлар ёрдамида Фробениус~

Г  Р1 р2 Ря • • • Рп- 1 Рп1
1 0 0 , • • • 0 0

р  = 0 1 0 . . . . 0 0

1_ 0 0 0 . I о 1
нинг нормал формасига келтиришдан иборатдир. А ва Р  матрица- 
лар ўхшаш бўлганлиги учун улар бнр хил характеристик кўпҳадга 
эга. Лекин Р  матрицанинг характеристик кўпҳадини бевосита ёзиш 
мумкин. Ҳақиқатан ҳам, Д (X) =  бе! (Р — X Е) ни биринчи сатрэле- 
ментлари бўйича ёйиб чиқсак:

Г л - х Р2 Рз • • • • Рп- 1 Рп
£ ( Х ) =  1 ^

—  А 0 . . . . 0 0

1-° * 6 ' 6 1 —  X

=  ( Р , - П ( - ^ - 1- рЛ —>')я- 2+ р Д - -3+  .
+  ( - 1 ) " - 1 +  =  ( -  1)я- 1 (*я- р , * я- 1 - р Д й- г - ------- - Р п).
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Шуидай қилиб, Фробениус матрицасининг биринчи сатр элемент- 
ц]||)п ри р2, . . .  . рп унинг хос кўпҳадининг мос равишдаги коэф- 
фнцпентларидан иборатдир. А ва Р  матрицалар ўхшаш, яъни Я==» 

Л'"‘ Л5 бўлганлиги учун, р(Ц А матрицанинг ҳам хос кўпҳади- 
шр.

А матрицанинг элементларига боғлиқ равишда Данилевский 
м^тодида регуляр ва норегуляр ҳол учрайди. Аввал регуляр ҳолни 
кўриб чиқамиз.

Фараз қилайлик, А матрицанинг ап п_х элементи нолдан фарқли 
оўлсин. Биринчи қадамда А матрицани ўнг томондан

МЯ-1

1 0 . . .  . о 0 0
0 1 . . .  . о 0 0
. • • . • • • . . . . ’ •
аш ап1. ап. я —2 1 а

а п,п-\ ' ап, л- 1 ' ап, я —1 ап,п-1 а
0 0 . . . . о 0 1

яя
п, п —1

матрицага кўпайтирамиз, натижада

В (0) =  А М п_ х
Ъ
0
я-1. 1

Ь,2 • • • • ь \ .п -г Ь\п
ь ^  . . • ‘ Ь2, я—1 Ь2п

ь , „ . . • • Ь \   ̂1 ь ’п—1, п—1 л—1, п
0 . . . . 1 0

ҳосил бўлади. М п_ 1  матрица А ва бирлик матрицалар ёрдамида 
қуйидагича тузилади:

1 ) бирлик матрицанинг (п — 1 )-устунининг элементларини 
а п л-] Ф  0 элементга бўламиз,

2) ҳосил бўлган устунни. А матрицанинг п- сатрининг ап 
ап2 • • ■ > ап п-2  элементларига кўпайтириб, мос равишда бирлик
матрицанинг 1 , 2 , ............п — 2 , п -устуни элементларидан айира-
миз, натижада Мп_г матрица тузилади. .

Матрицаларни кўпайтириш қоидасига кўра В{0) матрицанинг эле- 
ментлари қуйидаги

Ч, я—1
О-П, Т1 — 1 (7 =  1 , 2 , ............ п\ 7 ф п — 1)

Ьгг, п — 1 а1, П- 1
ап, л-1 (I =  1 , 2 , . . .  , п)

формулалар ёрдамида ҳисобланади. Лекин қурилган В (0) =  АМп_х 
матрица А матрицага ўхшаш эмас. Ўхшаш алмаштириш ҳосил қи. 
лиш учун тескари М п - 1  матрицани чапдан В (0) га кўпайтириш ке- 
рак:

М-п1х А М п_, =Мп1.1 В (0).
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Т е с к а р и  м а тр и ц а  М ~ ^ қ у й и д а г и

г  1 0 0 0  - I
0 1 0 0• • • • • •

ат ап2- * • • ап, л—1 апп
Ь  0 0  . . .  . 0 1 . 2

к ў р и н и ш г а  э г а  эк а н л и ги н и  б е в о с и т а  тек ш и р и б  к ў р и ш  м у м к и н . 

Мп~\  м а т р и ц а н и  Д (0> м атр и ц ага  ч а п  т о м о н д а н  к ўп ай ти р и ш  у н и н г  
о х и р г и  сат р и н и  ўзга р ти р м а й д и . Ш у н и н г  у ч у н  ҳ а м  Д а н и л е в с к и й  
м ет о д и н и н г  би р и н ч и  қ адам и  б а ж а р и л г а н д а  б и з  қ у й и д а г и  к ў р и н и ш -  
г а  э г а  б ў л г а н  м атр и ц ан и  ҳ о с и л  қилам из:

А 11) -  М ^ г А М ^ -

Г „ (Ч
#11
„(1)
#21

/т(1>#12 . . . .
л (1>#22 • . • . # П - 1

« й »

л (1> # л —1, 1
{ - о

& я—1, 2 • • • 
0  . . . .

л О)# л —1, л—1 
1

/»<>) 
# л —1,л
0

Б у  ер д а  #{}> қ у й и д а г и  ф о р м у л а л а р  ё р д а м и д а  ҳ и с о б л а н а д и :

а1р —  Ьц (1 <  / < я  — 2 , 1 < у < я ) ,

в в -1 .1 И  а п к  Ь к }
А = 1

П ).

Э н д и  Л (1> м а тр и ц а н и н г  а„12. п- 1  э л ем е н т и  н о л д а н  ф арқ л и  д е б  ф ара»  
қ и л а м и з. У  в а қ т д а  Д а н и л е в с к и й  м е т о д и д а г и  и к к и н ч и  қ адам  б и р и н -

ч и  қ а д а м г а  ў х ш а ш  б ў л и б ,  А' м а тр и ц а н и н г (п —  2 )-са т р и н и  Ф р о  
б е н и у с  ф о р м а си га  к ел т и р и ш д а н  и б о р а т д и р . Б у  а л м аш ти р и ш л ар  н а т и -  
ж а с и н и  қ у й и д а г и ч а  ёзи ш  м ум кин:

л (2) =  м ~12а {1) м п_ , =  м ;12 лгл_2 =
| - Д 2> „ ( 2)

Й1, л - 2 Д 2>«1 . л—1 а{2>

2 , 1
л <2) „ (2) „(2)

2, л—1 а я - 2, л—1 # л —2» л

Б у  ер д а
• • • •

1
0

0
1

0
0

0
0

1 . . .  0 0 0 0
0 . . .  0 0 0 0

Л<1) 1 <2л—1 , л —3 1 / » (1># л —1, л —1
„ ( I )
<^л—1, л

# л —1, л —2 # л —1,п —2 # л —1 ,л —2 # л —1, л —2 & л —1, л —2
0 . . .  0 0 1 0
0 0 0 0 1
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м ~12 =

1 0 . . . . 0 о “1
0 1 . . . . 0 0

- ( 1) „(1) „(1)ап- 1.2 О-п—1,2 ) • • 7̂1 — 1, п—1 ип—1, п
0 0 . . . 1 0
0 0 " . . . 0 1

Бундан ташқари

Ь\}> =  ац'
м\ ап—1, / , ,  ■—

Ш.п~ 2  ■ ДГ> ( / ■ =  1, « ;  7 =#=л — 2),
.“ ■ л— 1, л — 2

„ ( 2)  .
( 2) (2 ) 

л—2 — л(1) . ’
0«-!. п —2

ь1 }> у= 1 ,п - з ) ,

„( 2) . 
й - л - 2 ,  /

V  л (0 лО) Д/ ‘ Лл —1, А '
А=1

Бу жараённи давом эттирамиз. Агар а„, „_]=А0, а(„%, „_2 =АО, 
. . . . , а (2?-2> =/= 0 бўлса, у ҳолда Данилевский методининг (п— 1)- 
қадамидан кейин қуйидагига эга бўламиз:

а <-п~1)= м г 1 ... Мп1\АМп_х . • . м х= з ~ '

„(п-!)а Х\ ац . 
1 0 . .

• аГяЛ  а[п~1)~ 
. 0 0

Р\ Р̂  • • 
1 0 . .

• • Р„. \ Рп 
. . 0 0

оо
I . 1 0 _ I--

--- о о
' • о

Шундай қилиб, дастлабки А матрица 8 =  Мп_ х Мп_ 2 ... Мх глат- 
рица орқали ўхшаш алмаштириш ёрдамида Фробениус нормал фор- 
масига келтирилади ва шу билан хос кўпҳад

р  (X) =  X" — Рх X"-1 . . .  . — рп
топилади. .

Данилевский методидаги норегуляр ҳол. Энди норегуляр 
ҳолни кўриб , чиқайлик. Фараз қилайлик, Данилевский методининг 
{п — /Ь)-қадами бажарилсин ва шу билан бирга А(п~к) матрица- 
нинг а̂ кЛ- 1 элементи нолга тенг бўлсин. Навбатдаги (п — к +  1)- 
қадамни юқоридаги усул билан бажариш мумкин эмас. Бу ерда 
икки вариант бўлиши мумкин. ,

1) Фаразқилайлик, А(п~к) матрицада а[п,~кк1х элсментдан чапроқда, 
масалан, и элемент (г '< й  — 1) а[пГ к) */= 0 бўлсин. Бундай вақтда 
норегуляр ҳолни регуляр ҳолга келтириш мумкин. Бунинг учун 
А{п~к) матрицада (к — 1)- устунни I- устун билан ва худди шу 
номерли сатрларни ҳам ўзаро алмаштириш керак. Бундай алмаш- 
тиришни қуйидаги кўринишда ёзиш мумкинлигини бевосита тек- 
шириб кўриш мумкин:

и Л <п-к) Ц'
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бу  ерда

£/ =

1 ( к - \ )
• 1 0 .

0 1 .

‘ ‘ 1 ’
.......................0 . . . . 1 . . (0

.......................1 . . . . 0 . . ( к -
• 1 • 1

* 1 0— 0 1

&А(п ' II алмаштириш А1п к) матрица учун ўхшаш алмаштириш- 
дир. Ҳақиқатан ҳам, бу алмаштиришни икки марта бажарсак, ав* 
валги матрицага келамиз, демак I I ’* =  Е ,  яъни I I  =  1 1 ~ ' .  Бундан
11А<‘п } и  =  V 1 А<п к) Ц ўхшаш алмаштириш эканлиги келиб 
чиқади.

Бу алмаштиришдан кейин Данилевский методидаги кейинги қа- 
дамни регуляр ҳолдагидек бажаришимиз мумкин.

2) Фараз қилайлик,

— иЬ2 — . . . =  йк,к — 1 =  0

бўлсин. У ҳолда А<п к) қуйидаги кўринишга эга бўлади:
~ /,(«-*) #11

(л—А) 
• . #1, к- 1 \а [1~ к) . а [пп~к) ~

(п—к) 
й>к-1,1 . Л*~к)• . й к-\ ,  £—1 ! 4 л-!%  . „("-*),. йк—\,п — а{п-1 к)п
о  . . . 0 1 «<«-*)| йкк • • л (п-*)• п—1 п (п~к)йкп
0  . . . 0 1 1 . . .1

0 0

_0 . . . 0 1 о . . . 1 0  _

р(п-к)

0

£.(п-к) 
р(п—к)

Бу ерда Р<п ^Фробениус нсрмал формасига эга бўлган (п—А+1)« 
тартибли квадрат матрица, В(п~к) эса (к — 1)-тартибли квадрат 
матрица. Лаплас теоремасига кўра:

йе! (А(п~к) -  ХЕ) =  с!е1 (В{п~к) -  ХЕк_х) йе! (Р{п~к)—\Ея_к+,), (4.1)

яъни Р(п к) матрицанинг хос кўпҳади Л матрица хос кўпҳадининг 
бўлувчисидир. (4.1) тенгликдан кўрамизки, Л матрицанинг хос 
кўпҳадини топиш учун яна В(п~к) матрицанинг хос кўпҳадини то-
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111Ш1 керак. Буни зса юқорида келтирилган метод билан бажариш 
мумкин. Данилевский методи хос кўпҳадни топиш методлари ора- 
сида энг тежамкор метоДДир. Ҳисоблаш жараёнини контроль қилиш 
учун топилган /ҳ козффициентни матрицанинг изи билан таққос- 
лаш керак.

Данилевский методи билан хос векторни ҳисоблаш. Агар
А матрицанинг хос сонлари маълум бўлса, А. М .  Данилевский 
методи билан унинг хос векторларини аниқлаш мумкин. Фараз 
қплайлик, X А матрицанинг ва демак, унга ўхшаш бўлган Р  Фро- 
оеииус матрицасининг хос сони бўлсин.

Р матрицанинг берилган X хос сонига тегишли бўлган у  =  
= (У1, у2, . . • , УпУ хос векторини топамиз. Р у  = Х у  бўлганли- 

ги учун (Р — Х£ ) у  =  0 ёки

Г Р 1 — х Р2 ■• " " Р п  —  1 р Л Г 1
1 — X . . . . 0 0 у 2

0 0 " — X 0
1

0 0 . . . . 1 — х АЬ У п  -1
Бундан эса у хос векторнинг у 1( у 2, . . .  у п координаталарини то- 
пиш учун қуйидаги чизиқли алгебраик тенгламалар системасига 
эга бўламиз:

(Р1 ~ У 1 +  Р2У2 +  • • •  + Р л>’л =  0. 
У х  — Ху2 = 0 ,

Уъ ^У з ^  0 ,

Ул- 1  — ХУя =  0
Бу системадан

У„-1 = ХУл.
У„-2  =  **УП.

(4.2)

У1 = ^ _ 1 Ул

ни топамиз. Хос вектор хоссасига кўра у п =  1 деб олишимиз мум- 
кин, у ҳолда '

У1 — 1 .
У п -  1 = Х ,
У „ -2 =  ^ ,  (4 .3 )

( У ) =Х«-> ^

га эга бўламиз. Демак, изланаётган хос вектор у =  (Х*-1 , X"- *, 
. . .  , 1) кўринишга эга. (4.3) ни (4.2) системанинг биринчи тенг- 
ламасига олиб бориб қўйсак, у

Р ( X )  * = \ п —  р х Х*- 1 ------- — р„ =  0
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кўринишга эга бўлади, бу эса ҳисоблаш жараёнини контрол қи- 
лишга хизмат қилади. Ўхшаш алмаштириш матрицаси 5  маълум 
бўлса, А матрицанинг хос векторини топиш қийин эмас. Ҳақиқа- 
тан ҳам, агар л: А матрицанинг X хос сонига мос келадиган хос 
вектори бўлса, у ҳолдах: =  5 у  бўлади, чунки Я у  =  Ху ва Р =  
=  5 - 1 Л 5 бўлганлиги учун 5 - 1 Л 5 у  =  Ху дир. Бу тенгликнинг 
ҳар иккала томонини 5  га чапдан кўпайтирсак, Л 5 у  =  Х 5у келиб 
чиқади.

Шундай қилиб, 5  матрица маълум бўлса, А матрицанинг хос 
векторини топиш қийин эмас. Данилевский методининг регуляр 
ҳолида ва норегуляр ҳолининг биринчи вариантида 5  матрицани. 
бевосита ёзиш мумкин. Масалан, регуляр ҳолда

8 =  Мп_г М „_з . . . М х.
М х ( г = 1 , п — 1 ) матрицалар бирлик матрицадан фақат битта 

сатри билан фарқ қилганлиги учун

х  =  5 ~ ў = М п_хМ п_ и . . .  М х~ў (4.4)

векторни топаётганда аввал 5  == Мп_х Мп_ 2 .... Мх кўпайтма- 
ни топмасдан у векторни кетма-кет М %, М 2, . . . , М„_х матри- 
цаларга кўпайтириш маъқулдир. Зэкторни М% га кўпайтирилганда 
векторнинг фақат битта координатаси ўзгаради.

Данилевский методидаги норегуляр ҳолнинг иккинчи вариантида 
матрицанинг хос векторини бў йўл билан топиб бўлмайди. Бундай 
ҳолда хос векторни Крилов методида кўрсатилган усул билан то- 
пиш маъқулдир.

М и с о л. Қуйидаги
'  23 —9 —2 0 '

__4 23 0 —2
г —8 0 23 —9
Г қ  0 —8 —4 23 -

матрицанинг хос сонлари ва хос векторлари топилсин.
Е ч и ш. А. М. Данилевский методи ёрдамида қуйидагиларни ҳосил қи- 

дамиз:

А (Х)=  М 2 Х А М г=  '

-  1 0 0 0 ” " 23 —9 —2 0“ -  1 0 0 0“
0 1 0 0 —4 23 0 —2 0 1 0 0

0 —2
1 23

0 —8 —4 23 —8 ■ 0 23’ —9 — 4 4
_ 0 0 0 1_ _ 0 —8 —4 23 _ _ 0 0 0 1_

1 23 1
—23 —5 2 2

= —4 23 0 — 2
64 0 46 -4 7 7
0 0 1 0 •www.ziyouz.com kutubxonasi



Бу ерда Данилевский методидаги норегуляр ҳолнинг биринчи вариантига дуч 
келдик. Шунинг учун ҳам /1(1) матрицани чап ва ўнг томонидан

£/ =

и ади:

■ 0 1 0 0 '
1 0 0 0
0 0 1 0

.  0 0 0 1 -

- ва 2- устунларнинг ўринлари

23 —4 0 —2“
-5 23 1 23

2 ~  2
0 64 46 —477
0 0 1 0 _ • .

Бу матрицага Данилевский методининг навбатдаги қадамини қўллаймиз:

д(2> =  м^1 гм(1) ЦМ2 =
“ 1 0 0 0_ 23 - 4 0 - 2“ 1 0 0 0 _

1 23 1 46 477
0 64 46 -477 - 5 23 2 2 0 64 64 64
0 0 1 0 0 64 46 — 477 0 0 1 0

_ 0 0 0 1_ _ 0 0 1 0 _ 0 0 0 1 _

23 —
1 46 509
16 16 ' "16

= 320 69 —1503 10235
0 0 0
0 0 1 0

Л(3) = м - 1Л(2) Л*1 аз

1 46 509“—320 69 —1503 10235 23 —Тб 16 ~ Т б
0 1 0 0 —320 69 —1503 10235 X
0 0 1 0 0 1 0 0

_ 0 0 0 1 _ _ 0 0 1 0..
-  I

320
69

320
1503
320

10235-]
320 92 — 3070 43884 —225225

0 1 0 0 = 1 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0

Ь о 0 0 1_] 0 0 1 0 _|
Демак,

Р (X) =  X* — 92 X3 +  3070 X* — 43884 X +  225225. 

Кўпайтувчиларга ажратиб,

Р (X) =  (X — 13) (X — 21) (X — 25) (X — 33) 

ии ҳосил қиламиз. Бундан эса хос сонларни топамиз:
X, — 13, Хд =  21, Хд =  25, X* =  ]3.
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Энди хос векторларни топамиз. Бу ерда 5 =  М3 11М3 М^ бўлганлиги учун 
(4.3) — (4.4) формулаларга кўра

:(1) =  Мг Ц М3Мг у ({) = М311М2

МЛ

~ 1 69 1503 10235“
133320 320 320 320

0 1 0 0 132
0 0 1 0 13

_ 0 0 0 1 _ _  1 _

_1_
64
0
0

0 0

46 477 
'64 64 

1 0
0 1 _  _  1 _

' 1  ‘ 
2

132
13

=  М,

0 1

1 0

0 
-  0

0

0
1_

Г
2
З̂
4
13

_ 1 _

0 0

" 3 “
4 1 0 0 0

1 , 0 1 0 02

0— 2 —
1 23

13 4 4
1 0 0 0 1

~ 3 ~ “ 3~ —  —

4 4 3
1 1

1 2
2 — 2

13 3 “  4
6

2
1 1 4

Шундай қилиб, л:*1* =  (3,2,6,4)'. Шу йўл билан ҳисоблаб, қолган хос вектор- 
ларни ҳам топамиз:

х {2) =  (3, 2, — 6, 4)' , х {3) =  (3, — 2, 6, — 4)', л:(4) =  (3, — 2 , - 6 ,  4)'.

5- §. ЛЕВЕРЬЕ МЕТОДИ

А матрица
Р  (X) =  X» -  Л Х»-‘ -  р2 X»-’ -  . . . -  рп (5.!)

хос кўпҳадининг илдизларини Ҳ , Х2, . . . , Хл билан, шу илдизлар- 
нинг симметрик функцияларини эса 8к билан белгилаймиз:

П
5 ,  =  ^  {к =  ~ п ) .  (5.2)

1=1

Хос кўпҳаднинг коэффипиентлари р, , р 2 , . . . , Рп билан 5к ларни 
боғлайдиган қуйидаги Ньютон формулалари мавжуд:

Р\ $к~ 1 • • • — Рк- 1 — кРк — 0 {к — 1, п). (5.3)
Бу формулалардан кейинчалик ҳам фойдаланамиз. Уларни исбот- 
лаш учун Р(Х) ни қуйидагича ёзиб оламиз: ,

РО )  =  (X — х,) (X — Х2) . . .  (X — хй).
Бу тенгликни дифференциалласак,

п пп ( Х - Х у)
(=1 /=1,/*1

V  Р(1) (5.4)
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айният келиб чиқади. Бу айниятнинг ўнг томонини ҳисоблаймизг 

=  х» -1  +  ( _  р, +  X,) Х«-2  +  ( -  р, -  р, X, +  +) X"-3  +  . . . +

‘ +  (~Рп-1 -  Рп-2 . . .  -  Р. хг 2+  ХГ1) (5.5>
(г *я 1 ,2 , . . .  , л).

Иккинчи томондан
Р' (л) =  п Хп —1 — (га — 1) р, Хл -2  — (п — 2) р2 Хл_3 — . . . — р,,_! 

ни ҳисобга олиб, (5.4) айниятни қуйидагича ёзиш мумкин:
Р'(Х) =  лХя -1  — ( « — 1) р, Хл-2  — (п — 2 )р 2Хл- 3 — . . . .— рп_ , = г  

ш 11X»- 1  +  ( -  П р, +  Г )  Ал-а +  ( -  П р г -  р, 5 , +  5 а) Х«-3  +
+  (— п р3 — р2 5 , — р, 5 2 +  5 3) Хп 1 +  . . .  +

+  (-- /1р„_| --- Рг;-'2$1 Р , - з Г  . . .  Р1 5п_2 +  5,_!).  (5.6);
Бундан қуйидагилар келиб чиқади:

— (п —  1) Р\ =  — лРг + 5 1(
— (я — 2) р2 =  — п р2 — р, 5  ̂ +  5 2,
— (я — 3)рз =  — / г р з - р 2 5 , — р , 5 2 +  5з, (5 .7)

■ Рл —1 : ^ Рп — 1 Рп— 2 5 , . . .  Р] 5 Я_ 2 +  5 й_ 1 .
Бу тенгликларни соддалаштирсак:

5^— р, =  0 .
5 2 — Р , 5 , — 2 р 2 =  0,

5 3 — Р1 5 2 — р2 5 , — 3 р3 =  0, (5 .8 )

, 5„_, - Р 1 5 я_ 2— . . .  - р я_ 2 5,  — (л— 1)ря_,  =  0.
Булардан кетма-кет р , , р 2, . . . , р„_! ларни аниқлаймиз. 

рп ни ҳосил қилиш учун қуйидагилардан фойдаланамиз:

+  (М  ==^ — Рх М1-1  — • • • — Рп — 1 — Р„ =  0
т1 (У  =  X" — Р, х«- 1  _  . . . — Рп—\ — Рл =  0-

+  ( + ) = ^ - Р Г + ' 1 - .  . . - Р н - х К - Р п ^ О -  
Энди буларни қўшиб,

5 Я -  р, 5 Я_,  -  . . .  — р „_1 Г  -  п рп =  0 (5 .9)
тенгликка эга бўламиз. Бу тенглик (5.8) билан бирга Ньютон 
формулаларини беради.

Хос кўпҳад козффициентларини (5.8) — (5.9) лардан фойдаланиб 
кетма-кет қуйидагича ҳосил қиламиз:

Р1 — 5 ,,
Р2 — ~2 (5 2 Р1 5 4),

Рп =  (5Я — Р1 5 Я_! . . .  Р я -1 ^ 1)*

12— 2105 17Т
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Агар 5 1( 5 2, . . .  , 5 Я маълум бўлса, бу формулалар ёрдамида 
Р у, Р 2 , ■ • • , Рп топилади. Маълумки, 5 , Л матрицанинг изига тенг:

5* =  Х2 . . .  Хл =  1г А.
Иккинчи томондан X*, X*, . . .  , X* лар Л* — матрицанингхос 
чонлари эканлигини ҳам биламиз, шунинг учун ҳам

5* =  Х} +  Х£+ . . . +  х‘ =  *г Л‘ =  2 Х * ).
1=1

Шундай қилиб, Р  (л) хос кўпҳаднинг козффициентларини топиш 
учун Л2, Л 3, . . .  , Ап матрицаларни ҳосил қилиб, уларнинг изи

П
5 а =  2  а!Р (£ =  1 , п) ни топиш керак.

1=1 ' ■

Матрица изини топиш учун бу матрицанинг фақат диагонал 
элементларини билиш кифоядир. Шунинг учун ҳам т =  \̂ 1  ̂ !  ̂деб
•олиэ, Л2, Л3, . . . , А т ни ҳосил қилиш ҳамда А т+1, А т+2, . . . , 
А п матрицаларнинг фақат диагонал элементларини ҳисоблаш керак. 
Бу эса ҳисоблашни анча қисқартиради.

Шунга қарамасдан Леверье методи жуда кўп меҳнат талаб 
■қилади.

М и с о л. Леверье методи билан
‘ —1 2 2 0 ’ *

А =
2 1 3 2
2 —1 2 3

- 0 2 1 - 2  .

матрицанинг характеристиқ кўпҳади топилсин.
„ „ Г4 +  ПЕ ч и ш. Бу ерда т =  — | =  2 булганлиги учун Л3 ни ҳисоблаб, Л* 

жа А4 лариинг фақат диагонал элементларини топамиз:

Л3 =

'  —1 2 2 о -| ' — Г 2 2 0 ' ~ 9 —2 8 10"
2 1 3 2 2 1 3 2 6 6 15 7
2 —1 2 3 2 —1 2 3 =

0 7 8 —2
- 0 2 1 —2 _ .  0 2 1 —2 . - 6 —3 6 11-

Лз =

—1 2 2 0 
2 1 3  2
2 —1 2  3
0 2 1 —2

~ 9 —2 8 10 '3  ~
6 6 15 7 17
0 7 8 —2 —

35
- 6 —3 6 11 . . - 1 0  .

Л‘ =

9 —2 8 10
6 6 15 7
0 7 8 —2
6 —3 6 1Г

~ 9 —2 8 10 ~ ~ 129 ~
6 . 6 И 7 108
0 7 8 —2 — 159

л .  6 —3 6 11 . - 148 .
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=  1г Л -  — 1 +  1 +  2 — 2 =  0,
52 =  1г Л2 =  9 +  6 +  8 +  11 =  34,
53 =  1г Лз =  3 +  17 +  35 — 10 = 45,
5 4 =  1г А* =  129 +  108 +  159 +  148 =  542.

Энди (5.10) формулалар ёрдамида 

Р\ =  51 =  0,

Рз — ~2 $а  — Рг^И ~  17, 

р3=  ■д- (53 — Р\ 52 — Рч 5х) =  15,

Рз— ~^ ( $ 1  — Рг 53 — Ра — Рз 50  =* 9

Демак, бу ердан

ларни топамиз.
Демак,

р  (X) =  — 17 Х2 — 15 X +  9

берилган матрицанинг характеристик кўпҳадидир.

6- §. Д. К. ФАДДЕЕВ МЕТОДИ

Д . К. Фаддеев Леверье методини шундай такомилдаштирдики 
натижада, берилган А матрицанииг хос кўпҳадини топиш билав 
бир вақтда унга тескари бўлган А~1 матрицани ҳамда А матри- 
цанинг хос векторларини ҳам топиш мумкин бўлади.

Леверье методидаги А, А 2, . . .  , Ап матрицалар кетма-кетлиги 
ўрнидаги ушбу Аи Аг, . . .  , Ап кетма-кетликни Д . К. Фаддеев 
қуйидагича аниқлайди:

А̂  — А,  1г А\ с]и В̂  — А̂  с]\ Е,
Ая =  АВи —2 ^ = ? 2> В2 =» А2 д2 Е,

А -П - 1 =  А В п _ 2 , п  —  \ —  ^я-1> ^ п - 1  —  -^«-1 Я п - 1

л„ =  л в „ _ „ + ! = ' Яп> Вп Ап <]п Е.

(6. 1>

Бу ерда қуйидагиларни исботлаймиз:
З) ?1 =Рг  ?2 = Р 2, • • • > Яп^Рпг 
в) Вп ноль матрица;
в) агар А махсусмас матрица бўлса, у ҳолда

Рп
Математик индукция методи билан аввал а) ни исботлаймиз. Рав- 
шанки, рх =  {гА =  д̂ . Энди фараз қилайлик, Ц \ = р и Яа — Ри 
. . . , дк_х =  рк_\ бўлсин, у ҳолда <7* =  рк эканлигини кўрсатамиз.
(6 . 1) дан ва юқоридаги фараздан қуйидагини ҳосил қиламиз:

А к =  А к -  ях ЛА"‘ -  ... - Я к- 1 А = А к — Р\Ак2 х— - Р а- 1  А.
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1г Лл =  &9а =  1г Л* — рл 1гА к~> — . . . —рь_ х\тА =.
“  Р \ $ к ~ \  • • •  — Р к - \ $ 1 -

Бу ердан Ньютон формулалари (5.3) га кўра к(]ь =  крь, яъни уь =  
-= р А. Бу гса биринчи тасдиқни исботлайди.

Иккинчи тасдиқни исботлаш учун Гамильтон — Кели теорема- 
сидан фойдаланамиз:

=  Ап — РпЕ = А п — Р\ Ап~1 — . . .  — рп Е =  0.

Бу тенгликка кўра Ап =  рпЕ, (6. 1) дан эса Ап =  А-Вп_^
Демак,

Д е м а к ,  ’

Л - 1  = В п- \
Рп '

Шу билан учинчи тасдиқ ҳам исботланди. Юқорида ҳосил қилин- 
ган Ап—рпЕ тенглик контроль вазифасини бажаради, агар Ап мат- 
рица скаляр рп Е матрицадан қанча кам фарқ қилса, ҳисоблаш 
■шунча яхши олиб борилган бўлади.

М и с о л. Қуйидаги

А =
1
2

. 3

2 3 
1 2 
2 1

матрицанинг хос кўпҳадини ва А~\ ни толамиз. 
Е ч и ш. (6.1) формулага кўра

* 1 2 3 ' г—2 2 3 '
2 1 2 , Р, = 3, 5, =  2 —2 2

. 3 2 1 . 1 з 2 - 2

' II 03II

'  11 4 1 ' 
4 6 4 . Р-2 =  14, В2 = [1 1 ОО

 .£
>. 1 '  

4
. . 1 4 11 . 1 1 4 - з .

=
8 0 0 1 
0 8 0 
0 0 8 )

Демак, Рз = 8 бўлиб,

ва
Рз (X) =  Ҳз — 3X2 — ] 4 х — 8

Л- 1  =

3 1 1 '
8 2 8
1
1 — 1 1

1
1 1 3
8 2 ~  8

Энди хос векторларни топиш масаласини кўрайлик. Юқорида 
аниқланган Вх, В3, . . . , Вп_х матрицалардан фойдаланиб,

(2 (Х ) - ,Х » - ‘ ^  +  Х » - *5 1 +  Х » -з5а +  . . .  +  в аш1
180 www.ziyouz.com kutubxonasi



матрицани тузамиз. Агар Л матрицанинг барча X,, Х2, . . .  , Х„ хос 
сонлари бир-биридан фарқли бўлса, у ҳолда (2 (Хд.) матрицалар ноль 
матрица эмаслигини кўрсатиш мумкин. Энди 0  (ХА) матрицанинг 
ҳар бир. устуни А матрицанинг Хй хос сонига мос келадиган хос 
вектордан иборат эканлигини кўрсатамиз. __

Ҳақиқатан ҳам, В} — — р^Е ( у = 1 , я ) в а Х А хос кўп-
ҳаднинг илдизи бўлганлиги учун

(ХЙ£ - И ) С ( Х Й) =
=  (Хк Е  — А) (ХГ1 Е +  В, +  . . . +  хй Вп_ 2 +  Вп_ ,) =

=  К Е +  X* 1 (Ву— А) +  . . .  +  Хй (В, — АВп_2) — АВп_ г =*
=  (4  — Рх аГ 1 — . . .  — Рп)Е

яъни

бундан эса 

ёки

(Ха£ - А ) 0(Хй) =  0,

(ХА Е — А )х  шт 0.

А х  =  \кх
келиб чиқади, бу ерда х: вектор <3 (Хй) матрицанинг ихтиёрий ус- 
туни. Албатта, хос векторни топиш учун 0. (Х4) матрицанинг ҳамма 
устунларини эмас, балки унинг бирор устунини топиш кифоядир. 
<3 (Хл)  матрицанинг и устунини қуйидаги рекуррент формуладак 
аниқлаш маъқулдир: '

и0 =  е, =  ХА 1 +  ,

бу ерда Ь( Вг матрицанинг бирор устуни бўлиб, е эса бирлик мат- 
рицанинг шу номерли устунидир. Бу ҳолда

— Ц, д 11

7- §. НОАНИҚ КОЭФФИЦИЕНТЛАР МЕТОДИ

Характеристик кўпҳадни ёзиш мураккаб масала эканлигини ай- 
тиб ўтган эдик. Ноаниқ коэффициентлар методи манашу мураккаб 
масалани анча содда масалага, яъни О (X) =  (1е1 (А — X Е) ни X =  
=  0 , 1 , . . . , п — 1 қийматларда ҳисоблаш ва битта сонли матри- 
цанинг тескарисини топишга олиб келади. Олдинги бобдаги ме- 
тодларнинг бирортасини қўллаб, 0(0),  0(1),  . . .  , 0 (п  — 1 ) ни 
ҳисоблаймиз, натижада хос кўпҳаднинг ри р2, . . . , Рп коэффи- 
циентларини топиш учун қуйидаги чизиқли алгебраик тенгламалар 
системасига эга бўламиз:

Рп — (— I)4-1 Е> (0),
(—\)п ( \п — р, • \п~х — р г  1 я“ 2 — 

• (— 1) ’? (2п — р^-2п~' — р2 2п~2 —
- Р п ) = * 0 (  1).
— Рп) =  0 (  2), (7Л)

. (— \)п( ( и -  \)п— р 1(п. — \)п~1— р2(п — \)ч~*— ... — рп) = 0 ( п —\ ) г
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Б у ердан эса

Л  +  Р » +  • • • + Р „ - 1 ” 1 +  ( - 1 ) " Р ( 0 ) - Д ( 1 ) ) ,
Р1-2п~1 +  Ра-2”-3 +  ... +  Рл-,2 =2" +  (—1)я (£>(0)—2>(2)), (7.2)

Р1(я—1)Я"1+Ря (й -1 )ч“2 +  ••• +  Рл-1 (л— 1) =  (л—1)л+  
+  ( - 1Г(£>(0) - £ > ( / х - 1 )).

Бу системани ечиб, хос кўпҳад коэффидиентлари р и р2, 
ши топиб оламиз. Қуйидаги матрица

Г 1 1 . . .  1 т
2П-1 2П-1 . . . 2

ВП- 1 ==* . . . . . .  . .
. (л—I)»-1 («—I)"-2 ! . ! Я—1.

ва

Р*

Г 1 +  (-1)»(£>(О )-0(1)) • -1 \  Р\ ~\
2" +  (— 1)” (£>(0)-Я(2)) — Р2

Р =
1 (я -1 )“ +  ( -  1)" (0  (0) -  Ь(я—1) ] »  ̂ Рп -1

векторларни киритиб, (7.2) системани матрицали тенглама шаклида 
ёзиб оламиз:

Бундан эса
Вп-\ р =  с?. 

р =  Вп1х й . (7.3)

Шуни ҳам таъкидлаб ўтиш керакки, бу метод билан бир нечта 
/бир хил тартибли матрицаларнинг кўпҳадини топиш қулайдир, 

тескари матрица фақат характеристик детерминантнинг тартибига 
'боғлиқ бўлиб, уни олдиндан топиб қўйиш мумкин.

М и с о л. Куйидаги
—1 2 2 0 '

2 1 3 2
2 — 1 2 3
0 2 1 —2 .

матрицанинг хос кўпҳади топилсин.
Е ч и ш. Гаусс методи билан аввал

'  1 1 1 '
Яз ек 23 22 2

. Зз З2 3 .
матрицанинг тескарисини топамиз:

1 1 1“
2 — 2 6
5

“  2 2 "
1

" 2
3 1

.
3 ~  2 3
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Сўнгра қуйидагиларни ҳисоблаймиз:
1 2 2 0 — ~ —2 2 2 о -
2 1 3 2 2 0 3 2

т 2 -1 2 3 =* 9. °(1) “ 2 —1 1 3 =  *
_  0 2 1 —2 .  0 2 1 —3 .

——3 2 2 0 ~ “ —4 2 2 0“
2 - -1 3 2 2 —2 3 2

0(2) = 2 - -1 0 3 =* — 73. 0(3) = 2 — 1 - 1  3
0 2 1 -—4 _ _  0 2 1 —5 _

= — 22,

■, — 108.
Энди (7.3) тенгликка кўра

-  1 1 1 “ — — — —
2 — 2 6 32 0

р -
б

”* 2 2
1
2

98 » 17

3
3

~  2
1
3

198 15

ци топамиз. Демак,
Р(Х) =  Х< — 17X2— 15Х +  Э 

берилган матрицанинг характеристик кўпҳадидир.

8- §. ҲОШИЯЛАШ МЕТОДИ

Маълумки, п- тартибли А =  Ап квадрат матрицанинг характе- 
ристик кўпҳади

Д(Х) =  £)„(Х) =  (1е1(Л — \Е )
ни топиш п ортган сари қийинлашиб боради. Лекин Бп (X) билан 
(п — 1) -тартибли Ап_ г квадрат матрицанинг характеристик кўпҳа- 
ди орасида рекуррент муносабат ўрнатиб, Оп (X) ни топиш масала- 
сини (>•) ни топишга келтириш мумкин. Бунинг учун биз оли& 
алгебрадан айрим маълумотлар келтирамиз. Берилган А — [а^] мат- 
рицага бириктирилган матрица деб,

■ Аи • • • ^ 1я "

•» II А 21 ^22 • • •

- Апч • • • й 
,

а 1__

(8 . 1)

матрицага айтилади, бу ерда Аи лар а1} элементларнинг алгебраик. 
тўлдирувчисидир. Матрицаларни кўпайтириш қоидасидан

А А * = А * А
‘ 0 0

келиб чиқади, бу ерда с1 =  бе1 Л.

а  0 . 
0 а  .

. 0 

. 0 =  а-Е (8 .2)

. а
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Энди ҳошиялаш методини тушунтиришга ўтамиз. Бунинг учун 
Л п матрицани

-*+ — 1 а (п-1)
' ( х - 1)V а„ (8.3)

кўринишда ёзи5 оламиз. Бу ерда

т; (п- 1)

~ ~ < п - 1)  ,и =  {аи , а2п, , сьп—\, п) I
V ' "  "  =  ( а п и  а п 2 ,

Энди Лч — X Еп матрицага бирихтирилган матрицани С ()■) =  Сп ()Х == 
=  [ < + ( ) 1  орқали белгилаб, (3.1) тепгликдан

С,т (;) =  О п-\ (К)

эканлигини кўрамиз, (3.3) тенглихдагидек, Сп (X) ни ҳам катакларга
•бўламиз:. ,

Сп (})

Ву ерда

£ г -  \ ('0 +  ('!~ 1) (Х)
Л 1" - »  Оп- 1 (х)

: (« -1).
" ' М  = ( с „ , ( ' ) . < ? л а ( Х ) ,  . . . , С п , п - \ £ ) ) \

Л ^ Ч Х ) ^ » , ^ ) ,  . . .  , Сп_ и п {\))
бўлиб, С„_, (А)  эса Ап_\ матрицаиинг характеристик кўпҳадидир.

(8 .2 ) тенгликдан

{ А п - к Е п ) С п (,.) =  В п ( к ) Е п
еки

А п _  1 —  Х С „ _ ,
—  ( « - 1 )  1
и к 1 '  С й _ ,  ( X ) ё (п~ } ) ( Ц

а п п ~ 1  . . Л ( " - ] ) ( Х )
А , - , ( Х )  ]

О п ( ' ) £ п
V  I  п - 1 V ' 1/ 3

га эга бўлампз. Бундан эса қуйидаги

( (А„_ , -  X (X) +  й ^  Оп_\ (X) =  0,
I  { п -  ё  { п~ 1) ( > )  +  ( а пп  -  > 0  А , - , 0 )  =  А ,  ( > ■ ) •  ( 8 , 4

тенгликлар келиб чиқади. Бу тенгликларнинг биринчисидан § {п~1) (X) 
ни топамиз. Бунинг учун биринчи тенгликни

X ё  ^  (X) =  Ап_\ + 1'1- 1' (X) +  а Оп_\ (X) (8 .5)

шаклда ёзиб олиш маъқулдир. Бу тенгликдан
Оп-\  (X) =  Х»-> +  Ч\ X»-» +  92Х«-з +  . . . +  д„_\ (8 .6)

бўлганлиги учун, кўрамизки, §  ('1- 1) (X) вектор X га нисбатан (п -2) -  
даражали вектор — кўпҳаддир:

§  (д_1) (X) «  Ь0(п- 1) Хп- 2 +  Ғ\ {п~1) Х»-з +  . . .  +  £<"+1). (8.7)
Буни ва (8.6) ни (8.5) га қўйиб, X нинг бир хил даражалари

184

www.ziyouz.com kutubxonasi



олдидаги коэффициентларни солиштирсак, Ь)п ( /  =  0, п— 2) лар 
учун қуйидаги тенгликларга эга бўламиз:

*7я-1) =  +  ^ЙГя-1), /8-8\

/,(«-!) =Оп- 2 : Ап- х Ь ^  > +  дп̂ и<-п~1).

Шундай қилиб, бевосита /),(>■) ни ҳисоблаб, кейин кетма-кет 
£)3(Х), Л 4(Я), . . . , £)„(Я) ларни ҳисоблаймиз.

М и с о л. Қуйидаги
1 2  3 4
2 1 2  3
3 2 1 2
4 3 2 1

матрицанинг характеристик кўпҳади топилсин.
Е ч и ш. Аввало

А =

Г 1 2 * 3 1
Аг — 2 1 . 2

_ 3 2 . 1 _
=  Х2 — 2Х— 3 дан ф

фициентларини (8.8) дан топамиз:

ьо2) =“'” = [1

ч Ч - п г н г н и .
Энди £<2>(Х) ни (®-4 ) га ҚЎ^И®’ ни ^осни қиламиз:

£>з(Х) =  [3,2] ( [ 2 ] Х +  [ 4 ])  +  (1 ~  ^ 2 -  2Х -  3) =  -  Хз +  3X2 +  14Х +  8. 

Энди Л4 =  + деб олиб, ^ (3) (X) ни топамиз:

Ц3)- ~
‘ 4 ' '  1 2 3 ' '  4 " '  4 ' ' —4 '

3 *<3> =  - 2 1 2 3 +  3 3 = —6
_ 2 _ _ 3 2 1 - 2 _ _ 2 _ _—12

Ж) . 
°2

' 1 2 3 ' '  4 " " 4 ' '  —2 '
2 1 2 6 +  14 3 = 0

. 3 2 1 _ _ 14 _ _ 2 _ -Ю  _

ёО)(Х) =  _

Ниҳоят, 0 4(к) ни топамиз:

йЛХ) =  [4, 3, 2]  ̂ —

+  3X2 +  14Х +  8) =  XI — 4\з

" '  4 ' ' 2 "
Х2 — 6 X — 0

_ 14 . Ю _

' 4 ' ' 4 ' Г
3 Х2 — 6 X —2 14

2 1 )
10 _]/10

40 Х2 — 56 X

+  (1 — X) (

20.

- X3 +
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9- §. ХОС СОНЛАРНИНГ ҚИСМИЙ МУАММОСИНИ ЕЧИШНИНГ 
ИТЕРАЦИОН МЕТОДЛАРИ

Бу параграфда биз хос сонларнинг қисмий муаммосини ечиш- 
нинг энг содда методларини кўриб чиқамиз. Бундан ташқари қа- 
раладиган матрицаларимиз оддий структурага эга деб фараз қила- 
миз. : , . . .

'Гаъриф.  Агар п- тартибли А квадрат матрица п та чизиқ- 
ли эркли хос векторларга эга бўлса, бундай матрица оддий струк- 
турага зга дейилади.

Чизиқли алгебрадан маълумки, матрицаларнинг қуйидаги синф- 
лари оддий структурага эга:

1. С и м м е т р и к  м а т р и ц а ,  чунки унинг хос қийматлари 
қақиқий сонлар бўлиб, хос векторлардан тузилган ортогонал ба- 
зис мавжуддир.

2. Э р м и т  м а т р и ц а с и ,  унинг барча хос сонлари ҳақиқий 
бўлиб, хос векторларидан мос равишдаги п ўлчовли комплекс 
фазода ортонормал базис тузиш мумкин.

3. Н о р м а л  м а т р и ц а .  Агар А матрица ўзининг қўшмаси А* 
билан коммутатив, яъни АА* =  А*А бўлса, у ҳолда А матрица 
нормал дейилади. Умуман олганда, бу учта синфга тегишли мат- 
рицалардан ташқари оддий структурага эга бўлган бошқа матри- 
цалар ҳам мавжуд. Биз аввал модули бўйича энг катта хос сон  
ва унга мос келган хос векторни тояиш билан шуғулланамиз. Ке- 
йин эса модули бўйича катталик жиҳатдан иккинчи ўринда тур- 
ган хос сон ва унга мос келадиган хос векторни топамиз.

Энг катта хос сон ва унга мос келадиган хос векторни 
топишда даражали метод. Фараз қилайлик, А матрица оддий 
структурага эга ва унинг хос сонлари Я ,, . . . , К„ бўлиб,
уларга мос келадиган чизиқли эркли хос векторлар л:(2), . . . , 
х <п) бўлсин. Бу ерда тўрт ҳолни кўриб чиқамиз:

1 - ҳ о л .  А матрицанинг хос сонларидан биттаси модули бўйича 
энг катта бўлсин. Умумийликка зарар етказмасдан хос сонлар 
қуйидаги тартибда жойлашган деб фараз қилишимиз мумкин;

[^|| >1К1 >  1̂ з| >  • ■ • >1К\-  (9.1)
Биз К нинг тақрибий кийматини топиш усулини кўрсатамиз. И х- 
тиёрий нолдан фарқли у'0) векторни олиб, уни А матрица хосвек - 
торлари бўйича ёямиз:

у<о) =  ьхх<~1) +  Ь1х <-2) +  . . . +  Ьпх <п).
Бу ерда Ъ{ лар ўзгармас сонлар бўлиб, айримлари ноль бўлиши 
ҳам' мумкин. у (0) вектор устида А и матрица ёрдамида алмаштириш 
бажарамиз:

П
ў ч  =  А*ў(0) =  2  Ь^АЪс^.

1=1
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Б у ердан Акх+> — эканлигини ҳисобга олиб,
П

ў(*) =  2  (9.2)
/ = 1

га эга бўламиз. _  _
Энди п ўлчовли векторлар фазоси /?„ да ихтиёрий еи е2, . . . , 

~еп базис оламиз. Шу базисда
ў<*> =  (уР. У .̂ • • • . У(пк)У>

* (/) =  (х1;-, х г], . . . ,
бўлсин. (9.2) тенгликни координаталарда ёзиб чикамиз:

П
У\к) ]Хи А/ (г — 1 , п). 

/= 1
(9.3)

Шунга ўхшаш

(9.4)У\к+1) =  У>Ь1х иЧ+1 • ■
/ - 1

деб белгилаб, (9.4) ни (9.3) гаБу ерда си = Ь }х и бўламиз:

у(А+1) С ц ^ 1 +  С1А+1 +  • ' • +  С*+л+1
(9.5)у\к) С+ 1  +  с+ 2  +  • • • +  с1п У-п

Фараз қилайлик, сц ФО бўлсин, бунга эришиш учун дастлабки
вектор у(0> ва еи е.2, . . . , е„ базисни керакли равишда 

п X
танлаш

керак. Энди Ли =  —■ ва ^  =  ^  деб (9.5) ни қуйидагича ёзамиз:

у\к+1) , 1 +  к+1 +  • • • +  а1пркп+1
(9.6)

У\к) 1 1 +  а.12̂ 2 +  • . • +

Бу ердан эса (9.1) ни ҳисобга олсак, к-усю да ^  <  . . .

V/

- > 0  келиб чиқади.
Демак, (9.6) ни қуйидагича ёзишимиз мумкин:
«(*+!)

— Г ^ Х ^ 1 + °(||х2р+1)] [1 +  0 ( |а / ) ] а =  Я1[1 + 0 ( Ь | " ) 1  =

=  А.( +  0 (|и-2[*).
Бу ердан эса етарлича катта к лар учун

у(^+ 1 )
V  . . .  У >

деб олишимиз мумкин. Одатда х (1) векторнинг бир неча коорди- 
наталари нолдан фарқли бўлади. Шунинг учун (9.7) да нисбатни 
I нинг бир неча қийматида ҳисоблаш мумкин. Агар бу нисбатлар
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етарли аниқликда устма-уст тушса, у ҳолда биз X, ни етарли 
аниқлик билан топган бўламиз. Равшанки, бу жараённинг яқин- 
лашиш тезлиг.и р-2 нинг кичиклигига боғлиқдир.

Э с л а тм а. Юқоридаги итерацион жараённинг яқинлашишини тезлашти- 
риш учун айрим ҳолларда қуйидаги матрицалар кетма-кетлигини тузиш фой- 
далидир:

А2 =  А - Л ,
" Л* =  Л2-Л2,

Аа =  А*-А\ .

А-2т — Л2Я1- 1 -Л2 т~\

Бу ердан эса к — 2т деб олиб,
ў(к) ^  Ак~ут

ва

ў(*-Н) = Ау{к) .
га эга бўламиз.
_ Топилган энг катта хос сон га мос келадиган хос вектор сифатидз 

ни олишимиз мумкин. Ҳақиқатан ҳам, (9.2) формуладан

у{к) =  Ь ^ х ^  +  ^  Ьўк х {1) 
■ . / = 2  

га эга бўламиз. Бу ердан

I / = 2

Агар биз Р-/Г7^0 эканлигини ҳисобга олсак, у ҳолда етарли аниқлик билан

у к) *  Ь,1к х {1)

га эга бўламиз, яъни у {к) хос вектор лг(!) дан сонли кўпайтувчи билан фарқ 
қиляпти ва, демак, у хос сонга мос келадиган хос вектордир.

М и с о л. Қуйидаги

А  =
5 — 1 0 ‘
1 3 1
0 1 1

матрицанинг энг катта хос согш ва унГа мос келадиган хос вектори топилсин.
Е ч и ш. Дастлабки _у(0) =  (2, —1, —1)' векторни олиб, унинг итерация- 

сини ҳосил қиламиз.
Натижа 16-жадвалда келтирилган. .

16- жадвал

!
У Ау А*ў А 3у А ‘у А ‘ у А ‘у | .

2 11 61 336 1842 10071 54981 2 9 9 9 1 6
—  1 — 6 — 31 — 162 — 861 — 4626 — 25011 — 135702
— 1 — 2 — 8 - 3 9 — 291 - 1 0 6 2 — 5688 — 3 0 6 9 9

188

www.ziyouz.com kutubxonasi



давоми.

Л8у Л+ Л‘~у А"у Л,5ў

1635288 
—737711 
— 166401

8914131
—4015822
—904112

48586477
—21865709
—4919934

264798094 
— 119103538 
—26785643

1442094008 
—648894351 
— 145889181

Итерацияни шу ерда тўхтатиб

Я 12’ 1442094008 „ 648894351 р
■̂ ТТГ) =  264798094 ~  5-4460; у(П) -  11910з538 -  5,4481;

, Ўз12> 145889181 „
уОП 26785643 -  5>440°

га эга бўламиз. Демак, Х̂ нинг тақрибий қиймати

Л. =  — (5,4460 +  5,4481 +  5,4400) =  5,4447 «  5,445 
3 .

га тенг. А матрицанинг биринчи хос вектори сифатида

“(12) =
1442094008" 

—648894351 
— 145889181

ии олишимиз мумкин. Бу векторни нормаллаштиргандан сўнг
=  (1; — 0,46; — 0,10)'

келиб чиқади. -
2 - ҳ о л .  А матрица хос сонининг модули бўйича энг каттасй 

каррали бўлсин. Фараз қилайлик,
=  к  ~~

N > 1 ^ + 1 1  +  | ^ + 2 |  >  >  |Х„[
бўлсин. Бу ҳолда (9.5) тенглик қуйидаги кўринишга эга

у\к+ 0 (си +  . . . +  с1$)1к+1 +  <+ , +1 Х*+5 +  . . . +  СглХ*+1
<*) (<+ +  . .  • +  ^+1 Х̂+1 +  . . .  +  с1пХп

Бу ерда ҳам сп +  . . . +  с15 ф  0 деб фараз қиламиз ва

бўлади: 

. (9.8)

<%п —•
Сц

Сц + • - - +  С{5
(у > 5 ) ,  [Қ/ =  г  белгилашларни киритиб, (9.8)

ни қуиидагича езамиз:
УГ"' . % 1+ а1. ,+ 11+ + ! +  ••• +  ^ п +1 ^

у \ к) 1 1 +  5+1 р.*+1 + . . .  +  +>+*

Бундан эса, р*+1^  0 ни ҳисобга олиб,

У\.<*+ 1)
( А ) • о (К-н!*)
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га эга бўламиз. Шундай қилиб, юқорида келтирилган жараён бу  
ерда ҳам ўринлидир. 1) ҳолдагидек А матрицанинг +  хос сонига 
мос келадиган хос вектор сифатида тақрибий равишда у'-к) ни оли- 
шимиз мумкин. У^муман айтганда, бошқа дастлабки у(0> векторни 
танлаб бошқа А ку (0> хос векторга эга бўламиз. Шундай қилиб, 
+  га мос келадиган бошқа хос векторларни ҳам топиш мумкин.

3 - ҳ о л .  Фараз қилайлик, А матрицанинг хос сонлари қуйидаги 
шартларни қаноатлантирсин:

+  =  • • • =  +  =  —  + + 1  =  . . . =  —  К + р

ва .
|>11 =  . . • =  |++р| >  + + р +1 | > . . - >  |ЛЯ|.

Бу ерда юқоридаги итерацион жараённи қўллаб бўлмайди. Ҳақи- 
қатан ҳам, (9.3) тенгликни қуйидагича ёзиш мумкин:

у\к) =  (&1ХП +  • • • +  Ьгх 1г)‘"\ +  фг+1х 1 , г+1 +  . . . +
-\-Ьг+рх 1, г+р) ( —  Л ))А +  Ьг+р+1 х 1, г+р+1^к+р+1  +  . . . +  ЬпХ 1пкк =»

=  й п \ к +  й,1 , г + Ҳ —  1 ) + А +  &1, г+р+1>'к+р+х  +  . . • + о Д Х А.

Бу ерда йц1к ва + ,  г+] (— 1)+А ҳадлар бир хил тартибга эга бў- 
либ, к нинг ўзгариши билан иккинчиси ўз ишорасини ўзгартира- 
ди. Демак,

• у\к)

нисбат к-^-оо да лимитга эга бўлмайди. Лекин бу ерда у\2к) ва 
у(2к+2 ) ёки -у<2*—и ва у<2*+1) дан фойдаланиб, Ц ни топишимиз мумкин:

у(2А+2) .
""‘(2к)~ =  Ч +  0 (|Р'*+Р+1 I2*)-

У1
у(2/е+1)

- + =т у = х °  +  0 ( к +р+1 п .
, У{

Шундай қилиб, бу ҳолда А матрицанинг модули бўйича энг кат- 
та хос сонини топишимиз мумкин. А матрицанинг Х̂ ва — X, хос 
сонларга мос келадиган хос векторларини топиш учун у<к+1) +  
+  \ у ( к) ва у (А+1> — \ ху<-к) векторларни тузамиз: -

ў /н-1) +  =  2Х*+ 1(+Зс(1> +  . . . +  Ьгх<г)) +  (Хг +

+  К + р + 1 )Ь г + р + 1  К + р + 1 Х {Г + Р^ ) +  • • • +  (*1 +  К К Ь пх{П) =
=  \\к̂ [ 2 ( Ь хх ^  +  . . . +  ++>)) +  0 (|^ +Р+11*)], : ■ :

ў++1) -  1 & к) =  (— Х1)*+1[2(++1;с(г+1> +  . +  Ьг+рХ^+Р)) +
+  ° ( 1++Р+1 ]*)]•
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А матрицанинг Х4 хос сонига Ь^х^ +  . . . +  Ьгх (г) хос вектор 
ва — X, хос сонига + + 1Х(г+1) +  . . . +  Ьг+рХ 'г+р) хос вектор мос 
келади. Шунинг учун ҳам, X, га мос келадиган хос вектор сифа- 
тида у<А+1> +  Х,у<*> ни олишимиз мумкин. Агар г ва р  ёки бу- 
ларнинг бирортаси бирдан катта бўлса, у ҳолда бошқа дастлабки 
у<°> векторни танлаб шу жараённи такрорлаш керак.

4 - ҳ о л .  Бу ҳолга А матрицанинг модули бўйича энг катта хос 
сонлари қўшма комплекс бўлган ҳол ёки модуллари билан ўзаро 
жуда яқин бўлган ҳол киради. Фараз қилайлик, X, ва Х2 хос сонлар 
қўшма комплекс сонлар бўлиб, қуйидаги шартни қаноатлантирсин:

М  =  М > 1 У >  • • - > М -
Бу ҳолда, қуйидаги тақрибий тенгликларнинг ўринли эканлигига 
осонгина ишонч ҳосил қилиш мумкин:

у {к) р* Ь ^ х {1) +  Ь21&{2),
ў (А+1) »  +Х?+1* (1) +  Ь212+1 х {2), (9.9)
у к+2)^ ь ,А +2* {1) +  ь 4 +2х {2).

Демак, бу векторлар орасида қуйидаги тақрибий чизиқли боғланиш 
мавжуд:

ў (6+2) _  (X, +  хй) у к+1) +  Х+Ў+) =  0 .

Агар ҳисоблаш жараёнида У(к), у<*+1>, у<*+2> векторлар орасида
~ А + 2) <ру(*> =  0 (9. 10)

чизиқли боғланиш ўринли бўлса, у ҳолда Хх ва Х2 лар
д 2 +  ри +  <7 =  0 (9.П)

квадрат тенгламани қаноатлантиради. Бу тенгламанинг р ва д 
коэффициентларини қуйидаги мулоҳазалар ёрдамида топиш мумкин.
(9. 10 ) тенгликда компонентларга ўтсак,

у(*+» +  ру1*+ч +  , у«  =  о,

, /* + »  + р у Г » + 9 у ) в = 0
бўлиб, деб оламиз. Бу ердан р ва ц ни топиб, (9.11) га
кўйсак, у ҳолда (9.11) ни қуйидагича ёзсак бўлади:

У{1к) _ ___
=я 0 (/, у  =  1 ,п\ 1ф}) ,  (9.12)

у {к) ■
и у<*+1> у<.4+1> 
Ц2 у(*+2) у(*+2)

(9.11) тенгликдан X, ва Х2 топилгандан кейин уларга моо келади- 
^ан хос векторларни ҳам топиш мумкин, (9.9) дан

у{к+1) -  х4ў (Л) =  ь 2\ к2 (Х2 -  Х,)х<2),
, ў (А+1) -  1ау {к) -  ь у ^  — Х2) х {1)
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га эга бўламиз. Бу натижаларни, модуллари тенг ёки яқин бўл- 
ган хос сонларнинг сони бир жуфтдан кўп бўлган ҳол учун ҳам 
умумлаштириш мумкин. •

М и с о л. Қуйидаги

г 2
—  1 —  1 —  1 -

А  =
7 5 2 4
0 1 3 2

_ 1 0 1 0 _

матрицанинг модуллари бўйича энг катта хос сонлари ва унга мос келадиган 
хос векторлари топилсин.

Е ч и ш. Қуйидаги у (0>= (1 ,1 , 1, 1)' векторни олиб унинг итерациялари- 
ни ҳосил қиламиз. Бу итерациялар 17- жадвалда келтирилган.

17- жадвал

- + ) А  у А 2 у А 3 у Л 4у А 5 у А ' ‘ у Л ' у Л» у А " у

1 —  1 — 28 — 204 —  1072 — 4496 —  14528 — 6304 120126 1079100
1 18 103 419 1181 801 — 17857 — 160433 — 789083 — 3162093
1 6 40 233 1142 4665 — 14936 27289 — 70750 — 959363
1 2 5 12 29 70 169 408 20985 49376

Бу жадвалдан кўриниб турибдики, итерациялар кетма-кетлигининг мос равиш- 
даги компонентларининг нисбатлари тартибсиз равишда ўзгаряпти, ҳатто, 
ишоралар алмашиниши рўй бермоҳда. Бу эса комплекс илдизларнинг мав- 
жудлигидан далолат беради. Энди ва Х2 комплекс хос сонларни топиш 
учун (9.12) тенгламани тузамиз:

'1
и
и2

— 6304
120126
1079100

— 160433 1
— 789083 =  0.
— 3 1 6 2 0 9 3 .

Бу ердан
«2 +  7 ,95а  +  19,55 -  0

ва
1,1,2 =  — 3,975 ±  /-1 ,9 3 6

га эга бўламиз. Хос соилариинг аниқ қиймати эса 1.1,2 =  —4 +  21 дир. Биз 
тақрибий ечимпи унча катта бўлмаган аниқлик билан топдик. Чунки итера- 
циямизнинг сони етарли эмас эди. Аниқроқ натижага эга бўлиш учун итера- 
цияни яна давом эттириш керак.

Иккинчи хос сон ва унга мос келадиган хос векторни 
топиш. Фараз қилайлик, А матрицанинг хос сонлари қуйидаги 
шартни қаноатлантирсин:

\Ч  ^  1М -̂> Р'з| + • • • - +  Р'л1>
яъни А матрицанинг бир-биридан фарқли бўлган иккита модуллари 
бўйича энг катта хос сони мавжуд бўлсин. Бундай вақтда 1- 
ҳолда кўрилган усулга ўхшаш усулни қўллаб, лг ва унга мос 
келадиган х{2) хос векторни топиш мумкин. (9.2) формулага кўра

у (/г)=  +  Ь 24 х (2) +  . . . (9.13)

. ў (4+1) =  ь А +1х (1) +  Ьг11+1х (2) +  . . . +  Ьп\к+Хх (п). (9.14)
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Бу тенгликларда X, ни йўқотиш учун (9.13) ни Хх га кўпайтири5
(9.14) дан айирамиз. Натижада

ў (*+1) -  \ У к) =  Ь2\к2 (Х2 -  \,)хг2) +  . . .  +  Ьп)к(\п -  )+х(п) (9.15) 
га эга бўламиз.

Ёзувни қисқартириш мақсадида у {к) нинг X- айшрмаси деб 
аталувчи қуйидаги

+  ў {к) =  у к+х)- ) У к)
Гелгилашни киритамиз. Агар Ь +  0 бўлса, у ҳолда к оо да
(9.15) да биринчи қўшилувчи йиғиндининг бош қисми бўлади ва 
биз

А>.ў[к)^  Ь.24(К_ — )+х{2) (9.16)
тақрибий тенгликка эга бўламиз. Бу ердан эса

Дх1ў (А_1)« й ах£ - 1 ()  ̂— )п) 7 2). (9.17)
Бу тенгликларни компонентларда ёзнб, қуйидаги тақрибий тенг- 
ликларга эга бўламиз:

' Д, у[к) • у(*+1> -  + \ к)\ Я- . *■' 1____  =   ___ :____ +   (() 1 Р>
2 \ уГ :) уГ - \ ( уГ 1) • ( ;

Бу формула ёрдамида Х2 ни топишимиз мумкин. Бир-бирига яқин 
сонлар у [к) ва \ у >'!‘~1) ҳамда у/*т1) ва \ ху {к) бўлганлиги учун аниқ- 
лик йўқолади. Шунинг учун ҳам, практикада Х2 ни аниқлайдиган 
ктерация номери т ни Х̂ ни аннқлайдиган птерация ионери к дан 
кичикроқ қилиб олиш, яъни Х2 ни қуйидаги :а аниқлаш маъқул- 
дир: ■

у]т+1) -  Х1у(т> 
у(т) —Х+.'’1- 1) (т <  к). (9.19)

Агар I етарлича катта бўлса, ){ нинг X/ (у =  3, 4, . . . )  дан ор- 
тиқлиги сезилиб қслади, т сифатида шу I ларнинг энг кичигини 
олиш керак. Умуман айтганда, (9.19) формула Х2 нимг қўпол қий- 
матини беради. Шу усул билан қолган хос сонларни ҳам топиш 
мумкин, лекин натижа яна ҳам қўполроқ >шқади.

(9.16) дан кўриниб турибдики, х<2) Д;ч у (т) дан фақат ўзгар- 
мас кўпаювчига фарқ қиляпти, шунинг учун ҳам

Х {2) яе Дл1у ('л)
деб олишимиз мумкин.

10- §. МУСБАТ АНИҚЛАНГАН СИММЕТРИК МАТРИЦАНИНГ 
ХОС СОНЛАРИ ВА ХОС ВЕКТОРЛАРИНИ АНИҚЛАШ

Биз юқорида оДДий структурага эга бўлган матрицаларнинг 
модули бўйича знг катта биринчи ва иккинчи хос соилари ва 
уларга мос келадиган хос векторларини тогшшни кўриЗ чиқдик;
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Энди мусбат- аниқланган симметрик матрицанинг барча хос эле- 
ментларини итерация усули ёрдамида топиш билан шуғулланамиз. 
Маълумки, мусбат аниқланган симметрик А матрицанинг барча 
хос сонлари Хъ Х2, . . . , Х.„ ҳақиқий ва мусбат бўлиб, ;+>, хФ,
. . . , хос векторларни шундай танлаш мумкинки, улар орто- 
гоналлик

(хИ>, хО')) =  2  4 «  4 /) в  о (1Ф ]) (Ю.1)
к=  I _

шартини қаноатлантиради. Биринчи хос вектор х {1) ни аниқлайди- 
ган тенгламалар системасини ёзамиз:

(аи — Х1) 4 ' ) +  а 1 2 х ^  +  . . . +  а 1п4 !) =  0,
• а<нХ(Р +  (а22 —  +  . . . +  а2„41) =  0, (ю.2)

а п1Х 1 ' +  а п2Х2  ̂+  • • • +  (а пп \ ) ХП̂  = 0
ёки

х 1 )= =  ( « 1 + 1  * ”Ь  + 2 х 2!) +  . . . +  а1пХп ') ,

4 !) =  (« 21М !) +  а2 2* 2!> +  . . • +  а гпХ (п ) ,

. . . . 1....................................................................  (10.3)

*»-» =  К - 1,1 4 !) +  а п - 1 .1* 2!) +  . . . +  а^-1.^4^),

Х1 “  —(Ту(а„1 4 !> +  а л2л:2! )+  . .  . а „ „ 4 !)).

Хос векторлар координаталарининг ҳаммасини бирор сонга кўпай- 
тириш ёки бўлиш мумкин. Шунинг учун ҳам 4 !) =  1 деб оламиз. 
У ҳолда (10.3) система п та 4 !), хЧ\ . . . , 4 - ь  Х4 номаълумли 
п та тенгламадан иборат. Мос равишда танлаб олинган дастлабки
яқинлашиш 4 1,0>............х п- 1 ’ ','1°) ни олиб (Ю.З) системани итера-
ция методи билан ечамиз:

хк'т+1)=  - ф -  ^ 2  ач х?’т) +  (к =~\,п — 1 ),

Х++1’ = 2  а шх 1 ’т+1) +  а пп (т = 0, 1, 2, . . .).
. /=1

Иккинчи системани ечишда оддий итерация методининг ўрнига 
Зейдель методидан ҳам фойдаланиш мумкин. Шу йўл билан бирин- 
чи хос сон

Х(т )
ва унга мос келадиган хос вектор

" 4 1) « ( 4 !-т), . .  . А 1- ? ,  1 )
ни топиш мумкин.
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Иккинчи хос сон Х2 ва унга мос келадиган хос вектор л;(2) ни 
топиш учун биз яна Х2 ва х (2) ни ҳосил қиладиган системадан 
(|юйдаланамиз. Бу системани биз қуйидаги кўринишда ёзамиз:

П
Х2х(;2> =  2  агрс? (I = Т л ) .  (10.4)

/ = 1

Ортогоналлик шарти
п—1

(х (1), х (2)) =  2  4 ' т) х\2) +  х (2) =  0 (10.5)
/ = 1

даи х (2) номаълум компонентларнинг бирортасини, масалан + 2) ни 
қолган компонентлар орқали ифодалаш мумкин. Худди шу х ^  ни 
(10.4) га қўйсак, у ҳолда у қуйидаги унга тенг кучли бўлган 
системага айланади:

п - 1
+ 2)XI

Х2 =
у (2)

/= 1 п-1
^  л (1) . у(2) (10.6)

Бу ерда
'■ п- 1 / - 1

« 8> ■
(1,т)

Бунда ҳам х 1211 =  1 Деб олиб ва Хь ’0>, Х(20) дастлабки яқинлашиш- 
ларни танлаб (10.6) системани итерация методи билан ечиЗ, Ха ва
л:<2) нинг тақрибий қийматларини топамиз:

ХЯ« Х Г ,  Д?2) » ( М ‘
Бу ерда д^2) ортогоналлик шарти (10.5) дан топилади. Шунга 
ўхшаш қолган хос сон ва хос векторларни топиш мумкин. (10.4) 
системанинг п- тенгламасидан контрол сифатида, яъни топилган 
Х2 ва х (2) ларнинг аниқлигини текшириш учун фойдаланиш мумкин. 
Қаралаётган методда, ХА ни аниқланаётганда х(1г) нинг х$1 ь+х =  0 
бўлиши билан боғлиқ бўлган махсус ҳоллар ҳам бўлиши мумкин. 
Бундай махсус ҳол (10.2) системага итерация методини қўллаш 
учун қулай (10 .3) кўринишга келтиришдан келиб чиққанлиги учун 
ундан қутулиш мумкин.

Ми с о л .  Қуйидаги
5  — 1 0 

—  1 3 1
0 1 1

„ (2  ,т) (2.т) « (2)у> ЛП —2 » -1 » -Л'П ) .

матрицанинг барча хос соилари ва уларга мос келадиган хос векторлари то- 
пилсин.

Е чи ш . Бу матрица симметрик ва унинг бош мипорлари

=  14 >  0, £>з =  с!е1Л =  9 >  0£>! =  5 >  0, £»а =  з
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мусбат бўлгаалиги учун у мусбат аниқлангандир. X* ва х ^  ни аниқлайдиган 
система:

X* х[1) =  — х^\ .
■ II 4 «  = _*<« + 3 4 «  +  4 «  (10.7)

х/ 4 « =  х^ +  4 «.
Бу ерда =  1 деб олганда итерацион жараён узоқлашади, шунинг учун 
ҳам I =  1 ва 4 ^  =  • Деб олиб

' 4 1> - Д - (з«г> +  4 " _ 1 )1

4 " - + ( 4 ,,  +  4 "> .
Л1

Х̂ =  5 — 4 1*

(10.8)

ни ҳосил қиламиз. Бу системани Зейдель методи билан ечамиз. Дастлабки 
яқинлашиш сифатида

4 1-01 = -о >5; 4'°> = о
деб олсак (10.8) нинг охирги тенгламасидан Х((0) =5 ,5  ни ҳосил қиламиз. 
Зейдель итерациясининг натижаси 18- жадвалда келтирилган. Жадвалдан кў- 
рамизки,

=  5,4401 
да

1
—0,4491
— 0,1001

18- ж а д в а л

к *,<*> ■

0 —0,5 0 5,5
1 —0,4545 —0,0826 5,4545
2 —0,4484 —0,0974 5,4484
3 —0,4476 —0,1000 5,4476
4 —0,4484 —0,1001 5,4484
5 —0,4490 —0,1001 5,4490
6 —0,4491 —0,1001 5,4491
7 —0,4491 —0,1001 5,4491

Эиди (10.7) системада 1=2 деб оламиз ва х(1) нинг + 2) билан ортогоналлик 
•шарти

4 2) — 0,449142) — 0,100142> =  0 >
дан х[2) ии топамиз. Бундан

4 2) =  0,449142> +  0,100142) (Ю-9)
Ни (10.7) га қўйиб ва 4 2> =  1 Деб олсак, у ҳолда

+  -  +  0  +  4 8 ) .
л 2

Хг =  3,4491 +  1,1001 4 2).

3 9 6
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>.У 1'рда

4 2’0) =  о, 4 0) *= 4
дсО олиб, итерацияни қўллаймиз. Натижа 19- жадвалда келтирилган.

19- жадвал

к 4 ™  |
Лк)
х2

0 0 4
1 0,25 3,72
2 0,34 3,82
3 0,35 3,83
4 0,353 3,837
5 0,3529 3,8373
6 0,3526 3,8370
7 0,3525 3,8369
8 0,3525 3,8369

Жадвалдан кўрамизки, Х2 «  3,8369. Энди х {(> 
л:(2)я  0,4844. Шундай қилиб,

*<2> =
0,4844 ‘ 
1
0,3525

ни (10.9) тенгликдан топамиз:

Учинчи хос вектор ;с<3) ни ортогоналлик шартларидан аниқлаймиз:
(х(1), х <3}) =  х (3) — 0,449143> — 0,100142> =  0,
(х (2), х (3) =  0,4844^3) +  х (3) — 0,352543)к=- 0.

Бундан эса У33),=  
оламиз. Демак,

1 деб олиб, х ((> =  —0,2166

х (3)
' —0,2166 

—0,7029 
1

ва ->43) =  — 0,7029 ни топиб

Ниҳоят, (10.7) системанинг охирги тенглигида I—3 деб олиб, Х3 ни топа- 
миз: =  0,2971.

11-§. ЧИЗИҚЛИ АЛГЕБРАИК ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИНИ ЕЧИШДА 
ИТЕРАЦИЯ МЕТОДИНИНГ ЯҚИНЛАШИШИНИ ТЕЗЛАШТИРИШ

Биз 2- бобда алгебраик ва трансиендент тенгламаларни итера- 
ция методи билан ечишда итерания яқинлашишининг тезлигини 
орттириш методларини кўриб чиққан эдик.

Чизиқли алгебраик тенгламалар системасини ечишда ва матри- 
цанинг хос сони ҳамда хос векторларини топишда итерация ме- 
тодининг яқинлашиш тезлигини орттириш мумкин змасмикан деган 
савол туғилади. Бундай методлар айрим ҳолларда мавжуд. Биз бу 
ерда матрицаси модули бўйича фақатгина битта энг катта хос 
сонга эга бўлган чизиқли алгебраик тенгламалар системасини ечиш- 
да итерация тезлигини орттиришнинг Л. А. Люстерник таклиф 
этган методини кўриб чиқамиз.

Агар _  _
Ах — Ь ( 1 1 .1 )

19?,
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чизиқли алгебраик тенгламалар системасини итерацион метод би- 
лан ечадиган бўлсак, бунинг учун В ва С матрицаларни В+СА=> 
~ Е  шартни қаноатлантирадиган қилиб танлаб олиб, ( 1 1 . 1) систе- 
мани

х(к+х) в х ^  +  СЬ (Ц .2)
кўринишда ёзиб оламиз.

Фараз қилайлик, ихтиёрий дастлабки вектор х {й) учун (х**)} 
кетма-кетлик (11.1) система ечимига яқинлашсин. У ҳолда В мат- 
рицанинг барча хос сонлари М < 1  (I — 1 ,п) тенгсизликни қано- 
атлантиради. Агар рг| ларнинг бирортаси 1 га яқин бўлса, у ҳол- 
да итерация н^уда ҳам секин яқинлашади. Бунга ишонч ҳосил 
қилиш учун (х (/г)} нинг бир неча дастлабки ҳадини топиш кифоя- 
дир. Шунда бу кетма-кетликнинг яқинлашишини тезлаштириш 
масаласи туғилади. В матрицанинг хос сонлари

\ \ \ > \ Ч >  • ■ • > \ К 1

тартибда жойлашган деб фараз қиламиз. Люстерник методининг 
асосий ғояси қолдиқнинг бош қисмини ажратиб олишдан иборат- 
дир. _  _

Шундай қилиб, биз х * —х(к) қолдиқ _ҳадининг бош қисмини 
ажратишимиз керак. Бунинг учун х (1) — л:<0) векторни В матрица- 
нинг хос векторлари бўйича ёямиз:

_  ^ 1’ — * (0) => Р Я  +  Р2г 2 +  . . . +
Энди л:*1) — л:<0) га (11.2) ни қўллаб

Зс<2) — Зс(1) =. В (Зс(1) — Х(0)) 
ни ҳосил қиламиз. Демак,

П
х Ю - х ^  « 2  Р М л  (11.3)

/=1
Шунга ўхшаш ихтиёрий х (-к+Х) — х (к) =  В(х{к) — л (А_1)) вектор 
учун

П
=  (11.4)

„ /=1 _
ёйилмага эга бўламиз. Шартга кўра {х(/г)} яқинлашувчи ва

00

М < 1 ,
к= 0 1 ~ К1

бўлганлиги учун, П тх(т) =  х* ни эътиборга олиб,

д: — х№=* 2  (х(к+‘+ х) — х(к+1)) =
1=0

2  2  = 2  т-=т,
1 = 0  / = 1  / = 1  1 /

(11.5)
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П1 !)|-а бўламиз. Агар к етарлича катта бўлса, у ҳолда (11.3) 
шлртга кўра (11.4) ва (11.5) ёйилмалардан бош қисмларини ажра- 
ти(> олишимиз мумкин. Натижада қуйидаги тақрибий тенгликларга 
лгл бўламиз:

* (* + п _  + б ) ~ ^ 5 ; ,  ( 1 1 .6)

_  _  X* -
(П-7)

1>ундан эса

х* « Б »  (х <А+1) -  х (к)) (П.8)

кслиб чиқади. Агар X, орқали X, нинг тақрибий қийматини белги- 
ласак, у ҳолда, (1 1 .6) га кўра,

Хг =
(М-1) _  (А) 

Х! * Х!
М  _  ( к - 1)
Х/ Х/

0 X)

( / = ! , « ) ,

Я, +  < (11.9)

муносабатлар ўринлилигини 8- § да кўрган эдик.
Қуйидагича тузилган

^ * ) = р )  +  _1 _  (х (*+1, _ 3 с (*)) ( 1 1 .10 )

вектор аниқ вектор х* га х<к) ва х<к̂  векторларга нисбатан 
яқинроқ эканлигини кўрсатамиз. Аввал х* — у*к) ва х* — х<-к) ора- 
сидаги муносабатни топамиз. Бунинг учун

Ц - [ Я - З Д

матрицани олиб, х * — ў »  =  В г(х* —~х<к)) эканлигини кўрсатамиз. 
Ҳақиқатан ҳам,

* •  -  У(к) =  *  -  & к+1) -  =»1 — X)

=  х  -  х (к) -  [ Сх(Ш) -  X)  +  (X -  х (к)) } =
1 — Х̂

* х -  х (к)------ ^  [ -  В(х* -  х (к)) +  (X -  х (к))} -
1 — Х4

в  - 1 ^  в(х -  х (к)) +  ( 1 ----- ^  ) (х  -  х(к)) =
1 — Хх V 1 — Х̂ / 7

= - 1-— В(х — х(к)) ----- (х* — х (к)) =  Вг(х* — х(к)).
1 — X) 1 — X!
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■Энди (11.5) дан фойдаланиб, 

х* — у {к) ~  Вл(х* — х {к)) =

1 - ^ 1

1 1* 
1 _ у  А _ р ,  

‘ ~ х‘
 ̂к о 'Т' пл^сгч VI Л; -

т = л г  +  2 г з г М ху- ^

(ХУ _  Ц г {

/=2 ■ -  'V

ни ҳосил қиламиз. Бундан (11.9) га кўра, яъни е =  о (х ~ | ) бўл-
Гснлиги учун

_  у (к) = о  (|Х2|*)г„
(11.7) формуладан зса

нисоат қанча ки-

х* — х<*) = 0 (1X̂1*)̂!.
Охирги тенгликлардан кўриниб турибдики, 
чик бўлса, яқинлашиш тезлиги шунча ортади.

Агар X, 1 га яқин бўлса, у ҳолда "[ЗГТ шУнча катта бўлиб,
бунинг натижасида ( 1 1 . 10) формула билан ҳиеоблаганда аниқлик 
йўқолади. Шунинг учун ҳам, у формула ўрнига

у<*> =  х {к) -)- — (х{к̂ Р) — х {)>))
■ч

(11.11)

билан ҳисоблаш мақсадга мувофиқдир, бу ерда бирдан анча 
кичик бўлиши керак. Бу формула ҳам (11.10) формула каби ҳо- 
сил қилинади.

12-§. ЧИЗИҚЛИ АЛГЕБРАИК ТЕНГЛАМАЛАр СИСТЕМАСИ ТАҚРИБИЙ 
ЕЧИМИНИНГ ХАТОСИНИ БАҲОЛАШ ВА МАТРИЦАЛАРНИНГ 

ШАРТЛАНГАНЛИГИ

Одатда амалиётда тақрибий ечимнинг аниқлиги ҳақида тақри- 
бий ечимни берилган системага келтириб қўйилиб, сўнгра ҳссил 
бўлган боғланишсизликнинг бирор метрикадаги миқдорига қараб 
баҳо берилади. Фараз қилайлик, х'к'

Ах=Ф  ( 1 2 .1 )
системанинг аниқ ечими бўлиб, у  эса унинг тақрибий ечими бўл- 
син. Қуйидаги- белгилашларни киритамиз:

А у ~ й , &  =  х* — у , г =  Ь — й =  Ь — Ау.  (12.2)

Бу ерда е хатолик вектори, г  эса боғланишсизлик вектори 
деб аталади. Бу векторлар қуйидаги

Аг =  г,~г =  А -1?  (12.3)
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мупосабатлар билан боғланган бўлиб, хатолик вектори боғланиш- 
сизлик вектори орқали аниқланади. Аммо боғланишсизлик вектори 
компонентларининг кичиклиги ҳар доим ҳам хатолар вектори ком- 
понентларининг кичиклигидан далолат беравермайди. Ҳақиқатан 
ҳам, фараз қилайлик ( 12 . 1 ) система жуда кичик X хос сонга эга 
бўлиб, бу хос сонга мос келувчи хос веКтор г  бўлсин, яъни

Аг  =  Хг,
У ҳолда

А(х* +  г) =  Ъ +  'кг
бўлиб, X жуда кичик бўлганлиги учун Ь +  Хг векторнинг компо- 
нентлари ~Ь векторнянг мос компонентларидан жуда кам фарқ қи- 
лиши мумкин, аммо шунга қарамасдэн х* +  г  векторнинг компо- 
нентлари х * векторнинг мос компонентларидан жуда катта фарқ 
қилиши мумкин. Шу муносабат билан е ва г векторларнинг нор- 
малари орасидаги муносабатни баҳолайдиган қандайдир £Онли ха- 
рактеристикалар киритишга тўғри келади. Амалиётда ||е|| ва ||г|1 
нормаларнинг ўзлари аҳамиятга эга бўлмай, балки маълум маъно- 
да „нисбий хатоларни" белгилайдиган

Л Н 1  М  
1ЙГ Н»||

нисбатлар катта аҳамиятга эгадир.
Матрица ва системанинг шартланганлиги тушунчаси.

Боғланишсизлик вектори г мумкин бўлган барча қийматларни қа- 
бул қилганда х* ва Ь векторлари „нисбий хатолигининг11 нисбати- 
ни киритамиз:

Бундан зса

И 1

!ГН
(12.4)

(12.5)

келиб чиқади ва (12.5) дан кўринадики, р кичик бўлса, у ҳолда 
богланишсизлик вектори нормасининг кичиклигидан хатолар нор- 
масининг кичиклиги келиб чиқади. Бу ҳолда (12.11) састема ях-  
ши шартланган дейилада. Агар ц катта бўлса, у ҳолда ;|г[| нинг 
кичиклигига қарамасдан |П  жуда катта бўлиши мумкин. Бундай 
ҳолда (12.1) система ёмон шартланган дейилади. Шунга ўх- 
шаш матрица шартланганлиги тушунчасини киритиш мумкин. Мат- 
рица нормасининг таърифи ва ( 1 2 .2) дан

зир \ \А-'(Ах* — Лу*)Ц

II “!|

=  зир
Г

11Л-Ц

II'I/
( 1 2 . 6 )
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' = -4̂ 7 • |;а-Ч1 (12.7)

келиб чиқади.
Энди (12.1) системани ўнг томони Ь мумкин бўлган барча 

қийматларни қабул қилганда текширамиз. Ҳар бир Ь учун ўзи- 
нинг х* ечими мос келади. Бу ечимлар тўпламини X орқали бел- 
гилаймиз ва (12.7) билан аниқланган ц нинг л:* векторлар X  да 
ўзгарган пайтдаги хусусиятини, яъни

8Ир р.
х*£х

ни кўриб чиқамиз. Матрица нормасининг таърифига кўра

= !ИГ1-И~Ч1- (12.8)V =  зир р.
~х*£х

зир
1г* £ х]\х*\\

V сони А матрицанинг шрртланганлик сони дейилади. 
(12.8) дан кўриниб турибдики, агар А  матрица махсусликка яқие 
бўлса, у ҳолда бундай матрица учун V сони жуда катта бўлади. 
Бундай матрицани ёмон шартланган матрица дейилади. Агар 
V кичик сон бўлса, у ҳолда А матрица яхши шартланган де- 
йилади. Ҳар хил нормаларда р. ва V лар ҳар хил сонли қийматлар- 
га эга бўладилар. Матрицанинг ихтиёрий нормасининг унинг мак- 
симал хос сонининг модулидан катта ёки унга тенглигини 3 - боб- 
да кўрган эдик. Буидан ташқари, тескари матрицанинг хос сон- 
лари берилган матрица хос сонларининг тескари қийматларига 
тенглиги маълум. Шунинг учун

шах |Х(| 

т 1 п | Х г| (12.9)

Учинчи нормада (12.9) муносабатни аниқроқ ёзиш мумкин. Ҳақи- 
қатан ҳам,

=  1И 1,з , |И ~ 11!з — V гаахЬ~У шахт]г , ( 12 . 10)
бу  ерда Ь  А ' А  матрицанинг хос сони бўлиб, г ц  (А - ^ А - 1  матри- 
цанинг хос сонидир. Аммо (А-^ҲА- 1  =  { А А ' ) ~ 1 ва А А ' , А ' А  мат-

рицалар ўхшаш бўлганликлари учун у ц  Демак, (12.10) дан

з̂ Vшах £/ 
ш!п

Хусусий ҳолда симметрик А матрицалар учун Ъ =  |Х;
тах|А;1

т1п|А,|

бўлади.

ва

( 12. 11)
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М  и с  о  л. Қ у й и д а г и  м а т р и ц а н и  о л а м и з  [4 4 ]!

А  =

‘ 5 7 6 5 '
7 10 8 7
6 8 10 9

- 5 7 9 10 -
1 >у магрицанинг элементлари катта сон бўлишига қарамасдан йе! А — 1, шунинг 
учун бу матрица ёмон шартланган бўлиши керак. Бу матрицанинг тескариси:

68 —41 —17 10 ~
—41 25 10 - 6
— 17 10 5 - 3

10 —6 —3 2 -

Берилган А матрица элементларини озгина ўзгартирганда у махсус 
бўлиб қолиши мумкин. Ҳақиқатан ҳам,

'  5+е 7 6 5 -
7 10 8 7
6 8 10 9

- 5 7 9 10 -

матрица

ни олайлик. Бу ерда <3е1 А(е) =  1 +  68 г дир. Демак, е =  — — «  —0,015 бўл-
, Ь8

ганда бу матрица махсус матрицага айланади. Шундай қилиб, А матрицанинг 
элементлари 0,02 аниқликда берилган бўлса, уни амалда махсус деб қараш 
керак. Қаралаётган А ~ 1 матрицанинг элементлари кескин ўзгаради. Ҳақиқа- 
тан ҳам,

учун &е1 А1 0,320

^Г1

А -

'  4,99 7 
7 10 
6 8 

- 5 7

6 5 '
8 7 
10 9

9 10 -

бўлиб,
'204,82 —128,12 —53,12 31,25
—128,12 77,53 31,78 -18,81

—53,12 31,78 14,03 —8,31
- 31,25 —18,81 —8,31 5,12

дир. Агар тескари матрицанинг элементлари катта бўлса, у ҳолда бир-бирига 
«яқин» озод ҳадларга ҳам Ах — Ь системанинг бир- биридан «узоқ» ечимлари 
мос келиши мумкин. Ҳақиқатан ҳам,

Ьг =  (23, 32, 33, 31)' 
ва

Г3 =  (23,1; 31,9; 32,9; 31,1)'
озод ҳадларга

- ( 1) =  (1, I, 1, 1)'

ва
3?2)= (14,6; — 7,2; — 2,5; 3,1)'

ечимлар мос келади. А, матрицанинг шартланганлик сони ч учинчи нормада

=  1И131ИГЧ13 =  /9 3 3  /97 0 8

I

3009,6.
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Бу ҳақнқатан ҳам катта сон. Энди Ахх  =  Ь системанинг шартланганлик ўл- 
човини Ь =  Ьг учун топамиз:

1|6.11з „ /3603 ____
*3 = ~[ГГ '/9 7 0 8  «  2657,1.

Хатоликлар вектори е ни баҳолаш. Биз юқорида шартлан- 
ганлик сони катта бўлиб, озод ҳад озгина ўзгарганда ечим анчага 
фарқ қилишини конкрет ҳолда қараган эдик, энди шу масалани 
умумий ҳолда кўриб чиқамиз.

Фараз қилайлик, (12.1) система билан бир вақтда

В у = / ( 12. 12)

система ҳам_берилган бўлиб, В матрича ва /  вектор билан А 
матрица ва Ь вектор орасида қуйидаги тенгликлар ўринли бўл- 
син:

В =  А — С А , 7 = Л > + \  (12.13)

бу ерда

1.|С|| < ? <  1, | / |  

Энди (12.12) ва (12.13) дан

(Е - С ) А у = /  
ёки

Ау  =  (Е -  С ) - > /=  (С + _ С +  С2+  . . . ) (Ь +  5) -  Ь +  (С +  С2+  
+  . . . )Ь +  ( Е + С + С 2+  . . . )8

га эга бўламиз. Бу тенгликни г — Ь — Ау билан сслиштирсак, у 
ҳолда ( 12 . 1) система тақрибий ечими 7  нинг боғланишсизлик век- 
тори

7 = -  [ ( С + С 2+  . . . )~Ь +  ( Е + С + С * +  . . .

бўлади. Демак, р. ва V таърифига кўра, қуйидаги муносабат ўрин- 
лидир:

[|+ц ||+ || < 1А ,/ | |  ц/ , 11

+  С2 +  . . . ) ®|| +  +
_ |+ !
-ч 11*11

( С + С 2+  . . . ) Ь ~ ( Е + С +

РЧ 1
<  +  -г— +  т— ' -' 1 Ч \\Ъ\\

(12.14)

Бундан кўрамизки шартланганлик сони V ва р ҳамда <7 қанча ки-
ЦГ||

чик бўлса „нисбий хато“ -==• ҳам шунча кичик бўлади. (12.14)
11* 1 !

дан амалда керак бўладиган / , |  нинг баҳосини чиқариш мумкин.

2 0 4

www.ziyouz.com kutubxonasi



Пунинг учун

т(р, д) Р . ? Р
1- ?  1 - 7 1Й 1

деб белгилаб ва \\х*\\ =* ||у +  х * — ў|( +  ||Ў|( +  
ни ҳисобга олиб, 1 — '>т(р, (?) >  0 бўлганда

гТи ГГи 7)

II**

1 — V т(р, д)

“ У1Н0у11 +  1Н|

(12.15)

га эга бўламиз. Одатда амалда бизга А ва Ь маълум бўлмасдан 
балки В ва /"берилган бўлади. Шунинг учун ҳам (12.15) ўрни- 
да қуйидаги баҳони қараш керак:

_ , _  ч*т(р, а*)
11г11 <  1|у|1 I—Ч*т(р, д*)’ (12.16)

бу ерда V* В матрицанинг шартланганлик сони бўлиб,

<7* =  1|£ )£ ~ 111. 0  =  В - А  ва т(р, <?*) => ^  ^

ДИР- „ ,
Амалда (12.1) системани ечишнинг кўп методлари А матрица-

ни алмаштириб содда кўринишга, масалан, диагонал, учбурчак 
ва. ҳ. к. кўринишга келтиришдан иборатдир. Бундай алмаштириш А 
матрицани чап томондан бирор М  матрицага кўпайтириш натилга- 
сида бажарилади. Ихтиёрий махсусмас А матрица учун

||МА|| < 1 И Н И | | ,  Ц А -1+1+1  < | | А - 1||.||Ж -Ч|
бўлганлигидан,

у(М А )< ч (М )^ -(А )
келиб чиқади, яъни алмаштириш натижасида, умуман айтганда, 
А матрицанинг шартланганлик сони ортиб борар экан.

Кўрсатиш мумкинки [4], фақат М — сЦ бўлгандагина (бу ер- 
д а  (У+ртогонал матрица ва с — ўзгармас сон) V (УИ) =  1 бўлио, 
V (МА) =  V (А) бўлади.

М а ш қ л а р 
1, Қуйидаги

8,82 3,45 5,58 4,41 '
3,45 4,01 0,89 3,24
5,58 0,89 5,86 1,38
4,41 3,24 1,38 1,07 _

матрицанинг хос сони ва хос векторларини шу бобдаги барча методлар би- 
лан топинг.

2. Агар А ва В бир хил тартибли квадрат матрица бўлса, у ҳолда

М = (
А В 
В А

матрицанинг характеристик кўпҳади А +  В ва А — В матрицалар характерис- 
тик кўпҳадининг кўпайтмасига тенглигини исбот қилинг.

3. Ҳар кандай п- тартибли квадрат комплекс А  матрица

В« I
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кўринишдаги матрицага ўхшашлигини кўрсатинг, бу ерда Вп (п — 1)-тар- 
тибли квадрат матрицадир. В = Р ~ 1АР  шартни қаноатлантирадиган Р матри- 
цани тузиш йўлини кўрсатинг. „ '

4. Айтайлик, А  матрицанинг хос қиймати X бўлиб, унга мос келадиган 
хос вектор х  бўлсин. Ихтиёрий а0, аи . . . , ап учун х  вектор а0Е  +  а^А +  
+  . . . +  апАп матрицанинг а0 +  ахХ +  . . . +  ап\ п хос сонига мос келувчи 
хос вектор эканлигини кўрсатинг.

5. Ихтиёрий А  матрица ва а сон учун А  ва А — аЕ матрицалар бир хил 
хос векторга эга бўлишини кўрсатинг.

6. Агар А содда структурага эга бўлса, у ҳолда а0Е +  ауА +  . . .  +  апАп 
ҳам содда структурага эга бўлишини кўрсатинг.

7. Агар А  матрица

ап й12 0 0 . . . 0 0

А  = а'л й22 #23 0 *. . 0 0

0 0 0 0 . • ап. п—1апп

кўринишга эга бўлиб, з1§ п Ч. к--1 =  5*8 (к = 1, 2, . . . ,  п—1) бўл
са, у ҳолда А  матрицанинг барча хос сонлари ҳақиқий бўлишини кўрсатинг.

8. Охирги масала натижасидан фойдаланиб, Лежандр кўпҳадининг бар- 
ча илдизлари ҳақиқий эканлигини кўрсатинг.

9. Қуйидаги п- тартибли
Г 2 —1 0 0. . .0 ° 1

—1 2 — 1 0. . .0 0
А  = 0 —1 2 —1 . . .0 0

_ 0 0 0 0. .—1 2...

матрицанинг барча хос сонлари \ к = 2  

лигини кўрсатинг.

%к
1 +  соз —— 

п+ 1 . (к 1, п) экан-

5-БОБ, ФУНКЦИЯЛАРНИ ИНТЕРПОЛЯЦИЯЛАШ
I - §. МАСАЛАНИНГ ҚУЙИЛИШИ

Аксарият ҳисоблаш методлари масаланинг қўйилишида 
қатнашадиган функцияларни унга бирор, муайян маънода яқин 
ва тузилиши соддароқ бўлган фуикцияларга алмаштириш ғоя- 
сига асосланган.

Ушбу бобда функцияларни яқинлаштириш масаласининг энг 
содда ва жуда кенг қўлланиладиган қисми — функцияларни ин- 
терполяциялаш масаласи қаралади.

Дастлаб интерполяциялаш деганда функциянинг қийматларшш 
аргументнинг жадвалда берилмаган қийматлари учун топиш ту- 
шунилар эди. Бу ҳолда интерполяциялашни „сатрлар орасидаги- 
ларни ўқкй билиш санъати* Деб ҳам таърифлаш мумкин. Ҳознрги 
вақтда интерполяциялаш тушунчаси жуда кенг маънода тушуни- 
лади. Интерполяция масаласининг моҳияти қуйидагидан иборат. 
Фараз қилайлик, [а, Ь ] оралиқда у — / {х)  функция берилган ёки
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ҳеч бўлмаганда унинг Д х 0), / { х ,) , . • . * Л хп) қийматлари маъ- 
лум бўлсин. Шу оралиқда аниқланган ва ҳисоблаш учун қулай 
бўлган қандайдир функциялар {Р(л:)} синфини, масалан, кўпҳад- 
лар синфини оламиз. Берилган у =  / \ х )  функцияни [а , Ь] ора- 
лиқда интерполяциялаш масаласи шу функцияни берилган 
синфнинг шундай Р{х)  функцияси билан тақрибий равишда

/ {х )  яа Р{х)

алмаштиришдан иборатки, Р{х) берилган х 0, х и . . . , х п нуқта- 
ларда / {х)  билан бир хил қийматларни қабул қилсин:

Р{Х1 ) = /{XI ) {I =  0, п).
Бу ерда кўрсатилган х 0, х и . . . , х п нуқталар интерполяция 
тугунлари ёки тугунлар дейилади, Р(х)  эса интерполяция- 
ловяи функция дейилади. Агар {А(х)} синфи сифатида даражали 
кўпҳадлар синфи олинса, у ҳолда интерполяциялаш алгебраик 
дейилади. Алгебраик интерполяциялаш аппарати ҳисоблаш матема- 
тикасининг кўп соҳаларида қўлланилади, чунончи, дифференциал- 
лаш ва интеграллашда, трансцендент, дифференциал ва интеграл 
тенгламаларни ечишда, функция экстремумини топишда, ҳамда 
функция жадвалини тузишда. Тейлор ёйилмаси классик анализда 
қай даражада аҳамиятга эга бўлса, алгебраик интерполяциялаш 
ҳам ҳисоблаш математикасида шундай аҳамиятга эгадир. Айрим 
ҳолларда интерполяциялашнинг бошқа кўринишларини қўллаш 
мақсадга мувофиқдир. Масалан, / {х)  даврий функция бўлса, у 
ҳолда {Я(х)} синфи сифатида тригонометрик функциялар синфи 
олинади; агар интерполяцияланадиган функция берилган нуқта- 
ларда чексизга айланадиган бўлса, у ҳолда {/Дх)} синфи сифати- 
Да рационал функциялар синфини олиш маъқулдир.

Бу бобда, биз, асосан, алгебраик интерполяциялашнинг ҳар 
хил усулларини кўриб чиқамиз ва бундай яқинлаштиришнинг аниқ- 
лигини баҳолаймиз. Бобнинг охирида интерполяциялашнинг айрим 
татбиқларини кўриб чиқамиз.

2- §. ИНТЕРПОЛЯЦИОН КЎПҲАДЛАРНИНГ МАВЖУДЛИГИ ВА 
ЯГОНАЛИГИ. ЛАГРАНЖ ИНТЕРПОЛЯЦИОН ФОРМУЛАСИ

Биз асосан алгебраик интерполяциялаш билан шуғулланамиз. 
Масаланинг қўйилиши қуйидагичадир. Даражаси п дан юқори бўл- 
маган шундай кўпҳад қурилсинки, у берилган ( « +  1 ) та х 0, х и 
. . . , х п нуқталарда берилган

/ ( + ) ,  / ( + ) ,  А х п)
қийматларни қабул қилсин. Бу масалани геометрик таърифлаш 
ҳам мумкин: даражаси п дан ортмайдиган шундай Р{х) кўпҳад 
қурилсинки, унинг графиги берилган (/1 +  1) та Мк{хк, / {х к)) 
{к =  0 , п) нуқталардан ўтсин.

20?
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Демак, ст коэффициентларни шундай аниқлаш керакки,
Р{х)  =  с0 +  с^х -(- . . .  спхп (2.1)

кўпҳад учун ушбу

/>(**) = / ( * * ) ,  £ =  0 . 1 ........... п (2 .2 )

тенгликлар бажарилсин. Бу тенгликларни очиб ёзсак, ст{т =  0, п) 
ларга нисбатан (я +  1 ) номаълумли ( я +  1 ) та тенгламалар сис- 
темаси ҳосил бўлади:

С0 +  С}Х0 +  С2Х0 +  . . -\-спх п0 — / ( х (1),
С0 +  СгХ 1 +  с2х\  +  . • +  ^ =  Л 4 (2.3)

с 0 "Ь С\Хп +  С2Хп "Ь  • • + С аХ*=/(Ха).
Бу системанинг детерминанти Вандермонд детерминантидир: №{х0, 
х и . . . , х п). Масала мазмунидан равшанки, хк нуқталар бир-би- 
ридан фарқли, демак бу детерминант нолдан фарқлидир. Шунинг 
учун ҳам (2.3) система ва шу билан бирга қўйилган интерполя- 
дия масаласи ягона ечимга эга. Бу системани ечиб, ст ларни то- 
гшб (2.1) га қўйсак, Р{х) кўпҳад аниқланадй. Биз Р{х) нинг 
ошкор кўринишини топиш учун бошқача йўл тутамиз, аввало 
фундаментал кўпҳадлар деб аталувчи С /;(л:) ларни, яъни

) =  Ч = 0, 1 Ф ]  бўлганда,
1 , I =  ]  бўлганда

шартларни қаноатлантирадиган п- даражали кўпҳадларни қурамиз. 
У ҳолда

П
1 «{х) =  2  А х №пАх) (2-4)

/=0

изланаётган интерполяиион кўпҳад бўлади. Ҳақиқатан ҳам, барча 
I =  0, 1 , 2 , . . . я учун .

П П

1 гХх ‘ ) =  2  л х №пАх1 ) =  2 / ( х ;) ч = л х 1)' /=0 /=0

ва иккинчи томондан 1-п{х) я-даражали кўпҳаддир.
Энди <Зп,;{х) нинг ошкор кўринишини топамиз, ] ф 1  бўлган- 

да ) =  0, шунинг учун ҳам (()„_ ; (х ) кўпҳад ] Ф 1 бўл-
ганда х —Х1 га бўлинади. Шундай қилиб, я- даражали кўпҳаднинг 
п та бўлувчилари бизга маълум, бундан зса

<?„. Ах) =  СП{х — Х1 )
1Ф!

келиб чиқади. Номаълум кўпайтувчи С ни эса
{х}) =  с  11 (зс;- — XI ) =  1

, М/
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шартдан топамиз; натижада:

Яп*Ах) :=п
‘Ф1

■XI
X}—XI

Бу ифодани (2.4) га қўйиб, керакли кўпҳадни аниқлаймиз:

2 ( 2 . 5 )
ро 1Ф1 Х 1 Х 1

Бу кўпҳад Лагранок интерполяцион кўпҳади дейилади.
Бу формуланинг хусусий ҳолларини кўрайлик: п =  1 бўлганда. 

Лагранж кўпҳади икки нуқтадан ўтувчи тўғри чизиқ формуласи- 
ни беради:

X — X,
М * ) = ^ / ( * 0> +

X—х0
х0—хгЛ ^ ) .

Агар п =  2 бўлса, у вақтда квадратик интерполядион кўпҳадга 
эга бўламиз, бу кўпҳад учта нуқтадан ўтувчи ва вертикал ўққа. 
эга бўлган параболани аниқлайди;

Ц(х)
(х—х 0 (х—х 2) л  ч , (х—х 0)(х—х 2) ^  ч ,

- [ х о - х М х и - х У ^ ’ +  (х1- х д ( х 1- х 3) № ) -Г
( Х — Х о ) ( Х — Х 1 )

+  ( х 2— х 0) ( х , — х 0  ^ (х ^ -

М и с о л. 0, 1, 2 нуқталарда мос равишда 1, 2, 5 қийматларни қабул қи- 
лувчи квадратик кўпҳад қурилсин. ^

Бу қийматларни охирги формулага қўямиз:

Ь2(х) (х-1)(х-2) (х-0)(х-2) (х-0)(х-1)  _
(0—1)(0—2) ' ^  (1 —0) (1 —2) ^  (2—0) (2—Г) '

Энди Лагранж интерполяцион формуласининг бошқа кўрини- 
шини келтирамиз. Бунинг учун

П
Ш„+1(х) =  П (Х — Х1 )

*=0

кўпҳадни киритамиз. Бундан ҳосила олсак, 

и>'п+1(х) = У  [ П (Х — Х1 ) ] .

Квадрат қавс ичидаги ифода х  =  х } ва к ф ]  бўлганда нолга ай- 
ланади, чунки (х  ̂— х }) кўпайтувчи қатнашади. Демак,

и'п+1(Х}) =  П (Х} — Х1 ).

Шунинг учун ҳам, II - Лагранж коэффициентини
1ф! X] XI

шп+Ах)
шп+1(хМх- хЛ

14—2105 209>
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кўринишда ёзиш мумкин. Бундан эса Лагранж кўпҳади қуйидаги 
кўринишга эга бўлади:

^п(х) =  2
ЯХ])<*П+Х{Х)

0  <»'П + 1 (Х 1 )  ( * - * ] )
(2.6)

Энди тугунлар бир хил узоқликда жойлашган: х, —- х 0 =  х 2 — х,==  
=  . . . = х п — х „_1 =  7 хусусий ҳолни кўрамиз.

Бу ҳолда соддалик учун х  =  л:0 +  {к алмаштириш бажарамиз, 
у ҳолда •

х  — Х] =  к({ — / ) ,  о>п+1(д:) == кп+'а> *п+1((),
бу ерда

“«+1(0  =  *(* — 1) • • • (< — п), %+1(х /  =  (— 1 )"-//!(я — ])\кп
бўлиб, (2.6) Лагранж интерполяцион кўпҳади қ.уйидаги кўриниш- 
ни олади:

о +  *к)
П

*“ “ «+!(*) 2
[ = 0

( - 1)" !/(Х]) 
(/—У)У!(«—У)Г (2.7)

3-§. ЭИТКЕН СХЕМАСИ

Интерполяцион кўпҳадни қуриш учун ҳисоблашларни соддалаш- 
тириш мақеадида Эйткен схемасини қўллаш қулайдир. к(оа...п) (х) 
орқали х 0, х и . . . , х п тугунлар ёрдамида қурилган п- дара- 
жали кўпҳадни белгилаймиз. Маълум (2.5) формулага кўра

£<01) И  =
X—

Д х о) 4
X—х 0
Х~г—х0 Лм) =

| / ( х 0) х 0—х] 
\ / (Х 1 )  Х 1— Х \'

Хх—Х0 ’

/<* .) +
I/(■*/) х х—х\ 
1 /(х2) х2—ҳ\ 

х 2—х г ’

^ о .Л * )  =  з ^ / ( * о ) + ^ / ( М )
\ / ( х 0) х 0—х\
\1(х/) х2—х\

х2—Х0

Энди У(о, 2)(х) ифода / ( х 0) ва / ( х 2) лардан қандай қонуният би- 
лан тузилган бўлса, худди шу қонуният билан 7 (01)(х) ва Ь(1 2 )(х) 
ёрдамида тузилган

/'(01)+) х0—х 
/'(12)+ ) х2—X

х 2—х 0
ифодани кўриб чиқамиз. Кўриниб турибдики, Р(х)  иккинчи дара- 
жали кўпҳад бўлиб,

Р(х0) — / ( х 0), Р ( х /  —/ ( х / ,  Р(х 2)^=/(х2)
тенгликлар ўринлидир. Демак,

Р(х) =  7 (012) (х).
Шундай қилиб, 7 (01)(х ) ва 7 (12>(лг) га биринчи тартибли интерполЯ'
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цияни қўллаб, 1 (012)(*) кўпҳадга эга бўлдик. Худди шу натижа- 
ни қолган икки формуладан ҳам ҳосил қила оламиз:

£(012) \Х)

£ (012)(-Х)

й(01)(х) х1—х
(̂02)(Х) Хч х 

*2—*1
й(02)(Х) Х0—Х
1 (П ){х )  Хг—Х 

Х\—Х0
Бу жараённи чексиз давом эттиришимиз мумкин.

Шундаи қилиб, п +  1 та нуқта ёрдамида п- даражали интер- 
поляцион кўпҳад қуриш учун шу нуқталарнинг п таси ёрдами- 
да тузилган иккита бир-биридан фарқли (п — 1 )- даражали интер- 
поляцион кўпҳадларга биринчи тартибли интерполяцияни қўллаш 
керак. Масалан,

£(01234) (X)

£(0123) (х) х ъ X ^(0 1 2 Ъ)(Х) х о—х
£(0124) (X) Х± X £(1234)(А) х 4,—X

Хь— Х 3 Х 4— Х 0

Юқорида келтирилган схема Эйткен схежаси дейилади. Одатда 
Эйткен схемаси 1п(х) нинг умумий кўринишини топиш учун эмас,. 
балки унинг бирор х  нуқтадаги қийматини ҳисоблашда фойдала- 
нилади. Ҳисоблашларни 20-жадвал шаклида ёзиш маъқулдир.

20- жадвал

У1 XI —х Ш - 1. 1) 1.(1-2.....1) 1(1- 3.... 0 Ц1-4.....1) 1(1-5....1)

Х0 Уо Х0—X
Х\ У1 Х {— X 1-(01)(х )

У2 х 2—X ^(\2)(х ) ^ (012) (Х)
Хз Уз х3—X й(2з)(х) £(123) (х) £(0123)(х)
х4 У4 х4—х Ь(34)(Х) £(234) (Х) ^(1234)(х ) (̂0\2Ъ4)(Х)
Хъ Уъ Х ъ— X й(45)(х) £(345) (■*) £(2345)(-*) £(12345)(А') £(012345) (А)

М и с о л. Қадами Н •= 0,01 га тенг бўлгаи 51п х  нииг жадвалидан фой- 
даланиб, 51пл: нинг х  = 0,704 нуқтадаги қийматини топамиз. Ҳисоблаш на- 
тижалари 21- жадвалда келтирилган.

21- жадвал

1 Л’ 1

0,68
0,69
0,70
0,71
0,72

0,62879
0,63654
0,64422
0,65183
0,65938

—0,024
—0,014
—0,004

0,006
0.016

0,647400
0,647292
0,647264
0,647300

0,6472488
0,6472808
0,6472424

0,6472626
0,6473038 0,6472679

. 51п 0,704 -  0,64727
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4- §. ЛАГРАНЖ ИНТЕРПОЛЯЦИОН #
ФОРМУЛАСИНИНГ ҚОЛДИҚ 

ҲАДИНИ БАҲОЛАШ

Агар бирор \а, Ь\ оралиқда 
берилган )(х)  функцияни 1 -п(х) 
интерполяцион кўпқад билан 
алмаштирсак, улар интерполяция 17-чизма.
тугунларида ўзарэ устма-уст
тушиб, бошқа нуқталарда зса фарқ қилади (17- чизма). Шунинг 
учун қолдиқ ҳаДнинг Ғ)(х) ~ / ( х ) —Ғп(х) кўринишини топиш ва 
уни баҳолаш билан шуғулланиш мақсадга мувофиқ. Бунинг учун 
интерполяция тугунларини ўз ичига оладиган \а, Ь\ оралиқда / (х)  
функция ( « +  1)- тартибли ) {п+х) (х) узлуксиз ҳосилага эга деб 
фараз қиламиз. Интерполяциянинг қолдиқ ҳади Н(х) учун қуйи- 
даги теорема ўринлидир.

Теорема. Агар / (х)  функция \а, Ь\ оралиқда (я + 1 ) -т а р -  
тибли узлуксиз ҳосилага эга бўлса, у ҳолда интерполяция қолдиқ 
ҳадини

а д = / < « + (4. 1)

-кўринишда ифодала ш мумкин. Бу ерда £ £ \а, Ь) бўлиб, умуман 
айтганда х  нинг функциясидир.

Исбот. (4.1) ни кўрсатиш учун ёрдамчи ®(.г) =  Ғ)(г) — К^п+\(г) 
■функцияни текширамиз, бу ерда К  комаълум ўзгармас коэффи- 
циент. Бу функциянинг г ~ х 0, х и . . . , х п ларда ноль қиймат- 
ларни қабул қилиши равшан. Номаълум К  козффициентни шун-
дай_танлаймизки, ср(г) функция г  =  х £ [а ,  Ь\ ва х  =  х ь (г =
— 0 ,п) нуқталарда ноль қийматни қабул қилсин. Демак,

К(х)
“п+1+ )

(4.2)

Натижада ср(г) функция \а, Ь] оралиқнинг п +  2 та х0, х и 
. . . , х п, х  нуқталарида нолга айлэнади. Ролль теоремасига кўра 
<р'(г) бу оралиқда камида п +  1 та нуқтада нолга айланади, <р"(г) 
зса камида п та нуқтада ва ҳоказо, ф(л+1)(г) камида битта нуқта- 
да нолга айланади. Айтайлик бу нуқта 2 бўлсин, ф^+^ (|) =  0.

Бундан Ғп(х) нинг п- даражали кўпҳад эканлигини ҳисобга 
олсак:

ф(«+Х)(|) =  /(/г+1)(£) _  1 <гл+ 1>(£) — Ка><#Р(Ъ) —

=  / ( п + 1 )( ^ ) _ / С ( ц + 1 ) !  = 0 ,

яъни АГ= ■ ва бундан, ҳамда (4.2) дан (4.1) формуланинг
ўринли эканлиги келиб чиқади. ^
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5- §. ИНТЕРПОЛЯЦИОН ФОРМУЛАЛАР ҚОЛДИҚ ҲАДЛАРИНИ 
МИНИМАЛЛАШТИРИШ ВА П. Л. ЧЕБИШЕВ КЎПҲАДЛАРИ

Мумкин қадар кичик бўлган ва |/?(л:) I -< о.{х) тенгсизликни 
қаноатлантирувчи а(х) миқдор интерполяция методининг х  нуқта- 
даги абсолют хатоси ва а  <  х  <  Ъ оралиқда а(х) ^  а* тенгсиз- 
ликни каноатлантирувчи мумкин қадар кичик бўлган а* миқдор- 
эса интерполяция методининг [а, Ь\ оралиқда абсолют хатоси 
бўлади. ^

Агар М п+1 — т а х  (/("+1) (х) | ни аниқлаш мумкин бўлса, у

қолда а(л:) ва а* ни табиий равишда

а

а(х)
М,

М п + г 1 « + 1 ) Г ’

"+1 та х  К + 1(л:)|
(я+1)! а<х <Ь

( 5 .1 )

тенгликлар билан аниқлаш мумкин. Охирги тенглик шуни кўрса- 
тадики агар /(х)  функция ва шу билан бирга М п + 1 берилган бўл- 
са, у ҳолда а1‘ фақат шп+\ (х) гагина боғлиқ бўлиб қолаДи. Лекин 
ш„+ 1 (х) кўпҳад интерполяция тугунлари х 0) х х, . . . , х п билав 
тўла равишда аниқланади.

Шундай савол туғилиши мумкин: \а, Ь\ оралиқда интерполя- 
ция тугунларини танлаш ҳисобига шу оралиқда интерполяция 
методининг абсолют хатоси энг кичик бўлишига эришиш мумкин- 
ми? Бу саволга жавоб бериш учун П. Л. Чебишев кўпҳадлари 
ва уларнинг хоссаларидан фойдаланамиз. '

Чебишев кўпҳадлари Тп(х) қуйидагича аниқланади:
Тп(х) =  соз \п агс созх], |х| <  1.

Бундан п =  1 да
Т\(х) =  соз(агссозх) =  х

ва п — 2 да
Т - г ( х )  =  соз[2агссозх:] =  2соз2(агс созл:) — 1 *= 2л:2— 1.

Сўнгра
соз(« +  1)0 =  2 соз0созд0 — соз(« — 1)0 

айниятда 0 =  агссозл: деб олиб Тп(х) учун
Тп+\(х) =  2 хТп(х) — 7 1 _ 1(л:) (5 .2)

рекуррент муносабатга эга бўламиз. Бу муносабатдан кўринадики, 
Тп(х) п- даражали кўпҳад бўлиб, л: нинг юқори даражасининг 
коэффициенти 2-'+ га тенг экан. (5.2) формуладан кетма-кет 
қуйидагиларни топиш мумкин: ‘

Т 8(х ) =  4х 3 — Зх,
Т / х ) = 8 х* — 8 х 2+ \ ,
Т^(х) =  16л:5 — 20л:3 +  5л:,
Т6(х) =  32л:6 48х4 +  18л:2 — 1,
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Тп(х) нинг барча п та илдизлари ҳақиқий бўлиб [— 1,1] ора-
лиқда жойлаш-ган. Улар соз[пагссо8л:] =  0 тенгликдан топилади:

ТС /Гч# . 1Ч .. (2к 4- Пте«агссозл: == —  (2к-\- \) еки хк =  соз —2п ■■■

Бунда к га п та турли 0, I, . . . , п—1 қийматлар бериб, п та 
турли илдизларга эга бўламиз. Энди Тп(х) нинг [— 1, 1] оралиқ- 
даги максимум ва минимумларини топамиз. Стационар нуқталари 
Т'п(х) =  Одан.яъни 51п[лагссо5х] =  0 тенгликдан топилади. Бундан 
л:т =  со5 - ^ -  (та =  0, 1, . . . , п) ва Тп (соз ^ • )  =  ( — 1)п. Демак, 
барча максимумлар 1 га тенг.

Агар интерполяциялаш оралиғи [а , Ь[ сифатида [— 1, 1] ва 
интерполяция тугунлари сифатида эса Чебишев кўпҳадларининг
илдизлари хк лар олинса, у ҳолда (%+ 1(л:) =  Т„+1 (х) ва

шах [со„+1 (*) [ == ~  бўлади.
—1<*<1 2 

Қуйидаги

=  + . . .

кўпҳадлар нолдан знз кам оғувчи кўпҳадлар  дейилади.
Бу таърифнинг маъносини қуйидаги лемма аниқлайди.
Лемма. Бош козффициенти 1 га тенг бўлган ҳар қандай п- 

даражали Рп(х) кўпҳад учун қуйидаги тенгсизлик ўринли:

шах \Рп(х) [ >- та х  \Тп(х)\ 
1-М! 1- 1.1]

_ 1__
2« -1  •

И сбот. Тескарисини фараз қиламиз. У ҳолда Тп(х) — Рп(х) 
кўпҳад (п— 1) даражали бўлиб, шу билан бирга

51§п[Тл(д;а) -  Рп(хк) ] — з 1§П ~ ( - 1 ) й
2«-1 Рп&к) (— 0 *.

чунки, шартга кўра, барча к лар учун \Рп(х^  [ <  Шундай

қилиб, Тп(х) — Рп(х) . кўпҳад барча к  — 0, 1, . . . , п лар учун 
қўшни х к ва нуқталарда ишораеини ўзгартиради. Демак,
( н - 1 ) -  даражали Тп(х) — Рп(х) кўпҳад нолдан фарқли, чунки у 
х к (к—0 ,п) нуқталарда нолдан фарқли бўлиб, п та ҳар хил ил- 
дизларга эга. Бу эса қарама-қаршиликка олиб келади.

Агар интерполяция ихтиёрий [а, Ь\ оралиқда бажарилса, у 
ҳолда

х  =  —  [ (Ь — а )г  +  Ъ +  а\
ёрдамида_ уни [ — 1 , 1 ] оралиққа келтириш 
бирга Тп(х) кўпҳад бош коэффициенти

га тенг бўлган Тп |

чизиқли алмаштириш 
мумкин. Шу билан

<Ь-а)п
кўпҳадга айланади.
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Леммага кўра, бош коэффициенти 1 га тенг бўлган

7%' Ь] (*) =  ( Ь -  а)п 2 1-2 '1 Тп (* т = Г - )

кўпҳад [а , Ь) оралиқда нолдан энг кам оғадиган кўпҳаддир. 
Т{п' Ь\х )  нинг илдизлари

X. -  С05 < * - 0Д = Т )

эканлигига ссонгина ишонч ҳесил килиш мумкин. Ихтиёрий ора- 
лиқ учун интерполядион формуланинг хатолиги қуйидагича бў- 
лади:

М „,. (Ъ_а}п+1
Ш(х) | -  \/(х) -  Ьп(х) | <  (Ь ...... ..

6- §. БЎЛИНГАН АЙИРМАЛАР ВА УЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ

Ҳосила тушунчасининг умумлашмаси бўлган бўлинган айирма- 
лар тушунчасини киритамиз. Бирор синфдан олинган / (х)  функ- 
ция ва бир-бирларидан фарқли хе, х и . . . , хп тугунлар берилган 
бўлсин. Дх)  функциянинг х =  Х( тугундаги нолинчи тартибли 
бўлинган айирмаси деб Д х)  га айтилади; биринчи тартибли бўлин- 
ган айирмаси эса (хь х } тугунларда)

Л *н  (6Л>

тенглик билан аниқланади, хь Хр хт тугунларга мос келган 
иккинчи тартиблиеи эса

Д х и X], х т) /(XI, х т) — Ў(хъ X])
Хт — Х̂

тенглик билан ва, умуман, к- тартибли бўлинган Д х 0, . . . , хк) 
айирма (к — 1 )- тартиблиси орқали

/ (Xо,
/ ( х ъ . . .  , х к) — /(Хр, . . • Хк-1) 

х к — х 0
формула билан аниқланади. Бўлинган айирмаларни 22- жадвал 
кўринишида ёзиш маъқулдир.

22- жадвал

х 0

XI

Хц
Х 3

X*

/(Х о )

/(XI)

/ ( х 3)

/ ( х 3)

/(Хд

/ ( х 0,хх)

/(ХиХ3)
/ ( Х ц , Х 3)

/ ( Х 3,Х/)

/ ( х 0,х1,х2)

/ ( х ъх 2,х3)

/ ( Х ъ Х 3,Х/ )

Г(х0,хьх 2,х3)

/ ( х их 2,х3,х/>
/ ( х 0,хих 2,х3,хй
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Лемма. Бўлинган айирмалар учун

' Л хо, • • • » * * ) —• 2  П {XI —х}) (®.2)

тенглик ўринлидир.
Исбот. Леммани индукция методи билан исбот қиламиз: к — 0 

бўлганда (2 .2 ) / ( х 0) == Д х о) тенгликка айланади. к =  1 бўлганда
(2.2) тенглик (2.1) тенглик билан устма-уст тушади. Фараз қилай* 
лик, (2.2) тенглик к <  п учун ўринли бўлсин. У вақтда

/(.Х0, • • • , Х п+  0  --
/(■*!■ . . . .  Х п + 1) — /(ЛГр, ■ ■ ■

ЗСп-\-\ х 0
Хп)

1
Хп + 1 —  Х0

Г п +1

2
1=1

/ ( Х [ )

М(Х1 —X.) 
1 < / < п  +  1

~ 2£=0

Г(Х1)
)ЦХ1 — ЛГу)
'1 + 1

0 < /< п  .

Бу тенгликнинг ўнг томонида 1 ф  0, 1 ф п - \ - \  бўлганда Л х д 
олдидаги козффициент қуйидагига тенг:

1
Хпф\ Х0

__ ( Х 1 — Х о ) — ( Х 1 — Х п + 1) 1
( Х п +1  — х 0) Н  ( х ь —  х , )  П (д:г — х ,) '

!Ф‘ ]Ф1
0 < / < я  + 1 0 < /< я + 1

яъни изланаётган кўринишга зга; I =  0 ва г' =  п +  1 лар учун 
.Лх+) фақат бир мартагина қатнашади ва унинг олдидаги коэффи- 
циент керакли кўринишга эга бўлади. Шу билан лемма исбот 
бўлди. Бу леммадан қатор натижалар келиб чиқади.

1 - натижа. Функциялар алгебраик йиғиндисининг бўлинган
айирмаси қўшилувчилар бўлинган айирмаларининг алгебраик йиғин- 
дисига тенг.  ̂ .

2- иатижа. Узгармас кўпайтувчини бўлинган айирма белгиси- 
дан ташқарига чиқариш мумкин.

3- натижа. Бўлинган айирма ўз аргументлари х 0, х , , . . . , х„ 
ларнинг симметрик функциясидир, яъни уларнинг ўринлари алмаш- 
тирилганда бўлинган айирма ўзгармайди.

Бу натижаларни исботлашни китобхонга ҳавола қиламиз.

1
П ( Х 1 — Х>)

1Ф1
_ 1 < / < л  +  1

1

Л ( Х 1 ■
0 < /< л

■XI)

7- §. НЬЮТОННИНГ БЎЛИНГАН АЙИРМАЛИ ИНТЕРПОЛЯЦИОН
ФОР.МУЛАСИ

Лагранж интерполяиион кўпҳадининг ҳар бир ҳади интерполя- 
ция тугунларининг ҳаммасига боғлиқдир. Агар янги тугунлар 
киритиладиган бўлса, интерполяиион кўпҳадни қайтадан қуришга 
тўғри келади. Бу Лагранж интерполяцион кўпҳадининг камчилиги-
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дир. Лагранж интерполяцион кўпҳадини шундай тартибда ёзиш 
мумкинки, ҳосил бўлган кўпҳаднинг ихтиёрий г- ҳади интерполя- 
иия тугунларининг фақат аввалги г' тасига ва функциянинг шу 
тугунлардаги қийматларига боғлиқ бўлади. Айтилганларни бўлин- 
ган айирмалар ёрдамида бажарамиз:

/ (х)  — 1*п(х ) =  Дх)  -  2
'1=0

/+г)
(Х—ХЛ )Цх1 —X]) 

/ф (

/+ )
П
II (х — хЦ

1=0

П

+ 2
1=0

/ ( X I )

(XI —X) II + ; — X])
т

Бу ифодани 6- параграфдаги лемма билан солиштириб кўрсак, 
квадрат қавслар ичидаги ифода /(х;  д:0; . . . ; х п) нинг айнан ўзи 
эканлиги келиб чиқади. Демак, биз

/ (х)  — Ьп(х) = / ( х ;  х 0; . . . ; х„) юп+1 (х) (7.1)
деб ёзишимиз мумкин.

Энди 1„,(х) тугунлари л 0, х ъ . . . , х т дан иборат бўлган 
Лагранж интерполяцион кўпҳади бўлсин. У ҳолда Лагранжнинг 
Ь„(х) интерполяцион кўпҳадини
Ь„(х) =  Ц(х) +  [£.,(*) -  и х )  ] + . . . +  [Ь„(х) -  и и х )\ (7.2) 
кўринишда ифодалаш мумкин.

Бу ерда Ат(л:) — Ьт̂ ( х) х 0, х и . . .  , х т - 1  нуқталарда нолга 
айланадиган т- даражали кўпҳад, чунки Д„(х;) =  1 т-\  (•+■)=/(•+) 
(у =  0 ,т— 1). Шунинг учун ҳам 

1 т(х) — Ьт-х(х) =  А„Юп(х), Ю„{х) = (Х — Х0) . . .  (Х — Хт- 1 )- 
Бунда л: =  х т деб олсак,

/ (х„)  -  1т-\ (х„,) =  А,ию„{х„)
га эга бўламиз. Иккинчи томондан (7.1) тенгликда п =  т — 1 ва 
х  =  х т деб олсак, у ҳолда

/ ( х т) /т-\(х,н) — / ( х т\ Хй', . . . ; Хт-\)юп(х
Шундай қилиб, А т =  / ( х й, . . . ; х т) ва демак,

Ь„,(х) -  Ьт- Х(х) = / ( х 0\ . . . ; х т) ю„,(х).
Бу миқдорларни (7.2) тенгликка қўйиб, қуйидагига эга бўламиз:

7.„(х) = / ( х 0) +  / (х0; Х\) (х — х 0) +  . . . +
+  /(+ ,; + ; . . . ;  х )̂ (х — х 0) . . .  (х — х п-\). (7.3)

Бу ҳосил бўлган интерполяцион кўпҳад Ньютоннинг бўлинган 
айирмали интерполяцион кўпҳади дейилади.

+  +1 +  Ч
(7.1) тенгликни / (х )  — Ь„(х) =  ■ +  ; ' ш«+1(л:) тенглик билан 

солиштирсак
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Дх\  х 0; . . .  \ х п) 
келиб чиқади. •

(п г  1)! , * 0 <  Е <  х п (7.4)

Энди бир хусусий ҳолни, яъни Д х )  т- даражали кўпҳад
т

РЛх)  =  ^  — г
т

2  а‘х1
1=0

Рт{Х, ЛТ0, . . . , Хп)

бўлган ҳолни қарайлик. (7.4) формуладан ихтиёрий х 0, х х...............
лар учун қуйидагига эга бўламиз:

а„,агар т =  п бўлса,
0, агар т е < л  бўлса.

Ньютон интерполяцион формуласини тузишда ҳам Эйткен схема- 
сидан фойдаланиш мумкин. Қуйида Ньютон интерполяцион фор- 
муласининг қўлланилишига доир мисол келтирилган.

М и с о л. у = ў(х) функциянинг қуйидаги

X 0 5 10 12 13 15 16

У 1 151 1051 1789 2263 3451 4177

экадвалда берилган қийматларидан фойдаланиб, унинг х=12,5 даги қиймаги- 
ни топайлик.

Е ч и ш. Бўлинган айирмалар жадвалини тузамиз:

0 1
30

5 151
180

15
1

10 1051
369

27
1

12 1789
474

35
1

13 2263 ■" ” 40
594 1

15 3451
726

44

16 4177

Учинчи тартибли бўлинган айирма ўзгармас бўлганлиги учун у ■» / ( х ) 
функция 3- даражали кўпҳад экан. Берилган х  — 12,5 қиймат жадвалдаги 
л = 1 2  ва аг=  13 қийматлар орасида бўлганлиги учун, ости чи-зилган бўлинган 
айирмалардан фойдаланиб, Ньютоннинг иитерпояцион формуласини тузамиз:
/ (х )  =  1789 +  474(аг — 12) +  40 (х — 12) (х  — 13) +  (х  — 12) (х—13) (лг-15).
Бундан

/(12,5) =  1789 +  474-0,5 — 40-0,5-0,5 +  0,5-0,5-0,25 =  2016,625.

8- §. ЧЕКЛИ АЙИРМАЛАР ВА УЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ

Фараз қилайлик аргументнинг ўзаро тенг узоқликда жойлашган 
х { = д :0 +  й  (Н— жадвал қадами) қийматларида Дх)  функциянинг 
мос равишдаги қийматлари /  “  / ( + 2) берилган бўлсин. Ушбу
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/ г+1 — /; айирмага биринчи тартибли чекли айирма дейилади; ша- 
роитга кўра бу миқдорни ўнг яекли. айирма: Д /,, кап чекли 
айирма: у /г +1 ёки марказий айирма: §/г+>/2 =  / 1+4, лар каби 
белгиланади. Шундай қилиб, қуйидагича ёза оламиз:

/ 1 + 1  —  / /  =  А / «  =  У А и  =  ь Л + ч ,  =  / , + . , .  • ( 8 - 1 )
Юқори тартибли айирмалар рекуррент муносабатлар ёрдамида ту- 
зилади:

Д * / «  =  Д(Д*-: / , )  =  Д*-ЧД/.) =  Д*-1 / + 1 -  Д'-1/»
V * / =  У ^ - 1/ . )  =  Уа-Ч у /<) =  V4-1/  — V*—' / - ъ
8*/« = Ч8*-1/ )  = ^-Н8//) = 8*-1/«+‘/, -  24- 1/-- / ,.

{ к  _  +А-1 __ Л% -1

Айирмалар жадвали одатда қуйидагича тасвирланади:

X / / ‘ р / з / ‘

хв /о
А

АXI А
А, /-з}*1,

Х3 /» / I
Л

/3•/%
х3 /з

■ /1,
/з

X, л
/'/,

Ҳисоблаш практикасида ишнинг ҳамма босқичларида назорат 
қилувчи амалларнинг мавжудлиги талаб қилинади. Бу нарса қў- 
пол хатоларга йўл қўймасликка ёки ҳеч бўлмаганда уларни ми- 
нимумга келтириш учун хизмат қилади. Бундай назорат қилувчи 
амаллар айирмалар жадвалини тузаётганда бевосита ҳосил бўлади. 
(8. 1 ) ва ундан кейинги формулалардан кўриниб турибдики,

Д 2 +  /? , , ,  +  • • • + / ! _ . / ,  = / 1  —  / о  +  / 2  —  / 1  +  • • • + / л  — / п - 1  —

= / л - / о ,  Д + / 1 +  • • • + Л - 1  =  Д  - / 4  + А - Д ,  +  • • • +

+  / п - Ч ,  _  / л - 3/, = / п - Ч ,  ~ / ч , ’

яъни жадвалнинг ҳар бир ус:.+ўнидаги сонларнинг йиғиндиси 
аввалги устун энг яетки элементларининг айирмасига 
тенг. Айрим интерполяцион формулаларда / ,  ва уларнинг чекли 
айирмалари билан бир қаторда айирмаларнинг қуйидаги ўрта ариф- 
метиги ишлатилади:

/24-1 I Л к - 1  1
„ / ■ 2 4 -1  + '!+Ч,
М I ~  2 ’
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Энди чекли айирмаларкинг айрим хоссаларини кўриб чиқамиз.
1 - лемма. к- тартибли чекли айирма функциянинг қийматлари 

орқали қуйидаги формула билан ифодаланади:

'  , < 8 - 2 >(-= 0 + 2

Бу ерда к жуфт бўлганда I буту-н бўлиб, к тоқ бўлганда /  ярим 
бутундир.

И сбот. Математик индукния методи билан исбот қиламиз. 
к—1 бўлганда, (8 . 1) га кўра (8 .2) нинг ўринли эканлиги келиб 
чиқади. Фараз қилайлик, (8.2) формула к=1  бўлганда ўринли 
бўлсин. У ҳолда

I

Бу тенгликда бир хил / т лар олдидаги коэффициентларни йиғиб 
ва

С[ +  с ^  =  с ц 1

тенгликдан фойдаланиб, /'+* учун изланган ифодага эга бўламиз. 
Шу билан лемма исбот бўлди.

М и со л . к = 2, 3, 4 учун (8.2) дан қуйидагиларга эга бўламиз:

/< =  Л +1 - 2/ / +  / , - ! ,
/? =  /  /+>,, — 3/,+,,, +  3/
А  =  / , +2 -  4 /,+ 1 +  6/, -  4 / +  / / _ 2.

Бу леммадан қуйидаги натижаларга келамиз.
1- натижа. Иккита ср ва рр функиия йиғиндиси ёки айирма- 

сининг /;- чекли айирмалари мос равишда шу функциялар чекли 
айнрмаларпнинг йигиндиси ёки айирмасига тенг:

/ 1  =  Ф) ±  ё кг

2- натижа. Функция билан ўзгармас сон кўпайтмасининг чек- 
ли айирмалари функция чекли айирмалари билан 'ўзгармас соннинг 
қўпайтмасига тенг:

{а/)\ =  а / 1 -
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2- лемма. Жадвалнинг қадами /г — х,- — л+_1 ўзгармас бўлса, 
у ҳолда бўлинган айирма билан чекли айирма орасида қуйидаги 
муносабат ўринлидир:

/(* /, . . . .  * < + * ) = * ( 8 - 3 )

Исботни бу ерда ҳам индукция методи билан олиб борамиз. к =  1 
бўлганда -

/(XI, Хг+О /г+1 ~~и 
х 1+ 1 Х 1

/ и
А

бўлиб, (8.3) формуланинг тўғрилиги равшан. Фараз қилайлик,
(8.3) формула барча т <  к лар учун ўринли бўлсин, у ҳолда

/(XI, . . . .  х с+к+1) /(х[ + 1 ..........Х1 + к+\) /(-*+■...........х1+к)
х1+к+1 ~ Х 1

(Нкк\) (Н(к +  1'))

л
/ 1 +(/г4-1)2
А*+1(А+ 1)1 ’

Шундай қилиб, (8.3) формула т =  к +  1 учун ҳам ўринли экан. 
Лемма исботланди.

Энди (7.4) формулага кўра

* • • » ^1-\-к) ^  ^  5 ^

Бу тенгликни (8.3) билан солиштириб,

ААЛ = У'г/г+̂  = 8,г/г+й/2 = / к) Ш к к

ни ҳосил қиламиз.
Охирги тенгликдан қуйидаги натижага келамиз. ^
3- натижа. п- даражали кўпҳаднинг п- тартибли чекли айир- 

маси ўзгармас сонга тенг бўлиб, ундан юқори тартиблиси эса 
нолга тенг.

Охирги натижа кўпҳад жадвалини тузишнинг қулай усулини 
беради. Аввал аргументнинг ( « + 0  та қийматларида п- даражали 
кўпҳаднинг қийматларини ҳисоблаймиз. Шу маълумотлардан фой- 
даланиб, п- тартибли айирмалар жадвалини тузамиз, сўнгра, п- 
тартибли айирмаларнинг доимийлигидан фойдаланиб, п- тартибли 
айирмалар устунини тўлдирамиз. Ундан кейин, («-— 1)-, (п—2)- 
тартибли ва ҳоказо айирмалар у+.унларини тўлдирамиз. Бу устун- 
ларни тўлдираётганда

/ Н Л - . / ,  +  Л -4
формуладан фойдаланамиз. Практикада бу усулни қўллаётганда 
қўпол хатоларга йўл қўймаслик мақсадида вақти-вақти билан 
кўпҳаднинг қийматини ҳисоблаб туриш мақсадга мувофиқдир.
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М и с о л. Жадвал қадамини Н= I ва дастлабки қийматни х 0—1 деб 
ҳисоблаб, ў(х) = х ъ +  Зх2 — 6 х — 5 кўпҳаднинг айирмалар жадвали тузилсин 

Е ч и ш. / (х )  нинг х 0 = 1 , х х = 2, х 2 =  3 нуқталардаги қийматларини. 
ҳисоблаймиз: / 0 =  —7, / 4 =  3, / 2 =  31. Бундан эса қуйидагилар келиб чиқади:

Д 2 = Л - / о =  Ю, Д ,  = / 2 - Л  =  28, / 2 = Д а _ / 1 / а =  18.

23- жадвал

X / / ’ Р Ў

1 —7
10

2 3
28

18
6

3 31
52

24
6

4 83
. 82

30
6

5 165
118

36
6

6 283
160

42

7 443

Бу қийматларни 23- жадвалга жойлаштирамиз. Бизнинг функгдиямиз 3- дара- 
жали кўпҳад бўлганлиги учун унинг 3- тартибли айирмаси ўзгармас сон бў- 
либ, Д. =  3! =  6 га тенгдир. 23- жадвалнинг қолган устунлари қуйидаги

/ ? - /? _ !  +  /?_.,, ( / - 1 , 2 , 3 . . . . ) ,

/)+./, =  //_.,, +  /? (г' =  2- 3...........)•
/ / - / , _ !  + /!_ ./ ,  (/ -  3. 4------).

формулалар ёрдамида тўлдирилади.

Айирмалар жадвалини тузаётганда ҳисобловчи тасодифан хато- 
га йўл қўйиши мумкин. Ҳозир биз /  ни -ҳисоблашда йўл қўйилган 
е хато айирмаларга қандай таъсир қилишини кузатамиз (24- жад- 
вал).

24- жадвалдан ёки (8.2) формуладан кўринадики, к- тартибли 
айирмага хато (— 1);С{ ( /  =  0, к)  коэффициент билан тарқалади, 
демак к-  тартибли айирма максимал хатосининг абсолют қиймати 
жуда тез ўсади: ҳар бир /*  айирма учун хатоларнинг ишораси 
билан олинган йиғинди нолга тенг бўлиб, абсолют қиймати билан 
олинган йиғинди эса [е( 211 га тенг. Шундай қилиб, функциянинг 
қийматлари ҳисобланаётганда йўл қўйилган арзимас хато унинг 
юқори тартибли айирмаларига катта таъсир кўрсатар экан.

Айирмалар жадвалидаги е хатонинг тарқалиш қонуни айрим 
ҳолларда бу хатонинг ўрнини ва қийматини тогшшга ҳамда жад- 
вални тузатишга имкон беради. Одатда айирмалар жадвали бирор 
белгиланган ўнли хона аниқлигида ҳисобланади. Агар у  =  / {х)

222

www.ziyouz.com kutubxonasi



24- ж адеал

X / /■ р Р

Х 1 -  4 

Х 1 -  8 

Х ! - 2  

Х 1 - 1 

Х 1 

Х 1+ 1  

Х ! + 2  

Х  И-3 

х  <+4

/ « - 4

Н - г  

1 1 - 2  

П - 1

/ г  +  8

и + \

и + 2

/ + 3

/ + 4

А - ч ш

/1 - %

/) -* / .

/ ! _ . / , + 8 

/ / + V *  

/1 + * /.' 

/!+•/.■ 

/ ! + ’/.

А - ъ  

/ ? - 2  

/ ? - !  +  • 

/ 2 - 2 *

Л + \  + 8 

/ /+ 2  

/? + з

• • •

/ 3
/ / - * / .  

/ ? - • / ,  +  8 

38

/ / + . / , + 38 

/ / + • / ,—  • 

//+ * /,

• • •

/ / - 2  +  8 

/ / 4_ ! - 4 *  

Л + 6 .  

/ /+ 1  4® 

/ / + 2  +  8

функция к- тартиоли узлуксиз ҳосилага эга бўлса, у ҳолда унинг 
к- тартибгача бўлган айирмалари текис ўзгариб, к- тартиблиси 
белгиланган ўнли хона миқёсида деярли ўзгармас бўлади. Жад- 
валнинг бирор қисмида охирги шартнинг бажарилмаслиги, умуман 
айтганда, ҳисоблаш хатоси мавжудлигидан далолат беради. к- 
тартибли айирманинг нормадан максимал оғишини ўрнатилгандан 
кейин, қуйидаги шартлар бажарилганда бу хатонинг ўрнини ва 
қийматини аниқлаш мумкин: 1) бу хато фақат бир жойда ва 
функциянинг қийматини ҳисоблаш пайтида содир бўлган; 2 ) чекли 
айирмаларни ҳисоблаётганда бошқа хатога йўл қўйилмаган. 24- 
жадвалдан кўринадики, /*  даги максимал хато / ,  нинг хато қий- 
мати жойлашган сатрда ёки ундан битта юқоридаги ва битта 
пастдаги сатрларда бўлади. ШунДш қилиб, хато ҳисобланган 
жадвалдаги /„ +  ® қийматнинг ўрни п маълум бўлиб, миқдори 
е ни топиш керак бўлсин. Соддалик учун учинчи айирма деярли 
ўзгармас бўлсин деб фараз қиламиз, у ҳолда иккинчи айирма 
арифметик прогрессияни ташкил этади ва шунинг учун ҳам ик- 
кинчи айирма / \  нинг аниқ қиймати учта ўзаро қўшни хато айир- 
маларнинг ўрта арифметигига тенг бўлади (қ. 2 4 - жадвал):

Л  -  4 - 1 (Л-х + £) +  (Л -  2£) +  (Л-1 +  £) ].

' 2 23
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чунки £ лар ўзаро қисқариб кетади. Иккинчи айирма /?  нинг то- 
пилган аниқ қийматидан фойдаланиб хато миқдори е ни аниқлаш 
мумкин. Бу миқдор иккинчи айирманинг тузатилган қиймати билан 
хато қиймати орасидаги айирманинг ярмига тенг:

* = - г \ л - ( я - ш

/  нинг аниқ қиймати эса

/ 1 — ( / ‘ +  е) — 5
айниятдан топилади. Ҳисоблашнинг тўгрилигини текшириш учун 
айирмаларни яна бир марта ҳисоблаш керак.

25- жадеал

X / / ’
/ ’

хато

1,9 6,190
174

2,0 6,364
174

0

2,1 6,538
174

0
£2,2 6,712 (-5 )0

1(69)74 О-2,3 6,88(1)6
17(9)4

(10)0 1 —

е2,4 7,060
174

(-5 )0

2,5 7,234
174

0

2,6 7,408
174

0

2,7 7,582

М и с о л. 25- жадвалдаги ха ю тузатилсин.
Е ч и ш. Жадвалда хаго рақамлар қавс ичида олипган ва айирмалар 

устунида ўили хоиалар кўрсатилмаган, улар фуикция қийматлари устунидан 
аён. Бундан кўрииаднки, иккинчи айирманинг текис ўзгариши х=2,3 да 
бузилмоқда. Мавжуд хато катта қавсга олинган уч сатрга тарқалган. л: =  2,3 
даги / |  нинг аниқ қийматини топиш учун иккинчи айирмаларнинг ҳар уч 
сатрдаги қийматлари ўрта арифметигини оламиз:

Л2 =_1|1-3 (—5 +  10 — 5) =  0.
Бундан ,

е = _1_ (0 — 0,010) =  —0,005.

ў(х) нинг лг=2,3 нуқтадаги қийматига тузатиш сифатида, аниқ қиймати- 
ни топамиз:

Ў1 =  (/[ +  е) — е =  6,881 — (—0,005) =  6,886.

Бу тузатишлардан кейин биринчи айирма ўзгармас бўлиб, иккинчи айирма 
нолга тенг бўлади.

2 2 4 www.ziyouz.com kutubxonasi



0- §. ТУГУНЛАР ТЕНГ УЗОҚЛИКДА ЖОЙЛАШГАН ҲОЛ УЧУН 
НЬЮТОН ИНТЕРПОЛЯЦИОН ФОРМУЛАЛАРИ

Ушбу ва кейинги параграфларда интерполяция тугунлари тенг 
узоқликда жойлашган ҳолни, яъни Х 1 —х 0-\-Ш (1 =  0, 1 , 2 , . . .) 
бўлган ҳолни қараймиз. Бу ҳолда интерполяцион формуланинг 
кўринишлари анча соддалашади. Биз ҳозир Ньютоннинг иккита 
интерполяцион формуласини чиқарамиз. Буларнинг биринчиси функ- 
цияни жадвал бошида ва иккинчиси жадвал охирида интерполя- 
циялаш учун мўлжалланган ( 1 1 - §  га қаранг).

Фараз қилайлик, Ьп(х) х 0, х х . . . , х п тугунлар бўйича тузил- 
ган Ньютон интерполяцион кўпҳади бўлсин:

+ . ( * ) = / ( * о ) + / ( * о .  х ,) (х — л 0) +  . . . +
+  / ( х 0, . . . ,  х п) (х — х 0) . .  . (х — х п- 1). (9.1)

Бундаги бўлинган айирмаларни (8.3) формулага кўра чекли айир- 
малар билан алмаштирайлик.

Ушбу х =  х 0-\г Ш алмаштиришни ҳам бажаргандан кейин (9.1) 
кўпҳад қуйидаги кўринишга зга бўлади:

ь п(х0+ й ) = / 0+ 4 +  - 1) ( < - 2) г я ,
3 !  -/ з /2 ' г

+  • • • + * ( * - 1) Ц -  +  - П 1 л, 
п! (9.2)

Бу формуланинг қолдиқ ҳади қуйидаги кўринишда бўлади:

н п(х) =  (х — х 0) (х — х 0 — к) . . . (х — х 0 — пк)

(П +  1)1 * ( * - . ! )  . . . (* — п).

/ {п+1)(£) 
(п+  1)1

(9.3)

(9.2) формула Ньютоннинг жадвал бошидаги ёки олға интер- 
поляцион формуласи дейилади.

Энди (9.1) формулада интерполяциялаш тугунлари сифатида 
л:0, х-и  . . . .  Х-п тугунларни оламиз:

£»(*) = /(* о )  +  /(* о . (X — х0) + / ( х 0, х -и  Х - 2) (х—х 0) (х—
— х \) +  • • • +  Л х о> • • • > Х - п )  (х — я:0) . . . (х а:_(П_ 1)). (9.4)

Бўлинган айирмалар ўз аргументининг симметрик фуикцияси бўл* 
ганлиги учун .

/ ( х 0, Х—1, . . . > Х—к^^а/^Х—ь, . . . , Х—1, Х0).
(9.4) формулада яна бўлинган айирмаларни чекли айирмалар билав 
алмаштириб ва х  =  х0-\- 1к деб олиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

ь п(х0 +  (к) =  / 0+ / 1 % I + / 2- х! Ц Л -  +

, т + г ) . . .  [< +  ( « - . ! ) }
“Г '  •’ л/2 Л1 *

+

(9.5)
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Б у  ф орм ул ан ш г қолдиқ  ҳади

нп+х / (п+1\Ч)
(л +  1)1 1(1 +  1 . • • (/ +  л)

кўринишда бўлади.
М и с о л. 26- жадвалда э ҳ т и м о л л а к  и н т е г р а л и

Ф ( х )  =  Г Ш

нинг қийматлари берилган. Ньютоннинг интерполяцион формулалари ёрдами- 
да Ф (0,64) ва Ф (1,45) лар ҳисоблансин.

2 6 -  ж а д в а л

х ф ф1 ф»

0,5 0,5205

0 , 6 0,6039

0,7 0,6778

0 , 8 0,7421

0,9 0,7969

1 . 0 0,8427

1 , 1 0,8802

1 , 2 0,9103

1,3 0,9340

1,4 0,9523

1,5 0,9661

834

739

643

548

458

375

301

237

183

138

—95

—96

—95

—90

—83

—74

—64

—54

—43

фЭ

—1 

1 

5 

7

9

10 

10

9

Е чиш . х 0 сифатида жадвалдаги қийматларнинг х  —  0,64 га энг яқини- 
ни, яъни х = 0 , 6  ни оламиз. Бу ерда Н =  0,1 бўлгани учун

/ _  х  — х 0 _  0,64 — 0,6 _  п  л

Н 0,1 '
г(9.2) да и = 3  деб олиб, бу қийматларни келтириб қўямиз: ■

Ф (0,64) 0,6039 +  0,4-0,0739 +  (—0,0096) +

+  0 ,4 (0 ,4  — 1) (0,4 — 2) .0 , 0 0 0 1  =  0,63462.
о1

Жадвалдаги қиймати эса Ф (0,64) =  0,6346 ([50], 129 б. га қаранг).
Худди шунга ўхшаш, Ф (1,45) ни ҳисоблаш учун х 0 сифатида жадвал- 

даги қиймаг 1,5 ни оламиз. У  ҳолда

1,45 — 1,5
0,1 —0,5

2 2 6
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Оўлиб, (9.5) формулага кўра:

Ф (1 ,45 ) ?  0,9661 +  0 ,0138(— 0,5) —  0,0045-

+  0 ,0009 • — 0 ,5 (— 0,5 4- 1) (— 0 5 +  2) 
3!

— 0 ,5 (— 0,5 +  1) , 
2

=  0 ,959706.

Жадвалдаги қиймат эса Ф (1,45) =  0,9597.

Энди қолдиқ ҳад тўғрисида бир оз тўхталиб ўтайлик. Айрим 
ҳолларда, хусусаи /,• қийматлар тажриэа йўли билан ҳосил қи- 
линган бўлса, / ( П+1) (Н) ни баҳолаш анча мушкул бўлади. Шу- 
нинг учун қўпол бўлса ҳам, соддароқ йўл билан баҳолаш маъ- 
қулдир. Қаралаётған оралиқда ҳосила /<п+1>(л:), демак, айирма 

/[*+1 ҳам секин ўзгаради деб фараз қилиб, (9.3) формула билак 
берилган қолдиқ ҳадда қатнашувчи ҳосилани (8.4) формула ёрда» 
мида айирма билан аламаштирамиз, натижада

/( / — 1) . . .  ( {  —  п )

(я~+Т)!
п + 1 

/ п + 1
2

(9.6)

ҳосил бўлади. Шунингдек (9.5) формула ўрнида, 
рибий, лекин қулай формулага зга бўламиз:

п  ^  { ( {  +  ) ) .  ■ ■ ( {  +  п )  , п + х  

(и +  1)! ■'п+\ '
2

қуйидаги тақ- 

(9.7)

Юқоридаги формулалар анча қўпол, улардан фойдаланишда ҳушёр 
бўлиш керак. Агар ҳосила секин ўзгармаса, у ҳолда маъносиз 
натижага эга бўламиз. Масалан,

/ (х)  =  л: +  А/зтюс

функцияни олиб, интерполяния тугунлари сифатида бутун лу — 0, 
± 1 ,  + 2 , . . . қийматларни олайлик. Бу ҳолда иккинчисидан бош- 
лаб барча айирмалар. нолга тенг. Демак,- қўпол тарзда /(х)  ни 
чизиқли функция деб олишимиз мумкин. Лекин, N  етарлича кат- 
та бўлганда х  +  Мзпго; функция чизиқли функциядан кескин 
фарқ қилади. .

10- §. ГАУСС, СТИРЛИНГ, БЕССЕЛ ВА ЭВЕРЕТТ 
ИНТЕРПОЛЯЦИОН ФОРМУЛАЛАРИ

Интерполяция хатосини камайтириш мақсадида, х, интерполя- 
ция тугунларини интерполяцияланувчи эс -нуқта. атрофида олиш 
маъқулдир. Чунки бу ҳолда қолдиқ ҳадда қатнашадиган ? нуқта 
ҳам х  га яқин жойлашган бўлади ва демак, /<я+1) (Е) ҳам айтар- 
ли даражада ўзгармайди. Натижада, қолдиқ ҳадга кескин таъсир 
этадиган миқдор фақатгина

П
|ш„+ 1 (Х)1 — П  \Х —  + |  . . •

/=о

2 2 7
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бўлиб қолади. Бу ифода х  билан интерполяция тугунлари ораси- 
даги масофаларнинг кўпайтмасидан иборатдир. Шунинг учун ҳам, 
/ ( х) ни интерполяциялашда л: га нисбатан энг яқин п та нуқтани 
олсак, |<о„+1 (х) | минимал қийматга эга бўлади. Кўриниб турибдиг 
ки, п — 2к бўлса, л: нинг чап ва ўнг томонларидан к тадан нуқ- 
та олиш керак. Агар п =  2к +  1 бўлса, у вақтда л; га энг яқин 
бўлган тугунни олиб, сўнгра чап ва ўнг томонлардан к тадан 
нуқталар олиш керак.

Ҳозир интерполяцион формулаларни мана шу ғояга асосланган 
ҳолда тузиш билан шуғулланамиз. Бундай интерполяцион кўпҳад- 
ларнинг чизиқли комбинацияларини олиб, айрим ҳолларда аниқ- 
ликни туширмасдан кўпҳаднинг даражасини пасайтириш мумкин. 
Биз дастлаб шу методга асосланган Гаусс интерполяцион форму-
лаларини чиқарамиз. Агар функция х  £ ^х0, х 0 +  нуқтада ин-

терполяцияланса, у ҳолда интерполяция тугунларини х 0, х0 +  к, 
лс0 — к, . . . , х 0-\-кк, х 0 — кк тартибда олиш маъқулдир. Чунки 
ихтиёрий п учун шу тугунларнинг аввалги п тасини олсак, улар 
х  га энг яқин турган нуқталардан иборат бўлиб, шу нуқталар 
бўйича тузилган интерполяцион кўпҳаднинг хатоси, ихтиёрий 
бошқа тартибда олинган нуқталар бўйича тузилганидан кичик 
бўлади.

Гаусснинг биринчи интерполяцион формуласини тузишда 2 « + 1  
та

х 0, х 0 +  к, х 0 — к, . . . , х 0 +  пк, х 0 — пк ( 10 . 1)

нуқталар учун Ньютоннинг тенг бўлмаган оралиқлар учун интер- 
поляцион формуласини ёзамиз:

£»«(*) =»Л*о) +/(*0, +) (Х—Х0) + / ( х 0, х и х-г) (х—х 0) (х—х,)+ 
+  /( х 0,х и х - и х 2) (х — х 0) (х — х г) (х — Х-1) +

+  / (Х0,Хи Х - 1 ,Хи Х-2) (х—х 0) (Х—Хг) (Х—Х - 1) (Х—Х2) +  . . . +  
+ / ( Х0*Х\ >х —1 > • • . Хп,Х—п)(х Х0)(Х ЛҲ) . . . (X Х—(П—1 ))(Х х п).

( 10.2)

Бунда х « = х 0+ й  деб, бўлинган айирмаларнинг чекли айирмалар 
орқали ифодасидан фойдалансак, у  ҳолда

- / о + / /  +  Д

@2п(х о +  М) = Ь2п(х0 +  1к) 
* ( * - ! )  , „ {(Р — 1)- Р2 •/. 3!

_1_ ^ . - Н Р 2- ! )  • ■ ■ [ Р - ( п -  1)»] , 
пг-/ Ча (2п — 1)!

I рп+2-  1) •• • [Р-(п- \П ({+п) 
' у <> (2и)1

+

(10.3)

ҳосил бўлади. Бу Гаусснинг бирити, интерполяцион форму- 
ласи  ёки Гаусснинг олға интерполяцион формуласи дейила- 
ди. Бу формула (10.1) нуқталар учун тузилган Лагранж форму-
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л.чсшшнг ўзи бўлиб фақат бошқача тартибда ёзилганидир. Ш у- 
шшг учун ҳам бу формуланинг қолдиқ ҳадини бевосита ёза ола- 
мпз:

у(2п+1) ф  л 2п+1 

(2/2+ 1)! (((2-  1 ) . . . (I2 — п2). (10.4)

(10.3) формулада қатнашадиган айирмалар 2 7 - жадвалда стрелка- 
ларнинг йўналиши бўйлаб паотки „синиқ сатрни“ ташкил этади. 
Агар биз ( 10 . 1 ) нуқталарни бошқача тартибда, яъни х 0, х 0—к,
х0 +  Л, . . .  , х 0 — пк, х 0 +  пк каби олсак, у вақтда х£[х0- - ^  ,
х 0) нуқтада интерполяциялаш учун яхши натижа берадиган Гаусс- 
нинг иккинчи интерполяцион формуласи ёки орцага интер- 
поляциялаш формуласа

о 2„(*с+ т  =  ц п(х'0+ ( к ) = / 0+ / ^ ^ + / 1^ ± 1 ) +

, л  ( М +  I р.п- 1 (^2 2 2) - . .  [ < » - ( „ - ! ) » ]

"гУ + 31 -г • • • -Г У _ 1_ (2п — 1)! —
2 2

Д_ пп ^ + - 1 )  + - 2 3 )  . . . [ Р - ( п -  1)4 (( + п) п .
+  /0 (2п)1 (Ю.о;

га эга бўламиз.
Бу формулада қатнашадиган чекли айирмалар 27- жадвалда 

устки „синиқ сатр“ни ташкил этади. Унинг қолдиқ ҳади эса
А2п-\-\) /с\

^ «  =  / (2/ Г + т ^ г ^ 1̂ 2- 1) (*2~ 22) • • • (*2- « 2) (10-6>

га тенг. Гаусснинг ҳар иккала формуласини қўшиб ярмини олсак, 
қуйидагига эга бўламиз:

2̂п(Х0 + ^) “ Л + ̂  + Д  ~2---Г • • • +
, п С2п~1 ( Р - 2 » )  . . .  [ < » - ( Я - 1 ) Ч  ,

л Р /о  (2я — 1)! ^
, „„ + ^ - 1 )  . . .  [ Р - ( п - \ у ]

"г 7о (2/2)! ’ (10.7)

чунки
1 (-* + - ! )  (/2- 22) . ■ ■ [ Р - ( п - т  (( — п) ,
2 \  (2/2)!
I + 2 — 1) +  — 23) . . . [I2 — (п — I)2] (* +  п) )

(2/2)! • 
Р(Р — 1) ... \Р — (п— I)2] 

(2п)!

ва
_1_
2

2п-1
1/з *Дп~1
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2 7 - ж адвал

Ҳосил қилинган (10.7) формула Стирлинг интерполяцион фор- 
муласи  дейилади. Бу формулада 28- жадвалда кўрсатилганидек 
о индексли жуфт тартибли чекли айирмалар ва */2 ҳамда —5 /2 
индексли тоқ тартибли чекли айирмаларнинг ўрта арифметиклари 
қатнашади.

2 8 -  ж а д в а л

* 1 Г /' /з / ‘

I х ~ 2 7-2
л: , л - 1 /-! /-% /—1
х0

XI

Ўо

/Г

_1_(

2 1 /V.
/о
А

1 ( /—'/•
2’ ,з 1 /'/.

£о

1 I /з , Н
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/?,„(*) Ч; -  1) (/2 -  22) • • . (*2 -  «2) (10.8).

К ўриниб тури бди к и , Стирлинг ф ормуласининг қолдиқ ҳади

га тенг. Гаусснинг иккинчи интерполяцион формуласини х % нуқта 
учун қўлланса, қуйидаги формула ҳосил бўлади:

1гп{хх +  ик) * I 4  ,, [ #  и(« +  1)■ / 1 +  / ‘1ги +  / 1 •д
и(и2 — 1)

/ 2л- 1  и(и2 1) • 
^  •/ ч /а

2 1 '  V»
[ ц 2 _  ( И _  1 )2 ]

3!

+  л■2/1

+  . . . +

(2«  — 1)1 ' 
и(иа — 1) . . .  [ц2 —(Л— 1)2] (и +  п) 

(2я)1 (10.9)

Бу формулада « == —-+ +  белгилаш киритсак ва буни / «= *
орқали ифодаласак, и =  1 бўлиб, (10.9) формула қуйидаги кў-
ринишга эга бўлади:

В^п(х о +  =  / 1  +  / ‘/„(^ —  1) +  / 1  • — 2!------- ^  + /а ---------- Ш------------

.  , /2и-1 К/2- 1) • ■ • [*»-(л- 2)2] (/-л + 1) О - л )
+  • • • “!■ + /, _

/ 2/1-1

+ 2 — 1) . . .  [Р — (п
+  Л  П-

(2л — 1)1
12] (*.

+
-л)

(2л)1 ( 10. 10)

Энди, бу формулани Гаусснинг биринчи интерполяцион формуласи
( 10 .3) билан қўшиб, ярмини олсак ҳамда қуйидаги

■у(Пп+ Л п) =  ^
ва
_1_ ШР — 1) . . ■ (Р — л2) ЦР—1) . . ■ [/з—(я—1)а](/—л) ((—п—1)

2 I (2я+ 1)1 +  (2я + 1)!
_ К /2- 1 )  . . .  Қ2— (л — 1)2] Қ —- л) ( I - » / 2)

(2л +  1)1

муносабатлардан фойдалаисак, у ҳолда Бессел формуласи ҳосил 
бўлади: .

Вгп(х о +  /Л) =  ^  +  Д [  I -  - Д ) +  [хД, +
21

1 (л — 2)2] У - П +  1) 
(2л — 1)1 -

1) • • . [/2 - ( я - 1 )2] ( / -  я)
(2я)!

' - т ) +
( 10 . 1 1 )

Бу формула, умуман айтганда, интерполяцион формула эмас, чунки 
у мос равишда

Х—пу . . . , Хп ва Х—(п—1), . . . »  ^я+1
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тугунларга эга бўлган иккита интерполяцион кўпҳадларнинг ўрта 
арифметигидир. Яъни у фақат 2п та х -^ -ц ,  . . . , х п тугунларда 

,/{х) билан уетма-уст тушади, лекин бу формулада функциянинг 
Х - п ва хп+\ нуқталардаги қийматлари қатнашган. (10.1-1) кўпҳад 
интерполяцион бўлиши учун, яъни унинг Х - п ва хп+{ нуқталар- 
да ҳам / (х)  билан устма-уст тушиши учун, унга яна битта ҳад 
қўшиш керак: - .

В з п + \ ( Х 0 ^ )  ^ 2 п + \ ( - ^ о  ~Ь 33

-  + , + Д  (‘ ~  т )  +  ‘‘Д  +  • ■ • +

+  - О - О Ч  +

. р п + 1 ^ 2- ! )  . . .  I/2 — (п— I)2] (/ — п) ({ — 1/2)
(2п +  1)1

( 10. 12)
Бу формула Х - п, . . . , х п, х п+\ нуқталар бўйича тузилган Лаг- 
ранж интерполяцион кўпҳади билан устма-уст тушганлиги учун 
унинг қолдиқ ҳади

х(2/г+2)/с\
Ъп+\(Х) -  П • • • (Р -П * )  [ / - ( „ + ! ) ](2 п +  2)1

бўлади. Демак, (10.11) формуланинг қолдиқ ҳади эса

Н 2 п +2(*) =/*•+*
л 2 п + 2 / ( 2 п + 2 ) ( £ )  

+  (2 п +  2)!

((№ — 1) . .  . [^ — (П — 1)Я (( - п ) ( / _ 1/а)

*(*а ~  1)

(2п +  1)!

(/2 — п2) [/

+

(й + 1 ) ]  (10.13)

га тенг. Бессел формуласини оралиқ ўртасида, яъни / =  1/2 да 
қўллаш қулайдир. Бу ҳолда барча тоқ тартибли айирмаларга эга 
бўлган ҳадлар нолга айланади. Бессел формуласида қуйидаги 
айирмалар қатнашади:

X / /• р р /•

х_2 / —2
/- • / .

х-\ 1 [ / - 1 / 1 ,

х0 т{А / - • / .
1 И

х х /1 А А
1 ( /о4

лг3 /з
А

/ 22
А Т^

Ниҳоят, кенг қўлланиладиган формулаларнинг яна бирини тузамиз. 
Бунинг учун
• ў2к + \ _  у 2А р2к
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мупоеабат ёрдамида, Гаусснинг биринчи интерполяцион формуласи
(10.3) дан тоқ тартибли айирмаларни йўқотамиз. У ҳ о л д а а й и р -  
ма оддидаги козффициент .

ц у —[) . , ,  (& — №)
(2к  +  1)!

га тенг бўлиб, Д к айирманинг козффициенти эса қуйидагига тенг: 
1 ( 1 ' ~  1) . . . \р — (к—\у] (1 — к) 1(П — 1) . . ■ [ Р  — (к — 1)2] ( Р  — к+^
... ( 2  к)\ ( 2  к +  1)!

1(Р — 1) . . .  [Р —  ( к —  1)2] (1 —  к) ( к + \ — 1)

=  (2 к + 1)! ’
Охирги ифодада 1 = \  — и алмаштириш бажарамиз:
(1—« ) ( 1 - и —1)(1—и + 1 )  . . .  ( \ — и — к + \ ) ( \ — и + к - \ ) ( \ — и — к ) ( к + \ — \ + и )

(2к  +  1)!
__ и(и2 — 1) . . . (и* — к+
~  ( 2 к + \ ) \  ’

Натижада, қуйидаги Эверетт. интерполяцион, формуласи ҳо- 
сил бўлади: ..

И-2п+\ ( + + ^ )  = / / + / +̂ + - 1)
31

+  /о «  +  /о
и(и2— 1) 

31 +  . . . + /

+л
у „ и ( и * - Р )

; „ 1 ( Р - \ )  ■ ■ ■ ( Р - п - > )

( 2  п +  1)!
. (и2 — и2)

+

(2 и +  1 )!

Бу формуланинг қолдиқ ҳади х~п, . . . .  х п+ 1 тугунлар ёрдамида 
тузилган Гаусс формуласининг қолдиқ ҳади билан устма-уст ту- 
шади:

( 2 п  +  2 )! 1 ( ў  — 1) . . . ( ў  — и 2) [7 — (# +  1)].

Эверетт формуласи одатда жадвални зичлаштиришда қўлланилади,
я'ьни х 0 +  кк тугунларда функция қийматларининг жадвали бе-
рилган бўлса, х 0 +  кк' тугунларда функция қийматлари жадвали-. ^
ни тузишда фойдаланилади, бу ерда к' — —  (И — бутун сон).

11- §. ТЕНГ ҚАДАМЛИ ИНТЕРПОЛЯЦИОН ФОРМУЛАЛАРНИ 
ҚЎЛЛАШ УЧУН ТАВСИЯЛАР

Функциянинг жадвалдаги қийматлари одатда тақрибий бўлиб, 
уларнинг лимит абсолют хатолари охирги хона бирлигининг ярми- 
га, биринчи тартибли айирманики охирги хонанинг бир бирлигига, 
иккинчи тартиблисиники охирги хонанинг икки бирлигига, учинчи 
тартиблисиники эса охирги хонанинг тўрт бирлигига тенг бўлиши 
мумкин ва ҳоказо. Силлиқ функцияларда одатда тартиби ортган 
сари айирма кдмая бориб, бирор тартибга етггдда деярли ўзгар- 
мас ва ундан кейингилари кичик миқдор бўлиши керак. Лекин,
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функция қийматидаги хато ҳисобига, айирма нолга айланмасдан 
тартибсиз ишора билан ортиб кетиши ҳам мумкин. Бундай натижа- 
лар нотўғри бўлиб, улардан фойдаланиш мумкин эмас. Шунинг 
учун ҳам мунтазам ўзгарадиган айирмаларнинг энг юқори тарти- 
бини аниқлаш керак. Сўнгра эса интерполяциялаш учун интер- 
полягион формулани қуйидагиларга асосланиб танлаш керак. Агар 
функциянинг қиймати ҳисобланиши керак бўлган х  нинг қиймати 
жадвал бошида ёки охирида бўлса, у ҳолда мос равишда Ньютон- 
нинг биринчи ёки иккинчи формуласини қўллаш керак. Агар бу 
қиймат жадвалнинг ўртасида, масалан, [л:,-, оралиқда бўлса
ҳамда Х1 ва Х1+\ тугунларга мос келадиган сатрда барча мунта- 
зам ўзгарадиган айирмалар мавжуд бўлса, у ҳолда дагстлабки 
тугун сифатида х ( ёки Х\+\ ни қабул қилиб Стирлинг ёки Бессел 
формуласини қўллаш керак. Шуни таъкидлаш керакки, агар )/(<  
=<0,25 бўлса Стирлинг формуласини, 0 < 2 5 <  |^ К 0 ,7 5  бўлган- 
да эса Бессел формуласини қўллаш керак. Бу ерда х  нинг х\ ёки
Х[+\ тугунларнинг қайси бирига яқин туришига қараб, ( =  ~ ~  х■

X — X,,, _
ёки ( -------- ----  деб олиш керак. (

Юқорида айтганимиздек, Эверетт формуласи жадвални зичлаш- 
тириш учун фойдаланилади. Биз 9- § да Ньютон формулаларининг 
қўлланилишига доир мисоллар кўрган эдик.

Шунинг учун ҳам бу ерда Стирлинг ва Бессел формулаларшш 
қўлланишга мисол келтириш билан кифояланамиз.

М и с о л. 29- жадвалда

5(гЦ
~ 7 Т

■ й(

Френел интегралининг қийматлари Н — 0,1 қадам билан келтирилган. 5(0,612) 
ва 5(0,65) топилсин.

2 9 -  ж а д в а л

<
X 5(х) Я‘(*) Яа(ж) Ж ) Я‘<*) 5*(х) яли)

0,3 0,0434
231

0,4 0,0665
259

28
— 6

0,5 0,0924
281

2 2

—4
2

— 1
0 , 6 0,1205

299
18

—3
1

2
3

0,7 0,1504
314

15
—4

- 1
2

0

0 , 8 0,1818
325

11

—3
1 '

0,9 0,2143
333

8

1 , 0 0,2476
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Е ч и ш . Жадвалда айирмаларнинг фақат маъноли рақамлари ёзилгат 
ЖадвалдаН кўриниб турибдики, 4- тартибли айирмаларни ноль деб олит 
мумкин, чунки уларнинг энг каттаси 2 -Ю- 1  га тенг бўлиб, хатоларнинг энг 
каттаси эса 8 • 10~ 4 га етиши мумкин эди. Шунинг учун ҳам айирмаларнинг 
тўртинчидан юқори тартиблиларидан <5 ойдаланиш маънога эга эмас.
5(0,612) ни ҳисоблаш учун х 0= 0 , 6  ва <= 0 , 1 2  деб олиб, Стирлинг формула- 
сини қўллаймиз: 1 ■

5(0,612) ^  0,1205 +  0,5(0,0281 +  0,0299) 0,12 +  0.0018Х
X 0,5-0,0144 +  0,5■ (—0,0004— 0,0003)-—  -0,12х

6

X (0,0144 — 1) +  -^--0,0001 -0,0144 ■ (0,0144 — 1) =  0,12400.

5  (0,65) ни ҳисоблаш учун *= 0 ,6  ва <=0,5 деб олиб, Бессел формула- 
сини қўллаймиз:

5(0,65) -  0,5(0,1205 +  0,1504) +  0,5,0 0018 +  0,0015) X 
X 0,5 - 0,5 • (0,5 -—• 1) =  0,13524.

12- §. ИНТЕРПОЛЯБИОН ЖАРАЁННИНГ ЯҚИНЛАШИШИ

Интерполяция амалда қўлланилганда ҳар доим ҳам қолдиқ 
ҳадни баҳолаш мумкин бўлавермайди. Шунинг учун ҳам етарлича 
кўп тугунлар олинганда иитерполянион кўпҳаднинг интерполя- 
цияланувчи функцияга етарлича яхши яқинлашишига ишонч ҳо- 

л сил қилиш амалий интерполяциялашда. катта аҳамиятга эга. Шу 
сабабдан ҳам интерполяцион жараённинг яқинлашиши масаласи 
туғилади.

Фараз қилайлик, бизга элементлари [а , Ь] да ётувчи чексиз 
учбурчак матрица

х(°>
х ^  хт 
х {/  х[2> х<2)

хМ х[п1 Х<2п) . . . Х<£>

( 12.1)

берилган бўлсин. [а , Ь1 оралиқда аниқланган бирор / (х)  функция 
учун Лагранж интерполяцион кўпҳадининг кетма-кетлиги {^„(х)} 
берилган бўлиб, /.„"(х) ни қуришда ( 1 2 . 1) матрицанинг п- сатрида- 
ги барча элементлар қатнашсин. Агар ихтиёрай х  £ \а, Ъ\ уяун

ПтА„(х) = / ( х )
П~У ОО

тенглик бажарилса, интерноляцион жараён яқинлашади 
дейилади. Агар (12.2) тенглик л: га нисбатан текис бажарилса, 
жараён текис яқинлашади дейилади.

Шундай савол туғилади: \а, Ь] оралиқда узлуксиз бўлган 
/ (х)  функция учун интерполяцион жараён яқинлашадими? Бу са- 
волга умуман ижобий жавоб бериб бўлмайди. Фабер томонидан 
қуйидаги теорема исбот қилинган: ҳар қандай ( 12 . 1 ) кўринишдаги
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тугунлар матрицаси учун шундай узлуксиз /(х) функция топила- 
дики, унинг учун бу тугунлар бўйича қурилган Лагранж интер- 
поляцион кўпҳади \а, Ь\ оралиқда бу функцияга текис яқинлаш- 
майди. Бундан ҳам кучлироқ натижани [— 1, 1] оралиғида тенг 
узоқликда жойлашган тугунлар (х)/  = — 1 , х (/> =  1) бўйича 
/ { х ) =  \х[ функция учун қурилган Лагранж интерполяцион кўп- 
ҳадлари Ь п(х) — 1 , 0, 1 нуқталардан ташқари бирорта нуқтада 

. ҳам /(х) га яқинлашмаслигини С. Н. Бернштейн кўрсатган эди.
Интерполяцион жараённинг яқинлашиши ҳақидаги жуда кўп 

тадқиқотларда ҳозирги замон математикгсининг энг нозик метод- 
лари қўлланилади. Бу йўналишда олинган натижаларни келтириш 
имконига эга эмасмиз. Ҳозирча /(х)  бутун функция бўлган ҳол 
учун бир теоремани келтириш билан чекланамиз.

Т а ъ р и ф . Агар / ( х )  функцияни х  нинг барча чекли қий- 
матларида

Л * ) = 2 а *(* — *о)*
к= 0

яцинлашувчи даражали цатор шаклида ифодалаш мумкин 
бўлса, у ҳолда / ( х )  бутун функция дейилади.

Т еорем а. Фараз қилайлик, / (х)  бутун функция бўлсин. У 
ҳолда элементлари [а, Ь\ оралиқда ётувчи (12.1) кўринишдаги 
ихтиёрий учбурчак матрица бўйича / (х)  учун тузилган Лагранж 
интерполяцион кўпҳадлари Ьп(х) \а, Ь\ оралиқда / (х)  функцияга 
текис яқинлашади.

Исбот. Бутун функция ихтиёрий тартибли ҳосилага эга бўл- 
гани туфайли, интерполяцион формуланинг қолдиқ ҳади учун қуйи- 
даги баҳога эга бўламиз:

I я* (*) I =  I /  (*) -  1п (х) I <  ^  10) я+1 (X) I.

Бу ерда
П

М п+1 =  шах | / ('1+1) (Х) | , «оя+1 (х) =  П  (х — дг/я)).
а<Х<* г_д

Кўриниб турибдики,

\®п+1 {х) \ < ( Ь  — а)п+\
демак,

|
Агар бу тенгсизлик ўнг томонининг нолга интилишини кўрсатсак, 
теорема исбот бўлади. Биз / ( х )  нинг ( « +  1) - тартибли ҳосила- 
сини топиб, баҳолаймиз:

оо .

/ (п+1) (х) =  2  к(к — \) . . . (к — п) ак (х — х й)п~к~ \
к=п+ 1
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| / (п+1) ( х ) <  2  * ( 6 - 1 ) • • • Ф - п ) \ а к \ \ х - х 0\*-к~'
к=п+ 1

оо .

<  2  (п + кУ+' Iа^ ь  11 х  -
| А - 1

к—1

Маълумки, х  >  0 бўлганда

( > + * ) ■ •< ех

бўлади, бундан

Ш " +Ч 1+ ± Г < ^ '
Демак,

I / (п + 1) ( х ) \ <2  \а п + к \ ( е \ х - х й \)и~ \
(п +  1) Л+1 к=\

Энди Ь ихтиёрий мусбат, лекин муайян сон бўлсин. Охирги 
тенгсизликнинг ҳар иккала томонини /.”+' га кўнайтирамиз:

' С + о й 1  ^ п+1 <  2 1 а ”+А 1 1П+1 {е | х  ~  х ° | )6_1-/е=1

Агар г  орқали /  ва та х  (е \х  — х 0[) сонларнинг энг каттасини
а<х<Ь

белгиласак, у ҳолда

I/ (п+1)
(л +  1)п+ 2 гй.

/г= п -)-1

Охирги тенгсизлик барча х  6 [а, Ь\ учун ўринлидир. 
Демак,

Мп+\
7ц7Г ЬП + ' <  2  \ ак\Гк-

( 12.2)

(12.3)
к=п+ 1(л +  1)" + !

/ ( х )  бутун бўлганлиги учун, 2  I Iг * Кат0Р яқинлашади ва
к= 0

ОО

унинг қолдиқ ҳади 2  \аь \гк билан биргаликда

„ -» 0 -  (12.4)
к—п+ 1

М п+1Ьп+1 ( я +  I) - " " 1

ех нинг ёйилмаси

=  1 + ( » + 1) +  < + Ч  . . . + + + + + + . . .(« +  1)1
дан

п+ 1
^  (га +  1)1
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келиб чиқади. Д ем а к ,

М „ + 1
\п +  1)!

(Ь — а )л+1 = Мп+1 
(« +  1)Л + 1

(п +  1)л+1 
.(« +  1)1

(Ь — а )'г+1 <

■__Мп±1_  
' (я +  1)л + 1 [е (6 — а)]я+1.

Энди Ь*= е(Ь — а) деб алиб, (12.2) — (12.4) дан керакли лимит 
муносабатга эга бўламиз:

Н т
П-+ оо

Мп+1 
(п +  1)1 (Ь — а)п+1 =  0.

Шу билан теорема исбот бўлди.
Э с л а т м а .  Теорема шартида /  (х) нинг бутун функция бўлиши жуда 

муҳимдир. Ҳақиқатан ҳам, [— 1, 1] оралиқда

/ М = { е Ч*2, агар х  >  0 бўлса,' 
0 , агар х  <  0 бўлса

функцияни олайлик, Бу функция сонлар ўқи бўйлаб барча тартибли узлуксиз 
ҳосилаларга эга, лекин бутун эмас. Агар интерполяция тугунларини [— 1,0] 
оралиқда олсак, у ҳолда Ьп (х) = 0 бўлиб, у л: нинг ҳеч бир мусбат қиймати 
учун /  (х) га интилмайди. •

13- §. КАРРАЛИ ТУГУНЛАР БЎЙИЧА ИНТЕРПОЛЯЦИЯЛАШ.
ЭРМИТ ФОРМУЛАСИ

Бу ерда интерполяцион масаланинг Эрмит томонидан кўрсатил- 
ган қуйидаги умумлашган ҳолини кўриб чиқамиз.

. Фараз қилайлик, [а, Ь] оралйқда интерполяциянинг (о т + 1 )  та 
ҳар хил тугунлари берилган бўлсин. Шу оралиқда аниқланган 
функцияни олайлик ва х  =  х ь (I — 0, т) нуқталарда / ( х )  нинг 
ҳамда унинг кетма-кет ҳосилаларининг қийматлари / ( + ) ,  / '  (+ ) ,  
. . . , / (“г-1) (х̂ ) ( 1 ~ 0 ,  т) берилган бўлсин. Бу ерда а0, сц , . . . , 
ат мос равишдаги тугунларнинг карра кўрсаткичлари дейилади, 
/  (х) функция ҳақидаги барча дастлабки маълумотларнинг сонини 
п +  1 орқали белгилаймиз: я0 +  Ч  +  • • • +  ат =  п +  1 . Энди да- 
ражаси (п +  1 ) дан ортмайдиган

М >')( + ) = / <0(+ г) (Ь =  0Гт-, 1 =  0, +  -  1) (13.1)

шартларни қаноатлантирувчи

Нп(х) =  а0х п +  ах х п~л + ' . . .  +  а„ (13.2)

кўпҳадни қурайлик. Бу шартлар а г (I =  0, п) номаълумларни тс- 
пиш учун ( « +  1) та чизиқли тенгламалар системасини беради. Бу 
»истема ечимининг мавжудлиги ва ягоналигини кўрсатиш учун

Н 1„1)( х л) = *  0  (к =  0 / т \  /  =  0 , а/г —  1) (1 3 .3 )

бир жинсли системанинг фақат тривал ечимга эга эканлигини кўр- 
сатиш кифоядир. (13.3) система шуни кўрсатадики х 0, х { , . . .  ,
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х т тугунлар Нп(х) кўпҳад учун мос равишда а0, ах , . . .  , ат 
лардан кичик бўлмаган тартибли каррали илДизлардир. Демак, Ип (х ) 
кўпҳад илдизларининг карра кўрсаткичлари йиғиндиси а0+-а , +  
+  . . . +  ат =  я +  1 га тенгёки ундан каттадир. Даражаси п дан 
ортмайдиган ва илдизлар карра кўрсатгичлари йи« индиси п дан катта 
бўлган Нп (х) кўпҳад фақат айнан нолга тенг бўлиши керак. Бун- 
дан зса унинг барча а г козффициентларининг нолга тенглиги ва 
бир жинсли системанинг фақат тривиал ечимга эгалиги келиб чи- 
қади.

Шундай қилиб, (13.3) даги / (!> (хк) қийматларнинг қандай бўли- 
шидан қатъи назар, қўйилган масала ягона ечимга эга. //,, (х) 
кўпҳаднинг хк тугунлар ва / ((> (хк) қийматлар орқали ошкор кў- 
ринишини детерминантлар ёрдамида ифодалаш мумкин. Лекин бундай 
ифоданинг тузилиши ж уда. мураккабдир. Шунинг учун бу ерда ҳам 
Лагранж интерполяцион кўпҳадини тузгандек, бошқачайўл тутамиз. 
Бунинг учун фундаментал қўпҳадлар деб аталувчи я-даражали 

(л:) (Ь =  0,т-, } — 0, аг — 1 ) кўпҳадларни, яъни

<М **) =  <&(**) =  . . . =  0 § к~Х)(хк) =  0, Ьф1,  (13.4)

Яц (+ )  =  (+ )  = = . . . =  0 1 г 1) (+ )  =  0\! + 1) (+ )  =
. _  =  ф - :) (хд =  0. (13.5)

<Э//) (X}) =  1 (1  =  0, т\ }  =  0 , аг — 1)

шартларни қаноатлантирувчи кўпҳадларни тузамиз. У ҳолда изла- 
наётган кўпҳадни қуйидагича ёзиш мумкин: .

(13-6)
1=0 /=0

(13.4) тенгликлардан кўрамизки, Р гу-(х) кўпҳад х 0, х х, . . .  , х 1-х, 
, . . .  , х т нуқталарда мос равишда а0 , а4 , . . .  , аг - 1 , а1+1 , 

. . .  , ат каррали нолларга эга бўлиб, (13.5) тенгликларга асосан 
х ь нуқтада у каррали нолга эга. .
Демак,

С1ц (X) =  (х — х 0)"° (х — Хх)а' . . .  (X — лг,_ 1)а' - 1 (х — + ) '  X
X  ( х - х 1+1р +1 . . . ( х - х тУ>пди (х). (13.7)

бу ерда Цц(х) х  = х { нуқтада нолга айланмайдиган п—(а0 +  . . .  +  
+  “! - 1 + /  +  «и-1+  • • •  + + )  = а г~  У — 1 - даражали кўпҳад- 
дир. Қуйидаги белгилашни киритайлик

2  (х) =  (х — х (Г" . . .  (х — х тУт . (13.8)

У ҳолда (13.7) — (13.8) дан ушбу .
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формулага эга бўламиз. д^(х)  ни аниқлаш учун (13.5) шартларга 
мурожаат қиламиз. Булардан Оц (х) нинг х { нуқта атрофидаги 
Тейлор ёйилмаси қуйидаги кўринишга эга эканлиги келиб чиқади:

<2и(х)=у[(х  — х 1)!+ а \ } у( х ~ х 1)1+1+  . . .  + « ' /  ‘) (х — х 1)п
(х — х̂ У

л
[1 +  Ь 1 У (Х -Х } )+  . . .  +  Ь\?~п (х -  х у - *  ] .  (13.10)

Бу ва (13.9) дан ди (х) кўпҳад учун қуйидаги

Яц (х )
(х — X}) а1

Я 2 (*) ( х - х 1)Ч-1 + (13.11)

ифодага зга бўламиз.

Ушбу --у , рационал функция х ь нуқта атрофида регуляр.
бўлганлиги учун х  — х г нинг даражалари бўйича Тейлор қаторига 
ёйилади. Иккинчи томондан д^(х) даражаси аг —} — 1 га тенг

бўлган кўпҳад бўлганлиги учун у
қаторига ёйилмасининг даражаси а̂  
ларининг йиғиндисига тенгдир:

1 (х — х {) а1
функциянинг ТейлорГ  (х)

— 1 Дан ортмайдиган ҳад-

М)
» „ « * ) - т! 2  £ |  + + Г  ( * —  ,)* (13.12)

4=0
Аксинча, <7г/(х) нинг шундай танланиши Сг/-(х) учун г(13.10) 

ёйилмани ва, демак, (13.4) — (13.5) шартларнинг бажарилишини 
таъминлайди. (13.12) ни (13.9) га қўйиб,

- 1 -1

(-Пх)
Л(Х—Х1)*Г 1 ьРо

(Х-Х^1
Й (х)

-|<А> ь
( х - х ц лх̂=х.

ни ҳосил қиламиз ва ниҳоят, (13.6) дан

Нп(х)
аг 1 

1=0 /=0
1 2  + ' ' > № )

4=0

( X  —  Х + 1 

Ъ ( Х )

(к) й (х )

х = х ,  + - + +  /_ 1
(13.13)

Эрмит формуласини ҳосил қиламиз. Бу формуланинг хусусий ҳоли 
сифатида Лагранж интерполяцион кўпҳади ҳамда кўпҳад учун Тей- 
лор формуласини чиқариш мумкин (бобнинг охиридаги машқларга 
қаранг.) Ҳозир Эрмит формуласининг бошқа бир хусусий ҳолики 
кўриб чиқайлик. Барча аг лар 2 га тенг бўлсин, яъни шундай п- 
даражали кўпҳадни топиш керакки, у

Нп ( + ) = / ( + )
Н'п(хУ)^Г(хУ) (/ =  0, 1 , . . . , т)

шартларни қаноатлантирсин. Бу шартларнинг геометрик маъноси 
қуйидагидан иборат: интерполяцион эгри чизиқ берилган у  =  / ( х )
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эгри чизиқ билан интерполяция тугунларида умумий уринмаларга 
эга. Бу ҳолда (13.13) қуйидаги кўринишга эга бўлади: ■

# » ( * ) = 2 ( / ( * 1)1=0
(х—хд*

й { х ) IX =  XI
й(*)

0 (*) , 
(х — х^  1 *

+/'<-ЛЦт1’]„,, т|}-^  ( ^ )  Л Л---Л£  -

Одатдагидек

шт+1 (*) ==(•*- *0) (* -  X,)  . . .  (д: -  хт)
белгилаш киритсак, у ҳолда

' .2 /..ч (* — -*Л2 _  (-̂  — *г) I2

(13.14)

й (х ) —. о)т -и (д:). ц (х) * т + 1  (•*) ]
га эга бўламиз. Энди (13.14) даги коэффициентларни топамизг

' (х — X/)2 
а  (х )

(* - Х{У 
0(х)

=  Нт X  — X I

Р
Нт 2 Г-— — 1

I ют+\(х) |

х -**1 I “т-1-1 (Х{)

1

' с= Пт Л ■ (X  —  X I)  '
х = х ь х->х{ й х [ “ т  +  1 (*)

со '*(Х1) »
2

— X I  1 (л:) — ( х  Х { ) г (^ )

Пт

“ т  +1 «

1 (*) — (-«—^ )  “т+1 (*)

<°т+1 ("̂ )

“т+Н^)
“ т+ 1 (■**)“ т+1 <*)

Охирги лимитни топиш учун Лопиталь қоидасини қўлладик. Бу- 
ларни ҳисобга олганда (13.14) формула қуйидаги кўринишга эга 
бўлади:

*°т+1 (X)
Нп (*) -  2  ш!2 , , (Х1) (X — Х1УРО "■+! '

“ т+1 (хд
/ ( ^ ) ( 1 - .Л 1 , 1  (Л - Х ,) )  +“ т+1 (ХИ

+  Г { х 1) ( х  —  х 1) (13.15)

М и с о л. Қуйидаги шартларни қаноатлантирадиган бешинчи даражали 
Н ъ ( х )  кўпҳад топилсин:

Н ъ (— 1) =  — 1, Н ъ (0) =  0, Н ь (1) =  1;
Н'ъ (— 1) =  0, Н '5 (0) == 1, Н'5 (  1) =  0.

Бу ерда
<°зС*) = ( х  + 1 ) л : ( д — 1), о>з (л:) = Злг2— 1, ®3 ( х )  — 6 х .

(13.15) формуладан
. х * ( х - \ У \  . 6 . (— 1), . .Л  , ( х - 1 ) Ц х +  I) 2

Нъ( х ) -  4 — 1 -1 (1 - — 2--- (* + ! ) ]+ --------- 1 1,дг +

1 6 -2 1 0 5 241
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х Ц х  +  1 ) П  г  6-1 \ 1 I
+ ------ 4------ [ 1 -( 1 -  —  (л:— 1 ) } ]  =  х& +  х *  +  2 х ) .

Энди Эрмит формуласининг қолдиқ ҳадини текширамиз.
Теорема. Агар / ( х )  функция [а, Ь\ оралиқда (« + 1 ) -т а р -  

тибли узлуксиз ҳосилага эга бўлса, у ҳолда Эрмит интерполяцион 
формуласининг қолдиқ ҳадини

Яя(*) =  / ( * ) - Я я. ( * ) = / л+1>(&)(- ^  (13.16)

жўринишда ифодалаш мумкин. Бу ерда £ [а, Ь\ оралиққа тегишли 
нуқта бўлиб, умуман х  нинг функциясидир.

Исбот. х  нинг интерполяция тугунларидан фарқли бирор қий-
матини олиб, К  =  д ! Деб белгилайлик. У ҳолда ушбу

< р (г)= Я я( г ) - * 2 (2 ) (13.17)
функция х 0 нуқтада а0 каррали нолга, х г нуқтада а̂  каррали ва ҳ. к. 
х т нуқтада ат каррали нолга эга. Бундан ташқари у х  нуқтада 
ҳам нолга айланади. Демак, ® (г) функция [а, Ь \ оралиғининг т +  2 
та х 0, лҳ ,. . . . , х т, х  нуқталарида нолга айланиб, бу ноллар 
карраликларининг йиғиндиси а0 +  «1 +  . . .  +  ат +  1 =  ц +  2  га 
тенг. Шунинг учун ҳам Ролль теоремасига кўра <р' (г) ҳосила х 0, 
х^, . . . , х т, х  нуқталарни ўз ичига олган интервалда мос ра- 
вишда т +  1 та а0 — 1 , а4 — 1 , . . .  ' ат  — 1 каррали илдизларга 
эга, яъни [а, Ь\ оралиқда

(ао 1) 4“ ( а 1 1) + • • • + (ат — 1) Н- + 1 — ао а 1 • • • +
+  а т  —  п  +  1

та нолга эга. Худди шу мулоҳазаларни такрорлаб, иккинчи ҳосила 
<р"(г) [а, Ь\ оралиқда камида п та нолга эга деган хулосага ке- 
ламиз ва ҳоказо. Ниҳоят, (п +  1) - тартибли ҳосила + л+1) (г) 
[а, Ь\ оралиқда камида битта нуқтада нолга айланади. Демак, 
[а, Ь\ оралиқда камида шундай битта \  нуқта топиладики,

? (П+1)Ш =  0 (13.18)
бўлади. Лекин

? (й+1) ( г ) = / ' г+1) ( г ) - / ў ( «  + 1)!, (13.19)
чунки Нп (г) — даражаси п дан ортмайдиган кўпҳад, демак, 
Я (л+1) (г) =  0 ва 2  (я) бош ҳади 1 га тенг бўлган (п +  1)-дара- 
жали кўпҳад, унинг ( и +  1 ) -тартибли ҳосиласи ( я + 1 )! га тенг. 
(13.18) — (13.19) дан

К =
/ («+ 1)(| ) 

+ + 1)! *
Демак,

2 4 2
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14- §. ЖАДВАЛ ТУЗИШДА ИНТЕРПОЛЯЦИЯНИ ҚЎЛЛАШ

Ушбу ва кейинги параграфларда интерполяциянинг турли хил 
масалаларга татбиқларини кўриб чиқамиз. Дастлаб қуйидаги маса- 
лани қарайлик: бирор функциянинг жадвали шундай тузилсинки, 
бу жадвал ёрдамида функцияни п- тартибли интерполяцион кўпхад 
билан алмаштирилганда йўл қўйиладиган абсолют хато е дан срт- 
масин. Бундай ҳолда жадвал п- тартибли интерполяцияга & 
хато билан йўл цўяди дейилади. Биз бу ерда тенг қадамли 
жадвални қараймиз.

Фараз қилайлик, / ( х) функция \а, Ь] оралиқда (п +  1) та уз- 
луксиз ҳосилага эга бўлиб, берилган жадвал Ьп(х) Лагранж интер- 
поляцион кўпҳадига ® хато билан йўл қўйсин. Бунинг учун жад- 
вал қадами Н. қуйидаги .

+1
(« + !)!

кп+1 тах
0 < « 1

I — 1 ) . . .  {£ — п) | <  г (14.1)

тенгсизликни қаноатлантириши керак, бу ерда 
. Ж л+1 =  т а х  | / ( и+1) (х) | .

« Я0<Я<ЯЛ
Одатда, кенг қўлланиладиган математик жадваллар шундай тузила- 
дики, улар

/ (*0 +  =  +  (а-о +  /о + / ц 2  ̂ (14.2)
чизицли интерполяцияга йўл қўяди. Бу ҳолда (14.1) тенгсиз- 
лик қуйидаги

№ т а х  / ( /  — 1 ) [< г  (14.3)
1 0 < «1  .

кўринишни олади.
т а х  (I — 1 ) | =
0 < « 1
Демак, Н. қадам

Осонгина ишонч ҳосил қилиш мумкинки:

1,2
УИ2 +  < е (14.4)

тенгсизликни қаноатлантириши керак.
Мисол учун [а, Ь] =  [2, 3], е =  0 ,5 -10~5, / ( х )  = ех бўлсин. Бу 

ерда УИ2 =  <?3< 2 0 ,1  бўлганлиги учун (14.4) дан Н <  0,001411 
келиб чиқади. Ҳосил бўлган сон 0,001411 яхлит бўлмаганлиги 
учун бундай қадам билан ишлаш ноқулай. Шунинг учун ҳам унга 
нисбатан „яхлитроқ" Н =  0,001 қадамни олиш мумкин.

Кўпинча жадвалнинг чизиқли интерполяцияга йўл қўйишлигини- 
талаб қилиш шарти анча оғир шарт ҳисобланади, унинг квадратик 
интерполяцияга йўл қўйилиши талаб қилинади. Квадратик интер- 
поляциянинг энг соддаси учта энг яқин нуқталар бўйича тузилган 
Лагранж интерполяцион кўпҳадидир. Агар х0 тугун х  га энг яқин 
ва х  =  х 0 +  IН бўлса, у ҳолда

/ ( х о  +  М )  =  А  ( <  +  М )  = / 0+ А  ^ +  А   ̂ ^— " *
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Жадвал Ь2 (л0 +  1Н) га йўл қўйиши учун Н қадам

та х  / ( / 2 - 1) | < *  

ёки

(14.5)

тенгсизликни қаноатлантириши керак. Агар бу ерда ҳам \а, Ь\ =* 
=  [2 ,3], е =  0 ,5-10“ 5, / ( х ) = - е х деб олсак, у ҳолда Н <  0,01585 
бўлиб, бу ерда Л =  0,01 деб олиш мумкин, яъни қадам чизиқли 
интерполяциядагига нисбатан 10 марта катта.

Энди функцияни иккинчи тартибли Бессел интерполяцион кўп- 
ҳади билан . алмаштирамиз. Агар сх:0 -С л: -С ва *  <  х 0 +  1Н 
бўлса, у ҳолда х _ г , х 0, х { , х 2 нуқталар бўйича тузилган иккин- 
чи тартибли Бессел кўпҳади

В3 (х0 +  1Н) =, 1» Л / 2 +  Д  ~  4 )  +  I1 А  (14-6>

кўринишга эга.
Бу ифоданинг қолдиқ ҳади (10.13) формулага кўра қуйидагига 

тенг: .

Маълумки, Д  =  Нй/"' ( |). Шунинг учун ҳам жадвалнинг Вг (х0 +  
+  Ш) га йўл қўйиши учун Н қадам

тенгсизликни қаноатлантириши керак. Қуйидагига эса ишонч ҳосил 
қилиш қийин эмас:

т а х р (< _ 1 ) ( ( _ | ) | _ ^ > т а х М (, , _ 1) ( ( _ 2 )| =  !| 5 .

Демак, Н қадам
Мг Ь? . 3  МА 

7 2 1 2 8
/ / <  е (14.7)

тенгсизликни қаноатлантириши керак.
Бу срда Н кичик бўлса, биринчи ҳад бош қисм бўлиб, у (14.5) 
тенгсизликнинг чап томонидан 4,5 / 3  =  7,794 ... марта кичикдир. 
Демак, Н кичик бўлганда (14.7) ни қаноатлантирадиган Н (14.5)

ни қаноатлантирадиган Н га нисбатан / 3  «  1,98 марта кат- 
тадир. Юқоридаги мисолда (14.5) тенгсизлик

20 №
72 / з "

кўринишда бўлиб, унинг ечими А <  +  <  0,0315 
га нисбатан яяхлитроқ“ Н =  0,03 ни оламиз.

дир. Бу қадам*
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Агар бу қадам ҳам катталик қилса, у ҳолда интерполяцион 
кўпҳаднинг даражасини орттириб ҳадамни янада кичикроҳ олиш 
мумкин.

Энди экстраполяция, яъни аргументнинг жадвалдаги қий- 
матларидан ташҳаридаги қийматларида функциянинг қийматини 
топиш масаласига тўхталиб ўтамиз. Экстраполяциялаш, одатда, 
жадвалнинг бир-икки ҳадами миқёсида бажарилади. Чунки ар- 
гументнинг жадвалдаги қийматидан узоқроқ қийматда экстра- 
поляциялаганда хато ортиб кетади. Ж адвал бошида экстрапо- 
ляциялаш учун Ньютоннинг биринчи интерполяцион формуласи 
қўлланиб, жадвал охирида эса иккинчиси қўлланади. Интерпо- 
ляцион кўпҳаднинг тартиби одатда жадвалнинг амалий ўзгар- 
мас айирмаларининг тартибига тенг қилиб олинади.

М и с о л . 30- жадвалдан фойдаланиб е1 , 7 8  ва е2 , 1 8  топилсин.
3 0 -  ж а д в а л

X /= « * / ‘ Г Га Р

1,80 6,0496
3102

1,85 6,3598 .. ‘ 159
3261 1 ' 8

1,90 6,6859 167 1

3428
176

9
— 11,95 7,0287

3604
184

8

32 , 0 0 7,3851
3788

195
1 1

— 22,05 7,7679
3983 9

2 , 1 0 8,1662 204
4187

2,15 8,5849

Е ч и ш. 30- жадвалда учинчи тартибли айирма амалда ўзгармасдир. Шу- 
нинг учун ҳам учинчи тартибли интерполяцион формуладан фойдаланамиз. 
Жадвал бошида ва охирида экстраполяциялаш учун формулалар қуйидагича 
ёзилади:

1)
Ь 3 ( х )  =  6,0496 +  0,3102 I +  0,0159 — ~

Ь 3 (х) =  8,5849 +  0,4187 I  +  0,0204 - 2| 7

+  0,0008 

+  0,0009

3!
<(< +  1)(* +  2)

31
1,178— 1,80

Биринчи формулага I = ----------------- =  — 0,4 қийматни қўйсак:

в1 *78 «  6,0496 +  0,3102 (— 0.4) +  0,0159
0,4-1,4 

2 ' - 0,0008
0,4-1,4-2,4 

31 : 5,92996.

2  18— 2 15
Шунга ўхшаш * =  * 0  — =  0,6 ни иккинчи формулага қўйиб, ушбу

0 6 1 6  0 6 1 6 2 6
е2 , 1 8  =  8,5849 +  0,4187-0,6 +  0,0204- —■ :2  ’ ■ +  0,0009- ■ ’ ' =  8,83629

натижани топамиз.
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Ш у пайтгача у = / ( х )  функциянинг жадвали берилган ҳолда 
аргументнинг берилган қиймати л* да функциянинг тақрибий қий- 
матини топиш масаласи билан шуғулландик. Тескари интерполяция 
масаласи қуйидагича қўйилади: у_ =  / ( х ) функциянинг жадвали 
берилгаьц функциянинг берилган у* қиймати учун аргументнинг 
шундай х* қийматини топиш керакки, / (х*)  =  у* бўлсин. Фараз 
қилайлик, жадвалнинг қаралаётган оралигида / ( х )  функция моно- 
тон ва, демак, бир қийматли тескари функция X =  о (у) (/(ср ( у ) ) = у )  
мавжуд бўлсин. Бундай ҳолда тескари интерполяция ср(у)функция 
учун одатдаги интерполяцияга келтирилади. Ушбу х*=ср  (ў*) қий- 
матни топиш учун Лагранж ёки Ньютоннинг тугунлари ҳар хил 
узоқликда жойлашган ҳолдаги формулаларидан фойдаланиш мумкин. 
Масалан, Лагранж интерполяцион формуласи қуйидаги ■

п
(15.1)

ё=0 / ф 1 у1
кўринишга эга бўлиб, қолдиқ ҳади

' Р ( У ) - М У ) =  ^ р ^ г Ш у  — у ()

15- §. ТЕСҚАРИ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ. СОНЛИ ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШ

га тенг бўлади.
. Агар / ( х )  монотон бўлмаса, юқоридаги формула ярамайди. Бун- 

Дай ҳолда у ёки бу интерполяцион формулани ёзиб, аргументнинг 
маълум қийматларидан фойдаланиб ва функцияни маълум деб ҳи- 
соблаб, ҳосил бўлган тенглама у ёки бу метод билан аргументга 
«исбатан ечилади.

1- м и с о л , Функциянинг қуйидаги қийматлари

X — 1 0 0,5 2

У —4 — 2 1 4

жадвали берилган. х  аргументнинг шундай қиймати топилсинки, у  =  0,5 бўл- 
син. . "

Е ч и ш. Жадвалдаги қийматларга кўра функция монотон, шунинг учун 
ҳам п  =  3 деб олиб, (15.1) формуладан фойдаланамиз:

£ 3 ( У ) = - Ь
(у +  2) (у — 1) (у — 4) ( у  +  4) (у +  2) ( у  -  4)

( - 4 + 2 )  ( - 4 - 1 )  ( - 4 - 4 )  +  ( 1 + 4 )  ( 1 + 2 )  ( 1 - 4 )  +
(у +  4) (у 4  2) ( у  +  1)

+  М4 +  4) <4 +  2) (4 — 1) '

Бу ифодага у  =  0,5 ни қўйиб, х  — 0,4142 ни ҳосил қиламиз.

2 4 6
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2 -  м и с  о  л. Ф у н к ц и я н и н г  қ у й и д а г и  қ и й м атл ар и

— 2 0 1 2 3

У - 1 2 —4 —9 — 1 2 23

жадвали берилган, л: аргументнинг шундай қиймати топилсинки, у  =  3 бўл- 
син.

Е ч и ш. Жадвалдан кўриниб турибдики, функция монотон эмас. Шунинг 
учун ҳам иккинчи усулни қўллаймиз:

12- ( х  —  0 ) ( х —  1 ( х — 2 ) ( х —  3)
-2 — 0) ( — 2 — 1) ( — 2— 2)(— 2 — 3) '

( х + 2 )  ( х — 1 ) ( х —2 ) ( х — 3) ( х + 2 )  ( х — 0 ) ( х — 2 ) ( х — 3)

~  4  (0+2) (0—1) (0—2) (0—3) ~~ 9  (1+2) (1—0) (1—2) (1—3) 
( х + 2 ) ( х —0 ) ( х —1 ) ( х —3) ( х - \  2 ) (.*—0 ) (*— 1 ) ( х — 2 )  _

и  (2+2) (2 -0 )  (2—1) (2—3) (3+2) (3—0) (3—1) (3—2) “  л ■ бл:2—4-

Демак, Ь4(х) = х* — 6х2 — 4 =  3 тенгламани ечиб, л+ 2 =  ± >/Т ни топамиз.

Энди тескари интерполяциялашда тенг оралиқлар учун чиқа- 
рилган формулаларни қўллаш масаласини кўрайлик. Айтайлик, / (х)  
монотон бўлиб, унинг берилган у* қиймати У о^/С ^о) ва У\ =  
= /  (х ,) лар орасида жойлашган бўлсин. Бу ҳолда Ньютоннинг 
биринчи интерполяцион

/ /  ^  (*о +  М )  =  / 0 + / қ а £ +  (
2  ̂ (̂  — 1)

+ +

+  /п /а
 ̂ — 1) -  (/ — (« — 1)]

п\

формуласидан фойдаланишимиз мумкин. Бу ерда / ь маълум бўлиб^ 
* ни топиш талаб қилинади. Бунинг учун бу тенгламани ушбу

+  - / о  * ( * - ! )  А * ( * - ! )  ... [ < - ( « - ! ) ]

Л ‘/а п1
^ ( 1 5 . 2 )
'ч,

кўринишда ёзамиз ва қуйидагича

ср(0  =
А - / о *(*-!)... [*-(л-1] /",

д , п \

п/ а
А

белгилаш киритиб, (15.2) тенгламани

/ 1 = с р ( 0

кўринишда ифодалаймиз. Дастлабки яқинлашиш сифатида

' л _/< — /о
*о ~~ л

'Ч,
2 4 7
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ни олиб, итерздия методини қўллайлик!

' =  1) (о т = 1 ,2, . . .). (15.з)
Агар интерполяциянинг барча тугунлари [а , Ъ\ да ётса, ҳамда 
/ ( х )  £ С(п+1) [а, Ъ\ ва қадам Н етарлича кичик бўлса, у ҳолда (15.3) 
итерацион жараён яқинлашади:

1==\т1т,
т -*-оо

Тескари интерполяцияни алгебраик ва трансцендент тенглама- 
ларни ечиш учун ҳам қўллаш мумкин. Буни мисолларда кўрсата- 
миз.

3- м и с о л. У шбу х 3 — З х  +  1 =  0 тенгламанинг 0 ва 1 орасидаги илдизи 
топилсин. .

Е ч и ш. у  хх х 3 — З х  +  1 функция қийматлари жадвалини 0,1 қадам би- 
лан тузамиз:

3 1 -  ж а д в а л

X / Г / ’ 1 г

0 1 , 0 0 0

—299
0 , 1 0,701

—293
6

6

0 , 2 0,408
—281

1 2
6

0,3 0,127
—263

18
6

0,4 —0,136 24
6—239

0,5 —0,375
—209

30
6

0 , 6 —0,584
—173

36
6

0,7 —0,757
—131

42
6

0 , 8 —0 , 8 8 8

—83
48

6

0,9 —0,971
—29

54

1 — 1 , 0 0 0

Бу жадвалдан кўриниб турибдики, функция 0,3 дан 0,4 га ўтишда ўз ишора- 
сини ўзгартирмоқда. Шунинг учун ҳам х 0 =  0,3; у 0 =  0,127; у  =  0 каби олиб, 
(15.3) итерацияни қўллаш мумкин:

0,127 1 ( 1 —  1) 0,024 1 ( 1  —  1 )  (1 —  2 )  0,006
—0,263 2 ' —0,263 6  ' — 0,263 '

Дастлабки яқинлашиш

1о
0,127

—0,263 “  0 , 4 8 3
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бўлиб, қолган яқинлашишлар қуйидагиларга тенг:
{ х =  0,4729364249; 72 =  0,4729636375;
*3 =  0,47296335308; {^ =  0,4729635333;
( ъ =  0,4729635333.

Бу ерда ва 1 Ъ нинг қийматлари устма-уст тушади. Шунинг учун ҳам х  
сифатида х  =  х 0 +  =  0,347296355333 ни олиш мумкин.

4- м и с о л. Ушбу е2л: — 4 е * 1 = 0  тенгламанинг илдизи топилсин. 
Еч и ш.  Бу тенгламани зй х  — 2 =  0 шаклида ёзиб олиб, қуйидаги жйя- 

вални тузамиз:
■ 3 2 -  ж а д е а л

X / / ‘ Ў / а /*

1 , 1 —0,6644
1 , 2 —0,4905 1739 150
1,3 —0,3016 1889 170 2 0

1

1,4 —0, 0957 2059 191 2 1
1

1,5 0,1293 2250 213 2 2
2

1 , 6 0,3756 2463 237 24 5
1,7 0,6456 2700 266 29

1 , 8 ■ 0,9422 2966

Бу жадвалдан кўрамизки, тўртинчи тартибли айирма амалий ўзгармас бўлиб, 
илдиз 1,4 ва 1,5 лар орасидадир. Шунинг учун п  =  4, х 0 =  1,4; >'0 =  — 0,0957; 
у =  0 каби олиб, (15,3) итерацияни қўллашимиз мумкин:

„ 0,0957 { ( {  — 1) 0,0213 (  ( (  —  1)(7 — 2) . .
4 ( 0 =  о ,2250— 2 ' 0,2250 — 6  Х

. 0,0024 I ( {  —  [ ) ( {  —  2 ) Ц  —  3) 0,0005 
Х 0,2250 24 '0 ,2250'

Энди дастлабки яқинлашиш сифати =  0,425 ни олсак, қолган яқинлашиш- 
лар қуйидагиларга тенг:

. =  0,436128069472; ^ =  0,4362022205039;
з̂ =  0 ,436202662457; =  0,436202665278;

( ъ =  0,436202665296; <6 =  0,4362 02665296.
Бу ерда { ъ ва устма-уст тушяпти, демак, х  =  х 0 +  Ш  =  1,4436202665296.

16- §. СОНЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАШ

Умумий м улоҳазалар. Кўп амалий масалаларда функция ҳо- 
силаларини айрим нуқталарда тақрибий ҳисоблашга тўғри келади. 
Бу масала сонли дифферепциаллаш масаласи дейилади. Функ- 
циянинг аналитик кўриниши номаълум бўлиб унинг айрим нуқта- 
лардаги қийматлари маълум бўлса, масалан, тажрибадан топилган 
бўлса, у ҳолда унинг ҳосиласи сонли дифференциаллаш йўли билан 
топилади. Умуман айтганда, функцияни сонли дифференциаллаш 
масаласи доимо бир қийматли равишда ечилавермайди. Масалан, 
/ ( х )  функциянинг х  =  х 0 нуқтадаги ҳосиласини топиш учун А> 0  
ни олиб,

/■//„. ч _  . /  (*"о +  А) — /  ( х 0)
/  (*о) ~  ---------- й---------- ( 16.1)
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ёки

- / / / „  \ ~ Л хо) ~ / ( * 0  — К)У ~  £ >

ёки

/ М к ш + а ^ < £ » = а  (16.3)

каСи олишимиз мумкин. Кўпинча (16.1) ўнг ҳосала,  (16.2) чап 
ҳосила  ва (16.3) марказий ҳосила дейилади.

Сонли дифференпиаллаш усуллари одатда интерполяцион фор- 1 
мулаларга асосланган. Фараз қилайлик, [а, Ь} оралиқда (« +  1)- ■ 1 
тартибгача ҳосилалари узлуксиз бўлган / ( .х) функция берилган 
бўлсин, Уни

/ ( х )  =  Ьп(х) +  Яп(х) (16.4)

кўринишда тасвирлаймиз. Бу ерда Ьп(х) х 0, х г ,■ . . . , х п тугун- 
лар бўйича тузилган қандайдир интерполяцион кўпҳад бўлиб, унинг 
қолдиқ ҳади қуйидагига тенг;

(16.2)

Ап + 1) /^ч

Я.п(х) — ^ (^) (^ < £ < £ ) ,  (16.5)

“ л+г(х) =  (х — х 0)(х — х,) . . .  ( Х - Х п). (16.6)

Одатда (16.4) тенгликни дифференциаллаб, тақрибий равишда

ў  (л;) л; Ьп (х), ў '  (х) ~  Ьп (х ) , . . .  , /^ ~̂(х) яз ЎЎ  (д;) (16.7)

деб олинади. Бу тақрибий тенгликларнинг абсолют хатолари мос 
равишда

К'п(х), Н’п(х), . . . , Я{пп)(х)
ифодаларнинг абсолют қийматларига тенг бўлади. Лекин абсолют 
хатони амалда ҳар доим ҳам аниқлаш енгил иш эмас. Ҳақиқатан 
ҳам, (16.5) дан

^  / (в+1) (6) 1 т , .л , <»п+Лх) + (п+1>(£)
й х  (л +  1 )! й х т пл> \ (я +  1}! й х (16.8)

га эга бўламиз. Бу тенгликда \  нинг х  га қандай тарзда боғлиқ- 
лигини билмаганлигимиз учун, иккинчи ҳадни баҳолай олмаймиз. 
Бизга фақат шу нарса маълумки, интерполяция нуқталарида иккин- 
чи ҳад нолга тенг.

Шундай қилиб,

ў ( х ) ^ Ь п(х)
нинг абсолют хатосини фақат интерполяция тугунидагина аниқлай 
оламиз;

й Кп (х)
й х

/(л+1)(£) 
(и +  1)! шя+1 (х ў (16.9)
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Юқори тартибли ҳосилалар қолдиқ ҳадларининг кўриниши анча 
мураккабдир. Масалан, иккинчи тартибли

ач(х) _.а*ьп(х) 
йх̂  ~  (1х‘ (16.10)

ҳосиланинг қолдиқ ҳади қуйидаги кўринишга эга:
< Р К а ( х )  а и » п + 1 ( х )  /<п+1>(?) , 0 а с с п + 1 ( х )  / (л+2)(£1) ,

ах* а х2 ‘ (п+1)! а х  ' (п +  2)1 "г

+  2 <о„+1 (х ) ^ | 1 . (16.11)

Бунинг исботини, масалан, [4] дан қараш мумкин. Бу формулада
Е, ^ ва £2 лар, х 0, х х .............х п нуқталарни ўз ичига оладиган
энг кичик оралиқнинг қандайдир нуқталаридир. Агар х  нуқта х 0,
х г .............х п тугунларнинг бирортаси билан устма-уст тушса, у
ҳолда (16.11) нинг ўнг томони соддалашади ва охирги ҳад нолга 
айланади.

Қуйидаги теоремани келтирамиз.
Т еорема, Фараз қилайлик, л: нуқта х 0, х^, . . .  , х п тугунларни 

ўз ичига оладиган энг кичик [а, й[ оралиқнииг ташқарисида ётсин. 
Агар / { х )  функция интерполяция тугунлари ва л: нуқтани ўз ичига 
оладиган энг кичик [а, Ь\ оралиқда (п +  1) - тартибли узлуксиз 
ҳосилаларга эга бўлса, у ҳолда шундай 5 ( & < + < + )  нуқта мав- 
жудки, ихтиёрий к (1 < £ < я )  учун -

тенглик ўринлидир. 
И сбот. Ёрдамчи

Г ( « г-Ч “{П% ( х ) / (П+1)®Кп (+) — („ +  1)| (16.12)

<Р ( ? )  =  (2 )  — *>«+ ! (* ) (16.13)

функция оламиз, бу ерда К  ўзгармас бўлиб, уни кейинроқ аииқ- 
лаймиз. 9 (г) функция [а, Ь\ оралиқда (я +  1)- тартибли узлуксиз 
ҳосилага эга ва х 0, х х, . . . , х п тугунларда нолга айланади, 
шунинг учун ҳам Ролль теоремасига кўра: (а, р) оралиқда ф' ( 2) 
камида п та ҳар хил илдизларга, ср" (г) камида п — 1 та ва ҳоказо, 
<?(к) (г) эса камида я +  1 — к та ҳар хил илдизларга эгадир. Энди 
доимий К  ни шундай танлаймизки, г  =  х  да ср<А)(х) =  0 , яъни

<Р(*> ( х )  =  Я{п ] (X ) -  К^п 1 1 ( * )  =  0  ( 1 6 . 1 4 )

бўлсин. К  ни шундай танлашга ҳақлимиз, чунки <41+1 (г) нинг бар- 
ча « +  1 — к та илдизлари (а, б) оралиқда, х: эса (а, р) дан ташқа- 
рида ётади ва демак, <4 + 1  (х) +  0 . (16.14) дан К  ни топамиз:

Я{пк)(х) (16.15)

К  нинг бу қийматида о(к) (г) ҳосила \а, Ъ\ оралиқда камида 
я  +  2 — к та турли илдизларга эга. Ролль теоремасига кўра [а,Ъ\
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ичида ср(*+1> (2г) камида я +  1 — к та, <р(*+2) (г) камида п — к та ва 
ҳоказо, <р(л+1) (г) эса [а , &] да камида битта £ илдизга эга: 'р(ч+1>(£) =  
=  0, яъни

? (п+1) (I) = / {п+Х) ( 1 ) - ( п +  1)! К =  0.
Бундан 'зса

/ (л+1)(£)
(и +  1)! • ,

К  нинг бу қийматини (16.15) билан солиштирсак, теореманинг 
тасдиғи келиб чиқади.

Лагранж интерполяцион кўпҳади ёрдамида сонли ди ф ф е-  
ренциаллаш. Юқоридаги (16.4) тенгликдаги Ьп(х) сифатида Лаг- 
ранж интерполяцион кўпҳадини олайлик:

бу ерда

"V /  (■**) гт
А=0 “ «  + 1 (+) /_0. /+к

(X -  X;),

“« + 1 =  + 1 (+>)*=*,•

(16.16) тенгликдан

(16.16)

£ М £ ) |  _  V  Ў(**) +  гг . Л
йх \х=хх о>'п , 1 (х^)' * й=0 "+1 4 /==0, /V* |д; 1Х1

=  2 - ю; +(Х ) 2 П  ( + - + ) .  (16.17)
г#у

Охирги тенгликда фақат иккита ҳолда, яъни к =  / ва } =  I бўл- 
гандагина

П
П (̂ , -  х,)
(=0

кўпайтма нолдан фарқлидир. Шунинг учун ҳам,

± к п М _  I /(-**) V _!_ П ( х  г)4-йх *=*, ш' /„ч Ал XI —X, 1 1
I %  +  }=Ъ, Н=1 1 П = 0,1ф /

■ П  ̂/ V П/(* * ) _ 1

Демак,

й Ьп (х) 
йх

+ 2  < х , - х , )
А=0. к+1 " + 1 ( А)  ̂ * 1=0, 1+1

х  ( х д  З ^ Ь )  +  “ «+1 М  21 /=0, 1+1 1 > й= 0кф1

Ў(Хк)
к=0 (Ч-ХьК+^Хк) ‘

(16.18)
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Агар лг̂  =  л:0 +  /Л бўлса, ш , / (+ )  =  (— I)'1 11\ (п — 1)\Нп бўлган- 
лиги учун, ў  — / ( х д  Деб олиб, қуйидагига эга бўламиз:

й 1*п (х)
Лх =Х1 Л £ > 1~ *

1 , ( - 1)'
ПСп к= 0 кф1

(_п* г к
( ]- / ў .  (16.19)

Қолдиқ ҳад эса (16.9) формулага кўра

а я п(х) _  ( - 1)"-* (в+1) 
йх Х=Х1~  {П + I) С1/ (I)  Н п . (16.20)

Энди (16.19) — (16.20) формулалар ёрдамида п нинг турли қий- 
матларида ҳосила учун формулалар чиқарамиз. .

п =  2 (тугунлар учта) бўлганда:

ў  (х0) =  +  ( -  3 / 0 +  4 ў  - ў ) + ~  ў" (I),

ў (х ,)  =  ^ ( ў - / 0) - ^ ў " ( 1 ) ,

/  (*,) =  / ( / о  -  4 +  +  3 /2) +  | г  Ф-
/г == 3 (тугунлар тўртта) бўлганда:

/  (х о) =  р  ( -  11 / 0 +  1 8 / х -  9 / 2+ 2 / 3) -  ^  / У (£),

/  (* 1> =  4 ( -  2 /о  -  3 /  +  6 /  -  / . )  +  Т2 / У

/  (Х 1> —  о Л  ( / о  3 /  +  3 / 2 +  2 / з )  2 2 /  (Ю*

/  (х о) =  6 ^  ( -  2 / о  +  9 /  -  1 8 / 2 + 1 1  / з )  +  © •

«  =  4 (тугунлар бешта) бўлганда:

/  (+ )  =  Ш  ( -  25 /о  +  4 8 /  -  36 /2  +  1 6 /, -  3 / 4) +  у  /  (I),

/  ( + )  =  т  ( -  3 /о - 10/  + 1§/  - 6 /  + / )  ~  го /У

/  (**) =  4  ( /  ~  з /  +  3 /  - / )  +  + о /У (9 .

/  (*») =  Ш  ( - /  +  6/  -  18/  +  10/з +  З/з) -  | /

/  (+ )  =  4  ( 3 /  -  16/  +  3 6 /  - 4 8 / 3 +  2 5 / ,)  + 1 /  (I).

Агар бу формулаларга эътибор берилса, п жуфт бўлганда ўрта 
нуқталардаги ҳосилалар ифодаларининг нисбатан содда эканликла- 
рини кў]:и:н мумкин. Шу билан бирга қолдиқ ҳадлардаги ҳосила 
олдидаги коэффициентлари ҳам кичикдир. Шунинг учун ҳам амал-
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да, мумкин қадар шу формулаларни қўллашга ҳаракат қилиш керак. 
Энди (16.10) — (16.11) дан « = = 2  да иккинчи ҳосилалар учун 
қуйидаги ифодаларни чиқарамиз: .

Г ( х0) - 1 1 Г о- 2 Л + Л ) - Ь / ' " ( 1 1) + |2/ ’у(У, ■
Г  (*0  =  р  (/„ -  2 /  +  /2) -  § / 1У (?),

Г  (*») -  р  (/о -  2Л  +/ ,)■ +  /г/да (У  -  | / 1У ( У .

Бу ерда ҳам ўрта нуқталарда ҳосиланинг хатоси энг кичик бўлади.
Ньютои формуласи ёрдамида сонли дифференциаллаш. 

Интерполяция тугунлари тенг узоқликда жойлашган бўлса, у ҳол- 
да сонли дифференциаллашда Ньютон, Бессел, Стирлинг, Эверетт 
формулаларидан фойдаланиш мумкин.

Ньютон биринчи интерполяцион формуласидан фойдаланайлик:

Ьп(х) =  Ьп(х0 +  (Н) =  Р(() =  / 0 +  (/',  +  ~ / ? +  . . . +

, — ! ) ■• • [ /  — (га — 1)1
Н------------------ ------------------------ ->41% •

Бу кўпҳад ҳадларини группалаб, уни ( нинг даражаси бўйича ёзиб 
чиқамиз:

р({) = / 0 +  / [ А — А г  р Л 4 + - р /%  + . . .  ] +

+  211/1 ““ / “/> +  12/2 — Т -А  + • • • ] +  зр [/%  — -2-/2 +

+  \ / 1  (16.21)

Бу ерда қавс ичида фақат бешинчи тартиблигача чекли айирмалар 
қатнашадиганларигина ёзилди, амалиётда шу етарли бўлади. Ик- 
кинчи томондан Р(() ни Тейлор формуласи бўйича ифодаласак:

Р(() =  Р (0 )+  Р'(0)( +  / 2 +  • • • +  (16.22)

Энди (16.22) ни (16.21) билан таққосласак:

р '(°) = - А  - \ л г \ / 1  —  \  /! +  \ / 1  —  • • • ,

Р " ( 0) =  / 1  - А  +  1 ^ / 2  -  4  / V +  . . .  I

я ,//( 0 ) = д - 4 / 24 + { а - . . . ,

Сўнгра А =  1 , 2, . . . , я учун
акР(()

№ « )  = =0 ’ йй
р(й)(0)
йй

1
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ни ҳисобга олган ҳолда х 0 нуқтада сонли дифференциаллаш учун 
қуйидаги формулаларга эга бўламиз:

У'(хо) — }[■ (/%----- 2 У* ----- 4 / 2  +  5 ' А  — • • •)>

У"(х о) 7/2 ( /1  ~  / 31 +  12 / 2 — ' б / I  + • • • ) >

п * о ) ~ р ( А - 4 / * + - т / “« -  •

Аницмас коэффициентлар методи. Агар тугунлар ихтиё- 
рий равишда жойлашган бўлса, Лагранж кўпҳадидан фойдаланмас- 
дан, амалда анча қулай бўлган аниқмас коэффициентлар методи- 
дан фойдаланиш мумкин. Фараз қилайлик, /(х)  нинг ҳосилалари 
/ {к)(х,) ни XI (1 =  0, п) нуқталарда / 0, / и . . . , /„  лар орқали 
ифодалаш керак бўлсин. Бунинг учун изланаётган формулани

П ' .
/ < ^ )  =  2 ^ / / + / ( / )

1=0

шаклда ёзамиз ва С{ ларни шундай танлаймизки, у л-даражали 
кўпҳад учун аниқ формулага айлансин, яъни

У(х) =  1 , /(х) =  х - х ь , /(х) =  (х — ли ) \  . . . , / (х)  =  (х — *,)»

бўлганда /?(/) =  0 бўлсин. Бу шартлар бизга с{ (1 =  0, п) ларга 
нисбатан п +  1 та чизиқли алгебраик тенгламалар системасини бе- 
ради.

М и с о л. / ' ( х 3)  ни / ( х )  нинг х 0, х 0 +  Н, х 0 +  2к ,  х 0 +  3Н, х 0 +  4Л нуқ- 
талардаги / 0, / ъ  / 2, / 3, / 4 қийматлари орқали ифодалаймиз. .

Е ч и ш. Бунинг учун

/'(Хц) — со/о +  С1/1 +  сгА +  с/з  +  с / *  .
тенгликка кетма-кет / ( х )  =  1 , / ( х )  =  х  — ху, / ( х )  =  ( х  —  х 2) 2, / ( х )  =  ( х  —  
— х / ) ъ , / ( х )  =  (х  — х 2) 4 ларни қўямиз:

с о +  С 1 +  с з +  с з  +  С 4 =  0 ,
— 2 Нс0 — Лс4 +  Нсъ +  2 йс4 =  I,
4Д2с0 +  Н Ч г +  Н Ч Ъ +  4 Н?с„ =  0,
— 8  Н Ч 0 —• Н?сх +  А3с3 +  8й3с4 =  0,
16 Н Ч 0 +  й4с4 +  А4с3 +  16А4с4 =  0.

Соддалаштирсак,

(1 )  с0 +  С1 +  С2 +  С3 +  С4 ~

(2 ) — 2с0 — с4 +  с3 +  2с4 =  -

(3) 4с0 +  С1 +  с3 +  4с4 =  0,
(4) — 8  с0 — с4 +  с3 +  8с4 =  0,
(5) 16с0 +  с4 +  с3 +  16с4 =  0

ҳосил бўлади.
Бу системани ечиш учун (3) тенгламани (5) тенгламадан айирамиз, унда 

с4 =  — с0 га эга бўламиз, кейин с4 =  — с0 ни (3) га қўйиб, с3 =  — с̂  ни топа-
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миз. Буларни (1) ва (4) ларга қўйиб, с2 =  0 ва с3 == 8 с4 ларни аниқлаймиз. 
Ниҳоят, буларни иккинчи тенгламага қўйиб,

1 8
с*~ с° ~ \2Н’ сз = —с1 ~ 1 2  н

ларии топамиз. Ниҳоят '

Г ( х , )  -  +  ( / 0 -  8Л +  8 / ,  - / * )

келиб чиқади. Бу эса Лагранж формуласи ёрдамида аввал топилган ифода би- 
лан қолдиқ ҳадсиз устма-уст тушади.

1. Агар =

исботланг:

М АШ Қ Л АР

п X — X ]
П  —— бўлса,  у ҳолда қуйидаги айниятларни

/=0, 1+1 Х1 ~  Х1

а ) Ооп(х) +  +  • • . +  Япп(х) — 1.
®) х 0 Ооп ( х ) +  Х ^ 1п( х )  +  . ..  +  Х ^ 0 „ „ ( х )  =  х п ,

п
В) 2  (•*/ — *)*<?/„(*) =  0, к  =  1, 2, . . .  , п ,

1=0
2. Айниятни исботланг:

П
II

X  — X ]

/=о, }*1 х1 — Х1
1 +  У .  П  —  ■■■■* * - -1

к= 1 Х0 - Х к
3. Қуйидагини исботланг:

п

1 =  0
(— 1)<_1 —

т

рт-\-1

Кўрсатма. Ушбу

( т  +  п  —  2 )!
( п  — \ ) \ т \  '

ў ( х )  =  ~ ( т  —  х ) ( т  — 1 
т \

—  х ) . . .  (2  —  х )

функцияга Лагранж формуласини қўллаб, х 0 —  0, Н =  1, х  =  т  +  п  деб олиш 
керак.

4. Лагранж интерполяцион кўпҳадидан фойдаланиб, қуйидаги формула- 
ларни келтириб чиқаринг:

2к= 0
1\п—к--------- Ск Ск 1

--------  ( т  >  п ) ,
т  — п

б) 2л < -  нк— 0

п—к - _ /-'к. / ~ ' к_
к  т  п ~

т

т  — п  

п — 1

( т  >  п ) .

5 .  Фараз қилайлик, Р ( х )  =  а 0х п  +  а хх п 1 +  . . .  +  а п  ва 5 0 =  0, 8 т  ••

т—1

2 Р ( ч )  бўлсин.
=̂0

к
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Қуйидаги

5 т = тР{0) + С 2тАР{0) + . .. + С̂ +1Д”Р(0)
теигликни кўрсатинг.

( Э с л а т м а .  Дп+15 т  =  АпР{т) =  тенгликдан фойдаланинг.) 
6. Олдинги масаладаги формуладан фойдаланиб,

т — 1 т — 1 т — 1

2 ' 1- 2 "%|=0 >=0 м=0
йиғинднлар учун формулалар чиқаринг.

7. Ихтиёрий 2п +  2 та х0, х,, . . . , х п ва с0, сь . . . , сп сонлар берил- 
ган бўлсин. Даражаси п дан ортмайдиган ва қуйидаги

Р{х0) — с0, Р (-+) =  сь . . . , Р̂  '{хг!) =  сп

шартларни қаноатлантирувчи ягона кўпҳад қуриш мумкинлигини исботланг 
ва Р{х) кўпҳаднинг ошкор кўринишини аниқланг.

8. Ушбу Дагс!^-* агс(2 1 +  х  +
тенгликдан фойдаланиб,

агс(£
п =  о

1
1 +  п +  я3

71
~2

тенгликни исботланг.
9. Лагранж интерполяцион формуласидан фойдаланиб, иккинчи ҳосила 

учун қуйидаги 5 нуқтали

/ " ( Х 2)  =  ^  ( -  2/о +  32Л -  60 /2 +  32/3 -  2 /0  +  ^ / У 1 ( £ )  

формулани келтириб чиқаринг.
10. Бессел формуласидан фойдаланиб, қуйидаги сонли дифференциаллаш 

формулаларини келтириб чиқаринг:

1 . 1 , (2!)2 -
Г ( х 0) = -  (^4 -  -  /03 + -  • • •).

Г ( х 0) =  ^ ( /о -^ /о  + -. •)>
1 о 3!(I2 +  22) .

Г " ( х 0)  =  -  (,х / 3 -  +  . . . ) .
5!

11. Олдинги машқдаги формулани аниқмас коэффициентлар методи би- 
лан топинг.

12. Стирлинг формуласилан фойдаланиб, сонли дифференциаллаш учуи 
қуйидаги формулаларни чиқаринг:

Г(хо) = Т ( / \ - ~ У - / \  +  ~  <  +  ~  <  + ...).

/ ”(Х0) =  -  (р/.,. ^  ^ У .+  1 • •)•

<  +  •••).
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€ - Б О Б .  ФУНКЦИЯЛАРНИНГ ЯҚИНЛАШИШИ
1- §. МАСАЛАНИНГ ҚЎЙИЛИШИ

Фараз қилайлик, Ф0(л), фҚх), . . . ,4>т(х ) етарлича силлиқ ва 
дисоблаш учун қулай бўлган чизиқли эркли функциялар система- 
си бўлсин. Бу функциялардан тузилган '

чизиқли комбинация (с0, си . . .  , ст — доимий сонлар) умумлаш- 
ган кўпҳад дейилади. Олдинги бобда, берилган / (х)  функцияни 
янтерполяциялаш йўли билан Рт(х) орқали тақрибий равишда ал- 
маштириш масаласини кўрган эдик. Аммо шуни ҳам таъкидлаб 
ўтиш лозимки, қатор масалаларда функциянинг бундай тақрибий 
тасвирланиши мақсадга мувофиқ бўлавермайди. Биринчидан, ту- 
гунлар сони кўп бўлса, у ҳолда интерполяцион кўпҳадларнинг 
:ҳам даражаси ортиб боради, лекин бу яқинлашишнинг сифати, 
дар доим ҳам яхши бўлмаслиги мумкин. Иккинчидан, /(х)  функ- 
шиянинг тугун нуқталардаги қиймати бирор тажрибадан аниқлан- 
ган бўлиши ҳам мумкин, у ҳолда табиий равишда бу қийматлар 
тажриба хатосига эга бўлиб, у иятерполяцион кўпҳадга ҳам таъ- 
сир қилади ва шу билан функциянинг ҳақиқий ҳолатини ҳам бу- 
зи б  кўрсатади.

Қандайдир маънода бу камчиликлардан холи бўлган ўрта ква- 
дратик яқинлашувчи кўпҳадларни тузиш билан шуғулланиш мақ- 
«адга мувофиқдир. Шундай қилиб, биз функциялар учун ўрта 
■хвадратик маънода яқинлашиш масаласи қўйилишининг мақсадга 
шувофиқ эканлигига ишонч ҳос-ил қилдик. Бу масала қуйидагидан 
шборатдир: [а, Ь\ оралиқда аниқланган / (х )  функция учун (1.1) 
жўринишдаги яқинлашувчи шундай Р т(х) кўпҳад топилсинки,

афода мумкин қадар энг кичик қийматни қабул қилсин.
Агар (1.2) интеграл кичик қиймат қабул қилса, бу шуни бил- 

дирадики, [а, Ь] оралиқнинг кўп қисмида Дх)  ва Рт(х) бир-бирига

Рт(х) =  г0Ф0(х:) +  с^фҚл:) +  . . .  +  ст<рт(х) ( 1. 1)

ь
I  [ / (х ) - р „ т 2с1х ( 1.2)
а

яқин. Шунга қарамасдан айрим 
нуқталар атрофида ёки бу ора-

18-чизма, (1.3)
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миқдор Р т{х) нинг ;{х) дан ўрта квадргтик оғииш дейилад» 
ва /(х)  ни Рт(х) билан яқинлашишда ўрта квадратик маънодага 
хатони билдиради.

Агар /(х)  ни ўрта квадратик маънода Рт(х) билан яқинлашти- 
ришда қандайдир сабабга кўра қаралаётган оралиқнинг бирор қис- 
мида унинг бошқа қисмига нисбатан аниқроқ яқинлаштириш кераж 
бўлса, у ҳолда кўпинча қуйидагича иш тутилади: вазн деб ата- 
лувчи махсус равишда танлаб олингаи манфий бўлмаган \>(х) функ- 
ция олиниб, (1.2) ўрнига ушбу 

ь
[ р (х)\ /(х)— Рт(х)]Чх

а

интегралнинг энг кичик қиймат қабул қилиши талаб қилинадж. 
Бу ерда р(х) шундай танланган бўлиши керакки, агар оралиқнинг 
бирор л: нуқтаси атрофига яқинлашиш аниқлиги бошқа нуқталар- 
га нисбатан яхшироқ бўлиши талаб қилинса, р(х) шу нуқта . ат - 
рофида каттароқ қийматга эга бўлиши керак. Масалан, [ — 1, 1 | 
оралиқда / (х)  функцияни Рт(х) функция билан яқинлаштиришда 
яқинлаштириш аниқлигининг оралиқнинг четки нуқталари х  =  ±  1

атрофида юқори бўлишини истасак, р(х) =  Деб олиш мум-
кин.

Агар / (х)  функциянинг аналитик кўриниши ўрнига, унинг фа~- 
қат ( « +  1) та х 0, х и . . .  , х п нуқталардаги қийматларигина маъ- 
лум бўлса, у ҳолда (1.2) интеграл ўрнига ушбу

П
2  [/(*,)-*>«(*<)]’ (1-4)'
/=о

йиғиндининг мумкин қадар кичик қиймат қабул қилишлиги талаб» 
қилинади. Бу ҳолда

миқдор ўрта квадратик оғииг дейилади. Ўрта квадратик яқин~- 
лаштириш уеули энг кишк квадрхтлар усули  ҳам дейиладк,.

Агар бордию, /(хь ) ларнинг аниқлиги бир хил бўлмаса, маеа- 
лан, ҳар хил аниқликка эга бўлган турли асбоблар ёрдамида ҳ и -  
собланган бўлса, у ҳолда биз аниқлиги катта бўлган қийматаар*- 
га кўпроқ ишонч билан каттароқ „вазн“ беришимиз керак. Бу*» 
нинг учун XI нуқтадаги вази деб аталувчи махсус танлавгах® 
р/ > 0  сонларни олиб, (1.4) йиғинди ўрнига ушбу

П
1[/{Х1)~Рт{Х1)]%

1~  0
(1.5>
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вазний йиғиндини минималлаштиришимиз керак. Бу вазнлар одат- 
Да уларнинг йиғиндиси бирга тенг бўладиган қилиб танланади:

' 2 *  -  1.

Агар (1.3) билан аниқланган ўрта квадратик оғиш 8 кичик 
бўлса, [а , Ь\ оралиқнинг аксарият нуқталарида |/ ( х )  — Р(х)\ айир- 
ма қиймати кичик бўлади. Лекин шунга қарамасдэн айрим кичик 
оралиқчаларда бу миқдор катта бўлиши ҳам мумкин. Аниқроғи, 
фараз қилайлик, \а, Ь] оралиғида \/{х) — Р{х)\ нинг зкстремум- 
лари сони чекли бўлиб, у ихтиёрий мусбат сон бўлсин. Фараз 
қилайлик, 5,, 52 . . . , зк ўзаро кесишмайдиган [а , Ь\ дан олинган 
шундай оралиқчалар бўлсинки,

\ / { х ) — Я ( х ) |> т

тенгсизликни қаноатлантирадиган нуқталар шу 3[ ларга тегишли 
бўлиб, о шу оралиқчалар узунликлари йиғиндиси бўлсин. Агар. 
2 * 0  (қ. (1.3)) бўлса, у ҳолда

Ь к

еЦЬ— а) >  |  \ / {х)  -  Р{х)\Чх  > 2 1  \ / {^) — Р{х)]Чх >  уга
а 1=0 а1

бўлади. Бундан зса

Демак, агар е етарлича кичик бўлса, о исталганча кичик бўлади. 
Шундай қилиб, е етарлича кичик бўлса, \а, Ь\ оралиқнинг ўлчо- 
ви исталганча кичик о дан ортмайдиган нуқталар тўпламидан таш- 
қари бошқа ҳамма нуқталарда

\ / { х ) - Р { х ) \ < у
тенгсизлик ўринли бўлади. Лекин айрим ҳолларда яқинлаштирилув- 
чи кўпҳадга оғирроқ шарт қўйилади, чунончи, \а, Ь\ оралиқ- 
нинг барча нуқталарида /{х)  нинг Р{х) дан оғиши берилган миқ- 
дордан кичик бўлиши талаб қилинади. Биз /{х)  функция \а, Ь\ 
да узлуксиз ва Р{х) алгебраик кўпҳад бўлган ҳолни кўрамиз. 

Фараз қилайлик, Нп{Р) даражаси п дан ортмайдиган
Рп(х) =  а0 +  а,х  +  . . .  +  апх п

алгебраик кўпҳадларнинг тўплами бўлсин. Агар / {х)  функция 
\а, Ь\ оралиқда узлуксиз ва Рп{х) £ Нп{Р) бўлса, у ҳолда / {х)  
нинг Рп{х) дан \а, Ь\ оралиқда оғишини, яъни

шах \ /{х)  — Рп{х)\
а < х < Ь

ни Еп{/, Рп) орқали белгилаймиз. Бу миқдор Рп{х) кўпҳад коэф- 
фициентлари а0, аи . . . , ап нинг функцияси бўлиб, у манфий

260
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эмас ҳамда бу миқдор манфий бўлмаган аниқ қуйи чегарага эга 
бўлади:

£ • „ ( / )=  шГ Еа( / ,  Рп).
Рп £ <Р )

Агар шундай Р*п{х) кўпҳад мавжуд бўлиб, Еп{ / ,  Р * ) = Е п{ / )  
тенглик бажарилса, у ҳолда Р*{х) кўпҳад энг яхиш текнс 
яцинлашувяи кўпҳад ва Еп(/ )  энг кишк оғиш ёки /  нинг 
п-даражали кўпҳад билан энг яхши яцинлашиши дейилади.

ЭҲМ ларда функцияларни ҳисоблаш учун стандарт програм- 
малар тузишда берилган /{х) учун Еп{ / )  берилган е дан кичик 
бўладиган Р*п{х) кўпҳадни топиш талаб қилинади. Биз бу бобда 
мана шундай яқинлашишларни кўриб чиқамиз.

Эллигинчи йиллардан бошлаб математикада сплайн—яцинла- 
шиш ёки бўлакли кўпҳадлар билан яқинлашиш деб аталувчи 
янги типдаги яқинлашиш ўрганилмоқда. Бобнинг охирги пара- 
графлари мана шу яқинлашишга бағишланади.

2- §. ОРАЛИҚДА АЛГЕБРАИК КЎПҲАДЛАР ОРҚАЛИ ЎРТА 
КВАДРАТИК ЯҚИНЛАШИШ

Агар чекли \а, Ь] оралиқда р(лг) >  0 бўлиб ва ундан олинган 
интеграл мусбат бўлса, яъни

ь
0  <  |  р{х)дх <  оо (2 .1 )

а

шарт бажарилса, у ҳолда р(л:) \а, Ь] оралиқда вазн фўнкцияси 
дейилади. Агар \а, Ь\ оралиқ чексиз бўлса, у ҳолда, бундан таш- 
Қари,

ь
|  х кр{х)дх {к =  0, 1 , 2 , . . . )
а

интеграллар абсолют яқинлашувчи бўлишлари керак.
Лемма. Агар 0„(х) \а, Ь\ оралиқда манфий бўлмаган п - дара- 

жали кўпҳад бўлса, у ҳолда ихтиёрий р(х) вазн функцияси учун
ь

|р(л:)<3,г(х )аБ с>  0 (2.2)
а

тенгсизлик бажарилади.
Исбот. Аввало лемманинг тасдиғи бевосита кўриниб турган 

икки содда ҳолни кўрайлик. Биринчидан, агар р(л:) чекли сонДаги 
махсус нуқталарга эга бўлса, у ҳолда [а, Ь\ оралиқнинг бу нуқ- 
талардан бошқа нуқталарида р(х) ф„(х) мусбат ва узлуксиз, 
шунинг учун ҳам (2.2) даги интеграл мусбат. Иккинчидан [а, Ь\
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'оралиқда С),;(х) мусбат бўлса, у ҳолда т орқали унинг бу ора- 
лиқдаги минимумини белгилаб, 

ь ь
|  р(х)С}п(х)с1х >  т ]  р(х)йх >  0
а а

тенгсизликка эга бўламиз ва лемманинг тасдиғи бу ҳол учун ҳам 
уринли бўлади. Умумий ҳолда, фараз қилайлик, С)п(х) кўпҳад 
| а, Ь\ оралиқда х и х 2, . . .  , х„ илдизларга эга бўлсин. У ҳолда 
<2.1) шартга кўра р(л:) вазндан [а, х л\, [хи х 2], . . . , [х5, Ь\ ора- 
лиқлар бўйича олинган интегралларнинг камида биттаси мусбат 
«бўлиши керак. Бундай оралиқ учун:

н + 1  —6 Н+ 1
Нт |  р(х)йх — |  р(х)йх >  0. (2.3)

Демак, етарлича кичик е учун р(лг) вазн \х / -фе, л;г+1 — в] ора- 
лиқ бўйича мусбат. Лекин бу оралиқда <3„(л:) кўпҳад илдизга эга 
вмас, шунинг учун ҳам т(г) орқали ()п(х) нинг [хс +  е, Х(+\ — е] 
■оралиқдаги минимумини белгилаб олсак, қуйидаги тенгсизликлар- 
ж-а эга бўламиз:

Ь х 1+ 1 -  Е' х1+1 —е
I  р(х)<э„(х)йх >  |  Р(х)(Зп(х)йх>т(е)  |  р(л:)й?л:>0.
а Х1 +  е +  г

Базндан [а , Ь[ оралиқ бўйича олинган интеграл мавжуД ва р(л:)> 
> 0  бўлгани учун (2.3) интеграл мавжуддир.

Агар оралиқ чексиз, яъни [л:5, оо) бўлса, у ҳолда (2.3) ўрнига

е оо

Н т [ р(л:)й?л:= ] р(л:)с?л:>0
*"*° х3 +е **

лимитни қараш керак. Худди шунга ўхшаш (— оо, х г[ оралиқ учун
х^ — е х\

Нт |  ?(х)йх =  |  р(л:)с?л:
е-+0 1 — оо

лимит қаралади. Лемма исботланди.
Энди, фараз қилайлик, /(х) функция р(л:) вазн билан \а, Ь\ 

оралиғида квадрати билан интегралланувчи бўлсин, яъни
ь

| р(х)ў(х)йх
а

шавжуд бўлсин. Бундай функцияларни Ц[а, Ь[ фазога тегишли 
деймиз. Бу функцияни

Р п ( х )  =  «оФо( )̂ +  а ^ 1( х )  +  . . .  +  а п у п ( х )
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умумлашган кўпҳад билан ўрта квадратик маънода яқинлашиш
масаласини кўрамиз, яъни а0, а х............ап коэффициентларни шун~
дай танлашимиз керакки,

ь ь
К  =  |  Р{х)[Ра(х) -  !{х)]Чх =  |  о(х)

а а
"12

" п

2  ас ф/ (х) —

— / ( * ) йх (2.4>

ифода энг кичик қийматга эга бўлсин. Бу ерда 8„ =  8Л(«0, а и. 
. . . , а„) функиия а0, аи . . . , ап ларга нисбатан квадратиьс. 
кўпҳад ва >  0 бўлгани учун унинг минимуми мавжуд, бу ми- 
нимумни топиш учун барча

6 8 , , ------
ъ  п>

хусусий ҳосилаларни топиб, уларни нолга тенглаштирамйз. Нати- 
жада, а0. аи . . .  , ап ларни аниқлаш учун қуйидаги чизиқлш 
алгебраик тенгламалар системасига эга бўламиз:

2 дап

ь
5 р(*) 41 Ф« (*) ~ А Х)

*+=()
\_
2

п

2  а‘ ф< (х ) —А х)
м

<ри(х)йх =  0,

(рх(х)йх =  0, (2.5>

1 д&я (* .
7 3 Г „ “ + * >

Л а ( {х)—;{х)
1 = 0

<рп(х)йх =  0.

Агар Ь2[а, Ь\ фазодан'олинган икки ф(л:) ва <ў(х) функция скаляр- 
кўпайтмасини (ф, ф) орқали белгиласак:

ь
(Ф, >1>) =  |  Р (х) ф (х)<Ь (х)йх, (2.6)

у ҳолда (2.5) системани қуйидаги кўринишда ёзиш мумкин:

а 0(ф 0, Ф0) + Й1(Ф1, Фо) +  • • • +  л«(Фп. Фо) — ( / ,  Фо),
«о(Фо, ф О + ^ Д ф !  , Ф ) ) +  • • • + + ( ф  л, ф|) =  ( /  ф])

а 0(ф0, фя) +  а,(ф„ Ф .,)+ • • • + а п(Фл. Фя) =  (/> Ф»)

(2.7>

Энди ф0(х), ф,(х), . . . , фд(лс) чизиқли 'эркли функциялар систе- 
маси учун (2.7) система ягона ечимга эга эканлигини кўрсатамиз.. 
Бунинг учун ф0(лг), ф,(х), . . . , ф„(х) системанинг' Грам детер- 
минанти деб аталувчи, (2.7) системанинг ушбу детерминантиг
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(2.8)

(Фо> Фо) (Ф1> Фо) • • • (фл, Фо) 
(фо> Ф1) (ф 1 > Ф1) • • • (ф„, Ф1)

(ФО, Фл) (ф 1 > Фя) • • • (Фл , фя)

нинг нолдан фарқлилигини кўрсатамиз. Фараз қилайлик, аксинча, 
яъни Гл =  0 бўлсин. У ҳолда (2.7) системага мос келадиган бир 
жинсли чизиқли алгебраик тенгламалар системаси

« о(Фо> Ф0) +  «1(Ф1> Фо) +  • • • + « « (ф л> Ф0) =  0,
«о(Фо. Ф1) +  «1(ф1> Ф1) +  • • •  + « я ( ф л, Ф1) =  0,
.........................................................................................  (2.9)

О0(ф0, Ф«) +  Й1(Ф1> Фя) +  • • • +  « Л(ф фя) =  0
камида бнтта тривиал бўлмаган ечимга эга бўлиши керак, яъни 
шундай а0, а и . . . , ап сонлар топилиши керакки, уларнинг ка- 

. мида бирортаси нолдан фарқли бўлиб, (2.9) системани қаноатлан-
тирсин. (2.9) системанинг тенгламаларини мос равишда а0, ах............
а п ларга кўпайтирсак ва скаляр кўпайтманинг (2.6) кўринишини 
эътиборга олган қолда натижаларни қўшсак, қуйидаги қосил бў- 
лади:

ь
|  р(х)(а0фц(л:) +  а 2ср,(х) +  . . . +  ап̂ п(х))Чх =  0.
а

Леммага кўра эса бундай бўлиши мумкин эмас, чунки (фд(х)} сис- 
тема чизиқли эркли бўлиб, а0, ах . . . , ап ларнинг камида битта- 
си нолдан фарқлилиги сабабли Р(х) =  (а0ф0(х) +  а х(ўх(х) +  . . . +  
+  апфл(х ))2 кўпҳад айнан нолга тенг эмас. Демак, Грам детер- 
минанти Гя нолдан фарқли ва (2.7) система ягона ечимга эга.

1- м и с о л. Ушбу / ( х )  =  V  х  ни [0, 1] оралиқда, р(*) =  1 бўлганда би- 
ринчи даражали кўпҳад билан ўрта квадратик маънода яқинлаштирилсин.

Е ч и ш. Бу ерда у0 =  1, у Ц х )  — х ,  р(лг) =  1 бўлгани учун

(?о> ?о) =  ]' ГаГх =  1 , (?), <р0) =  |  х й х = — , 

о о 1

(?ъ |  х Ч х  =  I-, ( / ,  ?0) =  |  V х й х  =  ( / ,  =  Г х У х й х  =

Демак, (2.7) система
1 2

Яо+ 2 +  “ 7
1 1 2— йг\ “Г — й \ =* —
2 0 3 1 2 5

кўринишдадир.
„ 4 4  4
Бундан а 0 =  —, а х =  — бўлиб, изланаётган кўпҳад Р х( х )  =  — (1 3*)

15 5 15
бўлади (19- чизма).
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2 - м и с о л .  1 -мисол вазн р(дс) =» 
=  1 — х  бўлган ҳол учун ечилсин.

Вазнга нисбатан шуни айтиш мум- 
кинки, у оралиқнинг чап четида ях- 
широқ яқинлашишни таъминлайди. 
Бу ҳолда

1 1
( ? о .  То ) = ~ . («Ро. ? 1> =  — .

(?1. ?1) =

4 4
( / .  <Ро) =  - 5' ( / .  <Р1) =  3 5 ,

демак, (2.7) система қуйидаги кўри- 
нишга эга: ■■

I 1 4
- « о +  - « 1  =  Г5
I I  4

-  а° +  12 «1 =  35-

Бундан До =
_8
35’ «1 =

32
35’

Р М  = -  (1 +4лг) (19- чизма).

3-§ . ОРТОГОНАЛ КЎПҲАДЛАР СИСТЕМАСИ

Олдинги параграфдаги методнинг ноқулай томони шундан ибо- 
ратки, яқинлашувчи умумлашган кўпҳаднинг коэффициентларини 
топиш учун (2.4) системани ечишга тўғри келади, бу эса катта 
п лар учун жуда кўп меҳнат талаб қилади. Агар биз ихтиёрий 
чизиқли эркли (ф„(л:)} система ўрнида {<|>„(х).} ортогонал кўпҳад- 
лар системасини қарасак, у ҳолда (2.4) система соддалашлди.

Агар
ь

(Р, 0) =  |  р(х)Р(х)^(х)йх =  0
а

бўлса, Р(х) ва С2(х) функциялар \а, Ъ\ оралицда р(х) вазн 
билан ортогонал, хусусий ҳолда р(х) =  1 бўлса,. Р(х) ва (2(х) 
функциялар [а, Ь\ оралиқда ортогонал дейилади.

Агар ихтиёрий к, I (I ф  к) индекслар учун 
ь
|  р(*Ж (*Ж (*)Ж е =  0 (ЗЛ)
а

тенглик бажарилса, у ҳолда {ў,,(х )} функциялар системаси р(х) 
вазн билан [а, Ь\ оралиқда ортогонал системани ташкил эта- 
ди дейилади.

Биз 3- бобда векторларни ортогоналлаштириш усулини кўриб 
ўтган эдик. Бу ерда ҳам ихтиёрий чизиқли эркли кўпҳадлар сис- 
темаси {ф„(х)} дан, хусусий ҳолда (хп) системадан, [а, Ъ\ ора- 
лиқда р(х) вазн билан ортогонал система тузиш мумкин.
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Теорема. Ўзгармас кўпайтувчи аниқлигида ортогонал кўпҳад- 
лар системаси ягонадир, бошқача айтганда, агар

Фо(̂ ), ф,(х), . . . .  Уа(х), . . .
. 1 о ( х ) ,  Х Л Х ) ............. 1 п ( х ),  • • •

системалар \а, Ь] оралиқда р(л:) вазн билан ортогонал бўлган ик- 
кита система бўлса, у ҳолда албатта

* 1>п(х ) = * С п 1 п ( х )  ( л - 0 ,  1, 2,  . . . )
бўлиши керак.

Исбот. Аввало ҳар хил даражадаги ва турли системадаги 
кўпҳадларнинг ортогонал, яъни

ь
|  ? (х ) ^ к{х )у а (х )с1 х  =  0 ( к  ф  I )
а

эканлигини кўрсатамиз. Аниқлик учун к~>1 деб олайлик. Хг(я) 
ни ягона усул билан'

I ■

&(*)== 2
У - о

кўринишда ёзиш мумкин. Бундан (3.1) ни ҳисобга олган ҳолда 
ь I ь
5 р (хш хш х¥ х = 2 ^ 1 9(х)^](хш х)^х  =  о
а  /—0 а

га эга бўламиз, чунки у <  /  <  к. Энди ул(х) нинг ф /л ) орқали тас- 
вирланишида номери У < /  бўлган барча коэффициентларнинғ 
нолга тенглигини кўрсатамиз. Бунинг учун

ь
1 ?(х )Ь (х )ь (х )^х
а

интегрални қараймиз, бу ерда /  <  / .  Бир томондан, исботлагани- 
мизга кўра бу интеграл нолга тенг, иккинчи томондан эса

Ь I Ь

|  р(х)<1ц ( х ^ х ^ й х  =  2  С) |  р(*Ж (х)^^х)йх—
а  / —0 а

Ь
=  С Ь |  9 (х Ц % х ¥ х - 

а

Ўнг томондаги интеграл нолдан фарқли, шунинг учун ҳам — 0.
Демак, барча / <  /  учун Сг =  0, яъни

Ч х ) ^ с {Ц х ) .
Ш у билан теорема исботланади.

Агар ортогонал кўпҳадларга яна бирор қўшимча талаб қў®
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йилса, масалан, кўпҳаднинг бош коэффициенти бирга тенг бўли- 
шини ёки бош коэффициенти мусбат бўлиб, нормаси

\ \ ь « ?{х)$\{х)йх

бирга тенг бўлиши талаб қилинса, у ҳолда ортогонал кўпҳад яго»
иа равишда аниқланади. -

Ўзаро ортогонал ва нормалари бирга тенг бўлган кўпҳадлар 
системаси ортонормал кўпҳадлар системаси дейилади. Берил- 
ган %{х), фг(л:), . . . §п{х) ортогонал системанинг ҳар бир кўп- 
ҳадини уларнинг нормаларига бўлсак,

Рй{х) « Фо(-*) 
1№о11 ’

Ру{х) = 'М-*) 
1 М  ’ • , Р п ( х )

М*)
ПФлИ ’ ■ * •

ортонормал система ҳосил бўлади. Юқорида айтганимизга кўра 
берилган [а, Ь) оралиқ ва [>{х) вазн учун ортонормал кўпҳадлар 
системаси ягонадир.
’ Энди ўрта квадратик маънода /{х)  функцияга энг яхши яқин- 
лашувчи (ўп{х) кўпҳадни ортонормал кўпҳадларнинг^чизиқли ком- 
бинацияси шаклида излаймиз:

<2*(*) =  а0Р0{х) +  ахР / х )  +  . . .  +  апРп{х).
Бу кўпҳаднинг козффициентлари ак лар (2.7) системадан топила- 
ди. Лекин бизнинг ҳолда

( Р 1 , Р } = * Ч
бўлгани учун

ь
«А =  ( / .  Л ,)“= 1  Р(х)/(х)Рк(х)йх

а

бўлади ва энг кичик оғиш эеа
ь ь

Ч  ~  |  Р М [ /М  — <Зп(х)]Чх =  |  р{х)/2{х)йх —
а а .

п Ь  п п Ь

— 2 2  ак |  р{х)ў(х) • р к(х)йх + 2 2  аьа 1 1 9(х)Рк(х)Р1(х)йх ■
А=0 а . к—0 1 =0 а

■ Ъ п п

=  |  р(х)/2(х)йх — 2 2  а &+ 2  а *’
к=0

яъни

82'I =* I  р(х)Р(х)йх — 2  а .
к=0

билан характерланади.

ь
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4- §. ОРТОГОИАЛ КЎПҲАДЛАРНИНГ АСОСИЙ ХОССАЛАРИ

Ортогонал- кўпҳадлар учун рекуррент муносабатлар.
Ортогонал кўпҳадларни тез аниқлашга имкон берадиган рекур- 
рент муносабатни келтириб чиқарамиз.

1-теорем а. Ортонормал кўпҳадлар системасининг ихтиёрий 
учта кетма-кет элементлари учун қуйидаги рекуррент муносабат

/>„+!(*) =  {х — %)Рп(х) — ~ ~  Рп_г (д:) (4 .1)

ўринлидир, бу ерда р.я Рп(х) нинг бош коэффициенти бўлиб, а п 
қандайдир ўзгармас сон.

Исбот. хРп(х) кўпҳаднинг даражаси п +  1 га тенг бўлгани 
учун уни Я0(л:), Рг(х), . . . , Рп+\(х) чизиқли комбинацияси орқа- 
ли ягона кўринишда ифодалаш мумкин:

х Р п(х) =  аор о(х) +  ^ Р г(х) +  . . . +  *пРп(х) +  ~ ^ Р „ + 1(х). (4.2)

Бу тенгликнинг ҳар иккала томонини р(х)Р^(х) (у =» 0, 1, . . . , 
п — 2) га кўпайтириб, [а, Ь\ оралиқ бўйича интеграллаймиз:

Ь п Ь

|  р(х)Рп(х)[хР}(х)]с1х =  I  р(х )Р/(х )Р1 (х)с1х +
а 1=0 а

Ь

+  1 р(х)Р£х)Рп+1(х)ах.
а

Чап томондаги интеграл нолга тенг, чунки барча у <  п — 2 лар 
учун х Р }(х) даражаси п— 1 дан ортмайдиган кўпҳаддир, шунинг 
учун ҳам уни Р0(х), Рх(х), . . . , Рп-\(х) ларнинг чизиқли ком- 
бинацияси ёрдамима ифодалаш мумкин. Ўнг томонда эса / = у '  
бўлгандагина фақат битта интеграл бирга, қолганлари нолга тенг:

ь
а . |  р(х)Р*(х)с1х =  0.

а ч

Демак, барча у < п — 2 лар учун + = = 0 . Шундай қилиб, (4.2) 
тенгликни қуйидагича ёзиш мумкин:

хРп(х) =  ап- 1Рп- 1(х) +  апРп(х) +  р п+х(х). (4.3)
гп+1

Бу ерда ап - 1  ни аниқлаш учун (4.3) ни р(х)Рп~\(х) га кўпайти- 
риб, [а, Ь\ бўйича интеграллаймиз. Натижада 

ь ь
а-п- 1  =  |  р(х)хРп̂ (х)Рп(х)с1х =  ( р(х)[1лях л+  . . .)Х

а Р-" а
Ь

Х Р п(х)с1,х =  |  р(х)Р2„(х)с1х
Р-п £

Буни (4.3) га қўйсак, (4.1) келиб чиқади.

Рп-1 

Рп '
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Шуни ҳам таъкидлаш керакки, Р _ ,(х) =  0 деб олсак, (4.1) фор* 
мула барча п >  0 учун ўринли бўлади.

К ристофел-Д арбу айнияти. Ортогонал кўпҳадлар назария- 
сида муҳим аҳамиятга эга бўлган Кристофел-Дарбу айнияти- 
ни чиқарамиз. 7

2-теорем а. Ортонормал кўпҳадлар учун ушЗу Кристофел-Дар- 
бу айнияти ўринлидир

^ Р к{х)Р,Ау)
й= 0

—
(х«+1

Рп+1(Х)РП(У) — Рп(х)Рп+1<-У) 
х  —  у

Исбот. (4.1) тенгликни Р„(у)'га кўпайтирамиз:

(4.4)

Рп+1(х)Рп{у) = { х -  *п)Ра{х)Рп(у) -  ^ Р п- Х(х)Рп(у), 

бунда х  ва у ларнинг ўринларини алмаштирамиз:

Рп+1(у)Ра(х) =  (у -  ап)Ра(х)Рп(у) -  ^  Рп-г(у)Р„(х)

. ва биринчи тенгликдан иккинчисини айирамиз:

(X -  у)Рп(х)Рп(у) =  [Рп+1(х)Ра(у) -  Рп+1(у)Рп(х)} -
Рп+ 1

- ^ = ± [ Р п(х)Рп- Х( у ) - Р п-,(х)Рп(у)1
Бу тенглик барча п >  0 лар учун ўринли бўлганлиги сабабли, 
уни барча и, п — 1, . . .  , 2, 1, 0 номерлар учун қўшиб чиқсак, 
(4.4) тенглик келиб чиқади.

Ортогонал кўпҳадлар нолларининг хоссалари. Ортогонал 
кўпҳадлар ҳисоблаш жараёнлари—интерполяция, тақрибий диффе- 
ренциаллаш ва тақрибий интеграллашда кенг қўлланилади. Бу зса, 
асосан, ортогонал кўпҳадларнинг ноллари ажойиб хоссаларга эга 
бўлганлиги туфайлидир.

3- теорема. (а, Ь) оралиқда ортогонал Рп(х) кўпҳаднинг бар- 
ча илдизлари ҳақиқий ва ҳар хил бўлиб, улар (а, Ь) интервалда 
ётади.

Исбот. Рп(х) кўпҳаднинг тоқ каррали ва (а, Ъ) да ётувчи 
илдизларини кўриб чиқайлик. Фараз қилайлик, бу илдизларнинг 
сони т бўлиб, улар х[, х'2, . . . , х'т бўлсин. Теорема исботлани- 
ши учун т =  и эканлигини кўрсатиш кифоядир, чунки бундан 
Рп(х) нинг бошқа илдизлари мавжуд эмаслиги ва уларнииг туб- 
лиги келиб чиқади. Тескарисини фараз қилайлик, яъни т < Ш  
бўлсин. Ушбу

д(х) =  (х — х}) . .  . (х — х'т)
кўпҳадни тузамиз. Унинг т даражаси п дан кичиклиги сабабли

|  р(х)Рп(х)д(х)с1х =  0
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бўлиши керак. Аммо бу тенглик бажарилмайди, чунки д(х) ва 1
Рп(х) ларнинг - ишоралари бир хил нуқталарда алмашинади ва 1
д(х)Рп(х) кўпайтма \а, Ь] да ўз ишорасини сақлайди. Бундан таш- * 
қари д(х)Рп(х) фақат чекли сондаги нуқталардагина нолга айла- | 
нади, шунинг учун ҳам юқоридаги ифода айнан ноль эмас. Демак, ]

Ь :

леммага кўра |  р(х)д(х)Рп(х)йх нолдан фарқли бўлиши керак. :
а . 'I.

Шундай қилиб, қарама-қаршилик келио чиқади. Теорема исбот- :
ланди. ,

5-§. ЭНГ КЎП ҚЎЛЛАНИЛАДИГАН ОРТОГОНАЛ 
КЎПҲАДЛАР СИСТЕМАЛАРИ

Қуйида ҳисоблаш математикасида кўп қўлланиладиган орто- 
гонал кўпҳадлар систёмаларини келтирамиз. Биз бу системалар- 
нинг берилган вазн бўйича ортогонал системани ташкил этишла- 
рини исботлашни, рекуррент муносабатлар келтириб чиқаришни, 
шунингдек, уларнинг нормаларига топиш билан боғлиқ бўлган ҳи- 
соблашларни бажаришни ўқувчиларнинг ўзларига ҳавола қиламиз 
(шунингдек, [9, 37] дан ҳам қарашлари мумкин.)

Якоби кўпҳадлари. Қуйидаги

р п Р)(х) =  (- ^ д г  (1 “  х)~ а (1 +  х)~9 1(1 “ х)а+п{1 +  Х)ПЧ
кўпҳадлар Якоба кўпҳадлара  деб аталади. Булар [ — 1,1] ора- 
лиқда

р(дс) =  (1 — х)а (1 -|- х)?
вазн билан ортогонал кўпҳадлар системасини ташкил этади. Улар- 
нинг нормалари:

I\р{п' Р)1) =  |  (1 — х у  (1 +  х ў  [/>„<“• *\х)]Чх =

. = Г 2*-НМ-1Г(а +  я +  1)Г(р +  п +  1) 1 1 / 2 

_ и!(а ~}~ 2 п  1 ) 1 1 (а--}-|3 -{~/2 -)- 1)

Улар қуйидаги рекуррент муносабатларни қаноатлантиради:

(а +  р +  2п)(а. +  р +  2л +  1)(я +  Р +  2л +  2)хР^ «(%) =
=  2 (я + 1 ) (а  +  р +  /г + 1 ) (а  +  р +  2п)Р^)(х)  +  -  Я)(а +  р +

+  2п +  1)Р<£- Р>(х) +  2(а +  п)ф +  п)(х +  р +  2п +  2 ) Р ^ \ х ) .
Л ежандр кўпҳадлари. Якоби кўпҳадларининг а — р = 0  ва 

р(х) =  1 бўлгандаги хусусий ҳоли Лежандр кўпҳадлари деб 
аталади ва улар Родриг формуласи

-̂л(х ) =  ' Ох“ ~  1)Л
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билан аниқланади. Унинг нормаси

1 М - 1 /  г т тГ -1
бўлиб, тегишли рекуррент муносабат эса

(п +  1)/.„+1(д:) — (2« +  \)хЬп(х) +  пЬп-\(х) =  0 (5.1)

дан иборат.
Лежандр кўпҳадларидан фойдаланиб, / (х )£1? \— 1, 1] функ- 

ция учун ўрта квадратик маънода энг яхши яқинлашувчи кўп- 
ҳад қуриш мумкин. Бу кўпҳад

П
Чп(х) =  2 а ^ ( * )0

бўлиб, бу ерда

«й =  ̂ у ~  I  / (х)Ьк(х)йх. (5.2)

Энг кичик оғишининг миқдори қуйидагига тенг:

** =  |  Ш  -  ^п(х)?с1х =  \ / \ х ) й х  -  (5.3)

Лежандр кўпҳадининг дастлабки еттитаси қуйидагилардан иборат:

Ьй(х) =  \,
Ц(х) = х ,

Ь2(х) =  \  (Зх2 — 1),

1*з(х) =  \ ф х 3 —  3х), .

а д  =  -^ (3 5 х * -3 0 л :2 +  3),

Ьй(х) =  ̂  (65л:5 -  70х3 +  15л), 

и(х)  =  ^  (231х6 — 315х4 +  105х2 — 5).

Мисол сифатида ў(х) =  1/(1 +  х2) функцияни [—1, П оралиқда 4-дар^> 
жали кўпҳад билан ўрта квадратик маънода яқинлаштирамиз.

Ечиш. Лежандрнинг тоқ индексли кўпҳадлари тоқ кўпҳад ва жуфт ии« 
декслилари жуфт кўпҳад бўлгани учун (5.2) формулага кўра

П 5 9 /  320 \
йх =  а3 =  аь =  0, а0 =  «з =  у  (3 — я), ^  =  — I 3 4 п -----— I.
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Д ем ак,

«= —  [455тс —  1680 +  2 (7 5 6 0 —  2415л)л;2 +  (5355* —  16800)*4];
64

Қуйидаги теорема ўринлидир.
1-теорема. Агар / (х )  функция [— 1, 1] оралиқда узлуксиз 

ва чегараланган / ’{х) ҳосилага эга бўлса, у ҳолда / (х)  функция- 
нинг Лежандр кўпҳадлари бўйича Фурье қатори [ — 1, 1] оралиқ- 
да унга текис яқинлашади.

Чебишевнинг биринчи тур кўпҳадлари. Биз 4- бобда та- 
нишган Чебишевнинг биринчи тур кўпҳади

рекуррент муносабат келтириб чиқарилган эди. Чебишев биринчи
тур кўпҳадларининг дастлабки еттитаси қуйидагилардир;

а д = 1 ,
Т /х )  =  х ,
Т2(х) =  2х2 — 1,
Тв(х) — 4 х 3 — Зх,
Т,к(х) =  8 х 4 — 8 х 2 +  1,
Тъ(х) =  16 х 5 — 20х3 +  5х, '
Т6(х) =  32х6 — 4-8х4 +  18х2 — 1.

Энди [— 1, 1] оралиқда р(х) =  (1 — х 2) вазнда квадрати билан 
интегралланувчи / (х)  функция учун Чебишевнинг биринчи тур 
кўпҳадлари ёрдамида топилиши мумкин бўлган энг яхши яқин- 
лашувчи

Тп(х) == соз(/г агссоз х), \х\ ^  1,
1

[— 1, 1] оралиқда р(х) =  (1 — х 2) 2 вазн билан ортогонал система- 
ни ташкил этади. Бу кўпҳаднинг нормаси

\\тп\\ =  У  |+! У 1 — х2 | у  —, агар п >  0 бўлса,

га тенг. 4- бобда қуйидаги
Тп+\(х) =  ?хГ„(х) — Тп-^Х) ,г

П
<2п(х) =  2  акТк(х)
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кўпҳаднинг коэффициентлари қуйидаги формулалар билан ҳисоб- 
ланишини эслатамиз:

1 % 2 ^
а0 =  — ̂ /(со з  6)^9, ак =  — | / ( с о з  0)соз& 0 М (к >  1);

энг кичик оғишнинг миқдори ьп эса 
1 1

ч -  1 № ) - ^ № ғ т Ь =- 1  ' - 1  '

[2а1 +  а \ +  . . .  +  а1\ 

формула билан ифодаланади.
Мисол сифатида ? ( х )  =  \ х \  функцияни [—1, 1] оралиқда рС*) =  (1 —  
__

—  х 2) 2 вазн билан ўрта квадратик маънода энг яхши яқинлаштирадигаш 
кўпҳадлар кетма-кетлигини топамиз. Бизнинг ҳолда

1
а п —  — \ |соз 6 |соз п  071) «у й0

бўлгани учун

й° ~ тГ’ й2п+1 ' 0,
2п

4 (*
=  — I соз 0 со5 2п в с Юп ^- 0 я 4я2—1

лар осонгина топилади. Шунинг учун ҳам

2 , 4 ^  (—1)п+1

( л - 1 ,  2 ,..)

4 г $  — 1 Т2п(Х)

бўлиб, 0, 2, 4- тартибли ўрта квадратик маънода энг яхши яқинлашувчи кўп- 
ҳадлар қуйидагилардан иборатдир:

О о ( х )  =  —, 0 2( х )  =  21 (4л:2 +  1), Ч / х )  =  /  (—16лг4 4- Збл:2 +  3) 
то З п  1ол:

(2 0 - чизма).
2-теорем а. Агар [— 1, 1] оралиқда /(х)  функция биринчи, 

тартибли узлуксиз ў (х )  ҳосилага эга 
бўлса, у ҳолда / (х)  функциянинг Чеби- 
шев биринчи тур кўпҳадлари бўйича 
Фурье қатори [— 1, 1] оралиқда / (х)  
функцияга текис яқинлашади.

Чебишевнинг иккннчи тур кўп- 
ҳадлари. Чебшиевнинг иккинчи. тур 
кўпҳади деб аталувчи

и п(х)< $1п [(н +  1) агс созл:] 
' у  1 — л:2

18—2105 27Э
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Тп+\(х)
П+ 1

( * . -  0, 1, 2 ,...)

жўпҳад [— 1, 1] оралиқда р(х) =  у г 1 — х 2 вазн 
•еистемани ташкил этади. Унинг нормаси

билан

Р п \ \  = х 2/ / 2(х )У х = = ] /  у

са тенг бўлиб, улар учун рекуррент муносабат 
11п+\{х) =  2хЦп(х) — С/п- 1(х)

ортогонал

дан иборатдир. Чебишев иккинчи тур кўпҳадларининг дастлабки 
■еттитаси қуйидагилардир:

а д - 1 ,
£ /(х )  =  2х,
Уъ(х) => 4х2— 1, 
и з(х) =  8х3 — 4х,
(У4(х) =  \6х*— 12х2 +  1, 
а ,(х )  =  32х5 — 32х3 +  6х,
[/6(л:) =  64хг> — 80х4 +  24х2 — 1.

[— 1, 1] оралиқда р(х) =  ] / 1 — х 2 вазнда квадрати билан ин- 
тегралланувчи /(х)  функция учун Чебишевнинг иккинчи тур кўп- 
ҳадлари ёрдамида тузилган энг яхши яқинлашувчи

П

<2п{х) =  2  акЦк(х)
к= 0

кўпҳаднинг коэффициентлари 

1 "
а А=  — | / ( с о з  0 )зт 0 -5 т (&  +  1) 0 й?0

■формула билан ҳисобланиб, энг кичик оғиш миқдори эса 
1 1 

|  [ /(х)  -  р„(х))2/ 1 — х ^ х  =  | / + Г + ! / 2(х)й(х — 
-1 --1

л

формула билан аниқланади.
Мисол сифатида / ( х )  =  |х| функцияни [—1, 1] оралиқда р(х) =  / 1  — х 2 

вазн билан ўрта квадратик маънода энг яхши яқинлаштирадиган кўпҳадлар 
кетма-кетлигини топамиз. Бу гал .

1 *
а „  =  — [ |соз 01з1п 0 з1п(и +  1 ) 0 «? 0П *)—я

^бўлиб,
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С_п *+ х
Л2А+1 “  °> Й2А =  ----------X

4
Х (2к —1)(2к +  3)

(к  =  0, 1, 2,.г.

ларни топиш қийин эмас. Шунинг учун ҳам
ОО

4 ( _  1 )п+!
(2л — 1)(2я +  3)

бўлиб, 0, 2, 4- тартибли ўрта квадратик маънода энг яхши яқинлашувчи кўп~ 
ҳадлар қуйидагилардир:

4 8  4
<Зо(-«) =  тр, ОаМ -  7^(6+3 +  1), =  7 ^ - ( -оя 15тс 105тс

-80х4+144л:2+ 9) (21- чизма)»

3 - теорема. Агар [— 1, 1] оралиқда / (х )  функция учинчи тар- 
тибли узлуксиз ҳосилага эга бўлса, у ҳолда / ( х )  нинг Чебишев 
иккинчи тур кўпҳадлари бўйича Фурье қатори ўша оралиқда / (х )  
га текис яқинлашади.

Лагерр кўпҳадлари. Энди чексиз оралиқларда ортогонал бўл- 
ган кўпҳадларни қурамиз. Лагерр кўпҳадлари, деб аталувчи

лп
и Л х )  — (— \)пх~аех ---- (ха+пе~х)

с1хп
кўпҳадлар [0, оо) оралиқда

р(х) =  х х е~х ( х > 0 ,  а > — 1)
вазн билан ортогонал системани ташкил этади. Бунинг нормаси

\Ц%\х)]*с1х — У п\ Г(а +  п +  1)

га тенг бўлиб, улар учун
А И /х )  — (х  —- а — 2 п — 1 )1 /(х )  +  п( а +  п)Ца}_}(х) — 0

рекуррент муносабат ўринлидир. Лагерр кўпҳадларининг биринчн 
б таси а г=г 0 бўлганда қуйидагилардан иборат:

№ )  =  1,
А (х ) =  — х  +  1,
Ц(х)  =  х 2 —- 4х  +  2,
А3(х) =а — х 3 +  9 х 2 — 18х +  6,
А4(х) =  х 4 — 16х3 +  72х2 — 96х  +  74.

А г а р /(х )  функция [0, оо) оралиқда р(х) =  ха е~х вазнда квадра- 
ти билан интегралланувчи бўлса, даражаси п дан ортмайдиган кўп- 
ҳадлар орасида

0_п(х) =  ^ а к1%\х)
0
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-кўпҳад шу оралиқда ўрта квадратик маънода энг яхши яқинла- 
.шувчи кўпҳад_ бўлиб, бу ерда

ак
1

к\ Г (а +  к +  1)
|  х 3 е~х/(х)Вп1)(х)с1х.

Қуйидаги теорема ўринлидир.
4-теорем а. Агар [0, х>) оралиқда / (х)  бўлакли-силлиқ функ- 

дия бўлиб,
оо X а. 1

|  е 2 х2 2\/(х)\йх
о

интеграл мавжуд бўлса, у ҳолда / (х)  функциянинг Лагерр кўп- 
ҳадлари бўйича Фурье қатори / (х)  нинг узлуксизлик нуқталари-
Да шу функциянинг ўзига, унинг узилиш нуқталарида эса [/(х—

— 0) +  / ( х  +  0) ] га яқинлашади.
Эрмит кўпҳадлари. Эрмшп кўпҳадлари  деб аталувчи

йп
В Д  =  ( -  х у е Г - ^ е г *

кўпҳад (— о о , со) оралиқда р(х) =  е~х' вазн билан ортогонал 
-системани ташкил этади. Бу кўпҳаднинг нормаси

11я «!1 - 1 / 1  е~х'Н1(х)с1х = У 2 пп\ / тг

'бўлиб, унинг учун
Нп+1(х) — 2 хНп(х) +  2пНп-х(х) =  0

рекуррент муносабат ўринлидир. Эрмит кўпҳадларининг биринчи 
6 таси қуйидагидан иборат:

Н0(х) =  1, Н /х)  =  2х , Н2(х) =  4х2 — 2, Н3(х) =  8 х 3— 12х<
Н4(х) =  16х* — 48х:2 +  12, Нъ(х) =  8 2 +  -  1 60+  +  120*.

Агар / (х)  функция (— оо , с о ) оралиқда р(х) =  е~ х1 вазнда ква- 
драти билан интегралланувчи бўлса, у ҳолда даражаси п дан орт- 
майдиган кўпҳадлар орасида

П
$«(*) =  2  аиНи(х)

к= 0
кўпҳад (— о о , оо ) оралиқда ўрта квадратик маънода энг яхши 
яқинлашувчи кўпҳад бўлиб, бу ерда

( -  1)* ?
Ч  =  ] е - хУ(х)Нк(х)с1х.

К \ у  —оо
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Қуйидаги теорема ўринлидир.
5 -теор ем а. Агар / (х) функция (— оо, оо) оралиқда бўлаклк 

силлиқ бўлиб,
оо

|  \х\е~х‘‘Р {х )й х  
—00

интеграл мавжуд бўлса, у ҳолда /(х)  функциянинг Эрмит кўп- 
ҳадлари бўйича Фурье қатори ў(х) нинг узлуксизлик нуқталари-
да шу функциянинг ўзига, узилиш нуқталарида эса — \/(х — 0)

+  А х  +  0)] га яқинлашади.

6 -§ . ТРИГОНОМЕТРИК КЎПҲАДЛАР БИЛАН ЎРТА КВАДРАТИК 
МАЪНОДА ЯҚИНЛАШИШ

Сонлар ўқининг барча нуқталарида аниқланган даврий функ- 
цияларни ўрта квадратик маънода яқинлашишда тригонометрик 
кўпҳадлардан фойдаланиш мақсадга мувофиқдир.

Фараз қилайлик, даври 2тс бўлган узлуксиз / (х)  функция бе- 
рилган бўлсин.

Я қинлаш увчи к ў п ҳ а д  (2„(х) ни қуйидаги кўрин иш да оламиз:

П
а 0

С}п(х) =  -Г +  2* (аь со5 кх  +  5 П̂ ЬХ)’ (6.1)'
1  к =  1

Агар ак ва Ьк ларни
2я

82 =  | [ Д х ) - ( и х ) ? й х

0
нинг минимумга эришиш ш артидан топадиган  б ў л са к , у  ҳол да  
ул ар  у ч у н  қуйидаги  формулаларга эга  бўл ам из:

ак =  —  ̂ /(х )со з кхйх,

2п

Ц / ( х ) з т кхйх.

(А =  0, 1, 2, . . .) (6.2)

Булар анализ курсидан маълум бўлиб, / (х)  функциянинг Фурье 
коэффициентларидир. Энг кичик оғишнинг миқдори эса қуйидаги- 
чадир:

2тс

\ / \ х ¥ х
п

+  2 < « 2  +  »Э

Хусусий ҳолда, агар / (х)  жуфт функция бўлса,
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ак =  -  I /(л:)со5 кхйх, Ьк =  0 (к -  0, 1............п) (б .З)

®а / ( х ) тоқ функция бўлса,

9  Л

« 0 =  0, ак — 0, =  — |  /(д;) 8Ш кхйх (к = 1 ,  п)
0

>бўлади. '
(6.1) тригонометрик кўпҳадцаги ~

а 0
«о =  > ик =  ак соз кх  +  Ьк з1п кх  (£ — 1 , 2 , . . . )

ҳадлар одатда гармоникалар дейилади. Агар (6.2) формулаларни
(6.1) га қўйиб, я->- о° да лимитга ўтсак, / (х )  функция учун унинг 
-Фурье тригонометрик қатори

оо

-тт +  ^  (аксо$ кх-{- Ьк 5Ш кх)
£= 1

2 (•

келиб чиқади. Функцияни Фурье тригонометрик кўпҳади ёки Фурьв 
тригонометрик қатори шаклида ифодалаш гармоник анализ дейи- 

лади.
Агар /(х)  функция [0, 2т.] оралиқда квадрати билан интеграл- 

ланувчи бўлса, унинг (6.3) Фурье қатори ҳар доим ўрта квадра- 
Чик маънода уига яқинлашади. Агар / (х)  га баъзи қўшимча шарт- 
лар қўйилса, у ҳолда (6.3) қатор унга текие яқинлашади.

М и с о л .  / ( х )  функция [— 71, тг] оралиқда х 2 га тенг бўлиб, (— оо, оо) 
оралиқда 2я давр билан давом эттирилган бўлсин. Шу функцияни бешинчн 
•гартибли тригонометрик кўпҳад билан яқинлаштириш талаб қилинсин. 

Функция жуфт бўлгани учун (6.3) формулага кўра Ьк  == 0,

2 ? 277»
а 0 =  — 1 х ^ й х  =  — 

/  о 3

а к  =  — ) х"2 соз к х й х  ■■
к к

х 2 $1п к х ■ — 1 х  $1п к х й х  ■«77 ,0

—— х  соз к х77 к 2

4 к  ,— -— \ соз к х й х

о к2Ч
4(— I)*

.Демак, излаиаётган тригонометрик кўпҳад қуйидаги кўринишга эга бўладм

773
0 5 М = -7 Г -4 соз X — -1 соз 2 х +  — соз З х  — ~  соз 4 х  +  ^  созбх!4  У 10
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7 -§ . ЖАДВАЛ БИЛАН БЕРИЛГАН ФУНКЦИЯЛАРНИ ЎРТА 
КВАДРАТИК МАЪНОДА ЯҚИНЛАШТИРИШ

Д а р а ж а л и  к ў п ҳ а д  б и л а н  ў р т а  к в а д р а т и к  я қ и н л а ш т и р и ш ^
Фараз қилайлик, у — /(х)  функциянинг х 0, х и . . . , х п нуқталар- 
лаги аниқ ёки тақрибий / ( х 0), / ( х х), . . . , / ( х п) қийматлари бе-  
рилган бўлсин. Даражаси к(к <  п) дан ортмайдиган 

Ок(х) =  а0 +  а / х )  +  . .  . +  акх к 
кўпҳадлар орасида шундай кўпҳадни топишимиз керакки,

*=0

йиғинди минимумга эришсин. Бу ерда р/ лар р* >  0 ва ^  р 1 — 1
„ /“ 0 

шартни қаноатлантирадиган ихтиёрий сонлар.
Иккинчи параграфдагидек А'1 =  (а0, аи . . . , ап) дан а^лар-

га нисбатан ҳосила олиб, уларни нолга тенглаштирсак, у ҳолда 
қуйидаги система ҳосил бўлади:

^  +  +  2 р' Х'+ 1 +  * • ' +  91 Х‘+к “  ]%Р‘ ЛХ1 к
/=0 1=0 2= 0 (=0

и  =  0, 1............ к).
Қуйидаги

+  =  ]£  р̂ »  “  2  Р'Я + И
(=0 1=0

белгилашларни киритиб, бу оистемани ушбу кўринишда ёзиб олай- 
лик:

50«0 +  ^1+ +  • • • +  ~  о̂»
$1#о +  52+  +  • . . +  =  2+

...............................- (7.1>

Бу система
. 5 к а 0 +  +  • • • +  5 2ка к  ~  * к ‘

Ок+1 =

$1 • • •

(7.2>

5* $к+1 . . .  32к
детерминантининг нолдан фарқлилигини ва, демак, (7.1) система 
ягона ечимга эга эканлигини кўреатамиз. Даотлаб қуйидаги

5\ . . . Зк-1 1

г к)ся
52 • • • X

Зк $А+1 . . .  5 2к-1 х ь
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тенглик билан аниқланган к - даражали кўпҳаднинг X — {ха, х и 
. . . , х п} тўпламда р =  {р0, р„ . . . , р„} вазн бўйича барча у <  к 

-лар учун х1' билан ортогонал эканлигини, яъни
П

2 р{г к (*,)*{ =  о (у = 0 ,  1) (7.3)
1=0

тенгликлар ўринли эканлигини кўрсатайлик. Ҳақиқатан ҳам, } <_к 
учун £к (XI ) ни рI х[ га кўпайтириб, барча / =  0, 1, . . . , п лар 
бўйича йиғиб чиқсак, қукидагиларга эга бўламиз:

п п

2  Р^* (ХдХ/1 =  2  Р*1=0 1=0

п

5 0 $1 . . . 8 к--1 2
1=0

«1 ^2 • • • 5* 2  ь х 1+ 1
1=0

$к ^А+1 . . . $2к~-1 2  Р‘* 1 +А
1=0

5 0 $ 4 . . 5 к - 1 5 ;

^1 ^2 • • • 5к 5/+1

5/6+1 . . $2к -1  3/+к

Иккинчи томондан /Ҳ (х̂ ) ни р* х[ га кўпайтириб, қўшиб чиқ- 
сак,

П
2  ?1̂ к (XI )Х[ — ПА+1 (7,4)
1 ~ 0

келиб чиқади. Энди (7.2), (7.3) тенгликлар ёрдамида
П

Мк — 2 р' ) =  ®к ° к+1 (7.5)
/=0

тенгликнинг ўринли эканлигини кўрсатамиз. Ҳақиқатан ҳам,

*^1 • • . § к —1 1
^1 $2  • • • З к  ЭС 1

• • • $2к—1

^ 1 ^ 1 ( х 1 )  =  ^ 91г к (Х 1).
1=0 1=0

50 51 . • 5а-1 х(
51 53 • • $к х {+1

5к 54+1 . • • 524-1 х(+к
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п

50 5, . . • 5а_1 2  ?1 2 к  ( Х {  )

1— 0
п

52 . ■ ■ 5* 2  ? ' 2 к ( X I  )х ,
1—0

п

5* 5А+1 . • • 5 2 к — \  2  Р' 2 к  ( X I  ) х \

1=0

50 . • 5*_1 0
51 52 . . $ к  0

= =  О к  О к + \

5* 5^+1 • •  ̂2А—1 В к + !

А/* квадратлар йиғиндиси бўлгани учун у фақат

2 к ( х 0) =  2 . к  ( э О  =  . . .  =  2 к  (х п) =  0

бўлган ҳолдагина нолга айланади. Лекин к < п  бўлгани учун фа- 
қат 2к (х ) е= 0 бўлгандагина А+ =  0 бўлади.

Агар т. =  1 бўлса, у ҳолда (7.2) га кўра

в д  =
50 1
5̂  X =* 5 0Х — =  1 ■ X — ф  0.

Демак, А , =  Й Д > 0 .  Бундан Д  = 5 о= 1 > 0  ни ҳисобга ол- 
сак, И2> 0  келиб чиқади.

Энди (7.5) да к — 2 деб олсак, А^ =  £)2Д ; бўлади. Аммо (7.2) 
га кўра 2 к (х) да х 2 олдидаги коэффидиент В 2 га тенг ва исбот- 
ланганга кўра В 2 Ф  0, шунинг учун ҳам А̂ 2 >  0; бундан эса Ог>  
>  0. Бу мулоҳазани давом зттириб, Оц+х Ф  0 эканлигига ишонч 
ҳосил қиламиз.

Шундай қилиб, (7.1) система ягона ечимга эга, бу системани 
ечиб изланаётган кўпҳаднинг коэффициентларини топамиз.

М и с о л. Қуйидаги

X I 0,78 1,56 2,34 3,12 3,81

/ ( Х \ ) 2,50 1,20 1,12 2,25 4,28

маълумотлар учун 1(х) функцияга яқинлашувчи иккинчи даражали Р 2(х ) =  
— а0 +  ахх  +  а2х 2 кўпҳад тогшлсин.

Е ч и ш. Керакли ҳисоблашларни 33 -жадвалдаги схема бўйича олиб бо- 
рамиз. Берилган мисолга тегишли ҳисоблашлар 34- жадвалда келтирилган, бу 
ерда битта эҳтиёт рак.ам олиниб, ҳисоблашлар вергулдан кейин учта ўнли 
рақамда олиб борилган.
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3 3 -  ж а д в а л

Ўрта квадратик яқинлашиш схемаси

.V X X X3 М хДх) Х=Лх)

1 +) х о 4 X4х о А х о) *о/(*о) 4 / ( х о)

1 * 1 х \ 4 X4Х 1 А Ч ) X  !/(*!) х \ / ( х г)

1 4 г3х 2 X 4х 2 /(+ .) +  / ( + ) х 22/ ( х 2)

1 4 г3х 3 4 / Ш х г / ( х г) х \ / ( х з)
1 * 4 X 2Х4 X 3Х4 X4Х4 / м +  / ( + ) 4  / ( + )

«0 «1 *2 «3 ' 2̂

3 4 -  ж а д в а л

X'' X х г * 3 ** Л х ) х Л х ) *’/(*)

1 0,78 0,608 0,475 0,370 2,50 1,950 1,520
1 1,56 2,434 3,796 5,922 1 , 2 0 1,872 2,921
1 2,34 5,476 12,813 29,982 1 , 1 2 2,621 6,133
1 3,12 9,734 30,371 94,759 2,25 7,020 21,902
1 3,81 14,516 55,306 210,717 4,28 16,307 62,604

5 11,61 32,768 102,761 341,750 11,35 29,770 94,604

Бундан а 0, а ъ  а 2 коэффициентлар аниқланадиган система қуйидаги кўриниш- 
га эга бўлади:

5я0 +  11,61«! +  32,768д2 =  П.350,
1 1,61йо +  32,768+ +  102,761«3 =  29,770,

32,768«0 +  102,761«! +  З41,750«3 =  94,604.
Бу системанинг ечими

«о =  5,045; «! =  — 4,073; « 2 =  1,009 
бўлиб, изланаётган кўпҳад:

0 2(*) =  5,045 — 4,073.*+ 1,009*2 дир.
Энди /(* )  га тегишли дастлабки маълумотни Р 2(*) нинг қийматлари б и л а н  
солиштирайлик. Натижалар 35- жадвалда келтирилган.

Урта квадратик усул билан ҳисоблашнинг хатоси: .
3 5 -  ж а д в а л

X . Л х ) ФэС*) <Эа<*) -  Л х )

0,78 2,50 2,505 +0,005
1,56 1 , 2 0 1,194 —0,006
2,34 1 , 1 2 1 , 1 1 0 —0 , 0 1 0
3,12 2,25 2,252 + 0 , 0 0 2

3,81 4,28 4,288 +0,008
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Тригонометрик кўпҳадлар ёрдамида ўрта квадратик 
яқинлашиш. Фараз қилайлик, даври 2^ га тенг бўлган / (х)  
функдиянинг [0, 2тс] оралиқнинг тенг узоқликда жойлашган

=  1. • •• . я — 1)

п та нуқтадаги / ( х 0), / ( х / ,  . . . , / ( х п-\)  қийматлари берилганП
бўлсин. Тригонометрик кўпҳад Тк (х) — 2  [атсозтх +  Ьт&ттх]

к= 0
даги а т ва Ът козффициентларни шундай танлайликки, п > 2 к  
бўлганда

п— 1

2  [/(*;•)- П ( Х , ) ] 2
1=0

ифода энг кичик қийматга эришсин.
Одатдагидек, дан барча а г ва Ь{ лар бўйича ҳосила олиб, 

уларни нолга тенглаштирсак, қуйидаги тенгламалар системаси ҳо- 
сил бўлади:

к п—1 п—1 '
2  2  соз тХ] соз 1х, +  Ьт 2  чштх^ со5 /х /]=
т=0 /=0 /=0

п— 1

в 2/(*/) соз/Л/,
/=о

Л п— 1 п—• 1

2  2  С 0 8  т х 1 8 * п  ^Х 1 +  ^т2 8 +  Ь Х ]  5 1 П  1Х]\ =

т=0 /=0 /=0
п—1

=  2 / ( + ) з!п/+
/=  о

(7.6)

Бу системанинг коэффициентларини соддалаштириш мақсадида бар* 
ча I, т  =  0, 1, . . . , к лар учун қуйидаги тенгликларни исбот- 
лайлик:

п— 1

п— 1

2  соз т х =  
/=о

п— 1

, 5 1 П  т х 0;
1 = 0

| 0, агар т ф О  бўлса, 
I п, агар т =  0 бўлса;

2  С05 тл:у- 51п 1х}- =  0;
/=огг— 1

2  С05 тх < С08 /х,- =  
/ = 0  7 '

0, агар т ф 1  бўлса,
+ ,  агар т — I # 0  бўлса, 

. «, агар т =  I — 0 бўлса;

(7.7)

(7.8)

(7.9)

(7.10)
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0, агар т ф 1  бўлса,
-тр, агар т =  1 ф  0 бўлса, (7. 11) 
0, агар т — 1 =  0 бўлса.

Ҳақиқатан ҳам, (7.7) — (7.8) тенгликлар т — 0 бўлганда кўриниб 
турибди, т ф  0 бўлганда уларга ишонч ҳосил қилиш учун қуйи- 
даги

П—\
2  &1п'тх/ 51п 1х} — ]
/=о

тг—  1 п —  1 п —  1 п —  1
2  С05 т х / +  1 5  зш т х ,  — 2  е Ш х >
/ = о /=0 /=0 /= о

1
=  0

тенгликда ҳақиқий ва мавҳум қисмларини нолга тенглаштириш 
кифоядир. (7.9) тенгликни кўрсатиш учун унинг чап томонини 
қуйидагича ёзиб оламиз:

п—1 1 1
2  с°5 т х )  5'ш1х} =  -п 2  +  т ) х ,  +  5Ш ( I  — т)х,\ =а
/= 0  ̂ /=0

1 П_1 I ”-1
«= ~2 2  з т  (I +  т)х{ +  2  з!п ~  т)х}.

/= о /=0

Охирги йиғиндилар (7.7) — (7.8) тенгликларга кўра нолга тенг. 
Қолган тенгликлар ҳам шу йўл билан келтириб чиқарилади.

Исбот қилинган (7.7) — (7.11) тенгликлардан фойдаланиб, ат 
ва Ьт лар учун қуйидагига эга бўламиз:

п— 11
/(* /) .

/=о
2 П~~ *

а ™==+ 2 / ( + ) с° з т + .
/=0

^ = 4 2 / ( * / )  51П  ГПХ].
/=о

(7.12)

Бу формулалар Бессел формулалара дейилади.
Агар қаралаётган Дх)  функция жуфт бўлса, у ҳолда Ьт =  0 

(т =  1, к) бўлиб, аксинча у тоқ бўлса, у ҳолда ат =  0 (т =  0, £) 
бўлади (бу ерда /(0 ) == /(л ) эканлиги назарда тутилади).

Бундай ҳолларда (7.12) даги нолдан фарқли коэффициентларни 
ҳисоблаётганда, йиғишни [0, 2%] оралиқнинг ярми бўйича бажа- 
риб сўнгра натижани иккилантириш мумкиндир.
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М и с о л. [0, 2 и ]  оралиқда қуйидаги қиймаглари берилгаи жуфт / ( х ) 
функция учун унга яқинлашувчи учинчи таргибли тригонометрик кўпҳад 
топилсин:

X 0 % 1 7Т
Т  | т

Зтс
Т

71

№ 0 2 5 3 0

Е ч и ш. Бу ерда п  =  8 , / ( х )  жуфт бўлгани учун Ьт  =  0
а т  лар қуиидагича топилади:

ао=  8
/=0

/(■*;)
/=о

_  10 
" ~ Т
3

5
2~’

I V  1 VI т к /
-4 ^  /  (^ /) с05 «■*/ =  -2 ^  /  (̂ у) с03 ~Т

■ ~ /=о/=о
/ Т  5

Бундан «! =  — Т - ’ а 2 =  — "2
/ 2

“з —

бўлиб, ва

Демак, изланаётган кўпҳад қуйидагидан иборат:

А  е ■ / 22 —  ̂ х  — 2 с03 ~1~ 4
5 / 2

Гз(*) = Т - '

8- §. ЭНГ я х ш и  ТЕКИС ЯҚИНЛАШУВЧИ АЛГЕБРАИК КЎПҲАДЛАр

Энди [а, Ь\ оралиқда узлуксиз бўлган /  (х) функция учун
£ ■ „ (/)=  1п{ шах | / ( х ) — Рп{х)\ (8.1)

Р„£Я„(Р) а<*<й
тенгликни таъминловчи (х) алгебраик кўпҳаднинг мавжудлиги- 
ни, ягоналигини ва қуриш мумкинлигини кўрио ўтамиз. Бу ерда 
Нп(Р) даражаси п дан ортмайдиган алгебраик кўпҳадлар тўплами.

1- теорема. [а,Ь\ оралиқда узлуксиз бўлган, ихтиёрий / ( х )  
функция учун энг яхши яқинлашувчи Рп (х) алгебраик кўпҳад мав- 
жуд.

Исбот. Ихтиёрий / ( х ) £ С [ а , Ь \  учун қуйидагича аниқланган 
| | / ( х ) ] | =  шах | / ( х ) |

а < х < Ь

сон норма таърифидаги ҳар уч шартни қаноатлантиради. Шунинг 
учун ҳам

111/1 II -  IIЛ III <11/- Л  II (8-2)
тенгсизлик ўринлидир. Энди ихтиёрий Рп(х)£Нп(Р) ва / (х%С[а,  Ь\ 
учун қуйидаги белгилашларни киритамиз:

Р„ гаах

| | / _ р „ | | =  тах
а<х<Ь

 ̂&& х к1 — ғ 0 (а0, а^, . . .
-0 1

. ая), (8.3)

п 1
' ^  ак х к\ =  Ғ ̂  (а0 , й/ , , .
й=0 1 ..-V-

. ,а„). (8.4)
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Агар / ( х )  ни қатъий белгилаб, Рп{х) ни Ип (Р) тўплам бўйича
ўзгартирсак, (га +  1) ўлчовли (а0 , а , ............. а„) фазода аниқлан-
ган Ғ0 ва Ғў функцияларга эга бўламиз. Бу функциялар (8.2) 
тенгсизликка кўра а0 , а, , . . . , ап коэффициентларнинг узлуксиз 
функцияларидир. Ҳақиқатан ҳам, берилган е учун

8 =  е/шах ( 2  Iа \к’ 2  I Ь I*) деб олсак. У ҳолда ) аь — а / 0) | <  8 (I
к=о к=0

= 0, п) бўлганда
| Ғ0 (а0 , ах, . . . , ап) — Ғ0(а0ф), а(/ ,  . . . .  а^)  |

<  тах
а < х < Ь

,акх* а*(0> х к
к=о к=0

<  т а х  2 |  ак — а^\\  х \ к
аКх<Ь

бўлади, яъни Ғ0 (а0, ах, . . . , а„) узлуксиз экан. (8.4) дан кў- 
ринадики, худди шунингдек, Ғ} (а0 , ах , . . .  , а„) ҳам узлуксиз- 
дир. Ғ} (а0 , ах , . . .  , а„) манфий эмас. Унинг аниқ қуйи чегара- 
сини т орқали белгилаймиз. Теоремани исботлаш учун Еўўзининг 
қуйи чегарасига эришадиган шундай (а0 , ах, . . .  , а„) нуқта то- 
пилишини кўрсатишимиз керак. Ҳақиқатан ҳам, (га + 1 ) ўлчовли

П  _

Евклид фазосида 2 а | =  1 бирлик сферада ётувчи нуқталар тўп-
к=0

ламини олайлик. Бу тўплам — чегараланган ёпиқ тўпламдир. Д е- 
мак, унда узлуксиз мусбат Ғ0 функция ўзининг аниқ қуйи чега- 
раси р. га эришиши керак. Кўриниб турибдики, р. 0, акс ҳолда 
шундай

............. < л  ( 2  < г  =  1)
к=0

нуқта топилар эдики, унда

(0) „(0)Г 0 ^ао , а\ аТ) шах
а < х < .Ь

2  а*0) хк=0
бўлар эди, бунинг бўлиши мумкин эмас, чунки 1, х,  . . .  , х п лар 
чизиқли эрклидир. Қуйидаги

г  т  + 1  +  Н/Ц 
и

сонни олиб, бутун (а0 , а , ..............а„) фазони икки қисм: ва /?2
П

га ажратамиз; ак ^  г2 тенгсизликни қаноатлантирадиган барча
к= 0

нуқталарни Ҳ, га киритиб, қолганларини га киритамиз. Ғў (а0, 
Оп . . .  , а„) функциянинг Р2 даги қийматларини қарайлик. Фараз

П
қилайлик, (Ь0 Ь„) £ /?2, у ҳолда ^  =  Ра >  Л  яъни

к =  о
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» =  1 бўлиб, қуйидаги баҳо ўринли бўлади: 
*=о

п

•ҒД&о. . • • • . 6«) = !!/(*) — Л*(«) II >1 II (*) II —№ ) III =•

1р1 I! 2
к=0

Ц -Х к
р| / I > | р |

4=0
-уй

т т т *

— 11/11 > | р к — 11/11 > г р -  11/1 = т + \
(охирги тенглик г  нинг танланишига кўра бажарилади). Демак, 
қисмда Ғў нинг қуйи чегараси т +  1 дан кичик эмас ва т сони 
Ғў функция қийматларининг Даги қуйи чегараси экан. Лекин 
б у  тўплам чегараланган ва ёпиқдир. Бу тўпламда узлуксиз бўлган 
Ғг (а0, ах, . . .  , ап) функция ўзининг аниқ қуйи чегарасига эри- 
шиши керак. Агар бу нуқтани (ао ау , , ап) орқали белгилаб
олсак, у ҳолда

т =  Ғў (а*0,а \  , . . .  , а*п) =  [ \/( х ) — ^ а 1 х к[[ =  \\/(х ) — Р1(х)[\0
бўлади. Шундай қилиб, энг яхши яқинлашувчи Рп (х) кўпҳад
мавжуд.

Энди кўпҳаднинг узлуксиз функция учун энг яхши яқинлашув- 
чи кўпҳад бўлишининг зарурий ва етарли шартларини келтирамиз.

Валле—Пуссен теоремаси. Фараз қилайлик, х ± < х а <  . . . -<  
< х „ +2 [а, Ь\ оралиқнинг шундай (п +  2) та нуқтаси бўлсинки, 
улар учун

81§п [( — 1)'(/(Хг) — Ял(х 2))]= со п з1  (8.5)
бўлсин, яъни х ь нуқтадан навбатдаги х [+1 нуқтага ўтилганда 
/ (х)  — Рп (х) миқдор ўз ишорасини ўзгартирсин. У ҳолда

Еп( ! ) > т  =  т т  |/(л :4) — Ял(х ,) | .  (8.6)
1=1.........п+2

Исбот. Агар т =  0 бўлса, у ҳолда теорема тасдиғининг ўрин« 
лилиги кўриниб турибди. Энди т >  0 деб олиб, тескарисини фа* 
раз қиламиз, яъни энг яхши яқинлашувчи Рп (х) кўпҳад учун

1|Я«—/ | |  = Е п( / ) < т  (8.7)
бўлсин. Қуйидаги

51§П [Рп (X) — Рп (* )]  =  51§П [ (Рп (X) — / ( X ) )  — (Р Гп (х) - / ( » ) ]  ,

\ Р п (Х 1) - / ( Х 1) \ > \ Р * п ( Х 1) - / ( Х 1) \

муносабатлардан 51§п [Рп (хх) — Рп (хг)] =  51§п [Рп (х[) —/(х^)] 
тенглик келиб чиқади. Демак, п- даражали Рп(х ) — Рп(х) кўпҳад 
ўз ишорасини п +  1 марта алмаштиради, яъни Рп (х) — Рп (х) =  0. 
Бу эса (8.7) фараз қилинган шартга қарама-қарши натижадир. Бу 
қарама-қаршилик теоремани исботлайди.
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Чебишев теоремаси. Р„ (х) кўпҳад [а , Ь] оралиқда узлуксид 
/ ( х ) функциянинг энг яхши текис яқинлашувчи кўпҳади бўлиши 
учун бу оралиқда камида п +  2 та қуйидаги шартларни қаноатлан- 
тирадиган х ^ с х 2С  . . .  < л :„ +2 нуқталарнинг мавжуд бўлиши 
зарур ва етарлидир: е =  1 ёки е = — 1 бўлганда барча / = 1 , 2 ,  
. . .  , п +  2 лар учун

/ ( ^ ) - я ; ( ^ ) = е ( - 1 ) г1 ! / - р ; и

тенгликлар ўринли бўлсин.
Теорема шартларини қаноатлантирадиган х, , х 2 , . . . , х п+2 

нуқталар Чебшиев альтернансининг нуцталари дейилади.
И сбот. К и ф о я л и г и .  /. =  | | / — Р*п\\ Деб белгилайлик. (8.6) 

тенгсизликка кўра I  =  т <  Еп (/), лекин Еп ( / )  нинг таърифига 
кўра Еп ( /)  <  || / — Р*п || =  /. бўлиши керак. Демак, Еп ( / )  =  /. ва 
Рп(х) энг яхши текис яқинлашувчи кўпҳад бўлади.

З а р у р и й л и г и .  Фараз қилайлик, Я(лг) =  р ;(х )  энг яхши те- 
кис яқинлашувчи кўпҳад мавжуд бўлсин. Бу кўпҳад учун I)/3 —  
— / | |  =  ДЛ(/)  бўлиб, ҳеч бўлмаганда битта шундай х 0 нуқта мав- 
жудки, унинг учун | Р (х 0) —/ ( х 0)\ =  Е„(/).  Бундай нуқта энг 
катта оғиш нуқтаси ёки қисқача (Е) - нуқта дейилади. Р (х) кўп- 
ҳаднннг графиги у =  / ( х )  +  Еп (/)  ва у = / ( х )  — Еп (/)  чизиқлар 
орасида ётади, ҳамда х 0 нуқтада Р(х)  нинг графиги ё юқори чи- 
зиққа, ёки пастки чизиққа уринади. Агар Р(х)  нинг графиги бирор 
нуқтада юқори чизиққа уринса, бундай нуқта энг катта оғишнинг 
( + )  нуқтаси ёки қисқача ( + )  нуқта ва кўпҳаднинг графиги пастки 
чизиққа уринадиган ҳар қандай нуқта (—) нуқта дейилади.

Кўриниб турибдики, ( + )  нуқта билан бир вақтда (—) нуқта 
ҳам мавжуд бўлиши керак, чунки ( + )  нуқта ёки (—) нуқта мав- 
ж уд бўлмаса, у ҳолда бирор кичик мусбат сонни Р  (л;) дан айириб 
ёки унга қўшиб, шундай кўпҳад ҳосил қилиш мумкинки, унинг 
графиги у — / (х) чизиқ атрофидаги торроқ йўлакда жойлашади. 
Бу эса Р(х)  нинг энг яхши яқинлашувчи кўпҳадлигини инкор 
қилади.

Энди \а, Ъ\ оралиқни

[й =  / 0< / <  . . < / ,  =  £

нуқталар билан шундай кичик қисмларга бўламизки, бу қисмлар- 
нинг ҳар бирида Р ( х ) —/ (х)  нинг тебраниши г/ Е п(/)  дан кичик 
бўлсин. Ҳеч бўлмаганда битта (Е) нуқтага эга бўлган ҳар бир 
(Е) <  х  ^  1Ь+Х қисмни (Е) сегмент деб атаймиз. Ҳар бир (Е)
сегментда Р ( х ) —/ ( х )  нолга айланмайди (чунки унинг тебраниши
- /  Еп (/)  дан кичик) ва ўз ишорасини сақлайди. Демак, ҳар бир
(£■) сегментда ё фақат ( + )  нуқта ётади ва бу ерда Р ( х ) — / ( х )  
мусбат, бундай сегментни ( + )  сегмент деймиз ёки фақат (—) нуқ- 
та ётади ва бу ерда Р (х) — /  (х) манфий, бундай сегментни (—)
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сегмент деймиз. (Е) сегментларни чапдан ўнгга қараб номерлаб 
чиқамиз

> ^2............. ’

кейин Р ( х ) —/ ( х )  айирма энг камиДа неча марта ўз ишорасини 
алмаштириши мумкинлигини акиқлаш учун (Е) сегментларни груп- 
паларга қуйидагича ажратамиз. Аниқлик учун йх ни ( + )  сегмент 
деб оламиз:

у $2 ) • • • » [ (+ )  сегментлар],

< ,+1 ’ ^ ,  + 2 ’ • • • ’ [(—) сегментлар], 00СО

^кт-1 + К ^кт-1 + 2- ’ • ' , йкт [(— 1)т_1 сегментлар].

Бу ерда т та группа кўрсатилди, буларнинг ҳар Гири камида битта 
(Е) сегментга эга. Агар т >- п +  2 бўлса, у қолда теореманинг 
тасдиғи келиб чиқади.

Тескариси т < п +  2 ни фараз қилайлик ва бундай фаразР(х)  
нинг энг яхши текис яқинлашувчи кўпҳад бўлишлигига зидэкан- 
лигини кўрсатамиз. Кўриниб турибдики, йк ва йк +1 ( / = 1 ,  2,
. . . , т — 1) сегментларда Р ( х ) —/ ( х )  қарама-қарши ишораларга 
эга, шунинг учун ҳам бу сегментлар умумий четки нуқталарга эга 
эмас ва улар ўзаро (£ ) сегмент бўлмаган сегментлар билан аж- 
ралган бўлиши керак. Шунинг учун ҳам 2 у ( у = 1 ,  2, , т— 1)
нуқталарни шундай танлаш мумкинки, улар дан ўнгда ва сЦ+г 
дан чапда ётади.

Қуйидаги

,о (х )  =  (г1 — х ) ( г 2 —  х ) . . . ( г т^  —  х)

т — 1 ( < « ) -  даражали кўпҳадни тузайлик. (8.8) сегментлар- 
нинг биринчи группасида ю(х)  ҳамда Р ( х ) — / ( х )  айирма мусбат, 
иккинчи группада V (д) ҳамда Р ( х ) — / ( х )  айирма манфий ва ҳо- 
казо. Барча (Е) сегментларда 51§п (лс) =  ( Р( х ) — /(•*)),
(Е) сегмент бўлмаган барча сегментларда | Р (х) — / (х)  | <  Еп (/). 
Айтайлик, бу сегментларда | Р (х)  —  / ( х )  | <  Е' <  Е п (/) бўлсин. 

ЭнДи шах | V (х)  | =  р деб олиб, X мусбат сонини шундай танлаб

оламизки,

ХР <  Ея (/)  — Е' ва ХР <  Еп ( / )

тенгсизликлар бажарилсин. Даражаси п дан ортмайдиган 

0 (х) =  Р  (х) — IV (х)
кўпҳаднинг / ( х )  дан огиши Еп(/)  дан кичик эканлигини кўрсата- 
миз. Ҳақиқатан ҳам, ҳар бир (Е) сегмент бўлмаган сегментларда

I <3 (*) —/ ( х )  | <  | Р ( х ) —/ ( х )  | +  X | V (х) | <  Е' +  ХР <
< Е '  +  (Еп (/) — Е') =  £■„(/).
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Ҳар бир (Е) сегментда 51§п (Р (л:) — / {х ) )  =  з 1§п V {х), ^ { х ) / * 0  
ва |Я ( х ) — / { х )  | >  £■„(/), | X V {х) | <  у  Еп ( /)  бўлгани учун

1С ( * ) - / ( * )  I =  I Р(х) -  \^ {х )  -  Г{х) | =  |Р (д:) - / ( * )  | -  
— * IV {х) | ^  Еи { /)  — X | V  {х) | <  Еп ( / ) .

Шундай қилиб, Р{х)  энг яхши текио яқинлашувчи кўпҳад эмас 
экан. Бу қарама-қаршилик т >  п +  2 эканини ва яна шу билан 
теореманинг ўринли эканини исботлайди.

Ягоналик теоремаси. Узлуксиз функдия учун даражаси п дан 
ортмайдиган энг яхши текис яқинлашувчи кўпҳад ягонадир.

И сбот. Фараз қилайлик, даражаси п дан ортмайдиган энг яхши 
текис яқинлашувчи кўпҳадлар иккита Рп{х) ва 0.п{х) бўлсин:

(1п{ х )Ф Р п{х), ц д л- / | | = ц я „ - / | Н £ ’„ ( Д
Бундан

/ -
Рп +  Рп 

2 <
Р п - Ў

2 +
Рп —/  

2 - Е п{/).

Демак, {Рп (х) +  (+  (х)) кўпҳад ҳам [энг яхши текио яқинла-
шувчи кўпҳад экан. Фараз қилайлик х г , х 2 , . . . , х п+2 шу кўп- 
ҳадга мос келувчи Чебишев альтернансининг нуқталари бўлсин. 
У ҳолда

1/г \ Р П (+ ) +  (+ )] —/(* :)  | =  Е П ( /)  ( /“= 1 , 2 ..............л +  2)
ёки

I [Рп (**) - / ( х д )  +  [Оп (Х{) - / ( . х,)] | = 2  Еп (/). (8.9)
Лекин

IР (XI ) -  /  ( * , )  | <  Еп {/),  I <?„ (Х1 ) - / ( Х1) \ <  Еп (/).
(8.9) тенглик фақат

Д  ( * * ) - / ( * ! )  =  £ „ ( / ) ,
(Х1)—/ ( Х 1) — Ея(/)

бўлган ҳолдагина бажарилади. Бундан, п +  2 нуқтада иккита га- 
даражали Рп (х) ва ( /  (х) кўпҳадлар қийматларининг ўзаро устма- 
уст тушишлари келиб чиқади, бу эса уларнинг айнан тенғ экан- 
ликларини билдиради.

Энди бир неча мисоллар келтирамиз.
. 1 - м и с о л  (энг яхши яқинлашадиган ўзгармас). Фараз қилайлик, узлук-
сиз /  ( х )  функция учун унга энг яхши яқинлашадиган ўзгармасни, яъни но- 
линчи даражали кўпҳадни топиш талаб қилинган бўлсин.

Айтайлик, М  =  шах/  ( х ) ,  т  =  т1п /  (х ) бўлсин. У ҳолда б>0 =  ~п ( М + т )  
а<х<Ь а<х<Ь л

изланаётган энг яхши яқинлашувчи нолинчи даражали кўпҳад ва шу билан

бирга £ 0 ( /)  =  -т; ( М  — т )  бўлади. Бунинг исботи шунга асосланганки,
/ ( х г) — М  ва /(лг2) =  т  тенгликларни қаноатлантирувчи х ^  ва х л нуқталар 
Чебишев альтернансининг нуқталаридир.
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2 - м и с о л (энг яхши чизиқли функ- 
ция). /  ( х )  функция икки марта узлуксиз 
дифференциалланувчи бўлиб, /" (л:) ҳосила 
[ а ,  Ь ] оралиқда ўз ишорасини саҳласия деб 
фараз қилайлик. Аниқлик учун / ' ( ^ ) < 0  
деб ҳисоблайлик. Бу функцияга энг яхши 
яҳинлашувчи биринчи даражали кўпҳадни; 
топиш талаб қилинсин. Масаланинг ечили- 
шини чизмада тушунтирамиз (2 2 -чизма).
Функция графигидаги ( а , / ( а ) )  ва ( Ь , /  ( Ь) )  
нуқталарни <  кесма билан бирлаштира- 
миз — бу кесма чизиқли функция 1Х (х) нинг 
графигидир. [ а ,  Ь] оралиқда ягона й  нуқта 
топиладики, у нуқтада графикка ўтказилган 

уринма +  га параллел бўлади (чунки 
/" ( л : ) < 0 ); / 2 — чизиқли функция /2 (л:) нинг гра]зигидпр.

Энди равшанки, С+ (х )  =  0,5 (А (л:) +  /2 ( х ) )  изланаётган энг яхши яҳин- 
лашувчи чизиҳли функциядир. Осонлик билан кўриш мумкинки, а ,  й ,  Ь нуқ- 
талар Чебишев альтерпапсининг нуқталаридир.

5- бобда Лагранж интерполяцион формуласининг қолдиҳ ҳади- 
ни минималлаштириш мақсадида интерполяция тугунлари сифатида 
(«  +  1)- тартибли Т[п+\] (х) кўпҳаднинг

а  +  Ь . Ь — а  я (2/г — 1) 
х к ~  ' 2  1 2  0 0 3  2  ( п  +  1 ) ( к =  1, я +  1)

илдизларини олид, қуиидаги

\/(х) -  Ьп М  | <  пих \ / п+» (х) | ^ п + Т ^ у
баҳога эга бўлган эдик. Бундан

Еп( / ) =  тах  | / (п+1)
а < х < 1 >

( Х ) \
(,Ь—а)п+1 

2ал+1 (п +  1)1

(8. 10)

келиб чиқади.
Фараз қилайлих, Рп (х) кўпҳад / ( х )  функция учун энг яхши,. 

текис яқинлашувчи кўпҳад бўлсин. Чебишев теоремасига кўра 
/ ( х )  — Рп(х) айирма (п +  1) та х г , х 2 , . . . , х п + 1  нуқталарда 
нолга айланади. Шунинг учун ҳам Рп(х) ни тугунлари х , , х 2, 
. . . , х п+х лардан иоорат бўлган интерполяцион кўпҳад деб қа- 
раш мумкин. 5- боб (4.1) формулага кўра интерполяция хатоси 
учун

/ ( Х) - р : ( х) = / п+^(1)^±1^)  , .

“« •и М  = ( *  — + )  • • •  (х — хп+1), £ € [« , Ь\\ 
формула ўринлидир. Фараз қилайлик,

шах |«)„+1 (х ) | = | сй„+1(л0) |
а < х < Ь

бўлсин. У ҳолда
£■«(/) =

■=|/(л+1)
II/ ~ Р п

I 0)п + 1 (+)) I 
(п +  1)!

II > \ / ( х 0) - Р *п(х0)| =  
>  Ш1П | / (л+1) (х) | • шах

а < х < Ь  а < х < Ь

I »>п+1 (х) I 
(л+1)1 *

291

www.ziyouz.com kutubxonasi



Иккинчи томондан Т\?’ 61 (л:) нолдан энг кам оғувчи кўпҳад бўл« 
ганлиги учун ’

т а х  | (ол+1 (л:) | >  тах
а < х < Ь  а < х < Ь

т [а. 6] 
п

(Ъ — а)л+1 
22Л + 1 1

Бундан қуйидаги баҳога эга бўламиз:

| /  * (х )1 22я+1 (Я-)-1)! * (8 -И)

Шундай қилиб, агар / <л+1>(л:) ўз ишорасини сақласа ва секин ўз- 
гарса у ҳолда энг яхши текис яқинлашувчи кўнҳаднинг хатоси 
билан Чебишев кўпҳадларининг ноллари бўйича тузилган интерпо- 
ляцион кўпҳад хатоси орасидаги фарқ айтарли катта бўлмайди. 
Айтилганларни қуйидаги масалага қўллаш мумкин.

3- м и с о л .  Берилган ( п  +  1)- даражали

/  (л) Оя+1 (-4 — +> +  X “р . . .* ) -  Лл+Қ #л+1 +  0
кўпҳад учун энг яхши текис яқинлашувчи Р* ( х )  кўпҳад топилсин. Бу ҳолда
/ (я+1) ( х )  = а л + 1  ( п  +  1)! бўлганлиги туфайли Е п ( / )  учун (8.10) ва (8 . 11) 
баҳолар устма-уст тушади:

Еп (/) =
|Дп+1 [ (6 — а)п+1

22Л  +  1

Шуидай қилиб, бу ерда анг яхши текис яқинлашувчи кўпҳад Чебишев кўп< 
ҳадииинг

а  +  Ь 
хц =  ^

Ь — а  —  соз
ъ(2к+ 1) 
' 2  ( п  +  1 ) (к =  1, я + 1)

илдизлари бўйича тузилган интерполяцион кўпҳад билан бир хил бўлади.

Энг яхши яқинлашувчи кўпҳадни бошқа кўринишда ҳам тас- 
вирлаш мумкин:

Рп (х) =  д л+1 (х) -  ап+х Тп+1 ( ~ ^ ) (Ь — а ) п + !
22Л + 1 (8.12)

Ҳақиқатан ҳам, ўнг томондаги ифода п- даражали кўпҳаддир, чун- 
ки х п+г олдидаги коэффициент нолга тенг. (8.12) дан кўрамизки, 
/ С?л+1 (л:) — Рп (х) I максимумга эришадиган ушбу

х, а  +  Ь

~ТГ~
Ь — а  

~~2~ соз гс/
п +  1 ( / =  0, п + 1 )

нуқталар [а, Ь\ оралиғида Чебишев альтернансининг нуқталарини 
л ташкил этади.

Чебишевнинг Тп(х) кўпҳадлари яқинлашувчи кўпҳадлар дара- 
жасиии пасайтириш учун ҳам қўлланилади. Буни қуйидаги мисол- 
да кўрайлик. Фараз қилайлик, / ( х )  =  соз л: ни [— 1, 1] оралиқда 
олтинчи-даражали кўпҳад билан яқинлаштириш талаб қилинсин. Бу 
функциянинг Тейлор қаторида 6- даражали ҳадини сақласак:

< З е М = 1 - | + £ - /!.
6! '
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у  ҳолда

!1/-<Э бН <^<25-10-«

ва

I I / -  0« II >  1/(1) -  (1) I >  8Т — ш >  24• 10~6-
Энди яқинлашувчи кўпҳад сифатида, созл: нинг Тейлор қаторида 
қуйидаги

<38 (х) =  1 — . X* X* . X8
-т- лл----- «Т -г-;6 ! 1 81

қисмий йиғиндини олиб, бу ердан Г8 (х) =  2~7 Т&(х) Чебишев кўп- 
ҳади ёрдамида х& ни йўқотамиз, натижада олтинчи даражэли ушбу

р в (*) = (*)-•£ т8(х) =

: I 1 —  ¥ Ж ) —  (1Г М Г ) х 2 +  ('Н !  4 1 8 !

кўпҳадга эга бўламиз. Шу билан бирга

| 1 / - ^ 1 < 1 | / - С в || +  ^ | 1 П | | < тш  +  -5о г < 4 7 - Ю - 8.10! 27-8!

Шундай қилиб, Р6(х) кўпҳад /(лг) =  со зх  функпия учун олтинчи 
Даражали Тейлор қаторига нисбатан 50 марта яхшироқ яқинлашиш- 
ни беради.

9- §. СПЛАЙН-ФУНКЦИЯЛАР БИЛАН ЯҚИНЛАШИШ

Сплайн-функциянинг таърифи. Биз 4- бобда ва шу бобнинг 
олдинги параграфларида функцияни кўпҳадлар билан яқинлаш- 
тиришнинг турли усуллари билан танишдик. Силлиқлиги юқори 
бўлмаган функциялар учун кўпҳадлар яқинлашиш аппарати 
сифатида қатор ноқулайликларга эга. Булардан энг асосийси 
шундан иборатки, бундай функцияларнинг бирор нуқта атрофи- 
даги ҳолати, уларнинг тўла ҳолати билан узвий боғлиқдир. 
Бундан ташқари интерполяцион кўпҳадларнинг нуқсони сифа- 
тида уларнинг ҳар доим ҳам интерполяцияланувчи функцияга 
яқинлашавермаслигидир. Энг яхши текис яқинлашувчи кўпҳад- 
ларнинг камчилиги сифатида шуни кўрсатиш мумкинки, уларни 
қуриш жуда қийин ва одатда бундай кўпҳаднинг даражаси ор- 
тиши билан коэффициентлари ҳам тез ўсиб боради.

Охирги вақтларда шу нуқсондан ҳоли бўлган бошқа яқинла- 
шиш аппаратлари ишлаб чиқилмоқда. Назарий тадқиқот ва 
татбиқларда яхши натижа берадиган аппарат — сплайн-функ- 
циялар аппаратидир. Сплайннинг таърифи билан танишайлик. 
Ҳақиқий ўқдаги [а, Ь] оралиқда ушбу

А„ : а =  х 0 <  х х <  . . .  < х п =  Ь
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тўр берилган бўлсин. Фараз қилайлик, Нт (Р) даражаси т дан 
ортмайдиган кўпҳадлар тўплами, С{к) =  С{к) [а, Ь\ ўзи ва к тартиб- 
гача ҳосилалари-[а, Ь\ оралиқда узлуксиз бўлган функциялар тўп- 
лами бўлсин.

Т а ъ р и ф . Қуйидаги иккита шартни қаноатлантирувчи ушбу 
$ т( х ) = З т(х,Ап)

функция дефекти 1 га тенг бўлган т- даражали полиноминал 
сплаан дейилади:

1) Ҳар бир [X;, х 1+х\ (1 =  0 п) оралиқда 8 т(х) £ Нт(Р)\

Бу ердаги {+ }  нуқталар сплайн тугунлари дейилади. 5 т (х) 
сплайннинг т- ҳосиласи [а, Ъ\ оралиқда узилишга эга бўлиши ҳам 
мумкин. '

Агар к =  0, \ .............т лар учун

8 {к) (а +  0) =  8т) (Ь — а)
тенгликлар бажарилса, 8т (х) сплайн Ь — а даврли даврий сплайн 
дейилади.

Таърифни қаноатлантирувчи сплайнлар билан бир қаторда шун- 
дай сплайнлар ҳам қараладики, уларнинг силлиқлиги Ап тўрнинг 
турли қисмларида турличадир. Бундай сплайнлар [а, Ь\ оралиқнинг 
турли қисмларида турли силлиқликка эга бўлган функцияларни 
яқинлаштиришда фойдаланилади.

Одатда, сплайн ягона равишда аниқланиши учун [а, Ь\ оралиқ- 
нинг четки а ва Ъ нуқталарида яегаравий шартлар деб аталувчи 
қўшимча шартлар қўйилади. Амалда учиичи Даражали, яъни кубик 
сплайнлар кенг қўлланилади. .

Сплайнларнинг ҳисоблаш математикасида кенг қўлланилаётган- 
лиги сабабларидан яна бири уларнинг қийматларини ЭҲМларда ҳи- 
соблашнинг қулайлиги ва улар ёрдамида интерполяциялаш каби 
жараёнларнинг кенг синфдаги тўрлар учун яхши^яқинлашишлиги- 
дадир (юқорида айтилгандек кўпҳад билан интерполяциялаш бун- 
дай эмас).

Бундан буён биз интерполяцион кубик ва 5 з (х )  =  5з (Ь) =  0 
чегаравий шартларни қаноатлантирувчи сплайнлар билан шуғуллана- 
миз. ■

Интерполяцион кубик сплайнларни қуриш. Олдинги пункт- 
да айтилгандан сўнг қуйидаги таърифни бера оламиз.

Т а ъ р и ф . Қуйидаги тўрт шартни қаноатлантирувчи ушбу 
8 ( / ,  х ) = 8 3(/, х, Ап) функция интерполяцион кубик сплайн 
дейилади:

1. Ҳар бир [Х;, х 1+1\ (1 =  0,п) ораликда 8 ( ў , х ) £ Н г (Р)\
2. 5  ( / ,х )  в С2 [ а , Ь \ \ _  '
3. Тўрнинг хк(к =  0, п) тугунларида 5  ( / , хк) =  / к тенглик 

ўринли;
4. 8"( / ,х )  учун

8"(/ ,а )  =  8"(/,Ь) =  0 (9.1)
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чегаравий шартлар бажарилади. Бу тўрт шартни қаноатлантирувчи 
ягона 5  ( / ,  х) сплайн мавжудлигини кўрсатамиз. Бунинг учун аввал 
қуйидаги ёрдамчи фактларни келтирамиз.

Лемма. Фараз қилайлик, А =  [а{]] п- тартибли квадрат матри- 
цанинг элементлари ,

т ш  { | л „ | - 2 | а . . 1 }  =  9 > 0  (9.2)

шартни қаноатлантирсин. У ҳолда А х  =  Ь система ягона ечимга 
эга бўлиб, унинг ечими

шах \ х к\ < ц ~ '  шах \ Ьк\ (9.3)
1<к<п 1 <к<п

тенгсизликни қаноатлантиради.
Исбот. Агар А х  =  Ь системанинг озод ҳадлари нолга тенг 

бўлса, у ҳолда (9.3) тенгсизликдан бу системанинг фақат тривиал 
ечимга эга эканлиги, демак, йе1. А Ф  0 бўлиши ва бу системанинг 
ихтиёрий озод ҳадлар учун ягона ечимга эгалиги келиб чиқади. 
Шунинг учун ҳам, леммани исбот қили и учун (9.3) тенгсизлик- 
ни келтириб чиқариш кифоядир. Фараз қилайлик, (9.2) шарт

бажарилсин ва шах | х г| = х к бўлсин. У ҳолда Ь1 =  ''  ̂ацХ/ экан- 
1</<« / = 1

лигидан
шах | Ь1 1 1 акк (| х к | 2  I 11 I

1<1<« ]фк
=  шах | х , | { | аЙА [ — 2  1%'| }><? та х  |* , |

бўлади. Шу билан (9.3) тенгсизлик ва демак лемма исботланди.
Агар матрицанинг элементлари (9.2) шартни қаноатлантирса, 

бундай матрлца салмоцли. бош диагоналга эга дейилади.
Энди сплайнни қуриш билан шуғулланамиз, 5  ( / ,  л) нинг иккин- 

чи ҳосиласи тўрнинг ҳар бир [ я ^ . л:.] оралиғида узлуксиз бўл- 
ганлиги туфайли х {_г <  х  < . х { да ушбу

$"{1,х) = М 1_1^ 1* +  М1х- = ^ = ±  (9.4)

тенгликни ёза оламиз. Бу ерда ва М{ =  5" ( / ,  х )̂.
Бу тенгликнинг ҳар икки томонини интеграллаб қуйидагига эга 
бўламиз:

5 (/, *> -  +  М, +

+  В. £т г =1' (+5)
бунда Аь ва В{ интеграллаш доимийлари бўлиб, улар 5  ( / ,
= Л _1 ва 5 ( / ,  *;) = /  шартлардан аниқланади. (9.5) да х =  х {_{,

У?{
X =  X] ларни ўрнига қўйиб мос равишда М ^ - ^ - А { = / {_ х ва
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А?
М,- +  В( =  /  ларни ҳосил қиламиз. Бундан А. ва В{ ларни
топиб (9.4) га қўйсак, натижада

____ ____ -ХЬ- ,) 3
6 Л;5 ( / , х )

•5'(Д+>------М

6/г; +
—X

‘ 1 -1

Ь{
( X I  - X ) 2 

2
М1—М1_,

/ г

+  М,

М{ Ъ?1\х — Х1-х 
~ {  ’

( Х  —  Х г -

2 Нь >4
к,

(9.6)

(9.7)6 I
ларга эга бўламиз. Охирги тенглик [+., х 1+х\ оралиқ учун қуй«’ 
даги кўринишга эга:

5 ' (/,х) =  — Мь +  М  I В+ 1  —Ў1
2 н1+1 1 ‘“ /+1 2Лг+1
_м 1+1— ^

Лг+4

6 "т+1 • (9-8)
Энди (9.7) да х  нинг х. га чапдан ва (9.8) да д: нинг х { га ўнгдан 
интилгандаги, яъни х и х ъ , хп_х лар учун ҳосиланинг бир 
томонлама лимитларини ҳисоблайлик:

Ў1—Ў1- 1
3 '" ‘1 ' нь ’

(Г
5 , ( + - ° ) = | ^ - 1 + Т уИГ

1 ,я — 1)
5 '  {х{ +  0) = Ў {  +  1 м , .(И±1 м  -

6 ‘ + 1
Ў1 +  1 — Ў1

3 1 § 1  + 1 |йг + 1 •
Таърифнинг 2) шартига кўра 8'  ( / ,  х) ва 8" ( / ,  л;) функциялар \а, Ь\

п-1 нуқталарда уз-оралиқда узлуксиз. 8 ' ( / ,х )  нинг х и х 2, . . . , х̂
луксизлигидан фойдалансак, қуйидаги п — 1 та тенгламага эга бў- 
ламиз:

М  | Ь{ў-Ь{+\ , Лг+1 . .  __/<+1 — Ў{
6 м (- х 4- з Т  6 /++1 — ь - ў {  Ў1 ■ (9.9)
6  " ‘ / - 1  1 3  " ‘ 1 1 6  ‘ " ‘ + 1  —  Л / +  1 ' Н {

Бу тенгламаларни (9.1) чегаравий шартдан келиб чиқадиган
АГ0 =  Л+ =  0 (9.10)

тенгликлар билан тўлдириб,

а, + ; = Ь {  +  Л ;+1
. с. Ь { + \ , + . = Ў{+\ ЎI  /{ Ў{ — \ (9.11)

6 ’ “ ’ 3  6 Н 1 +  1 Л;

белгилашларни киритсак, у ҳолда М 1г М 2, . . .  , Мп- 2 номаъ- 
лумларни топиш учун

+  ЎМ\ —(— С\ ЬА2 =  (Ў\, 
а 2 Мх +  Ь2 М2 +  с2 М 3 •= й2, 
ав М 2 +  Ъъ М г +  сг М 4 == й3,

ап~ 2 М п- 3 +  Ьп~2 М п_2 +  сп_2 М п_ г йп_л,
а п - 1 -^ п -2  +  Ьп - 1  М п—1 “

(9.12)

/ 1 - 1
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тенгламалар системасини ҳосил қиламиз. (9.11) га кўра (9.12) сис- 
теманинг матрицаси салмоқли бош диагоналга эга бўлганлиги ту- 
файли ихтиёрий /  , / 2 , . . .  , /„  лар учун (9.12) система ягона 
ечимга эга. Шундай қилиб, 1 )— .4) шартларни қаноатлантирувчи 
ягона сплайн мавжуд экан. (9.12) системани ечишнинг жуда ҳам 
эффектив алгоритми мавжуд, уни қуйнда келтириб ўтамиз. Бунинг 
учун барча к = \ ,  2, . . . , п — 1 лар учун

Рн =  акЯк- 1  +  Ьк (<?о =  0). (9 .12)

9 к =  —
£/г
ри ик = Ц & - 1

Рк
(«о =  0)

ёрдамчи миқдорларни ҳосил қиламиз. Сўнгра (9.12) системанинг
2- , . . . , (п — 1) -тенгламаларидан кетма-кет Ми М ъ . . . .  Мп—Х 
ларни йўқотиб, ушбу

м к =  9к Мк+1 +  Ч  (к =  1 > л—2) (9.14)
Мп-1 =  ип-1

эквивалент системага эга бўламиз. Бундан эса кетма-кет Мп_1г 
М п-2 ' • • • > м \ ларни аниқлаш мумкин.

Салмоқли бош дизгоналга эга бўлган матрицалар учун бу ҳи- 
соблаш схемаси шу маънода турғундирки, хато тез сўниб боради 
( 0 <  — 9й< 1). Буни (9.13) ва (9.14) дан осонлик билан кўриш 
мумкин. Шуни ҳам таъкидлаш керакки, рк ва цк миқдорлар фақат 
Д,, тўрга боғлиқ бўлиб, тўрнинг тугунларидаги ординаталарнинг 
қийматларига боғлиқ эмас. Бу эса муайян тўр учун {р/г} ва 

ларнинг қийматларини бир марта ҳисоблаб олиб, тўр тугун- 
ларидаги турли хил ординаталар билан сплайнлар қуришга имкон 
беради. Сплайнни қуришда ҳисоблаш натижаларини 36- жадвалдаги 
схема шаклида ёзиш маъқулдир.

3 6 -  ж а д в а л

хк *к ч ак ч ск Ч Ч Ч ак мк

А н х а{ Ь г Сх Р\ Ч\ Ч\ М\
Х-2 /а Н2 а2 ь% С2 &2 Р-2 Я 3 И2 м2

Х п - \

Х п
Ч - \

/ п
И-п — 1 

Нп
ап- х Ь  п — 1 ^п— 1 1 Р п - \ Яп-1 и п—\ Мп-\

Агар Дп тўр текис, яъни тугунлар тенг узоқликда жзйлашган бўл- 
са, у ҳолда бу схема янада соддалашади: кк, ак, Ьк, ск устунлар- 
ни ёзмаслик ҳам мумкин.

Шундай қилиб, функциянинг / 0, / х , . . .  , / п қийматлари бе- 
рилган бўлса, бу қийматлардан фойдаланиэ (9.6) формула ёрдами- 
да сплайн - функциялар билан /(%) ни интерполяциялаш мумкин.
(9.7) формула ёрдамида эса униаг ҳосиласини топиш мумкин.
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Кубик сплайн - функциялар, юқорида айтиб ўтилганимиздек 
яхши яқинлашиш хоссасига эга. Агар интерполяцияланадиган / ( х )  
функция Ск [а , Ь\  (к =  0, 1, 2, 3, 4) синфга тегишли бўлса, у ҳол- 
да унинг хатоси г ( х ) = / ( х )  — 3 ( / , х )  учун қуйидаги баҳони кўр- 
сатйш мумкин:

т а х  I г (р) (х) [ <  ск к~р ( к ^ р )  ,

бу ерда с тўрга боғлиқ бўлмаган ўзгармас бўлио, к =  тах  к̂ .
1

Э с л а т м а . Кўпинча х * = а  ва х  =  Ь нуқталарда/ ( х )  функция 
ҳақида қўшимча маълумотга ҳам эга бўлишимиз мумкин. Масалан, 
сплайн тузишдан асосий мақсад

/ ( а )  +  * / ' (а)  =  А, / ( Ь ) + $ / ' ( Ь )  =  В
чегаравий шартларни қаноатлантирувчи дифференциал тенгламани 
ечишдан (иборат бўлиши мумкин. Бундай ҳолда, сплайн тузишда 
М 0 =  Мп =з 0 чегаравий шарт ўрнига юқоридаги шартни олиш 
керак.

М а ш қ л а р
1. Лежандр кўпҳадари бўйича қуйидаги ёйилмаларнинг ўринли эканлиги- 

ии кўрсатинг:

а) агс з 1пд: —  ̂ [ 2 Я к\ ]  [  *̂2 4 + 1  ( х )  — Ряк—1 (х )  (} ( |л : |< С 1 ),
А=0

1 ео

б) (1— 2р х  +  р ъ )  2 •= 2  Р к р к ( х )  ( | р | < т ! п  [ а: ±  /  х'2—1 1) ,
4 = 0

1
в) / 1 _ 2 р х + р *  - 2  Р ь ( х )  ( IР  | >  т а х  | *  ±  / х 2- \  |).

2. Чебишевнинг биринчи тур кўпҳадлари бўйича қуйидаги ёйилмаларнинг 
тўғри эканлигини кўрсатинг:

оо

а) агс 51п *  »= —  ^  (— I) * - 1 Ъ к ~ — \ ) 2 ( 1 * 1  < 1 ).
4=1

б) агс!ех = + 2 24+1
* - У (~1)* ( / 2 - 1 )2й+1 р - П  . .

Л  24+1 Т ък+1 +  { ) (0 < X  <  оо),
к*=0

В) агс1д-  ̂ ■= 2 2  24 +
х
а

4 = 0

( _  (4) р24+1 _____
Т2к+1 (*) (Р “  V 1 + а3, 1*1 <  1),

1 + Х  / 2

00

I +  2 2  (— 1)й (3— 2 /2 " )*  7 * (2 * -1 )  ( 0  <  лг <  1 )
4=1 *

3. Иккинчи тур Чебишев кўпҳадлари бўйича қуйидаги ёйилманинг тўғрн 
вканлигини кўрсатинг:

___ !___________ ! _ У {А +  1) ( 1 п / Н Е )
( а - Ь х ) *  ~  Ь / а + Т *  ^  + 1 ) \  Ь )

и к ( х ) .
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4. Эрмит кўпҳадлари бўйича қуйидаги ёйилмаларнинг ўринли бўлишини 
кўрсатинг:

а) зЬ 2 х

оо

« 2 (2 Ғ Ғ Т )Г №а+1 (х),

б) сК 2 х  —  е  ^
к= 0

1
(2 к)\ Н , к ( х ) .

5 . /  ( х )  =  с о з х  ( 0  <  х  <  2 я) учун учинчи тартибли энг яхши текис яқин- 
лашувчи кўпҳад Р*ъ ( х )  = 0 бўлишини кўрсатинг.

6 . / ( х )  —  .■ ,* з функция учун [— 1 , 1 ] оралиқда иккинчи даражали энғ1 -\-Х
яхши, текис яқинлашувчи кўпҳадни топинг.

Ж а в о б:

« 1 77
Р 2 ( х )  — — 2  * 2 +  80 ‘

7. Икки энг яхши текис яқинлашувчи кўпҳадларнинг йиғиндиси энг яхши 
текис яқинлашувчи кўпҳад бўлмаслиги ҳам мумкинлигини мисолда кўрса- 
тинг.

8 . Р  ( х )  кўпҳадлар орасида— 1 <  х  <  1 оралиқда нолдан энг кам оғувчи 
ва бирор $ ( 5  >  1 ёки $ <  — 1) нуқтада т) қиймат қабул қилувчи кўпҳаднн 
аниқланг.

Ж а в о б:
Т п ( х )  с о з  п  агс соз х  

К  ( х )  =* 1  / л (5) =  с 0 5  п  агс соз 5 *

9. Бош коэффициенти А  га тенг бўлган п -  даражали 
К ( х )  «- А х п +  . . .

кўпҳадлар орасида — 1 <  х  <  1 оралиқда нолдан энг кам оғувчисини топинл 
Ж а в о б:

А  А
К  ( х )  =  2 «-Г Т п  (х ) 2 «—I с 0 5  п  агс с о 5

V II Б О Б . ИНТЕГРАЛЛАРНИ ТАҚРИБИЙ ҲИСОБЛАШ

1 - §. АНИҚ ИНТЕГРАЛЛАРНИ ТАҚРИБИЙ ҲИСОБЛАШ МАСАЛАСИ

Амалий ва назарий масалаларнинг кўпчилиги бирор [а, Ъ\ ора-
, ь

лиқда узлуксиз бўлган {(х) функциядан олинган |  /(х)с1х аниқ
а

интегрални ҳисоблашга келтирилади. Аммо интеграл ҳисобининг 
асосий формуласи

ь

§ /(х)с1х =  Ғ(Ь) — Ғ(а)
а  _
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(бу ерда Ғ(х) функция /(х)  функциянинг бошланғич функцияси) 
амалиётда кўпинча ишлатилмайди. Чунки кўп ҳолларда Ғ(х) ни 
элементар функиияларнинг чекли комбинацияси орқали ифодалаб 
бўлмайди. Бундан ташқари амалиётда / (х)  жадвал кўринишида 
берилган бўлиши ҳам мумкин, бундай ҳолда бошланғич функция 
тушунчасининг ўзи маънога эга бўлмай қолади.

Шунинг учун ҳам аниқ интегралларни тақрибий ҳисоблаш ме- 
тодлари катта амалий аҳамиятга эга.

Биз бу бобда / (х)  функцияларнинг етарлича кенг синфи учун ь
|  /(х)с1х аниқ интегралнинг тақрибий қийматини интеграл остида-
а '
ги /(х) функциянинг [а, Ь] оралиқнинг чекли сонда олинган нуқ- 
таларидаги қийматларининг чизиқли комбинациясига келтирадиган 
методларни кўриб чиқамиз:

Ь п
У ( х ) й х ^ ^ А ^ / ( х М ) .  (1.1)
а к=1

Бу ерда х ^  ( к =  1, 2, . . . , п) квадратур формуланинг ту~ 
гунлари, квадратур формуланинг коэффициентлари ва

П

2  ^ / / ( х 1/ )  квадратур йиғинди дейилади. Агар интеграллаш

чегаралари а  ва Ь квадратур формуланинг тугунлари бўлса, у 
ҳолда квадратур формула „ёпиц типдаги", акс ҳолда эса „ояиц 
типдагиа дейилади. Квадратур формуланинг тугунлари х/'1 ва 
коэффициентлари функциянинг танланишига боғлиқ бўлмас- 
лиги талаб қилинади.

Ушбу

Я«(Я =  |  /(Х)с1х -  2  АРЛ*кп)) (1.2)
а к=1

ифода зса (1.1) квадратур формуланинг қолдиц ҳади ёки ха- 
гпоси дейилади.

Одатда (1.1) формулага нисбатан умумийроқ квадратур фор- 
мула қаралади. Фараз қилайлик, Ф чекли ёки чексиз \а, Ь] ора- 
лиқда аниқланган / (х)  функцияларнинг бирор синфи бўлиб, р(дг) 
[а, Ь] оралиқда вазн функцияси бўлсин (VI бобга қаранг). Энди 
қуйидаги

Ь п

|  [{х)/(х)йх яв 2  Акп)/ ( х к }) (1.3)
а 1

квадратур формула ва унинг қолдиқ ҳади
ь п

Яп(Л =  1 9(х)/(х)йх -  2  4 л)/ ( 4 ' г,) (1.4)
а

ни қараймиа,
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Қуйида \а, Ь] оралиқни чекли деб фараз қилиб, биз квадра- 
тур формула тузишнинг айрим йўналишларини қисқача кўриб чи- 
қамиз.

1. Кўпинча квадратур формула тузиш учун / (х)  функция \а, Ь\ 
оралиқда п та х\п>, х<-2п>, . . . , х</> нуқталар ёрдамида интер- 
иоляцияланади:

л о - 2  п
х - х / >

к =  1 1 =  1. ! + к х 'к
(п)_ у(п) +  + ( / ’ х ) ■

Х!
Энди буни р(х) га кўпайтириб интегралласак,

и  п  и

|  р(х)/(х)с1х =  2  Л(кп)/(х{п)) +  р(х)г„, /(х)(1х
к =  1 а

келиб чиқади, бу ерда
Ь п _ (п)

а /= 1 , ! ф к  х к х /

Шу усулда тузилган квадратур формулалар интерполяцион 
формулалар дейилади.

2. Анализдан ва 6-бобдан маълумки, чекли оралиқда узлук- 
-сиз функцияларни алгебраик кўпҳадлар билан етарлича юқори 
аниқликда яқинлаштириш мумкин (Вейерштрасс теоремаси). Шу 
билан бирга, кўпҳад даражаси қанча юқори бўлса аниқлик ҳам 
шунча юқори бўлади. Шунинг учун ҳам (1.3) формулада А\/  ва 
х \ /  параметрларни шундай танлашга ҳаракат қилинадики, бу тенг- 
лик етарлича юқори даражали алгебраик кўпҳадлар учун анш< 
бўлсин. Шу усул билан тузилган (1.3) формула [а, Ь\ оралиқда 
узлуксиз бўлган кўп функцияларни интеграллашда аниқлик жиҳа- 
тидан яхши натижа беради. Одатда, (1.3) фэрмула барча т- дара- 
жали кўпҳадлар учун аниқ бўлиб, /(х)  =  х т+1 учун аниқ бўл- 
маса, у ҳолда унинг алгебраик аницлик даражаси т га тенг 
дейилади.

Фараз қилайлик, / (х)  функция даврнй функция бўлиб, унинг

даври 2и га тенг бўлсин ва | /{х)йх  иитегрални ҳисоблаш талаб
о

қшшнсин. У ҳолда (1.3) формулада А/>, х/> параметрларни шун- 
дай таилашга ҳаракат қилинадики, у имкон борича юқори тдртиб* 
ли тригонометрик кўпҳадларни аниқ интегралласин.

Аниқлик даражаси (тартиби) энг юқори бўлган квадратур фор- 
мулалар катта аҳамиятга эга. Бундай формулалар Гаусс типидл- 
ги квадрятур формулалар дейилади.

3. Квадратур формулалар тузишда эллигинчи йилларнинг охир- 
ларидан бошлаб янги бир йўналиш ривожлана бошлади. Унинг мо- 
ҳияти қуйидагидан иборат. Бизга Д х) функцияларнинг бирор сип-
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фи Ф берилган бўлсин, Бутун Ф синф учун аниқликни тавсиф* 
лайдиган миқдор сифатида қуйидаги аниқ юқори чегара

ь  N

Кп = 8ир|/?в(/)|
/ ^ ф

= зир
/ ^ ф |  Р(*)/(*)<**-2 4 В)Л4П))

к= 1

олинади- Бу ерда [а, Ь] да х[п> тугунларни ва А<*> коэффициент- 
ларни шундай танлаш талаб қилинадики, Нп ўзининг энг кичик 
қийматига эришсин. Бундай формулалар, табиий равишда, функ- 
дияларнинг Ф синфида энг к т ш  хатога \эга бўлган форму- 
лалар  дейилади.

Масалани бошқача тарзда ҳам қўйиш мумкин; яъни А<"> ёки 
х</ ларга нисбатан айрим шартлар билан, масалан, коэффициент- 
ларнинг ўзаро тенг бўлишлиги А</ =  А<2п) =  . . . А<пп> =  А<п) ёки 
тугунларнинг бир хил узоқликда жойлашган бўлишлиги каби 
ва ҳ , к. Коэффидиентлари ёки тугунлари мана шу шартларни қано- 
атлантирган ҳолда (1.3) формулани шундай тузиш талаб қилинади- 
ки, Нп қолдиқ Ф функциялар синфида энг кичик бўлсин.

• Параграфни якунлашдан олдин умумий бир мулоҳазани айтиб 
ўтамиз. Интегралларни (1.3) формула ёрдамида ҳисоблашда, квад- 
ратур йиғинди умуман тақрибий равишда ҳисобланади. Одатда 
Ах(ь ]) ўрнида бирор / ( х[п>) га эга бўламиз, демак

/(4п))=/(4п)) + £Г.
бу ерда в<’г> — яхлитлаш хатоси. Фараз қилайлик, барча к =  1, 
2, . . . , п учун |е</| цЦ е бўлсин. Агар кўпайтмаларнинг йиғинди-

П .
СИ 2  А ^ /С Л /)  аниқ ҳисобланса, у ҳолда квадратур йиғиндини

к—1
п

ҳисоблашда яхлитлаш хатоси е 2 И * 1)| дан ортмайди, хусусан
к= 1

п
тенг бўлили ҳам мумкин. Бундан кўриниб турибдики, 2  ИИ|

к=1
қанча катта бўлса, квадратур йиғиндини ҳисоблашда ҳосид бўлган 
яхлитлаш хатоси шунча катта бўлади.

Фараз қилайлик, (1.3) формула /(х) =  \ ни аниқ интегралла- 
тн ,  яъни

=  |  9{ х ) с1 х .

к= 1 а
п

БунДан, равшанки 2  |А*г)| энг кичик қийматни қабул қилиши учун
___  к—1

барча к =  1, п лар учун Л1П)>  0 бўлиши керак. Бу эса мусбат 
коэффициентли квадратур формулалар катта аҳамиятга эга эканли- 
гини кўрсатади.
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2- §. ИНТЕРПОЛЯЦИОН КВАДРАТУР ФОРМУЛАЛАР

1. Энг содда квадратур формулалар: тўғри тўртбурчак, тра- 
пеция ва Симпсон формулалари. Энг содда квадратур форму- 
лаларни оддий мулоҳазалар асосида қуриш мумкин. Айтайлик,

ь
|  ў(х)йх
а -

интегрални ҳисоблаш талаб қилинсин. Агар қаралаётган оралиқда 
/ ( х ) сопз1 бўлса, у вақтда

\ / ( х ) й х ^ ( Ь  — (2Л)

деб олишимиз мумкин (23- чизма). Бу формула тўғри. тўртбур- 
чаклар формуласи. дейилади.

Фараз қилайлик, / (х)  функция чизиқли функцияга яқин бўл- 
син, у ҳолда табиий равишда интегрални баландлиги Ь — а  га ва 
асослари /фа) ва /(Ь) га тенг бўлган трапеция юзи билан алмаш- 
тириш мумкин (24- чизма), у ҳолда 

ь
С о — а
] / (х)йх  »  — (ў(а) +  /(Ь)) (2.2)

деб олишимиз мумкин. Бу формула трапеция формуласи дейи-
лади. Ниҳоят, / (х)  функция [а , Ь\ оралиқда квадратик функция-

ь

га яқин бўлсин, у ҳолда ]* /(х)йх  ни тақрибий равишда Ох ўқи
а

ва х  а, х  — Ь тўғри чизиқлар ҳамда у = / ( х )  функция графи-
а  -\- Ь

гининг абсциссалари х  =  а ,х = *  — ва х  — Ь бўлган нуқталари-
дан ўтувчи иккинчи тартибли парабола орқали чегараланган юза 
билан алмаштириш мумкин (25- чизма), у ҳолда қуйидагига эга 
бўламиз:

|  /(х)йх  »  Ь~  { / (а)  +  4 /  { +  /(Ь) ] . (2.3)
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У
Ьшг

X
0

г

25-чизма.

Бу формулани инглиз математиги Симпсон 1743 йилда таклиф эт- 
Г5Н эди.

Бу формуланинг ҳосил қилиниш усулидан кўриниб турибдики, 
у барча иккинчи даражали

Р2{х) — а0 +  а 1х  +  а2х 3
кўпҳадлар учун аниқ формуладир. Шундай қилиб, биз учта энг 
содда квадратур формулаларга эга бўлдик. (2.1) формулани тузиш- 
да у ўзгармас сон Қх) — с ни аниқ интеграллашини талаб қилган 
эдик. Лекин у /{х) — а0 +  ахх  чизиқли функцияни ҳам аниқ ин-

/ а  +  Ь \
теграллайди, чунки {Ь— а ) /  I — I баландлиги Ь — а  ва ўрта 

/ а  +  Ь \
чизиғи /  ( ——  I бўлган ихтиёрий трапециянинг юзига тенг (26- 
чизма).

Шунга ўхшаш Симпсон формуласи ҳам биз кутгандан кўра 
ҳам яхшироқ формуладир. У учинчи даражали

Р3{х) — а0 +  а^х 4- а2х 2 +  а3х 3
кўпҳадларни ҳам аииқ интеграллайди.

Ҳақиқатан ҳам, учинчи даражали Р3{х) кўпҳадни қуйидагича 
ёзамиз:

Р3{х) — а0 +  а^х +  а2х 2 +  а3х 3 =  Р2{х) +  а3х 3,
у вақтда
ь ь ь ь

|  Р2{х)йх=  |  Р2{х)йх +  а 3 |  Р2{х)йх +  ~  ( +  — а 4). (2.4)
а а а а

Лекин бизга маълумки,

[• , Ь — а  ( а  +  Ь \
,) Р/х)с1х =  - д -  [Р2{а) +  4Р2 —  +  Р2{Ь)\. (2.5)
а ' '

Иккиичи томондан, .
а-ҳ

-{{Ьк
,, Ь — а (  / д  +  6 \з 1

■«')=> ~ о ~ 4а3  ̂ - ў - )  +  а 3631 (2 .6)
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айният ўринлидир. Энди (2.5) — (2.6) ни (2.4) га қўйиб,

|  Р3(х)4х =  Ь~ ^ {  Р9(а) +  4Р3 ( )  +  Р,(Ь) }

ни ҳосил қиламиз.
Шундай қилиб, биз учта квадратур формулани кўрдик. Улар- 

дан иккитаси тўғри тўртбурчак ва трапеция формулалари—бирин- 
чи даражали кўпҳад учун аниқ формула бўлиб, Симпсон форму- 
ласи учинчи даражали кўиҳад учун аниқ формуладир.

2. Тўғри тўртбурчак, трапеция ва Симпсон формула- 
ларининг қолдиқ ҳадлари. Энди юқорида қурилган квадратур- 
формулаларнинг қолдиқ ҳадларини аниқлаш билан шуғулланамиз. 
Тўғри тўртбурчак формуласининг қолдиқ ҳади

Яо(/) =  I  /(Х)с1х - ( Ь  — а ) / {  —  )

ни топиш учун /(х)  функция [а, Ь\ оралиқда иккинчи тартибли 
узлуксиз /"(х) ҳосилага эга бўлсин деб фараз қиламиз. У ҳолда 
Тейлор формуласига кўра:

<% —|- ь 1 /  а  +  Ь 

2 \ Х -  —
, а  Ь

бу ерда х  <  С =  С(х) <  — ■ Бу тенгликнинг ҳар иккала тол%- 
нини а  дан Ь гача интегралласак,

Ко(/) =  ̂ ) [ х - — ) т < 1 х  (2.7>

р (  а  +  Ь \
келиб чиқади, чунки ] I х -------1ал; =  0. Қуйидагича белги-

лаш киритайлик:
т =  т т /"(х), М  =  тах  /"(л;).

а<*<& а<*<&
/  й: -|- Ь \ 2 ^

Интеграл остидаги функция I х ------ /  У3 ишорасини сақлайди».
шунинг учун (2.7) интегралга умумлашган ўрта қиймат ҳақидагк 
теоремани қўллаш мумкин:

(• (  а  +  Ь \ 2 (Ь — а) 3 ’
Т?0( /)  =  Т ] ( ^ -------2“ ) й х ^ Ь - ^ + ,  (2.8)

бунда т <  /. <  7И, / / х )  узлуксиз бўлгани учун Коши теорема- 
сига кўра шундай с, а  <  |  <  6 топиладики,

Ь ~ / % ) .
20—2105 3 0 5
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(2.9)

Энди (2.8) тенгликни қуйидагича ёзиш мумкин:

/?о(/)
(Ь — й) 3 

~~24~ / % ) .
'Бу зса қолдиқ ҳаднинг изланаётган кўринишидир.

Энди трапеция формуласининг қолдиқ ҳадини топайлик. Бу- 
■нинг учун ў(х) функцияни х  =  а  ва х  =  Ъ нуқталардаги қиймат- 
-лари ёрдамида интерполяциялаб, интерполяцион формулани қол- 
диқ ҳади билан ёзамиз:

Дх) - Д ( х )  =  \ { х -  а){х -  Ь)/% ) .

Б у тенгликнинг ҳар иккала томонини а дан Ь гача интеграллай- 
Миз, натижада

1 6
Я ,( /)  =  т  |  {х -  а){х -  Ъ)ў%)йх

ҳосил бўлади. Бу ерда [а, Ь] оралиқда {х — а) {х — Ь) <  0 бўл- 
■гани учун /? ,(/) интегралга ўрта қиймат ҳақидаги умумлашган те- 
оремани қўллаш мумкин:

Ш / )  = 2- г ®  ) {х-а) {х-Ь)йх= ------^  /'%) ( а ^ Ь ) .  (2.10)
а

Ниҳоят, Симпеон формуласининг қолдиқ ҳадини аниқлайлик. Бу- 
•нинг учун с =  0,Ь{а ■% Ь) деб олиб, қуйидаги

Н{а) = / { а ) ,  Н{с) =  Дс), Н'{с) =  / ( с ) ,  Н{Ь) =  ДЬ)
шартларни қаноатлантирувчи Эрмит интерполяцион кўпҳадини ту- 
.замиз:

Л(х)  =  (%=ГЬ)2 [(* — СУ(Х -  ь)У(а) - { X -  а)(х ~  Ь){а -  Ь)/{с) — 
— {х — а){х — Ь){х — с){а — Ь)/'{с) — {х — а){х — с//{Ь)\. 

Равшанки, .

Р* , Ь —  а  /  а  +  Ь \
] Н{х)йх =  [/{а) +  4 / 1 — ) +  /{Ь)\.
а 4 '

Энди 5-бобнинг 13-§ га кўра / {х) =  Н{х) +  г{х) 
формуланинг қолдиқ ҳади

г (х) =  й  й (х) /1ДС) {а <  С <  Ь) 
•бўлиб, бу ерда

& {х) =  {х — а){х — сУ{х — Ь). 
Демак, (2.3) формуланинг қолдиқ ҳади

1 Г
£»(/)=■  Та ) & ( х ) Р Л № х

интерполяцион

3 0 6
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бўлиб, й (х) кўпҳад \а, Ъ] оралиқда ўз ишорасини сақлайди ва; 
умумлашган ўрта қиймат теоремасига кўра

(I) _

га эга бўламиз.
Қолдиқ ҳадлар учун чиқарилган формулалар яна бир бор шу- 

ни кўрсатадики, тўғри тўртбурчак ва трапедия формулалари би- 
ринчи даражали кўпҳадлар учун аниқ бўлиб, Симпсон формула- 
си учинчи Даражали кўпҳадлар учун аниқ формуладир.

3. Интерполяцион квадратур формулалар. Бундан кейин 
қисқалик учун квадратур формуланинг Л<га), А р ,  . . . .  А /  коэф- 
фициентлари ва х\п}, х\п), . . . , тугунларини юқори индекссиз 
А х, А 2, . . . ,  А п ва х и х 2, . . .  , х п кўринишда ёзамиз. Фараз- 
қилайлик, бизга / (х)  функдиянинг х и х 2, . . . , хп нуқталардаги
Л ха), Л х ъ), • • • > Л х п) қийматлари берилган бўлиб, мақсад шу ь
қийматлар бўйича |  /(х)йх  ннтегралнинг тақрибий қийматини

а
мумкин қаДар юқори аниқликда топишдан иборат бўлсин. Демак, 
Аи коэффициентлар аниқланиши керак. Бунинг учун / (х)  ни унинг 
берилган қийматларидан фойдаланиб, (п— 1) - даражали кўпҳад 
билан интерполяциялаймиз:

П П
/ ( х ) ^ 1 п- / х ) / г п( / ,  *) =  2  П  хк) + г п( / , х ). (2 .II)1

к = И = 1 ,  1 + к  й ‘

Энди бу тенгликни р(х) га кўпайтириб, а дан Ь гача интеграллай- 
лик:

ь ь . ь
|  ?(х)/(х)йх=  |  ?(х)Ьп- 1 (х)с1 х  +  |  р(х)гп( / ,  х)йх.
а а а

Агар бундаги
Ь п Ь

Нп(Ў) =  |  ?(х)Лх¥ х  — 2  АьЛхк) =  I  ?(х)гп(/х)с1х (2.12)
а к =  1 а

қолдиқ ҳадни ташласак,

|  ?(х)/(х)йх «  2  А к Л х к ) ,  А к
/г=1

Ъ
5 р(*) П

1 = 1 , 1ф Ь

Х — Х1 
Хк —XI йх (2.13)

а

квадратур формулага эга бўламиз.
Бу формула қурилиш усулига кўра интерполяцион квадра- 

тур формула дейилади. Бундай формулалар учун ушбу теорема 
ўринлидир. ■

х̂ ~
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Теорема. Қуйидаги
ь п

|  Р(х)/(х)ах ~  2  АьЯ ч)  (2.14)
а к =  1

жвадратур формуланинг интерполяцион бўлиши учун унинг барча 
— 1) - даражали алгебраик кўпҳадларни аниқ интеграллаши за- 

рур ва кифоядир.
Йсбот. З а р у р л и г и .  Агар / ( х) (п— 1)-даражали кўпҳад 

•бўлса, у ҳолда (2.11) тенгликда г„(/, х) == 0 бўлиб,

/ М  =  2  П  ! = * . / ( * * )  '
к =  1 1=1. 1 ф к х к ~ Х 1

тенглик ўринли бўлади ва (2.14) қоида интерполяцион қоида бўл- 
танидан (2.13) га кўра:

Ь п Ь
1 ?(х) /(х)йх=  2  Л*к) I  ?(х)
а к=1 а

П
1=1, {фк

X —
Хк—Хь

п
ах =  ^ А к/ ( х к ).

к= 1

Демак, (2.14). формула (п — 1) - даражали / (х)  ■ кўпҳадни аниқ 
'ннтеграллайди.

К и ф о я л и г и . .  (2.14) формула (п— 1) - даражали ихтиёрий 
жўпҳад учун аниқ формуладир. Хусусий ҳолда, у (га — 1)-дара- 
жали ушбу

шт{х) =  П  Х~ Х1 (^  =  1. 2 , . . . , « )
1=1,

кўпҳад учун ҳам аниқ бўлг1Ди. Агар ит(хк ) =  0 ( к ‘ф т )  ва 
**>„.(хт) =  1 эканлигини ҳисобга олсак,

Ь п Ь п
I р(х) П — “  С1х = |  Р(х)тт(х)с1х = 2  Ак <йт(хк) = Ат
а *' = 1, 1фт т 1 ' а к= 1

келиб. чиқади. Демак, (2.14) қоида интерполяциондир, шу билан 
теорема исбот бўлди-.

Бу теоремадан кўринадики, га нуқтали интерполяцион квадра- 
:)ур формуланинг алгебраик аниқлик даражаси п — 1 дан кичик 
бўлмаслиги керак.

Осонгина ишонч ҳосил қилиш мумкинки, юқорида кўриб ўтил- 
ган тўғри тўртбурчак, трапеция ва Симпсон формулалари интер 
поляццон квадратур формулалардир. 5- бобдан маълумки, /(х)  
[а, Ь | оралиқда га-тартибли узлуксиз ҳосилага эга бўлса, у ҳолда 
интерполяцион формуланинг қолдиқ ҳади гя(/, х) ни

Яп)(П п
гк(/, *) =  и(х), (ш(х) =  П  (х — хк )) .

к= 1
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кўринишда ёзиш мумкин. Буни (2.12) га қўйиб, квадратур фор- 
мула учун

1 Г
Я п Ц )  =  7П 1 Р ( х ) * ( х ) П ) й х  (2.15)

а

га эга бўламиз. Энди п- тартибли узлуксиз ҳосилага эга ва ҳоси-
ласи

\р * \х ) \< М я (2.16)
тенгсизликни қаноатлантирувчи функциялар с-инфини қараймиз. Бун- 
дай функциялар учун (2.15) дан

М  ь

1 Я » ( / ) 1 < ^ И * И * ) 1 ‘** (2 Л 7 >а

га эга бўламиз. Агар ш(х) кўпҳад [а, Ь] оралиқда ўз ишораси- 
ни сақласа, у ҳолда (2.17) баҳо аниқ бўлиб, ундаги тенгликкэ 

М п

/ 0 0  =  ~ЖхП +  а 'хп~1 +  • • • +  а*
кўпҳадда эришилади.

Энди интерполяцион квадратур формулаларнинг бир муҳим хос- 
сасини кўриб ўтайлик. Аввал Ак ни аниқлайдиган интегралда л: = , 

а  +  Ь Ь — а (а + Ь  Ь — а
=  —т,----1----- —̂ * алмаштириш бажарамиз. Агар р I — ------1-----— (
*=р(() деб белгиласак, у ҳолда Ак қуйидаги кўринишга эга бў-  
лади:

Ак =
П

7(0 П
4 = 1. 1фк -1

ш ц)<и
(I — (&)<*'((/,)

бу ерда

ва

1
вк= \  7(0

-1

т ( ( ) с и

(I — (к)и>'((к)

2 х к — а  — Ь 

0  =  а

(2.18)

Шундай қилиб, (2.13) формула қуйидаги

0 Ь — а  хг! I а - \ г  Ъ Ь — а  \
] р(хУ(х)йх »  2  Вк /  ^ - 2-  +  —  0  ) (2Л9>

кўринишга келади.
Т еорема. Фараз қилайлик, вазн функцияси р(х) \а, Ь} оралиқ- 

нинг ўрта нуқтасига нисбатан жуфт функция ва (к тугунлар шу
309'
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.нуқтага нисбатан симметрик, яъни 4  =  — 4+1-* бўлсин. У ҳол- 

.да симметрик тугунларга мос келадиган квадратур формуланинг 
коэффис иентлари ўзаро тенг бўлади:

Вк =  Вп+1_*. (2.20)
И сбот. Агар п жуфт бўлса, у ҳолда

ш (4  =  4  — 4 ) . . . . 4  — 4 )  =  ю( — 4 ,

. “ '(4  ) =  П (4  -  4 ) =  “  П (*»+!-* -  “  «'(4+1-* )
! Ф к  / ф к

тенгликлар ўринлидир. Агар п тоқ бўлса, у ҳолда, аксинча ю(4=* 
=  — ю(— 4 .  ю'(4 ) =  ®'(4+1-/е) бўлади. Ҳар иккала ҳолда ҳам 

.(2.18) да / = — т алмаштириш бажарсак, қуйидагига зга 65'ламиз:

»Ч4+1-*)(т+4) = юЧ4+1-*Кт-4+1-*) =*
=  В п + 1 — к  •

Шуни исботлаш талаб қилинган эди. Бундан кўринадики, 4  лар 
•симметрик жойлашганда барча В +  ларни ҳисоблаш ўрнига В и  

А2, . . . , В г п + ц  ларни ҳисоблаш кифоядир.
[ 2 )

Иккинчи томондан, бундай формулалар [а , Ь] оралиқнинг ўр- 
тасига нисбатан тоқ бўлган ҳар қандай функция учун аниқ фор-
муладир. Ҳакиқатан ҳам, р(х) нинг жуфт эканлигини эътиборга

ь

юлсак, бундай функциялар учун |  р (х)/(х)йх =  0 ва шу билан

■бирга (2.20) формулага кўра £  Вк / ( х к ) =  0. Демак, Вп =  0. Ху-
к= 1 .

/  С1 -(- Ь \ 2 ? + 1
сусий ҳолда, (2.19) формула сопзЦ л:-------I кўринишдаги
кўпҳадни аниқ интеграллайди.

Энди худди шу квадратур формулани п тоқ бўлганда қарай-
/  а  +  Ь \ п

лик. Бу формула / (х)  =  сопз( I л:-------I ни аниқ интеграллай-
,ди ва қурилиш усулига кўра ихтиёрий (п — 1)-даражали кўпҳад- 
ни аниқ интеграллайди. Демак, бундай квадратур формула ихтиё- 
рий га-даражали кўпҳадни аниқ интеграллайди. Шундай қилиб, 
тугунлари сони 2т — 1 ёки 2т бўлса, оралиқ ўртасига нисба- 
тан симметрик жойлашган интерполяцион квадратур формулалар 
2т — 1 даражали кўпҳадлар учун аниқ формуладир. Бунга тўғри 
тўртбурчак ва Симпсон формулалари мисол бўла олади.

Тоқ тугунли квадратур формуланинг қолдиқ ҳадини / (п)(х) ор- 
қали эмас, балки / п+1>(х) орқали ифодалаш учун интеграл остида- 

. , а  +  Ъ
ги функцияни янада аниқроқ — нуқтада икки каррали тугун- 
га зга бўлган Эрмит интерполяцион кўпҳади билан алмаштириш
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керак. Биз юқорида тўғри тўртбурчак ва Симпсон формулалари- 
нинг қолдиқ ҳадларини баҳолашда худди шундай қилган эдик.

4. Нюьтон — Котес квадратур формулалари. Ньютон—Ко- 
тес формулалари энг дастлабки интерполяцион квадратур форму- 
лалардан ҳисобланади. Бу формулаларда оралиқ чекли, вазн функ-. 
цияси р(л) — 1 ва х, тугунлар ўзаро тенг узоқликда жойлаш- 
гандир. Бу формула (2.13) формуланинг р(х) =  1 бўлгандаги х у -  
сусий ҳолидир.

Лекин аксарият адабиётларда Ньютон—Котес формуласи (2.19) 
кўринишда эмас, балки бошқа кўринишда келтирилади. Биз ҳам 
шу кўринишда қараймиз.

Бунинг учун [а, Ь\ оралиқни

л4п) »= а  +  кк, к — 0, п, Н =  — -

(п -]-1) та нуқталар ёрдамида п та бўлакка бўламиз ва коэф- 
фициентларни тегишли кўринишга келтириш учун

М(п)
и п

I п  ...а 0, 1фк

г —
у(п)__у(п)

йх

интегралда х  =  а-\-1И алмаштириш бажарамиз,
х  — л(я> == (( — 1)Н, х (Ап) — х\п) =  (Н — 1 )Н

бўлганлиги учун
п

П
1=0, 1фк

X  -  х \ п)

у( п )_ г (п)
х к Х 1

Демак,

==  ( _  1)"-*
к к \ ( п  — к ) \

Энди

Д(«> =: . ( -  1)*-*
к п  к \ ( п  — к ) \

деб олсак, У Ҳолда Ньютон—

\п—к п

г*>, п  у - д
' №.  /=о

}н\  П ((
о /=о. №

о /=0, )фк

Ди:
V Ч

|  ў(х)йхж(Ъ - а )  2  +  АЛ).

(2.21)>

(2.22)
к= 0

п п

Бундаги коэффициентлар [а, Ь\ оралиққа боглиқ эмас.
Котес томонидан коэффициентлар п — 1, 2, . . .  , 10 учун 

ҳисобланган. Қуйида улар /г ===== 1, 2, , 5 учун келтирилган:

п ~  1:
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п — 2:

я  я  3: 

4: 

5:

п

п

■в®

В1-

в ^ -

-В^:  

5<33) =

№  =  - ,
4 90

В^  =  —
5 288

4
~  "б"’
:Ж 3) =  ~ ;  

2 8 
£С4> =  Ж )  =  32  

1 3 90

В[2)

£(3) =

3<4> = 12

90’
5<8> =  В&

50
288'

— , Ж5> =  №
288 2 3

Р. О. Кузьмин В[/  лар учун « - >  оода асимптотик формула-

В{п)

/г->  оо да 

Г 1о(л; =  1 экан-
— а Л

ларни топган эди. Ьу формулалардан, жумладан,
п п , Ь

2  ->  °о келиб чиқади. Энди ^
•4 • 1 1
лигини ҳисобга олсак, бундан п етарлича катта бўлганда коэффи- 
диентлар орасида манфийлари ҳам, мусбатлари ҳам мавжудлиги рав- 
шан бўлиб қолади. Ҳатто, л =  8 ва п — 10 бўлганда ҳам В ^  
.лар орасида манфийлари мавжуддир. Шунинг учун ҳам (1-§  га қа- 
ранг) Ньютон—Котес формулаларини катта п ларда қўллаш мақ- 
садга мувофиқ эмас. Равшанки, п — 1 ва п = 2 бўлганда (2.22) фор- 
муладан мос равишда трапеция ва Симпсон формулалари келиб чи- 
қади. Тўғри тўртбурчак формуласи эса р(х) =  1 ва п =  1 бўлганда 
■(2.18) формуладан келиб чиқади. л =  3 бўлганда (2.22) дан „Сак- 
киздан уч қоидаси11 деб аталувчи Ньютон формуласига эга бўла- 
миз: .

ь
] / ( х )^х  ~  § [ / (а ) 3 / (  а  -1— —  |  +  3/ (а  +  (Ь — а)) +

" + /(Ь ) \ .
5. Умумлашган квадратур формулалар. Қаралаётган ора- 

лиқ етарлича катта бўлиб, бу оралиқда функция тўғри чизиқ ёки 
параболага етарлича яқин бўлмаса, у ҳолда тўғри тўртбурчак, 
трапеция ва Симпсон формулалари яхши натижа бермайди. У вақт- 
да / (х)  ни юқори тартибли кўпҳад билан алмаштиришга тўғри 
келади, лекин юқори тартибли Ньютон—Котес формулаоини қўл- 
.лаш ҳам мақсадга мувофиқ эмас. Бундай ҳолда [а, Ь\ оралиқни 
қисмий оралиқларга бўлиб, ҳар бир қисмий оралиқда кичик п лар 
учун чиқарилган квадратур формулаларни қўллаш яхши натижага 
«либ келади.

Берилган [а, Ъ] оралиқни х к=-а-\-  кк (к =  0, А ) нуқталар 
Ь — а

ёрдамида узунлиги к — — бўлган N  та бўлакка бўламиз. ҲарN
бир қисмий оралиқ [хк , х к±\] 
■формулани қўллаймиз:

хк+\

бўйича олинган интегралга (2.1)

5  / ( х ¥ х  ~  Ь / ( а  +  (к  +  ~  )к)  ( к  =  0, 1, 1). (2.23)
*к
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Қулайлик учун / ( а  +  (  ̂ +  у  ) ^) = У ^  1  каби белгилаб (2.23)

ни барча Н =  0, 1, . . . , /V— 1 лар бўйила йиғиб чиқсак, нати- 
жада умумлашган тўғри тўртбурчаклар („катта“ ёки „таркибий“ 
деб ҳам юритилади) формуласига эга бўламиз: 

ь
|  / ( х)йх ■ УN—1:2 )■ (2.24)"77“ (У'/> +  У3/. +  ^

Бу формуланинг қолдиқ ҳади /?лг(/) ни топиш учун (2.23) нинг

(2.25)Я о(/. * ) =  % 1 Ч Г  /"(£* ) (** <  ?* <  **-и)24Л'3

қолдиқ ҳадини барча Н =  0, I, . . . , А/ — \ лар бўйича йиғамиз, 
натижада

Я $ ( /)  =  У /" (£ *  )• (2-26)24Л':! А=0
Равшанки,

N-1
гп1п /"{х) <  — У  /"(е* ) <  шах /"{х).

а<х<Ь N  а<х<Ь
к ~ и

Иккинчи ҳосиланинг узлуксизлигидан, Коши теоремасига кўра, 
шундай %(а ^  х Ь) мавжудки,

1 Л,—1

к— 0

Буни (2.29) га олиб бориб қўйсак, умумлашган тўғри тўртбурчак- 
лар формуласининг қолдиқ ҳади ҳосил бўлади:

«*>(/) =  ^ + ■ / " © . (2.27)

Шунингдек, умумлашган трапеи,иялар формуласини ҳам чиқариш 
мумкин. Агар / ( а  +  НН) =  уи деб олсак, умумлашган трапециялар 
формуласи

ь ,
|  / (х)йх 2Л ' [Уо +  Уд1 +  2(у 1 +  у 2 +  • • • +  Улг—1 )] (2.28)

бўлиб, унинг қолдиқ ҳади эса

I !
/ ' / ( / )  =  -  / % )  ( а ^ 1 ^ Ь ) (2.29)

кўринишга эга бўлади.
Умумлашган Симпсон формуласини чиқариш учун \а, Ъ\ ора- 

Ь — а
лиқни узунлиги Н =  -^дг га тенг бўлган 2N  та оралиқчаларга 
бўламиз ва узунлиги 2Н га тенг бўлган ҳар бир иккиланган
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■1*0» *з1> [*2. х \]> • • ■ » [*2лг-2, * 2лг] оралиқчаларга Симпсон фор- 
муласини қўллаймиз:

ь н н
5 /(х)с1х »  -д- (у0 +  4у4 +  У2) +  ^  (Уг +  4у3 +  у4) +  . . . +
а

н
+  ■3' (Углг-а +  4уг.у-1 +  УглО-

Бундан эса умумлашган Симпсон формуласи 
ь

|  /(х)с1х
Ь — а

1(Уо +  Ў2Лг) +  4(у4 +  Уз +  . . . +  У2Н-\ ) +

+  2(у2 + у 4 +  . . . + У 2Л/-2 )] ,(2-30)
келиб чиқади. Юқоридаги каби мулоҳазалар юритиб, / (х)  тўр- 
тинчи тартибли узлуксиз ҳосилага эга бўлганда, умумлашган 
Симпсон форму ласининг

қолдиқ ҳадини ҳосил қиламиз. 
Мисол тариқасида

, с Ах .

(2.31)

‘0, 693147180. .

интегрални тақрибий ҳисоблайлик. Бунинг учун умумлашган тўғ- 
ри тўртбурчак формуласи (2.24) да А1 =  10 деб олайлик. Бу ерда
Л =

N 0,1 бўлгани учун уА/2 1 +  (к +  0,5; Тод бўлиб,

Уо.5 =  0,95238 
У з ,5 =  0,74074 
У б,5 = 0 ,6 0 6 0 6  
Уэ.5 =  0,51282.

У1, б = 0 ,86957; у 2 5 =  0,80000
у4.5 =  0,68966; у5,5 =  0,64516
У?.5 =  0,57143: у 8,5 =  0,54054

Бундан эса умумлашган тўғри тўртбурчак формуласига кўра:

7 ~  ^  (Уо,5 +  У1.5 +  . . . +  уэ,5 ) =  0,692836.

Бу тақрибий қиймат билан аниқ қийматнинг фарқи |1п2 — 0 ,692836 |<  
< 0 ,0 0 0 3 2 . Демак, 1п 2 «0,693-, бу рақамлар аниқдир.
V" Иккинчи мисол сифзтйда ушбу интеграл синуснинг

V
51па:р 51ПА:

31 х  =  — - йх*} X

х  — 1 нуқтадаги қийматкни умумлашган Симпсон формуласи би- 
лан олти хона аниқликда топиш масаласини қарайлик,

Бу ерда аниқлик берилган еав0 , 5 - 10_6 бўлиб, сўнгра унга 
кўра умумлашган Симпсои формуласи учун тегишли N  ни аниқ-
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лаш мумкин. Бунинг учун 81 л: нинг 4- тартибли ҳосиласини баҳо- 
лаш керак. Равшанки,

51ПХ  

X

1
|  соз ихйи. 
о

Бундан
Ф  I $1пл: 

й х *  \  л: = 1и4 соз ихйи

ва
й' / зшл: 

й х 1 \ л:

1
<  |  и*йи =  

о

1
ЁГ1

ЭнДи (2.31) формулага кўра N  қуйидаги тенгсизликни 
тириши керак;

1 1
Ш-д 7Г* ~  <  0 , 5 - 1 0 - 6.Э

қаноатлан-

Бундан эса 5 зканлигини топамиз. Шунинг учун ҳам N  =  5 
•учун 51(1) ни умумлашган Симпсон формуласи бўйича ҳисоблай- 
миз. Жадвалдан фойдаланиб, қуйидагиларни топамиз:
• у0 — 1; У, =  0,968330; у , =  0,993345; у 3 =  0,985067; 

у 4 =  0,973545; у6 =  0,958852; у 6 =  0,941070; 
у 7 -  0,920311; у 3 =  0,866695; у в =  0,870363; 

у 10 =  0,841471.
Ниҳоят,

5 1  (1) =  30 КУо +  У ю )  +  4(У1 +  У з +  • ■ • +  Уя) +  2 ( у 2 +  у4 +  
+  . . . + у 8)] =  0,946082.

АслиДа 51(1) нинг олти хона аниқликдаги қиймати 51(1) =  0,946083, 
Топилган ғиймат билан аниқ кнймат орасидаги охирги хона бир- 
лигидаги фарқ яхлитлаш хатсси ҳисобидан келиб чиққан.

3-§. АЛГЕБРАИК АНИҚЛИК ДАРАЖАСИ ЭНГ ЮҚОРИ БЎЛГАН
ФОРМУЛАЛАР

1. Гаусс типидаги квадратур формулалар. Олдинги пара- 
графда п нуқтали интерполяцион формула

Ь п

|  Р(х)/{х)йх «  2  А* Я хь ) (3.1)
. а 1

нинг тугун нуқталари \а, Ъ\ оралиқда қандай жойлашганликларидан 
қатъи назар, {п— 1)- даражали кўпҳадларни аниқ интеграллашли- 
гини кўрган эдик. Чекли [а, Ь\ оралиқ ва р(х) = 1  учун Гаусс 
қуйидаги масалани қараган эди: х и х 2, . . . , х п тугунлар шундай 
танлансинки, (3.1) формула мумкин қадар даражаси энг юқори 
бўлган кўпҳадларни аниқ интегралласин. (3.1) формулада п та
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параметр-тугунларни махсус равишда танлаш йўли билан унинг 
аниқлик даражасини п бирликка орттиришини кутиш мумкин. Ҳа- 
қиқатан ҳам, х и х и . . . , х п тугунларни махсус равишда тан- 
лаш орқали (3. Г) формуланинг даражаси 2п — 1 дан ортмайдиган 
барча / (х )  кўпҳадлар учун аниқ бўлишига эришиш мумкинлиги- 
ни Гаусс кўрсатди. Кейинчалик Гаусснинг натижаси ихтиёрий ора- 
лиқ ва вазн функниялари учун умумлаштирилди. Бундай формула- 
лар Гаусс типидаги квадратур фсрмулалар  дейилади.

Қулайлик учун Хи тугунлар ўрнида тп(х) =  (х — х х)(х —  
— х/) . . . (х — х п) кўпҳад билан иш кўрамиз. Агар хк лар маъ- 
лум бўлса, у ҳолда ®п(х) ҳам маълум бўлади ва аксинча. Лекин 
Хи ларни топишни и>п(х) ни топиш билан алмаштирсак, у ҳолда 
биз со„(л:) ни илдизлари ҳақиқий, ҳар хил ва уларнинг [а, Ь} 
оралиқда ётишини кўрсатишимиз шарт.

1-теор ем а. (3.1) квадратур формула даражаси 2п — 1 дан орт- 
майдиган барча кўпҳадларни аниқ интеграллаши учун қуйидагн 
шартларнинг бажарилиши зарур ва етарлидир: 1) у интерполяцион 
ва 2) &„(х) кўпҳад [а, Ь\ оралиқда р(х) вазн билан даражаси и дан 
кичик бўлган барча (2(х) кўпҳадларга ортогонал бўлиши керак: 

ь
I  р (х)и>п(х)<3(х)с1х =  0. (3.2)
а

Исбот. З а р у р и й л и г и .  Фараз қилайлик, (3.1) формула да- 
ражаси 2п — 1 дан ортмайдиган барча кўпҳадларни аниқ интеграл- 
ласин. У ҳолда 2- § даги теоремага кўра у интерполядиондир. 
Энди даражаси п дан кичик бўлган ихтиёрий (5(х) кўпҳадни олиб, 
/ (х )  =  м„(х)0_(х) деб оламиз. Кўриниб турибдики, / ( х )  даражаси 
2п — 1 дан ортмайдиган кўпҳад. Шунинг учун ҳам уни (3.1) 
формула аниқ интеграллайди:

Ь п

I  р(х)шп(х)<3(х)ах =  2  Ак ®п(хк Ш х ь )•
а  к— 1

Бу ердан, шп(хк ) =  0 (к =  1, п) ни ҳисобга олсак, (3.2) тенглик 
келиб чиқади.

Е т а р л и л и г и .  Фараз қилайлик (3.1) формула интерполяцион 
ва ®п(х) кўпҳад даражаси п дан кичик бўлган барча кўпҳадлар- 
га р(х) вазн билан ортогонал бўлсин. Знди (3.1) формула даража- 
си 2п — 1 дан ортмайдиган барча / (х)  кўпҳадларни аниқ инте- 
граллашини кўрсатамиз. Ҳақиқатан ҳам, / (х )  ни ®п(х ) га бўлиб

Л х) =  шп(х №(х ) +  г(х) (3.3)
ни ҳосил қиламиз, бу ерда (/(х) ва г(х) ларнинг даражалари и 
дан кичик. Бу тенгликнинг ҳар иккала томонини р(л:) га кўпай- 
тириб, а  дан Ь гача интеграллаймиз:

ь ь ь
|  р(х)/(х)йх — |  р(л:) <ап(х)(д(х)с1х +  |  г(х)р(х)йх.
а а а
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Теорема шартига кўра ўнг томондаги биринчи интеграл нолга тенг, 
иккинчи интеграл эса

ь п

[ Р[х)г(х)йх =  2  Ак г(хк ),
а к= 1

чунки г(х) даралсаси п дан кичик кўпҳац ва (3.1) формула интер- 
поляциондир. Демак,

‘ Ь п

|  с(х)/(х)йх =  2  Ак г (Хк )•
а к=* 1

Лекин, (3.3) га кўра г ( Х к ) = / ( х к ). Шунинг учун
ь п

|  р(х)/(х)йх =  ^ А к / ( х к ).
а к— 1

Шу билан теореманинг етарли шарти ҳам исбот бўлди.
свя(х) кўпҳад ь(х) вазн билан \а, Ь\ оралиқда даражаси п дан 

кичик бўлган барча кўпҳадлар билан ортогонал ва бош коэффи- 
циенти бирга тенг бўлганлиги учун, 6 -боб натилсаларига кўра, 
бундай ^п(х ) кўпҳад ягона ҳамда унинг илдизлари ҳақиқий, ҳар 
хил ва [а, Ь] оралиқда ётади.

Демак, агар р(х) вазн [а, Ь\ оралиқда ўз ишорасини сақласа, 
у ҳолда ҳар бир п =  1, 2, . . . учун 2« — 1 даражали кўпҳадни 
аниқ интеграллайдиган ягона (3.1) квадратур формула мавжуд. 
Қуйидаги теорема (3.1) формуланинг энг юқори аниқлик даражаси 
2п— 1 эканлигини кўрсатади.

2-теорем а. Агар р(х) вазн [а, Ь\ оралиқда ўз ишорасини 
сақласа, у ҳолда хк ва Ак лар ҳар қандай танланганда ҳам( 3 . 1) 
тенглик 2й-даражали барча кўпҳадлар учун аниқ бўла олмайди.

Исбот. Квадратур формуланинг тугунларини х и ✓V у * ■ *  ̂ УС12 

лар орқали белгилаб, қуйидаги
/ (х)  =  ч>1(х) =  [(л — * ,)(*  — Х2) . . . (х — х п)\>

2й-даражали кўпҳадни қараймиз.
Кўриниб турибдики, (3.1) формула бу кўпҳад учун аниқ эмас, 

чунки
ь

|  р(х)ц>2п(х)йх > 0
. О.

ва ихтиёрий Ак козффиниентлар учун

2  Ак < ( Хк) -  °- 
к=1 ’ •

2. Г аусс тинидаги квадратур формула коэффициентлари- 
нинг хоссаси, Гаусс типидаги квадратур формуланинг барча 
коэффициентлари Ак мусбатдир. Ҳақиқатан ҳам, 2« — 2 даражали

Л х) =  ФI, п(х )
'  шп (х )  I 2 

/х^^Хк.
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кўпҳад учун қуйидаги

'фк, п ( + )  =
0, агар ] ф к ,  
<»'п{Хк), агар7 - =  А

тенгликлар бажарилиши аёндир. Бу кўаҳад учун Гаусс 
формула аниқдир: '

типидаги

|  Р(*)ф£ п(х)йх =  Ак [ип(хк )]2.
а

Бундан:
ь

|  9(х)ю\(х)йх
Ак = а— ,------------- .

; I
(3.4)

Ўз навбатида бундан барча Ак ларнинг мусбатлиги келиб чиқади.
3. Гаусс типидаги квадратур формуланинг қолдиқ ҳади.
3 -теор ем а . Агар [а, Ь] оралиқда / (х)  функция 2«-тартибли 

узлуксиз ҳосилага эга бўлса, у ҳолда шундай | £ [ а ,  Ь[ нуқта 
тогшладики, Гаусс типидаги квадратур формуланинг қолдиқ ҳади

Ь П

Нп(1) =   ̂ {Ах)/[х)йх — 2  Ак Д х к )
а к ~  1

учун қуйидаги тенглик ўринлидир:

/?„(/) =  I р(*)Ф(х)йх. (3.5)
62

Исбот. Ушбу
Н(Хс ) = /(Х 1 ), Н'(Х1 ) =  /'(XI ) (г =  1, п)

шартларни қаноатлантирувчи Зрмит интерполяцион кўпҳади Н(х) 
ьи тузамиз. б- боб 13- § даги формулага кўра Эрмит интерполяци- 
сн формуласи қолдиқ ҳади билан бирга қуйидагича ёзилади:

Дх)  =  Н(х) +  {~-Д1п)(г), (з.б)

бу ерда у] х  га боғлиқ бўлиб, х  ва интерполяция тугунлари х,, 
х„  . . . .  х„ жойлашган оралиқда ётади. Агар х£[а ,  Ь\ ни ҳисоб- 
гя олсак, У ҳолда [а, Ь\. Энди (3.6) нинг ҳар икки томонини 
\{х) га кўпайтириб, а  дан Ь гача интеграллаймиз:

0 ь ь

,[ Р(х)Дх)йх =  |  Р(х)Н(х)с1х +  |  {{х)Фп(х)Д2п\г)йх.  (3.7)
а а ' а

Охирги интегралнинг мавжудлиги қолган икки ингегралларнинг 
мавжудлигидан келиб чиқадц. Н(х) кўпҳаднинг даражаси 2п — 1 
бўлгани учун, ўнг томондаги биринчи иитегрални

П П

■ 2  Ак Н(хк ) =  2  л к Д х к )
к=1

818
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квадратур йиғинди билан алмаштириш мумкин:

|  Р{х)/{х)йх =  2  А* 1 р (* )< (х) /{2п)Ш * -
а 1 а '

Бундан кўринадики,

=  | р(л:К И / (2',)(Л ^ -

Энди р(х)и>1(х) >  0 эканлигини назарда тутиб, ўрта қиймат ҳақи- 
Даги умумлашгай теоремани қўлласак, қолдиқ ҳад учун (3.5) фор- 
мула келиб чиқади.

4. Гаусс типидаги квадратур формулаларнинг яқинлаши-
ши. Юқорида, р(х) > 0  бўлса, барча п — 1, 2 . . .  . учун Гаусс 
типидаги

I  р (х)/  (х) йх =  2  + Л / ( 4 П>) +  # « 0 0
а *=1

квадратур 
. Агар

формуланинг мавжуд бўлишини кўриб ўтдик.

Пт
п  и

^ А ( / / ( х ^ )  =  |  р(х)/(х)с1х
к =  1п->оо

тенглик бажарилса, у ҳолда /(гс) функния учун квадратур фор- 
мула яқинлашада дейилади.

4- теорема. Агар [а , й] оралиқ чекли ва / (х)  функция бу 
оралиқда узлуксиз бўлса, у ҳолда Гаусс типидаги квадратур фор- 
мула яқинлашади.

И сбот. п ->  оо да

Хп{Г) =  |  № )/(х)йх  -  2  л<">/(4п))
й=1

эканлигини исботлаш керак. [а, Ъ\ оралиқ чекли ва бу оралиқда 
/ (х)  узлуксиз бўлганлигидан Вейерштрасс теоремасига кўра берил- 
ган ҳар бир е > 0  сон учун шундай Р(х) кўпҳад мавжудки, их- 
тиёрий х£[а, Ь\ учун

1/(х) — Р(х) | <  з (3.8)

тенгсизлик ўринли бўлади. /?„(/) ни қуйидаги кўринишда ёзиб 
оламиз:

/?„(/) =  |  р(*) (Лх ) -  Р(х) )йх +  [ |  р(х)Р(х)йх —
а а

-  2  л < « + (^ )) ]  +  2  л/(Р(х/>)  -  /(*<">)). (з.9)
А=1 А=1
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Квадрат қавслардаги ифода Р(х) кўпҳад учун квадратур формула- 
нинг Р п(Р) қолдиғидан иборатдир. Агар бу кўпҳаднинг даражаси- 
ни орқали белгиласак, у ҳолда 2п — 1 >  Аг бўлганда Р п(Р) =  
= 0  бўлади. Энди (3.9) даги қолган ифодалар (3.8) тенгсизликка 
кўра қуйидагича бақоланади:

~  ь ь

I |  р(*) ( У ( х ) —  Р ( х ) ) ^ х  | < 5 |  р( х ) с ! х ,
а а

12  А{^ л п)) - / ( . л п)) ) | < е 2  а <у} = £ 1 р(^)^.
к—1 &= 1 а

Демак, 2/г— 1 >т Уб ў лга нд а
ь

IР п(У) I <  2г |  о(х)йх
а

бўлади. Шу билан теорема исботланди.
Умумий кўринишдаги (Гаусс типидагина эмас) квадратур фор- 

мулалар кетма-кетлигини

р (х)У(х)йх =  ^  А{У У ( х(кп)) +  Яп(У)
а /г=1

қараймиз. Бу ерда \а, Ь} оралиқ чекли ва бу оралиқда р(лг) вазн 
интегралланувчи ихтиёрий функция бўлсин. Бу квадратур форму- 
ла учун қуйидаги теорема ўринлиДир.

5- теорема. /(х) \а, Ь] оралиқда узлуксиз бўлган ихтиёрий 
функция бўлсин. У ҳолда

п Ъ

Нш 2  /фп)/(;с<ф) =  Г Р(х)/(х)с1х (3.10)П-1-ОО ' ' «.I/е—1 а

тенгликнинг бажарилиши учун қуйидаги икки шартнинг бажари- 
лиши зарур ва етарлидир:
1) У(х) ихтиёрий кўпҳад бўлганда, (3.10) тенглик ўринли.
2) Шундай Ь сон мавжудки, унинг учун:

2 | А / )| < 1  (« =  1 , 2 , 3 . . . ) .  '

Агар квадратур формула интерполяцион, унинг А /)  коэффи- 
циентлари барча к ва п лар учун мусбат бўлса, у ҳолда теорема 
шартлари бажарилади. Шундай қилиб, 4 - теорема 5 - теореманинг 
хусусий ҳолидир.

4- §. ДАВРИЙ ФУНКЦИЯЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

Бу параграфда 2~ даврли У(х) функцияларни тақрибий интеграл- 
лаш масаласини кўрамиз. Бу ерд! табиийки, квадратур формула-
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Нинг аниқлик даражаси алгебраик кўпҳадга нисбатан эмас, балки 
тригонометрик кўпҳадга нисбатан қаралади.

Агар ушбу квадратур формула ■
2 п п

Д х ) с 1 х ^ ^ А (/ / ( х (/ )  ( 4 " ) € [ 0 > ] )  (4.1)
0 Ь =  1

ихтиёрий т— 1-тартибли тригонометрик кўпҳадлар учун аниқ бў- 
либ, бирорта т- тартибли тригонометрик кўпҳад.учун аниқ бўл- 
маса, у ҳолда бу формулананг тригонометрик аницлик тар- 
тиби т — 1 га тенг дейилади.

Т еорема. п тугунли квадратур формулалар тўпламида х<"\ 
х\/>, . . .  х 1/  тугунлари [0,2-ге] оралиқда текис жойлашган ва коэф- 
фициентлари ўзаро тенг бўлган квадратур формула энг юқори три- 
гонометрик аниқлик тартибига эга бўлиб, бу тартиб п— 1 га тенг.

Исбот. Аввало, (4.1) кўринишдаги ихтиёрий квадратур форму- 
ланинг аниқлик даражаси п — \ дан ортмаслигини кўрсатамиз. 
Квадратур формуланинг х (Ап) тугун нуқталаридан фойдаланиб,

п у.__ Лп) '

Л ^ ) - П в « п ' — 2 ^ “к= 1

функцияни тузайлик. Ҳар бир кўпаювчи

X — Х̂и̂  I
$1п2 — —  =  ~ 2 [1 ^ с о зл ^ сО зл : — з т л ^ з т л ;]

биринчи тартибли тригонометрик кўпҳад бўлгани учун, /(.х) п- 
тартибли тригонометрик кўпҳаддир. Бу кўпҳад учун (4.1) формула 

аниқ эмас, чунки

ва

12® ' 
^ Дх)  йх

2я п

I п
м

51ГГ й л : > 0

*=1

п

о-
к= 1

Демак, п тугунли ихтиёрий квадратур формуланинг тригонометрик
аниқлик тартибй п— 1 дан ортмайди. Энди ихтиёрий «€ 0,

2-̂  ' 
п .

учун ушбу
2*

|  / (х)йх 2п
п

+  (£ — 1) —  П (4.2).

квадратур формуланинг барча
/ ( * )  =  С08кх,  $1пАл: (£ =  0, 1, . ,  . ,  л  — 1)
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функциялар учун аниқ эканини кўрсатамиз. Бунинг учун унинг 
барча ; -

(Й = 0 ,  1, . . . .  я - 1 )

функциялар учун аниқ эканини кўрсатиш кифоядир. Агар к =  0 
бўлса, Дх)  =  1 бўлиб, (4.2) формуланинг аниқ экани равшандир. 
Энди 0 <  к <  п — 1 бўлсин. У ҳолда

2*
|  / ( х ) йх
0

|  е1кхйх  =
2«

егй* | = 0 .
0

Шу билан бир вақтда квадратур йиғинди ҳам нолга тенг:

2 / < * , ) -  2 = « " •  2
1=1 /= 1 /=1

1 к — .гг
1кч е — 1 2*» .

О м е  — I
1к —

=  0.
1к —

е  "  —  1е

Шундай қилиб, (4.2) формуланинг тригонометрик аниқлик тартиби 
п — 1 га тенг экан.

Ихтиёрий а£
п Т
о, -

’ п
учун

772

|  / ( х )й х 2 / ( « + < * - » т ) (4-3)

квадратф формуланикг п — 1- тартибли ихтиёрий

Т„_!(*) =  а0 +  2  ( ййс° з у  Ь : +  йА51П у  ^

тригонометрик кўпҳад учун аниқ тенгликка айланишини кўрсатиш 
қийин эмас.

Мисол сифатида ушбу

2е д  =  | й<9
/ 1  — й251п2у

тўлиқ эллиптик интегралнинг к — 0,5 даги қийматини тўрт хона 
аниқлигида ҳисоблайлик. Интеграл остидаги функция жуфт ва я 
даврли бўлгани сабабли К  (0,5) ни

/тт• 1С — 0,25з1и2<р
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кўринишда ёзиш мумкин. Бу интегрални ҳисоблаш учун (4.3) да 
Т — к деб оламиз. Энди п =  6 деб олиб, тугунларни <р =  0 нуқта» 
га нисбатан симметрик равишда жойлаштирамиз:

Ф±1 =  ± 12
ф ± 2 =  ± '

4 ’
Ф±з =  ±

5тс

12

У ҳолда

К{ 0,5) = —  •2

г  +

П
4

+

+  /
1

12

/0 ,9983  /0 ,8750  /0 ,7668

6
(1 ,0 0 0 9 +  1,0691 +  1 ,1419)=  1,6816.

К (0,5) нинг жадвалдаги қиймати 1,6858. Демак, хато 0,0042 
га тенг.

5- §. ГАУСС ТИПИДАГИ КВАДРАТУР ФОРМУЛАНИНГ
ХУСУСИЙ ҲОЛЛАРИ

1. Гаусс квадратур формуласи. Гаусс квадратур формуласи 
Гаусс типидаги квадратур формулаларнинг хусусий ҳоли бўлиб, 
бу ҳолда р(х) =  1 ва \а, Ь\ оралиқ чеклидир. Ихтиёрий оралиқни 
чизиқли алмаштириш ёрдамида [— 1, 11 га келтириш мумкин, шу- 
нинг учун ҳам интеграл

1
Г ў{х)йх

1 —-1
кўринишга келтирилган деб фараз қиламиз.

Маълумки, [— 1, 1] оралиқда р{х) =  1 вазн билан ортогонал 
бўлган функциялар системасини Лежандр кўпҳадлари

1 . М - + Д  - £ - ( * ■ - ! ) *  (5Л)

ташкил этади. Бу кўпҳадларнинг ортогонал система ташкил этиши
6- бобда таъкидланган эди. Лекин буни бевосита текшириш ҳам 
мумкин. Ихтиёрий й < «  учун, бўлаклаб интеграллаш йўли билан 
ушбуга эга бўламиз:

х
-1

* ап(х2-  1 )п
йхп

-йх =  \̂ Хк
<р 1^2 —  ])П

- м
х1■к- 1 йп~\х2 — 1)л

йх'гП--1

йхп~

йх.

1г

Ўнг томондаги биринчи ҳад нолга тенг, шунинг учун:
йп- \ х2— 1)я 

йхп~1
йх.

82$
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Шунга ўхшаш

5 . - ( - * )  (—й +  1) |  ^ - ' Г - О х - . .

- ( —1)* 1-2-3 . .  . к +
-1

ап~к(х2 — 1)п
й х 'п —к йх.

Бундан кўринадики, ихтиёрий к =  0, I, . . . , п — 1 учун Зн = 0 
бўлиб, Ьп(х) ортогонал системани ташкил этади. 1п(х) кўпҳад 
ип(х) дан фақат доимий кўпайтувчи билан фарқ қилади. (5.1) фор- 
муладан:

Демак,
л *<х) =  + Д Г * ” - - -  

“*м  “ + + " • < * >

(5.2)

(5.3)

келиб чиқади. Энди (5.2) ни ҳисобга олиб, бўлаклаб интеграллаш 
йўли билан (Зк ни ҳисоблашдагидек)

[Ч М **  -  (-!)• |  \уах-  'Г
(2я)1

22”(я1)2
|  (1 — х2)пйх

ни ҳосил қиламиз. Маълумки,

1п =  { ( \ - х 2у й х  =  - ^ - ^ ^ Ш -  ,
1  (2 п  +  1)11 (2 п  +  1)1

Демак,

1 1-1(х)йх-
2п+ 1 (5.4)

Бизга /,„(1) ва /.„(— 1) нинг қийматлари керак бўлади. Буни то- 
пиш учун Лейбниц формуласидан фойдаланамиз:

1 Н п
М * )  =  — Г —  I (X +  1)" ( х -  1)«] =

2 п - п \  й х п

+  2 сч-
м - к

2 п - п \  х и  п а х п ~ к 
к ~  0

ак
ахк ■ (л:— 1)*

2 + 3 + + < * + ‘>‘ 7 + й -( п  — к )  1

~  2  [С^  ( Х + 1)* ( х - \ ) - к.
к= 0
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Бундан эса хусусий ҳолда

К (  1) =  1, ! „ ( - ! )  =  ( - 1 ) я (5-5)
га эга бўламиз.

Энди Гаусс квадратур фэрмуласининг

/(х)йх ~  ^  Ак / ( хк ) (5.6)'
-1 к= 1

тугунлари ва коэффициентларини аниқлашга ўтамиз. Тугунларни 
топиш учун

7„(х) =  0
алгебраик тенгламанинг барча илдизларини аниқлаш керак. Тугун- 
лар аниқлангандан сўнг коэффиииентларни

Ак
I

=  1
Ь  п ( х )

± г ( х  —  х к) 1 п{ х к)
йх

ёрдамида аниқлаш мумкин. Лекин бу формула ҳисоблаш учун 
ноқулай, шунинг учун ҳам бошқа йўл тутамиз. Бунинг учун 
(5.6) формулани шундай кўпҳадга қўллаймизки, ўнг томонда фа- 
қат биргина ҳад қолсин.
Масалан,

/ ( ■ * )  =  2 1 п,к(х) Ь'Пшк(х)

каби олсак, бу ерда

Кк(х) =  - ^ 4 -  =  С П ( х - х / ,
х  х к /= 1  ,/ф к

У ҳолда

|  2Ьп,к(х) Ь'Пшк (х)йх =  1?Пшк (х) 
-1 -1

К ( - ' ) 4 х к 4 х к

(1 ’
(5.7)

— х кЎ  (1 +  х кУ  (1 — х к )3 \ > — л к>

чунки (5.5) га кўра М(1) =  7,^(— 1) =  1. Иккинчи томондан, (5.6) 
га кўра

I  2 1 п,к(х ) 1 'п.к(х ) а х  =  2 А к 1 п,к (Х к К , к ( Х к)> (5 -8 )
-1

чунки (5.6) даги қолган ҳадлар нолга айланади.. Қуйидаги тенгликни 

ч (х  —  х к ) 1 п,к(х) =  1 д(х) 

икки марта дифференциаллаб, х  =  х к деб олсак,

1 п .к ( х и) =  К ( х ,)>  К , к ( х к ) ^ К ( х к)

1
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га эга бўламиз. Бу қийматларни (5.8) га қўйиб, сўнгра уни (5.7) 
билан таққослаб, қуйидагини топамиз:

А — 4хи 1о-4)3’ *
Маълумки, Лежандр кўпҳади Ьп(х) ушбу

(л:г — 1) Г(х)  +  2х1'п(х)— п(п +  \)Ьп(х) =  0

(5.9)

тенгламани қаиоатлантиради. Буни бевосита текшириб кўриш мум- 
кин. Бу тенгламада х  =  хк деб ва /-„(+ ) =  0 ни ҳисобга олсак

(4 ~ 0 К(хк) + 2хьК(хк) = 0
келиб чиқади. Бундан эса

У_"(х  ) =  п(Хк)
■ 4

Бу ифодани (5.9) га қўйиб, Ак учун керакли формулага эга бў- 
ламиз:

А = --------— --------
* (1-дф [!„(**>]’ (к =  \,а).

Энди Гаусс формуласининг қолдиқ ҳадини аниқлайлик. Фараз қи- 
лайлик, / (х)  функцияси [— 1, 1] оралиқда 2п- тартибли узлуксиз 
ҳосилага эга бўлсин. У ҳолда 3- § даги 3- теоремага кўра

ЯяСЛ /(2п)(£) 
(2 п)\

1
|  иР/х^йх. 
-1

Бу ердан (5.3) ва (5.4) формулаларга кўра

К п ( Р )
/ (2П)(Р

1
22п(п\у

(2п)\ (2п)\ ]* 1?(х)с!х --

/ <2в)(6) , 2 2п(п\у ' 2
(2л)! ’ [ (2и)! ]а * 2я +  Г

Шундай қилиб, Гаусс формуласининг қолдиқ ҳади

К п ( Г )
2 2п+\п\у  

[(2«)1 ]з (2п +  1) / <2п>(£)

бўлади.
Қуйида Гаусс формуласининг тугунлари, коэффициентлари ва 

қолдиқ ҳадлари п =  1, 2, 3, 4, 5, 6 учун келтирилган:
п =  1

=  0 , Л , = 2 ,  /?( =  ~—/"(р).
п =  2

—X! =  х 2 =  0,5773502692, Л<2> =  + /  =  1,
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п =  3
—х 4 =  д:а == 0,7745966692, х 2 =  0,

.  ,  _  5  ,  _  8  г . 1Л4 —Л3 — , Л2
9

» ?̂3 =9 15750 /<6>Ш;

п —4
— =  л:4 =  0,8611363116, - х ,  =  х 3 =  0,3399810436;
Ла — Л3 =  0,6521451549, Л, =  Л4 =  0,3478548451,

/?4 =  '3472875 
л — 5

—х , =  х 5 =  0,9061798459, 
-х а =  х 4 =  0,5384693101.,

Л, = Л 5 =  0,2369268851, 
л 2 =  Л4 =  0,4786286705, 

Л3 =  0,5688888889,

х 3 = 0 ,

Яз 1237732550 
П =  6

■/<10) (I);

- х ,  = х 6 =0,9324695142, 
—х 2 =  х 5 =  0,6612093865, 
—х 3 =  х 4 =  0,2386191861, 

=  Л6 =  0,1713244924, 
Л2 =  Л5 =  0,3607615730, 
Л3 = Л 4 =  0,4679139446,

1
648984486150 -/<12)(Ю.

В. И. Криловнинг [23] китобида Гаусс формуласининг тугун- 
лари ва коэффиЦиентлари п =  1(1)16 учун ўн бешта ўнли рақами 
билан берилган. Ихтиёрий [а, Ь\ оралиқ бўйича олинган

интегрални
, Ь — а  , а  +  ЬI = ------- -х-\------—

2 2

алмаштириш ёрдамида [— 1, 1] сралиққа келтириш мумкин:
1

1 и ± х  +  ± ± ± ) а Х'
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Б у  и н т егр а л га  Г а у с с  ф о р м у л а си н и  қ ў л л а с а к ,

а А=1
н и  ҳ о с и л  қ и л а м и з, б у  ер д а

2 *  ' 2
х к в а  лар [ — 1,  1]  у ч у н  қ у р и л г а н  Г а у с с  ф ор м ул аси н и н г т у г у н -  

лар и  в а  к о эф ф и ц и ен т л а р и д и р .

М и с о л. Гаусс формуласи ёрдамида ушбу

С Л х
I  =  — —-  =  0,78539816 . . .

*/ 1 4*

интегрални ҳисоблайлйк. Аввало I  — — —  алмаштириш ёрдамида

/ =  2 -----------------
:)1 4 +  (1+*)!'

кўринишга келтирамиз, сўнгра п  =  4 деб ҳисоблашларни олти хона аниқлик- 
да бажарамиз:

/  =  2 Г 0,347855 ( ---------- ------------+  ------------ ----------- )  +
I \  4 +  0,1388642 ^  4 +  1,8611362

+  0,652145 ( ---------- ------------Н---------------—-------- ) ]  =  0,785403.
\  4 +  0,6600192 ^  4 +  1,3399812 ) \  '

2. Мелер квадратур формуласи. Энди [—1, 1] оралиқда

Р(х )= -7 = Ц .  (5.10)
У  1 — х 2

вазн билан квадратур формула қурайлик. [ — 1, 1] оралиқда (5.10) 
вазн билан ортогонал бўлган кўпҳад

Тп(х) = с о з  п агссозл:
Чебишев кўпҳадлари эканлиги маълумдир. Буни текшириш учун

т с  х т с о з п  агссозл: ,1т—  ---- 7= - -—----- ах
1х —;с2

интегралда х  =  соз9 алмаштириш бажарамиз:
п ■

1т — |  соз^ОсозгаОбШ. -
о

Маълумки,

созт0 =  ^  а ксо5к&
&=0
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ва барча к =  0, 1, . . . , п — 1 учун
* .
Г соз&ОсозяОйМ =  0.

Булардан эса 1т =  0 келиб чиқади. Шундай қилиб,
1 . п '

/ 1  —-1 г £=1
квадратур формуланинг тугунлари =  0 тенгламанинг

2й— 1Хп-{-1 — к —  С05
2 п

■ те (к =  1, 2............ я)

илдизларидан иборатдир. Бу формуланинг когффиииентларини зсз* 

А =  — ------Г й =  • Т̂ й — йх
г п(хк) £ х / 1 — ■* — •** ■

кўринишда ёзиш мумкин. Бу интегрални ҳисоблаш учун х  =  созЭ 
алмаштириш бажарамиз:

А  — 1
СО5/20

о1 С050- ^
Й0. (5.11)

Интеграл ости функциясининг жуфтлиги туфайли:

А = — ‘-----  Г ■ соз̂ — е10. .
■ 2 Г > * )  ^  с о з 0 - х й

Интеграл остидаги функция п — 1-тартибля тригонометрик кўп- 
ҳаддир. Биз 4- § да бундай кўпҳадни 2я нуқтали тўғри тўртбур* 
чаклар формуласи аниқ интеграллашини кўрсатган эдик. (5.11) 
интегрални ҳисоблаш учун тўғри тўртбурчаклар формуласида 
қуйидаги 2я нуқталарни

0; =  й—— /  =  —я +  1, —я + 2 ,  . . . , 0, 1 , 2 , . . . ,  я

олоак, Аь нинг аниқ қийматига эга бўламиз. Равшанки интеграл 
остидаги функция

/(9 )
С 05/20 

СО50 — Х к

нинг 0 =  0̂  ( / = 1 , я )  нуқтадаги қиймати ] ф к  бўлганда нолга 
тенг бўлиб, /  = к  бўлганда Т'п(хк) га тенг. Бундан ташқари /(9 )  
жуфт функция ва 0 -/+ 1  = — 0/, шунинг учун ҳам / ( 0_/+ 1 ) = /(0 ^ ).  
Демак, .

1
СО5/10 

СО50 — Х к
с10 = 2д Г . !  2п —  1

2л 2/г
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+ / ( ^ * ) + / (
2 п  —  1

2  п  

2к— 1 
2 п

« ) ] -

Буни (5.11) га қўйиб, 

Ль =
2 % )

2гс

л
1Г
л

ни ҳосил қиламиз.
Шундай қилиб, биз қуйидаги Мелер квадратур формуласа- 

га эга бўлдик:

/(*)
/ 1  — х3 Х ь =  С 0 5

2/г — 1------ тс.
2 п

Бу формула баъзан Эрмит формуласи ҳам дейилади, бу форму- 
лани Эрмит ўзининг анализ курсига киритган эди.

Бу формуланинг қолдиқ ҳадини қарайлик. 4- бобда кўрган 
эдикки,

Тп{х ) — п̂~1 х п - \ -а х п~1+  . 
Шунинг учун ҳам шп(х) =  Т„(х) ва

/ (2п)(£)

I у т(2л!) ^  / 1  — х 3 2
_1__

,2п-2
Т2п(х)с1х.

Куйидагига ишонч ҳосил қилиш қийин эмас: 

С Т"(х) ах  =  Л -
^ / Г Г З ^  ах 2 '

Шундай қилиб,

(2л)!22 п- - / (2п,ш. -1<5<1.
Бошқа ҳар хил вазн функцияли Гаусс типидаги квадратур фор- 

мулалар ҳақида бобнинг охиридаги машқлардан қаранг.

в- §. ЧЕБИШЕВ КВАДРАТУР ФОРМУЛАСИ

Биз олдинги параграфда Мелер квадратур формуласини ҳосил 
Қилдик. Бу формула шу билан характерланадики, / ( х к) олдидаги 
барча коэффициентлар ўзаро тенг. Агар / ( х к ) нинг қийматлари 
тасодифий хаголарга мойил бўлса, у ҳолда бундай формулалар 
катта аҳамиятга эга бўлади. Чунки белгиланган

■ : С 1 +  С1 +  . . . +  сп учун

С\ Л Х \ )  +  ^ г Л - ^ г )  +  • • • +  Сп / ( Х п )
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ифода с, =  с2 — . . .  =  сп бўлганда энг кичик тасодифий хатога 
эга бўлади. Шу муносабат билан П. Л. Чебишев тенг коэффи- 
циентли

I  р ( х ) / { х ) а х  =  с п ^ / ( х к ) +  ^ п( / )  ' (6 .1 )

квадратур формула тузиш масаласини қўйган эди. Бу квадратур 
формуланцнг ўнг томонида п -{- 1 та параметр: п та хк тугунлар 
ва с„ коэффициент қатнашади. Бу параметрларни тегишли усулда 
танлаш йўли билан (6.1) формулани п- даражали {(х) кўпҳадни 
аниқ интеграллайдиган қили ) қуришга имконият борлигига умид 
қилиш мумкин. Биз кейинчалик (6.1) формуланинг ҳар доим ҳам 
мавжуд бўлавермаслигини кўрамиз. 4- § дагидек бу ерда ҳам 
х и х 2, . . . , х„ ларни топиш ўрнига

№(х) =  {х — х г) (х — х2) . . . ( х — хп) =  хп +  А^Х"-1 тЬ . . .  +  А„ 

кўпҳадни излаймиз. (6.1) формулада

/ (х)  =  а0 +  а гх  +  . . .  +  апх п

деб оламиз, бу ерда а0, аи . . . , ап — ихтиёрий ҳақиқий сонлар. 
Шартга кўра бу функция учун Нп(/)  =  0, шунинг учун ҳам қу- 
йидаги тенгликка эга бўламиз:

1
|  р(х)хйх +  . . 
-1

1
• +  ап  ̂ {>(х)хпйх =  

—1
=  с„[па0 +  а / х х +  х 2 +  . . . +  хп) +  а2(х2х +  х \  +  . . . +  х 2п) +  

+  . .  . +  ап(х\ +  х» +  . . . + * £ )  ]. (6.2)

Қуйидагича белгилаш киритайлик:

1
=  |  р(х)хк йх. 

—1

(6.2) тенгликдан, а̂  ларнинг ихтиёрийлигини ҳисобга олсак,

п с п —  т о,

сп ( * 1  + * 2+  • • • + х п) = т и 
сп(х2 +  х\  +  . . . +  х 2п) =  т2,

. сп(х1  +  х* +  . . . +  лф =  тп

тенгликлар келиб чиҳади. Бирин чи тенгликдан сп = —  т0 ни то-
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яамиз. Сўнг 5* =  -^ -  белгилаш киритиб, х и х3, . . . ,  х„ ларни
' с п

топиш учун қуйидаги гистемага эга бўламиз:

Х\ +  х3 +  . . . -Ь хп =
. х\-\-х1+  . . .  + х \  = 8 и

х \ + х { +  . . ' . ' + х-п =  8^. ‘ ‘
Биз III бобда

м„(х) =  хп +  А^х"-1 +  . . .  + А п
кўпҳаднинг коэффициентлари билан унинг илдизларидан тузилган 

Х\ +  х 2  +  • • • +  хп симметрик функцияларни ўзаро б оғлай- 
диган

•$1 +  Д  =  0.
5 2 4  -45! 4  2А2 =  0,

5 Я 4  4  А 28п—2 4  . . .  4  пАп =  0
Ньютон формулаларини чиқарган эдик. Бу формулалардан кетма- 
кет А и Л2, . . . , Ап ларни аниқлаймиз.

Энди р(лг) =  1 бўлган Чебишев формуласининг хусусий ҳолини
1

қараймиз. Бу ҳолда сп =  —  Г йх  =  — ,
” _1 п

8 к =  ~  Г х кйх =  . п {+ — 1 п)

бўлади. Чебишев п =  1(1)7 лар учун

|  Дх)0х «  Л  2  Л * к)  (6.4)
-1  к = 1

квадратур формуланинг тугунларини топган эди. Кейинчалик маъ- 
лум бўлдики, п =  8 бўлганда «вя(л:) кўпҳад илдизларининг ораси- 
да комплекслари ҳам мавжуд экан, п =  9 бўлганда барча илдиз- 
лар яна ҳақиқийдир. С. Н. Бернштейн « > 1 0  бўлганда «„(х) 
кўпҳаднинг илдизлари орасида доимо комплекслари мавжуд экан- 
дигини кўрсатди. Демак, я > 1 0  бўлганда Чебишевнинг (6 .4) 
квадратур формуласи мавжуд бўлмас экан.

Куйида п =  1(1)7 ва п =  9 учун Чебишевнинг квадратур фор- 
муласининг тугунлари келтирилган:

п =  1 
*1 =  0; 
п =  2

—х% = х 2=  0,5773502691;
’ п =  3
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—л;4 —х а — 0,7071067812, л а =*0; 
п =  4

_ х ,  = х 4 =  0,7946544723, —х 3 =  л:3 =  0,1875924741;
п — 5

—х х = х 5 =  0,8324974870, —х 3 =  х 4 =  0,3745414096, л:3 =  0;
п =  6

—*! =  л:6 =  0,8662468181, —л:2 =  л:5 =  0,4225186538,
—л:3 =  л:4=  0,2666354015;

«  =  7
—х х =  л:7 =  0,8838617008, —л:2 =  л:„ =  0,5296567753,

—л:3 = л :5 =  0,3239118105, л:4 =* 0; 
п ~  9

— =л : 9 =  0,9115893077, —л:а = л :8 *= 0,6010186554,
_ л :3 =  л:7 =  0,5287 617831, —л:4 =  л:6 =  0,1679061842, **= (> .

М и с о л. Чебишев формуласи билан л = 7  бўлганда 

е й х  1
I  =  -------------=  —  1п 10 =  0,25584279 . . .

)  1 +  9 х  9о ,

интегрални ҳисоблайлик. Бу ерда х  =  ( (  +  1) алмаштириш бажариб,

интеграллаш оралиғини [—1, 1] га келтирамиз:

е й 1

/== 11 11 +  9* '
Ҳисоблашларни олти хона аниқликда олиб борамиз:

Д х г)  =  0,328381, / ( х 2) =  0,160434, / ( х 2) =  0,123689,
/ ( х / )  =  0,090909, / ( х ъ) =  0,071864, / ( х &) ] =  0,063424,

/(л 7) =  0,052757.
Булардан, Чебишев квадратур ([ормуласи ёрдамида берилган интеграл- 

нинг тақрибий қийматини топамиз:
I «  0,254702.

7- §. ОПТИМАЛ КВАДРАТУР ФОРМУЛАЛАР

ь

Берилган |  /(х)с1х интегрални у ёки бу квадратур формула
а V

ёрдамида ҳисоблаш пайтида асосий меҳнат функциянинг квадратур 
формула тугунларидаги қийматларини ҳисоблашга сарфланади. 
Шундай экан интегрални ҳисоблашда керакли аниқликка, имкон 
борича кам меҳнат сарфлаб эришишга интилиш табиийдир, бошқа- 
ча айтганда берилган интегрални тугунлари сони мумкин қадар 
кам бўлган формула бўйича ҳисоблаш мақсадга мувофиқдир. Агар 
интегралланувчи / (х)  ни даражаси юқори бўлмаган кўпҳадлар 
билан ҳам яқинлаштириш мумкин бўлса, у ҳолда олдинги параграф-
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ларда кўрилган алгебраик даражаеи энг юқори квадратур формула- 
лар яхши натижа беради. Лекин унча силлиқ бўлмаган функния- 
лар учун бу формулалар яхши натижа бермайди. Одатда бундай 
функциялар учун аниқлиги унча катта бўлмаган тўғри тўртбурчак- 
лар, трапециялар формулалари яхши натижа беради. Шунинг учун 
ҳам, функцияларнинг муҳим синфлари учун шундай формулани 
топиш керакки, бу формула берилган синфнинг барча функциялари 
учун бошқа формулаларга нисбатан энг кичик қолдиққа эга бўл- 
син. . ‘

Аниқроқ айтганда, масала қуйидагича қўйилади. Бирор [а , Ь\ 
оралиқда аниқланган функциялар синфи Н  бррилган бўлсин. 

Бутун Н синфда

'  а Ь= 1

квадратур формуланинг цолдиц ҳади деб

$п(Н) =  зирКОО [ =  зир I Г Дх)с1х — У  Ак/{Ҳк) I
■ !£Н т  1

ифодага айтилади. Унинг қуйи чегараси

, ж п{Н ) = мнп{Н)
Ак • хк

царалаётган синфда квадратур формула хатосининг опти- 
мал баҳоси дейилади.

Агар шундай квадратур формула мавжуд бўлсаки, унинг учун 
Нп(Н) — Уё/Н) тенглик бажарилса, бундай формула қаралаётган 
синфда оптимал ёки энг яхши фсрмула дейилади.

Иккита синф мисолида оптимал формула тузишни кўриб чиқа- 
миз. Аввал [0, 1] оралиқда узлуксиз ва биринчи ҳосиласи бўлак- 
ли узлуксиз ҳамда \/'(х) | <  й тенгсизликни қаноатлантирувчи 
СХ(Б) функциялар синфини қараймиз.

Қа,оалаётган

Г (0 <  Х! <  . . . <  л:л =  1) (7.1)
0 Ь= 1 .

квадратур формула / (х )  — сопз1 учун аниқ бўлишини, яъни

(7 -2)
к= 1

тенглик бажарилишини талаб қиламиз. Акс ҳолда / (х)  =  С учун •

• к = 1  '
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б ў л и б ,  б а р ч а  / (х)  =  со п з1  ф у н к ц и я л а р  қ ар ал аётган  си н ф да  ё т а д н  
ва д ем а к ,

/ ? „ ( / / )  > з и р ( |  1 - 2 Л * |  1^1 ) “ « > • . '

К ў р и н и б  т у р и б д и к и , б у н д а й  к в а д р а т у р  ф о р м у л а н и н г о п т и м а л л и ги  
ҳ а қ и д а  г а п  б ў л ц ш и  м у м к и н  э м а с . Р а в ш а н к и , /(х)  £ 0 ( Ь )  ни

/ М = / ( 0 ) +  [ / ' ( №  (7.3)

к ў р и н и ш д а  ё з и ш  м ум к ин  в а  а к с и н ч а , / ( 0 )  и х т и ё р и й  со н  б ў л и б ,  
/ ' ( х )  б ў л а к л и -у з л у к с и з  ва 1/'(х)  | <  I  б ў л с а ,  у  ҳ о л д а  ( 7 .3 )  т ен г -  
л и к  Д х ) £ С * ( 1 )  ф у н к п и я н и  а н и қ л а й д и . ( 7 .1 )  — ( 7 .2 )  к в а д р а т у р  
ф о р м у л а н и н г  / ( х )  =  со п з !  у ч у н  а н и қ л и ги н и  ҳ и с о б г а  о л и б , қ у й и д а -  
ғи г а  э г а  б ў л а м и з:

1 п 1 х

/ ? „ ( / )  »  ]  / ( х ) й х  -  2  А к/ ( х к) =  Г / ( 0 )  +  Г / ' ( №  й х  -  
, 0 0 *- 0 - 

п г ж* _ 1 * " п хъ

” 2 лм / ( 0 ) + 1 \ ^ 1 \ ў ( т а х - ^ А к\ г т -
к =  1 0 0 0 к= 1 0

0 < А=1 о
б у  ер да

_  ао =  Г 1 , а гар  0 < / < л : А б ў л с а ,
■ '  * 7  \  0 , а га р  Х и К ^  б ў л с а .

Ш у н д а й  қ и л и б ,

КпУ)~\т \  —  1 — 2 А* (х* ~ /)0]  л |  г т п№ ,

б у  ер д а  /С ,/ (0  ф у н к ц и я  / ? „ ( / )  цолдацнинг ядроси  д ей и л а д и  в а  у  

қ у й и д а г и г а  т ен г :

К п(*)

, —  / ,  агар
к

/  +  2  Л .  агар 
1 — I, агар

= 1 — / — 2  Ак (Хк — /)° **
. к= 1 , ,

0  <  /  <  М  б ў л с а .

< Я а+1 (& — 1, л — 1) бўлса, (7 Д) 

л:* <  / <  1 бўлса.

Ш у н и н г д е к ,

2  /1* (ха — 0°А-=1

1 ,  а га р  0  ^  б ў л с а ,П
Як «= 2  Л ’ агар  х к_х < ( < х к(к=2/п)  б ў л с а ,  

0 ,  агар  * „ < / < !  б ў л с а .  ( 7 .5 )
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(7.4) дан кўринадйки Кп(*) ядро / ( х )  функцияга боғлиқ бўлмай, 
балки фақат квадратур формуланинг тугунлари х /г ва коэффициент- 
лари Ак ларгагина боғлиқдир. /(„ (/) нинг графиги бўлакли-чизиқли
бўлиб, Хи тугунларда сакраши Аи га тенг бўлган биринчи жинс 
узилишга эга.

С1 (Ь) функциялар синфида Нп ( /)  қолдиқ ҳад учун
1 .

\Кп(Л 1 < ^ |  | КаЦ)\<Н ,
0

баҳога эга бўламиз. Энди '
1

ЯП(СЧ1))*=Ь1 \Кп(*)\М 
о

БКанлигини кўрсатайлик. Қуйидаги'

9 (X) =  1 1 81§п К„ (1)](Н
0

функция бўлакли-узлуксиз ҳосила <р' (х) =  I  81*§п Кп (0  га эга, 
| <р' (х) | «  Ь (х ф х и  ), яъни у қаралаётгаи синфда ётади ва

1 1
I (?) I =  1 1 51§п К п  (0 • К„ (/) си =  I \ | кп (01Л.

0 0

Бундан маълум бўладики, қаралаётгаи синфда квадратур формула
1

хатосини минималлаштириш қуйидаги ||/Ц ^  _[ \ / ( х ) \й х  метрикада
1 о

1 — / функцияни (7.5) кўринишдаги функция билан энг яхши яқин- 
лаштириш масаласига келтирилади. Энди

1
1 I Кп (/) | ни V  (/2 » • • • » Й/ 1  > • • • > %п)
0

орқали белгилаб олиб, V (д2, . . .  , дп\ х и . . .  , х л) =а

X, п хк 1
- 1 | Ц Л  +  2 1  | 1 - * - ? * | Л +  1 | 1 - < | Л  (7.6)

0 А=2 лгд

тенгликка эга бўламиз. Агар ци ларни белгиланган деб олсак, у 
ҳолда йиғиндининг к- ҳади

хк
^ ( Я к ) 3*  1 I1 1 — /  — дк I сИ
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фақатгина ^  га боғлиҚ ва бу интегрални ҳисобласак, қуйидагига 
эга бўламиз:

У(дк) =

агаР 1 -**_!<?*►

[ ( 1 - ^ - ^ ) 5+  ( 1 - ^ - ^ - ! )2].
агар 1 - х к+ д к< \ — х к_ и

\ { х к- х к_ у - { я к- 1 + х д [ х к- Х ь _ д ,  агар <7*< 1 - х к.

Бундан эса,

У'(дк) =
Х ~ Хк-Ъ

— 2(1 — дк) +  хк +  х к- 1*
-  ( х - хк-г),

агар 1— * * _ !< ? * ,
агар 1— <  1 —хк_и
а г а р ^ < 1 — ’

Охирги ифодадан фойдаланиб, V(дк) ни минималлаштиришни ҳисоб- 
га олсак олдинги ифодадан

и ш  V (?*) =  Т  (хк — л ^ ) 2 (7.7>
Ч

келиб чиқади. (7.6) нинг ўнг томонида V (<7А) миқдорлардан таш- 
қари яна ушбу ифода ҳам бор:

Х \  I Г)
Г Г , *? +  (1— *л)2
З К 1 Л  +  3 | 1 — 1\(И =  — ~2 —- .
0 *п  ,

Бундан ва (7.6) — (7.7) дан ш! V (д2 , , . . , <?„; . . . , х я)=*.
« 2 .

7 / ( <

Шундай қилиб,

1 > . . .  , х п) =  Х1 +  (],  Хп) ( х к -  х к_ у .
к=2

Ш? V (^2 I ■ > • > <?/*> *̂ 1 » • • • > ^й) :
I

=  ш! (7 (лг! , • .  . , л:л).

Энди ҳосилаларни нолга тенглаштириб, қуйидаги чизиқли алгеб- 
ихк

раик тенгламалар системасига эга бўламиз:
3- 1̂— Х а П ^ х п — 2 — Х П—\ Х к—\ 2 Х к - \ - Х к +  1  
' 2 2 » 2

(<6 =  2, я — 1).
Бу системанинг ечими эса

2к—1 
Хка  2 п ( к = \ , п )

бўлиб,

ш и  ( ^ 1 , . . . »  х п) “  4  ̂ •
* ...........*п

22—2105 83?
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Шундай қилиб, қаралаётган 0 <  л:, <  <  . . . < д : л — 1 соҳа
ичида II (хи . . .  , х п) нинг экстремал қийматини топдик, лекин 
II (хи . . . , х п) ўзининг знг кичик қийматига бу соҳанинг чега- 
расида ҳам эришиши мумкин.

Бевосита текшириб кўриш мумкинки, II (хх, . . .  , д:я) нинг 
топилган қиймати унинг минимал қийматидир.

Бунинг учун '
2 п

к-= 1

2п
2 п ^ Ь

к= 1

Коши — Буняковский тенгсизлигида Ьх =  х и Ь2 =  Ь3 =  - 2 ,

а — а — - 3  —  х 2 и  — и  __х п— лгл_! и ,
— °Ь--- 3 » • • • » °2п-1 °2п-\-------- 2-----  » = 1  ---Ха

деб олсак, у ҳолда 2  — .1 бўлиб,

2 л

1 ^  2« 2

к = 1

к = 1

СКИ
2л

4 7 г ^ 4  2  **— » • • •  . *л)
А=1

1

тенгсизликни ҳосил қиламиз. Шундай қилиб, |  |К Л(0 !  Л1 нинг

минимал қиймати -т- бўлиб, бу қийматга4,*г 
2 к-_ 

' ь ~  ~  2 п

_ 2̂  1 л 1 Н" -**£—1 1 к — 1• < ------ —  , Як — 1 — - о -  I ------ —

бўлганда эришилади. Бу ва (7.2) дан квадратур формуланинг коэффи- 
циентлари учун мос равишдаги қуйидаги қийматларга эга бўламиз:

Лл = <?л = 4 ’ А 1 = ?/— 9/+1==4 (7 = 2, л —1),

Д  =  1 ~
<6=2

2  
л *

Шундай қилиб, қаралаётган синфда оптимал квадратур формула 
умумлашган ўрта тўғри тўртбурчак формуласи

0 к = 1

бўлиб, унинг хатолиги дан иборатдир.
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Айрим ҳолларда оптимал квадратур формула қуриш пайтида б у  
формула коэффициентлари ёки тугунларининг маълум шартларни 
қаноатлантириши, масалан тугунларининг мунтазам тақсимланиши 
талаб қилинади.

Энди [0,1] оралиқда узлуксиз, биринчи ҳосиласи квадрати би- 
лан жамланувчи, ҳамда

1

' 0
шартни қаноатлантирувчи функциялар синфи С\ (7) ни қараймиз. 
Бу синфнинг ҳар бир функциясини

' X
Я * ) = / ( 0 )  +  (7.8)

о
кўринишда ёзиш мумкин, ва аксинча, агар / ( 0 )  ихтиёрий сон бў- 
либ, / '  (х) ўлчачадиган [0, 1] да квадрати билан жамланувчи бўлса

. 1 .
ва |  | / '  ( 0 12 <И <  I 2 шарт бажарилса, у ҳолда (7.8) билан аниқ- 

о
ланган / ( х )  функция С\ (7.) синфга қарашли бўлади. Энди С\ ( I )  
функциялар синфида қуйидаги кўринишдаги

1 п п
| / ( * ) Л  « 2 ^ / ( А ) ,  2 ^  =  1 (7.9)
0 к- 0 к-0 ■,

оптимал квадратур формулани тузиш масаласини кўриб чиқамиз. Бу  
ерда қолдиқ ҳад учун

1

Я . ( / ) = ^ / ' ( 0  К п ' ® # ,  (7.10)

_ п ___  п

к=о /=( (7 .П )
—  ̂ — (/ =» 1, п)

формулаларга эга бўламиз. Коши — Буняковский тенгсизлигини 
қўллаб топамиз:

1

о

<  | / { V ( 0 Р ^ * | / / (Л*1)(0 )* Л < / .  | / 1 ( ^ 1 1).(/))*л ,-

Қуйидаги функция

/ /л  7 | 4 Ч (0 Г8'2П<е' (0 -  ' д -!..........—
у  {(/с<*) (<))*«
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10,1] да ўлчанадиган, квадрати билан жамланувчи ва (/)
оX

£ 2> демак, <р (х) =  ср (0) +  ]*<?' (*) йЬ 6 Сг (£ ) ва унинг учун;
. о

I \ {К^\ь)Уй1.

Шунинг учун ҳам

/ ? л с к ^ ) ) = ^ ] /  и ^ Ч о ) 2^ .

Шундай қилиб, С\ (I )  да оптимал квадратур формула тузиш учун 

А ( 2 Л б = 1 ) козффициентларни шундай танлашимиз керакки,
А=0 .

уш бу

/ 1(/ўИ  (0 )2Л

ифода минимал қийматга эга бўлсин. Равшанки,

У(<?1, . . .  , < ? „ ) +
0

€унда
1 = 1

{—1

<?( = 2  о- “ Т л )
/=0

„ ' » 1 2/ — 1
узининг минимал қиимати ^  га <?* — ~ п лаРДа эришишини
пайқаш қийин эмас. Козффициентлар учун

Чь+х Й1~ 7Р (г' ~  1 >л  0 »  -^о =  Ч\ — 2п'

1=0

қийматларга эга бўламиз. Шундай қилиб, С\ (/_) синфида (7.9) кў- 
ринишдаги квадратур формулалар орасида умумлашган трапеция 
формуласи

\ ш а х м 1 [ П ! Ц т  +  % { > ) ]
к= 1

оптимал формула бўлиб, унинг хатоси
2 л / 3

=. га тенг экан.
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Олдинги параграфда айтиб ўтилганидек силлиқлиги юқорн 
бўлмаган функцияларни интеграллаш пайтида алгебраик аниқ- 
лик даражаси юқори бўлган формулаларни қўллаш яхши на- 
тижага олиб келмайди. Бундай функциялар учун трапециялар* 
ёки тўғри тўртбурчаклар формуласини қўллаш маъқулдир.

Энди шундай савол туғилади: бундай формулаларнинг аниқ- 
ликларини, уларнинг қолдиқ ҳадларидан бош қисмларини аж- 
ратиб олиш йўли билан орттириш мумкин эмасмикан? Маълум 
бўлишича шундай қилиш мумкин экан. Бу вазифани Эйлер —  
Маклорен формуласи ҳал қилади. Бу формулалар трапециялар 
катта формуласига ва даврий функциялар учун тўғри тўртбур- 
чаклар формуласига тузатма киритади. Эйлер — Маклорен фор- 
муласи бундан ташқари функцияни қаторга ёйиш, қаторлар- 
нинг йиғиндисини топиш ва бошқа масалаларда ҳам қўллани- 
лади.

Эйлер — Маклорен формуласини келтириб чиқаришда бизга-. 
Бернулли сонлари ва кўпҳадлари ҳақидаги айрим маълумот- 
лар керак бўлади. Қуйида шу маълумотларни баён қиламиз.

1. Бернулли сонлари ва кўпҳадлари. Бу сонлар ва кўпҳад- 
ларни уларни ҳосил қилувчи функциялар ёрдамида аниқлаймиз. 
Бунннг учун

£ ( 0 - . * = г г . е У ,  =  ^  (8-1)

функцияларни киритамиз. Бу функииялар |^ |< 2 т е  доирада регуляр 
бўлганлиги учун уларни шу доирада даражали қаторга ёйиш 
мумкин:

8 - § .  К В А Д Р А Т У Р  Ф О Р М У Л А Л А Р Н И Н Г  А Н И К Л И Г И Н И  О Р Т Т И Р И Ш

*
е 1 — 1

оо
У Д ,М  ,п

е *  —  1 - в  п \  'л=1

(8 .2>

(8.3)

Биринчи тенглик билан аниқланган Вп миқдорлар Бернулли сон- 
лари дейилади. Бу сонларни аниқлайдиган рекуррент тенгликларнв 
қуриш мумкин. Бунинг учун (8.2) нинг ҳар иккала томонини

е* — 1 =  ^  Т\ га кўпайтирамиз:
6=1 . .

АтЬ к \  п \  ‘к—1 п= 0

Бу тенгликда /, Р, Б,  . . .  ҳадлар олдидаги коэффициентларни тақ- 
қослаб,

1 Во _|_____Вд___ . В$____ . | Вп—1
1 > п 1  ' ( п  —  П 1 | | - Г / я _ 9 Н 9 | 1 -  • • • 1 -вп (П- 1)! II ■ (я — 2)! 2! ^

(л = 2 ,3 , . . .)
1!(я — 1)1 = 0
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€ки
п —1

=  =  0 ( « >  2)
£=0

(8.4)

рекуррент муносабатларни ҳосил қиламиз. Вх дан бошқа барча тоқ 
индексли Бернулли сонларининг нолга тенг эканликларини кўрса- 
тиш мумкин. Бунинг учун (8.2) тенгликда I ни — I га алмашти- 
рамиз:

Лекин

—  (  

е ~ ( — \ 2(-ч-
п = 0

Вп 1П 
п \  '

демак,
п—0

< + 2 % -
п = 0 п = 0

/я
И| '

Бундан эса / г > 1  бўлганда Вп — (— 1 )пВп тенгликка эга бўламиз 
ва п =  2к +  1 учун

^2к+\ в  2̂Ь+1' ^2к+1---® ' (^ —  ̂>̂ > • • •)

келиб чиқади. Қуйида Бернулли сонларининг дастлабки бю  нечта- 
сининг қийматлари келтирилган: . '

■̂ о *= , В3 =  £ 4 =  — зо> ^6 =  42, =  — зо>
п _ 5 /> __ 691 о _ 7 г, 3617
Сю. 66’ 2730’ ° 14 ~  6 ’ ^ 16 КПГ’ ’ • *

Энди Вп (х) Бернулли кўпҳадларина аниқлайдиган рекуррент 
муносабатларни тузайлик. Бунинг учун (8.3) тенгликда ех‘ ва
~Г_ )- функцияларни уларнинг даражали қаторлардаги ёйилмалари 
билан алмаштирамиз:

©в ОО 00

Б у ердан 1п олдидаги коэффициентларни таққослаб, 
Вп(х) х"В0 хп-1 вх . в^

п \  п \  “г  (п— 1)1 II "Г • • • "Г П|

<ёки
П

Вп ( * )  =  2  с £ (8.5)
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ни ҳосил қиламиз. Бернулли кўпҳадларидан дастлабки бир нечта- 
сини келтирамиз:

£ 0 (*) =  1, ^
В\ (х) =  X — -ў 1

В2(Х) = Х 3 —X ,

В3 (х) =  х 3 — |  л:2 +  у  л:, (8.6)

5 4 (л) =  л:4 — 2х3 +  х* — ^  ,

Вь( х ) = х ъ — - | л 4 +  -|л :3 — | х ,  .

(х) =  х 6— Зх5+  х 4 — у  х 2 +  ^  .

Энди Бернулли кўпҳадларининг айрим хоссалари билан танишай- 
лик. Аввало (8.5) дан

Вп (0) =  Вп , « =  0 , 1 , 2 , . . .  (8 .7)
келиб чиқади. (8.2) тенгликнинг ҳар икки томонини х  бўйича диф* 
ференциаллаб,

ех{ 1ч
е * — \

К  ( х )

л| 1п

ни ҳосил қиламиз. Бу тенгликнинг чап томони {•§ (?,х) га тенғ 
бўлгани учун:

' 2
п=0

&п (•*) 
П\ 1п-2п= 0

В п ( х )п У ’ 4П
п \  1 '

Бунда 1п олдидаги коэффициентларни тенглаштириб, Бернулли кўп- 
ҳадларини дифференциаллаш қоидасига эга бўламиз:

Вп (х) =  п Вп-\  (х) (п =  1,2, . . .). (8 .8)

Бундан ва (8.7) дан интеграллаш қоидасини чиқарамиз:

вп (х) = вп + п |  вп-х (о (И.

Энди
Вп( \ - х ) ^ ( - \ у В п(х) (л =  0 , 1 , 2 , . . . )

эканлигини кўрсатамиз. Бунинг учун қуйидаги
1 е{

е * — 1 е* — 1 е  1 — 1

(8.9)

(8 . 10)

алмаштиришларни бажариб,

§ ( * , 1 —X) =  £ ( — { , X)
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яи ҳосил қиламиз. Бу муносабатга §  нинг (8.3) даги ёйилмасини 
желтириб қўйсак,

2п= 0

#„(1 —х)
п\ п= 0

Вп (X) 
п\ ( ~ * ) П

тенглик келиб чиқади, бундан эса (8.10) ни ҳосил қиламиз.
Энди Бернулли кўпҳадларидан фақат озод ҳад билан фарқ қила- 

диган қуйидаги функцияларни киритамиз:
<Рп(х) = В п(х) — Вп ( л =  1 , 2 , . . . ) .  (8.11)

Бу функциялар, (л:) дан ташқари, х = 0  ва х  =  I нуқталарда 
иолга айланади. Ҳақиқатан ҳам, (8.7) га кўра <р„ (0) =  0, (8.11) 
тенгликка кўра эса

(1) =  3* ( 1 ) - £ «  =  ( - 1 ) "  Д г 1 - ( - 1 ) 1  == 0,
чунки жуфт п лар учун квадрат қавс ичидаги ифода нолга тенг 
■бўлиб, тоқ п >  1 лар учун Вп Бернулли сонлари нолга тенг. 

Қуйидаги теорема ўринлидир.
1- теорема. <Ра(х), <р4 (а:), <р6(х), . . . кўпҳадлар (0,1) оралиқ- 

да доимий, чунончи ?2А (л:) (— 1)* ишорага эга; <р3 (х), <?5(х),
<?т(х), . . . кўпҳадлар х  =  ~  нуқтада нолга айланади, шу билан

б и р г а (о ,+ )  ва , 1) оралиқларда <?2к+1(х) мос равишда (— I)*-1
ва (— 1)* ишораларга эга.

И сбот. Аввало (8.10) га кўра

^ + 1( у )  =  - ^ +1( у )  ёки 5 2А+1( у ) =  0.

Шундай қилиб, ф2А+1(л:) (к =  1 , 2 , . . . )  кўпҳадлар 0, 1 нуқ-

таларда нолга айланади. Энди (0, 1) оралиқда ф2/г+1(л:) нинг бошқа 
нолларга эга эмаслигини кўрсатамиз. Бунинг учун ф2к+\(х ) кўпҳад 
(0, 1) оралиғида иккита ҳар хил нуқтада нолга эга бўла олмасли- 
гини кўрсатайлик. Тескарисини фараз қиламиз, яъни х, ва х2 
{ 0 < х г < : х 2< 1 )  ф2/;+1(х) нинг ноллари бўлсин. Бундан ташқари, 
х  =  0 ва х  =  1 нуқталар ҳам унинг ноллари бўлганлиги учун 
(0 , х г), (хи х 2) ва (х2, 1) оралиқларнинг ҳар бирида

Ъь+1 (х) =  В'2к+1(х) =  (2 к +  1 )В2к(х) 
кўпҳад камида битта нолга эга, ва демак,

?«+ !(* ) =  (2к +  \)В'2к(х) =  (2 к +  1)2ку2к_х(х)
кўпҳад, яъни ц>2к_х(х) (0, 1) оралиқда камида иккита нолга эга. 
Б у мулоҳазаларни давом эттириб, шундай хулосага келамизки, 
<Рг(х) кўпҳад (0, 1) оралиқда камида иккита турли илдизларга эга. 
Бунга л: =  0 ва х  =  1 нолларни қўшсак, у ҳолда айнан ноль бўл- 
маган учинчи даражали кўпҳад камида тўртта илдизга эга деган,
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мумкин бўлмаган хулосага келамиз. Шунинг учун ҳам, %к+1{х) 
кўпҳад (0, 1) оралиқда иккита ҳар хил илдизга эга деган фарази- 
миз нотўғри экан. Ушбу

' з1§п^ 2й=  (— I)*-1 (8.12)

тенгликдан фойдаланамиз. Бунинг тўғрилигини кейинчалик кўрса- 
тамиз. (8.5) тенгликка кўра х  нинг кичик қийматлари учун ср2&+1 (х)
нинг қийматлари ишораси В2к нинг ишораси билан устма-уст туша- 
ди, (8.12) га кўра бу ишора (— I)* -1 дан иборатдир. Демак,

0, оралиқда Ф2/,+1(-У) нинг ишораси (- 1) дир ва

Ъь+ 1  ( -у  I бўлганлиги учун Т ’ 1
да унинг ишораси

( — \)к бўлади.
ЭнДи ф2к{х) {к'= 1 , 2 , . . . )  нинг (0, 1) оралиқда нолга айлан- 

маслигини кўрсатамиз. Ҳақиқатан ҳам, агар <р2к{х) кўпҳад (0,1) 
оралиқда нолга айланса, у ҳолда унинг ҳосиласи

Ък(х ) =  В2к(х) =  2кВ2к-:(х ) =  2к%к-г(х)’
яъни у 2к_х{х) кўпҳад, (0, 1) да камида иккита илдизга эга бўлар 
эди.

Шундай қилиб, ф Д х) кўпҳад [0, 1] да ўз ишорасини сақлайди 
ва бу ишора

1 1

|  ф2к(х )^х =  |  [в 2к(х) -  в 2к¥ х

- I 2 6 + 1  24+1В2к + 1(Х) В 2к -в.2 к
1

ишора билан устма-уст тушади, яъни у 2к{х) нинг ишораси (— I)4 
экан. Шу билан теорема исбот бўлди.

Энди даврийлаштиралган Вп{х) Бернулли кўпҳадларини
қуйидагича аниқлаймиз:

в;{х) =  1, в;г{х) =  в п{х) (0 <  х <  1) ва В*п{х +  1) ~  В*п{х)
( —  о о < 2 С < о о ) .  ■

Маълумки, Вх{х) =  х -----шунинг учун ҳам В\{х) узлукли
функиия бўлиб, бутун нуқталарда — 1 сакрашга эга. Барча п > \  
лар учун Вп{\) =  Вп{0) бўлганлиги сабабли В*п{х) узлуксиз даврий 
функциядир. Бу функцияларнинг [0, 1] оралиқдаги Фурье ёйилма- 
ларини келтирамиз:

в 1{х) =  —  ^  («г)соз2т:нх +  Ь̂ > &\п2ъпх), (8.13)
2  п=1 .
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бу ерда

В1(х)со$2ппхс1х гя 2 Г В^х^со&шхйх,
о

1 1
Ь{п “  2 Г В((х)$пл2т.пхс1х =  2 Г £у(х)51п2я/т/х.

Фурье қаторлари назариясидаги маълум теоремаларга кўра, V >  1 
бўлганда В*п(х) узлуксиз бўлганлиги сабабли (8.13) тенглик барча 
я  лар учун ўринлидир ва у барча бутун бўлмаган х  лар учун 
V =  1 бўлганда ҳам ўринлидир, бутун х  лар учун қатор йиғиндиси 
нолга тенг:

Энди V >  1 деб фараз қилиб, ва Ь<£ коэффициетларини ҳисоб- 
лайлик:

Колган коэффициентларни ҳисоблашда аввал V =  2к (к =  1, 2, . . .) 
ҳолни кўриб чиқамиз. Бўлаклаб интеграллаймиз:

Интегралланган ҳад нолга тенг. Бўлаклаб интеграллашни давом 
эттирамиз:

Агар к >  1 бўлса, у ҳолда В2к_г(1) =  В2к_х(0) бўлганлиги учун 
интегралланган ҳад нолга тенг бўлиб,

бўлади. Агар к =  1 бўлса, у ҳолда интеграл нолга тенг бўлиб,

бўлади. Энди (8.14) тенгликни & марта қўллаб, (8.15) ни ҳисобга 
олсак, натижада

_1_
2 [ 5 ; ( + 0 ) + ^ ( - 0 ) ] = - 1 (

Қ Ш х  =  В1+1{х ) | =  0 (V =  1, 2, . .  . ).
0

а{пЛ) =  2 |  В2к(х)со$2шхс1х =а
о

С082ЛЛЛГ
2 п п

В2к_2(х)со$2шхс1х.

д(2А) 2 к ( 2 к  — 1) (2А—2)
® Я(2 пп)* п'п

(8.14)

< 2) (тш)3
(8.15)

^ к) =  ( - ! ) '
,4-1 2 ( 2 к ) \

(2 ш )2к
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га эга бўламиз. (8.10) тенгликдан

у52й(1 — л:)8т 21ш (1 — х) =  —В2к{х)пп2ъпх

ва, демак,
ь т  =  0 (п =  1 , 2 , . . . )

келиб чиқади.
Энди (8.14) — (8.15) ни (8.13) га қўйиб, даврийлаштирилган 

Бернулли кўпҳадлари учун қуйидаги Фурье ёйилмасига эга бўла- 
миз:

( — 1)* Ч2&)! ' У  С0$2ттх 
м к -1  2к г$и

п= 1

(8.16)

Бу тенгликнинг ҳар иккала томонини дифференциаллаб,

(— 1)й (2/г —  1)1 81п2.тх
С2к-\\Х> ~  22А-2Гк2А-1 ^  л2*-’1

ни ҳосил қиламиз. Агар (8.16) да х  =  0 деб олсак, Бернулли сон- 
лари учун қуйидаги формула келиб чиқади:

&2к /5(0)
{—\)к~ \2 к ) \

2̂ /2 — 1 7̂2/г (8.17)

Бу ердан (8.12) формула келиб чиқади ва к ўсиши билан В2к нинг
модуль бўйича тез ўсиши кўринади.

2. Ихтиёрий функцияларни Бернулли кўпҳадлари орқали
тасвирлаш. Қуйидаги тесремани исботлаймиз. ^

2 - теорема. Агар / {х)  функция [0, 1] оралиҳда 1 тартиб- 
ли узлуксиз ҳосилага эга бўлса, у ҳолда 0 <  1 учун қуйида-
ги формула ўринлидир:

т — 1
ж > = | д о ^ +  2  ( 0 — (о)

0 \==1 ‘ ^

/ (т) (0
т  \ з)

в ч х - ц - в ; п{х) <11. (8.18)

Исбот. Ушбу

РЯ(Х) = ~  ( ВГп(х -  *)/{т)№  (8-19)т\ А о
интегралда т >  1 деб фараз қилиб, бу интегрални бўлаклаб интег- 
раллаймиз:

?т(х ) ■■
■0 /( « - ! )  {{)

пй
Я47
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Бернулли кўпҳадларининг юқорида кўрсатилган

1 ) - е д - в . М  м  +

хоссаларидан фойдалансак, у ҳолда

Рт(х) = ~ Г Г ~  [ /(т~1) (1) ~ / ( т ' 1) (0) ] +  Рт~'(х)
ва бу муносабатни т — 1 марта қўллаб,

т В  ( х )  Г 1

Рт(х) “  2  “ Т 2  I / ( , ’"1> (1) -  / (' - !)(0) ] +  ь(х)  (8.20)
м — 9  -I

формулага эга бўламиз.
Энди р,(л:) ни ҳисоблаш учун В*(х) нинг бутун нуқталарда 

— 1 сакрашга ва бутун бўлмаган нуқталарда эса В\(х) нинг ҳоси- 
ласи 1 га тенглигини эътиборга олиб ҳамда 0 <  х  <  1 деб олиб 
қуйидагига эга бўламиз:

Р1И  =■ |  т В [ ( х  -  №  +  Г ў(Ь)В\(х -  Ь)сИ=В\(\0)/(х)~
0 х

-  В\(х)/(0) +  |  / ( №  +  В \(х~  1)/(1) -  в\( - 0 ) / ( х )  +  | / ( № -
0 х

=  " Я *(+0) -  Я*(—0) ] / ( х )  +  В,(х) [/(1 ) - / ( 0 )  ] +  |  / ( № .

Маълумки,

Я *(+0) = _1_ 
2 ’ я қ —0)

шунинг учун ҳам

р/х)  =  ~ / (х )  +  В /х )  [/(1 ) - / ( 0 )  ] +  |  / ( № .
о

Буни (8.20) га қўйиб, (8.19) ни эътиборга олсак,
1 ГП. ^  ( х \  Г

Лх) =  |  / ( №  + 2  - Т 1 / (У-1) (!) - / (у_1) (0) I
0 V =1  ̂ -I

, 1
„ V I  в*т(х

келиб чиқади ва бунда у — т га мос келувчи ҳадини интеграл 
билан алмаштирсак:

т \
Вт(х)

т\

у ҳолда (8.18) формулага эга бўламиз.

в а (х) \ / ^ т %
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Биз (8.18) формулани 0 < х < 1  учун исботладик, лекин у 
0  <  х  <  1 учун ҳам ўринлидир, чунки у формулада қатнашаётган 
барча функциялар х  нинг узлуксиз функцияларидир.

Фараз қилайлик, /(%) функция ихтиёрий [а, а  +  к) ( /г >  0) 
оралиқда /?г> 2- тартибли узлуксиз ҳосилага эга бўлсин. (8.18) 
формуланинг шу ҳол учун мос келган кўринишини келтирамиз. 
Янги |  ўзгарувчини киритамиз: х  =  а 0 <  § <  1 ва т марта
узлуксиз дифференциалланувчи ф(£) = / ( «  + /г£) функцияга 0 < $ < 1  
учун (8.18) формулани қўллаймиз

1 т  —1

ф(о  =  |  ф м *  +  2
0 V»!

'> (0)
VI

в » ( 0 -

_1_
т\

(8.21)

Қуйидаги
ф(”>(5) -  к' р  (а +  к\) =  к-1 /^(х),  

ф(т) == / ( а  +  Лт) =  / ( / ) ,  I =  а +  кх, й1 =  кй т
муносабатларни ҳисобга олиб, (8.21) формулада аввалги ўзгарувчи 
ва функцияларга ўтамиз, у ҳолда

г а+Н т - 1

/ ( * ) = ~ Н  /( / )0 " + 2  Н ” [ / ( , "1 )(а + /г )_ /< ,"1)(а) ха *■ ■*

х  &  ( + 1 ) -  + | ' ,” <а  +  *’ > [ в - ( ^  - ’ ) -

—  в*
т (8.22)

3. Э йлер—Маклорен формуласи. Олдинги пунктдаги (8.22) 
формулада х  =  а деб олиб, шу билан бирга Вт(0) =  Вт ва Вт(т) 
ҳамда унинг ҳосиласининг даврийлигини

В*т( ~ ' )  - В*т( 1 -  т) =  Вт( 1 -  т) (0 <  т <  1)

ҳисобга олсак, у ҳолда
а+Ь.. » I <* . т  1 8

/(а)=Т  I /(^ “ Т  !/(« + * )-/(« )]+ у=2

X [ / ’- Х)(а + к) -/О-О(а) ] -  ^  |/»>(а+Ат) [ 5 т ( 1 - т )  -  Вт\&

еки
а+Н

|  № й 1  =
а

к
2

[/(а)+/(а + /г)]-
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Ш_1 ь' д
-  2  [/<ч_1,(а+Л) - / (ч' 1,(а) ] + ■

■\>=2 . .

+ ^ г 1 /<Ш)(а + Лх) [Я/»0—') -£ « ]*  (8.23)
' о ‘

формулага эга бўламиз. .
Эйлер—Маклорен формуласини ҳосил қилиш учун [а, Ь\ оралиқ. 

ни к = -----— қадам билан «  та

[а+уА , а +  (у +  1)^], у =  0, « — 1
■қисмий оралиқларга бўламиз ва бу қисмий оралиқ учун (8.23) 
формулани қўллаймиз:

.£ + (/ + 1)Л
|  /(х)с1х-----— [ / (а  +  у 'Л )+ /(а  +  (у +  1)Л) ]

с+/А
— 1 А„ 5̂

у=2 V! / ( ^-1 )(а +  ( у +  1)Л) _ / Х ^ - 1 ) ( а + уЛ) +

ит I • «
| /(т)(а +  У'Л +  Н  [бт ( 1 - т ) - 5 т ]Л. (8.24)

+1 ]

Қуйидаги

Т„ — к /(<*) +  т
2

П -  1

+ 2  Л « + Д )
/=г

(8.25)

белгилашни киритиб (8.24) формулани ў бўйича 0 дан. л — 1 гача 
йиғиб чиқамиз:
* т —1 1

1А *)* х =  Г  -  2  1 / ^ ' ^ )  - Г - 1̂ ) ]  +  ^ р |  [ 5 Л  -
с  V**! 0

п—  1

-  т) -  Вт\ ^ / {т\ а  +  ўА +  А + + . (8.26)
■ /=о ■

Бу формула Эйлер—Маклорен формуласи дейилади. Одатда Эй- 
лер—Маклорен формуласида жуфт т =  2к олинади. Бундай ҳолда 
Вт{ 1 — т) — Вт ни қуйидагича ёзиш мумкин:

В2к{ 1 — т) — В2к =  В2к{т) — =  Ф2а(т).
Бу функния 0 +  т <  1 оралиқда ўз ишорасини сақлайди. Бундан 
ташқари, ў =  3, 5, 7, . . . бўлганда / /  =  0 эканлигини ҳисобга 
олсак, у ҳолда Эйлер—Маклорен формуласини қуйидаги кўриниш- 
да ёзиш мумкин:

г к~ 1 н 21 в
)/{х )й х ^ Т п- ^  — Л [/^ ){Ь )-/М -Р {а )\  +  В2к{Л, (8.27)
а 1 —1 '
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бу ерда
2£+1 1 п~~1

/?2.(/) =  - ^ у Г |  Ф2̂ ) ^ / т ( а + ; Ъ  +  Нх)ах. (8.28)

Бу формуладан кўринадики,

_ 2 ^ 1 / < 2/- 1)( ^ ) - / (2/- 1,(а)1

ҳад трапециянинг катта формуласига тузатмадан иборатдир. Энди 
фараз қилайлик / (х )  даврий функция бўлиб, даври Ь — а га тенг 
бўлсин ҳамда ҳақиқий ўқнинг барча нуқталарида 2к- тартибли 
узлуксиз ҳосилага эга бўлсин. У ҳолда барча / )2>>(х) ҳосилалар 
ҳам даврий бўлиб, (8.27) формула соддалашади: 

ь
1/(х)с1х =  Тп +  Ғ>2к(Г).
а .

Функциянинг даврийлиги туфайли Тп тўгри тўртбурчаклар квад- 
ратур йиғиндиси билан устма-уст тушади, шунинг учун ҳам

|  / (х)йх  =  ~ ~ - ^ / ( а  +  / А) +  ^ ( / ) .
а 1=1

Демак, қаралаётган ҳолда тўгри тўртбурчаклар формуласининг 
қолдиқ ҳади (8.28) кўринишга эга.

Энди (8.28) қолдиқ ҳадни текшириш билан шуғулланамиз.
3- теорема. Агар / (х)  функция [а, Ь) оралиқда 2к- тартибли 

узлуксиз ҳосилага эга бўлса, у ҳолда

^ ( Л = - ^ Ф - а ) В 2к/ ^ т ,  (8.29)

бу ерда а  <  |  <  Ь.
И сбот. Биринчи пунктда фгт(^) функциянинг 0 < т < 1  да ўз 

ишорасини сақлашини кўрган эдик. Шунинг учун ҳам
1 п - 1 1

/  =  |  Ф2к ( х ) ^ / (2к)(а + Л г  +  Нх)Лх *= |  ц>21+)^2к(х)^х

интегралда умумлашган ўрта қиймат ҳақидаги теоремани қўллаш 
мумкин:

1 1
/ = §2к(Л |  Фг;+)̂  =  §21+1) |  \в2к(/)—в2к\ах= —§2к(г1)В2к. (8.зо)
Бу ерда 0 <  т) <  1. Агар М  ва т орқали / (2к)(х) нинг \а, Ь\ даги 
энг катта ва энг кичик қийматларини белгиласак, у ҳолда кўри- 
ниб турибдики, пт <  § 2+ /  <  пМ. Лекин / (2/ ,(с) функция узлук- 
сиз бўлганлиги учун \а, Ь\ оралиқда шундай Н нуқта топиладики, 
§ 2к(/) — п / (2к)(1) тенглик бажарилади. Буни (8.30) га ва (8.30) ни 
(8.28) га қўйсак, (8.29) келиб чиқади ва шу билан теорема исбот 
бўлди.
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Таъкидлаб ўтамизки, (8.29) да к — 1 деб олсак, у ҳолда у 
трапеииялар формуласининг қолдиқ қадига айланади.

4 - теорема. Агар барча х£[а,  Ь\ учун
/ {2к)(х) > 0  ва / )2к+2>(х) >  0 (8.31)
[ёки / (2к)(х) <  0 ва / )2к+2)(х) <  0]

тенгсизликлар бажарилса, ў ҳолда Эйлер — Маклорен формуласи
/.(/) қолдиқ ҳадининг ишораси

— /(2*-1)(а )] (8_32)

соннинг ишораси билан устма-уст тушиб, / / / / / )  нинг абсолют 
қиймати (8.32) нинг абсолют қийматидан ортмайди.

Исбот. Эйлер—Маклорен формуласидан

КШ) -  Ъь+2( / )  =  -  -  / 1" - 1)(а)] (8.33)
келиб чиқади. 1- теоремага кўра:

51§П ф2/г(т:) =  ( — 1 )* .
Бундан ва (8.31) дан фойдаланган ҳолда, (8.28). дан маълум бў- 
ладики, ///,.(/) ва (— / /2к+2(к)) бир хил ишорага эга. Бу ишора 
(8.33) га кўра (8.32) нинг ишораси билан бир хил бўлиши керак 
ва /?2*(/) ҳамда /?2*+г(/) абсолют қийматлари бўйича (8.32) нинг 
абсолют қийматидан ортмайди. Теорема исботланди.

Э с л а т м а .  к  ўсиши билан Бернулли сонлари тез ўсиб боради. 
1(8 17) га қаранг.] Шунинг учун ҳам, (8.29) дан кўринадики к  чексизликка 
интилганда } ( х )  функиияларнинг жуда ҳам тор синфи учун К.2к 0 )  нолга 
интилади. Одатда к  чексизликка интилганда /?2А(/) катта тезлик билан чек- 
сизликка интилади. Шунинг учун ҳам ҳисоблаш пайтида к  ни шундай тан- 
лаш керакки, ) / /2*( Ў)\ имкон борича кичик қиймат, қабул қилсин.

Мисол. Эилер — Маклорен формуласи ёрдамида

\ 1
I  =  ]  (соз х  — — +  зЬ х ) Л х

интеграл вергулдан кейин 4 хона аниқликда ҳисоблансин.
Ечиш. [1, 2] оралиқни к =  0,2 қадам билан 5 бўлакка бўламиз ва

х^ =  1 +  0,2/ (/ = ”+5)

деб олиб, / ( х )  =  созл: — — +  зЬл: нинг қийматларини топамиз:

/ ( х 0) =  0,71550, /(* ,)  =  1,17738, / ( х 2)  =  1, 56407,
/ ( х 3)  =  1,95577, / ( + )  =  2,40636, / ( х й)  =  2,96077.

Бу ердан

~  /(*о) +  / ( + )  +  . . • +  / ( + )  +  ~ ; / ( х ъ) =  8,94171.

Учинчи тартибли ҳосила билан чегараланиб, қуйидагига эга бўламиз:
2 4!

/ ' ( х )  =  — з1п х  +  —  +  сЬ х ,  / ' " ( х )  =  з1п х  +  —  +  сЬ х .
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Бу ердан
/'(1 )  =  2,70161, / '(2 )  =  3,10290, 
/'"(1) =  26,38455, /'"(2) =  5,42150.

Топилган қийматларни (8.27) формулага қўйиб, қуйидагиларни ҳосил қиламизг

ни ҳосил қиламиз, яъни юқорида топилган рақамларнинг барчаси ишончли 
экан.

9- §. КВАДРАТУР ФОРМУЛАЛАРНИ ҚЎЛЛАШ ТЎҒРИСИДА АЙРИМ 
МУЛОҲАЗАЛАР. РУНГЕ ҚОИДАСИ

Б и з  олдинги параграфларда бир қан ча квадратур формулалар 
қурд и к . К он к рет  ф ункцияларни тақрибий интеграллаш  пайтида кон- 
кр ет  квадратур  формулани танлаш  катта аҳам иятга э га . Бундай 
танлаш  кўп  ж и ҳатларга : интегралланувчи  ф ункциянинг хоссасига, 
унинг берилиш ига, ҳисобловчин инг қў л  остидаги ҳисоблаш  қуро- 
лига, галаб қилинадиган аниқликка боғлиқ.

А гар  ин тегралланувчи  ф ун кц и я  қийматлари ж адвали  билан бе- 
рилган бўлса, у ҳолда ш ундай квадратур формулани қўллаш  керак- 
ки , унда ш у т у гу н  нуқталардаги ф ункц ияни нг қийматлари қатнаш - 
син. А гар  ф ун кц и я ўзининг графиги билан берилган бўлса, у  ҳол- 
да тен г коэф ф ициентли квадратур формулани иш латиш  м аъқулдир. 
Ч ун ки  ф ун кц и я  қийматларидан тузи лган  чизиқли  ком бинация бар- 
ча коэф ф ициентлари ўзаро  тенг бўлгандагина эн г  кичик тасодифий 
х ато га  эга  бўлади.

Т ез  тебран увч и  ф ункцияларни интеграллаш  катта қийинчилик- 
лар туғдиради. Б ун дай  ф ункцияларни  интеграллаш  у ч у н  м ахсус 
формулалар яратилган . Айрим ҳолларда бўлаклаб  ин теграллаш ' ҳам  
яхш и  натиж ага олиб  келиш и м ум кин. М асалан ,

интегрални N  етарлича катта  бўлганда интеграллаш  талаб  қилин- 
син. У ҳолда соз 2 тс М х  ҳисобига интеграл остидаги ф ункц ия тез  
тебранувчан  бўлади. Б у  ерда агар  / ( х )  интеграллаш  оралиғида 
2 /г-тартибли узлукси з ҳоси лага  эга  бўлса, у  ҳолда 2 п  марта бў- 
лаклаб  интеграллаймиз: .

1 2
/  =  Гз1п х  +  — +  с Нх] =  1,78696

X 1

|  /(л :)с о з  2 тсМ х й х
о

23— 2105 353
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А гар  N  етарлича катта бўлса, ў  
ҳолда иккинчи интеграл олдидаги 
к ў п ай тувчи  етарлича кичик бўлади 
ва  иккинчи интегрални берилган 
интегралга нисбатан кичикроқ аниқ- 
ликда ҳам  ҳисоблаш  мумкин.

И нтеграллаш  оралиғида ф унк- 
ци ян инг хоссаларини ўрганиш  кат- 
та  аҳам иятга э га .Ч у н к и  ф ун кц и я 
хоссаларини ҳисобга олмасдан ҳар 

қандай квадратур  формула қўлланила бери лса, катта хатоларга 
д уч  келиниш и мумкин. .

А гар  тугун лар  номувофиқ ж ой лаш ган  бўлса , у  ҳолда квадра- 
тур  формула бем аъни  натиж ага олиб келади.

М асалан , 27- чизмада тасвирланган у  — / ( х )  ф ункцияни  интеграл- 
лаш  у ч у н  тенг у зоқли кд а  ж ойлаш ган а  — х 0, х и х 2, х 3, х А =  Ь 
тугун ларни  олиб беш  нуқтали  Н ью то н — К отес формуласидан фой- 
д ал ан сак , квадратур  йиғиндининг қиймати м усбат чиқади. Кўриниб 
турибдики, интегралнин г қиймати манфий чиқиши керак. И кк и н чи  
мисол, айтайлик, ихтиёрий

1 п
/ ( х ) й х  «  ^ А к / ( х к )

к =  1

формула билан / ( х )  =  М[(х —  х х) . . . ( х  —  х п)]  ̂ ф ункцияни  инте- 
гралламоқчи бўлсак , кўриниб турибдики, N  етарлича катта бўл- 
ганда интегралнинг қиймати етарлича катта бўли б , квадратур  йи- 
ғинди эса нолга тен г.

Ф ункция хоссаларини ўрганиш  яна ш у томондан ҳам м уҳим ки, 
агар  ф ункциянинг силлиқлиги юқори бўлмаса, у ҳолда қолдиқ ҳа- 
дида ю қори тартибли ҳосилалар қатнаш адиган формулаларни қўл- 
лаш  м аънога эга  эмас. Б ундай  ҳолда 7- § да кўрсатилганидак сод- 
дароқ квадратур  формулалардан фойдаланиш  м аъқулдир. Ф ун кци я 
хоссалари текш ирилгандан кейин интеграллаш  оралиғини м ақбул  
равиш да қисм ларга бўлиб, ҳар бир қисм  уч ун  ўзига хо с  квадра- 
т у р  формуласини қўллаш  м аъқулдир. Ф ун кци я тез ўзгарадиган  
оралиқчаларда тугунларни  тиғизроқ олиб, секин ўзгарадиган  қисм- 
ларида эса тугун ларни  сийрак олиш керак.

Б ун дан  таш қари, интегралларни қўлда ҳисоблаш да соддароқ 
квад ратур  формулалар иш латилади. Ч у н к и , Г аусс типидаги, коэф- 
ф ициентлари ва тугун лари  кўп  хонали  рақамлар билан берилади- 
ган формулаларни қўллаш  анча қийинчилик туғдиради . А кси нча, 
бундай формулалар Э Ҳ М лар ёрдамида ҳисоблаш да фойдаланилади. 
Ш унин г у ч у н  ҳам , кўп  Э Ҳ М ларда стандарт программалар асосида 
ю қори тарти бли  Г аусс  формулалари олинади. -

Э Ҳ М ларни  серияли  ҳисоблаш ларда қўлланилиш  ш ароитида ҳ ар  
бир ф ун кц и ян и н г , индивидуал равиш да текш ирилиш и мумкин бўл- 
майди, одатда, уйинг у ёк и  бу  синфга тегиш лилиги  маълум бў- 
л ад и . Ш унин г у ч у н  турли синфлар ф ункцияларини интеграллаш
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у ч у н  стан дарт программалар тўплами м ав ж у д  бўлиб, берилган 
синфдаги ҳар бир ф ункциянинг индивидуал хусуси яти н и  ҳисоб га  
олиш  программада қадам ни автом атик равиш да танлаш  йўли билан 
олиб борилади. -

Қадамни автом атик равиш да танлаш  Рунге  п ранципига  асос- 
ланган . Р у н г е  принципига асосланиб, интегралларни тақрибий ҳи- 
соблаш ларнинг ҳар хил процедуралари м авж уд , ш улардан эн г к ен г  
тарқалганини кўриб чиқамиз. Б у  бобда кўриб чиқилган  барча

Ь п

\ / ( х ) 4 х  =  2  +  Л ^ '  ) +  # ( / )  (9-1)
а

квадратур  форм улаларнинг қолдиқ ҳади

кўриниш га эга  бўлиб, б у  ерда с— константа, Н— интеграллаш  ора- 
лиғининг ёки бир қисмининг узунлиги , интеграллаш  оралиғи- 
нинг қандайдир нуқтаси .

А гар интеграллаш  оралиғида / (*_1)(?) секин ўзгарса, уни  тақ- 
рибан ўзгарм ас ў~к- 1\ х )  =  М х ҳамда М хс =  М  деб  белгилаб  олиб, 
қолдиқ ҳадни

_  Р ( / )  =  МНк (9 .2 )

кўриниш да тасвирлаш  мумкин ва агар интегралнинг аниқ қиймати- 

ни 1 ва  тақрибий қийматини 2  орқали белгилаб  олсак, у ҳолда

/  == 2  +  М кк•

\а ,  Ь\ оралиқни иккига бўли б , ҳар бирига (9 .1 ) квадратур фор- 
м улани қўллаб , интегралларнинг тақрибий қийматларини қўш сак,

[а, Ь] оралиқ бўйича интегралнинг тақрибий қиймати 2 ^  ни Ҳ°* 
сил қиламиз ва натиж ада

1 «  2 ,  +  М  (■т  У  +  М  (  Т  Г  =  2 ,  +  21~кМкк (9-3)

тен гл и к  ўринли бўлади. (9 .2 ) ва (9 .3) тенгликлардан қолдиқ ҳ ад  
у ч у н  ,

т  =  т кт )  =  Мк*  =  (9 .4 )

б аҳ о га  э га  бўлам из, бу  б аҳо  Рунге  баҳоси  дейилади. Ш ундай 
қилиб , [а, Ь} оралиқда / (к~у)(х)  деярли ўзгармас деб  фараз қилиб, 
қо л д и қ  ҳадни м аълум  миқдорлар ёрдамида ифодаладик, натиж ада 
ин тегралнинг аниқроқ қиймати қуйидагича ёзилади:

* - 2 1 +  т = й '  (9 -5 )
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Энди (9 .4) ф орм улага асосланиб , қадамни автом атик равиш да тан- 
лаш  йўли билан интегрални ҳисоблаш ни кўриб  чиқамиз. Б ун и н г 
у ч у н  •

Ь п

/(/; \а, Ь\) =  1/{х)йх, 2  (/, \а> ь\) =  2  +  )
а 1—1

белгилаш ни киритамиз. А ниқлик в > 0 ,  г0 =  2 _ р е ва  дастлабки  қа- 
Ь — а

дам к0 =  — берилган бўлси н . Қ уйидаги

20 =  2л [ « ,  а  +  'Л0] ) , '

X  я 2 ( / :  [ +  а  +  ¥  ) +  2 ( л  [ я  +  ^ ,  « +  о̂

/? - 2 ^ = 2
. / 'о  1  21 -*
миқдорларни ҳисоблаб,

' | ^ 0| < ®  (9 .6 )
ш артни текш ирам из. А гар б у  ш арт баж арилса, у  ҳолда

№  <  (9 .7 )
ш артни текш ирам из. А гар (9 .7) ш арт ҳам  баж арилса, у  ҳолда қа- 
дам  ж у д а  ҳам кичик олинган бўлиб, к 0 нинг ўрни да 2 к0 ни олиш 
керак. С ўнгра

2 о1> = 2 1 ( л  \а> а + 2к0})>

21 = 2 (л \а, а ++1) + 2 (/. 1а +к > а +2Л0]),

миқдорлар ҳисобланади  ва

V*1) _  V 1» 2л
1 — 21_й

ш артлар  текш ирилади . А гар  ҳар иккала ш арт ҳам  баж арилса, у  
вақтда қадам  яна иккиланади, яъ н и  4к0 қадам  олинади ва  бу ж а- 
раён  давом  эттирилади .

Б у  ерда икки ҳол  бўли ш и м ум кин.
1) Қ адамларнинг иккиланиш и ж араёнида 2ч к0 — Ь — а га  эга  

. б ў ли б , ш у  билан бирга 2$ к0 =  Ь — а қадам да

о 1 < 1 2 Г -2 У Ч
1 — 21_й

<  £

тенгсйзлик баж арилади , б у  ерда 
у < ? )

■ 2 1 9 =  2  (Л \а> а +  2« к0\), ,

(9) = 2 (л \а> а +2д-% })+  2 (/> \а + а + 24 к\)>
3 5 6
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ь
У  ҳо л д а  | / ( х ) й х  интегралнинг тақри б и й  қиймати сиф атида

 ̂_21 —*

ни қ а б у л  қиламиз.
2) Қ адам ларнинг иккиланиш и ж араёни да ш ундай I топиладики , 

Нх —  21Нй<,Ь —а қадам да

тен гси зл и к лар  ўринли бўлади . У  ҳолда / ( / ;  {а, а +  2 / 0]) инте- 
гралнин г тақрибий қиймати сиф атида

V »  л_ ҳ г - з '1
шшк 0 * | __21—*

қ а б у л  қилинади  ва \а, Ь\ оралиқнинг қолган қисми [а +  21Н0, Ь\
у ч у н  интегрални ҳисоблаш  Нх қадам  билан д авом  эттирилади. 

А гар (9 .6 ) ш арт баж арилм аса, у  ҳолда берилган е ани қликда

д астлабк и  қадам Н0 катта  бўлиб, Н0 ўрнига у  қадам олинади ва

21'

( - 1)

2 Г ’= 2 ( / + . ‘Н + |) ,  

■ 2 ( д [ « . » + т ] )  +  2 ( л [ « + т . « +
_  Х Н-1)

М - 1» =  "  ^“°

а,  а +  у

’ 1 — 21_*
миқдорлар ҳисобланиб,

■ | ^ " 1)1 <  «

ш арт текш ирилади. А гар бу  ш арт баж арилса, /  ^ / ;  

ни нг тақрибий қиймати сифатида ^  1(+  /?о-1) олиниб, қолган  [ а  +

+  у ,  Ь] оралиқ бўйича интеграл қадам билан ҳисобланади.

А гар  |/<)+ 1)| <  е ш арт баж арилмаса, қадам яна икки марта кич- 
райтирилади. Қадамни кичрайтириш  ж араёни

ш артни қаноатлантирадиган д  топилгунига қадар давом эттирилади. 
С ўнгра

Ц А а > а  +  2?]/ ~  2*0 +
у ( - ? ) _  у  (-?) 

1 — 21_а

д еб  олинади, бу ерда
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<-?)

\Н -9 )
1 ■ 2 (л а ,  а  +

2  (/■.[“. я + т ] ) ,

) +  2 ( л2<Ж а  + 2-7+!: а  + 2“
п

О ралиқнинг қолган  қисми бўйича интегрални ҳисоблаш  уч ун  ш у
.. +  ,

ж араенни қадам  билан давом эттирам из.

Ш ундай қилиб, интеграллаш  оралиғи т  қисмларга бўлинади
ва ҳар бир оралиқда интеграл е аниқликда ҳисобланади. Б у  инте-

ь
гралларнинг йиғиндиси [ / { х ) й х  нинг тақрибий қийматини тг  ха-

а
то билан аниқлайди. .

10-§. ИНТЕГРАЛЛАНУВЧИ ФУНКЦИЯНИНГ МАХСУСЛИГИНИ 
СУСАЙТИРИШ

П рактикада кўпинча хосмас интегралларни ҳисоблаш га тўғри 
келади. Б ундай интеграллар ч ексиз оралиқ бўйича олинган инте- 
граллардан ёки чекли оралиқ бўйича олинган бўлиб, интеграл ос- 
тидаги ф ун кц и я  интеграллаш  оралиғининг айрим нуқталарида чек- 
сизликка айланади.

Ч екси з чегарали м ахсусмас интегралларни ўзгарувчиларни ал- 
маштириш йўли билан ч екли  чегарали хосм ас, ва ҳатто , хо с  инте- 
гралга келтириш  мумкин.

М асалан,

Г° ах
I  ““ } (1 +  х2) / Ғ

1
интегралда х  =  — алмаштириш б аж арсак, у  чекли  чегарали хос 

и н тегр ал га  келтирилади:

Т —  С / у^У •
}  Н -У 2 '

Ч ек си з чегарали интегрални ҳисоблаш  уч ун  уни чекли , лекин шун- 
дай етарлича катта чегарада олиш керакки, таш лаб юбориладиган 
қисми интегралнинг берилган ҳисоблаш  хатосидан ортмасин. 
М асалан ; интегрални е хато  билан ҳисоблам оқчи  бўлсак, уни

|  / { х ) й х  =  |  / { х ) й х  +  |  / { х ) й х
а

кўриниш да ёзиб оламиз ва Ь ни ш ундай катта қилиб танлаймизки,
оо

|  / { х ) й х  
ь

е
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, ь ,
тенгсизлик  баж арилсин. Э нди |  / { х ) й х  хос интегралнинг у

а
ани қликдаги  2  тақрибий қийматини бирор квадратур  формулж 
ёрдамида топам из:

и
|  /(х)с1х  —  2 <

Б у  пайтда

|  / ( х ) й х  — ^
а

<  в

бўлади. Ш ундай  қилиб, ч ек си з чегарали хосмас интегрални ҳар 
доим ч екли  чегарали интегралга келтириш  мумкин. Ш унин г учун  
ҳам , биз чекли  чегарали хосмас интегралларнинг м ахсусликларини 
сусайтириш нинг айрим усулларини кўриб чиқамиз.

1 . В а з н  ф у н к ц и я с и н и  а ж р а т и ш . Ф араз қш ш йлик,
ь

/ = ;  |  / ( х ) й х  - ( 1 0 . 1 )
а

интегрални ҳисоблаш  талаб қилинсин ва  / ( х )  ф ункц ия [а, Ь\ ора- 
лиқнинг бир ёки  бир неча нуқталарида чек си зли к ка  айлансин. Б у  
ф ун кц й ян и  ;

. / ( * )  =  р (* )ф (* ) '
кўриниш да ёзиб  олам из, ф (х ) ф ункц ия [а, Ь\ оралиқда чегаралан- 
ган ва етарлича у зл у к си з  ҳосилаларга эга ҳам да р(х) >  0  етарли- 
ча содда кўриниш га эга . Б у  ерда р (х)  ни вазн  ф ун кц и яси  деб 
олиб, ю қоридаги усуллар билан вазнли  квадратур формула тузам из.

Мисоллар кўрайлик. Айтайлик,
р йх

у / 1 — х* •
интегрални ҳисоблаш керак бўлсин. Интеграл остидаги функция ±  1 нуқта- 
ларда чексизга айланади. Бу функцияни

1 1 1
• , / 1 — х* / 1  —х 2 / 1  +-Д?
кўринишда ёзиб, р(х) =  (1 — деб оламиз. У ҳолда Мелер квадратур 
формуласини қўллаш мумкин:

С йх  п 1 , 2к — 1
\  7 т = г ?  *  5 - 2  7 т Ш  (х‘ ~ —  *>•

Бундан п == 10 деб олсак: ^
ғ и [  2 , 2 2

I  ^  • I Ч "" ... ........... — — ■ ■ ' ■■■■—» ................ . . . . .  —  I,-

10 [ V  1 +  соз29° / 1  +  соз227° / 1  +  соз245°
2 2 1

+  — г ...........  — +  ■■ >■■■ . = — =  2,221428.
/ 1  +  соз263° / 1  +  соз281° ]
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Интегралнинг қиймати вергулдан кейин олти хона аниқлик билан қуйидаги- 
га тенг:

/ =  2,221441.

2. А ддитив усул. Л. В. КанторОЕИч .махсусликни сусайтириш- 
нинг қуйидаги усулини таклиф этган. Фараз қилайлик, интеграл 
остидаги функция

■ / ( х )  =  (х  —  с)а <?(х) ' ( 1 0 .2 )

кўриниш га эга  бўлиб, с £ [ а ,  Ь\, а > — 1 ва <р(х) ф ункция [а , Ь] 
оралиқда к- тартибли ҳосилага эга  бўлсин. У  ҳолда / ( х )  ни қуйи- 
д аги ч а  ёзиш  мумкин:

/ ( х ) = / г ( х ) - / / 2(х),

А ( х )  =  2  ^  ( х  —  су+х
/=о 7

/ *(х) *  (х — с)а [ф(л:) — ф(с) — 2  (х ~  СУ 1-
/=1 '

Б у  ерда / , ( х )  дараж али ф ун кц и я  бўлгани  у ч у н  осон интегралла- 
нади. К вадрат қавс ичидаги ифода ва унинг к- тартибли ҳосиласи- 
гач а  х  — с нуқтада нолга айланади. Ш унин г уч ун  ҳам , / 2(х )  
ф ун кц и я  х  — с нуқтада м ахсусли кка  эга  эмас. Б ун дан  таш қари,
х  — с нуқтада бу  ф ункц ия к +  [а] тартибли узлукси з ҳосилага

ь
эга . Ш ун и н г у ч у н  ҳам , | / / х ) й х  га бирор квадратур формула-

а
ни қўллаб натиж а олиш  мумкин.

М и со л . Куйидаги

/  = I
йх

- * ) ( — =  1,5707963 . . .  
2

интеграл тақрибий ҳисоблансин. Интеграл остидаги функция
_1_ __р

/(х )  = х  2(1 — х)  2

интеграллаш оралиғида ягона х  = 0 махсусликка эга, ср(лг) =  (1 — х )~ '1г Функ- 
цияни даражали қаторга ёйиб х* ҳадигача сақлаймиз, у ҳолда 

1
, ,  ч 2 / . 1 3 5 35

'  1 2 8 16 128 )•

/1М- " ^ [ / 5 = ; - ( ,+ Д +4 д:!++ '+ 5 л:‘)]'Л(0) - 0-
Берилган интегрални

0,5

- I

0,5
/ Х(х)йх  +  |  / 2(х)йх
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к ў р и н и ш д а  ё з и б  ол а м и з. Б и р и н ч и  и н т ег р а л  ан иқ  ҳ и со б л а н а д и :

0,5
Г / х(х)йх  =

715801 _
645120 ^  2 =  1-5691585.

Иккинчи интегрални п =  10 ва қадам к =  0,05 деб олиб, Симпсон формулас» 
ёрдамида ҳисоблаймиз:

0,5
|  / 2(х)йх =  0,0006385. 
о

Демак,
/ =  1,5691585 +  0,0006385= 1,570797.

Бу усулни, интеграллаш оралиғида бир неча махсус нуқта бўлган ҳолда ҳа» 
қўллаш мумкин. *

3 . Бўлаклаб интеграллаш. Айрим ҳолларда интеграл ости- 
д аги  ф ункциянинг м ахсусли гини  бўлаклаб интеграллаш  йўли билан 
сусайтириш  мумкин. М асалан, интеграл остидаги ф ункц ия (10.2) 
кўриниш га эга  бўлсин. У ҳолда (10.1) интегрални

, Ь с Ь

|  /(х)йх — /(х)йх +  |  /(х)йх
а а с

кўриниш да ёзиб олиб, ҳар бирига бўлаклаб интеграллаш  формула- 
сини қўллаймиз, у ҳолда

|( *  — с ) а ф( х ) й х — [ ф (Ь)(Ь — с )а+ х — ф( а ) ( с  — а)1+1 ] —
а

1 р
— 7+1 3 (х — с)а+14>'(х)ах.

Б у н д ан  кўриниш ича, ў н г томондаги интеграл хос интегралга а й - 
ланди. Б у  ерда с  нуқта оралиқнинг четки  нуқталари билан устм а- 
уст туш иш и ҳам  мумкин.

М и с о л. Қуйидаги

' =  ( — + = ■  з  и  + х ) / *

интегрални бўлаклаб интеграллаймиз: 
1 1

/ =  2 / Г
1 -)-* х + 2 . А

йх
(1 +  .+ 2

■/ х й х  
(1 +  х )2'

Охирги интеграл хос интегралдир. Юқорида келтирилган усулларни қўллаб^ 
интеграл остидаги функция

Д х)  =  (х  — с)а \пп (х — с)?(х)

кўринишда бўлганда ҳам махсусликни сусайтириш мумкин, бу ерда п—нату- 
рал сон бўлиб, с, а, /(х )  юқоридаги шартларни қаноатлантиради.
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Ю қорида келтирилган  усулларни ф ақат хосмас интегралларни 
з?исоблаш уч ун  эмас, балки интеграл остидаги ф ункния чегара- 
л ан ган , лекин керакли тартибли ҳосилалари чегараланм аган ҳол 
у ч у н  ҳам  қўллаш  мумкин. Бундай ҳолда квадратур формулалар- 
л и н г  катта хатога  эга  бўлишларини уларнинг қолдиҳ ҳадларининг 
к;ийматларидан билиш мумкин. М ахсусликн и  сусайтириш усуллари 
«ў п и н ч а  интеграл остидаги ф ункц ияни  аниқ интегралланувчи ва 
етарли ча силлиқ ф ункдиялар  йиғиндиси кўриниш ида ёзиш га имкон 
«беради.

11-§. ЧЕКЛИ- АЙИРМАЛИ ТЕНГЛАМАЛАР

Д иф ф еренциал  ва интеграл тенгламалар классик анализда қан- 
ч ал и к  катта  аҳам иятга  эға бўлса, чекли-айирмали тенгламаларнинг 
р о л и  ҳам дискрет анализда ана ш ундайдир. Б у  параграфни чекли- 
айирмали тенглам аларга бағиш лаймиз.

Ф араз қилайлик, у (х )  ф ункц ия бирор оралиқда берилган бўл- 
е и н . А ниқлик у ч у н  бу оралиқ 0 < з с < ;  оо ярим ўқдан иборат бўл- 
•син. Бирор ку>  0 қадамли х \ -  кк  тўрни олиб, у(х)  нинг чекли 
-айирмаларини тузамиз:

А у(л :), А2у (х ) , . . . , Д р у (х ) .
У ш бу

Ғ (х ,  у(х) , Ау(х),  . . . , Др у(х)) — 0 . (1 1 .1 )

-кўринишдаги тетглам а р -тартибли  чекли- айирмали тенглама дейи- 
л ади .
. Б у  ерда у (х )  изланаётган  ф ункция бўлиб, Ғ (х , у 0, , у р)
ў з  аргум ентлари (х, у 0, . . .  , у р) нинг ўзгариш  соҳасида аниқлан- 
ган  ф ункц ияди р .

А гар  ч ек л и  айирмаларни ф ункциянинг қийматлари орқали ифо- 
д а л а с а к , ( 1 1 . 1 ) тенглам а қуйидаги  кўриниш га эга  бўлади:

Ф(х, у (х ) ,  у ( х  +  к), . . . , у ( х  +  рк)) =  0 (11 .2)

Э нди  х  нинг х  — пк  (п —  0 , 1 , 2 , . . .) кўриниш даги қийматлари- 
ни олиб, у(кк) — у к деб белгилаб олсак, ( 1 1 .2 ) тенглама

<?(«, Уя. Уп+г, д . • . , Уп+р) =  0  (п = 0 ,  1, 2 , . . .) (11 .3 )

«ўриниш га эга  бўлади. .
Б и з (1 1 .3 )  кўриниш даги тенглам анинг эн г содда кўриниш ини, 

я ъ н и  уи ларга нисбатан чизиқли бўлган

Ц у )  =  а 0(п)уп+р +  а 1(л )у п_ р+1 +  . . . +  ар(п)уп =  / (п )  (11 .4 )

тенглам ани  қараймиз. Б у  тенглама р -т а р т и б л и ч а з и ц л и -а й и р м а -  
л а  тенглам а дейилади. Б у  ерда а,- (п) коэффиц-иёнтлар ва / ( п ) 
о з о д  ҳад  п  (б утун  сонлар)нинг ихтиёрий ф ункциялари. О зод  ҳади 
н ол га  тенг бўлган  А ( г ) = 0 тенглам а бир ж и н с л и  дейилади. А гар 

< 1  ларга конкрет қийматлар бериб,

х  =  х(п, Сх, С2, . . . , сп)
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ф орм уладан  қаралаётган  тенглам анинг барча ечимларини топиш  
м ум кин б ўлса , бундай формула у м у м и й  еяим  дейилади. А гар V 
ва у  бир ж инсли  бўлмаган Ц ъ )  =  Н тенглам анинг хусусий  ва ум у- 
мий ечими бўлса, у ҳолда г  =  у  — V бир ж инсли  тенглама- 
нинг ечими бўлади: Ц у — V) — Ц у )  —  Цю) — Н —  Н =  0. Ш ундай 
қилиб, бир ж и нсли  бўлмаган- тенглам анинг . умумий ечими бир 
ж и н сли  тенглам анинг умумий ечими билан бир ж инсли бўлм аган  
тен глам ан и н г хусусий ечим ининг йиғиндйсига тенг: у  =  г  +  г>. 
А гар  барчаси  бирданига н ол га  тенг б ў л м а га н  с г , с 2, , с т лар
м а в ж у д  б ў л и б , '

- с + б )  +  с 2м(2) _|_ # # с ти<.т) =  о (11 .5)

ўринли  б ў л с а , .у  ҳолда бир ж инсли  тенглам а Ь(и) =  0 нинг « (1>, 
м<2>, . . . , и (-т'> ечимлари аргум ентнинг қаралаётган  соҳасида чизиқ- 
ли боғланган  дейилади. А кс  ҳо л д а , яъ н и  (11 .5) ф ақат  с, =  0 
( г = 1 , т) да баж арилса, бу  ечим лар чизиқли эркли  дейилади. 
А гар  2+  бир ж и нсли  тенглам а И(г) =  0 нинг ечими б ўлса , у ҳол- 
д а  уларнин г ч изиқли  ком бинацияси ^  с 1г{1) ҲаМ ®у тенгламанинг

ечим и бўлади , ч у н к и

4 2, I

Қ улайлик у ч у н  (11 .4) тенглам ани / г >  0 қийматлар у ч у н  қарайм из.
Т е о р е м а . Фараз қилайлик, барча / г > 0  уч ун  ай(п)=/= 0 бўли б , 

а,1 (п) лар чегараланган  бўлсин . У ҳолда Н(г) =  0 бир ж инсли  
тенглам анинг умумий ечими .

■г=‘ 2 + г(() ( 1 1 .6 )
, - г=1

б ў л и б , г (1), . . . , г (р) ф ункц иялар  Ц г )  =  0 нинг. чизиқли  эркли 
ечимларидир.

Исбот. (11.4) тенглам ани қуйидаги  (/(п)  =  0 б ўлганда)

г »+* =  - 2 - т т - гл+ | (11-7)^ М п )

кўриниш да ёзи б  олам из. А гар  г0, г и . . .  , гр-\ берилган  б ўлса ,
(11 .4) дан кетм а-кет  г р, г р+\, . . . ларни топиб оламиз. Д ем ак , 
ихтиёрий г 0, г и  . . .  , г р- \  у ч у н  Ц г )  =  0 тенглам а ечим га эга . 
Б у  ечим  яго н а , ч у н к и  ҳар қандай ечим нинг қиймати (11 .7 ) тен г- 
ламани қаноатлантиради , бу  тенглам адан эса г р , г р+\ , . . .  
ларнинг қийматлари ягона равиш да аниқланади.

Э нди г/> орқали Ц г )  =  0 тенглам анинг г .Ц  — Ц (I, У =  1, 
2 , . . . , р) ш артларни қан оатлантирувчи  ечимларини белгилай- 
ли к .

^ <о) =  2 ^ (2(О)==0-
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Б у  ечимлар чизиқли  эркли  системани таш к и л  этади . Ҳ ақи қатан  
қам , '

0  ' (П .8 )
1=1

б ў л с а , у  ҳолда }  =  1, 2 , . . . , р  у ч у н

0 - 2 ^ " ,  - 2 М - о  '
г= 1  1=1

Д ем ак , (1 1 .8 ) тен гли к  ф ақат  =  0  ( /  =  1 , /;)  б ў лган д аги н а  ба- 
ж арилади  ва  ш унинг у ч у н  ҳам  г (1), . . . .  ф ункциялар  чизиқли  
эрклидир.

Э нди £ ( г )  =  0  нинг ихтиёрий ечимини (11 .6 ) кўриниш да ёзиш  
м ум кинлигини кўрсатам из. Ф араз қилайлик, у п Ц г )  =  0  нинг бирор 
ечим и бўлси н . У ҳолда

Уп=  2  г1~'
1=1

ф у н к ц и я  б у  тенглам анинг г 0, г и  , г р - 1  дастлабки  ш артларини 
қаноатлантирадиган  ечим и б ў лад и . Ц г )  тенглам а ечимининг ягона- 
лигидан

1=1

келиб  чиқади . Т еорем а исбот б ўлди .
Э нди ўзгарм ас коэф ф ициент ли чизицли-айирм али т енг- 

лам ани
р

Ц у )  =  2  а ‘у п+1=  а Р ф 0
1=0

в а  ун га  м ос кел у в ч и  бир жинсли

Ц г )  =  2 а 1г п+1  =  °  ( 11Л ° )
1=0

тенглам ани қараймиз. О хи р ги  тенглам анинг хусусий  ечимини X* 
кўри ниш да излайм из, у  ҳолда

( У а Ц - к - О .
'  1=0 '

Д ем ак , характ ерист ик т енглам а  д еб  аталувчи

^  =  0
1=0

тенглам ан инг ҳ ар  бир X ечим ига ( 1 1 . 1 0 ) тенглам анинг X" хусусий  
ечим и мос келади.
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А гар  характеристик тенглам анинг барча илдизлари туб  б ў л с а , 
у  ҳолда р  т а  ҳар  хил ечи м га эга  бўлам из. Х арактеристик тен гла- 
м анинг ҳар  бир к каррали илдизига ( 1 1 . 1 0 ) тенглам анинг к  та  
ҳар  хил

X", С ^ ~ 1, . . . .  ( Ц . Ц )

ечим лари тў ғр и  келиш ини кўрсатам из. Б ун и  каррали илдизлар ҳа- 
қиқий б ў лган  ҳол  у ч у н  қараш  билан  кифояланам из, чунки айтил- 
ган  гап лар  ком плекс б ў л га н  ҳол  у ч у н  ҳам  ўринлидир. Х аракте- 
ристик к ў п ҳ ад н и  кў п ай ту в ч и лар га  аж ратам из:

2  а ^  =  а П (* —У-
1=0 1=1

Ҳ ақиқий е >  0 , е - >  0 параметрни олиб, қуйидаги  икки ш артни 
қан оатлантирувчи  Х*е ни оламиз:
1 ) б ар ч а  г =  1 , 2 ..............к у ч у н  лар ҳ ар  хил;
2) б ар ч а  I <  к  у ч у н  НтХ,-, =  )ч .

6-+-0
Б у  илдизларга мос келадиган  характеристик тенглам ани тузам и з:

0  =  ар П (X — Х&) =  ^  а и 11 .
1=1 1=0

К ўри н и б  тур и б д и к и , \ т а и ~ а { . Б у  характеристик тенглам ага

^ а и г п+1 — 0  ( П . 1 2 )
1=0

айирмали тенглам а мос келади. Э нди фараз қилайлик, е > 0  уч ун  
( 1 1 . 1 2 ) тенглам анинг ш ундай г гп ечимини к ўрсата  олайликки, 
ихтиёрий / г ! > 0  у ч у н

М т гт  =  г п

лим ит м ав ж у д  б ў лси н . А гар  Н т  аи =  аи ни ҳисобга олиб, (11 .12)
£->0

тен глам ад а  лим итга ў т с а к , у  ҳ о л д а  г п лимитдаги ф ункция ( 1 1 . 1 0 ) 
тенглам ан и н г ечими эканлигини  кўрам из. Ш ундай  г гп кетма- 
к етл и к лар н и  қурам изки , улар  ( 1 1 . 1 0 ) тенглам анинг каррали илдизи- 
га м ос келадиган  хусусий  ечимига яқинлаш син . Б ундай қуриш ни 
ам алга ош ириш  у ч у н  б ў ли н ган  айирмалардан фойдаланамиз. А в в ал  
илдиз икки каррали б ў л га н  ҳолни  кўрам из, бунинг уч ун  ср(Х ) =  ХЧ 
д еб  б ел ги л аб ,

К  ~“  ф (Х ц; Х2£) == -г г
л 2е —  л 1е

биринчи тартибли б ўли нган  айирмани оламиз. Кўриниб ту р и б д и к и ,
б у  ф ункция (11 .10) тенглам ан и  қаноатлантиради. Э нди Н т Х и = .

£->0
^ Н т Х ^ ^ Х ^  ни ҳ и со б га  олиб , лим итга ўтамиз:

П т  22 е,л =  П т(Х ^-1 +  Х»-2Х +  . . .  +  X»-») =  пХп~К 
£-►0 £->0
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Ш ундай  қи л и б , б и з  икки каррали илдизга мос келадиган  яна бир 
ечим га эга  б ўлд и к . Э нди нинг карралиги иккидан катта 

б ў л га н  ҳолни  кўри б  чиқам из. Б ун инг у ч у н  5- бобдаги  бўлинган  
айирмалар н азар и яси га  оид иккита формуладан фойдаланамиз:

ф ( * 1 ; • ■> ■ ; * « ) =  V  ? + /)
■= Л(х] — х{) 
1 1+1

(П.13)

ва

ф ( + ;  • • • ;  х д)
(р(?-

( 7 - 1 ) !  ’
(11 .14)

б у  ерда
ш ш ^ , ,  . . . » Хд) ^  1 ш а х ( ^ ,  . . . , УСд).

И хтиёрий 1 < ? < &  уч ун  г ч, , п орқаЛи ф(>.) =  Х« нинг ?  тартиб- 
ли бўлинган  айирмасини белгилаймиз, (11 . 13) га кўра:

2дг, п — ф ( \ е;
П (* ,.-х/.)1Ф1

с . X" ./е /г
. /=1

Кўриниб турибдики, п ( 1 1 . 1 2 ) тенглам ани қаноатлантиради. 
С ўнгра, (11 .14 ) дан фойдаланиб, г дг, п ни қуйидагича ёзиш имиз 
мумкин:

ПЯ-1 \п-Я+ 1 у-'п 6 •
Б у  ерда т 1п(Х,„ . . . .  \ дг) <  Аз <  ш ах (А,е..............
е - > 0  ҳолда лимитга ўтиб, ,

Н т 2 ?е>„ =  г п =  С ^ ^ - 9 + 1
е-1-0 п I

А?е) бўлгани учун

ни ҳосил қиламиз. Ш ундай қилиб, к  каррали характеристик и л д и з- 
га к та ҳар хил ( 1 1 . 1 1 ) ф ункциялар  мос келиш ини кў р сатд и к . 
Э нди фараз қилайлик,

«о+  « ! > • + . . .  + « рАРг==0 (11.15)
характеристик тенглама т  та, карраликлари мос равиш да к г, кг,
. . . , кт ларга тенг б ўлган  ҳар хил X,, X,.............. \ т илдизларга
эга  бўлсин. Б у  илдизларга (11 .10) тенглам анинг қуйидаги  х у су си н  
ечимлари тўгри келади: .

\п С 1\ п~ 1 С 2>«-2 
Л 1> ° п . 1  ’ Ь л л 1 >
1 п Л>1 \п — 1 П 2 \п - 2 
Л2> Ь п Л2 • ° « Л2 >

\ п , С П д-1, С2 \ п~2,т '  п т  9 п т  *

п 1 >
С ф -1 А«-*.+1,

р к т - \ \п - к т +^
т

(1 1 .1 6 )

Бу ерда к х +  к 3 +  . . .  - \ . к т =  р  бўлгани учун (11.15) нинг ечим- 
лари сони р  га тенг.
366

www.ziyouz.com kutubxonasi



А гар г@\ . . . .  г (с} ўзаро  чи зи қ ли .эрк ли  бўлиб, Ц г)  =  0  
н и н г  ҳар  қандай ечимини уларнинг чизиқли ком бинанияси ш акли- 
да иф одалаш  мумкин бўлса, у ҳолда бир ж инсли тенглам анинг 
г<|), г (2)..............г (Р] ечими ф у н д а м е н т а л  сист ема  таш кил этади

деиилади.
2 -  т е о р е м а .  (11 .15) характеристик тенглам анинг илдизларига 

мос келадиган  (11 .16) ечимлар ф ундам ентал систем ани таш кил 
этади.

И с б о т . (11 .16) ф ункциялар  системасини гЦ\ г<п2\  . . . , г ^  ор- 
қали  б елги лаб  олиб, уларнинг дастлабки  қийматларидан ту зи л ган  
қуй идаги  детерм инантни  қараймиз:

ЧГР=  \Рр(г £ \  , г\Р\ =

^О) у(2) • 4 Р)
г}2) . . . гр>

г т  г (2 )
1 *Р -1 • •

А гар  (1 1 .1 5 ) характеристик тенглам анинг барча илдизлари туб* 
бўлса, у  ҳолда уларга мос к е л у в ч и  (11 .16 ) система Х«, X", ... . , 
бўлиб, №  (X", . . . , >.") В андерм онд детерм инанти бўлади ва шу- 
нинг у ч у н  ҳам ' У^ДХ", . . . , X") +  0 - Умумий ҳолда ҳам 
эканини кўрсатиш  мумкин. Б у  принцип ж и ҳатд ан  қийин эмас, ле- 
кин катта ҳисоблаш ларни баж ариш га тўғри келади. Б и з бунга. 
гўхтали б  ўтирмаймиз. Э нди №р ¥=0 деб ҳисоблаб , г £ \  . . . г%> 
нинг фундаментал система эканини кўрсатам из. А кси нча, я ъ н и  б у  
системани чизиқли боғланган  деб фараз қилайлик. 'У ҳ о л д а  б ар ч а- 
си бир вақтда нол.га тенг бўлм аган ш ундай си  . . . , ср топила- 
дики,

1=0

барча п  лар, хусусий ҳолда п =  0 , 1 , . . . , р — 1 у ч у н  ўринлш 
бўлади. Л еки н  УРр ф  0 ш артда система

+  с2г ^  +  . . . +  срг(Р~> =  0 , ’

с\^\ +  с2г \Ю +  • • • +  срг(\р) =  0,

С\г р-1 +  С2г(р -\  +  • • • +  СА Р1 \  =  0
ф ақат сх — с 2 =  . . . =  ср =  0 тривиал ечим га эга  бўлади. Ш ун дай  
қилиб, г 0 \  . . . .  г ^  система чизиқли  эркли экан . Э нди ( 1 1 . 1 0> 
системанинг ҳар бир ечими б у  систем анинг чизиқли  комбцнаиияси* 
эканини кўрсатам из. Ҳ ақиқатан ҳам,

СА [) +  С2г(0} +  • • • +  СЛ Р) =  г 0 » '

С\г Т -\ +  С**Р-1 +  • • • +  7 м = г р-Ц
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система ихтиёрий г 0, , г р-\  учун ечимга эга. Демак, ихти-
■ёрий ечим г л учун шундай си . . . , ср ларни кўрсатиш мумкинки, 
бир жинсли тенгламанинг ечими

р

1=1

п  —  0 , 1 ..............р  —  1 у ч у н  г п билан устма-уст туш ади . Айирмали
тен гл ам ан и н г  г 0, г х, . . .  , г р- \  дастлабки  ш артларни каноатланти- 
радиган ечим ининг ягоналигидан барча п  лар уч ун  г п =  и.п лиги  
келиб  ч и қад и . Теорем а исботланди.

3 - т е о р е м а .  К арралилиги к га  тен г  б ўлган  X, илдизга мос ке - 
л у в ч и  ( 1 1 . 1 0 ) тенглам анинг хусуси й  ечим ларидан тузи лган

^ А р - П п - ч+\ (И Л 7 )

9= 1

чизиқли  ком бинацияларнинг тўплам и ихтиёрий {к — 1 )- Даражали 
к ў п қ ад л ар  Рк_ х(п) уч ун

Рк- \ ( Ф ?  (11 .18)

'ф ун кц и ялар  тўплами билан устма-уст туш ади.
И с б о т . Ҳ ар бир ф у н кц и я  п  га  нисбатан - 1

д араж али  к ў п ҳ а д  бўлгани уч ун  (11 .17) кўриниш даги ҳар бир ф унк- 
цияни (11 .18 ) кўриниш да ёзиш  мумкин. И ккин чи  томондан, Рк-\(п)  
ихтиёрий ( к — 1 )- дараж али к ў п ҳ а д  бўлсин. И хтиёрий к ту гу н  
у ч у н  (к—  1 )- дараж али ҳар бир Ри-\  (« ) к ў п ҳ ад  ўзи  у ч у н  интер- 
поляцион  к ў п ҳ а д  бўлади. Ш унинг у ч у н  ҳам Н ью то н  интерполя- 
дион формуласида .

А «(*) = = / ( + ) + / ( + ;  х 2) (X —  ЛГх) +  . . . +
+ / ( * 1 ; • • • ;  х п) ( х — х х) . . .  ( х — х п-\)

п  =  к, Ьп =  Ри-\, / — Рк - 1  д еб  олиш  мумкин. Б ун дан  ташқари, 
дсу==у —  1 в а  х  =  п  д еб  олсак , у  ҳолда ..

Р к-\(п) = В 0 +  В хп  +  В 2п(п—  1) В к -\п (п —  1 ) . .  . ( п - к - \ - 2)

га  эга  бўлам из, б у  ерда В^ =  Рк_\(0; . . . ; у). Б у  тенгликни  қуйи- 
д аги ча  ёзи б  олиш мумкин:

Л - . м  -  2  л  с г ‘ Ч - ‘ . \  =  ч ч -  ч 11? - 1-

Д е м ак , (1 1 .1 8 )  кўриниш даги ҳар  бир ф ункцияни  (11 .17) кўриниш - 
д а  ёзиш  м ум кин. Теорема исбот бўлди .

Ш ун дай  қилиб, (11 .16) ф ундам ентал система ўрнига уш бу  
2(1) яв Хп 2(2) =  п \п г(**) =  /7'Г — 1 /Д 2 ( 1̂+!) == X? . .

V  а  \ , * Ап 4 1> А П * 1 + ! » ‘ *

■фундаментал систем ани олиш  м ум кин.
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1 -  м и со л . Қуйидаги

гп + 1 +  4гп — 5гп- 1 =  0

бир жинсли чизиқли-айирмали тенгламанинг умумий ечими топилсий.
Е ч и ш. Бу тенгламанинг характеристик кўпҳади

Х2 +  4Х— 5 =  0
бўлиб, унинг илдизлари Хх == 1 ва Х2 =  —5 бўлгани учун умумий ечим

*п =  С1 +  (— 1)яс25".
бўлади.

2- м и со  л. Ноль ва бирдан бошланиб, ҳар бир кейингиси иккита олдч.ч- 
гиларининг йиғиндисига тенг бўлган Фибоначчи соиларини қарайлик: 0, 1, 1, 
2, 3, 5, 8, 13, 21, . . . Умумий ҳадининг кўриниши топилсин.

Е ч и ш. Масала шартига кўра

гп+ 2 =  гп+\ +  гп
чекли-айирмали тенгламани г0 =  0, гг =  1 дастлабки шартларни каноатлан- 
тирувчи ечими топилиши керак. Характеристик тенглама

Х2 _  X — 1 =  0

, 1 +  / 5  , 1 - / 5нинг илдизлари Хх =  ----- ------ , Х2 = ------ ------ бўлгани учун умумий ечим

2 1 ‘ \ 2 
бўлади. Ўзгармас с х ва с 2 дастлабки шарт, яъни

С1 +  с2 — 0, (с! +  с2) +  / 5  («! —с 2) =  2 
тенгламадан топилади:

С1 '
1

демак,

*Я - / Г

‘ / Т  ’

+  / Г

С2 '
1

/  5

1

7 г
1 — / 5

2 1 -/ 5 V 2
3- м и с о л. Ушбу

г а + 4  +  2 г п + 3  +  3+ г + 2  +  2гп+ 1 +  гп =  0

тенгламанинг г0 = гг — г3 =  0, г2 =  —1 дастлабки шартларни қаноатланти- 
рувчи ечими топилсин.

Е ч и ш. Характеристик тенгламани
XI +  2X3 +  3X2 +  2Х +  1 =  0 .

(X2 +  X +  I)2 =  0 каби ёзиб олиб, унинг
2тй 2кЬ

=  Х2 =   ̂ , А3 — =  е .
илдизларини топамиз. Умумий ечим эса:

2тп 2тип . •
3 2

%п — (С1 +  с2п)с +  (с3 +  с4и)е . =
, , , 2тш , 2ъп

— (А +  А2п)сов — Ь (Л3 +  Д и)51п — ,

бу ерда Аь А2, Л3, Л4 янги ихтиёрий ўзгармаслар.
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Бу ўзгармасларни топиш учун дастлабки шартлардан фойдаланиб, қуйи- 
даги тенгламаларни тузамиз: 1

' г0 =  Аг — 0,
2тс 2л

г 1  — (А\ +  + 2)С05 +  (А3 +  Л4)$1п

г 3 ~  +1 +  3+2 =  0,

0,

4тс
^2 =  (+1 +  2+2)С05 Г |- (+3 +  2+4)з1п

4я • “  —1.

Бундан эса

+1 — +2 — 0, +3 =  —+4
1

Шундай қилиб,
2(и — 1)

' п  ~  / т
$1п

Члп
3

2
/ Ғ  *

12- §. АНИҚМАС ИНТЕГРАЛЛАРНИ ҲИСОБЛАШ*

1 . М а с а л а н и н г  қ ў й и л и ш и . А гар / ( х )  ф ункц ия [л:0, X] ора- 
лиқда у злукси з бўлса, у  ҳолда бош ланғич  ф ункц ияни  қуй ид аги ча  
тасвирлаш  мумкин:

х
У{х) =  Уо +  |  / ( * № ,  х £ ( х 0,Х}. (1 2 .1 )

■ *0 ■

Д ем ак , бош лангич ф ункцияни  топиш
лг
I  А №

матларини топиш  билан тен г кучлидир. ° 
В ольтерра интеграл тенглам аси

интегралнинг қий-

да уш бу

/ ( х )  =  ф (х) +- |  К (х ,  1)/(1)(И
а

у (х )  = |  К(Х, 0/(0 еи (12 .2)
• • а

и н теграл  билан иш кўриш га тўғри  келади. Б и з ф ақат бош лангич 
ф ункц ияни  ҳисоблаш  бйлан ш уғулланам из. И нтегралнинг юқори 
чегараси  ў зга р у в ч и  бўлгани  ва у (х )  нинг кўп нуқталардаги қий- 
м атларини топиш га эҳ т и ё ж  тугилиш и туф айли аниқмас интеграл- 
л арн и  ҳ и соб лаш  масаласи ўзига х ос  бўлиб, улар уч ун  м ахсус ме- 
тодлар  яратиш га тўгри келади.

Ф араз қилайлик, (12 .1) интегралнинг қийматини аргум ентнинг 
х  =  х 0, х и  х 2, . . . қийматлари у ч у н  ҳисоблаш  талаб қилинсин. 
А й тай ли к , у 0, у 1г . . . , у п топилган  бўлиб, у п+\ ни топиш  керак 
бўлсин. Б ун и н г  у ч у н  у (х )  нинг аввал топилган  м авж уд у* (к <  п) 
қийм атларидан фойдаланиш  мумкин. Б и з  аввал / ( х )  формула ёрда-

* Мазкур параграфни ёзишда [23] дан фойдаланилди,
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м ида (я ъ н и  унинг исталган қийматини топиш  мумкин бўлган) аниқ- 
ланган  ҳолни  караймиз. П араграф  охирида эса / ( х )  ж ад вал  билан 
берилган долни кўриб ўтам и з. К ўпинча / ( х ) нинг қийматини ке- 
ракли  я; нуқталарда ҳисоблаб, у п+\ ни исталган  аниқликда топиш 
мумкин бўлади. Б у  ерда у(х)  нинг кўп  қийматларини топиш  лозим 
бўлгани уч ун  /  нинг ҳар бир қийматидан у  (х ) нинг бир неча қий- 
матларини топиш да фойдаланиш  мумкин. Б ун и  қуйидаги мисолда 
кўриш  мумкин: у п+\ ни ҳисоблаш да

■ Уп+ \ - У п + \ П+Х / т  (1 2 .3 )
ХП ,

тенгликдан  фойдалакиш  мумкин. Ў н г томондаги интегрални ҳисоб- 
лаш да ан и қ  интеграл уч ун  қурилган  формулаларнинг бирортасидан 
фойдаланиш  мумкин. Л екин  бу усул  қуйидаги кўриниб турган  
Н уқсонга зга : /  нинг кийматлари, агар улар [хп, х п+\] нинг четки 
нуқталарига мос келм аса, ф ақат у п+\ ни ҳисоблаш да фойдаЛаниб, 
аввалги  у  п, у п- и  . • . ва кейинги у п+2 , У«+з, . • . ларни ҳисоблаш - 
да қатнаш майди.

К елгусида /  нинг қийматларини ҳисоблаш нинг бир неча қадам- 
ларида иш латиш га имкон берадиган усуллар ҳақида сўз юритилади.

А ниқм ас интегрални "топишда ф ойдаланиладиган интеграллаш  
қоидаси м уваффақиятсиз танланган  бўлса, ҳисоблаш  хатолари йиғи- 
либ бир неча қадам дан кейин кераклисидан катта  бўлиб кетиш и 
м ум кин. Х удди  ш у ҳолни мисолда кўрайлик. Ф араз қилайлик, 
Уп+\ ни ҳисоблаш  у ч у н  олдинги у п—\ ва у п қийматлар ҳам да ҳ о -  
силанинг икки та  у'п_ х= ў п_\ ва У'„==■/„_ қийматлари асосида интер- 
п оляц и яд ан  фойдаланайлик. Б у  ерда иккита икки каррали тугун - 
ларга эга  бўлганимиз у ч у н  Эрмит формуласидан фойдаланиш имиз 
мумкин ва қолдиқ  ҳадни  таш лаб қуйидаги  интеграллаш  қоидасига 
э га  бўламиз:

Ул+ 1  =  — 4у п +  5у„_! +  Л (4 /„  +  2/ 1- 1). (12 .4)

Б у  тен гли к  барча уч и н ч и  тартибли кўп ҳадлар  у ч у н  аниқдир. Б у  
форм ула бир марта қўллаш да яхш и  натиж а беради, лекин кўп  мар- 
та қўллаш  у ч у н  эса хато  тез ортиб бориши сабабли яроқсиздир.

Ф араз қилайлик, /  нинг барча қийматлари ва у „_1 аниқ ҳисоб- 
ланган  бўлиб, у„  ни ҳисоблаш да е хатога (масалан, яхлитлаш  ҳи- 
собидан) йўл қўйилган бўлсин. Биринчи бобда у п+ 1 =  — 4у „  +  5у„_! 
ҳисоблаш  ж араён и  у ч у н  кўрганим издек, бу  хато  у „ + 1, у „+ 2, у„+з, 
. . . ларни топиш да уларга мос равишда — 4е, 21 е, — 104е, . . . каби 
ўса бориб нотурғунлик ю з беради. Кейинги п ун ктда  у п+и ни то-

пиш да бу  хато  —3—— — е қ о н у н и я т  билан ўсиш ини кўрам из. Бун- 
6

д ан  (1 2 .4 ) ф ормуланинг ҳисоблаш  у ч у н  яроқсизлиги  м аълум  бўла- 
ди. У нинг ўрнига, (12 .3 ) интегрални трапеция формуласи билан 
ҳисобласак ,

Уп+ 1  =  Уд +  ~  ( / „ + / « + ! )
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ф орм улага эга  бўлам из. Б у  ф орм уланинг алгебраик аниқлик дара- 
ж аси  бирга тен г бўлса ҳам , кўп  марталаб қўллаш  уч ун  қулайдир, 
ч у н к и  хато  ж ам ланм айди. Кўп марталаб қўлланиладиган қоидалар- 
нинг турғун ликларига  катта эъ ти б о р  бериш лозим. Б у  масалаларни 
кейинги п ун ктда  кўриб ўтамиз.

2. Ҳисоблаш хатоси ва яқинлашиш. Ф араз қилайлик, (12.1) 
интегралнинг қийматини к >  0  қадамли х к =  х й-{- кк  ( х 0 +  Л7г 

X  <С х 0 -ф Л7г +  к) тўрда ҳисоблаш  у ч у н
р т г

=  ( 12-5)
1=0 /= 1

ф орм ула танланган  бўлсйн. Б у  формула билан ҳисоблаш да у п+\ ни 
т о пиш учун  у п, у п-\;  . . . .  у „ _ р ва /  нинг т  =  т(п)  та £„/ (у =  
=  1, т) қийматлари м аълум  деб  қараймиз. А гар б у  формулада 
тақрибий қиймат у п+1 ўрнига аниқ қиймат у ( х п+1) ни қўй сак, тенг- 
лик баж арилм айди ва тенглик ўринли бўлиш и у ч у н  (12 .5 ) нинг 
ўнг томонига ф ормуланинг хатоси  деб аталувчи қўш им ча га ҳадни  
қўш иш  керак :

р т
У(хп+1) =  2  А№ п-')  + 2  ВпА*п,) +  'V  02 '6)

1=0 /= 1

О датда ҳисоблаш лар яхлитлаш  билан баж арилади. Ш унин г у ч у н  
ҳам  п- қадам даги яхлитлаш  хатосини — рп орқали б елгиласак , (12 .5 ) 
формула ўрнига уш бу

' р т
у,л , -  2  А < у»-,+ 2  в . / < У  -  р. <12-7>

1=0 /=1 .
ҳисоблаш  формуласига эга  бўламиз.

Б ун дан  кейинги асосий вазифамиз у к тақрибий қийматнинР

Ч =  У(х/ ) - У к
хатосини ўрганиш дан иборатдир. Б ун и н г уч ун  (12 .7) ни (12 .6 ) д ан  
айириб, хато  уч ун

‘ . + . “ 2 а <*»-1 + г" + р " (12-8)(=0
ўзгарм ас козф ф ициентли бир ж и нсли  бўлм аган чекли-айирмали 
тенглам ани ҳосил қилам из. Б и з бундаги у к (к =  0 , р)  тақрибий

кийматларнинг хатолари ек (к =  0, р) м аълум  деб қараймиз. Қ олган  
барча ч  ( к > р )  кетм а-кет равишда ( 1 2 .8 ) ф орм уладан а ниқланади. 
( 1 2 .8 ) да п =  р деб олсак, ер+1 даетлабки ек(к =  0, р) ва г р +  р 
ларнин г чизиқли  ком бинацияси сифатида топилади. Б у  натиж адан 
ф ойдаланиб ва ( 1 2 .8 ) да п = р -{- 1 деб олиб , ер+2 ни д астлабки

вк (к =  0, р)  ва г р + Р р, гр+1 -ф ор+1 ларнинг чизиқли ком бинацияси  
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орқали ифодаланади ва ҳ о к азо . Ш ундай  қилиб, (1 2 .8 )  тенглама 
ёрдамида п  > р  уч ун  е„ дастлабки хатолар гк (к <  р) ва гр +  Рр , . . .  
гп_ х +  р„_! ларнинг бир ж инсли ф ункцияси каби  иф одаланади:

*.= 2 ц ° * , + 2 0“’(г'+ ^ -  (12-9)
1=0  / = Р

Кўриниб турибдики , Г(« ф у н кц и я  ( 1 2 .8 ) тенглам ага мос

д * . ) 2  л  * . - , - < >  (12 -(0 >
1=0

бир ж и нсли  тенглам анинг гк =  Ь1к {к =  0 , р ) дастлабки  ш артларга 
мос келувчи  хусусий  ечимидир. Ҳ ақиқатан  ҳам , (12 .9 ) д а  б арч а  
у = р ,  п — 1 уч ун  г ,  +  р, =  0 деб олиб, б у  д астлабки  ш артлардан 
ф ойдалансак е„ =  Г<« келиб  чиқади. Ш унинг у ч у н  ҳам  Г ^  ф унк- 
ция гх ни нг т аъсар ёка  Г р а н  ф у н к ц а я са  дей илади . Х удди 
ш ун га  ўхш аш  0 (ў  нолли е0 =  . . . =  =  0  дастлабки  ш артни
қаноатлантирадиган

Ц + ) = “ ^  ( 1 2 . 1 1 )

тенглам анинг ечимидир. Ҳ ақиқатан  ҳам, (12 .9 ) да е0 *= е„ — 0 ,
Г/ +  Р/ =  8/ Деб олсак, еп =  0 <ў келиб чиқади. 0 <„*> ф ункц ия г х +  р, 
о зо д  ҳадн инг таъсир ф ун к ц и яси  дейилади. Э нди 0^> =  Г<р) р_{_ х
эканини кўрсатам из. Ҳ ақиқатан ҳам , (1 2 .1 1 ) тенглам а ф ақат п — 1 
бўлганда бир ж и нсли  бўлмаган ҳамда п < ^1  ва пу> 1  у ч у н  бир 
ж и нсли  тенглам а бўлиб, 0 <ў қуйидаги

Д е п) =  0  ( « > / ) ,  «г_ р+1 1 - Р + 2
=  е; = 0 , > И 1

масаланинг ечимидир. Б у  м асала ни аниқлайдиган  м асаладан 
ф ақат ш у билан фарқ қиладики, бунда п  ў қ  бўйича I — р +  1 бир- 
ли кка  сурилгандир, д ем ак , =  Г „+р_г_ 1  •

Б ун дан  фойдаланиб, е„ ни қуй ид аги ча  ёзам из:

ёки

2 Г<»., +  2 ГЙ ,- ,- ,  (+  +  е,> ( 1 2 . 1 2 )
;=о / = р

е =  £<» +  £<2) +  £<з)
/I 71 1 /1 * П 9

(12 .13)

бу ерда
п — 1

£•<1)= у  Г(1) е . ,£ ( 2) = Уп п I’ п Г(р)п+р-1-1 Р/ £< 3)? = 2 гй , - , (12-14)
1 = 0  / = Р  / = р

Кўриниб турибдики , £ >  (12 .10) бир ж инсли тенглам анинг ЕГ> =» 

=  еА(& =  0 , р ) д астлаб к и  ш артларни қан оатлантирувчи  ечими бў-
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либ, Е ^  ва Е ^  лар мос равишда Ц Е п) =  р „  ва  Ц Е п) =  г  бир 

ж и нсли  бўлмаган тенглам аларнинг нолли Ек =  0 (к =  0, р) дасг* 
лабки  ш артларни д ан о атл антирадиган ечимидир.

Э нди / г - > 0  да у п(п =  0, А )  тақрибий ечим ларнинг у ( х п) аниқ 
ечим га текис яқинлаш иш  ш артини аниқлаймиз. Б ун и н г уч ун  улар 
орасидаги масофа сифатида

Р(У. У«) =  т ах |е„| =  т а х  \у (хп) —  уа\
П П

миқдорни оламиз. ел , р„ ва г п лар ўзаро боғлиқ бўлмаганликлари 
сабабли, Н — 0 да р(у, у„) - >  0 баж арилиш и уч ун  /г — 0 да т а х 2:<*>

п ”
(й  —  1 , 2 , 3) лар нолга инш лиш лари керак.

И ш ни Е п ни ўрганиш дан бошлаймиз. А гар дастлабки  хатолар 
Ч (к <  р) абсолю т қийматлари бўйича чегараланган а. бўлса,
у қолд а (12 .14) га кўра

. ‘=0
б аҳо  келиб чиқади.

Ф араз қилайлик, (12 .5) формула ўзгарм ас у  ни аниқ интеграл- 
ласин ва /  =  0 бўлсин. У ҳолда бу формуланинг коэф ф идиентлари

^  Аь —  1 ш артни қаноатлантириш лари керак . Б у  эса вп =  1 бир
1=0
ж инсли  Ь(вп) =  0  тенглам анинг ечим и эканин и  кўрсатади. Б ун д ан  
таш қари, у  ўзгарм ас ва  / = 0  бўлгани у ч у н  р, =  г { =  0  бўлиб, 
(12 .14 ) дан

2  Г™ “  1
■ г=о

келиб чиқади. Д ем ак , ихтиёрий п  уч ун

(=0
р

п  ->- оо да нинг тартиби билан ^  (Г)))) йиғиндининг чегаралан-
1=0

ган л и ги  узвий  боғлиқдир.
Ш у м уносабат билан, қуйидаги  таъриф ни киритамиз.
Т а ъ р и ф .  А гар  ш ундай М  сони  топилсаки , |э.| <  е ( / < / > )  

бўлганда барча п  >  р  уч ун

г=о ,
тенгсизлик  баж арилса, у ҳолда (12 .5 ) ф о р м ула  даст ла бки  қ и й -  
м а т л а р н и н г  е,- (/ ^  р) ха т о ла р и га  нисбат ан т у р ғу н  дейилади.
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Э нди ту рғун ли к  критерийсини келтирамиз.
1-теорема. ( 1 2 .5 ) формула дастлабки хатолар е* (г <  р) га 

нисбатан турғун  бўлиш и уч ун  қуй идаги  ш артларнинг баж арилиш и 
зарур  ва етарлидир:

1) Хр+1 —  ^  А,Хр~* =  0
о . . . .

тенглам анинг ХА илдизлари  орасида м одули бўйича бирдан каттаси  
м авж уд эмас; .

2 ) модули бирга тен г  бўлган  илдизлар тубдир.
И с б о т . О лдинги параграфдан м аълум ки  (12 .10 ) бир ж и нсли  

ўзгарм ас коэф ф иқиентли чизиқли айирмали тенглам анинг умумий 
ечими

Хр+1 —  2  А р ~ 1 =  0

( /> +  1 )-д а р а ж а л и  алгебраик тенглам анинг илдизлари орқали аниқ- 
ланади.

Т енглам анинг илдизларини Х1( Х2( . . . , Хт  ва уларнинг карра- 
ларини к и к 2, . . . , к,п орқали белгиласак , у  ҳолда X" д /  ( /  =а

= 0 , к —  1 ; I =  1 , т)  ф ункциялар 1(&п) = 0  бир ж инсли тенглам а ечим- 
ларининг фундаментал системасини таш кил этади . Т ен глам ан и н г 
ихтиёрий ечими уларнинг чизиқли ком бинациясидан иборат бўлади.

И ккинчи  томондан, дастлабки  қийматларнинг таъсир ф ун кц и яси  
Г(̂ > ( / =  0 , р) ҳам ф ун д ам ен тал  системани таш кил этади ва бу  сис- 
тема Х"«/ ечимлардан м ахсусм ас м атрицали  чизиқли алмаш тириш  
ёрдамида ҳосил  бўлади.

р
У ш бу йиғиндининг чегараланганлиги  (I =  0 , р )

г=0 ' . '
ф ункц ияларнинг чегарал ан ган л и к лари билан в а , дем ак, барча п  
у ч у н  Х"д/(у =  0, /г. —  1; г =  1, т)  ечим ларнинг чегараланганлик- 
лари билан тенг кучлидир. Б у  эса  Х̂  лар м одуллари бўйича бирдан 
катта бўлм агандагина ёки |Х.) =  1 ҳ о л д а  эса к\ — 1 бўлгандагина 
ўринлидир. Ш у билан теорема исботланди .

Э нди Е<2] ни текш ирамиз. А гар  р барча қадам  у ч у н  рп ларнинг 
юқори чегараси бўлса, я ъ н и  |?„| <  р, у  ҳо л д а  (12 .14) га  кўра

. / = р

т а х  \Е&\ < р 2 1 Г дч-р - / - 1 1  _2]1Г /р)1 (1 2 .1 5 )
п / —р  / = р

бўлади. А гар  ря , |р„| < р  ш артни қаноатлантирувчи барча қиймат-
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ларни қаб ул  қилади деб фараз қи лсак , у  ҳолда охирги  б аҳо  аниқ 
бўлиб, п = N  ва рк =  р51§пГ<р| р_ 4_ 1 бўлганда тенгликка эришилади. 

К ўриниб турибдики, Л - > 0  да N  ч ек си з ортиб боради.
Э нди  Ц в п) =  0 бир ж инсли  тенглам анинг ечимлари бўлган  уш бу

Г $ ! -------- --  Г£>„ (12 .16)

системани қараймиз. Б у  ерда Г^р)= 1  ни ҳисобга олсак, у ҳолда 
қуй идаги  матрица

Г  0 0  . . . 0 0 1 ~
0 0  . . . 0 1 Г(Р)

А Р+1

1* р(Р )
1 Р+ 1 • *

Г (Р )
• 1 2 р —2 г $ _

Г (Р )
1 1 2р __

п =  1 , 2 , . . . , р  у ч у н  (1 2 .1 6 ) систем анинг қийматларини тасвир- 
лайди. Б у  матрицанинг детерм инанти нолдан фарқли. Ш у н и н г у ч у н  
ҳам  (12 .16 ) система ф ундам ентал  систем а бўлиб, у  Г<о>, П 1), . . . .  
Г{,р) ва демак, \ п(п'  ечимлардан м ахсусм ас чизиқли алмаштириш 
ёрдамида ҳосил бўлади. Уларнинг ч егараланганлиги  Г<ў(г' < Р )  ва 

Х̂  п' (У= 0 , к {— 1 ; 1 =  0, т)  ф ункцияларнинг ч егар ал ан ган л и ги  
билан тенг кучлидир.

Т  а ъ  р и ф. А гар  к  га  боғлиқ бўлм аган  ш ундай М х сони м авж уд  
бўлиб, барча А}~>р уч ун

В Д  <  М хМр  (я =  Р, А/— 1)

тен гси зли к  баж арилса, у ҳолда (12.5) ҳисоб лаш  формуласи ря ях - 
литлаш  хатоларига нисбатан ту р ғу н  дейилади.

2 - т е о р е м а .  (1 2 .5 ) ҳисоблаш  ф ормуласининг рл яхлитлаш  хато- 
ларига нисбатан турғун  бўлиши у ч у н  қуйидаги ш артларнинг баж а- 
рилиш и етарлидир:

р

1 ) УН- 1 —  ^  А { кР~‘ — 0 тенглам а м одули б ўй и ч а бирдан катта
1=0

илдизга эга  эмас ва
2 ) модули бирга тенг бўлган  илдизлар тубдир.
И с б о т . Ҳ ақиқатан ҳам , теорема ш артлари баж арилганда X" п<

( / =  0 , к {— 1 ; г = 1 , т)  ечимлар, улар билан биргаликда эса  Г<о 
(г <  Р) таъсир ф ункциялари чегараланган  бўлади, хусусий  ҳолда 
|Г<И| <  М {. Б у н дан  ва (12.15) тенгсизликдан  теорема тасдиғи  келиб 
ч иқади.

Ш ундай қилиб, у с {I <  р)  д астлабк и  қийматларни аниқроқ ҳи- 
соблаш  ва рл яхлитлаш  хатоларини камайтириш йўли билан /г - >  0 
бўлганда доимо

ш ах  \ Е ^ \ - + 0  ( к =  1 , 2 )
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бўлиш ига эриш иш  мумкин. Б у н д ан  биз қуйидагини айтиш имиз 
мумкин: а га р  А - > 0  да т а х  |£ (;!)| - >  0 бўлса, у ҳолда (12 .5 ) фор-

П
мула ш убҳаси з текис яқинлаш увчи ҳисоблаш  ж араёни га йўл қўяди.

Ф араз қилайлик, г  =  г{к) барча п {р <  п  <  IV —  1) у ч у н  хато  
абсолю т қийм атининг ю қори чегараси бўлсин: | г„ | <  г. У ҳолда

к * к г 2 1 г а » - / - . |  =  г  2 |1¥ ’|
1—р к—р

ва

ш ах У | Г ( р )1. (12 .17)
" к=Р

Б ун дан  қуйидагига эга  бўламиз.
3 -  теорема. А гар к - * - 0  бўлганда

гф )  2
к=р

бўлса, у  ҳолда (12 .5 ) формула текис яқинлаш увчи ҳисоблаш  ж ара- 
ёнига йўл қўяди.

р
4 -  тёорема. А гар ХР+ 1 —  А { Ър~1 — 0 тенглам анинг м одули

г = 0 .

бўйича бирдан катта илдизи м авж уд бўлм аса ва м одули бирга тенг 
бўлган  илдизи туб бўлса, у ҳ о л д а  к ->  0 бўлганда

Г{/1) ; 0 
к

бўлса, ( 1 2 .5 ) формула текис яқинлаш увчи ҳисоблаш  ж араёнига йўл 
Кўяди.

И с б о т . Б и з ю қорида кўрганим издек, теорема ш артлари баж арил- 
г а н д а , ш ундай М х сони топиладики , барча к ^ р  учун

|Г(р>| <  М х

б ў лад и . Б у н д ан  ва (12 .17) дан қуйидаги баҳога эга  бўламиз: 

т а х |£ '( 3)| <  М А{М —  р)г  <  <  М х (X  —  х 0).
п &

Б у н д ан  эса теорема тасдиғи келиб  чиқади.
_________ р

5- теорема. А гар А . >  0 {I =  0, р)  ва ^  А   ̂ бўлса, у ҳол-
1 = 0

д а  (1 2 .5 ) формула дастлабки хатоларга нисбатан турғун  бўлади. 
И с б о т . (12 .5) ф ормулага мос келувчи  бир ж инсли

(=0
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тенглам ани қараймиз. Б у  ердан

|У»+11 <  2  А 1 \У п -1 \< т ^  N  2  А- =  т а ьх К \п-р<к<п п—р<к<п1=0 1=0

Б у  баҳони бир неча марта қўллаш  билан барча п  лар у ч у н  |у я| <  
< т а х  | у * |  тенгсизликнин г ўринли эканлигини кўрам из. Б ош қача

0<&<р
айтганда, бир ж и нсли  тенглам а ечим ининг барча қийматлари у 0, 
у  1 , . . .  , у р дастлабки  қийм атларнинг модули бўйича эн г каттаси- 
д ан  ортмайди. Б у н д ан  кўринадики, дастлабки қийм атларнинг барча 
таъсир  ф ун кц и ялари  модуллари бўйича бирдан ортмайди:

|Г(0|<1 (г=»077; й =  0, 1, 2, . . .).
Б у н д ан  эса, юқорида кўрганим издек,

хР+ 1 _ 2  =  0
г=о

тенглам ан инг илдизлари орасида м одуллари бўйича бирдан каттаси  
м авж у д  эмаслиги ва модуллари бўйича бирга тенгларининг туб 
эканликлари  келиб чиқади . Б у  ердан зса  теорема тасдиғи 1- теоре- 
м адан келиб  чиқади.

Энди (12 .4 ) формулани текш ирам из. У нга мос келувч и  у „+ 1  =  
~  — 4 у я +  б у ^  бир ж инсли  тенглам ани  олайлик. Б ун и н г харак- 
теристик тенглам аси л2 -ф 4/. — 5 =  0 бўлиб, илдизлари =  — 5,

=* 1 • Д ем ак ,

^ л + 1  ~  4“ ° ^ п - 1

тенглам ан инг Е 0 =  е 0 ва Е х =  е, дастлабки ш артларни қаноатлан- 
тирувчи ечими

- /̂г =  ~  (®1 +  5г0) +  Ц р -  (ео —  е1)5 " о 0
бўлади. А гар е 0 —  е ,  =+ 0 бўлса, у ҳолда  п  нинг ўсиш и билан Еп 
ж у д а  тез ўсади . Б ун дан  эса 2- теорем ага кўра (12.4) формуланинг 
дастлабки хатога  нисбатан тур ғу н  эмаслиги келиб чиқади. Б у  фор- 
муланинг я х л и тл аш  хатосига нисбатан ҳам  турғун  бўлмаслигига 
иш онч ҳосил қилиш  қийин эмас.

А кси нч а,

Уп + \ =  Уп +  \  ( /»  +  Л + 1)

ф орм ула 5- теоремага кўра дастлабки х атога  нисбатан турғун  ҳи- 
соблаш  жараёнини беради. .

3. Жадвал кўринишида берилган функцияларни интеграл- 
л а ш .  Ф араз қилайлик, \ х 0, X] оралиқнинг тенг узоқликда ж ойлаш - 
ган

х п =* х о +  п К п  =  0» А^; х 0 +  А№ ^ . Х < х 0 +  Ш  +  Н)
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нуқталарида / ( х )  нинг қийматлари берилган  бўлиб, ш у қийматлар 
бўйича

.У{х)  =  У0 +  т л ь

ни ўш а тенг узоқликда ж о й л аш ган  х п =  х 0 +  пк  нуқталарда ҳи* 
соблаш  талаб  қилинсин.

Б и з аввал дастлабки  ж адвални давом эттириш  масаласини кўриб 
чиқам из. Ж ад валн и н г  бош ланғич  ва охирги қисмларини тузиш  
масалаларини кейинроқ кўрамиз. Ф араз қилайлик, ҳисоблаш лар 
х п — х 0 +  пН т у гу н га ч а  баж арилган  бўлиб, у (х )  нинг охирги  ҳисоб- 
ланган  қиймати у ( х п) бўлсин. К ейинги у ( х п+1) қийматни топиш  
у ч у н  ихтиёрий м аълум  у ( х к) (к + [ п) қийматлардан ва /  нинг ж ад- 
валдаги ихтиёрий қийматидан фойдаланиш мумкин. Б и з ф ақат ҳи- 
со б лан ган  битта У(хп) қийматдан ф ойдаланиб, у ( х п+1) ни ҳосил 
қиладиган усулларни кўриб ўтамиз. М аълум ки ,. У(хп+1) нинг аниқ 
.қиймати

?л+1 .
У{хп+1) =  У(хп) +  ^  / ( №

формула- билан  топилади. Б ун дан  фойдаланиш  у ч у н  / ( ( )  [хп, х п+1\ 
оралиқнинг барча нуқталарида м аълум  бўлиш и керак. Л еки н , б и зга  
/ ( ( )  нинг аниқ қиймати м аълум  эмас, / ( ( )  нинг [хп, х п+1\ даги  
тақрибий қиймати и н терп оляци я йўли билан топилиш и керак. И н- 
терполяциялаш  учун  [х п, х п+1\ оралиққа яқинроқ ж ой лаш ган  
нуқталардан фойдаланиш  мақсадга мувоф иқдир. Ш у м ақсадда Б ес- 
сел  формуласидан фойдаланиш м ум кин. А гар [хп —  кН, х п кН -\-Н\ 
оралиқда / ( х )  2 Н / - 2  марта у злуксй з ҳосилага э га  бўлса, у  ҳолда 
Б ес с е л  формуласини қуйидагича ёзиш  м умкин:

+

/ ( ( )  = / ( х п +  иН) =  

и(а -  1) +  Д«/„

п+1 и — 0,5
Н------- П—  Д/ я  +

■ +

2 1 1! 

(и — 0,5) и(и — 1)
21 2 1 3!

(и +  к -  1) . . . (и -  к) Д»*/„_* +  ,
+  (2й)! ' 2 +
. (и 0,5) ( .  +  * - , ) , . . ( « - * )  А2к+1/п_к + г ( ^

А 3Л _ 1 + - - . +

г(() — Н
(2 к +  1)!

2*+2 (и +  к) (и +  к- 1) . . .  (и — к-
(2 к +  2)!

Л  у(2&+2)

[хп — кН <  \ <  Хп +  кН + Н\ .
Э нди /  нинг б у  кўриниш ини

+ г+ 1  1
: Н|  /(()сИ =  н Г

*п 0
/ ( х п +  иЬ)йи
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и н тегралга  қўйиб, унч а  м ураккаб бўлм аган  амаллар баж аргандан 
с ў н г  у ( х п+1) уч ун  қуйидаги ифода келиб чиқади:

У{*п+ 1)в У Ю  +  А [ —
+  / ,п+1

11 Д4А г-2 +  Д4Д - 1
720

+

191
60480'

_1_ Д2/„_! +  Д»/„
12 2

Дб/ г - 3  +  Дб/ г - 2
2

, „  Д+ / г - * +  Д2* /„ _ * +1
• +  2

Н2к+3

(2к)\

+  Л̂г.А,

|  (и  +  &—  1 ) . . .  (и, —  к)йи ,

(1 2 .1 8 )

П“,у I  ̂ л
Я„.* =  (2'/г +  2)1 1  (М +  *) (И +  л  —  1 ) . . • (Й —  к  —  \ ) /№ +2\1)аи»

Б у н д а ги  (и +  к) {и +  к —  1 ) . . . (и  —  к —  1 ) кўпайтма [0 , 1 ] ора- 
л и қ д а  ўз ишорасини сақлагани у ч у н  ўрта қиймат ҳақидаги  теоре- 
мани қўллаш  мумкин, у ҳолда

К ^ ^ ^ + х / ^ П - п ) ,  

х п +  кН <  т) <  х п +  кк к.

А гар  (12 .18) формулада қолдиқ ҳад  /?„, к ни таш ласак, у п+\ ни то- 
пиш  у ч у н  тақрибий ф орм улага эга бўламиз. А гар бу формулани 
У1 » Уг. • • • > Уп дастлабкиларни ҳисоблаш  уч ун  қўллайдиган бўл- 
сак , у ҳолда [х 0, X]  оралиқдан чап га чиқиш га, /  ( х 0 — к), 
/ ( х 0 —  2 к), . . .  , / ( х 0 —  кк) ларни ҳиеоблаш га тўғри келади.

А гар  бу қийматлар бизга м аълум  бўлмаса, у ҳолда дастлабки 
қийматларни ҳисоблаш  у ч у н  бош қача йўл тутиш  мумкин. М аса- 
лан , у ( х х) ни

X,
у ( х г) «  у ( х 0) +  |  / ( О йЙ

формула билан ҳисоблаш да / ( ( )  ни [х0, х 4] оралиқда интерполя- 
циялаш  учун Н ью тон нин г биринчи интерполяцион формуласидан 
фойдаланиш  мумкин:

/(1 )  =  А Хо +  и &) =  / 0 +  тр А/о Ч--------^—~  АУо +
, и(а — 1)(а — 2) А о ^ , и(и — 1).

■ А3/о  +  • • • +
(и — к +  1)

к\ А* / о + г ( 0 ,

г(()  =
и (а — 1). . . (и — к) 

(к +  1)1
/№ )(£ ) .

3!

Б у н и  интегралга қўйиб, қуйидагини ҳосил  қиламиз:

у ( х г) =  у ( х 0) +  к [ ^ 1 -  ~  А+ 0 + ±  А3/ 0 -  ^  Д4/ 0 +  . . . +

, +  -Са да / о] +  /?«, к,
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1 Г
~  к \)  и (и ~ ^ ) (и —  к  -{- \)йи,

Нп, и =  Ск+хкк+ > /№ \\) ,  х 0< Ь < х к .
Нп, к қолдиқ ҳадни таш лаб, у(х^)  ни аниқлайдиган  тақрибий 

ф ормулага эга  бўламиз. Б у  ерда х 0 ни х х билан алмаштириб, у ( х 2) 
ни ҳосил қиламиз ва ҳ . к . Ш у н га  ўхш аш  у(Хд:_*+ 1) , . . . , у ( х / )  
ларни ҳисоблаш  уч ун  Н ью тон нин г иккинчи интерполяцион форму- 
ласидан фойдаланиб, қуйидаги  формулани чиқариш  мумкин:

у(ллг) : у ( х к - г )  4 -  к
19

■/у + ?  N -1
12 Д2/ п-2

- ш Д « / л , - 4 - .  . . ( - 1 ) * " ^  № /п -к

~  24 Д3/п -3

13-§. КУБАТУР ФОРМУЛАЛАР

М атем атиканинг ўзида ва унинг татбиқларида кўп инча каррали 
интегралларни тақрибий ҳиеоб лаш га эҳ ти ёж  туғилади. К вадратур 
ф ормулалар каби бу  ерда ҳам каррали интегралнинг қийматини ин- 
теграл  остидаги ф ункциянинг чекли  миқдордаги Р и Р ъ . . .  , Р н  
н уқталард аги  қийматларининг чизиқли  ком бинацияси ёрдамида 
аниқлайдиган  уш бу

' N  '

| • ] * /(* ! ,  • • • , Хп) й х х . . . Л хп <* 2  А к / ( Р к ) +  К (Л  
2 6=1

ф орм ула куб а т ур  ф о р м ула  дейилади. Б ун даги

Ри Ръ . . .  , Рм (Рк -  (*<*>, X/), . А , х^ ) £2 )

нуқталарнинг тўплами и н т егр а л ла ш  т ўри, А к ( к =  1 , /V) кубси 
т у р  ф о рм уланинг  коэф фициентла,ри  ва Р ( / )  ц о лд и ц  ҳ а д  де- 
йилади. Б у  параграфда кубатур  формулаларни тузиш нинг айрим 
усулларини қ и сқач а  кўриб чиқам из. Б и з асосан икки каррали ин- 
тегралларни қараймиз.

1 . Квадратур формулаларни кетма-кет қ ў л л а ш . К убатур  
ф орм ула тузиш нинг эн г содда усули, б у  каррали, интегрални так- 
рорий интеграл ш аклида тасвирлаб, бир каррали интеграллар у ч у н  
қури лган  квадратур  ф ормулаларни қўллаш дан иборатдир.

Ф араз қилайлик, интеграллаш  соҳаси  2  тўғри бурчакли  тўрт- 
б у р ч ак  \а  <  л: <  Ь\ с <  у  <  й) бўлсин. У ш бу

' 1 - 1  \ / ( х ,  у )й х й у  (1 3 .1 )

интегрални ҳисоблаш  уч ун  Симпсон формуласини икки  марта қўл- 
лайлик. Б ун инг у ч у н  \а, Ь] ва \с, й \  оралиқларнинг ҳар бирини 
қуйидаги  нуқталар  билан иккига бўламиз:

х а =  а, х х = а -\-1 г ,  х 2 =  а  +  2Н =  Ь\ у 0 =  с, у х =  с +  к, у 2 =»
=  с +  2к =  й,

381
www.ziyouz.com kutubxonasi



У,
— © — - + )

У, — ® — —ф —
Т

- 4 ь -
!

4 -
1 - 4  ,! х

хра 4

■<>11Ч41

28-чизма,

бу ерда

Н =
Ь — а
~ Т ~ ' к =

й  — с
2 •

Ш ундай  қилиб, ҳаммаси бўлиб 
тў ққ и зта  (х, , у }) (I, у' =  0 , 1 , 2 ) 
нуқтага  эга  бўлам из (28- чизм а). 

Э нди (1 3 .1 ) интегралда 
ь а

1 — |  й х  |  ў (х ,  у )йу
а с

ички  интегрални ҳисоблаш  у ч у н  С импсон фсрмуласини қўллаймиз: 
ь к

7 ~  1 Т  [Д *>  Уо) +  4 / ( * .  У \) + Ў ( х ,  уъ)\с1х =
а
Ь Ь Ь "

] ў ( х ,  у 0)й х  +  4 1 ў (х ,  у х) й х  +  1 ў ( х ,  у 2)с1х

Ҳ ар бир интегралга ян а  Симпсон формуласини қўлласак , у ҳолда 
кк - и

^ =  -9 { [ / К ,  Уо) + 4Л ^ 1 ,  У о ) + / ( * 2> Уо)] +  4[ / ( ж 0, У Л  +
+  4 / ( х ъ  У1 ) + Ў ( Х ъ ,  у х) \ + [ ў ( х 0, У*) +  Ь ў ( х и  У2) + Ў ( Х 2, у О ]’ 

ёки . !
кк
д-Н Л ^О , Уо) +  / ( * 2, У о ) + / ( * 0> У л ) + Ў ( Х и  У ,)] + Ч ў  ( Х и  

У о ) + / К ,  У\) +  / ( Х ц  У \ ) + Ў ( х и у 3) ] + \ Ъ ў ( х и У,)} (13 .2)
ҳосил бўлади. Б у  ф ормулани қисқача қуйидаги  кўриниш да ёзиш  
мумкин:

кк
1 »  Т  2л 1ЧЎ(Х1 , У/ )•

I, / =  0
Б у  ерда Ху қуйидаги учинчи  тартибли

-1 4  1
А =  4  16 4

1 4  1

матрицанинг элементидир (28 -чи зм а). .
Кўрсатиш  мумкинки, (13 .2 ) ф ормуланинг қолдиқ ҳади

Ь*Ь в*/(е,ч) Л1) А6А® йв/(е», 12)
45 "^ ( / )  = (13 .3 )дх4 45 йу4 902 йл:2(/у4

( а < Ь  < Ь ;  С С ^  <.(1) 
кўриниш га эга  бўлади.

Қ олдиқ ҳ адн и н г бу кўриниш идан м аълум  бўладики, 9 нуқтали

3 8 2
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(13 .2 ) форм ула дараж аси  учдакг ортмаган кўпҳадларни аниқ интег- 
раллайди.

Ми с о л .  Симпсон 4°рмуласи ёрдамида

ҳисоблансин. Бу ерда

5 1 . .И ЛхЛу

,  „ ~&+ЎЎ

деб оламиз. Интеграл. остидаги функция / ( х , у) =  {х +  у)~‘- 
йидаги жадвалда келтирилган

қийматлари қу-

4 4,5 5

0 0,0625000 0,0493827 0,0400000
0,5 0,0493827 0,0400000 0,0330688
1 0,0400000 0,0330688 0,1666667

(13.2) кубатур ^ормулани қўллаймиз:
, 0,5-0,5
I  яа -----—  [0,0625000 +  0,0400000 +  0,0400000 +  0,1666667) +

+  4(0,0493827 +  0,0493827 +  0,03300688 +  0,03300688) +  16-0,0400000] =
=  0,044688.

Бир ўлчовли ҳолдагидек бу ерда ҳам  аниҳликни орттириш  мақса- 
дида Й =  у <  с/) тўғри тўртбурчакнинг томонлари-
ни мос равишда т  ва п  бўлакчаларга бўлиб, ҳосил бўлган  т п  та 
кичик тўгри тўртбурчакларнинг ҳар бирида С импсон формуласини 
ҳосил  қилиш  мумкин. Ф араз қилайлик,

к
Ь\-

2т ва к
й — с 
~2п~

бўлсин, у  ҳолда тугун ларнин г тўри қуйидаги  координаталарга эга  
бўлади: ■ .

XI = х 0 +  1к, х 0 — а, I =  0 , И.т;

У] =  Уо +  ЎК Уо *=с> 1 =  6 7 2 Й Г
Қ улайлик у ч у н  / ( х г , у у) =  / г/ деб  олиб, ҳар бир кичик тўгри  
тў р тб у р ч ак к а  (1 3 .2 ) формулани қ ў л л асак , у ҳолда

I  I Л Х > у )й х й у  ~  -д 2  2  № 21’ 2/ + / 2 1+2 , 2 1  +  Лс+2 , 2/+2 +
а с 1=01=0

+  /2(,-2/+2 ) +  4 ( /2/+1, 2/ + / 2/+2, 2/+1 + / 2 1 + 1, 2/+2+/21, 2/+1 ) +
16/ 2г+1 , 2/+ 1 ]

га эга  бўлам из ёк и  ўхш аш  ҳадларни ихчам ласак,

6 а кк 2п
1 1 Л х , У)с1хс1у 2 2  1ч / ч .
а с 1=01=0
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б у  ерда Хд қуйидаги  матриданинг элементидир:

1 4 2 4 2  . . 4 2 4 1
4 16 8 16 8 . . 16 8 16 4
2 8 4 8 4 . . 8 4 8 2

2 8 4 8 4  . . . 8 4 8 2
4 16 8 16 8 . . . 16 8 16 4
1 4 2 4 2  . . 4 2 4 1

Б и з  ички ва таш қи интегралларнинг ҳ ар  иккаласи  уч ун  ҳам  Симп» 
сон  формуласини қўллад и к . И ч к и  интегрални бир квадратур фор- 
мула билан ҳисоблаб, таш қи ингегрални эса бош қа формула билан 
ҳ ам  ҳисоблаш  мумкин эди.

А гар  2  соҳа

а  <  х  <  Ь, <р(х) <  у  <  ф(л:)

тенгсизликлар  билан аниқланган  бўлса (29- чизм а), бу  ҳолда ҳам
(1 3 .1 ) интегрални ю қоридаги усул  билан ҳисоблаш  мумкин:

ь <к*) ь

| | Л * >  у)Лхйу  =  |  й х  |  Д х ,  у ) й у =  |  Ғ {х )й х ,
2  а ч(х) а

бу  ерда

Ғ(х)  =  |  Д х ,  у )й х .
<е(х)

ь

Бирор квадратур формулани қўллаб , |  Ғ(х)с1х  ни ҳисоблаймиз:
а

п .
I  I  Д х ,  у )й х й у  «  2  А ‘ Ғ ( Х { ). (13.4)

У*Ф!

у=уМ I

Ў  з  навбатида

<И-»0
Ғ ( х { ) =  Г / ( X I  , у ) й у

■ И х 0

интегрални бош қа бирор квадратур формула 
х билан ҳисоблаш  мумкин:

29-чизма,
Б ун и  (13 .4 ) га қўйиб  қуйидаги

1П[

Ғ(Х[ ) =  2  в ч Д х 1 У/ )
/=-1

п т1
I  | Л * .  у )й х й у  2 2 Л ' в ч^ х ‘ > ' (1 3 .5 )

Л 1=1 1=1

Ш
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кубатур формулани ҳосил қиламиз. Биз қараган (13.4) ва (13.5)' 
формулаларда кўп тугунлар қатнашади. Бу йўл билан борсак ин- 
теграл карраси ортган сари тугунлар сони ҳам тез ортиб боради. 
Агар интеграллаш соҳаси п ўлчовли куб бўлиб, ҳар бир ўзгарув- 
чи бўйича интеграллаш учун т тадан нуқта олинса, у ҳолда ту- 
зилган кубатур формуланинг тугунлари сони N  —тп та бўлади. 
Шунинг учун ҳам, кубатур формулалар назариясида энг юқора 
аниқликка эга бўлган формулалар тузишга ҳаракат қилинади.

2. Интерполяцион кубатур формулалар. Интеграл остида- 
ти функцияни 2 ўлчовли интерполяцион кўпҳад билан алмашти- 
рамиз.

Агар Ц (х , у) кўпҳадларни қуйидагича

1‘ (+•> у}) =  { У — 1, АГ

аниқлаб олсак, у ҳолда
■ N

Цх > У) =  2 / ( * /  . У‘ .) 1‘ (х ’ у)  (13.6)
1=1

кўпҳад (х^ пуҳтада /(х^. у7-) ҳийматни ҳабул қилади. Инте- 
грал остидаги функцияни (13.6) билан алмаштирамиз:

N .

|  Л х > У)<*хс1у Цх,  у)йхс!у =  2  А‘ Л х‘ , Уь ),
*2 2 1=1

бу ерда А-1 =  1 1  Ц (х, у)йхйу
а

бўлиб, уни мураккаб бўлмаган соҳалар учун ҳисоблаш қийин змас. 
Фараз қилайлик, Й соҳа тўғри тўртбурчак бўлсин:

<  Ь, с <  у <  й). Интеграллаш тўри сифатида
--------  -------- - Ь — а  ' а — с

XI +  у ; =  с + у й ( г  =  0, т\ / = 0 ,  п), А =  — к =  ——

тўғри чизиқларнинг кесишишларидан ҳосил бўлган нуқталар тўп- 
ламини оламиз, у ҳолда қуйидаги интерполяцион формулага эга 
бўламиз:

т п •

л х > у) ~  2 2 / с ^
1=0 )= 0

у.) У - Уд>
/=0 Х1 Х1 з= 0  Уу — Уз 
1ф1 $ф]

Буни тўғри тўртбурчак бўйлаб интегралласак,
Ь й

а с

т п

, у) йхйу «  2  ^ А чЛх ‘ , У])
■ 1=01=0

ҳосил бўлади, бу ерда
ь

1]~  |  П
° 1=0 Х1 — Х11Ф1

йх  [ п  У — У\. йу
о 3=0 У )  -  У•

25—2105 38®
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■ёки А 1, =  (Ь — а) (с1 — с ) 1 1 > т + 1 •//,„+!
кўринигцда ёзиш-мумкин, Л-, т+\ ва //, п-и лар эса Ньютон—Котес 
■формуласининг коэффициентларидир.

14- §. СТАТИСТИҚ СИНОВ МЕТОДИ (МОНТЕ—КАРЛО МЕТОДИ)

Шу пайтгача тузилган квадратур (кубатур) формулалар учун 
■функцияларнинг бирор синфида қолдиқ ҳаднинг аниқ баҳоси бе- 
рилган эди ёки бериш мумкин эди. Масалан, 7- § да С1 (/.) синф 
учун тўғри тўртбурчаклар формуласининг хатоси учун 0,25 Ь М~х 
Саҳони аниқлаган эдик, бу ерда N  квадратур формула ту- 
гунларининг сони. Бу баҳо қаралаётган синфнинг барча функция- 
лари учун ўринлидир. Айрим синфлар учун бундай баҳо жуда ҳам 
қўпол бўладики, интегрални етарлича аниқлик билан ҳисоблаш- 
нинг имкони бўлмайди. Масалан, п- ўлчовли бирлик кубда аниқ- 
ланган, узлуксиз ва хусусий ҳосилалари бўлакли - узлуксиз ва 
\/'х. (М> М, • • •  , х л) | <  /. шартни қаноатлантирадиган / ( х 1г х 2,

_ Л.
.  . . , х п) функциялар синфи С1’ 1.......... 1 (/.) учун й?/,Дг п (й —
ўзгармас сон) дан яхшироқ баҳони таъминлайдиган баҳо мавжуд 
эмаслигини Н. С. Бахвалов [2,3,20] кўрсатган эди. 7- § да қарал- 
ган синф бу синфнинг я =  1 бўлган ҳолидир.

Фараз қилайлик, шу синф функциялари учун интегралнинг қий- 
матини 0,01 с1Ь дан ортмайдиган аниқлик билан ҳисоблаш керак бўл-

син. У ҳолда кубатур формуланинг тугунлари сИ N  п <  0,01 с1Ь 
тенгсизликни қаноатлантириши керак, яъни УУ> 100" бўлиши керак. 
Одатда кўп ўлчовчи функциянинг ҳар бир қийматини ҳисоблаш 
кўп меҳнат талаб қилади, шунинг учун ҳам ҳатто п = 6  бўлганда 
•бундай интегрални ҳисоблаш мумкин бўлмайди.

Бундай ҳолда, қатъий баҳони топишдан воз кечцб, бунинг 
ўрнига маълум даражада ишонч билан бўлса-да хатони баҳолаш- 
нинг бошқа методларини қидириш йўлига ўтиш керак. Бундай 
метод статистик синов методи ёки бошқача айтганда Мон- 
те — Карло методидир.

Т а ъ р и ф . Агар X миқдор у ёки бу қийматларни бирор тасоди- 
фий ҳодисанинг рўй бериши ёки рўй бермаслиги билан боғлиқ 
ҳолда қабул қилса, у ҳолда X тасодифий мицдор дейилади.

Тасодифий миқдор X тақсимот қонуни 
Р ( Х < х )  =  Ф(х)

билан аниқланади, бу ерда л: — ихтиёрий ҳақиқий сон ва Ф (х) —  
тацсимот функцияси. Тасодифий,миқдорнинг қийматлари тасо- 
дифий сонлар дейилади. '

Агар тасодифий миқдорнинг тақсимот қонуни аниқ бўлса (те- 
кис, нормал ва ҳ. к.), у ҳолда унга мос келадиган тасодифий сон- 
лар шу қонун бўйача тақсимланган дейилади.

Агар тасодифий миқдор X нинг қийматлари [0,1] оралиқда ётса 
ва қийматларининг ихтиёрий («, Р) € [0,1] оралиқда ётиш эҳтимол- 
лари р — а га тенг бўлса, X бу оралиқда текис тацсимланган 
дейилади.
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с

Тасодифий сонларни ҳосил қилиш учун тасодифий физик жара~ 
ёнлар масалан, ўйин соққасини ташлаш, рулеткани айлантириш* 
Гейгер счётчигидаги ёниш ва ҳ. к. натижаларидан фойдаланиш 
мумкин. Ҳозирги пайтда тасодифий сонларнинг тайёр жадваллари 
ҳам мавжуддир [5].

Фараз қилайлик, бирор усул билан [0,1] оралиқда бир-бирига 
боғлиқ бўлмаган ва текис тақсимланган тасодифий сонлар кетма- 
кетлигини ҳосил қилган бўлайлик:

?(1) ?(1) ?(1)> -2 ’ • • • > 'к > • ' • •
? < 2 )=2 > • •Е<2) =1 ' £ < 2 ) -6 >

№ ) %(п) Р(п)=1 > » • • • > > • • • •
Координаталари шу сонлардан иборат бўлган бирлик кубнинг

Рк =  т  '̂к > т  (к =  1 , ю
нуқталарини N  та ўзаро боғлиқ бўлмаган тасодифий нуқталар деб 
қарашимиз мумкин.

Эллигинчи йиллардан бошлаб ҳисоблаш математикасида, шу 
жумладан каррали интегралларни ҳисоблашларда, Монте — Карло 
методи қўлланила бошланди.

Биз ҳозир шу методнинг икки вариантини қисқача кўриб чиқа- 
миз.

Б и р и н ч и  в а р и а н т . Фараз қилайлик, интеграллаш соҳаси; 
қуйидаги

0 <  х, <  1
О<<0 1 (хи х 2, . . . .  Х;_1) <Ф,- (хи х г, . . .  , Хг-О (14.1)

(I — 2,3 .............п)
тенгсизликлар билан аниқлансин ва / (Р )  = / ( х и х 2, . . . , х,} 
функция бу соҳада

0 < / ( Р ) < 1  (14.2)
тенгсизликни қаноатлантирсин. Ушбу

1 = 1 / ( Р ) а Р  (14.3)
а

каррали интегрални тақрибий ҳисоблаш учун юқорида айтилган N  
та Рк =  (Н /, |^2), . . . Ц/) тасодифий нуқталар тўпламини оламиз. 
Агар Рк 6 2  бўлса, / ( Р к) ни ҳисоблаймиз, агар Рк$& бўлса, 
/ ( Р к) =  0 деб оламиз. Сўнгра, бу / ( Р к) миқдорларнинг ўрта ариф- 
метигини аниқлаймиз:

8м(?)=  - ^ 2  /(Рк) катта сонлар қонунига кўра катта N  лар учун:
к— 1

катта эҳтнмоллик билан 1 =  5м(/)  деб олиш мумкин. Аниқроғи,. 
агар берилган а ( 0 < а < 1 )  учун А қуйидаги

Ф(4) = /  2п —о

_ _ е _

2
е сИ ■■ 1 + а  

2
(14.4)
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■тенгликдан (эҳтимолликлар интеграли " жадвалидан фойдаланиб) 
аниқланса ва берилган $ >  0 учун N  қуйидаги

М > 4 2-[ \Л р ) - 1 \ Ч р =  - / \ р ) й р — Р =  - т а д

тенгсизликни қаноатлантирса, у ҳолда Чебишев тенгсизлигига кў- 
фа .

тенгсизлик а эҳтимоллик билан бажарилади. Агар 4 = 2  бўлса, 
у ҳолда а =  0,997 ва 4 = 5  бўлса, у ҳолда а =  0,99999 бўлади.

Бу ерда /  нинг қиймати олдиндан маълум бўлмагани учун, 
/ ) ( / )  нинг қиймати номаълум, шунйнг учун ҳам N  нинг керакли 
кичик қийматими топиш мураккаблашади. Шу сабабга кўра прак- 
тикада қуйидагича иш тутилади.

Ихтиёрий А70 сонни олиб, £)(/) нинг тақрибий қийматини бера- 
диган

к=\
^иқдорни ҳисоблаймиз, кейин А̂  ни аниқлаймиз:

Агар ^ > ^ 0  бўлса, у ҳолда [Аў] +  1 та синов олинади ва

8л / / ) :
1 [ЛЧ-М

[М] +  1 к=\

1 + 4

Ў { Р к ) ~ 8 % \ / ) ,

| 7 | ) ч ( л
2

миқдорлар ҳисобланади ҳамда Л+ А/, билан таққосланади ва ҳ.к. 
Синовнинг керакли сони Мт аниқлангандан кейин бу жараён тўх- 
татилади. ч,

Зм{/) ва оЛг(/) ларни ҳисоблашда ЭҲМларнинг хотирасини 
абанд қилмаслик \ақсадида қуйидагича иш тутиш мумкин.

Фараз қилайлик, т та синов ўтказилиб,

2  / т а ,  и « - + 2 т ) - ч , < л
к—1 к = 1

миқдорлар ҳисобланган бўлсин. Навбатдаги т +  1 - синов ўтка- 
?илгандан кейин 5 /га+1 ( /)  ва 6т + 1 ( / )  лар

8т\  1 (/) =  \т8 т{/)  Л- /{Рт+\ )],

8/11+1 (/)  “  8ЦГ))  + / 2(Р т + 1)] -  ^ +1( /)

формулалар ёрдамида ҳисобланади.
И к к и н ч и  в а р и а н т .  Бу ерда ҳам аввалгидек N  та =*»
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*= (Е*1), ^2>, . . .  , £<£>) ўзаро боғлиқ бўлмаган тасодифий нуқталар
орасидан

0 < ^ > < 1

Ф ^ О ), |<2> ) < ^ < д а  %2>),
Ф«(?(Л. -  ^п_1)) <  ^п)*

0 < 5 й</(Еу>,
:фя(^>, ?(«- 1)),

№
тенгсизликларни қаноатлантирадиганларнинг сони V аниқланади- 
Етарлича катта N  лар учун

деб олиш мумкин. Аниқроғи, агар берилган а учун (а (14.4) тенг- 
ликдан аниқланса ва синовлар сони N  берилган е >  0 орқали

(2 (14.5)

тенгсизликни қаноатлантирса, у ҳолда а эҳтимоллик билан

тенгсизлик бажарилади.
Агар ЭҲМ [0, 1] да текис тақсимланган тасодифий миқдорлар- 

ни ҳосил қилувчи программага эга бўлса, у ҳолда бу варианг 
олдинги вариантга нисбатан анча қулайдир.

Бу ерда (14.5) тенгсизликни қаноатлантирувчи N  ни аниқлаш 
учун аввал ихтиёрий А^ олиниб, юқоридаги усул билан интеграл- 
нинг тақрибий қиймати / 0 ҳисобланади ва

дг. =_ ./|)(1 ~ .У||) /2 
е2 а

топилади. Агар А  ̂>  А̂ 0 бўлса, у ҳолда синовлар сони [/Ҳ] +  1 
га етказилади, /  ҳисобланади ва

Л е2 <*
топилади. Бу жараён керакли Мк топилгунга қадар давом эттири- 
лади.

Шуни ҳам айтиш керакки, бу метод N та синов нуқта олин® 
ганда а эҳтимоллик билан 0(=) == 0 хатоликни беради.

15- §. СИНГУЛЯР ИНТЕГРАЛЛАРНИ ТАҚРИБИЙ ҲИСОБЛАШ 

1. Сингуляр интеграл туш унчаси. Биз 10-§ да

<0<«<ч
кўринишдаги махсусликка эга бўлган интегралларни ҳисоблаш 
масаласини кўрган эдик.
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Кўп татбиқий масалаларда, жумладан аэродинамикада, шундай 
мнтеграллар учрайдики, уларда а = 1  бўлади. Бундай ҳолда интег- 
.рални Коши бўйича бош қиймат маъносида тушуниш керак.

Агар / (х)  функция [а , Ь] оралиқнинг с нуқтаси атрофида че- 
гараланмаган бўлиб,

С— 8 ь -
П т
£->0 |  А № +  |  № & .

а с+г

.лимит мавжуд бўлса, бу лимит [а , Ь] оралиқ бўйича / (х)  функ- 
циядан олинган хосмас интегралнинг Коши бўйича бош қий- 
..мати дейилади ва

ь *ь

/ (х)йх  ёки |  /(х)йх
а а ҳ

к .  р . \

жаби белгиланади. (Бу ерда V. р. „уа1еиг рг1пс1ра1е“ сўзларнинг 
<бош ҳарфлари бўлиб, французча „бош қиймат“ни билдиради).

Бош қиймат маъносидаги интегралларни кўпинча махсус ёки 
еингуляр интеграллар деб аташади.

М и с о л. Фараз қилайлик, / ( х ) =  —!---- , с  Р  (&, Ь) бўлсин. У ҳолда
х  — с

С — г х ,  Ь  ,
С а х  (* а х  ь — с  е<

--------  +  --------  =  1п ----- -- +  1п —  . (15.1)
0 х  — с  е) х  — с  с — а  е2а С-\-г з

Жўриниб турибдики, ва ихтиёрий равишда нолга интилса, бу йиғинди-
с й х

шинг лимити мавжуд бўлмайди, яъни ------ — хосмас интеграл мавжуд
^ х  — с

ц а
-бўлмайди. Бу ерда е2 =  е3 =  е деб оламиз, У ҳолда е -» 0 да (15.1) ифода-

ь .' - ь ах-шинг лимити мавжуд бўлиб, таърифга кўра 1 -------- интегралнинг бош қий-
г  х — с  а

матини беради;

V. р
■ I

й х  Ь — с
------ =  1п ------- (15.2)

Т а ъ р и ф .  Агар ихтиёрий х ь х 2£[а ,  Ь\ нуқталар учун 
\/(Г\) /(хр) I ^  А \х̂  х 2|*

тенгсизлик- ўринли бўлса, у ҳолда /(х)  функция \а, Ь\ оралиқда 
Гельдер шартини қаноо,тлантиради дейилади, бу ерда /, ва 
-<х — қандайдир мусбат миқдорлар. Агар а = 1  бўлса, у ҳолда / (х )  
■Лиишиц шартини қаноатлантиради дейилади. Биз доим 0 <  
< а  ^  1 деб оламиз. Кўриниб турибдики, \а, Ь\ да Гельдер шарти- 
-ни қаноатлантирадиган функция шу оралиқда узлуксиздир.

Фараз қилайлик, у £ (а, Ь) ихтиёрий нуқта бўлсин, Г - йх
0  х  —  у  а

гинтегралда К(х, у) —!—  Коши ядроси дейилади ва интеграл- 
х - у

нинг ўзи Кошининг сингуляр интеграли дейилади.
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1-теорем а; Агар / ( х) функция [а, Ъ\ оралиқда Гельдер 
шартини қаноатлантирса, у ҳолда Кошининг сингуляр интеграли 
бош қиймат маъносида мавжуддир.

И сбот. Ҳақиқатан ҳам,

Г Ш - 1 Ш . а х + / ( у )  г - * * - . (15 .3 )
*/ Х  — у V X  — V 3 X — V
а а  '  а '

\х — у!1—  (а > 0 ) ,Гельдер шартига кўра | у ' ^ <

шунинг учун ҳам, (15.3) нинг ўнг томонидаги интеграл хосмас,
интеграл сифатида мавжуд ва (15.2) формулага кўра иккинчи ин-/1 '

/(х)(1х
■У

теграл ҳам мавжуддир. Бундан эса |  - - .х.. интегралнинг бош

қиймат маъносида мавжудлиги келиб чиқади:
*ь ь
[ Ж ф с , [  / ( * >  ~ / ( у > а х  +  / ( у )  1п .
Л х — у Л х — у у— аа а

Яна сингуляр интегралга мисол сифатида Гильберт алмаштириш- 
ларини олишимиз мумкин:

1 С х ~  У
Ф ( У ) ! 2п § <р(л)с1г Лху

ф ( у ) = ------ |  <К*)с1ё с1х,

бу ерда ср(х) ва ф(лг) функциялар [—ъ, я] да Гельдер шартини 
қаноатлантиради ва шу билан бирга:

«
=■ |  ў(х)с/х — 0.

Кўрсатиш мумкинки, $ткх ва со$кх барча к =  1 , 2, . 
Гильберт алмаштиришлари бўлади [42]:

со з /гу  е в  ---------  Г 8Ш &Хс1§ — ~ у
2л  ̂ 2

1 х _
81п/гу = а ------------ Г соз& л;с1д х  ~ у-

2л V 2 .

. УЧуН:.

(15.4)

Бу параграфда сингуляр интегралларни тақрибий ҳисоблаш билан: 
шуғулланамиз.

2. Гильберт ядроли сингуляр интегралларни тақрибий 
ҳисоблаш . Қулайлик учун Гильберт интегралини алмаштириш ёр- 
дамида қуйидаги кўринишда ёзиб оламиз:

/ / ( / )  =  |  /(х)с1£к(х—у)с1х. (15.5)
0

Одатда Гильберт интегралида ў(х)  функцияни Гёльдер шартларини.
39 ь
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қаноатлантиришидан ташқари, уни даврий функция деб қаралади. 
Ёиз бу ерда /(х )-  функциянинг Фурье коэффициентлариоо

д * ) ~  2  с “е™пх (15<6)

қуиидаги

I I ~~т (п ^  0) (15.7)

шартни қаноатлантиради ва а > 1  деб фараз қилиб, (15.5) интеграл 
учун квадратур формула тузамиз [15,19].

Бунинг учун Рм(х) тригонометрик кўпҳадни қуйидагича кири- 
тамиз:

N-1
рх(х) — У  6'"‘е

т = —Л(+1 
2//

2 %1тх

С„
к— 1

-2тс I кт
2Л̂

Энди (15.9) ни (15.8) га қўйсак,
2Л̂
2 / ( / г )  « * )21У к= 1

(15.8)

(15.9)

-  1 +  2 2  соз2теОТ (Х ~ Ъ / ) ‘
т = 1 '

та эга бўламиз, бу ерда
N-1 2ж1т Р  * )

2  */я=-ДГ+1
(15.4) формула ёрдамида

*Ь(У) = -2 2 8т2пт (У “ ~ Ь ) = *ь(У)
т —Х

ни ҳосил қиламиз. Энди
/ ( х ) ^ Р м(х) +  гм(х) (15.10)

деб олиб, буни (15.5) интегралга қўйсак,

2  / ( ~  Ф.ОО +  З Д )  О З - " )
к—1

квадратур формулани ҳосил қиламиз.
2- теорема. Агар / ( х )  функциянинг Фурье козффициентлари

(15.7) шартни қаноатлантирса ва а >  1 бўлса, у ҳолда (15.11)  
жвадратур формуланинг қолдиқ ҳади учун

шах \Р„(у) | < - ^ -  • (15.12)
0 < у < 1  а — 1 N

баҳо ўринлидир. Бу ерда С ўзгармас сон.
Исбот. Шартга кўра а > 1 ,  шунинг учун ҳам (15.7) дан 

кўрамизки, .
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д * ) =  2  с<
%к1пх (15.13)

Фурье қатори абсолют яқинлашади. Фараз қилайлик, /?л,(у) нинг 
Фурье ёйилмаси

оо
(15.14)

бўлсин. (15.4) формулалардан
1е1гЛту =  г'з1§гш • е2к1ту (15.15)

эканлиги равшан. Энди (15.9), (15.10), (15.13) ва (15.15) дан 
коэффиниентларнинг қуйидагига тенглигини кўрамиз:

с* =  /  (°т ~  £,„)ш§пт, \т\ <  N бўлса, 
т \ с т-т&пт, \т\ >  N  бўлса.

Ушбу бевосита кўриниб турган

(15.16)

2ЛГ 2 *6=1
тенгликлар ва

-2к 1тх

2Дг п / п̂
1 ■«п . ” ъм =  Г 1, агар п 2У га бўлинса,

0, агар п 2/У га бўлинмаса,

с , еп-\-тГ(х )е— ~  2  <  2
П= — 00 п= —оо

дан фойдаланиб, ~т учун қуйидагига эга бўламиз:
~  ] Н  оо_ 2х,

_ __6=1 п = ~ о о

е

2К1ПХ

2У

П= — 00/1̂=0
+  2  Сп+т ( 2Л/

Демак,

одг . . /гб
1 V I 2шЖ

6= 1
_ С т +  2 2п ЛЧ-т

11=  —  00 
п=/=0

к от ,'т 1= •'2пЛГ+ т  • (15.17)
П=—со.пт̂ О

Энди (15.4), (15.15) ва (15.17) дан қуйидагини ҳосил қиламиз:оо
| (̂у)к 2 №= 2 2 |с";|=

т=—ао | т | < л г | т | > Л гоо оо оо
= 2 I 2 С 2яЛг+ т | + 2 = 4 2 ~ 2 2 Кгт + пл/

|т|<УУ п= — оо |т |> Д г т=1\  т=\пфЪ
Демак,

п = - —сс

Г1 = —00

оо

|/?д,(У) I < 4 2  к»1-
Бундан ва (15.7) дан теореманинг тасдиғи келиб чиқади.
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М А Ш Қ Л А Р .

1. Қуйидаги ин-тегралларни трапеция, тўғри тўртбурчак, Симпсон, Гаусс, 
'Чебишев формулалари ёрдамида е= 1 0 -1 аниқликда ҳисобланг:

1 1,5 1 й х
а) Г 51п х Ч х ,  б) Г 1п (1 +  х ? ) Л х ,  в) Г — *  ,

<1 оГб + *

г) I
1п( 1 +  х " )

1 + х
й х ,  д) \ — — '— * й х ,. О X .

0,2 ' 0 1

1п( 1 +  х )

С) I х \ п х с 1 х .

2. Қуйидаги квадратур формулаларни келтириб чиқаринг:

а) | / г а / ( х )^ = ^ 2 51п2^ г / ( с о з ^ т г ) + /?«-
к=1 

■к
2;л (2/г)1 , —1 <5 < 1;

б)
№ "Ь х

1{х)<1х ■
4тс

2л +  1
к% /  2к% \

2 !1"! ^ Т Т / Г 5 2 7 Т 1 ) +  '(”'и—\
/(2«) (£)>_ !  <  £ <  1.

2 2п{2 п)!

3. Бешинчи даражали кўпҳадни аниқ интеграллайдиган қуйидаги кўри- 
нишдаги квадратур формулани қуринг:

1
|  /{х)йх  «  Л [  /(0 )  +  /(1 ).]  +  А [ /Ч 1 )  - / ' ( 0 )  ] +  В/{Х1).
0

4. Ушбу

1  • - ' * * » *  *  ^  [ / ( - / + ) + « » >  + * ¥ Р ) }

квадратур формуланинг бешинчи даражали кўпҳадни аниқ интеграллашини
кўрсатинг*

5, Учинчи даражали кўпҳадни аниқ интеграллайдиган
1

|  /{х )й х  «  Со/(0) +  С +(1) +  С +'(0) +  С з/'(1)

кўринишдаги квадратур формулани топинг.
6. Учинчи даражали кўпҳадни аниқ интеграллайдиган

1
|  Ж )51п ~  хйх  =  С _ , л - 1) +  Со/(0 ) +  Сх/(1 )

— 1
квадратур формулани топинг.

7. Интеграл остидаги функциянинг махсуслигини сусайтириш йўли билан 
қуйидаги интегралларни е =  Ю-5 аниқлик билан ҳисобланг:

'2 х

а)
-Г  / т

■ й х , б)
й х

/ х{\ —X) в)1
й х

б / х - { \  — х ) 3
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