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12-BOB

Ko'p o'zgaruvchili  funksiyalar, ularning 
l imiti, uzluksizligi

«Matemalik analiz asoslari» kursining l-qismida hir o'zgaruvchili 
lunksiyalar batafsil n rganildi

Matematika, llzika, texnika va fanning hoshqa tarmoqlarida shurday funksi- 
yalar uchraydiki, ular ko'p o'zgaruvchilarga hog'liq bo'ladi. Masalan. doiraviy 
silindrning hajmi

V = xrJh (12 1)
ikki o'zgaruvchi: i-radius hamda h halandlikka bog'liq.

I'ok kuchi •/ = f 02 . 2)

ham ikki o'zgaruvchi: £-elektr yurituvchi kuch va W-qarshilikning funksiyasi 
ho'ladi. Bunda siiindrning hajmi (12.1) formula yordamida bir-hiriga bog'liq 
ho'lmagan r va h o'zgaruvchilaming qiymatlariga ko'ra, tok kuchi (12.2) formula 
yordamida bir-hiriga bog liq bo'lmagan E va R o'zgaruvchilarning qiymatlariga 
ko'ra topiladi. Shunga o'xshash misollami juda ko'plah keltirish mumkin. 
Binoharin, ko'p o'zgaruvchili funksiyalami yuqoridagidek chuqurroq o'rganish 
vazifasi tug'ild i.

Ko'p o'zgaruvchili l'unksiyalar nazariyasida ham bir o'zgaruvchili funksi- 
yalar nazariyasidagidek, funksiya va uning lim iti. funksiyaning uzluksizligi va 
xakazo kabi tushunchalar o'rganiladi. Bunda hir o'zgaruvchili funksiyalar 
haqidagt ma'lumotlardan mutvasil foydalana horiladi.

Ma'iumki. bir o'zgaruvchili funksiyalarni o'rganishni ularning aniqlanish 
lo'plamlarini (sohalarini) o'rganishdan boshlagan edik. Ko'p o'zgaruvchili 
funksiyalami o'rganishni ham ulaming aniqlanish to'plamiarini (sohalarini) hayon 
etishdan boshiaymiz.

l-§. Rm fazo va uning muhim to 'plamlari 
/ “. Rm fazo. m ta A,, A2, ... ,4«, (™ > 1, butun son) to'plamlaming Dekart ko'- 

paytmasi ikkita A va V to'plamlaming Dckarl kn'paytmasiga o'xshash 
ta riflanadi Agar A, = Â  =... *  = R bo'lsa, u holda

At xAI 'X-..xAm = RxRx...x.R = , r j .  x, e R, x, e R. , € /?}
ho'ladi. Ushbu

{(x ,,i,, ,x_). x, 6 / f , r , e  /?.....xm e /?}
to'plam R" to'plam deb ataladi. R~ to'plamning elemcnti (x,,*,,.. ,xm)  shu to'p-
lam nuqtasi deyiladi va u ndatda bitta harf bilan belgilanadi: x = (xr x,....xm).
Bunda sonlar x nuqtaning mos ravishda birinchi, ikkinchi. ... m-
koordinatalari deyiiadi.

Agar x = (x(,x , xm)e R " ,  y = (y,,y,,..,ym)  e /T  nuqtalar uchun
x, = y,. Xj = ....xm = ym bo'lsa, u holda x = y deb ataladi.
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R“ to'plamda ixtiyoriy x -  (x,,x2,...,xm),  y = (y ,.y j....ym)  nuqtalarni
olaylik.

1-to’rif. Ushbu

p(*.y)=J(y,-x J  +0’3-Jt,)i + - + ( y . - x j  = J t , (y , - *J  <I23>

miqdor x va y nuqtalar orasidagi masofa (Evklid masofasi) deb ataladi. Eiunday 
aniqlangan masofaquyidagi xossalarga ega(bunda Vx,y,:e  Rm)

1) p(x,y )>  0 va p(x,y) — 0 x = y ,
2) p(x.y) = p(y.x),
3) p (x,z)<  p(x,y) + p{y,z).
Bu xossalami isbotlaylik (12 3) munosabaldan p(x.y) miqdoming har 

doim manfiy emasligini ko'ramiz. Agar p(x,y) -  0 bo'lsa, unda y - x , = 0 ,  
y, -x ,  =0, >„ - x ,  = 0  ho’ lib, x, = > ,, x, = ,xm = y K ya'ni x = y bo'ladi. 
Aksincha x = y, ya'ni x, = y,, x, = = >_ bo'lsa, u holda (12.3) dan
p (x ,y )~ 0 bo'lishi kclib chiqadi. Bu esa l)-xossani isbotlaydi.

(12 3) munosabatdan

p(x.y)=4(y>-x$  +.-.+(y.-x.)i =
= - J k - y y  + (x2 - y 2f + +(*. - y J  = p (yx)

bo'ladi.
Masofaning 3)-xossasi ushbu

i j t ( a. +f>y s ^ t a. + j t h. <l24>

tengsizlikka asoslanib isbotlanadi, bunda br b},...,bm ixtiyoriy haqiqiy
sonlar. Avvalo shu tcngsizlikning to 'g 'rilig in i ko'rsataylik Ravshanki, V xe /?  
uchun

±(a ,x + b,)'>Q.

Bundan. x ga nishatan kvadrat uchxadning manfiy emasligi

( i > , ! + ( z & a  y + *  0

kelib chiqadi. Demak, bu kvadrat uchxad ikkita turli haqiqiy ildizga ega 
bo'lmaydi. Binobarin, uning diskriminanti

- ± a' i > , : + <0

bo'lishi kerak. Bundan esa 2» .  *JS? J± V«.| | »-l V M
bo'lib.
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f t f + X t f  + 2 ± a ,b <
/-I J±l J-l

bo'ladi. Keyingi tengsizlikdan esa

& > * * & * £ «
bo'lishi kelib chiqadi. Odatda (12.4) tengsi/dik Koshi-Bunyakovskiy tengsizlik 
dcb ataladi.

Ixtiyoriy x = (xt.x.... jcJe/T, y = (y,,y}....,ym)e  F , : ..... :m)e lT
nuqtalarni olih. ular orasidagi masofani (12.3) formuladan foydalanib topamiz:

pO - ) = ^ X ( : -y. )  • o 25>

p ( * : ) = ^ jZ ( r , -■*.)

Rndi Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi (12.4) da
a ,= y ,-x ,. b ,= :,-y , (i =  1.2, ,m)

dcb olsak. unda
a, + b, = :, -  x, ( i *  !,2,...,tnJ

ho'lib,

bo'ladi. Yuqoridagi (12.5) munosabatlami e'liborga olib, topamiz:
p (x ,:)<  p(x,y)y p{y.:).

Bu esa 3)-xossani isbotlaydi.
R” to'plam R" fazo (ni o 'lchovli Evklid fazosi) deh alaladi. Endi 

Rm fazoning ba'zi hir muhim to'plamlarini kelliramiz
Riror a =(a,,a,  am)  e R" nuqta va r > 0 sonni olaylik. Quyidagi

{* = ( * , .* !  * . ) € * " •  ( ^ , - « i ) ; + (*2- a 1)!+  + ( * . - f l . ) ! *='■’ }, U-Q
{» = (4 ,1 :  jr „ )e R "  (jt, -  a,)! + (jt, -  a, /  + + (x. -  am)’ < r '}, (127)

ya’ni
( re  /T  p (x .a )ir } ,
(i e / I '  /3(x,o)< r)

to'plamlar mos ravishda shar hamda ochiq shar deb ataladi. Bunda a nuqta shar 
markazi, r esa shar radiusi deyiladi.

Ushbu

l * - ( * i . * 2- - x. ) e ( * . - o , y + ( * . - * » ,y + - + ( * . - a . y =
ya*ni

{xe R* p(x,a) = r\
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to'plam sfera deb ataladi. Ru sfcra (!2 .6) va (12.7) to'plam lam irg chegarasi 
bo'ladi.

Ushbu
{ x ^ x ^ x , ,  ,x _ )e /T  a, i i  <6,, a, < x, <b,,.. ,am $ r_ < 6_,},
{x = (x,,Xj,. ,xm)e  R" . a, < x, < br a, < x2 < bv...,am <xm< 6.,} 

to'plamlar (bunda ax,a}l ,am; hr b,,...,hm haqiqiy sonlar) mos ravishda 
parallelepiped hamda ochiq parallelepiped dch alaladi.

Usbbu
{x = (x^x,.... x j e  Rm x ,£ 0 . Xj >0,,..,x_ >0, x, + x , + ... + xm S h)

lo'plam (m o 'lchovli) simpleks deb ataladi, bunda h- musbat son.
Yuqorida keltirilgan to plamlar tez-tez ishlatilib turiladi. Ular yordamida 

muhini tushunchalar, jumladan atrof tusbunchasi ta'riflanadi
2a. R~ fazoda ochiq vayopiq to'plamlar. Riror x “ =(x".x! , ,xllJ e  R‘ nuqta 

bamda £ > 0 sonni olaylik.
2- la'rif. Markazi x11 nuqtada, radiusi £ > 0 g a  teng bo'lgan ochiq shar x11 

nuqtaning sferik atrofl (e  atrofi) deyiladi va ( j ( x n) kabi belgilanadi:

^ (Jt°):=^ e/r ?(* <")< 4
Nuqtaning boshqacha atrofl tushunchasini ham kiritishim iz mumkin.
3- ta’rif. Ushbu

{x = (x,,x2. x_ ) e /T  x® -<5, < x, < x" + <5,,

,x2° -«5, < x , < x,° + <52......x ° -S „  < xm < x°m +<5„)
ochiq parallelepiped x" nuqtaning parallelepipedial atrofl dcb ataladi va

£ .(x °) kabi belgilanadi.
Xususan = <5, = = 5m -  8 bo'lsa, (12.8) ochiq parallelepiped kubga

aylanadi va uni C j(x ° )  kahi belgilanadi.

l-lemma. x° e /?*' nuqtaning har qanday Ut (x°) sferik atrofi olinganda ham

har doim x” nuqtaning shunday U 6,6, x . (x°) parallelepipedia! atrofl mavjudki, 
bunda

( ’*,*, s. (x°)c: Ut (x°)
bo'ladi.

Shuningdek, x nuqlaning har qanday Ug,sz.sm (xc) parallelepipedial atmfl 

olinganda ham har doim shu nuqtaning shunday Ut (xD) sferik atrofl mavjudki, 
bunda

( /£( x ° ) c ( /M ! ,s_(x0)
bo'ladi.

< x° e Rm nuqtaning sferik atrofl
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(y£( ia)=  (x e Rm : p(x.xn)< £}

berilgan bo'lsin Bundagi £ > 0 songa ko'ra S < —*-- tengsizlikni qanoatlantiruv- 

chi S > 0 sonni olamiz. So'ng xa nuqtaning ushbu

U c(pa) = l  x = (  x{,Xj, ...xm) & Rm : x a S < x, < x° + S,

,x a — S < x2 < jt® +S,. ,,x” -  S < xm < xa + S} 
parallelepipedial airofni (uzamiz.

Aylaylik, x e(7«(j:0) bo lsin. Unda jjtj - j r 0| <S  (i = 1,2,....m) bo'lib,, - *,r f < =S4mt..i
£

bo'ladi. Vuqoridagi 8 tcngsizlikni e'liborga olib topamiz:
'Jm

A*-*0)-j£(*. -*?f <*•
Demak, p ( i,x ° )<  e. Bu esa jc e (7,(xu) ekanini bildiradi. Shunday qilib, 

V xe (7 ,i(x °) =* r e O , ^ 11)
ya m

bo'ladi.
x" e Rm nuqtaning

(7x,ii a „(xn) = / x  = (x|.x2, ,x ,J e  Rm . x, -S , < x, < x° +6,.

, x " -S 2 < x3 < x° + S2....x,° -  SM < xm < x° + S„,}
pacallclepiped atrofi berilgan bo'lsin. Unda

£ = min{8,,S2, , S „ )
ni olib x" nuqlaning sferik atrofi

y . ( * ° )=={xe  Rm - p ( * . * ° ) < e }
ni tuzamiz.

Aylaylik x e L / t (xc) bo'lsin. Ll holda

p(x .x°)=  J x (x , - x af  < £ iS , (i -  1,2....m)
I »»l

bfTladi Demak,

k  - • ‘ .14 J x l* .  - * '°f <s . 0 = 12  m)
1<»i
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Bundan esa x  e U#,£, xm (jc° )  bo'lishi kelib chiqadi. Shunday qilih,

Vj: e (x°) => jc e V * * . {x ° )
ya'ni

f/t(x°)ct/v ,
bo'ladi. ►

Aytaylik, Rm fazo va G to'plam berilgan bo'lsin: G c  Rm

4- ta’rif. Agar x° e C  nuqtaning shunday Us[x°) atrofi (5 > 0 ) topilsaki,

t / rf( x ° ) c G

bo'lsa, jr° nuqta G to'plamning ichki nuqtasi deyiladi.
5- ta'rif. To'plamring har bir nuqtasi uning ichki nuqtasi bo'lsa, u ochiq 

to'plam deb ataladi.
12.1-ttiisoL R"' fazodagi ochiq sharochiq to'plam bo'lishi isbotlansin.
4 Aytaylik,

A = {x e R "  p i x ^ K r )

Rm fazodagi birorochiq sharbo'lsin. Ravshanki, V ')< r.

Ushbu /j = r -p (z .  x °) sonni olib, quyidagi

B = { x e R m p (x ,jt°)<  q ) 
shami qaraymiz. VyeB  uchun,

p (y .z ) + p(z,x0)<  q + p (r ,x ° )
munosabalga ko'ra

B c  A
bo'ladi ►

Rm fazodabiror F  to'plam vabiror xc nuqta berilgan bo'lsin
6- ta’rif. Agar

V r > 0. 3x e F, x *  x° . x e (x e ff”’.p(x.x°)< r) 

bo'lsa, x° nuqta F  to'piamning lim it nuqtasi deyiladi.
Masalan, ushbu

A = { x e R m / j ( x ,x ° )< r )
shaming barcha nuqlalari uning lim it nuqtalari bo'ladi.

7- ta’rif. F c  Rm to'plamning barcha lim it nuqtalari shu to'plamga tcgishli 
bo'lsa, F  yopiq to'plam deb ataladi.

Masalan,
E = { x e R m p(x.x°)<r/

yopiq to'plam bo'ladi.
Shuni ta'kidlash lozimki, ochiq va yopiq to'plamlar ta 'riflarini qanoatlantir- 

maydigan to'plamlar ham ko'pdir.
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Hiror M c  Rm to plamni qaraylik. Ravshanki, Rm I M ayirma M to'plamni 
Rm to plamga lo'ldiruvchi to’ plam boMadi. (qaralsin l-qism, l-hob, l-tj').

R-ta'rif Agar i ° ( i °  e /?”’ ) nuqtaning istalgan Uc(jrc) atrofida ham M to’ p-

lamning. ham Rm \ M lo'plamning nuqtalari bo lsa, nuqta M lo plamning 
chegaraviy nuqtasi deb ataladi. M lo'plamning barcha chegaraviy nuqtalaridan 
iboral to'plam M to'plamning chegarasi deyiladi va uni odatda B(M) kabi 
belgilanadi.

Bu tushuncha yordamida yopiq to'plamni quyidagicha ham ta'rillash 
mumkin.

9- ta'rif. Agar F^F cz Rm) to'plamning chegarasi shu to'plamga legishli, 
ya'ni r l( /- ')c  F  bo'lsa, F  yopiq lo'plam deb ataladi.

Yopiq to'plamning yuqorida keltirilgan ! 2.7- va 12.9- ta 'rifiari ekvivalent 
ta'riflardir.

Biror M c  Rm to'plam herilgan bo'lsin.
10- ta'rif. Agar / f "  fazoda shunday shar

t/°  = (* e /?" p (x ,0 )< r }  (0 = (0, 0 , 0 ) )

topilsaki. M c  (7° bo'lsa, M  chcgaralangan to'plam deb ataladi.
l araz qilaylik, x, funksiyalaming har biri ( a.b j  segmentda

uzluksiz ho'lsin.
*  Ushbu

{ * , ( 'W 0 l- . . . * . ( ' ) }  (a < t< b )  (12.9)
sistema yoki nuqtalar to'plami /?”' fazoda egri chiziq deb ataladi. Xususan,

• * , = a , / + /?,, x2 = a 2/ + /?2....  xm= a J  + Pm
( oo</<+ao, a , t a2.....a m. /?,. /?2. .. .Pm haqiqiy sonlar va a ,,a 2....a m lar-

ning xech bo lmaganda bittasi nolga leng emas) ho lganda (12.9) sistema /?”' 
fazoda to 'g 'ri chiziq deyiladi.

/?”’ fazoda ixtiyoriy ikkita x' = (x't,x'7....xm)  va = .... x’m)  nuqtani
olaylik. Bu nuqtalar orqali o'tuvchi to 'g 'ri chiziq quyidagi

{(jr;+t(jc,’ -x ;), x^+t(xj - x ; ) ,  . .x‘m +t(x’m- J t j ) )  (-no<?<+®) 0210)

sistemasi bilan ifodalanadi. Runda r = 0 va / =  I ho'lganda R1" fazoning mos 
ravishda x’ va x’ nuqtalari hosil bo'lib, 0 S / < 1  bo'lganda (12.10) sistema /?”’ 
fazoda x' va x’ nuqtalami birlashtiruvchi to 'g 'ri chiziq kesmasi bo'iadi.

R“ fazoda chekli sondagi to 'g 'ri chiziq kesmalarni birin-ketin 
hirlashtirishdan tashkil topgan chiziq, siniq chiziq deb ataladi.

M c  Rm to'plam bcrilgan bo'lsin.
11- ta'rif. Agar M  to'plamning ixtiyoriy ikki nuqtasini birlashtiruvchi 

shunday siniq chiziq topilsaki. u M to'plamga tegishli bo'Isa, M bog'lamli 
in'plam deb ataladi.

12- ta'rif. Agar M c /?"' to plam ochiq hamda bog'lamli to'plam ho'lsa, u 
soha deb ataladi.
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/?"’ l'azoda ochiq parallclcpiped, ochiq shar. ochiq simplekslar fazodagi 
sohalar bo’ ladi.

2-§. Rm futoda ketma-ketlik va uning iimiti 
Nafural sonlar lo'plami N va W-M fazo berilgan bo'lib. /  har bir n(n e N)

ga R'" fazoning hiror muayyan xfn> -(j^ n> ,x(n>....x'„n))eR "' nuqtasmi mos
qo'yuvchi akslanlirish bo'lsin:

f N ^>Rm yoki n -► x" = {x,,n>,x<n>.
Hu akslantirishni quyidagicha tasvirlash mumkin:....£>).

f  N -> iT  akslantirishning tasvirlari (obrazlari) dan tuzilgan

j / ' V 2;....X(n>.
to'plam ketma-ketlik deb ataladi va u ( / " }  kabi beligilanadi. Har bir
J n ) R'" (n = 1.2, ) ni ketma-ketlikning hadi deyiladi

Shuni ta'kidlash kerakki, {j/ " j } ketma-ketlikning mos koordinatalardan 

tuzilgan {*m<,,;} lar sonli ketma-ketliklar bo'lib, { r " ; } kctma-
ketlikni shu m ta ketma-ketlikning (ma'lum tartibdagi) birgalikda qaralishi deb 
hisoblash mumkin.

/*. Ketma-ketiikning limiti.
Rm fazoda biror

x(l>.x '1>.... x '" . .  (12.11)
ketma-ketlik hamda a = (a,,a2....am)e  Rm nuqta bcrilgan bo'lsin.

13- ia’rif. Agar V f> 0  olinganda ham, shunday n0e N  topilsaki, barcha 
n> n0 uchun

p(x" ,a )<c

lengsizlik bajarilsa, a nuqla { / * ' }  ketma-kellikning lim iti deb ataladi va 

lim x" = a yoki n —► ac da x" -* a kabi belgilanadi.
m •<

l-§da keltirilgan a nuqtaning c-atrofi ta 'rifm i e'tiborga olib, {*, " , } ketma- 
ketlikning lim itin i quyidagicha ham ta'riflasa bo'ladi.

14- ta’rif. Agar a nuqtaning ixtiyoriy Ut (a) alroft olinganda ham. ( r " , ; j 
ketma-ketlikning biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadlari shu atrofga 
tegishli bo'lsa, a nuqta | r f"'1} ketma-kellikning lim iti deb ataladi.

n

e
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Agar (12.1!) keima-ketlik limitga ega bo'lsa, u yaqinlashtiruvchi ketma- 
ketlik deb ataladi.

L im it ta'rifidagi sharmi qanoatlantiruvchi a mavjud bo'lmasa, |* fnJ} ketma- 
ketlikning limitga ega emas deyiladi, ketma-ketlikning o'zi esa uzoqlashtiruvchi 
deb ataladi

Shunga e'tibor berish kerakki, kclma-ketlikning lim iti ta'rifidagi e ixtiyoriy 
musbat son bo lib, n0(/i0 e N) esa e ga (va, tabiiyki, qaralayotgan ketma- 
kcllikka) bog'liq ravishda topiladi.

12.2-misol. R™ fazjoda ushbu |x"} I I I
n n n

ketma-ketlikning lim iti

a = (fl,0....0) bo'lishi ko'rsatilsin.

< V t  > 0 sonni olaylik. Shu e ga ko'ra Uo = + I ni topamiz. Natijada

barcha n > uchun

* * . W ( \ i ..> . o ..[\n n n ) )  n n„
<£

+ 1

in

bo'ladi. Demak, ta 'rifga ko'ra,

lim = limf- ,  * ,...,-1  =  (0,0... ,0) = a 
" -« ( ,« 1  n n)

bo'ladi ►
Rm fazoda {r/"J}= ,jiTJ| ketma-ketlik berilgan ho'lib, u

a = (<3|.o2,...,flm) limitga ega bo'lsin. IJ holda lim it ta'rifiga ko'ra, V f> 0  

berilganda ham, { / " ’'} kctma-ketlikning biror «0 hadidan boshlah keyingi hadlari 
a  nuqtaning

f / r (fl) -= {re  /?'" p(x, f l ) < t }
sferik atrofiga tegishli bo'ladi Bu sferik atrof ushbu bobning 1 §dagi l-lemmaga

muvofiqshu a nuqtaning U,(a ) parallelepipedial atrofining qismi bo'ladi:

Uc(a)czUc(a)

Demak, {r i'1-'} ketma-ketlikningo'sha n̂  hadidan boshlab, keyingi barcha

hadlari a nuqtanmg Uc(a) atrofida yotadi, ya'ni barcha « > n, uchun

jt(" ' eLff (a) = ( ( * , ,3c2i . . . ,jc„  a , - £ < x t < a , + e .

,a2 - £ < x2< a2 +£.....am —£ < xm < am +£}
bo'ladi. Bundan esa, barcha n >nB uchun
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<3, - £  < jt[ " j <ax+£.
_ <nJ _ ,

a2 -  £ < *2 <o2+ £,

J  " tam -  e < xm < am + f.
bo'lishi kelib chiqadi. Demak. Vc > 0  olinganda ham. shunday «>« ,, topiladiki, 
barcha n> nn uchun

J">

bo'ladi. Ru esa

-  0r| < £, \4m> - a 21 •<£, .

lm x (n) = at

timxiy
m “

= a,

hm x(;> II 
i

fazoda {*fnJ}= {* {" '

J">.

ekanligini bildiradi.
Shunday qilib,

a = (at,a2, ,am) bo'lsa, u holda bu ketma-kcllikning koordinalalaridan tashkil 

topgan sonlar ketma-ketliklari {*J"/ } { * j,° [ —.{rl"*} ham limitga cga bo'lib, ular
mos ravishda a nuqtaning ax,a2....am koordinatalariga teng bo'ladi.

Demak,
limxi', l =a,

lim x(xi = a ■
lim x i"1 -  a,

( 12. 12)

lim Jo) .

Fndi R” fazoda kctma-ketlikning koordinatalaridan tashkil topgan 

km>\k"l-ki sonlar ketma-ketliklari limitga ega bo lib, ulaming lim itlari 

mos ravishda a -(a ,.a ; „ ,am)e  R" nuqta koordinalalari a,.a2,....am larga tcng 
bo'lsin:

lim x\’l> = a,

iim x i"J = a.

lim x 'J '^ a ,

12
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Lim it ta 'rifiga asosan. V f > 0  olinganda hara y -  ga ko’ ra shunday
■Jni

e N  topiladiki, barcha n > n '̂J uchun

sltunday e A' topiladiki, barcha n > n'^’ uchun

va xokazo, shunday /£ ”J e /V topiladiki, barcha « > n1” 1 uchun

1 1 V/n

bo'ladi. Agar n0 = m ta  /jfl"’1 } deh olsak. uixla barcha «>« ,, uchun
b iryo 'la

■ 'V /u
(1 =  I, 2.....m)

tengsizliklar bajariladi. U holda

bo'lib. undan

bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa
p (x fnJ.a )<  £ 

lim xJn> -  a

ekanini bildiradi.

Demak. | / " J}=(x(''J,j^* ',...r*^*'} ketma-ketlik koordinatalaridan tashkil 

topgan {x^"y^ s o n l a r  krtma-ketliklarining lim itlari mos ravishda 

a = {ava2,.. ,am) nuqta koordinatalari a,,aj....,am larga teng bo'lsa, () /"J) ketma- 
ketlikning lim iti yuqoridagi ta 'r if  ma'nosida shu a nuqta bo'ladi: 

lim x f"J = a,

lim x!n> —
■ ltmxfn> =a. (12.13)

lim ^ n> =a„ I

Yuqoridagi (12.12) va (1213) munosabatlandan

13
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lim x,n> =•«<=>

lim x,n' = a| 

tim xl-,n> = a,

lim j([[,"1 = o .

ekanligi kelib chiqadi.
Shunday qilib, quyidagi muhim teoremaga kclamiz:
1-teorema. Rm fazoda { * ' " ■ ' } = { * [ " ' , .... jcjJJ1'}  ketma-kellikning

a .n„,)e Rm ga intilishi

jc*"1 —> a ( n -> oo da)
uchun n —» oo bir yo'la

a
bo'lishi zarur va yclarli.

Ru teorcma Rm fazoda ketma-kctlikning lim itin i o'rganishni sonli ketma- 
ketliklaming lim ilin i o'rganishga keltirilishini ifodalaydi. Ma'lumki, «Matematik 
analiz asoslari» kursining 1-qism. 3-bobida ketma-ketligi va uning lim iti batafsil 
n'rganiigan.

2". Ketma-ketlik limitiga doir ba'zi tasdiqlar
Sonlar ketma-ketligi lim iti haqidagi ma'lumotlar (tushuncha va tasdiqlar) 

Rm fazo nuqtalaridan iborat ketma-ketliklarda ham o 'rin li bo'ladi Quyida biz 
ularni keltirish hilangina kifoyalanamiz. (keltirilgan tasdiqlami isbotlashni 
o'quvchiga havola etamiz).

1) Rm fazoda ,x,n')} keima-ketlikning chegaralangan

bo'tishi uchun hu ketma-ketlik koordinatalardan iborat [» [" '} [ i { " ' [  ..„ {*[["'} sonlar 
ketma-kclliklarining har hirining chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli.

2) Rm fazoda { r '" '}  ketma-ketlik uchun V f  > 0 olinganda ham shunday 
nBe N topilsaki, barcha n > n0, p >  n0 da

,4x'-f,ym,)<t
tengsizlik bajarilsa, {* '" '}  fundamental ketma-ketlik deyiladi.

R”  fazoda {* '" '}=  {(jtJ"'.*^'1' .... •fJn"')} ketma-kellik fundamental bo'lishi

uchun bu ketma-ketlik koordinatalaridan ihorat { * [ " '} [ * ; " } . •  .{* ir  } ketma- 
ketliklarining har birining fundamcntal bo'lishi zarur va yetarli.

Rm fazoda {*, " / } ketma-ketlikning yaqinlashuvchi bo'lishi uchun u 
fundamental bo'lishi zarur va yctarli (Koshi teoremasi).

14
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3) Markazlari a*” ' = ....<»„'*')€ Rm nuqlalarda, radiusiari
r„ (r„ >0. /1 = 1. 2. ) bo'lgan

Sm = S„{aM .rn)=  {» € « ■  p{x.aM )<r„\ ( » = l.  2. 3. .)
sharlar berilgan hci lsin A.gar

S| zi S2 =>... 3  S„ 13 ...
munosabat o 'rin li bo'lsa, (5nj ichma-ich joylashgan sharlar ketma-kctligi 
deyiladi.

Agar Rm fazoda ichma-ich joylashgan sharlar ketma-ketligi (5n) uchun
lim r. = 0

A-*a

bo'lsa, u holda barcha sharlarga tegishli bo'lgan a {a sR m'\ nuqta mavjud va 
yagonadir. (Ichma-ich joylashgan sharlar prinsipi).

4) Rm fazoda

x0>.x ,2J. ,x (n>. . {xM BRm. /1 = 1 .2... )
ketma-ketlik berilgan bo'lsin Ru ketma-ketlikning

n]:n2....nk. .. (n, < n, < . < nk < . .. nt e N, k = I, 2, )
noinerli hadlardan tashkil topgan ushbu

.....{x<n‘>zRm)

ketma-ketlik { / " ^ ]  ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi deyiladi va kabi
belgilanadi.

Agar ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'Iib, uning lim iti a (a e A ,m)

bo'Isa, bu ketma-ketlikning har qanday qismiy ketma-kctiigi ham
yaqinlashuvchi bo'lib, uning lim iti ham a ga tcng bo'ladi.

Har qanday chegaralangan {xfn>} ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy 
ketma-ketlik ajratish mumkin. (Baltsano-Veyershtrass teoremasi).

3-§. Ko 'p o'zgaruvchilifunksiya va uning limiii
/ “. Funksiya. Biror m (m  c  Rm) to'plam berilgan bo'lsin.
15-ta’rif  Agar M  to'plamdagi har bir jr = (x,, x2. ... xm) nuqtaga biror 

qoida yoki qonunga ko'ra bitta haqiqiy son y (y e  R) mos qo'yilgan bo'isa, M 
to'plamda ko'p o'zgaruvchili (m ta o'zgaruvchili) funksiya berilgan (aniqlangan) 
deb ataladi va uni

/  W xt.--.xm)~>yyck\y = f {x vx2.....xm) (12.14)
kabi belgilanadi Bunda M -funksiyaning berilishi (aniqlanish) to'plami,
jc, .X j_,xm erkli n'zgaruvchilar funksiya argumentlari, y erksiz o'zgaruvchi -
Jt, ,x2,....xm o'zgaruvchilarning funksiyasi deyiladi.

(* i,x 2... , * „ )  nuqta bitta *  bilan belgilanishini e'tiborga olib, bundan keyin
deyarli hamma vaq! (jc, .jt2.....*„) o rniga *  ni ishlataveramiz. Unda yuqoridagi
(12.14) belgilashlar quyidagicha yoziladi:
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f  : x —* y yoki y = / ( jr) ( r  e / ! " j e  /?J.

Funksiyaning berilish to'plamidan olingan x" e M nuqtaga mos kcluvchi 
y0 son y -  f {x )  funksiyaning x - x °  nuqtadagi xususiy qiymati deb ataladi.

Masalan, f  -  Rm Fazodagi har bir x nuqtaga shu nuqta koordinatalari 
kvadratlarining yig'indisini mos qo'yuvchi qoida, ushbu

f:x -* x* + x ] + ... + xl, y = x2+ x 2 +.. + xl 

funksiyani hosi! qiladi. Bu funksiya M = R™ to plamda bcrilgan.
f (x )  funksiya M  e  Rm to'plamda beriigan bo'isin. Ushbu {/(x). x e  M ) 

to'piam funksiya qiymatlari to'planii (funksiyaningo'zgarish sohasi) deb ataladi. 
fazoning (x ,y ) ( r e  /?”',>  = / ( r ) e  /?) nuqtalardan iborat

ushbu
{(r,/ ( * ) ) }  = { ( * . / ( * »  x e / r . / ( r ) e /?} 

to'plam y = f (x )  funksiya grafigi deb ataladi 

Masalan, m = 2 bo‘ lganda(/?2 fazoda)

y = x vx2, y = xf ,x2. y = -  x2

funksiyalar grafigi (47-chizma) mos ravishda R' fazoda gipcrbolik paraboloid 
(a). aylanma paraboloid (b) hamda yuqori yarim sferalar (s) dan iboratdir.

47-chi/ma
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M  tz Rm to'plamda y = f { x ) - f ( x t,x2, funksiya herilgan bo'lib, 

jcj,jc2... laming har biri T c  Rk to'plamda berilgan funksiyalar
bo'lsin:

•*! =«>|(<)=^(<I^2.... ' l ).... f«)
*m = f t . ( 0  = % .( 'r 'z -  '»)

Runda / = o'zgaruvchi T cz R* to'plamda o'zgarganda ularga

mos Jt = (x,,_r2.... * „ )  nuqta M  cr Rm to'plamga tegishli bo'lsin. Natijada y
o zgaruvchi x  = (x,,x2.o'zgaruvchi orqali / (/,,/2 )
o'zgaruvchilaming funksiyasi bo'ladi:

>->x *y ,
((/,,/j. . / J -> ( j : I>Jr2.... > .) -» > ') .

>' = / M ' ) )  = fM < i.t2 /,)♦»,(/,,/ j . . . . , / t ) .*>.(*,.», U )).
Bu murakkab funksiya yoki f (x )  hamda <p\t) (/ = 1,2,. ,m) funksiyalar 

superpozitsiyasi deb alaladi.
Flementar funksiyalar ustida qo'shish, ayirish, ko'paytirish va ho'lish 

amallari hamda funksiyalar supcrpozitsiyasi yordamida ko'p o'zgaruvchili 
funksiyalar hosil qilinadi. Ushbu

y = * " '  I" . y = l"4x\ + *2
y = sin(x,x3) + sm(x2Jc3)+  . + sin(x„ ,x „) 

funksiyalar shular jumlasidandir.
f (x )=  f (x t,x2....xm) funksiya M cz R1" to'plam berilgan ho'lsin. Agar bu

funksiya qiymatlari lo'plami
Y = {f(x,,x2,...,x„)\xt.x2....xm)e M )

yuqoridan (quyidan) chegaralangar bo'lsa, ya'ni shunday a'zgarmas C 
(o'zgarmas P )  son topilsaki, V (x,,x2>. ,xm)e M  uchun

-f(x,.x2.. ,xm)<  C ( / (x ,. x2..... x j >  P)
tengsizlik o 'rin li ho'lsa, f ( x ) ~ / ( j t , , x 2>...,xm) funksiya M  to'plamda yuqoridan 
(quyidan) chegaralangan deb ataladi, aks holda, ya'ni har qanday katta musbat S 
sonolinganda ham M  to'plamda shunday (x0,*^,-...*®) nuqtatopilsaki, 

/ ( x ° ,x 2....,x0)>  (/'(x“ 4  ..,x°)<  -s)
tengsizlik o 'rin li ho'lsa, f (x )  = / ( x , . x 2.... x j  funksiya M  to'plamda yuqoridan
(quyidan) chegaralanmagan deb ataladi.

Agar / ( x )  = /(jC |,jr2.. .x J  funksiya M to'plamda ham yuqoridan, ham 
quyidan chegaralangan bo'lsa, iunksiya shq lo'nlamda chcgaralangan deyiladi.

12.3-misoL Ushhu
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y-=
H«.: ♦ * *: -  >4)

funksiyaning aniqianish to'plami topilsin.
^Qaralayotgan munosahat ma'nogaega bo'lishi uchun

I-J f?  ~ 4 -  - ~ K
1

jc, +x2 +... + i ; - - > 0  
4

bo'lishi kerak. Ravshanki,
I -  x* -  x? -  *^ > 0 =3 jq + jcj + + .j£  < 1 ho'lib, u Rm fazoda

{xeR m p(x. 0 )s  l}
shami (fl = (0.0, ...,0));

jt,2 + jc( + ... + j£  —- > 0  x,J + jt j + + x̂ , > -  bo'lib, u Rm fazoda
* 4 4

Jt e R"‘ p (jr, 0) > -

to'plamni (markazi 0 = (0.0,....0) nuqtada, radiusi - bo'lgan shar tashqarini) 

ifodalaydi.
Demak, berilgan funksiyaning aniqlanish to'plami

{*€ /? ”’ p(jc, 0 )s  1 }r> jt e R"‘ p(x. 0 )>

bo'ladi. ►
2“. Funksiyaning iimiti. R” fazoda biror M  to'plam olaylik. a nuqta 

(a = (<J|,a; ....a„,)) shu to'piamning lim it nuqtasi bo'lsin. U holda M to'plamning

nuqtalaridan a ga intiluvchi turli {jcr"J} (jcw € M. x(,,> *a, n = I, 2, . )  ketma-
ketliklar tuzish mumkin:

tim x(n> = a .

F,ndi shu M  to'plamda biror y -  f (x )  funksiya berilgan bo'lsin.
16.-ta’rif. (Geyne ta'rifi). Agar M to'ptamning nuqtalaridan tuzilgan a ga 

intiluvchi har qanday {x(nJ j (xM *  a. n = I. 2, )
ketma-ketlik olinganda ham mos {/(jc r"J)} ketma-ketlik hamma vaqt yagona e
(chekli yoki cheksiz) limitga intilsa, e f (x )  funksiyaning a nuqtadagi (yoki
x —» adagi) lim iti deb ataladi va u

iim f (x )  = a yoki jc —> <3 da f ( x ) —* e 
• -*•

kabi belgilanadi.
Funksiya lim itini bashqacha ham ta'riflash mumkin.
17-ta’rif. (Koshi ta'rifi). Agar V t  > 0  son uchun shundan <5 > 0 topilsaki, 

ushbu 0 < p(jt, a)<d  tengsizlikni qanoallantiruvchi barcha x e M nuqtalarda
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/ ( * ) -  b\ <£
tengsizlik bajanlsa, a son f (x )  funksiyaning a nuqtadagi ( x - * a  dagi) lim iti 
deb ataladi.

/ H-ta'rif. (Koslii ta'rifi). Agar V £ > 0  son uchun shumlay S>  0 topilsaki, 
ushhu 0 <r p(x a) < <5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha xe M nuqtalarda

| / ( j f ) ( > f  ( / W > e .  :)
bo'lsa, f ( x ) funksiyaning a nuqtadagi ( x —* a dagi) lim iti oo(+00. - 00) deyiladi.

Yuqoridagi /im f (x )  = e yoki jt -»  a da / ( x )—*e  belgilashlarni, 
• •#

x = ( j r „ . . . x j  a = (d ,.a2,- , a „ )  hamda

r  +< j O

X, -»£!,.
X, -1 <lj

xm *  am
ekanligi e'tiborga olib quyidagicha

lim f ( x x.x2,...,xm) =
'tXj

e

yoki
* i ->a,
x2 -+a2

da / ( x , . x 2.

—» am m
yozsa ham bo'ladi.

ftm fazoda biror M  to'plam berilgan bo'lib , 00 esa shu to'plamning lim it 
nuqtasi bo'lsin. Bu M to'plamda y = f (x )  funksiya berilgan.

19- ta'rif. (Geyne ta'rifi). Agar M to'plamning nuqtalaridan tuzilgan har
qanday (x1" 1} ketma-ketlik uchun x(" ' -» 00 da mos { / (x 1" ’ )} ketma-ketlik hamma
vaqt yagona 0 ga intilsa, 0 f (x )  funksiyaning x —» 00 dagi lim iti deb ataladi va

lim f (x )  = e *-♦*>
kabi belgilanadi.

20- ta’rif (Koshi la'rifi). Agar V e > 0  son uchun shunday S > 0 topilsaki, 
ushbu p(x, 0)>(5 tengsizlikni qanoallantiruvchi barcha x e M  nuqtalarda

\f(x)~^<E
tengsizlik bajarilsa, a ru f(x) funksiyaning x + 00 dagi lim iti dcb alaladi va

lim f (x )  -  s
l-« i ’

kabi bclgilanadi.
Shuni ta'kidlash lozimki, furksiya lim iti lushunchasi kiritilishida lim iti 

qaralayotgan nuqtada funksiyaning bcrilishi (aniqlanishi) shart emas.
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I-estatma. Yuqoridagi funksiya limitiga beriigan Geync ta 'rifin ing 
mohiyali, har qanday (xfn> * a, n = 1, 2, x<n> —» aj ketma-ketlik uchun

mos { /  (jrr” >)} ketma-ketlikning lim iti olingan ketma-keilikka bog'liq
bo'lmasligidadir.

12.4-misat. Ushbu

, agar xf + jrj > 0  bo'lsa.
/( jr )= /( i, .* i)= { -y /J(f + xl

[ 0 , agar xf + xj - 0 bo'lsa

funksiyaning x = (x |.jc2)->  (fl,0) (ya’ ni x, -> 0. x7 -> 0 )  dagi lim iti nol ekanligi 
ko'rsatilsin

funksiya R~ to'plamda berilgan bo'lib, (0,0) nuqta shu to plammng 
lim it nuqtasi.

a) Geyne ta 'rifi bo'yicha: (0,0) nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy 

x,n> = (xf,'>.xfn))->(Q.O) (ya ni jc'”j -> 0. x<n> -> 0. x,n> *(0. 0)) ketma-ketlik 

olamiz. Unga mos ( / ( a/ " ' ) }  ketma-ketlik uchun quyidagicha
J n i ( n )
■*i x,n>x(n>

U(*rhkm1
Jxfn>x,n><

<  1 <n) t n i
S V2' 1 2

bo'lib, 0, x'S' —>0 da

bo'ladi Demak,

iim f (x ,n>)=  0

^ = 0lim f (: r)=  lim
(■'i *i + xi., »0 V Al a2

b) Koshi ta rifi bo'yicha: Vs > 0 songa ko'ra S = 2r. deb olinsa, u holda 
0</?(;r 0 )< rf tengsizlikni qanoatlantinivchi barcha x nuqtalarda

L f(*M  =
X,JC,

( y 2 . r 2 X y T  X j
= <; i  Jx i+x\  = i  p(x, 0) < ' 6 = £

! x } + x l  2

(engsizlik o 'rin li bo'ladi. Bu esa

lim f (x )  = lim
i -*lo.o) i. -*C t r * ■iV * i  T i :

i L  = 0 
2 . ..2 

rfl V -r -'2
ekanligini bildiradi. ►

12.5-misol. Quyidagi

f (x )  = f(x ,.x 2) = ~
xf x;

Jt, x7 + (jr, - x2 )
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funksiyaning x = (jct.jt2) —»• (0.0) ya'ni x2 —> 0 dagi lim itining mavjud
emasligi ko'rsalilsin

4B u funksiya R2 1(0,0) to'plamda bcrilgan bo'lib, (0,0) shu to'plamning
lim it nuqtasi

(0,0) nuqtaga intiluvchi ikkita‘"•u-D •'»»»
ketma-ketliklar olinsa, ular uchun mos ravishda

4 = 1
I

l + 4rt2
n n

bo'ladi. Bu esa Jt >(0.0) da berilgan funksiyaning lim iti mavjud emasligini 
bildiradi ►

3°. Limitga ega bo'tgan funksiyalarning xossatarL Chekli limitga ega 
bo'lgan ko'p o'/garuvchili funksiyalar ham chekli limitga ega bo'lgan bir 
o '/gam vchili funksiyalaming xossalariga (qaralsin l-qism, 4-bob, 4-g) o'xshash 
xossalarga ega. Ulaming isboli xuddi bir o'zgaruvchili funksiyalar xossalarining 
isboti kabidir

Biror M  c  Rm to'plamda f (x )  funksiya berilgan bo'lib, a (a eR m) nuqta 
shu M  to'plamning lim it nuqtasi bo'lsin.

1) Agar
lim f (x )  = e 
• •«

mavjud bo'lib, e > p (e < q) bo'lsa, a nuqtaning yctarli kichik atrofidagi 
x e  M (.x *  a) nuqtalarda / ( x ) >  p ( f (x )< q ) bn'ladi. Xususan, « * 0  bo'lsa, u 
holda a nuqtaning yetarlicha kichik atrofida / ( x ) * 0  bo'ladi.

2) Agar
Hm f (x )  = e 
• •*

mavjud bo'lsa, a nuqtaning yetarlicha kichik U6(a) atrofida ( x e M  (x *  a) 
nuqtalarda) f (x )  funksiya chegaralangan bo'ladi.

F.ndi M c  Rm da ikkita  f ( x )  va / 2(x) funksiyalar berilgan bo'lsin.
3) Agar

lim f  (x) = e ,. lim / ,  (x) = e7

n

0
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ho'lib, a nuqtaning l i lf{a) alrofldagi barcha t  nuqtalarda (jr e M f l  C /(o)), 
/ ( jt)<  / , ( . t)b o ’ lsa, u holda s, £ a7 bo'ladi.

4) Agar a nuqtaning (/^(a) alrofidagi t e  M f]U s{a) nuqtalarda
/ , ( t ) < / ( t ) <  / , (  t )

bo'lib, x »a  da / ( t )  va / , ( t )  funksiyalar limitga ega hamda
lim f { x )~  lim f 2{x)= e
J 44 J -«tf

bo'lsa, u holda / ( t )  funksiya ham limitga ega va
lim f (x )~  e

bo'ladi
5) Agar x~>a  da f { x )  va / 3( t )  funksiyalar limitga ega bo lsa, 

/ , ( t ) ±  / 3( t )  funksiyalar limitga ega bo'ladi va

/ i« [ / i (* ) ± = lim f  ( * ) ± Hm f i(x )  ■(— X XI X —XI
6) Agar x -* a  da / ( t )  va / 3( t )  funksiyalar limitga ega bo lsa, 

/ ( t ) -  / 2( t )  funksiya ham limitga ega bo'ladi va
Itm [ /  ( t )  / 2( t ) ]  = lim f ( x ) lim / 2( t ) .
I -40 J -40 1 XI

7) Agar da /,( t)  va /2(t) funksiyalar limitga ega bo'lib, lim f 7(x )*  0

bo'lsa, Z ( t ) funksiya ham limitga ega bo'ladi va

f (x )  limf Mnm
’ * • / ( * )  l ‘ " » h ( * )I W

2- eslatma. Bir o'zgaruvchili funksiyalardagidek t — da / ( t )  va / 2( t )  
funksiyalar yig 'indisi, ko'paytmasi va nisbatan iborat bo'lgan funksiyaiaming 
limitga ega bo'lishidan bu funksiyalaming har birining limitga ega bo'lishi kelih 
chiqavermaydi.

3- eslatma. Agar t  —> a da 1) / ( t )  va / 2( t )  funksiyalaming har birining

f (x )  .lim iti nol (yoki cheksiz) bo'lsa, 1 (  ifoda: 2) / ( t ) —»0, / 2( t ) —>ao bo'lganda
M*)

/ ( t )  / 2( t )  ifoda va nixoyat 3) / ( t )  va / 2( t )  turli ishorali cheksiz limitga ega
0 ( oo l

bo'lganda / ( t ) +  / 2( t )  y ig 'ind i mos ravishda I — . 0 •« , 00-00 ko'rinishdagi
0 V® '

aniqmasliklami ifodalaydi.
Agar t - > a  da I) / ( t )  -> 0, / 2( t )  -> 0 bo'lsa, 2) / ( t )  -» I, / 2( t ) - »  =c 

bo'lsa, 3) / ( t ) - »  00. / 2( t ) - »  0 bo'lsa, u holda [ / ( t ) ] ' ' ^  mos ravishda

Qc , l '  oo° ko'rinishdagi aniqmasliklarni ifodalaydi. Runday aniqmasliklar bir 
o'zgaruvchili funksiyalarda qaralganidck, / ( t )  va / , ( t )  funksiyaning o 'z lim it- 
lariga intilish xarakteriga qarab ochiladi.
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f .  Takrmiy iimitlar. Biz yuqnrida / ( x )  = / ( x , ,x : ....xm) funksiyaning
a = (at,a2....am) nuqtadagi lim iti

»

lim f (x )~  e lim / ( x , .X j. . .  ,x m )=  et ,
•l ■»*)

bilan lanisbdik. Demak, funksiyaning lim iti, uning argumentlari x ,,x ,....xM
laming bir yo'la, mos ravishda a;.a2„. ,am sonlarga intilgandagi limitidan iborat- 
dir

Ko’p o'zgaruvchili funksiyalar uchun (ulargagina xos bo'lgan) boshqa for- 
madagi lin iit tushunchasini ham kiritish mumkin.

f (x t.x2... ,xm) funksiya M a  R to'plamda berilgan bo'lib. am)
nuqia M to'plamning lim it nuqtasi bo'lsin. Bu furksiyaning x, —* at dagi 
(boshqa barcha o'zgaruvchilami tayinlab) lim iti

lim / ( x „ x 2>. . . , x j
X|-X>|

ni qaraylik. Kavshanki, hu lim it, birinchidan bir o'zgaruvchili funksiya limitining 
o'zginasi, ikkinchidan u x2,xv ...,xm o'zgaruvchilarga bog'liq: 

lim f ( x t,x2,...,x j = (pt(x2,xv ....xm).

So'ng <pt(x2lx̂ . ,xm) funksiyaning x2 —*a2 dagi (boshqa barcha o'zgaruv- 
chilarjni tayinlab) lim iti

lim <pt(x2.x2.... x „) -< p ,(x ,.x 4.....r j
X, -ta,

ni qaraylik.
Yuqoridagidek birin-kelin x3 ->a2 x4 >a4.. ,x„, >am da limitga o 'tib 

lim lim ... lim f (x t,x2,. .,xm)
Mm  i |  - M |

ni hosil qilamiz. Bu lim it f (x t,x2. ..,xm) funksiyaning takroriy lim iti debataladi.
Demak, funksiyaning takroriy lim iti, uning argumentlari X|,x2,. ,xm laming 

har birining birin-ketin mos ravishda at,a2. ,am sonlarga intilgandagi limitidan 
iboral.

Shuni ham aytish kerakki, / ( x , , x 2....xm) funksiya argumentlari xt,x2,...,xm
lar mos ravishda at,a2,. ,am sonlarga turli tartibda intilganda funksiyaning turli 
lakroriy limitlari hosil bo'ladi.

12.6-misol. Ushbu

/ l * i . * j )  =

*i*x y , „  . ,- = = i = - . agar x, + x j> 0  bo lsa 
V *i" +  *?

0 , agarxf + x2 = 0 bo'lsa
funksiyaning takroriy lim itlari topilsin.
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4 lBu hinksiyanirg takroriy lim itlari mavjud va ular ham 0 ga teng Haqiqat- 
dan ham,

lim /(x,,x2)=  lim ' 1 -  0, lim lim / ( * , , x 2) = 0
ij -*0 “ x, -«0 / r J i i )  -* 0 1  «0

\  * l  T a2
Shunmgdek,

lim f (x t,x2)=  lim X\*7 _= 0, lim lim f (x , , jc2 ) = 0 .
2< - * 0  I-, —»C

Demak, berilgan funksiyaning Lakroriy lim itlari mavjud va ular bir-biriga 
teng. ►

Bu funksiyaning (karrali) lim iti 0 ga teng bo'lishini ko'rgan edi.
12.7-nusoL Ushbu

2x,
— .agarjc, + 3x2 * 0  bo'lsa

f\xt,x7) = ( x, + 3 x2
0 , agar x, + 3x, = 0 bo' Isa

funksiyaning karrali va lakroriy lim itlari topilsin.
4Ru funksiyaning takroriy lim itlari quyidagicha:

\
3 ’

2*. ~ x ! _
• > ->0 X, + 3x.
lim = - i .  nmliml* ^ * 1

3 x, •oi, -»o x, + 3x2

^ ^  = 2, = 2lim 
’! x, + 3x, i,^o t, »o x + 3x .

Demak, berilgan funksiyaning takroriy lim itlari mavjud bo'lib, ulaming biri 

-  i  ga, ikkinchisi csa 2 ga teng.

Biroq x = (x , ,x ,) ->  (0.0) da / ( x , , x 2) funksiyaning (karrali) lim iti mavjud

emas. Chunki (0,0) nuqtaga intiluvchi ikkita x(n' = | -  - j - » ( 0  0),

x ^  = [ - ,  4 l -»0  ketma-ketliklar olinsa. ular uchun mos ravishda / { * .  * ]=  * -+ *, 
1 1  U  n) 4 4n n)

6 6/ 5 4 \ ^  ^
/ f  | = — bo'ladi. Ru esa (x ,, x 2) ->  (0,0) da berilgan funksiyaning 

\n n) 17 17
(kanali) lim iti mavjud emasligini bildiradi ►

12.8-misol. Ushbu

, . x. + x ,s t / j— agarx, bo'lsa
/ ( x , .x , )= ^  x,

[ 0 .agarx, = 0  bo'lsa
funksiyaning kanali va takmriy lim itlari topilsin.

4 Bu funksiya uchun
lim / ( x , , x 2)= X |, lim lim / ( x | , x 2) = 0
•j i| -*0x} - >0

t
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k

ho'lih. lim lim /{xt,Xj) mavjud emas. Demak, berilgan funksiyaning hitta tak-

roriy lim iti mavjud bo'lib, ikkinchi takroriy lim iti esa mavjud emas. Ammo
Il/( jt, .a c ,)-0 |=  i .  + jr2 si, ( i  - 0 )

munosabatdan (jĉ jcj) —► (0,C) da / ( jr,.Jr3) funksiyaning (karrali) lim ili mavjud

lim / ( j f | , x , )  = 0
*,-.o
x*-*0

va

bo'lishi kelib chiqadi ►
2-tenrema. Agar I) (x ,. x2)->  (x,°, t ®) da /(x{,x2) funksiyaning (karrali) 

lim iti mavjud;
lim / ( jc, , x2) -  n,

x, -»rj*

2) har bir tayinlangan xt da quyidagi

tim  f (x y x2) = (p(xX
i , - r 2

lim it mavjud bo'lsa, u holda
lim  lim  / ( x , . i , )

i , - r “ r,->rj' *

lakroriy lim it ham mavjud bo'lib,
lim  lim  / ( jc, .oc2) = «

X, -klj X; —»Xj
bo'ladi.

< / (x ltXj) funksiya (jc, , jc3) —» (jcJ*. x2) da karrali
lim  / ( x , . Jt2) = rj

• i -» :
limitga ega bo'lsin. Lim itning ta'rifiga ko'ra, Vs >0 son olinganda ham, shunday 
S > 0 topiladiki, ushbu

|(jCi, x2)e  .'|x, -  jc"| < S,|jc2 -x®| < c j jc  M 

to'plamning barcha (x,.x2) nuqtalari uchun
|/(x , ,x 2) - e ( < £ (12.15)

bo'ladi. Endi teoremaning 2) shartini e'tiborga olib jc, o'zgaruvchining 

|x, — jc,°| < <5 tengsizlikni qanoatlantiradigan qiymalini tayinlab, x7 —» jr2 da 

(12.15) tengsizlikda limitga o'tib
\<p(x,)~e\<S

ni topamtz. Demak. V « > 0  son olinganda ham, shunday <$>0 topiladiki, 
|jc, — je|*i < ^  bo'lganda \p(x,)-# .i£  bo'ladi. Bu esa

<p(x,)=  «
x,-»r,
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bo'lishini bildiradi. Keyingi munosabatdan
lim lim / ( jc, , jc2 ) =  «

bo'lishi kelib chiqadi.►
Qo'yidagi teorema xuddi shunga o’ xshash isbotlanadi.

3- teorema Agar I)  (x,r jc2 ) —>• (x)1. jĉ ) da / ( x , . x2) funksiyaning karrali 

lim iti mavjud:
lim f\xx,x^) = eJC| • « ' , 

x 2
2) harbirtayinlangan x, daquyidagi

lim /"(x|. x3) -  <o(x7)

lim it mavjud bo'lsa, u holda
lim hm / ( x , , x 2) 

x2-n j
takroriy lim it ham mavjud ho’ lib,

lim lim / ( x l r x2) = «

bo'ladi.
l-natija. Agar bir vaqtda yuqoridagi 2- va 3- teoremalaming shartlari 

bajarilsa, u holda
lim / ( x | , x 2)=  hm lim / ( x , , x 2) = lim lim / ( x (,x 2)

ii -►jc® x, -»x f i 2 - m " - * i j  i|

boMadi.
5*. Koshi teoremasi (yaqinlashish prinsipi). Endi ko'p o'zgaruvchili 

funksiya lim itining mavjudligi haqida umumiy tcorema keltiramiz.

R"' fazoda M  to'plam berilgan bo'lib. a ( a e / f " )  uning lim it nuqlasi 
bo’ lsin. Bu to'plamda / ( x )  funksiya berilgan.

19-ta’rif. Agar V e > 0  son uchun shunday ,5>0  son topilsaki, ushbu 
0 <p(x.a )<5, 0 < p (x ,a )< S  tengsizliklami qanoatlantimvchi ixtiyoriy x  va x 

(x € M. x e m ) nuqtalarda

i / ( x ) - / ( x ) < t

tengsizlik o 'rin li bo'lsa, / ( x )  funksiya uchun a nuqtada Koshi sharti bajariladi 
deyiladi.

4- teorema (Koshi teoremasi). f (x )  funksiya a nuqtada chekli limitga ega 
bo'lishi uchun a nuqtada Koshi shartining bajarilishi zamr va yetarli.

<Zarurligi. x —>a da f (x )  funksiyachekli lim it
lim f (x ) = a
I •««
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ga cga bo'lsin. Ta'rifga binoan Vc > 0 son olinganda ham - ga ko'ra shunday

S > 0 lopiladiki, ushbu 0 <p (x .a )<S  lengsizlikni qanoatlantiruvchi harcha 
x (jt 6 Kl) nuqtalarda

jumladan 0 < p (r,n )< « $  ^ | / ( j c ) - « j< ^  bo ladi Bu tengsizliklardan

| / f c ) - / ( * ) < j / ( * ) - fl| + ! / ( * ) - « ( < *

bo'lishi kelib chiqadi
Yetarlitigi. f {x )  funksiya uchun a nuqtada Koshi sharti bajarilsin, ya'ni 

Ve > 0 son olinganda ham, shunday <5 > 0 tnpiladiki, ushbu
0<p(x.a )<S . 0 <p (x .a )<5  tengsizliklarm qanoatlantiruvchi ixtiyoriy jr va 
x ( u e W )  nuqtalarda

bo'lsin. Bu holda f (x )  funksiya x +a da chekli limitga ega bo'lishini 
ko'rsatamiz.

a nuqta M  to'plamning lim it nuqtasi. Shuning uchun M to'plamning
nuqtalaridan ( i " J) (jr" *  a. n = I, 2, ..,) kelma-ketlik tuzish mumkinki, bunda

lin x(n) = a 
• »(

bo'ladi. Lim itning ta 'rifiga binoan, yuqorida keltirilgan S > 0 ga ko'ra, shunday 
«, g JV topiladiki, harcha n > p> n0 uchun 0 < , u )< <5, 0 < /j( jr " ’y,a )< 5
bo'ladi Bu (engsizliklarning bajarilishidan esa, shartga ko'ra:

\f{x(p>) - f { x <n>}< £

bo'ladi Demak, { / '( r " ' ,)j fundamental ketma-ketlik. Binobarin, {/(x^',',)| ketma- 
ketlik yaqinlashuvchi

Bu ketma-ketlikning iim itin i a bilan belgilaylik:
lin f { x 'n))=a .

Endi M to'plamning nuqtalaridan tuzilgan va a nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy

|x J ketma-ketlik
-<»i (-<”> . _ )x —» a pr *  a, n = ], 2, .. J

olinganda ham mos [ / ( i  *)[ ketma-ketlik (u yuqorida koTsatganimizga binoan 
yaqinlashuvchi bo'ladi) ham o'sha e ga intilishini ko'rsatamiz.

Faraz qilaylik x<r‘> —>a (j/"J * a, n = I, 2, ...) bo lganda

bo'lsin. jx " '1), p " J jketma-ketlik hadlaridan ushhu
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xn,. x iu .xm .x-n>.
kctma-kedik luzaylik. Ravshanki, bu ketma-ketlik a (a e /?"') ga intiladi. U holda 

f{x ,u\ f(x  ,u \/ {* '* '] f (*  ' J' )  . j [x ,m,\ f [ x fm>\ (12 16)
ketma-ketlik chekli limilga ega. Uni 6* orqali belgilaylik. Agar va

ketma-ketliklarning har hiri (12.16) ketma-ketliknirg qismiy kctma- 
ketliklari ekanligini e'tiborga olsak, u holda

bo'lishini topamiz. Demak,
g* = e = e'

Shunday qilib, f (x )  funksiya uchun a nuqiada Koshi shartining 
bajarilishidan M to'plam nuqtalaridan tuzilgan va a ga mtiluvchi har qanday 
(x " " )  (xf"‘ * a . n - 1,2 ) kclma-ketlik olinganda mos ketma-kellik hilla
songa intilishini topdik. Bu esa funksiya lim itining Gcyne ta'rifiga ko'ra / ( jr) 
funksiya a nuqtada chekli limitga ega bo'lishini biIdiracli. ►

3-eslatma. Koshi sharti va Koshi tcoremasi x - t ®  da ham yuqoridagiga 
o'xshash ifodalanadi va isbot etiladi.

4-§. Ko 'p o 'zgaruvctiifi funksiyaning uzfuksizfigi
l". Funksiya uzluksizligi ta'rifi. M c  R" to'plamda f (x )  = f ( x { x .....

funksiya berilgan bo'lib, a €  ,M (a = {ut.at....< 0 )  nuqla esa M lo'plamning
lim it nuqtasi ho'lsin.

19-ta'rif. Agar x a  da f (x )  funksiyaning lim iti mavjud bo'lib,
lim f (x )~  f (a )
% ««

hm f (x t. x7,,.„, irm)=  f (a v a2..... am)
», -»,|i

, I .  - * » „
bo'lsa. f (x )  funksiya a nuqtada u/luksiz deb ataladi.

(12 17)

20- ta'rif. (Geyne ia'rifi). Agar M  c  Rm lo'plamning nuqtalaridan tuzilgan,
a (a e W ) ga intiluvchi har qanday ketma-ketlik olinganda ham, mos

( / ( / ’" ) }  kclma-ketlik hamma vaqt f (a )  ga intilsa, f (x )  funksiya a nuqtada 
uzluksiz deb ataladi.

21- ta'rif. (Koshi ta'rifi). Agar Vc > 0 son uchun shunday S > 0 topilsaki. 
ushbu p(x.a )<S  tengsizJikni qanoatlantiruvchi barcha x e M  nuqlalarda

I f { x ) - f ( a ] < e
tengsizlik hajarilsa, f (x )  funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.

A trof tushunchasi yordamida funksiyaning uzluksizligini quyidagicha ham 
ta'riflash mumkin.

tr

*
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\

22-ta’rif. Agar \/£ > 0 son uchun shunday <5 > 0 topilsaki, barcha 
x e U s{a) f )M  nuqtalarda / ( * )  funksiyaning qiymatlari f { x )s  t / ( / ( a ) ) ,  ya'ni 

* 6 => / ( x ) e  Uc{f{a))
bo lsa, f {x )  funksiya a nuqtada uzluksizdeb ataladi.

f { x )~  f {Jc,.jc2 funksiyaning a = (fl|,o2, ,am) nuqtada uzluksiziigini
funksiya orttirmasi yordamida ham ta'riflash mumkin.

Funksiya argumentlarining orttirmalari
Ax, = jr, -  av A r, = x2-  a2....Ax„ = x .  -  am

ga mos ushbu

/ W  - / ( « ) =  / ( * i  .^2 / ( fli ■ « 2  am) ■=

= / ( « ,+  A*,- a2 + AT2.....a .+ A x J - / ( « i . 0 2 . - . f l - )
ayirma f {x )  funksiyaning a nuqtadagi to 'liq  orttirmasi deb ataladi va &f yoki 
Af{a)  kabi belgilanadi:

A/,( o ) = / ( a 1+A x1, a2 + A x ,.....am + A x J - / ( a 1,fl2,....d J .
Quyidagi

/ ( f l i  + AX|, al t ...,am) - f { a vai,...,am\

f W  a2 + Ax2- °3. . f W al...am\

f ( a 1. fl2......« - l  / ( « 1-fl2 "« )
ayirmalar f { x )  funksiyaning a nuqtadagi xususiy orttirmalari deyiladi va ular 
mos ravishda A , / .  A / , . . . ,  A r_ /k a b i belgilanadi.

Yuqoridagi (12.17) lim it munosabatdan topamiz:
hm f{x)  = f {a )  => lim [ f{x )  -  /(<z)j = 0 .
t -H « •«

Natijada ( 12.17) tenglik quyidagi
lim A /(a ) = 0 ya’ni hm A /(a )= 0

Ar| -»0
Ara -lO

ko'rinishga keladi. Demak, f { x )  funksiyaning a nuqtadagi uzluksizligi

lim ^ /(< i) = 0 lim A /ta ) = 0
4i,-»0

kabi ham ta riflanishi mumkin ekan.

23-ta’rif. Agar f { x )  funksiya m (m  c. Rm) to'plamning har bir nuqtasida 
uzluksiz bo'lsa, funksiya shu M  to plamda uzluksizdeb ataladi.

12.9-misol. Ushbu
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_ V _ L• T» j i
» *   ̂ if%ar ♦ x-, / 0

0 , agar x* + X? =  0
funksiya uzluksizlikka tekshirilsin

4Ravshanki. bu funksiya R2 da aniqlangan. Aytaylik (0.0)
bo'lsin. L im it xossalaridan foydalanib topamiz:

Jim (a', . x2)

lim f (x ,,x ,)=  lim *' ** = /Uc Jt°).
: *'„>/ *.2 + »’  /,m J x j  + r j  J x f  + x 2

J,

(jr",jr®)= (0.0) bo'lgan holda
tim / ( j t , . j t j )  = 0 = / ( 0 .0 )

j| —lO "
22 —*0

bo'ladi (qaralsin, 12.4-misol)
Demak, berilgan funksiya R2 da uzluksiz.
24-ta'rif. Agar x -> a da f (x )  funksiyaning lim iti mavjud bo'lmasa, yoki

lim f (x )  = <x,
• «•

yoki funksiyaning lim iti mavjud, chekli bo'lib,
lim f (x )  = e *  f (a )

bo'lsa, funksiya a nuqtada uzilishga ega deb ataladi.
12.10-misoL Ushbu

f(x  x )=  {*?  +*? .agarU ,.jr2)* (0 ,0 )  bo'lsa,1 ' | I , agar(jc,,j :3) = (0 o) bo'lsa
funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.

«Bu funksiya R2 lo'plamda berilgan bo'lih, uning (0. 0) nuqtadagi lim iti
Itm  / U , . x , )  =  0 ^  / ( 0 . 0 ) = 1

J; -»0

ho'ladi. Dcmak, berilgan funksiya (0, 0) nuqtada uzilishga ega, qolgan barcha 
nuqtalarda uzluksiz. ►

12.1 l-misol. Quyidagi

/U i^ )  =
I

j  j— | ,agarx, + x j  *  I bo'lsa,

0 . agar xf + x , = 1 ho' Isa
* T + * J - »

funksiya uzluksizlikka lekshirilsin.
«B u funksiya |(x ,.x2)e  R2 . x2 +x2 = l)  to'plamning har bir nuqtasida uzi-

lishga ega bo'ladi, chunki (x ,. Je2) —:* (xj^x®) (xj1 + x f*  = l ) d a  / U i . ^ 2 ) funksiya- 
ning chekli lim iti mavjud emas. ►
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I

2". (Jzluhsiz funksiyalar ustida arifmetik amallar. Murakkab funksiyaning 
uzluksizligi.

5-teorema Agar f ( x )  va f ( x )  funksiyalarning har biri M c  R” 
to'plamda berilgan bo'lib, ular a e M nuqtada uzluksi/ bo'lsa.

/1  W ± / i W .  / ( • * )  /i(x) hamda
fi(x)

( J i ( * ) *  0 )

funksiyalar ham shu nuqtada uzluksiz bo'ladi.
^Q u teoremaning isboti, limitga ega bo'lgan funksiyalar ustida arifmetik 

amallar haqidagi ma'lumotlardan (ushbu bobning 3-§ dagi 5, 6 va 7- xossalar) 
bevosita kelih chiqadi ►

Faraz qilaylik, M  n  R'" to'plamda y = / ( * )  = f (x ,.x2,.. .x„) funksiya

berilgan bo'lib. xt,x2....xm laming har bir T c  R* (k e /V) to'plamda berilgan
funksiyalar bo'lsin:

a , =<P,(l)= <P, (h -f .... f*).
=<p2(t) = <p2(tl ,t2.....tt \

x„ =<Pm(t)=<Pm(t,.‘7.....h )
Biz 1 =(t,.l2,.. ,/4)e  T bo'lganda unga mos jt = (jr,,jt2.....x j)*  M  deb 

qaraymiz. Bu funksiyalar yordamida
y = f(<pM\-‘i' '*)• vAh.»i •.)■ <Pm(‘ 1./2 'j))=«K('i.f2 <*)=«(<)

murakkab funksiyani tuzamiz.
6-teorema Agar $>,(/)= (/,,/2, -.f*) (1 = I. 2, ,m)

bir r° = , ,r°) nuqtada uzluksiz bo'lib, / ( x ) = / ( x , ,x
t° = (/“ . / j , ...r°) nuqtaga mos

CX = (.

funksiyalaming har 

2 ....x „ )  funksiya esa

:))

nuqtada uzluksiz bo'lsa, y = <!>(/)= <t»(/, / , , . . , / * )  murakkab funksiya 

1° -  (/j°,t2 / ° )  nuqtada uzluksiz bo'ladi.

« x. =<P<(!) = <P,(h.t2.... /* ) (/ = 1 .2 ......m) funksiya t° = (f°./, . ,/°)
nuqtada uzluksiz bo'lsin.

T c  R* to'plamda /° = (/“ ./ j, ../*) nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy

bmt)~irrsr...<r)\ ( « = ' . 2 , )
ketma-ketlikni olaylik. U holda uzluksizlikning Geyne ta'rifiga ko'ra

/ ; " ♦ / °
* ! "  m * ( / . *  ) - * » - ,  ( / “ / : . t)

t'j" - » 1? r  Jr / ; " ) - * ^ ( / r  / j . / , ° ) =

<r « L " ^ . ( / ,° )=
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bo'ladi.
V = / ( jt|.jc3 __ * „ )  funksiya (jt®,  jc“ )  ruqiada uzluksiz. U holda yana

Geyne ta'rifiga ko'ra

fi*  x\

i f — ; ^ / ( C C ' . ■■■C) ► /(« ,* .* ;.... * : )

r r - . :

bo ladi. Demak, t\n> -» tf2H> —» t j .....t\m> —» t* da

M r s r ....> r ) p M " > r . s r \  . v M ' ^ r .... ^ ) ) - »

-+/ {v M A ....<?. u M a .... i?)
Bu esa y = /(«?,(/,./2. ■'i). <P:(i\ 'i- • /* ) . - .  vSt\.h.... it )) = •*>('■. ' 2.

funksiyaning /° = (/“ .i?,. nuqtada uzluksiz ekanligini bildiradi. ►

5-§. Uzluksiz funksiyalarning xossaiari
Biz quyida ko'p o'zgaruvchili uzluksiz funksiyalaming xossalarini 

keltiramiz. Bunda bir o ’zgaruvchili uzluksiz funksiyalaming xossalari to'g'risida 
ma'lumollardan to 'la foydalana boramiz.

Ko'p o'zgaruvchili uzluksiz funksiyalar ham bir o'/garuvchili uzluksiz 
funksiyalaming xossalari kabi xossalarga cga.

l". Nuqta<la uziuksiz bo'iffan funksiyaiarning xassaiari (lokal xossaiari). 1
f (x )  funksiya m {m  c  /?") to'plamda berilgan ho'lib. e M nuqtada uzluksiz 

bo'lsin. Bunday f (x )  funksiyaning nuqtaning yetarli kichik atrofi 

l )£(z ° )c  M  dagi xossalarini (lokal xossalarinil o'rganimiz.

1) Agar f (x )  funksiya x° e M  nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda x° 
nuqtaning yetarli kichik atrofida funksiya chegaralangan bo'ladi.

4 Funksiya uzluksizligi ta'rifiga ko'ra
l,m f (x )=  f{x a)
• ••

bo'lib, undan f ( x )  funksiyani jc° nuqtada chckli limitga ega ekanligi kelib 
chiqadi. Chekli limitga ega bo'lgan funksiyaning xossaiaridan esa, f ( x )  funk- 
siyani Jt° nuqtaning yetarli kichik atrolida chegaralanganligiri topamiz. ►

2) Agar f ( x )  funksiya Jt° nuqlada uzluksiz ho'lib, / ( r ° ) > 0  ( / ( j t ° ) < 0 )  

bo'lsa, jc° nuqtaning yetarli kichik atrofidagi Jt nuqtalarda / ( x ) > 0  ( / ( jc) < 0 ) 

bo'ladi.
4 Funksiya x° nuqtada uzluksizligi ta'rifiga ko'ra, \?£ > 0 olinganda ham 

shunday 6 > 0 topiladiki, barcha jr e t>a(jt0)n  M nuqtalai uchun

/ ( x ° ) - £  < f ( x ) < f { x a)+£
bo'ladi.
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Bu crda £ = / ( * ° ) > 0  (agar / ( v ° )c O  bo'lsa, £ = - / ( x 0)) deb olsak, 
fikrimizning tasdig'iga ega bo'Iamiz ►

Ltemak, f (x )  funksiya jr" nuqtada uzluksiz va / ( x ° ) * 0  bo'lsa, x° nuqta- 

ning yetarli kichik atrofidagi x nuqtalarda funksiya qiymatlarinlng ishorasi / ( x ° )  
ning ishorasi bilan b irx il bo'larekan:

signf(x) = signf{x°).

3) Agar f (x )  funksiya x° nuqtada uzluksiz bo'lsa, x° nuqtaning yelarli 
kichik atrofidagi x 'e M . x" e M nuqtalar uchun

t r t x ) - / ( * ' ) < *
tengsizlik o 'rin li bo'ladi

funksiyaning x“ nuqtada uzluksizligiga asosan, Vz > 0 olinganda 

ham ^ ga ko'ra shunday S > 0 topiladiki, barcha x e l / j f * 0) nuqtalar uchun

(/U)-/(*“)<*
bo'ladi. Jumladan, x' e L/rf(jfa), x ’  e f / j( x ° )  nuqtalar uchun ham

(-/U  ) -  / ( * * ) <  *  ( / ( * " )  / ( T°) < ^

lengsizliklar o 'rin li ho'ladi. Keyingi tengsizliklardan esa i / ( x ' ) - / ( x * ] |  < e 
bo'lishi kelib chiqadi. ►

2°. To'plamda uzlukxiz ho'lgan funksiyatarning xassalari (giohai xossaia- 
ri). Endi M c  R1* to'plamda uzluksiz bo'lgan funksiyalaming xossalarini (global 
xossalar), aniqrog'i f (x )  funksiya qiymatlaridan iboral ( / ( x ) , x e A j )  
to'plamning xossalarini u'rganamiz.

17-tearema (Raltsano-Koshining birinchi leoreniasi).
/ ( x )  = / ( x , , x , ....x,„) funksiya bog'lamli M c  R" to'plamda uzluksiz

bo'lsin. Agar bu funksiya to'plamning ikkita a -  (fl|pa2,...,am) va e = (fl,,e2, .,sm) 
nuqtasida har xil ishorali qiymatlarga ega bo'lsa, u holda shunday 
c = (c|,c2, ,cm)e  AJ nuqta topiladiki, bu nuqtada funksiya nolga aylanadi:

/ ( c) = / ( « i . ci > - =
<A n iq lik  uchun f (a ) = f (a va2,....am)<  0, / ( e )  = / ( e |Pe2,...,em)>  0

bo'lsin. M  c  RT bog'lamli to'plani bo'Igani uchun bu a va e nuqtalarni 
birlashtiravchi va M  to'plamda yotuvchi siniq chiziq topiladi. Bu siniq chiziq 
uchlari bo'lgan nuqtalarda f (x )  funksiyaning qiymatlarini hisoblab borami/. 
Bunda ikki xol yuz bcradi:

I) Siniq chiziq uchlarining birida f (x )  funksiya nolga aylanadi. Bu holda 
siniq chiziqning shu uchini fcoremadagi c nuqta deb olinsa, / ( c )  = 0 bo'lib, 
tcorema isbotlanadi
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2) Siniq chiziq uchlarida f (x )  funksiya nolga aylanmaydi. Bu holda siniq 
chiziqning shunday kesmasi lopiladiki, uning uchlarida f (x )  funksiyaning 
qiymatlari har x il ishorali bo'ladi Siniq chiziqning xuddi shu uchlarining birini 

= ,a'm)  bilan, ikkinchi uchini esa e' = (e\,e'2, sJJ,) bilan hclgilasak.
unda

f (d )=  f(a\.a\,- u ; ) < 0 ,

/(«■)=/(«;.«:...<C)>°
bo'ladi Siniq chiziqning bu kcsmasining tenglamasi ushbu

.r, = a\ + /(«,’ a\).

x2 +<(«; -a 'j).

< o

(0 < t < l) ko'rinishda yoziladi.
Agar o'zgaruvchi i  = (x ,.ji,  jc„ ) e  M  nuqtani siniq chiziqning shu kes-

masi bn'yichagina o'zgaradi deh olinadigan bn'lsa, u holda f (x )  = f ( x vx2, ,x „ )  
ko'p o'zgaruvchili funksiya quyidagicha

H l) = f(a\ + '(«; -  a\ )• + /(«; -  a ' )..... a'm + /(« ; -  dm ))
hitta / o'zgamvchining murakkab funksiyasi bo'lib qoladi. Murakkah 
funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremaga ko'ra F(t) funksiya [O. I] 
segmentda uzluksizdir. Ikkinchi tomondan / = 0 va /=  1 da bu funksiya turli 
ishorali qiymatlarga ega:

F (o )= /( f l; .a ; ,  ,a ;,)< o ,

) = / ( « ; .« : ....« * )> o .
Shunday qilib, F (l) funksiya [O. l]segmentda uzluksiz va shu segmentning 

chetki nuqtalarida har xil ishorali qiymatlarga ega U holda I-qism, 5-bob, 6-§ 
dagi 5-tcoremaga ko'ra, (0, ]) intervalda shunday tQ nuqta topiladiki,

F(>o)=0
bo'ladi. Demak,

F (0 =  f(a\ + 'o(«; "  a\ ) d2 + t0(e'2 -  d2). ..., d„ + / „ « ,  -  dm)) = 0.
Agar

c, = a ;+ /0(« ;- f l l) .

Cj -  a2 + tQ(ej  -  a2),

cm^am+ lQ(e'm - dm)
deb olsak, ravshanki, c = (c|,c2, ,c„)e M va f (c )=  /(c ,,C j, ...c „)=  0 bo'ladi. ► 

Quyidagi teorema ham shunga o'xshash isbotlanadi.
18-teorema (Bottsano-Koshining ikkinchi teoremasi). f(x)=f(x\,x2. jt„)

funksiya bog'lamli M  c: R" to plamda uzluksiz bo iib, M  to'plarnning ikkita 
o = (a,.a2, . , a „ ) va « = («|,a2.. nuqtasida / ( a ) =  A, / ( e ) =  B, (A *  B)
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qiymatlarga ega bo'lsin. A va V nrasida har qanday C son olinsa ham M 
lo'plamda shurday c -  (c|,c2, ■ nuqia topiladiki.

/(<?) = ....o „ )= C
ho'ladi.
19- teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar f (x )  funksiya

chegaralangan yopiq M  c  Rm lo'plamda uzluksiz ho'lsa, funksiya shu M 
lo'plamda chegaralangan bo'ladi.

^Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni f (x )  funksiya chcgaralangan yopiq M 
to'plamda uzluksiz bo'lsa ham, u shu to'plamda chcgaralanmagan bo'lsin. U 
hnlda Vn e N uchun shunday jc'" '1 e M nuqta topiladiki,

| / ( * r" ' ) > »  02-W

bo ladi. Bunday nuqtalardan {» '" '}  e M , n = 1.2, ) ketma-ketlik tuzamiz. 

Modomiki, M to'plam chegaralangan ekan. unda { * '" '}  ketma-ketlik ham 
chegaralangandir. Boltsano-Veycrshtrass teoremasiga (ushbu bobning 2-§ iga) 
ko'ra { / " ' j  kctma-kctlikdan yaqinlashuvchi bo'lgan { * '" ' ' }  qismiy ketma-kellik 

ajratish mumkin: {* '" , ',] - > j <1 (A —» oj). M yopiq lo'plam bo'lgani uchun
jc°  e M  bo'ladi. / ( * )  funksiyaning M to'plamda uzluksiz ekanligidan esa

bo'lishi keiib chiqadi. Natijada bir tomondan (12.18) munosabatga ko'ra
{ / ( * ' " • ) > / . ,

ya ni / ( * ' " * ') - »  °c ( i  -> ao) bo'lsa, ikkinchi tomondan / ( * ' " * ') - »  / ( * ° )  bo'lib 
qoldi. Runday ziddiyat / ( * )  funksiyani M  to'plamda chegaralanmagan dcb 
olinishi oqibatida kelib chiqadi. Dcmak. / ( * )  funksiya M to'plamda 
chcgaralangan. ►

20- ieorema (Veyershtrassning ihkinchi tcoremasi). Agar / ( * )  funksiya

chcgaralangan yopiq M  c  R” to'plamda uzluksiz bo'lsa, u shu to'plamda o 'z i- 
ning aniq yuqori hamda aniq quyi cbegaralariga erishadi

Bu teorcmaning isboti 1-qism, 5-bob, 6-§ dagi 8-teorcmaning isboti kabidir. 
IJni isbotlashni o'quvchiga havola ctamiz.

6-§. Ko 'p o 'zgaruvchili funksiyaning tekis uzluksizligL 
Kantor teoremasi

/ ( * )  funksiya M  c  R to'plamda berilgan bo'lsin.
24-ta'rif. Agar V f  > 0 son uchun <5 > 0 topilsaki, M to'plamning 

p(x’,xm)< S  tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy *  va ** (x 'e M . x" e M ) 
nuqtalarida

I/ ( * ' ) - / ( • * ' ) ! < *
tcngsizlik bajarilsa, / ( * )  funksiya M lo'plamda tekis uzluksiz funksiya deb 
ataladi.
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Funksiyaning tekis uzluksizligi taYifidagi r f> 0  son e > 0 gagina tx ig 'liq  
bo'ladi. Ravshanki, agar f {x )  funksiya M c  R™ to ’ plamda tekis uzluksiz bo'lsa, 
u shu lo'plamda uzluksiz bo'ladi.

!  2.12-misol. Ushbu
/ ( . t | . J C 2 ) =  Jt,

funksiyaning D = ^x,,x2)e  R1 .vj1 + jc|  < 1} to'plamda tekis uzluksiz bo'lishi 
koYsatilsin

> 0  sonni olib. unga ko'ra topiladigan 5 > 0 sonni S < -  deb olsak. u

holda
p{x', * ’ ) = p{{x\, x\ ).(* ’’ x ') )  = 4 {x ;-x \ )+ {x :-x \ ) < S 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi v ( jt [ , jt j)e  D, V ( i[ ', jt j)e  D nuqtalar uchun

|/(jt[.*i)-/(*!'• = |(x! V + (x't )2 - (t*!1)2 + (jfj )2) =

=<jt,'— ♦ *(")* (j'i - *”)(*; ♦ *;') s 2v't*; -*r)2 +(*; = *;) ♦
+ 2J {x '^ x ;)2 ^ {x ^ -x lf  = 4 S < e

bo'ladi
Ocmak, berilgan funksiya D<z R1 to'plamda tekis uzlukstz. ►
11-ieorema. (Kanlor teoremasi). Agar f { x )  funksiya chegaralangan yopiq 

m (m c / I ‘ ) to'plamda uzluksiz bo'lsa, funksiya shu lo'plamda tekis uzluksiz 
bo'ladi.

4 Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni f {x )  funksiya chegaralangan yopiq M 
to'plamda uzluksiz ho'lsinu, ammo lekis uzluksizlik ta'rifidagi shart bajarilmasin. 
Bu holda biror e > 0 son va ixtiyoriy S > 0 son uchun M to'plamda 
p{x',x‘ ) < S tengsizlikni qanoatlantiruvchi shunday x' va x" {x'e M . x" e M ) 
nuqtalari topiladiki.

\/(x’)~ / ( * ' ) * £
bo'ladi.

Nolga intiluvchi musbat sonlar ketma-ketligi Sv S2,-..,Sm, ni olaylik:
S„ -rO  {S„>0. » = 1.2....). (12 19)

Farazimizga ko'ra, yuqoridagi £ > 0  son va ixtiyoriy S„ >0.(n = 1,2, )

uchun M tc'plamda shunday d "1 va d "J (n = 1,2,...) nuqtalar topiladiki, 

p (a " '.e "J)< S ,Va ‘lf ( d ' ' ) - f ( d ' ' ] z e  

p(aaj W2i )< 6 2 va J / ( f l^ ) - / { « ^ ' ] ) > £

p (d "J,e("J)<  S„ va \f(a'ni) -/ (e 1'" )  > e

bo'ladi.

t
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Modomiki, M - chegaralangan 1 0 ’plam va afn) e M (n = 1.2,...) ekan, unda 

Roltsano-Veyershlrass teoremasiga ko'ra {a'"J] ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi 

qisiniy <lp m‘ 1} ketma-ketlik ajratish mumkin:

l i m a <ni> = a°. (12.20)

M yopiq to'plam bo'lganligi sababli av 6 M  bo'ladi. Yuqoridagi { * '" '}  

ketma-ketlikdan ajratilgan qismiy kctma-ketliknirg lim iti ham a ga teng
bn'ladi. Haqiqatdan ham, ushbu

,a°)<  p{p<ni>,al "‘ ' )  ■- pif/"'1 ,a°)<Sni + p(p<m,).a0) 

tengsizlikdagi va p{p "‘ ,,.a0) lar uchun (12.19) va (12.20) munosabatlarga 
ko'ra k * at> da

$ , , -> 0 .  p ( < / " * V ) - >  0

bo'lishini e'tiborga olib, k —>oo da plp'n,),a° )~ »0 ekanini topamiz.
Shunday qilib,

a,m,,-*a \
Qaralayotgan f (x )  funksiyaning. shartga ko'ra M  to'plamda uzluksi/. 

ekanligidan
/(d '1) / ( « '" • ' ) - » /(o ° )

bo'lib, ulardan esa

/ifi'*  ' ) - * o
bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa Vnt lar uchun

\ f ip " ,t ' ) -  f i f j 'mil\ i £

deb qilingan farazga ziddir Bunday ziddiyatning kelib chiqishiga sabab f (x )  
funksiyaning M  to'plamda tekis uzluksizlik shartini qanoatlantirmaydi deh 
olinishidir. Demak, funksiya M  to'plamda tekis uzluksiz. ►

Biror M  c  Rlm to'plam berilgan bo'lsin. Bu to'plamda ixtiyoriy ikkita x' va 
x’ nuqtalami olib, ular orasidagi p(x',xm) masofani topamiz. Agar x' va x" nuq- 
talami M  to'plamda o'zgartira borsak, unda {p(x‘.xm)} to'plam hosil bo'ladi. 
Odatda, bu to'plamning aniq yuqori chegarasi sup\p(x' .x"^ ( i 'e M ,  x" e M ) 
to'plamning diametri deb ataladi va u d (M ) kabi belgilanadi:

d (M )~  sup{p(x',xm)} (tr 'e  M, x" e M ).
25-ta'rif. Ushbu

sup\f(x’ ) -  / ( j r ') }  (x e M, x" e M )
miqdor / ( * )  funksiyaning M  to'plamdagi tebranishi deb ataladi va u a i( /.A /)  
kabi bclgilanadi:

o f j ;M )=  sup\f(xm)~  f(x '\ ) (x e M . x" e M )
Yuqorida kcltirilgan Rantor teoremasidan muhim natija kelib chiqadi.
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2-nalija. f (x )  funksiya chegaralangan yopiq to plamda uzluksiz bo'lsin. U 
holda Vs > 0 son olinganda ham M to'plamni chekli sondagi Mt lo'plamlarga 
shunday ajratish mumkinki,

i l  Mt = M,
i
M k H Mt =(/> (k *  i) 

w(_f.Mk)<£
bo'ladi.

< / ( jc)  funksiya chcgaralangan yopiq M to'plamda uzluksiz ho'lsin. 
Kantor teoremasiga ko'ra lekis uzluksiz bo'ladi. Binobarin, V f  > 0 son uchun 
shunday S > 0 topiladiki, /j(x '..r’ ) < S bo'lgan V j r ' , j e M  uchun

: / ( » ' ) -  /(■ *■ )<*
bo'ladi.

M  to'plamni diametrlari shu S bo'lgan Mt to’ plamlarga ajratamiz. Rav- 
shanki, bu holda

p(x‘.x ')< S  (x' x ' e Mk)
bo'ladi va demak,

\ f(x ")-f (x "\ < £
tengsizlik bajariladi Rundan

su p\ f(x ")-/ (x\ )<c  
ya'ni co(f,Mt )< £  bo'lishi kelih ch iqadi>

Mashqtar
12.13. R7 va R' to'plamlarda ikki nuqta orasidagi masofa yozilsin va masofaning 

3 ta xossasi isbotlansin.
12.14. R7\a R3 fazolarda ochiq shar va sharlarning geometrik tasvirlari 

keltiri Isin.
12.15. Rm fazodagi j x ^ }  ketma-kctlik yaqinlashuchi ho'lsa, uning chegaralan- 

ganligi isbotlansin.
12.16. Ikki va uch o'zgaruvchili funksiyalarning ta 'riflari keltirilsin.
12.17. Ushbu

f ( xi xi )~  nrcsm^x, + x ,)  
funksiyaning aniqlanish to'plamj lopilsin.

12.18. Ushbu

, ,  , I jc. + x, sin— ,agarx, * 0  bo'lsa,
/ \ * l  • *2 / — ( x,

( 0 , agarjr, = 0 bo'lsa
funksiya uchun

l im  / ( j f i . x 2 ) = 0
i, -«0
■l ♦*

ho'lishi isbotlansin.
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1119. U sh b u/ v (̂ , + jc2)j //i— , agar^x,..*,)*^ , 0) bo'lsa,
J \ X \ , X 7) = '  X, * ,

| 0 , agar (x ,, x2) = (O, 0) bo' Isa
fiinksiyaning (O, 0) nuqiada takroriy lim itlarining mavjud emasligi 
isbotlansin.

12.20. IJshbu
I

/ ( ^ 1.^2 ) = sin2 tdc, + siri1 mc,
, agar stn2 nx. + sin1 nx7 *  0 bo' Isa,

0 ,agar sin’ jdc, + sin jdc2 = 0 bo'lsa 
funksiya uzluksizlikka teksliirilsin.
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1J-BOB

Ko’p o '/ga ruvch ili funksiyaning hosila 
va diffcrensia llari

Ushbu bobda biz ko’p o'zgaruvchili funksiyalar difTerensial hisobi bilan 
shug'ullanamiz. Kiritiladigan va o'rganiladigan hosilalar va dilTerensiallar 
tushunchalari bir o'zgaruvchining funksiyalari uchun kiritilgan mos 
tushunchalaming tegishlicha umumlashtirilishidan iborat bo'ladi Ayni paytda. hiz 
ko'ramizki, ko ’p o'zgaruvchili funksiyalar uchun xos ho'lgan bir qancha yangi 
tushunchalar ham (yo'nalish bo'yicha hosila, to 'la  diffcrensial va xokazo) 
o'rganiladi.

/-§. ko 'p o'zgaruvchi/ifunksiyanittg hosi/alari 
/ “. Funksiya xususiy hosilasining ta'rifi. f[x\ = / ( * , ,Xj, jr„)  funksiya

ochiq m (m  c  / f " )  to'plamda bcrilgan bo'lsin Bu to'plamda jc°=(r".x® , r " )

nuqta olib, uning birinchi koordinatasi x," ga shunday Ax, (Ar, 2  0) orttinna 

beraylikki, (x°+Ax,,Xj,.. ,x ° )e M  bo'lsin. Natijada / ( x | , x 2,...,x„,) funksiya ham 

(x°,j£,...j£) nuqtada x, o'zgaruvchisi bo yicba

a „ / = / ( < + ax „ x° ....4 ) - / k . * ; .....* : )
xususiy orttirmagaega bo'ladi.

l-ta'rif. Agar Ax, -> 0 da usbbu lim it

lim = hnt 
Ax| —>0 Ax. A»,

/ ( x °  + A r „ X j , - , x” ) -  / (x'; -t?  Jr°)
Ax,

mavjud va chekli bo'lsa, bu lim it / ( j t „ x 2....xm)  funksiyaning (x°,X j,.. ,x °)
nuqtada x, o'zgaruvchisi bo'yicha xususiy hosilasi deb ataladi va

<y(x®.xj.... x ° )  <y ^ ( n o o \  r>
' v  / i ' vX,,X2 * - ' •

belgilam ingbiri bilan belgilanadi. Demak,

lm  V , /
& | a«i Ax,

/ ( x „ x 2l...,xm) fiinksiyaning (x,0,x2,. ,x ° )  nuqtada x, o'zgamvchisi bo'yicha 
xususiy hosilasini quyidagi

r ^ ° )=  Um A - f S...
x, -X ,

ham ta'riflashi mutnkin.
Xuddi shunga o'xshash /(x ^X j,...,^ ,,)  funksiyaning boshqa o'zgamvchilari 

buyicha xususiy hosilalari ta riflanadi:
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¥  -  um ^ i L  -  tjm ^ Ti / r  + / ( r i>- * ; - - '■ *■ )
dx2 4*1 *" AX2 Ax2

•y hm
-*o Axm

. / 0 u
** ♦ A»,

5x» Ax»,
Demak, ko’p o'zgaruvchiii / ( x )>x i- - -xm) ftmksiyaning biror 

(x|\x2l.. ,Jt” ) nuqtada jct ( i  -  1.2, .#•») o'zgaruvchisi bo'yicha xususiy hosiiasini 
ta'riflashda bu funksiyaning xt (A = 1.2. m) o'zgaruvchidan boshqa barcha
o'zgaruvchilari o'zgarmas deb hisoblanar ekan. Shunday qilib, / (jc, .jc2 jtm)
funksiyaning xususiy hosilalari / ir ,  ./Jr2. - ,f 'x m 1-qism, 6-bob, l-§ da o'rgarilgan 
hosila b ii o'zgaruvchili funksiya hosilasi kabi ekanligini ko'ramiz. Dcmak, ko'p 
o'zgaruvchili funksiyalaming xususiy hosilalarini hisoblashda bir o'zgaruvchili 
funksiyaning hosilasini hisoblashdagi ma'lum bo'lgan qoida va jadvallardan to'liq 
foydalanish mumkin.

13.1-ntisol. Dshbu

f ( x) xi )= ~ r~ e
•J*?

•U#
2

funksiyaning (x,,x2)e R3 (x3 > 0) nuqtadagi xususiy hosilalari topilsin.

•X l i

r>

f h , | 7 ^ r

"■2
" l
1

v .* i
2

I

I
f

*V ;- 2 J T 2J X:

I ■' ~r I * —
I 2 ,

13.2-misol. Ushbu

/ ( * ! * ; )  =
agar (x,.x,) ,  (0.0) bo'Isa.

i ,  >x ,
0 ,agar(x,. . ! , ) '( 0  0) bo'lsa

funksiyaning xususiy hosilalari topilsin.
^ Aytaylik, (x,,x2) *  (0,0) bo lsin. U holda

J f  _ c ( 2x,Xj  ̂ _  2x,(x, + x2) - 2 x,x22x, _ 2x; (xj - x 2)
dx, i i x ^ x f + x j  (xf + Xj2)1 (xf+x27

2x\x? )  ^  2x|(xf + x2)~  2x ,x22x ,  = 2x ,(rf - x 2) 

3x2 a t j^ x f+ X z J  (xf + x 2)2 (xf + x j /
bo'ladi.
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Endi (x|,x.,) = (0.0) bo'lsin. U holda ta'rifga binoan

f M ,  lim /(&*■■o ) - / ( o .o )  0>
& , Ax,

=  ( . m  / (0 ,A *z) - /(0 ,0 )  Q 
A ij->0 Ax2

bo'ladi.
Demak, berilgan /(x ,,x 2) funksiya V(x,,Xj)eR2 da xususiy hosilalarga

ega>
2\ Xususiy hositaning geometrik ma'nosi. Soddalik uchun ikki 

o'zgaruvchili funksiya xususiy hosilalarining geometrik ma nosini kelfiramiz.
/  (x|,xz) funksiya ochiq w (m c S j ) to'plamda bcrilgan bo'lib,

(x“ ,x " )e W  bo'lsin. Bu funksiya ( x ^ x , )  nuqtada /J t ^ x ^ x j) ,  /3 t2(xS'.x") 

xususiy hosilalarga ega deylik. Ta'rifga ko'ra /^ (x j^ x ? )  va /Jr2(x,fl. x j )  xususiy 

hosilalar mos ravishda ushhu y, = /( x ,  ,x j)  va y2 = / ( x f , x 2) bir o'zgaruvchili 

funksiyalarning xj' va x2 dagi hosilalaridan iborat.

Faraz qilaylik, y = / ( x , . x 2) funksiyaning grafigi 48-chizmada koxsalilgan 
sirtni tasvirlasin

48-chizma
Unda y, = /(x ,  ,x2) va y2 = /(x® ,x2) funksiyalarning grafiklari mos 

ravishda y = /( x ,  ,x2) sirt bilan x2 = x j  tekislikning hamda shu sirt bilan x, = x,° 
tckislikning kesishidan hosil bo'lgan / ’, va /” , chiziqlardan iboral.

Ma'iumki. bir o'zgaruvchili u-<p(x) funksiyaning biror x0(x0e ^ )  
nuqtadagi hosilasining geometrik ma'nosi (l-q ism , 6-bob, l-§) bu funksiya 
tasvirlangan egri chiziqqa (x0,^ (x0)) nuqtada a'tkazilgan urinmaning burchak

koefTitsientidan iborat edi. / it , (x ° ,X ;)  va /Jc2(x j\x2) xususiy hosilalar mos 

ravishda / ’ , va r 2 egri chiziqlarga (x f x *) nuqtada o'tkazilgan urinmalaming 
ox, va ox: o'qlari bilan tashkil etgan burchakning tangensini bildiradi. Demak, 

/k ^ X p x j)  va / i ^ X p x j )  xususiy hosilalar y< = /(x , ,x2) sirtning mos ravishda 
ox, va ox2 o'qlar yo'nalishi bo'yicha o'zgarish darajasini ko'rsatadi.
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2-§. Ko'p o'zgaruvchilifunksiyalarning 
differensiallanuvchiligi

/". Funksiyaning differensiallanuwhitigi tushunchasi. I}ifferensialtanu\'- 
chilikning zaruriy shartL f (x )  = / ( jt, , } ,x „ )  funksiya ochiq M^M c . R f)

to'plamda herilgan bo'lsin Bu to'plamda x° = (x°,x2,...,x°) nuqta bilan birga 

(x f+ A r , ,x 2 + A x , „ , . + A * - , , , )  nuqtani olib, berilgan funksiyaning to 'la orttir-
masi

A / V ) = f{x*  + A r,. x\ + A r3....x° + ) -  f {x ° , r ° ... x®)
ni qaraymiz.

Ravshanki, f'unksiyaning A /(x0) orttirmasi argumentlar orttirmalari 
Axl ,Ax1,...JAxm largabog'liq.

2-ta’r if  Agar f (x )  funksiyaning xa nuqtadagi A / ( r fJ) orttirmasini 

A /( r ° )=  AtAx, + A,Ax, + ■ + H nAx„,+a,Ax, + a 2A r2 +... + a „ A i„  (13.1) 

ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lsa, f (x )  funksiya x° nuqtada differensialla- 
nuvchi deb ataladi, bunda At ,Am lar A x^A xj,...,^*,, larga bog'liq 
bo'lmagan o'zgarmaslar, aua2, ...a,„ lari esa AX|,Ajc2,. ,A i ,  larga bog'liq va 
A i, —>0.A i 2 —>0, .Axm —>0 da a, —>0,a, ->0. ..,am >0 (Ar, =A r, =.....A*m =0 
bo'lganda a, = 0  ̂= ... = a „  =0  deb alinadi.)

Agar / ( * )  funksiya M to'plamning har hir nuqtasida differensiallanuvchi 
bo'lsa, / ( * )  funksiya M to'plamdadifferensiallanuvchi deb ataladi.

13.3-misol. Ushbu /( x ,  .Jt2) - x (2 + r 2 funksiyani v ( r ° .x 2) e R2 nuqtada 
differensiallanuvchi bo'lishi ko'rsalilsin.

-41 laqiqatdan ham, (x°,jr2) nuqtada furtksiyaning orttirmasi

Af = f{x °  + A * i ,x2 + A x, ) - / ( * { ',x 2)=(x,‘1 + A *,)2 + (x2 + A x , f  -

- ( x ” )3 -(x®y = 2 x,dAx, +2 x2Ax2 +(Ax,)2 + (Ax2)2 

bo'lib, unda A, = 2x, , A2 =2x°, a, = Ax,, a^ =A x2 deyilsa, natijada 
Af = A,Axt + A2Ax2 + a,AX| + a 2Ax,

bo'ladi Bu esa berilgan funksiyaning v(x, ,x2)e  R2 nuqtada diflerensiallanuvchi 
ekanligini bildiradi. ►

/ ( x )  fimksiyaning x° nuqtada differensiallanuvcbilik sharti (13.1) ni 
quyidagi

A f(x0)=  ^A x, +/12Ax2 + + A ,A * „  +» (p ) (13.2)
ko'rinishda ham yozish mumkin, bunda

P -  l / ( ^ i  f  + (Ax2)2 +,. . + (A xJ2 .
Imdi differensiallanuvchi funksiyalar haqida ikkita teorema keltiramiz.
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1- tearema. Agai / ( jc) fijrksiya jr° nuqtada differensiallaruvchi bo'lsa, u 
holda bu funksiya shu nuqlada uzluksiz bo'ladi

4 f (x )  funksiya Jf° nuqlada dilTerensiallanuvchi bo'lsin. U holda la 'rifga 
ko'ra funksiya orttirmasi uchun

A/‘(jr°)= /4,Ajc, A2Ax7 +...+ AmAxm + a|Ar, + o 2Ajc, + ... + amAxm 
bo'ladi. hunda A^A .̂. ,Am ozgarmas, Ar, - +0AX, —>0....Axm—>0 da a, -»  0,

Yuqoridagi tenglikdan
lim A /{x ° )=  0

Aij —»0
Aj2 -»0
A.„^0

ho'lishi kelih chiqadi. Qu csa f (x )  funksiya jcc nuqlada uzluksizligini hiIdiradi ►

2- teorema. Agar f (x )  funksiya jtc nuqtada differensiallanuvchi bo'lsa. u
holda hu funksiyaning shu nuqtada barcha xususiy hosiialari 

/r , (-x° ) / j , (* ° )  f\ (x<1) tnavjud va ular mos ravishda (13.1) munosabatdagi
A,.A2..... 4m larga teng bo'ladi:

/ ; ( * • ) =  4 . n y ) = * i .....f i { x° )= A--
4 f (x )  funksiya x° nuqiada diffcrensiallanuvchi bo'lsin.
U holda ta'rifga ko'ra f

A/"(x“ )=  /f,Ax, + A2 Ax2 + ... + AmAxm + a,Ax, + a 2A *3 + .. + a mAj:m 
bo'ladi Bu tenglikda

Ax, ■* 0, Ax2 = Ax3 =... = Axm = 0  '#■
deb olsak, unda (13.1) ushhu

A* i / ( x<1)=  4^*1
koTinishni nladi Qutenglikdan quyidagini topamiz:

lim ^ '/ ( - ^ g )  _ ^  + a j ) = 4 , .
-*0 Ax, At| .0

Demak,

Xuddi shunga o'xshash f (x )  funksiya xD nuqtada /,', (*“ ) / [ , (*n) ./7m(*0) 
xususiy hosiialarining mavjudligi hamda/;(*°)=^. /;(x°)=^.../;>°)=/»-
ckanligi ko'rsatiladi. ►

l-natija. Agar f (x )  funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi bo'lsa, u
holda

Af(*0) =/.’ +/; (x° K*j + + /;. +°(p)
bo'ladi.
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*

I

l-cslatma- / ( a )  funksiyaning biror x° nuqlada barcha xususiy hosilaJari 

/ ; . ( 4 / ; , ( * fl)  / ; > 0) ning mavjud ho'lishidan funksiyaning shu nuqlada diffe- 
rensiallanuvchi bo'iishi hardoinn kelib chiqavermaydi.

13.4-misol. Ushbu

1.X, +x.
-a g a r (x ,,x 2) *  (0, 0)

0 ,agar(x,.X2)= (0, 0)
funksiyaning (0.0) nuqlada differensiallanuvchi emasligi ko'rsaiilsin. 

■4 Bu funksiya (0 0) nuqtada xususiy hnsilalarga ega:

/ ; (o.o)«
1 “  Ax.

r. (oo). <»ATj —* □ Ax.
Bcrilgan funksiyaning (0,0) nuqtada orttirmasi

A /(0 .0) = / ( A x , , Ax, )  -  /(0 ,0 )  = {
•J&x, + Ax2

ho'lib, uni (13.1) yoki (13 2) ka'rinishida ifodalab bo'lmaydi. Buni isbotlash 
maqsadida, teskarisini. ya'ni / ( x , , x z) funksiya (0.0) nuqlada differensialla- 
nuvchi bo'lsin deb faraz qilaylik. Unda

A /(0 .0 )=  /.'(OO^Av, + / ^  ( 0 , 0 ^  + oqAx, + a 2AXj = a^Ax, + a 2Ax2, 
bo'lib, bu munosabatda Ax, —► 0, Ax2 —» 0 da a ,-» 0 , a 2 —»0 bo'lishi lozim. 
Dcmak,

AX|, Ax, 

^Ax,' + Ax2
a,Ax, + a,Ax, 03.3)

Ma'lum ki, Ax, va Ax2 lar ixtiyoriy orttirmalar. Jumladan. Ax, = Ax2 ho‘ l- 
ganda (13.3) tenglik ushhu

^ ■  = Ax,(a, + a 2)

ko'rinishga kelih, undan esa
/ 2

<*'+a i = Y
ho'lishi kelib chiqadi. Katijada Ax, —► 0, Ax2 -» 0 da a, va a2 miqdorlaming 
nolga inltlmasligini topamiz. Bu esa / ( x , , x 2) funksiyaning (0,0) nuqtada 
differensiallanuvchi bo'lsin deb qilingan farazga zid. ►

Shunday qilib, funksiyaning biror nuqtada barcha xususiy hosilalarga ega 
bo'lishi, funksiyaning shu nuqtada differensiallanuvchi bo'iishining zaruriy 
shartidan ihorat ekan.

2e. Funhsiyaning differensiallanuvchiligining yeiarli sharti. Rndi ko'p 
o'zgaruvchili funksiya dilTerensiallanuvchi ho'lishining yelarli shartini keltiramiz.
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/ ( x ) = / ( * )lX jI...Jjr(ll) funksiya ocfliq M (m  c  R" ) to'plamda beriigan

bo'lib, x° = (*i0, * j .... j t° )e A f bo'lsin.

3-teorema. Agar f (x )  funksiya i °  nuqtaning biror atrofida barcha o'zga- 

ruvchilari bo yicha xususiy hosilalarga ega bo'lib, bu xususiy hosilalar shu x° 
nuqtada uzluksiz ho'lsa, f (x )  funksiya * °  nuqtada differcnsiallanuvchi bo'ladi

< xD € M  nuqtani olib, koordinaialariga mos ravishda shunday 
Ax ,.A i 2j -.Ax^ orttirmalar beraylikki, (x° + Ax,.*? + Ax2, ,x° + Axm) nuqta x° 
nuqtaning aytilgan atroflga tegishli ho'lsin. So'ng funksiya tn'la orttirmasi

'V (x° ) = / ( ,ti’ + A x ,.*0 + A x2.... x° + A xjb) - / ( x.°,Xj ..... x ° )
ni quyidaaicha yozih olamiz:

V (» ")=  K xl' + Ax, ,x° + A x j....x£ + Ax,,)- /(x °,X j + Axj....,x0 + A xJ]+

+ [ / ( t " xj  + A x j,x °  + Axj .....x° + A x „ ) - / ( x ° , x J jx 3° + A x1, . . , x °  + A x„)] +

+ + [ / ( x?.x?....x L , * l  + * * my f {x lx « .....x j ]

Bu tenglikning o'ng tomonidagi har bir ayirma tegishli hitta argumentning 
funksiyasi orllirmasi sifatida qaralishi mumkin. Uning uchun Lagranj teoremasini 
tatbiq qila olamiz, chunki teoremamizda keltirilgan shartlar Lagranj teoremasi 
shartlarining bajarilishini ta'minlaydi:

V ( x° ) -  /, ' (x“ + ^Ax, ,x® + Ax-,....x° + Axw) Ax, +

+ /7, (^.-^2 + +- Axr,,..., + Axr^) +
(U-4)

+ /, ' (x°,x®,.^^,x“ ,x° + fl^A xJ . A x „,

bunda
0<&, < 1 (t = I. 2, .... m).

Odatda (13.4) funksiya orttirmasining fonoulasi deb ataladi. Shartga ko'ra 
x° nuqtada xususiy hosilalar uzluksiz. Shunga ko'ra

/ ; ,  (x° + 0 ,A x„xo + Ax2., .,x° + A x „) = / ;  (x°)+ a ,,

+02A x 2, x °  + A x, , . + A x „ ) = / ; } (x0)+ a 2,

/ . ' . ( * ? .■ ....X°m ,. * £ + 0*  a * J = / ; „  (x° )+  <*m
bo'lih, unda Ax, ^O ^A x j —>0, ..,Axra —»0 da a, —»0,a2 —»0. ,am —>0 bo'ladi. 

(13 4) va (l3 .5 ) munosabatlardan
v (x°)= f\, (x°K , + / ; ; (* ° )ax2 + . + /;m (x°)ax„, +

+ a,Ax, + a 2AXj + + a mAxm 
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*

bo'lishi kelib chiqadi Bu esa f (x )  funksiyaning xc nuqtada differensiallanuvchi 
ckanligini bildiradi. ►

Bir va ko’p o'zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning 
difTcrensiallanuvchiligi tushunchasi k iritild i. (qaralsin, 1 -qism, 6-bob, 4-§ hamda 
ushbu bobning 2-§.) Ulami solishtirib quyidagi xulosalarga kelamiz.

1) B ir o'zgaruvchili funksiyalarda ham ko’p o'zgaruvchili funksiyalarda 
ham funksiyaning biror nuqtada diff'erensiallanuvchi bo'lishidan uning shu 
nuqtada uzluksiz ho'lishi kelih chiqadi. Demak, bir va ko p  o'zgaruvchili 
funksiyalarda funksiyaning differensiallanuvchi bo'lishi bilan uning uzluksiz 
bo'Iishi orasidagi munosabat bir xil.

2) M a'lum ki, bir o'zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning biror nuqtada 
differensiailanuvchi bo'lishidan uning shu nuqtada chekli hosilaga ega bo'lishi 
kelib chiqadi va aksincha, funksiyaning biror nuqtada chekli hosilaga ega 
bo'lishidan uning shu nuqtada differensiailanuvchi bo'lishi kelib chiqadi.

K o ’p o'zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning biror nuqtada 
differensiallanuvchi bo'lishidan uning shu nuqtada barcha chekli xususiy 
hosilalarga ega bo'lishi kelib chiqadi. Biroq funksiyaning biror nuqtada barcha 
chekli xususiy hosilalarga ega bo'Iishidan uning shu nuqtada differcnsiallanuvchi 
bo'lishi har doim kelib chiqavermaydi.

Demak, bir va ko'p o'zgaruvchili fiinksiyalarda funksiyaning 
differensiallanuvchi bo'lishi bilan uning hosiiaga (xususiy hosilaga) ega ho'lishi 
orasidagi munosabat bir xil emas ckan.

3-$. Yo 'nalish ho 'yicha hasila

Ma'lum ki, h iro'zgaruvchili t» = f ( x )  funksiyaning (xeR ,y e  /?)
dx

hosi-

lasi bu funksiyaning o'zgarish tezligini bildirar edi. Ko’ p o’ zgaruvchili 
y -  f ( x yx2.. .,xm) funksiyaning xususiy hosilalari ham b ir o'zgaruvchili funk-

V

siyaning hosilasi kabi ekanligini e'tiborga olib, bu — —.... ....... xususiy hosi-
ck2 dxm

lalar ham y = f ( x t,x2,...,xm) funksiyaning mos ravishda ox^ax ,̂ ,oxm o'qlar 
bo'yicha o'zgansh tezligini ifodalaydi deb aytish mumkin

Endi funksiyaning ixtiyoriy yo'nalish bo'yicha o'zgarish lezligini 
ifodalovchi tushuncha bilan tanishaylik Soddalik uchun ikki o'zgamvchili 
funksiyani qaraymiz.

y -  f ( x ux2)~  f (A )  funksiya ochiq M  to'plamda (m <z R2)  berilgan

bo'lsin. Bo’ to'plamda ixtiyoriy Af, = ( jq ,x2) nuqtani olib, u orqali biror to 'g 'ri 
chiziq o'tkazaylik va undagi ikki yo'nalishdan birini musbat yo'nalish, 
ikkinchisini manfly yo'nalish deb qabul qilaylik. Bu yo'nalgan to 'g 'ri chiziqni / 
deylik.
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a\a ft deb / yo'nalgan to 'g 'ri chiziq musbal yo'nalishi bilan mos ravishda 
ojr, va ox2 koordinata o'qlarining musbal yo'nalishi orasidagi burchaklami 
olaylik (49-chi/ma).

/ to 'g 'ri chiziqda Â  nuqtadan farqli va M  to'plamga tegishli bo'lgan A 

nuqtani (a -  (x, ,ji, |  olaylikki, AgA kesma M  to'plamga tegishli bo'lsin Agarda 
A nuqta ga nisbatan / to 'g 'ri chiziqning musbat yo'nalishi tomonidan bo'lsa 
(shakldagidek), u holda AqA kesma uzunligi ./t) ni musbat ishora bilan 
olishga kelishaylik.

MyAR dan

x, -x ,
■ = cosa,

x, -  * ,
‘ cosft (13.6)

P  P
hn'lishi kelib chiqadi. Odatda cosa va cosft lar / to g 'ri chiziqning yo'naltiruv- 
chi kosinuslari deyiladi.

3-ta'rif. A nuqta / yo'nalgan to 'g 'ri chiziq bo'ylab Â  nuqtaga intilganda 
(A •/(,,) ushbu nisbat

p(A> ■A)
ning lim iti mavjud bo'lsa, bu lim ii f (x ,,x2) = / (a )  funksiyaning 
nuqtadagi / yo'nalish bo'yicha hosilasi deb ataladi va

4 U )
dl

yoki: # ( « )

kabi belgilanadi. Demak,
dt

*  .  A f  M
dt a-*A, p \A q,A )

lindi / ( jc, ,.x2) funksiyaning / yo'nalish bo'yicha hosilasining mavjudligi 
hamda uni topish masalasi bilan shug'ullanamiz.
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4-teorema / ( j t , ,x2) fijnksiya ochiq M  to'plamda ( jW c r t2) berilgan 

bo'lib, A„ -  (jfp-r*) nuqtada ( (x p jt jje  A-/) differeasiallanuvchi ho'lsa, funksiya 
shu nuqlada har qanday yo'naJish ho'yicha hosilaga ega va

4 4 A ) , ^ msa^ A \ vsl,
dl cx, cx2

03 7)

bo'ladi.
4 Shartga ko'ra f{x  ,x2) funksiya /!(, =  (x ” .jc? )  nuqtada difi'erensialla- 

nuvchi. Dcmak, funksiya orltirmasi

f{A  - /(4,) = /(xvx2)~ f(x° ,x “)
uchun

/H)- M ) -  ' ^ —V, 03.8)01, * »
bo'ladi, bunda

P = p( A . >*) = V(*i -x 'J  + (x2 ~ * if  ■
(13.8) tenglikning har ikki tomonini p  = p ( / ^ .^ )  ga bo'lib, so'ng (13.6) ni 

e'tiborga olih topamiz.

A ^ o  A)  ‘> r  P
Bu tenglikda A —» Af, da (ya'ni p  —>oda) limitga o'tsak, unda

,™ M J 4 ! ,  d ± . M )  = * t & $ cos<, fi
p i^ A )  P

ho'ladi. Demak.

O f e " ) ,
dl 3x,

' COSP.►

13.5-misoL Ushbu

/( jt|,J t2) = a rc fg - '

funksiyaning l yo'nalish bo'yicha hosilasi topilsin, bunda I hirinchi kvadrantning 
(l, l) nuqtadan o tuvchi va (0, 0) nuqtadan (l, l) nuqtaga qarah yo'nalgan 
bissektrisasidan iborat.

4 Berilgan fimksiyaning = (l, l)  nuqtadagi / yo'nalish bo'yicha 
hosilasini (13.7) formulaga ko'ra topamiz. Ravshanki,

A *i‘x )= arctg—
X2

funksiya Â  = (l, l) nuqtada difFerensiallanuvchi. Unda (13.7) formulaga ko'ra
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hp'ladi ►

dflU) 3(U), * *y(U) ir
* UVv

cM C\ 4 tk2 4
(, i ,

i «• 4 i !  t-  « x; j
>12

= 0

4-§ Ko’p o'zparuvdtHi nturakkabfunksiyalamum 
itifferensiaJlanuvchiligi. Murakkah ftmksiyaning Itosilasi

f[xvx2..xm) funksiya M {Mc:/?’') to'plamda beriljpn bo'lib,
Xf,x2,:.,xm o'zgaruvchilaming liar bin o’z navhalida t{,t2....,tk 

o'zganjvchilaming T (t c /?*) to'plamda berilgan funksiya bo'lsin:

h - * A h  Jk),

Bunda (t|1/2,...,/i)e 7’ bo lganda tuigamos

(13.9)

rJeW bo'lsin.
Natijada usltbu

tWMih'- 't) Vj'r': /J
mirakkab funksiyaga ega bo’lamiz

1°. Murakkah funksiyaning diffcremiaUanuvdianHgi.
5-teorema. Agar (13.9) funksiyajaming har biri (/j\/J, )c 7 nuqtada

difTerensiallanuvchi bo’lib, ..xm) funksiya esa mos fx!1,x?....,x̂ )e M
nuqtada (jtf = w(M--4 } *? ̂ ('j‘ ,/?...-,/?jL,x° ..'*)) ditferen-
siallanuvchi boTsa, u holda murakkab funksiya /J/p/j, ,̂ ) liam (/,°./_! /°)
nuqtada dilTercnsiallanuvchi boTadi.

(̂/J),/2 /̂ eT" nuqtani olib, uning koordinalalariga rros ravishda
shunday (A/,,V,. A/*) «1timvchilar heraylikki,
(/® + A/,,/2+A/2, ,/® +Vt)e7 boTsin. Uholda(13,9) dagi har bir funksiyaham 
(Ax̂ Ax̂ ÂxJ orttirmalar̂  va nihqyat /(x̂ Xj,...,̂ ) funksiya f f  orttirmâ  
ega boTadi.

Sharlgp ko'ra (13,9) dagi funksiyalaming har biri (/°./°,. /®) nuqtada 
differcnsiallanuvchi. Demak,

0

¥

V)
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(13 10)

nr, nf, «f,

A .  / V\ r 2 ~ _ f V , ♦ j\ij t  . + —* iV 4 ♦ t^p\
•i

\ i „  = ,v, + r ' "  ,V2 ♦ ♦ .V, • < V )

<Y

ar, ' ar3 "  arA

bo'ladi, bunda - — (i =  1,2,. ,m, j  = \£ ,.,A) hususiy hosilaJarning (r,0,^ ,-
a ,

nuqtadagi qiymatlari olingan, va

p - yjA/f-f /V j  +... + At'k .

Sliartga asosan, f (x vx2, „xm)  funksiya (jc,0.jc° jc°,) nuqlada differensial- 
lanuvchi. Derrak.

V  = ' A i , + 4 —Ae> + ..H— — Axm+ « ,A ic ,+ fl,A c j + ..+ a mAxm (13.11) 
dx j f \ ,  “ <2rm '

bo'iadi, bunda ^  (i -  l,2, m) hususiy hosilalaming (x0,x j,...,x0 ) nuqtadagi 
<2r;

qiymatlari olingan va Ax, —>0,Ax2 —>0, ,Axm —>0 daa, ->0,02 —>0 am -> 0
bo'iadi.

(13,10) va ( 13 .11) inunosabatlaidan topamiz:

<y

At, * ‘^ l A/, +
< \

< 1 L
a ,

. A < v A <v.
K /St\ + —*■ A/} + . ..+- 1

1 ar2 2 a t

+■
<2x„

dx_ A dx,

dt,
A/, +  ti* '-A /, +... + ^ s  Art +o(p),

r>. dt,

+o ,A x1+ o 2A x ,+ .. + o „A x m =

sfSx, d fd x ,.  a r a . ] V f
\  <>, r \  r>, ' < \  rV, ]  ’

rV, <>j r \  r>, < \  t>, [

k
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df £fct, df dx2
dxt Stt Slt

+ 3 L & . A/. +

£ + * + . . . +  *
2x. 9x,

+ ar,AjT| + (ZjAi:, +

(13 12)
o(p )-

Bu lenglikdagi y
dx,

dx,

dx, dxm 

o (p )= o (p )

yig 'indi o'zgarmas (p  ga bog'liq

03 H)

emas) bo'lganligi sahabli
df df cf-  ♦ - — + + - -  
ftt| Sxj Sx..

bo'ladi.
Modomiki, x, = ^ ( / , , / 2.... /*) ( '=  1- 2.....tfi) funksiyalar (/“ ./J...../“ ) nuqia-

da differensiallanuvchi ekan, ular shu nuqtada uzluksi/ ho'ladi. Unda uzluksizlik
A/, 0. A/, —» 0 A/j —♦ 0 da, ya'ni p —» 0 da(a'ririga ko'ra

Ax, -» 0, Ax3 -» 0....Axm —» 0 bo'ladi. Yara ham aniqroq aytsak, (13.10)
formuladan p 0 da Ax, = n(p). Ax, = o(p)....hxm = o(p) ekanligi kclib
chiqadi. Ax, - *  0, Ax2 -» 0....Ax„, -» 0 da esa a, -* 0, a , -» 0,... a„, -» 0.

Demak,
p~*0 => barcha Ax, »0 => barcha a,

Agar

0 da esa a, -* 0, a2 —» 0,

«tAX| .OjAx2.... a„Ax„ = o(/7) ( / i  14)

Sf

► 0

dxt 9/, 9x2 9/y ox„ dt.
( j  = 1.2.3,...H) deyilsa, u holda (13.12), (13.13) va (13.14) munosabatlardan 

A / = /),A/| + /4,A/, + . . + ^ A / j  + o(p)
kelib ch iqadi>

2*. Murakkab funksiyaning hosiiasi. Endi
f(<P,(h. h .... '*)• -VmKh ............................< * ) ) -M « |. 'j ..... <*)

murakkab funksiyaning /,,/2, ...tk o'zgaruvchilar bo'yicha xususiy hosilalarini
topamiz. Aylaylik, / ( x , .x 2,....x.,) va x, = q>t(tx.t2, ../*) Xj =^,(/,./2. ./*)....
xm = p m( l t./ j.  , / |)  funksiyalar yuqoridagi 5- teorcmaning shartlarini bajarsin U 

holda S-tcoremaga ko'ra murakkab funksiya (/,<1./2.. .,/") ruqtada differensial- 
lanuvehi bo ladi.

Demak, birtomondan
A / = ^,A/, + A2 A/, +  .. + Ak&tt + o{p) (13 15)

bo'lib, bunda* Cj = 12.....k) (I3I6)
dx, St, Sx2 Stt dxm, dt,

+

+

0

9
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(qaralsin 5-teorema) ikkinchi tamondan I - natijaga asosan

b f  = — Af. *■ ^  A/, ♦ + **  An +o(p ) (13.17)
*  ar, a 2 2 ak * '

bo'ladi. (13.I5),(13.16) va (13.17) va munosabatlardan

d f ,. <y<9x, H * +
dt, dt, dx2 A.
d f _£ f dx,

dt2 ax, ar2 dx2ar2

•y r3x,
dx, A* fo2a * 1

bo'lishini topamiz.

5-§. Ko'po'zgaruvchilifunksiyaningdifferensiali 
1°. Funksiya differensialining ta'rifi f ( x t ,x2,..„ funksiya ochiq

M (M <zR m) to’plamda berilgan bo'lib, bu to'plamning x° = (x ,° .x2 ,,,x °) nuq-

tasida differensiallanuvchi bo'lsin. Ta'rifga ko’ra f (x )  funksiyaning jc° nuqtada- 
gi orttirmasi

. a f c V i f c V .  . V ,AT=-
dxt dxi dx_

+a,Ax, + a 2&x2+ -+ 0

bo'ladi.
4-ta'rif. / ( x , .x 2.... xm) funksiya orttirmasi hf(x°) ning Ax,. Ax2, ...Ax„

larga nisbalan chiziqli bosh qismi

dx-

/ ( x )  funksiyaning x° nuqtadagi differensiali (to 'liq  differensiali) deb ataladi va 

df(x°tx2 .. ,x * )  kahi belgilanadi. Demak,....
'  ’ v 1 2 7 dx, ' dxn & „  "

Agar X|,X5,. .,x m crkli o'zgaruvchilaming ixtiyoriy orttirmalari Ax,, 
AXj,, , Axm lar mos ravishda bu o'zgaiuvchilaming differensiallari dxy,dx2, ...dxm 
ga tcng ekanligini e'liborga olsak, unda f (x )  funksiyaning differensiali quyidagi

5x, dxn fix_
(13.18)

ko'rinishga keladi.
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Odaida dx,, - f—dxj ., ~~d xm lar / ( x , , x 2. ..*m)  funksiya xususiy 
dx, dx, dxm

difTcrensiallari deb ataladi va ular mos ravishda dt kahi belgila-

nadi:

d )  = ^-dx,. d f  = -~—dx2 , d , J  = -^ -dxm.
' dx • a.dx dx.

Demak, f{x )  funksiyanirg ruqtadagi differensiali, uning shu nuqiadagi 
xususiy differensiallari yig'indisidan iborat. Masalan, ushbu

f W x 2)  = e""* '>

funksiyaning V (x,x2)e  R2 nuqladagi differensiali

df -  ̂ —dx, + —  dx2 = sinx2ex‘*"'tldx, + x,cosXje',xu' ' !dx̂  = 
ax, dx2

m ex' “‘‘Xl(sinx1dxl +x tcosx2dx2)
bo'ladi.

tindi funksiya differensialining geometrik ma'nosini ikki o'zgaruvchili 
funksiya uchun keltirami/..

Aytaylik, y = f{x ,.x2) funksiya ochiq M  to'plamda ( A / c / i 2) berilgan 

bo'lib, (x|\jC j)e M nuqtada dificrensiallanuvchi ho'lsin. Bu funksiyaning grafigi 
50-chi?mada tasvirlangan (.9) sirtni ifodalasin.

(5) sirtga (rrl°.x*,y 'Qj nuqtasida (y0 = / ( x j^ x j) )  o'tkazilgan urinma tekislik
ushbu

ko'rinishda bo'lib, undan
Y-y<=df{x.a,x*)

9
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*

ekanligi kelib chiqadi Demak, y -  f (x , , jc2 )  funksiyaning nuqtadagi

differensiali bu funksiya grafigiga ( . t t * . j r ' , / ( j r ® , i ; ) )  nuqtasida o'tkazilgan urinma 
tekislik aplikatasining orttirmasidan iborat ekan.

2*. Murakhah funks'tyaning differensiaH y -  y ( j t , ,x2.... funksiya

M (m  c  / ? " )  to'plamda berilgan bo lib. xt,x2,. ,,xn o'zgaruvchilaniing har biri 

o'z navbatida tt,t2,...,tk o'zgaruvchilarning 7’ (t' c  /?*) lo'plamda berilgan funk- 
siyasi bo'lsin:

•*! = vSfsJl'

Bunda (/, ,t2,...,tk )e  T bo'lganda unga mos (jC|,Xj ....xm)e  M  bo'lib, ushbu

y  = f M o h ' -  ■<Pm(lv h ... O )
murakkab funksiya tuzilgan bo'lsin.

Faraz qilaylik jc, = <p,(tt,l2, ...,/t ) (/ = 1,2,. ,m) funksiyalaming har biri

(/“ , / j .... f ° ) e ir  nuqtada differensiallanuvchi bo'lib. y = f (x vx2,...,xm) funksiya

esa mos (jc°,jrJ....x ° )e  M nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin. U holda 5-teore-

maga ko'ra murakkab funksiya (f,0./^_.7**) nuqtada differensiallanuvchi bo'ladi.
Unda murakkab funksiyaning shu nuqtadagi differensiali

boladi.
Ma'lumki.

Natijada

d f -  Q -d t ♦ = L  dt, ♦ *  <y r nm
3/, 3/, ' 3/. •

% < fd x t df dx2 , 3 / 3 r„
at, 8bt| 3(, 3x, 3/, 3x„ 3/, ’

d f &xt 3/ 3r, 4 V  * .
5/j dxt dt2 3x2 3/j 3 r„ 3/j '

df df dxt , , + ^
Stk dxi dtk 3jt2 dtk ^m  5/*

tif *
d f 3», d f dxm +

kcfcc, dlt 3x, 3/, dxm 3/, J

( d fdxt ^ df 3x, #  5XmNAt _L
v3x, dl2 3x, 3/j dx„ 3/j y“ »2 +
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bo'ladiAgar

*
' <y

<> < *. 
.  <>

-----4. ♦ ♦ S L - -  j
>
fh, <3x )
— 1 dl. ♦ 4 dit
<y • J

♦ dl. + 
<>. ‘

<3r ’
--1 lil.
< \  ,

rH ih
* —* Jt. 4 4 “  Ji

m. J

1 Ji, + — -iii. ♦ ... ♦ —1 Ji. = <ii
a , <>,, < \

’ Jl, ♦ lil, 4 * </f, = </i,,
<>, 1 <>, ’ * ,  •

<t .  , <1. . c tmJl t - Jl ♦ . » —  Jl, -  Jx_
dt, dt j fl/,

ekanligini e'tiborga olsak, u holda murakkab funksiya differensiali uchun

df = ^ d x l+ ^ -d x 1+ .. + -^-dxt (13.19)
dxt dx2 %

bo'lishi kelib chiqadi.
Murakkab funksiya differensiali ifodalovchi (13.19) formulani avvai qarab 

o'tilgan (13.18) formula bilan solishtirib bir x il formaga ega bo’ lishini (ya'ni 
di/Terensial formasi saqlanishni) koVamiz. Odatda bu xossani differcnsial formasi- 
ning (shaklining) invariantligi deyiladi.

Demak, ko'p o'zgaruvchili funksiyalarda ham bir o'zgaruvchili funksiyalar- 
dagidek, differensial shaklning invaritligi xossasi o 'rin li ekan

Shuni alohida ta'kidlash lozimki, (13.19) ifoda dx^dx ,̂.. dxM lar
x ,,x2 xm laming ixtiyoriy orttirmalari z ii,,Ax2,.. ,&xm lar bo'lmasdan, ular
/,,r2 o'zgaruvchilaming funksiyalari bo'ladi.

J* Funksiya differensiali hisoblushning sodda qoidaiari. u -  f {x )  va 

v = g(x) funksiyalar ochiq M {m  c  /?"') to'plamda berilgan bo'lib, i " e W  nuq-

tada ular differensiallanuvchi bo'lsin. U holda u + v. uv, —, (v *  0) funksiyalar
v

ham shu x° nuqtada differensiallanuvchi bo'ladi va ularning differensiallari uchun 
quyidagi

56

www.ziyouz.com kutubxonasi



<1

1) d{u±v)= du±dv,
2) d(uv)= udv + vdu,

u'\ vdu-udv , _■>
3 ) ^  — t —  ( ^ O )^ v *  v

formula o 'rin li bo'ladi.
Bu munosabatlardan birining. masalan, 2) ning isbotini keltirish bilan 

chegaralanamiz.
u = f (x )  va v = g (x ) funksiyalar ko'paytmasini F  funksiya deb qaraylik: 

F = u v. Natijada F  funksiya u va v lar orqali xt ,x2,.,.,xK o'zgaruvchilaming
( x  =  ( j: , .X j ....xm) )  murakkab funksiya bu'ladi. Murakkab funksiyaning differen-
sialini topish formulasi (13.19) gako'ra

bo'ladi.
Agar

ekanligini e'tiborga olsak, unda

■r  aF j  aF Mar -- —  du + -— tn 
du dv

dF dF_ _  v n
ou dv

dF = vdu + udv
bo'lishini topamiz. Demak.

rf(uv) = vdu + udv.

>
6-§. Ko'p o'zgaruvchilifunksiyanittgyuqori 

tartibU hosila va differensiallari
/*. Funhsiyaning yuqori tartibli xususiy hosilalari f (x vx7, ,xn) 

funksiya ochiq M  (y l/<=/?") to'plamda berilgan bo'lib, uning har bir
(x, ,j 2,. ,Jt„) nuqtasida f l  . f i , .... f im xususiy hosilalarga ega bo'lsin.

Ravshanki, bu xususiy hosilalar o 'z navbatida x ^ x ,. „ x m o'zgaruvchilarga 
bog'liq bo'lib, ularning furksiyalari bo'lib qolishi mumkin. Berilgan funksiya 
xususiy hosilalari f i  , f x , . , f m laming ham xususiy hosilalarini qarash mumkin.

5-ta'rif. / ( x , , x 2. ,xm) funksiya xususiy hosilalari ...../ , '  laming

xk (4 = 1,2....m) o'zgaruvchi bo'yicha xususiy hosilalari hcrilgan funksiyaning
ikkinchi tartibli xususiy hosilalari deb ataladi va

.... / . : . ,  (*= « . 2 ..... « )
yoki

j 7 _  j 2f _
dxtdxk dx̂ dx̂  dxmdxk

(A = I, 2,..., m)

kabi belgilanadi. Demak,
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J j f  f '  mA - [ 9 -
dtiObtj ,,,J

a y  r  sJL[jL'
8x2dxt dxt Kdx2/

£ L s r
■'*' 8xt {axm)

ususiy hosila

8l;

8xmdxk J'“ ‘‘ 8xt 
Hu ikkinchi tartibli xususiy hosilalami umumiy holda

(AM. 2. m)

—  (/ = i,2 , k = I, 2..... w )

ko’rinishda yozish mumkin, bunda A = i bo'lganda

J L L  f
axtdxt /lJ,J

deb yozish o'miga

«3*. ,J
deb yoziladi.

Agar yuqoridagi ikkinchi tartibli xususiy hosilalar turli o'zgaruvchilar 
bo'yicha olingan bo'lsa, unda bu

J 7  = ,
dx,oxk x,It

0 * * )

2-tartibli xususiy hosilalar aralash bosiialardeb ataladi.
Xuddi shunga o'xshash, f(x^x7,...,xm) funksiyaning uchinchi, to'rtinchi va

xokazo tartibdagi xususiy hosilalari ta'riflanadi. Umuman. / ( x , , x 2....xm) funk-
siya (za — l)-tartib li xususiy hosilalaming xususiy hosilasi herilgan funksiyaning 
n-tanib li xususiy hosilasi dcb ataladi.

13.6-misoL Ushbu

/( .r , ,x 2) = a r r t g ^  ( *2 * 0 )
Jt2

funksiyaning 2-tartibli xususiy hosilasi topilsin.

4 Ravshanki, LL- = , L L  - — _ _
& | x* + x2 dx2 x," + x2

d7  8 ( d f y d (  x2 )  2x,x;

dx, [x? +Xj )  L + x t f  '

d2f  _  8 ( 8 f \ = 8 (  x, )  x ? - x j
ax,ax2 ax2 ^ax, J ax2 + x22 J +x] f
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£ f  _ L _ ) =
a ,va, J <ti, v x,’ ♦ *,' J (»*♦»;)’ ’

7 /  _<?

* !
13.7-misol. Ushbu

/(•* ! -*2) —
X jjtj

*  _ »1 1| . l* ,* i
S *\  xf - ; J

2 2
x\ -
x\f + x\

agar x f + x* *  0

agar xf + jc,  = 0 bo'lsa
funksiyaning aralash husilalari topilsin.

< Aylaylik (x ,,j r , ) *  (0.0) bo'lsin. U holda

7
6x, *i\

*f - ^
i } + x

4*? * l

(x |2 + xl r Sx,
i l i l .
xY+ xi

*xfx 1

7 / d 7  | x,2-*,J 1 + 8x7,
cfcr,/3!*2 dx. 1*1 J JC|' + x\

7 / o f 7  1 - A i*
\

8x'x,
dx2flxy dx, x.2

bo'ladi.
Berilgan / ( x , . x 3) funksiyaning (0.0) nuqtadagi xususiy hosilalarini 

ta'rifga ko'ra topamiz:
7 (o . o )_  lim / ( a x i,o) - / ( o,o) tQ

dx, 4», -»o

7 (0 .0 ) .
dx,

7 / ( o .  o)
dx2

At,

„ „  A i h U M . 0.
A»i-»0 Ax,

e f(o ,A ra) af(o,o)
dx, dx,

= //m
Aii -»0 Ax,

a/(Ax, ,o) a/(o o)

-  hm A*
»*i •• Ax,

* - l .

? J M ,  llm_
dx,dx, 4»! -»n

Axr
Ax,

= I t m --------r = I.
4»|-.0 Ax’

Bu keltirilgan misollar ko'rinadiki, funksiyaning s2f
dx,dx.

7 /
flttj&c.

aralash

hosilalari hir-biriga teng bo'lishi ham. teng bo'lmasligi ham mumkin ekan.
6-teorema. / ( * , . * , )  funksiya ochiq M  (a/ c /?2) to plamda f f . f '

hamda f "  , f f  aralash hosilalarga ega bo'lsin. Agar aralash hosilalar 

( x " . t j ) e  M  nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda shu nuqtada

va
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bo'ladi.
4 (jr°.jc°) nuqta koordinatalariga mos ravishda shunday Ax, > 0 . Ax2 >0 

orttirmalar beraylikki,
D -  |(x,.x2)e tf2 x,° < j |  <. j ,°+ Jx,. J* < J2 < x" + z l j j } c  M  

bo'lsin. Bu to 'g 'ri to'rtburchak uchlarini ifodalovchi ( j ° , j j ) ,  (xJ+AX|,x*), 
( jp jJ  + Ax2), (x,0 + Ax,,x j + A x3) nuqtalarda funksiyaning qiymatlarini topib 
ulardan ushbu

P -  / ( * f  + Ax,. x* + A x2 ) -  /(x °  + Ax,, J° ) -  / ( x?. x j + Ax,)+ /( x ° . j ? ) 
ifodani hosil qilamiz. Bu ifodani quyidagi ikki

/ , = [/(j,° + Aj,,j ,° + A x ,) - / ( j ,  +Ax,.j," ) ]- [/(j °.j ,' + Axj) - / ( j °,Jj)}

P ~  [ / (x” + Ax,.X° +Ajt2)“ / ( jb -j:2 + + A * , . j j ) - / { j , fl. j j ] |
ko'rinishda yozish mumkiri

Endi berilgan / ( x ^ x , )  funksiya yordamida x, o'zgaruvchiga bog'liq 
bo'lgan

<p(xi ) = / ( * , .  * 2° + A*2) - / ( * ! •  x2°)-
x, o'zgaruvchiga bog'liq bo'lgan

V'(*i ) = / ( * “ + a * i . * 2 ) - / x,(xi° .j'2) 
funksiyalami tuzaylik. Ravshanki, p (j,). v/(x,) funksiyalar

<P'(*i ) = /.’ (*i + A*2) -  /7, (*, • )-

v/ '(*2) = /x, (*i°+ a j , . * 2) -  / ; ,  (j !1 . ) 
hosilalarga egabo'lib, Lagranj teoremasiga asosan

® '(*i)=  / , ’ . , ( * , . * ' + ^2Ax2 )' A i j ,

¥  '(*2 ) = / ’  (*," + /?| Ax,, x, ) Ax,
bo'ladi, bunda 0 < 0,, 02 < I .

Yuqorida keltirilgan P ifodani (a(x,). \p(x2) funksiyalar orqali ushbu 

/, = «>(x° + A * ,) - f l j( j" )

/ , = Vr(jJ + A x ,)- ttr ( j;)
ko'rinishda yozib, so'ng yana Lagranj teoremasini qo'llab quyidagilami topamiz: 

P = 9>'(j|° + 0,'Ax,) ■ Ax,, P = if/ ’(x* + 0jAx,)- Ax,
(o < 0 ,\ e ; < i )

Natijada (13.20) va (13.21) munosabatlardan
P = / . ’ . , (*i° + ^i'Aj , . x2 + 02Ai 3) Ax,Aj 2

** = /.*,.,(*■“ + « |A x ,.j; + ^ A x ,)  Aj ,Aj3
bo'lib, ulardan esa
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f : )ti ( * r + e;&x,, x ' + 6»2&x2) -  / ; iri ( * “ +0, Ax,. * " + 0 ;a * 2)  <1 1 .22)

bo'lishi kelib chiqadi.

Shartga ko'ra / *  va / ^  aralash hosilalar (x°,X ;) nuqtada uzluksiz. 

Shuning uchun (13.22) da Ax, ->0, Ax2 -> 0  limitga o'tsak,

bo'ladi. ►
2*. Funksiyaning yuqori tartibli differensiaUari Ko'p o'zgaruvchili funksi- 

yaning yuqori tartibli differensiali tushunchasi keltirishdan avval, Tunksiyaning 
n (n > l)  marta differensiailanuvchiligi tushunchasi bilan tanishamiz.

/ ( * )  funksiya ochiq M  ( M c f )  to'plamda berilgan bo'lih, r°  e M 

bo'lsin. Ma'lumki, / ( r )  funksiyaning r°  nuqtadagi orttirmasi ushbu 

A /(x ° )=  i4,Ar, + A7Sx2 +... + yfmA rm + o (p ) 

ko'rinishda ifodalansa, funksiya r °  nuqtada diffcrensiallanuvchi deb atalar edi, 

bunda A^A^,...,^-o'zgarmas sonlar, p  = -^Ar,! + Ar^ + ,. + A r! . Bu holda ko'r- 

gan edikki,

4  = - y - 1 (' = 1. 2,..., m)
ax,

Aytaylik, / ( r )  funksiya M to'plamda xususiy hosilalarga

ega bo'lsin. Agar bu xususiy hosilalar xB nuqtada differensiallanuvchi bo lsa, 
/ ( r )  shu nuqtada ikki marta differensiallanuvchi funksiya deb ataladi.

Umuman, / ( r )  funksiya M to'piamda barcha ( n - l ) -  tartibli xususiy 

hosilalarga ega bo'lib. bu xususiy hosilalar r °  € M  nuqtada differensiallanuvchi 

bo'lsa, / ( x )  funksiya r "  nuqtada n marta differensiallanuvchi deyiladi.
7-teorema. f ( x )  funksiya M  to'plamda barcha «- tartibli xususiy hosila- 

larga ega bo'lib, bu xususiy hosilalar x ° e M  nuqtada uzluksiz bo'lsa, / ( r )  

funksiya r °  nuqtada n martadifferensiallanuvchi bo'ladi.
Bu teorema funksiya differensiallanuvchi bo'lishining yetarli shartini ifoda- 

lovchi 3-teoremaning isbotlanganligi kahi isbotlanadi
/ ( r )  funksiya r e  M  nuqtada ikki marta differensiallanuvchi bo'lsin.
6-ta'rif. f ( x )  funksiyaning r  nuqtadagi differensiaJi df(x) ning 

differensiali berilgan f ( x )  funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deh ataiadi 

va u d1 f  kabi belgilanadi:

d2f  = d(df).
Differensiallash qoidalaridan foydalanib topamiz:
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,Y  ^  ’ ♦ » . -  dxm I
‘» -  )

^ d x j  *  V
( A .

f d1! t» 7
(d»,3 <\,rx, 1 ♦ £ - £  w*.rJ» ct». ,

» d -  dim u .
f t t j f t r .  - j  '

r ' 7  . i * f  .- — ux, ♦ -----—  <Zft ♦ ♦ dxm

a * / . j  * 7 . »» -dx, ♦ -  — </», *  * T *® - *
A i* • * » ;

♦ 2 — '  i . ,A ,  .2  5 1
A , * ,  ' A»*K & .A .  *

* 2  -— .At4», * 2 ^ ^>ti2», ♦ ♦ 2 — /  dx,U*m *

. . 2 - 7 7 _ *  ,a

f(x,,x^.... jc_ )  funksiyaning (x ,,x2,.. ,x „ )  nuqtadagi uchinchi, to'rtinchi va
xokazo tartibli difTerensiallari ham xuddi yuqoridagidek ta'riflanadi.

Umuman, f ( x )  funksiyaning x nuqtadagi ( n - l ) -  tartibli differensiaii 
j ( » - ' l / ( jr )  ning differensial berilgan f ( x )  funksiyaning shu nuqtadagi n tartibli 

differensiali deb ataladi va d " f  kabi belgilanadi. Demak,

r f - /= r f ( r f—V )-
Biz yuqorida f ( x )  funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali uning xususiy 

hosilalari orqali ifodalanishini ko'rdik.
f ( x )  funksiyaning keyingi tartibli differensiallarining funksiya xususiy 

xosilalari orqaii ifodasi borgan sari murakkablasha boradi. Shu sababli yuqori 
tartibli differensiallami, simvolik ravishda. soddaroq formada ifodaiash muhim. 

f ( x )  funksiyadifferensiali

df — dx, + ^ -d x ,+ .  \ ^ d x m
dx, ftc, ax_

ni simvolik ravishda ( /  ni fonmal ravishda qavs tashqarisiga chiqarib) 
quyidagicha
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4  * ,  A  ♦ -  *^2 ♦ *  I /  l & , & 2 ,r
yozamiz. Urda funksiyaning ikkinchi tanibii difTerensialini

</2/
a a (D23), .  . £  j» .  ♦ ♦ a .  | /

V'«| ft«. I
deb qarash mumkin. Runda qavs ichidagi yig 'ind i kvadratga ko'tarilib. so'ng /  
ga «ko’paytiriladi». Keyin daraja ko'rsatkichlari xususiy hosiialar tartibi deb 
hisoblanadi.

Shu tarzda kiritilgan simvolik ifodalash f ( x )  funksiyaning n- tartibli 
differersialini

d " f  =
, c , d I

---- £ZT| + ----- £ » 2 I f
dx. cbt 9*. I

kabi yozish imkonini beradi.
J*. Murakkab funksiyaning yuqori lartibli differenxiaUarL Ushbu punktda

/(■ r,,x2, .» . )  ....1») * j  t»,(»..... ,/*) ...jf- - <pA<.... 'J )
murakkab funksiyaning yuqori tartibli difTerensiallarini topamiz.

Ma'lum ki, jc, __0 = 1 .*. "•) funksiyaning har bir

(f” ,/2,. ,t” )e T nuqtada difTerensiallanuvchi bo'lib, / ( x ^ x ^ ,. . . ,* . )  funksiya esa

mos (x ° ,x j.... x " ) nuqtada differensiallanuvchi bo'lsa, u holda 5-teoremaga ko’ra

murakkab funksiya {/®,/0,.. , / j )  nuqtada difTerensiallanuvchi va difFerensial shakl- 
ning invariantlik xossasiga asosan murakkab funksiyaning differensiali

, ,  <y , , ofdf -~ -d x ,  + —  £&, + -
a*, a*2 dxm

d lm

bo'ladi.
Faraz qiiaylik, x, = ô, (/,,/3 / . )  (* = I, 2, m) funksiyalaming har biri

(/“ ./“ .... i , ° )e r  nuqtada ikki marta difTerensiallanuvchi, / ( x , , x 2.....x „ )  funksiya

esa mos (x f,x2....x ° )e  M nuqtada ikki marta difTerensiallanuvchi ho lsin. U

holda murakkab funksiya ham (/“ ,/j1,...,/*) nuqtada ikki marta differensiallanuvchi 
bo'ladi DifTcrensiallash qoidalaridan foydalanib quyidagini topamiz:

, *  * . ]
* .  )

d f - J ( J l  )=d\ ~ d x ,  ♦ —  dt
I, £*, C V'' *I  A  i

U j  *
♦ ~ d ( j t , ) *

df d 't ,  ♦
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■1
d . d , d ,

—  dx, + —  dx2 + .. + -----dx,
rtr, A-_ 2 Ftr f +

(13 24)
df j2  cy ,,

+ — d x. + —  d \ r ,  + ... + —L-d  xm 
fir, ‘ dx2 8xm

Shu yo 'l bilan berilgan murakkab funksiyaning keyingi tartibdagi differen- 
siallari topiladi.

(13.23), (13.24) formulalarni solishtirib, ikkinchi tarlibli differensiallarda 
differensial shaklining invariantligi xossasi o 'rin li emasligini ko'ramiz.

2-eslatma. Agar
jc, = a | , t l + a (2/2 +... + a 1*/* +/?,,

jc2 -  aI t li + + ■■ ■+ a 2kfi  + Pz- (1325)

*. = + amlh + + amk‘k + Pm
bo'lsa ( a (1, p t (/ = 1,2....k, j  = 1, 2,...,/n)-o’ zgarmas sonlar), u holda bunday

/ ( j ,,Xj  j r „ ) murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari differensial
shaklining invariantligi xossasiga ega bo'ladi.

Haqiqatdan ham (13.25) ifodadagi funksiyalami differensialiasak, unda

dxt = attd(t + a t2di2 + ... + atlcd(k * a nAi, + a l2A/2.+ .. + a ttAlk, 

dx j = a2tdlt + a22dl2 + + a2kdlk = a2t M t + anAt2 +... + a2k&tk, ♦

dxm - an<di\+am2dt2+ . + a mtJtk* a mttxit +am2to2+ ■ + amk&ti 
bo'lib dxt,dx2,...,dxm laming har biri t,,t2 ..,tk o'zgaruvchilarga bog'liq emasligi- 

ni ko'ramiz. Ravshanki. bundan d7xt = d2x2 -...  = d*xm = 0.
Binobarin,

d J/  = j ( ^ )  = < / ^ * 1+ ^ * 1 + ... + ^ A . ]  =
dx2 8xm )

= dxtd\ ^ \  + dx2d\^~\+ +
dx. M£)'

( ~ d x t + —  dx2 +... + dxm 1 /  
\dxt dx2 8xm )

Demak, ikkinchi tartibli differensiallar differensial shaklining invariantligi 
xossasiga ega ekan.

Shunga o'xshash, bu hnlda murakkab funksiyaning ikkidan katta tartibdagi 
differensiallarida differensial shaktining invariantligi xossasi o 'rin li bo'lishi 
ko'rsatiladi.
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7-§. O 'rta qiymat haqida teorema
f (x )~  / ( . * , ,Jtj, funksiya M c  Rm to'plamda berilgan. Buto'plamda 

shunday a = (at,a2,. ,am) va *  ^ (s ,,*^ , -.sn ) nuqtalami olaylikki, bu nuqtalami 
birlashtiruvchi lo 'g 'ri chiziq kesmasi

-4 = /( jr ,. j:2, ,xm)6  Rm . xt = a, + / ( « , -  a, ), x2 = a2 + t(e2 - â ).

■ .*„ = «™ + '(« „ -o » ). 0 < r < l /
shu M to'plamga tegishli bo'lsin: A c  M .

8-teorema. Agar f (x )  funksiya A kesmaning a va o nuqtalarida uzluksiz 
bo'lib, kesmaning qolgan barcha nuqtalrida funksiya differensiallanuvchi bo'lsa. u 
holda A kesmadashunday c nuqta (c = (c,,c2. -,cm)) lopiladiki,

/(«)- f (a) = /r (CX«I - a\ )+ /r2 (CX«2 -  )+ ■■■ + /r. (CX«« ~ aJ
bo'ladi.

*  / ( . r )  funksiyani A to'plamda qaraylik. Unda

/ ( * ) = / ( Jt| . * 2. - ) = / ( « i  + , (« i“ ai )  ■ ^ ♦ / ( * . - a . ) )
( 0 < /< l )

bo'lib, f ( x { , i j , . . ,J : „ )  i o'zgaruvchining [0, l] segmentda berilgan funksiyasiga 
aylanadi:

F(<)= f (a t + t(e| - f l , ) .  a2+i(e2- a 2), ... am+t(en - a m))
Bu funksiya (0, l)  intervalda ushbu

/■ 1 ')= /; ,  ( « , - - , ) / ; , k - O
hosilaga ega bo'ladi.

Demak, /•"(/) funksiya [0.1 ] segmentda uzluksiz, (0. l)  intervalda esa r(<) 
hosilaga ega. Unda Lagranj teoremasiga (l-q ism , 6-bob, 6-§) ko'ra (0, l)  interval- 
da shunday la nuqla topiladiki,

F ( ]) -F (0 )= F '(to)  (0 < t0 < l)  (13.26)
bo'ladi. Ravshanki,

F (0 )= /(n ) , /=•(!)= /(« ) ,

F'Oo) = / i ,  (a i + (fli “  a i )  a2 + («2 — a2)  ■ ■ ■ am +ta(em-a „ ))  (8 ,-a ,)  +

+  / ; , ( « ,  + 'o ( « i  ~ a\\ ai + / o (« 2 - a ^ l ■■■. am +t0(em am) ) (e2- a 2) +
+.......................................................................................... +
+  / ' .  ( °\  +  'o(«l -  a \ )■ a2 +  'o ( fi2 -  a 2). . a m +  ' c ( fi™ -  am ) )  (*m ~  a„ )

Agar
n ,+ /„ (« ,- f l , )  = c, 

a2 +  *o(®2 ~ al ) =c2

am+ lo(Bm -am )=Cm
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deb belgilasak, unda c = (c,,c3,. ,c „ )e  A bo'lib. yuqoridagi (13.26) va (13.27) 
lengliklardan

/ ( « ) -  / ( « )  = (cX«i -  fli )+ f ’,t (cX«r -  ) + + / , .  (cX«w )
kelib ch iqadi>

Bu o'rta qiymat haqidagi teorema dcb ataladi.
2-natija. f (x )  funksiya bog'lamli M c  Rm to plamda berilgan bo'lib. 

uning har bir nuqtasi difTerensiallantivchi bo lsin. Agar M to'plamning har bir 
nuqtasida f{x )  funksiyaning barcha xususiy hosilalari nolga teng bo'lsa, funksiya 
M  to'plamda o'zgarmas bo'ladi.

*  M to'plamda a = (a,,a2.. ,<7„) hamda ixtiyoriy jc = (jc, ,jc2__ jc„ ) nuqta-
lami olaylik. Bu nuqtalami birlashtiruvchi kesma shu M  to'plamga tegishli 
bo'lsin. U holda shu kesma nuqtalarida 8-teoremaga ko'ra

/ (« )=  / ( * )  + f'h (CX«! -  * .)+  / . ’, (CX«2 -•» :)+  + / , ’.  (CX«- -
bo'ladi. Funksiyaning barcha xususiy hosilalari nolga teng ekanidan

/ ( * ) = / ( « )
bo'lishi kelib chiqadi.

a va x nuqlalami birlashtiruvchi kesma M to'plamga tegishli bo'lmasa, 
unda M  to'plamning bog'lamli ekanligidan a va jt nuqtalami birlashtiruvchi va 
to'piamga tegishli bo'lgan siniq chiziq topiladi, bu siniq chiziq kcsmalariga 
yuqoridagi 8-teorcmani qo'llay borib,

/ ( * ) = / ( « )
bo'lishini topamiz. ►

S-§. Ko ’p o'zgaruvchili funksiyaning Teylorformulasi 
Ma'lumki, F ( l)  fimksiya / - l 0 nuqtaning atrofida berilgan bo'lib, unda

F'(/). F ’(t)....F"*] (/) hosilalarga cga bo’ lsa, u holda

/"(/)=  F(h)+ ^ '('oX ' -  '• )+  ^7 ̂ "('oX ' -  'oX + +

+ ( "  2H)
n! (n + 1|'

(c = /0 + 9(t -  /0)  0 < 0 < 1)
bo'ladi (Teylor formulasi).

/ ( * ) =  f(.x\-xi ' >xm) funksiya ochiq M (m  <z /?m) to'plamda berilgan. Bu

to'plamda (jr,°,xJ.. ,jr®) nuqtani olib, uning ^ ((x ,0.^?....j£ ))c AT atrofini

qaraylik. Ravshanki, V(jr;,x2. j r “ )) nuqta biian (x°.JtJ.... jc“ )
nuqtani birlashtiruvchi to 'g 'ri chiziq kesmasi

A ^ ( (x,.x2. . ,xM)f=Rm : Jt, = x,° + /( r j x,°) jt2 = jc2 + /( jt i - jt° )

,xM= j t® + / ( j t ; - j r ° )  0 < / < U  

shu ,x®)) atrofgategishli bo'ladi.
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/ ( x , , x 31. . f u n k s i y a  I i  , i * |  da « + I marta differensiallanuv-
chi bo'lsin deb uni A to'plamga qaraylik. Unda

/( x ,  * j ,  ,xm)= /(x ®  + f ( j ; - x tfl)| x® + r ( x i - x 20) . , x ” + / ( r ; - x “ ))
bo'lib, / ( x | , x 2.... xm) funksiya / o'zgaruvchining [0. l j  da berilgan funk-

siyasiga aylanib qoladi:

f (0  = / ( * “ + ^ + ' l * ' * - * ” ) + '( * » -• *« ) )  (0< / < l) (13.29)
Bu funksiyaning hosilalarini hisoblaylik:

r ^ J r ^ ' ' ' ' ) + +  ^ ( )=G», CXm

1 *1

r u M ( . ; - ♦  U k - - A f  *  ■ - 4 4 k  -  < 1obC|2 

c,cL 2

dx dxi

+ 2T-̂ t(*I --*,tl)(*j -*?)+ +2--<? /v k  I ~xl ,tx'm -x°)=dx,dx,

KdxtM * i  - * i ° ) + - J " ( * 2  - * “ )+■ + 7 7 -1 * 1  - * " ) ]  /dx dxm
Umuman jt -tartibli hosila ushbu

r : ; ' = ( | , ( . ; .,“ ) - i ( . ; - . ; ) . . • £ ( > : - : > ) /  o s m

(k = 1,2, , n + l )
ko'rinishida bo'ladi. (lin ing  to 'g 'r ilig i matematik induksiya usuli yordamida 
isbotlanadi)

Yuqoridagi F ‘(t), F ‘ (l\ F "t l (l) hosilalaming ifodalariga kirgan 
/ ( x , , x 2,  ,xM) funksiyaning barcha xususiy hosilalari

(*i° + /(x[ -  x,°)  x “ + /(x^ -  x“ )  . x° + /(x ; -  x° ))
nuqta hisoblangan.

(13.28) formulada / = 0 va / = I deb olinsa, ushbu

f ( 0 =  /r ( 0 )+ i'7F '(0) + ~ F ’ (0)+ + ^ F < " > ( o ) + ^ - F ('’+,>(0)

( 0 < 5 < l )
hosil bo'ladi.

(13.29) va ( 13.30) munosabatdan foydalanib quyidagilami lopamiz:

n o h / t i . 4 ....

+ 0 = . J

+

2
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K9* ] dXj dxm I

(Jfe = 1.2...,« +1)
Keyingi tenglikdagi .... jc„ ) funksiyaning barcha xususiy hosiialari

( jt® ,jc i....,x ° )  nuqtadahisoblangan.
Demak, ( 13.28) formulaga ko'ra

/ ( x i .x2,...,xb )=  / ( x , ° |  ^  ( r j -  x *)+

+ 5 ,  • i - t o - 4 *

v & i
/  +

\ « + )

+ - ---—r-l —  (xj - X ° ) +  —  (x) -  x ° )+  ... + — ( * ^ - x " ) l  /
(n + lVI &I u  dXj 2'  cfc. a , j  J

bo'ladi, hunda / ( x , .x 2. ,x „ )  funksiyaning barcha birinchi, ikkinchi va xokazo

n-tartib li xususiy hosilalari (x°,x“ .... x ^ ) nuqtada, shu funksiyaning barcha
(r + l) -  tartibli xususiy hosilalari esa

(x,° + f l( x [ -x }1)  x “ + fl(x ; - x ° )  , x “ + ^ (x ; - x “ ) ) ( 0 < f l< l )
nuqtada hisoblangar.

Bu formula ko’ p o'zgaruvchili / ( x p X j, . . . ,^ . )  funksiyaning Teylor formu- 
lasi deb ataladi.

Xususan, ikki o'zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi quyidagicha 
bo'ladi:

/ ( » „ * , ) . / ( , : . « : ) +  « % * ) ( , ,  - < ) + ^ i l ) ( , ,  - , ; ) +
Ul| (J jL  ̂

A # i > ( . , - , - r .

1
+ —

2!

. ^ 4 £ , : > < > , - . : r + « .+ —
a*;

.  c  y g g k  -  ,,- r  <*, -•• r | ■
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V

I

♦ i y / {« :♦  ♦ 4 « , - » ; ) ) / ,  .»■»
( « + d  J

* ’ "/ (*!' + #(<, - « ? |/  «)r-'
a } - "  J

9-§. Ko'p o'zgaruvchiii funksiyaning ekstremum qiymaliarL 
Ekstremumning zaruriy sharti

l*. Funksiyaning maksimum va minimum qiymatiari. Ko'p o'zgaruvchili 
funksiyaning ekstremum qiymatlari ta riflari xuddi bir o'zgaruvchili funksiyaniki 
singari kiritiladi.

/ ( x ) =  / ( x , , x 2l. -.x,,) fuciksiya ochiq M  c  R" to'plamda bcrilgan bo'lib, 

= (x ^ x j,  .., x° )e  M bo'lsin.

7-ta'rif. Agar x° nuqtaning shunday 1 /5( 1° ) = = «,..... jtJ e /T

p{*■*")= 'Rx,-x'')? +■• +(*. - *l¥ <<5|c AT atrofi mavjud bo'lsaki, Vjre{/<(x°)

uchun
/ ( x ) S / ( » ° )  {/ (x )i  / ( * * ) )

bo lsa, / ( * )  funksiya r° nuqtada maksimumga (minimumga) egadeyiladi, / ( r ° )  
qiymat esa f (x )  funksiyaning maksimum (minimum) qiymati yoki maksimumi 
(minimumi) deyiladi.

R-ta'rif. Agar x° nuqtaning shunday f / tf(x°) atrofi mavjud bo'lsaki, 

V r  e f/^(x0) i{x 0) uchun / ( x ) <  / ( x ° )  ( / ( x )>  /(x ° ) )  bo'lsa, / ( x )  funksiya x° 

nuqtada qat'iy maksimumga (qat'iy minimumga) cga deyiiadi. / ( x ° )  qiymat esa 
/ ( x )  funksiyaning qat'iy maksimum (qat'iy minimum) qiymati yoki qat'iy 
maksimumi (qat'iy minimumi) deyiladi.

Yuqaridagi ta'riflardagi x° nuqta / ( 1 ) funksiyaga maksimum (minimum) 
(8 -ta'rifda), qa f iy maksimum (qa fiy  minimum) (9-ta'rifda) qiymal beradigan 
nuqta deb ataladi.

Funksiyaning maksimum va minimumi umurniy nom bilan uning ekslremu- 
mi deb ataladi.

13.8-misoL Ushhu

/< * | . * 2) = t / ' - x |2 - x j  ( x f+ x ^ S l)
funksiyaning (0 ,0 ) nuqlada qat'iy maksimumga erishish ko'rsatilsin 

4 Haqiqaldan ham, (0 ,0 ) nuqtaning ushbu
U r((0 , 0 ) )= {(x „x 2) e /?2, x / + x 2 < r 2}, (0 < r  < I)

atrofi olinsa. unda v (x ,,x 2)€  L/r ((0 .0 ))|{(0 ,0 )} uchun

f(x ,.x2)^ J \ -  x f - x j  < / ( 0 , 0) = l
bo'ladi. ►
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8 va 9- ta'riflardan kc'rinadiki, / ( x )  funksiyaning xe nuqtadagi qiymati 

/ ( - • )  ni uning shu nuqta atrcfidagi nuqtalardagi qiymatlaii bilangina solishtirilar 
ekan. Shuning uchun funksiyaning ekstremumi (maksimumi, minimumi) lokai 
ekstremum (lokal maksimum, lokal minimum) deb ataladi.

2*. Funhsiya ekstremumining zaruriy sharti. / ( x ,  ,x2....xM) funksiya

ochiq M cR T  to'plamda berilgan. Aytaylik, / ( jC|.x3.... xM) funksiya

x° = (jc,0.jc*. , x j  nuqtada maksimumga (minimumga) ega bo'lsin Ta'rifga ko'ra 

x ° = (x ” ,x j, ,x“ ) nuqtaning shunday Us(x„)ciM  atrofi mavjudki, V x e t/^ (x ° )  
uchun

/ ( *  |.-*2 * J ^ / ( * i ° * !  J! )
( / (x , ,x 2>. « . ) 2 / ( x *  x j,  , x * |

xususan

/ ( * , , • * ! ■ * ? - . * ! ) * / ( * ? . * “ .... ■*!)

(/(*..*?... ..........................* :))
bo'ladi. Natijada bir o'zgaruvchiga x, ga bog'liq bo'lgan / ( x , . x j .... x ° )  funksi-

yaning f / f ( x ° )  da eng katta (eng kichik) qiymati / ( x ° ,x ° .... x ° )  ga erishishini

ko'ramiz. Agarda x° nuqtada / ^  (xQ) xususiy hosila mavjud bo'lsa. unda Ferma 

teoremasi (qaralsin, 1-qism, 6-bob, 6-§)gako'ra

/ ; ( * 0. * ; ....x : ) = / ; ( (xc)= o
bo'ladi.

Xuddi shuningdek, f ’ (x°) . . , / ;  (x°) xususiy hosilalar mavjud bo'lsa, 

/ ; ( * 0) = ®. / i j ( * ° ) = o .... / ; ( * " ) »  0
bo'lishini topamiz.

Shunday q ilib quyidagi teoremaga kelamiz.
9-teorema. Agar / ( x )  funksiya x° nuqtada ekstremumga erishsa va shu 

nuqtada barcha / ;  , / ; .... / 4*_ xususiy hosilalarga ega bo'lsa, u holda

/ ; ( * ° ) = o .  / ; ( * ° ) = o .... / ; > ° ) = o
bo'ladi.

Biroq f (x )  funksiyaning biror x 'e  Rm nuqtada barcha xususiy hosilalarga 
ega va

/ J * ' ) = o .  / ; ( * ' ) = o .... / ; . ( x ’)= o
bo'lishidan uning shu x nuqtada ekstremumga ega bo'lishi har doim ham kelib 
chiqavermaydi.

Masalan, R2 to'plamda berilgan
/ ( x | , x 2)= x ,x j
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funksiyani qaraylik. Bu funksiya f\ (jt,.jt2)=  f  (jc,,JC2)=  *, xususiy 
hosilalarga ega bo'iib , ular (0.0) nuqtada ckstremumga ega emas (bu 
funksiyaning grafigi giperbolik paraboloidni ifodalaydi, qaralsin 12-bob, 3-$).

Demak, 9-lcorema bir argumentli funksiyalardagidek funksiya ekstremumga 
erishishining zaruriy shartini ifodalar ekan.

f {x )  funksiya xususiy hosilalarini nolga aylantiradigan nuqialar uning 
statsionar nuqtalari deyiladi.

IO-§. Funksiya ekstremuminingyetarli sharti
Biz yuqorida f (x )  funksiyaning x° nuqtada ekstremumga erishishining 

zaruriy shartini ko rsatdik. Endi funksiyaning ekstremumga erishishining yetarli 
shartini o'rganamiz.

f (x )  funksiya xc e Rm nuqtaning biror

/>(*jr°)<<5} (d > 0 )
atrofida berilgan bo'lsin. Ushbu

A = / ( * ) - / ( * ° )  03.31)
ayirmani qaraylik. Ravshanki, bu ayirma f / j( x ° )  da o ’z ishorasini saqlasa, ya'ni 

har doim A > 0  (A < 0) bo'lsa, f (x )  funksiya x° nuqtada minimumga (maksi- 
mumga) erishadi. Agar (13.31) ayirma har qanday (Vrf(x°) atrofda ham o ’z ishora- 

sini saqlamasa, u holda f (x )  funksiya nuqtada ekstremumga ega bo'lmaydi. 
Demak, masala (13.31) ayirma o'z ishorasini saqlaydigan f/^(jc°) atrof mayjudmi 
yoki yo ’qmi, shuni aniqlashdan iborat. Bu masalani biz. xususiy holdaya'ni f (x )  
funksiya ma'lum shartlarni bajargan hoida cchamiz.

f (x )  funksiya quyidagi shartlami bajarsin:

1) f (x )  funksiya biror U ^(x°) da uzluksiz, barcha o zgaruvchilari bo'yicha 
birinchi va ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega;

2) x° nuqta f (x )  funksiyaning statsionar nuqtasi, ya ni

/ ; , ( r ° )= o .  / ; ( * " ) - 0 . . . .  / ; . ( * ° ) = o .

Ushbu bobning 8-ij ida kcitirilgan Teylor formulasidan foydalanib. x€ nuq- 
taning statsionar nuqta ekanligini e'tiborga olib, quyidagini lopamiz:

/ M  = / ( * “ )+ ^ \f't] + r %xSx\ + ♦ f\LSx'm +

+ 2 ( / ^  AX.A*, + A r ,* * , + ... + A x„,,A x „)]=

+ .».1
Bu munosabalda f (x )  funksiyaning barcha xususiy hosilalari 

f '  (i,k = 1,2....m) lar usbhu

(x° + #Ax,. Xj + 8&x2 x ^ + 0 A x „)  ( 0 < f l< l )
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nuqtadan hisoblangan va
Ax, = -  x*. Ax2 = x2 - x j ..... Axm= x m- x l

Demak,
1 *

a  = -  Z / . ' . , * * .  a *.
*l

Berilgan f (x )  funksiya ikkinchi tartibli hosilalarining statsionar nuqtadagi 
qiymatlarini quyidagicha belgilayiik.

« ,» = /x 'x ,( *0) ( a - 1 . 2 , . . . . « )

Unda / ' ,  (x) ning x" nuqtada uxluksizligidan

/ ,'x . =  (* i° +  &fc|-*2° +  .....-2 ,* +  « ,*

(*,Jt = 1. 2, 3.... , m) bo'lishi kelib chiqadi. Bu munosabatda Ax, -> 0. Ax2 > 0. 
,.... Ax„ —> 0 da barcha a,. —> G va 6-§ da kellirilgan 6-teoremaga asosan

a* = ab ( a  = i. 2 , 3 ,..., jn)
bo'ladi. Natijada (13.31) ayirma ushbu

I •  “
A =

<JL= I
ko'rinisfini oladi. Buni quyidagicha ham yozish mumkin:

A =

Agar

deb belgilasak. unda

bo'ladi.
Ushbu

Jk Ax, Ax, At, Ar.Z «,*— — + 2.«- — —1
,.*=! P P (,t*l P P

6  = —  0 = 1 . 2 . , , « )  
P

A = ^ 4 t
i.i= l «.t-l

03.32)

i.*=

' /,(f,.&.-.0= f*
1.1*1

ifoda o'zgaruvchilaming kvadratik formasi deb ataladi.
e)4 (i,* = l, 2, 3,. ., « )  lar esa kvadralik formaning koefTitsientlari deyiladi.
Ravshanki, har qanday kvadratik forma o 'z  koeffitsientlari orqali to'la aniqlanadi. 
Kvadratik formalar algebra kursida batafsil o'rganiladi. Quyida biz kvadratik 
formaga doir ha'zi (kelgusida qo'llaniladigan) tushunchalarni eslatib o'tamiz. 

Ravshanki, = f j  = = 4 . = 0 bo'lsa, har qanday kvadralik forma uchur
P(0.0.... 0 )= 0

bo'ladi.
Gndi boshqa nuqtalami qaraylik. Quyidagi hollar bo'lishi mumkin:
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/*. Barcha £ 2 + t,\ +... + > 0 nuqtalar uchun

...iJ> 0
Bu holda kvadratik forma musbat aniqlangan deyiladi.
2*. Barcha £ 2 + £ 2 + .. + > 0 nuqtalar uchun

.... i J < o .
Bu holda kvadratik forma manfiy aniqlangan deyiladi.
J* Ba'zan (^i ^ j ....£ „ )  nuqtalar uchun Pi4,.4j. .( f„ )> 0  ba'zi nuqtalar

uchun
H 4i.it....4 J < 0

Bu holda kvadratik forma roaniq deyiladi.
4 Barcha £,2 +<J2 +.. + ^  > 0 nuqtalar uchun

H 4 , . 4 t .. iJ^o
va ular orasida shunday {4,42....s J  nuqtalar ham borki,

H 4 , . 4 t ...0=0-
Bu holda kvadratik forma yarimmusbat aniqlangan deyiladi.
5*. Barcha £,2 + +. . + £ 2 > 0  nuqtalar uchun

H4, 42- 4 „ b o
va ular orasida shunday (4,4i.... i J  nuqtalarham horki,

H 4 , . i i ...O=o.
Bu holda kvadratik forma yarimmanfiy aniqlangan deyiladi.
Keltirilgan hollami alohida-alohida tahlil qilamiz:
/*. Ushbu

Q(4,4i....4J= t a ik4, 4k
i .A = I

kvadratik forma musbat aniqlangan bo'lsin. Avvalo yuqoridagi

p -  ^ A x 2 + A i j  + >■ Axl
va

6 =  —  0 = 1. 2. - . , * )
P

tengliklardan

4t + 4t+ +4l = i
ekanligini topamiz. Ma'lumki. Rm fazoda

5,(o)=  s ,((0 .0 ....o))= 4f~ .4 .h  Ra 4t + 4\ + ■■ + £  = 1 }
markazi 0 = (0,0, ,0) nuqtada radiusi 1 ga teng sferani ifodalaydi. Sfera yopiq va 
chegaralangan to'plain. Veyershtrassning birinchi teoremasiga asosan shu sferada
0(4,4:....O  funksiya uzluksiz funksiya sifatida chegaralangan, xususan
quyidan chegaralangan bo'ladi:

0(4,4:....4 j z c (C -  const)
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Agar g(<J|,£s,. „4m) kvadratik formaning musbat aniqlangan ekanligini 
e'tiborga olsak, unda C > 0 bo'lishini topamiz.

Ikkinchi tomondan. Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko'ra bu 
Q ( 4 ....4m) ftinksiya 5,(0) sferada o'zining aniq quyi chegarasiga erishadi,

ya'ni biror ....£ ° )g 5,(0) uchun

■ C )- 'n inQ(4v4l . ..,4m)
bo'ladi. Yana .... 4 m )  kvadratik formaning musbat aniqlangan ekantigini
e'tiborga olsak,

ekanini topamiz. Demak. S,(0) sferada

6 ( * . * .... &  a c > o

bo'tadi.
Endi s .

t,k = l

ni baholaymiz. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan foydalanib. topamiz:

I I £
V,=l

IN m f  m t m {  m ^

! « - * ■ * = I  1 1 «  ,J* 4 ,
<

1 1
t.k*\ ,=i k*«i 1 /=i /

/n /  /n  ̂̂  

1 1 « - *

1
m (  m «

s

i=l U=l / ,±l u=l f=l / i !
Ma'lumki, Ax. -> 0, Ax2 , Axm —> 0 da barcha a:t —r 0. Bundan 

foydalanib x° nuqtaning atrofini yetarlicha kichik q ilibo lish  hisobiga

tt.k= I

J

2 £ < — 
2

tengsizlikka erishish mumkin. Demak, ( 13.32) dan

A ‘  £ ( .& '* «  4  * l ) '  °
2*. Quyidagi

Q ( 4 U 2  1 * * 4 .  4 .
f , i r l

kvadratik forma manfiy aniqlangan bo'lsin. Bu holda x° nuqtaning yetarlicha

kichik atrofida A = ̂ H  + !« ,*£ , 4*
2 ,.*=|

<0  bo'lishi l-holdagiga o’ x-

shash ko'rsatiladi. Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.
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I

10-ieorema. f (x )  funksiya Jt” nuqtaning biror { ^ ( r 0) atrofida (S > 0) 
berilgan bo'lsin va u ushbu shartlami bajarsin:

1) f (x )  funksiya (/^(jr0) da barcha o'zgaruvchilar X\,x2- -x„ bo'yicha 
birinchi va ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega:

2) Jt° nuqta f (x )  funksiyaning statsionar nuqtasi;
3) koeffitsientlari

an, = / ,% ,( * “ ) (U  = b /  , m)
bolgan

Qtex-S2 4 >  £«-4. 4,
kvadratik forma musbat (manfiy) aniqlangan. IJ holda f (x )  funksiya xB nuqtada 
maksimumga (minimumga) erishadi.

Bu teorema funksiya ekstremumining yetarli shartini ifodalaydi.
3*. Agar

1 « - 4 . 4.

kvadratik forma noaniq bo'lsa, / ( x )  funksiya Jtn nuqtada ekstremumga
erishmaydi. Shuni isbotlaylik ....4« larning shunday va
(hi.hj....hm) qiymatlari topiladiki,

< 2 ( W  A ) > 0 .  ....^ ) < 0  (13-33)
bo'ladi.

Jr0 * ( * ? • • * ? .......* - ) •  ( f i 0 +  h l , x ? + h 7 ....... jt°  + h „ )

nuqtalami birlashtiruvchi
x, = jq + lht,

x2 = J(® tĥ

(0 < / < l)
(13.34)

* . * xl +  A
kesmaning nuqtalari uchun yuqoridagi (13.32) munosabat ushbu

+ v.A-1 i,i = l J
ko'rinishiga keladi. Bu tenglikning o'ng tomonidagi birinchi qo'shiluvchi (13.33) 
ga ko'ra musbat bo'ladi. Ikkinchi qo'shiluvchi esa. / —» 0 da nolga intiladi 
(chunki / - »  0 da Ac, = Jt, - jic —>0, Ax, ^x^-x f-*Q  . . ., Axm ~ x „ -x ^  —*0). Demak.

(13.34) kcsmaning x° nuqtaga yetarlicha yaqin bo'lgan x nuqtalari uchun A 
ayirma musbat, ya'ni

/ ( * ) >  / ( * " )
bo'ladi.
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Xuddi shungao’xshash.
X, = Jt* + </]],

X ,  =  JE J  +  / / l 2

X_ =  jrl  +  //lw

kesmaning x° nuqtaga yetarlicha yaqin bo'lgan jc nuqtalari uchun A ayirma 
manfiy, ya’ ni

/W</(»")
bo'lishi ko rsaliladi.

Demak. A = / { i ) - / ( x D) ayirma x° nuqtaning harqanday yetarlicha kichik 

atrofida o’z ishorasini saqlamaydi. Bu esa f (x )  funksiyaning x° nuqtada 
ekstremumga erishmasligini bildiradi.

4‘ -  J*. Agar

L H 4 , . 4 , ........4 - ) -  1 ^ 4 . - 4 t
iM- 1

kvadratik fnrma yarimmusbat aniqlangan bo'lsa yoki yarimmanfiy aniqlangan 
bo'lsa, / ( x )  funksiya x° nuqlada ekstremumga erishishi ham erishmasligi ham 
mumkin Ru «shubhali» hol qo'shimcha tekshirib aniqlanadi.

Yuqoridagi 10-teoremaning 3-sharti, ya'ni QUi.4j.~'4m) kvadratik 
formaning musbat yoki manfiy aniqlanganlikka aloqador sharti teoremaning 
markaziy qismini tashkil etadi. Kvadratik formaning musbat yoki manfiy 
aniqlanganligini algebra kursidan ma'lum bo'lgan Silvestr alomatidan foydalanib 
topish mumkin. Quyidagi bu alomatni isbotsiz keltiramiz.

Silvestr alomati. Ushbu

P(4.4z.... £ .)  = Z «*4 r4 >

kvadratik formaning musbat aniqlangan bo'lishi uchun

en > 0, > 0.

°u Du “ i. i

«21 e12 e2m > 0

<1  « - l «—
tengsizliklaming, manfiy aniqlangan bo'lishi uchun

«11 «12 ®1»| 
*n  « 1 1  I _ * «21 «22 «2 -

em 1 em 2 ■ «j»mi

«11 < ° ,
«21 «112|

i> o ..... ( - i r >o

tengsizliklaming bajarilishi zarur va yetarli.
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r

Xususiy holni. funksiya ikki o'zgaruvchiga bog'liq bo'lgan holni qaraylik 
f (x | , i j )  funksiya jc° = nuqtaning biror atrofi

^ ( * ° ) =  ^  R2: p(x.jc°)<  iS) (<5>0)
da birinchi, ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo'lib. Jt° esa qaralayotgan 
funksiyaning statsionar nuqtasi bo'lsin:

/ ; ( * ° ) = o ,  / ; ; ( jr ° )= o .
Odatdagidek

* . , - / ; ? ( * • ) .  « . : = / ; ; „ ( / ) >  ^ = / ; ; . ( * 0)-
1) . Agar

aw a\■> 

a2i an
bo'lsa. f (x )  funksiya x° nuqtada minimumga erishadi,

2) . Agar
o ,,a „  -  > 0 va a,, < 0

bo'lsa, f (x )  funksiya jt° nuqlada maksimumga erishadi.
3) . Agar

aua22 ~ a\i < 0
bo'lsa. f (x )  funksiya xn nuqtadaekstremumgaerishmaydi.

4) . Agar

a\\a22~a\}=0
bo'lsa. f (x )  funksiya x° nuqtada ekstremumga erishishi mumkin, erishmasligi 
ham mumkin Bu «shuhbali» hol qo'shimcha tekshirish yardamida aniqlanadi.

Haqiqatdan ham I)- va 2)- hollarda kvadratik forma mos ravishda musbat 
aniqlangan yoki manfiy aniqlangan bo'ladi (qaralsin: Silvestr alomati).

3)- holda, ya'ni
a, ,a22 -  a ’, < 0 (13.35)

= a, ,fl22 -  a,2, > 0 va A,, > 0

bo'lganda 2 fe .£ 2)=  a,\4* + 2a\24\4i + a2i4\ kvadratik forma noaniq 
Shuni isbotlaylik.

al ( = 0  bo'lsin. Bu holda (13.35) dan a12* 0  bo'lishi kelib 
Katijada Q(4,.42) kvadratik forma ushbu

ko rinishga keladi. Bu kvadratik forma

2a, vj = 1

qiymatda musbat:

< 1 ?  ')*,>0
. 1 + 0« va 4, =----

2a,.

bo'ladi.

chiqadi.
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qiymatda esa manfiy:

bo'ladi.
Endi ^ , ,> 0  bo'lsin. Bu holda l H l i , )  kvadratik formani quyidagicha 

yozib olamiz:

Keyingi tcnglikdan =

* . :  2
C +  C . a l l f l2 2 - a l2 r2
+1 +  SJ +  | $2

a l< a \

kj = - I  qiymatda
0ii ‘

(13 36)

va V£, > |g}?-, 4, = I qiymatlarda esa
an V a\\

Q(£\ i ) >0
bo’ lishini topamiz.

Va nihoyat, a , ,< 0  bo'lsin. Bu holda (13.36) munosabatdan foydalanib,

Q(4 4i) kvadratik formaning 4i *  &  = '
au

qiymatda musbat

I „2
>0  va V4l > - ^  + . ] ° ’2 ~ ? )^ . 4, = 1

aw V f l n
efe. o<°

qiymatda esa manfiy

bo'lishini topamiz.
Shunday qilib, a,,0̂  -  o,22 < 0 bo lganda (H4\4i) kvadratik formaning 

noaniq bo'lishi isbot etildi.
4)- holni, ya'ni a„al2-a j2 = 0  bo'lgan holni qaraylik. Bu holda, au = 0  

bo'lsa, unda au = 0  bo'lib, Q(4\.4i) kvadratik forma ushbu

e<«,-ii )-«■ *.1
ko'rinishni oladi.

Ravshanki, a22 > 0 bo'lganda

a22 <0  bo'lganda

bo'lib, 4i ning ixtiyoriy qiymatida

bo'ladi.
Agar an > 0 bo'lsa,

Q(4>S,)* o 

ete,.o)=o
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Q t i  ,.&)=a

«

Q|! < 0 bo'lgarda

bo'lib, (J| va £2 laming

SO,

s o ,

tenglikni qanoallantiruvchi barcha qiymatlarida g(£,.£2) kvadratik forma nolga 
teng bo'ladi. Demak, qaralayotgan holda £}(£],£2) kvadratik fortna yarimmusbat 
aniqlangan yoki yarimmanfiy aniqlangan bo'ladi.

13.9-misol. Ushbu

/ ( ^ . x j ^  x, + ( o * 0 )
funksiya ekstremumga tekshiri ladi

4 Bu funksiyaning birinchi va ikkinchi lartibli hosilalari 

/x, U.Jc5)=  3Jt, -  3ox2, f ti (x,,x2) = 3x2 -  3ox,

Q W * i ) s 6 iv /; , 'r ! (x,.J:2)= -3 rr . / ; ;( jr „J r2)=  6x2

bo'ladi. Ushbu

f3x,: 3ax2 = 0 

(3x* -  3ax, = 0
sistemani echib, berilgan funksiyaning statsionar nuqtalari (0, 0) va (a, a) 
ekanini topamiz.

(a. a ) nuqtada
i3m =6n, a|2 = -3o, a21 = 6a

bo'lib,

q||fl22 -a ,:2 = 27a: > 0
bo'ladi.

Dcmak, a > 0 bo'lganda (a M > 0 bo'lib) funksiya (a, a) nuqta minimumga 
erishadi. a < 0  bo'lganda funksiya (a, a) nuqtada maksimumga erishadi. 

Ravshanki,

/ ( a ,a ) = - f l3.
(0. 0) nuqtada

a, ,a22 -  af} = -9 a 2 < 0
bo'ladi Demak, berilgan funksiya (0, 0) nuqtada ekstremumga erishmaydi. ►
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I )-§. Oshkormasfunksiyaiar
/*. Oshkormas funksiya lushunchasL Ma'lumki, X <z R to'plamdagi har 

bir x sorga hiror qoidaga ko'ra Y c  R to'plamdar hitta y sor mos qo'yilgan 
ho'lsa, X ro'plamda funksiya berilgan deb atalar va u

/  *  - » y yoki y = f {x )
kabi belgilanar edi.

Ikki r v e }  argumentlarnirg F(x,y) funksiyasi

M -  e R1 : a < x < e, c < y < d} 
to'plamda beriigar bo'lsir. Ushhu

l'(x,y)-=0 (13 37)
tenglamani qaraylik. Biror x0 snnni (x0 e (a.e)) olib, uni yuqoridagi tenglamadagi 
x ning o'miga qo'yamiz. Natijada y ni topish uchun quyidagi

^ ( v - v H o
tenglamaga kelamiz Bu tenglamaring echimi haqida ushbu hollar bo'lishi 
muttikin:

1) (13 37) tenglamayagona haqiqiy y€ echimga ega.
2) . (13 37) tenglama bitta ham haqiqiy echimga ega emas,
3) . (13 37) lenglama btr nechta. hatta chekst: ko 'p haqiqty echtmga ega 
Masalan,

F(x,y) = \ y ~ X2' x - °  bo’ lsa'
[>/2 +jr, agar x < 0 bo'lsa

u holda
F(x,y)=0

tenglama xfl > 0 bo'lganda, yagona y = x0 echimga, i n < 0 bo'lganda ikkiia

y = F~xo. y = ~ F xo
echimga ega bo'ladi.

Agar biror f (jc,><) = 0 tenglama uchun I)- hol o 'rin li bo'lsa bunday 
tcnglama e'tiborga loyiq Uning ynrdamida funksiya aniqlanishi mumkin.

Rndi x o'zgaruvchining qiymatlaridan iborat shunday X to'plamni qaray- 
likki, hu to'plamdan olingan har bir qiymalda F(x,>) = 0 tenglama yagona 
echimga ega bo'lsin.

X  to'plamdan ixtiyoriy x scnni olib, bu songa F(x,y)=  0 tenglamaning 
yagona echimi bo'lgan y sonni mos qo'yamiz. Naiijada X  to'plamdan olingan 
har bir r  ga yuqoridagi ko'rsatilgan qoidaga ko'ra bitta y mos qo'yilib. fiinksiya 
hosil bo'ladi. Bunda x va y o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish f'(x ,> ')= 0  
tenglama yordamida bo'ladi. Odaida bunday berilgan (aniqlangan) funksiya 
oshkormas ko'rinishda berilgan funksiya (yoki oshkormas funksiya) deb ataladi va

x -*  y : f(x ,> i)= 0 .
kabj belgilanadi.

I3.IO-misoL Ushbu

F (x .y )= y s /x 2 - 1 - 2  = 0

m

(13.38)
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t

I

tenglamaning funksiya aniqlashi ko'rsalilsin.
< Ravshanki.

f( * ,y )» = j* /^ -1 -2 = 0
tenglama x ning - I < j t < l )  dan olingan har bir qiymatida yagona

2
y = -7=?—

V Jt* - 1
echimga cga, bundan

y [ x, —7—-- -  j = o.

Natijada {13..18) tenglama yordamida berilgan ushbu

2 r f  2 'F\ xx -*  y =
\ x* - 1 l  V i

= 0
>

oshkormas ko'rinishdagi funksiyaga ega bo'lamiz. ►

13.11-misol. Ushbu

/■(*.>') = x - y  + ^s rn y  = 0 (13.39)

tenglamani funksiya aniqlashi ko'rsatilsin.
4 Bu tenglamani

x = y -^ s in y = v (y )

ko'rinishda yozib olamiz. Ravshanki. q>(y) funksiya (-oc -r-oo) da uzluksiz va

<p ( y ) “  1 -  — cosy>(l hosilagaega.

Unda teskari funksiya haqida teoremaga ko'ra (l-qism , 5-bob, 7-§) 
y = <p~'(x) funksiya mavjuddir. Demak, ( -  00.+00) dan olingan x ning har bir qiy- 

matida (13 39) tenglama yagona y -  <p ](x) echimga ega. bundan

f \x .<P '(z ))=0 .

H arb ir x ga <p 1 (jc) ni mosqo'yib,
f (x, <p ' ( j ( ) ) = 0

oshkormas ko'rinishdagi funksiyaga ega ho'lamiz. ► 
l3.)2-misol. Quyidagi

F(x,y) = x2 + y2 -  Iny = 0 ( v > 0 )
tenglamani funksiya aniqmasligi ko'rsatilsin.

■4 Bu tenglama jt ning (-ao,+ao) oraliqdan olingan hech bir qiymatida

echimga ega emas. Chunki har doim y2- ln y >  0. Bu holda berilgan tenglama 
yordamida funksiya aniqlanmaydi. ►

2 ' Oshkormas funksiyaning mavjudtigi Biz yuqorida
F(x.y)=Q>
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tenglama yordamida har doim oshkormas ko’ rinishdagi funksiya aniqlanavermas- 
ligini ko'rdik.

Endi tenglama, ya'ni F{x.y) funksiya qanday shartlami bajarganda oshkor- 
mas ko'rinishdagi funksiyaning aniqlanishi, boshqacha aytganda, oshkormas 
ko'rinishdagi funksiyaning mavjud bo'lishi masalasi bilan shug'ullanamiz.

Il-tearema. F(x.y) funksiya ( i 0.y0)e  R2 nuqtaning biror

< V ((*0  >o))= j U * ) *  R2 ■ X °  ~ h < X  < x0 + h. ya -  k < y < yB + k) 
atrofida {h > 0. k > 0) berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:

1) * ((jco■ v0)) da uzluksiz;
2) x o'zgaruvchining (jr0 -  h. x0 +h) oraliqdan olingan har b irtayin 

qiymatida y o ’zgaruvchining funksiyasi sifatida o'suvchi;

3) H*o->\>)=0-
U holda (z0.y>0) ning shunday

Utc  ((*o>o)) = i *  y )*  R1 X0~S < x < x 0+S; y0 -  e < y < y0 + e} 
atrofi (0 < S < h. 0 < £ < k) topiladiki, 

l ‘)  Vjr e (x0 -  S.x0 + <5) uchun
F (x ,> )= 0

tenglama yagona y echimga (y e (y0 -£ ,y 0 + e)) ega, ya'ni F (x ,y ) = 0 tenglama 
yordamida

x -*  y : F(x.y )=  0 ,
oshkormas ko'rinishdagi funksiya aniqlanadi,

21)  x x0 bo'lganda unga mos kelgan y uchun y = y0 bo'ladi, 
j ' )  oshkormas ko'rinishda aniqlangan «

x -*  y : F (x , j;)= 0
funksiya (x0 -  <5,x0 + S) oraliqda uzluksiz bo'ladi.

< £/*.*((*<>• >0)) atrofga tegishli bo lgan (x„.>0 - c ) ,  (x0.y0 + s) nuqtalami 
olaylik. Ravshanki, \y0 -  £. y0 + rr] oraliqda F(x0.y) funksiya o'suvchi bo'ladi.
Demak,

ya ~ e < y0 => F (xo-ya ~ £)<  ^ fa -T o )
y0 + c > y 0 => F(x0.y0 + <r)> F (x0.y 0).

Teoremaning 3-shartiga ko’ra
/r (*o..Vo-£ ) < 0 . /r (j:o >o + £) ;>0

bo'ladi.
Teoremaning 1-shartiga ko'ra F(x0.y) funksiya Uhl((x0.y0)) da uzluksiz. 

Binobarin, F(x.y0- e )  va F(x.y0+ s ) funksiyalar (x0-h . x0 + A) oraliqda 
uzluksiz bo’ ladi. Unda uzluksiz funksiyaning xossasiga ko'ra (qaralsin, 1-qism. 5- 
bob, 7-§) x0 nuqtaning shunday atrofi (xj, - S. x̂  + <5) topiladiki, (0 < <5 < /»),
Vxe(x0 - S. Xo + ̂ ) uchun F(x.y0 -  S)<  0 , F (x ,y0 +<5)> 0 bo'ladi.

Ravshanki, (x„,y0) nuqtaning ushbu
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^ ( ( W o ) ) =  W ) e  Ri ' xo S  < x < xB +  S: yB -  £ <y  < yB +  e j  
atrofi uchun teoremaning barcha shartlari bajarilaveradi. chunki

^ ( ( Jto.J'o))‘=U M ((x0,ye))
Vx*e (x0 -S .x0 + S) nuqtani olib, F(x*,y) funksiyani qaraylik. Bu funksiya, 
yuqorida aytilganiga ko'ra [y0-s ,  _y0 + £] oraliqda uzluksiz va uning chetki 
nuqtalarida turli ishoraii qiymatiarga ega:

F(x*. yo ~ £)  < 0. F(x*. y0 +  z:) > 0
U holda Boltsano-Koshining birinchi teoremasiga ko'ra (qara)sin, l-qism, 5- 

bob, 7-§) shunday y*  lopiladiki (y* e (^ 0 -  £, y0 + e))
/r (jr*,)i *) = 0

bo'ladi. Bu topilgan y * yagona bo'ladi. Haqiqatdan ham,

y *  y* =» F(x*. y) * F(x*,y «) ( f  e [y0 -  e, y 0 + £ j) 
chunki, f( i* ,_ y ) o'suvchi bo'lganligi sababli y > y * uchun f(x*,_y)>  F(x*,y*} 
va y < y *  uchun F(x*,y)< F(x*,y*) bo ladi.

Shunday qilib, x ning (x0-S , xB + S ) oraiiqdan olingan har bir qiymatida 
f(x ,_ y )= 0  tenglama yagona y echimga ega ekanligi ko'rsatildi Bu esa 
f ( x , ^ ) = 0  tenglama yordamida

x -» _ y . F(x,y)=  0 (13.40)
osbkormas ko'rinishdagi funksiyaaniqlanganligini bildiradi.

jc = jr0 bo'lsin. Unda teoremaning 3-sharti f ( x 0,>0)= 0  dan x0 ga yB ni 
mos quyilgandagina:

*« -*y» F(x,y) = 0 .
Demak, x = xB da oshirmas funksiyaning qiymali _y0 ga teng bo ladi.
Endi oshkormas funksiyaning (x0 -<5. Jt0+ 5 ) oraliqda uzluksiz bo'lishini 

ko'rsatamiz.
Ravshanki, j te ( j t0 -<5, x0 + <5) ga mos qo'yiladigan ye(yB s, >0+ f)  

bo'ladi. Bu esa oshkormas funksiyaning x = xB nuqtada uzluksiz ekanligini 
bildiradi.

Oshkormas funksiyaning V jt*e (x 0 -S ,xa +<f) nuqtada uzluksiz bo'lishini 
ko'rsatish bu funksiyaning Jt0 nuqtada uzluksiz ho'lishini ko'rsatish kabidir.

Haqiqatdan ham, /r ( jt ,) ')= 0  tenglama (*0,>0) nuqtaning atrofi 
oshkormas funksiyani aniqlaganligidan, shunday 

y*e(yB-s,  >„+£) topiladiki, f ( x * .> * ) = 0  bo'ladi. Yuqoridagi mulohazani 
(x*>>*) nuqtaga nisbatan yurilib, f( x ,> /)= 0  tenglama (jt* v *) nuqtaning 
atrofida oshkormas ko'rinishdagi funksiyani aniqlashini (bu aniqlangan fiinksiya 
(13 40) ning o'zi bo'ladi), uni x*  nuqtada uzluksiz bo lishini lopamiz. Demak, 
oshkormas funksiya (xB -  S,xB+S )  oraliqda uzluksiz bo’ la d i>
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3-eslatma. Yuqoridagi ll-teorema F (x .> ) funksiya x o'zgaruvchining 
(xB-  h,xa + h) oraliqdan olingan har bir tayin qiymatida y o'zgaruvchining 
funksiyasi sifatida kamavuvchi bo'lganda ham o'rin li bo'ladi.

12- teorema. F(x,y) funksiya (jcQ,>0)e  R1 nuqtaning biror Uhi((xa, v0)) 
atrofida (h > 0 . i > 0) beriigan va u quyidagi shartiami bajarsin:

1) (ViCfai-Vo)) va uzluksiz:
2) y o'zgaruvchining (_y0 -  k.yt + £) oraliqdan olingan har bir tayin 

qiymatida x o'zgaruvchining funksiyasi sifatida o'suvchi (kamayuvchi);
3)
U holda (-*o.>0) nuqtaning shunday

^ ( ( W o ) ) ^  W ) e  f i1 x0- S < x < x 0 + S; y0- e < y < y 0 + e } 
atrofi (0 < 5 < h, 0 < c < k) topiladiki.

l ‘)  Vy 6 (y0 £.y0 + s) uchun
F(x.y )=  0

tenglama yagona x (jte (jc0 5 . i „  + d')) echimga ega, ya'ni tenglama
yordamida y ■» x oshkormas ko'rinishdagi funksiya aniqlanadi;

21)  y = y0 bo'lganda unga mos kelgan x uchun x = x0 bo'ladi;
31)  oshkormas ko'tinishda aniqlangan funksiya 

y —» x : F (x ,j/)=  0 
(y0 -  £.y0 + £) da uzluksiz bo'ladi.

Ru teoremaning isboti yuqorida keltirilgan 11-teoremaning isboti kabidir.
J*. Oshkormas funksiyaning hosilasi. Endi oshkormas funksiyaning hosila- 

sini tnpish bilan shug'ullanamiz.
13- teorema. F(x.y ) funksiya (jc0,y0)e  R* nuqtaning biror

(jhx ( U  >o)) = h -y U  F1: x0- h < x < x 0 + h; y0- k < y < y 0 + k\ 
atrofida (h > 0.<: >0 ) berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:

0  ( ^ ( ( W o ) )  da uzluksiz;
2) ( ^ ( f a ' / 'o ) )  da uzluksiz A"J,( jt , j ’) xususiy hosilalarga ega va

^  ,(*o  J 'o )*0 ;
3) E(+„,xd) = 0
U holda (jc0.>0) nuqtaning shunday

Ug,c(0^0.y0)) = l(x.J')c R2 X0 -  S < x < x0 + S; y0 -  £ < y < y0 + f )  atrofi 
(0 < S < h. 0 < e < k) topiladiki,

l ' )  V x e (x 0 - 5 . x 0+<5) uchun
F(x.y)=  0

tenglama yagona y cchimga ye(y0-£, y0 + e) ega, ya'ni F(x,y) = 0 lenglama 
yordamida

jc -♦ y  . /^ ( jr y )^  0

»4
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oshkormas ko'rinishdagi funksiya aniqlanadi;
21)  x = x0 bo lganda unga mos keladigan y uchun y = y0 bo'ladi;
J )  oshkormas ko'rinishda aniqlangan

x ->  y : F (x,y )=  0
funksiya ( jc0 -S .x 0 + r f)  oraliqda uzluksiz bo'ladi;

4 ) Bu oshkormas ko'rinishdagi funksiya ( jc0 -  S.xa + rf) oraliqda uziuksiz 
hosilaga ega bo'ladi.

■4 Shartga ko'ra F 'y(x,y) funksiya t/* * ( (x 0,.y0)) da uzluksiz va 

F\ (xoy0) *  0- Aniq lik uchun /^ ( jto 'J 'o )^  0 deylik. U holda uzluksiz 
funksiyaning xossasiga ko'ra (x0,.y0) nuqtaning shunday

Jt0 -  S < x < x0 + S. y0 -  £ < y < y0 + /:}
atrofi (0< S<h, 0<£  < k )  topiladiki, V ^ y je f / ^ ^ r ^ y , , ) )  uchun /^ (x ,.y )> 0  

bo'ladi. Demak, F(x,y) funksiya jc o'zgaruvchining (jc0 -  <5,x0 + rf) oraliqdan 
olingan har bir tayin qiymatida y o'zgaruvchining funksiyasi sifatida o'suvchi. 
Yuqorida isbot etilgan 11-teoremaga ko'ra

F (x ,y ) = 0
tenglama (x0 -<5.x„ +S ) da

x -» y : F (x,y )=  0
oshkormas ko'rinishdagi funksiyani aniqlaydi, x = x0 bo'lganda unga mos kelgan 
y -  yB bo'ladi va oshkormas funksiya (x„ -  <S,x0 + <5) da uzluksiz bo ladi.

Endi oshkormas funksiyaning hosilasini topamiz, x0 nuqtaga shunday Ax 
orttirma beraylikki, xa + Ax e (x0 -<5,x0 + A ) bo'lsin. Natijada

x -*  y F ^ y J ^ O
oshkormas funksiya ham orttirmaga ega bo'lib,

F (x0 + Ax,y0 + Ay)=  0
bo'ladi. Demak,

■ Vo) = F(xa + Ax. y 0 + A.y ) -  F (x0 ,y0 ) = 0 (13 41)
Shartga ko'ra F\(x.y) va F 'y(x,y) xususiy hosilalar ((xo,y>0)) da

uzluksiz. Binobarin F(x,y) funksiya (xo,y0) nuqtada differensiallanuvchi:
A /r(*o..Vo)= F '1(x0,y0)Ar + F '>,(x0,>'0)Ay + aAx + /9Ay (13-42)

Bu munosabatdagi a  va /? lar Ax va Ay larga bog liq va Ax —»0, 
A y > -» 0 d a a -> 0 , 0 -*O

(13.41) va (13.42) munosabatlardan

A V _  ^ ( w J + Q
A* F 'y(xay0)+ P

ekanligi kelib chiqadi.
Oshkormas funksiyaning x0 nuqtada uzluksizligini e'tiborga olib, keyingi 

tenglikda Ax —> 0 da limitga o 'lib  quyidagini topamiz:
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lim = lim
A r-# 0  A j f  A r--*0

. _ _ F\(xn.ya)
F'y(x0,y * )+ P ) F 'y(*oy0)

Demak,
„■ _  F , (x a,y0)
y " * ~ ' r A x 0.y1t)

UsA*o  ,>)„)) da F\(x’y) xususiy hosilalar uzluksiz va

r,(x.y)* 0 ba lishidan oshkormas funksiyaning hosilasi

'  F',(x.y)
ning (x0 -  <$.x0 + 5) oraliqda uzluksiz ho'lishi kelib chiqadi. ►

13.H-misoL Ushbu
F(x,y)= xey + y e '-  2 = 0 (13.43)

tenglama bilan aniqlanadigan oshkormas funksiyaning hosilasi topilsin.
^Ravshanki, F(x,y)= xey + yex- 2  funksiya |tx ,y )e  f l3 : - o o < x < + ®  

— ao < y < + « ) to'plamda yuqoridagi 1 l-teoremaning barcha shartlarini qanoat- 

lantiradi. Demak, V(x0,>>0)e  J?2 nuqlaning ^ ^ ( (^ ..V o ) )  atrofida (13.43) 
tenglama oshkormas ko'rinishdagi funksiyani aniqlaydi va bu oshkormas 
funksiyaning hosilasi

■ r , (x .y )  = ey + ye‘
/^ ( x , ) - )  xey +e’

bo'ladi. ►
Oshkormas korinishdagi funksiyaning hosilasini quyidagicha ham 

hisoblasa bo'ladi. y ning x ga bog'liq ekanini e'tiborga olib, F(x,>>)=0 dan 
topamiz:

r s(x ,y )+ F ' (x.y) / = 0 .
Bundan esa

y*~ r,(x.y)
F ',(x .y )

bo'lishi kelib chiqadi.
Yuqorida keltirilgan (13.43) tenglama yordamida aniqlangan oshkormas 

ko'rinishdagi funksiyaning hosilasini hisoblaylik:

^ " r(JC>),) + F ',(x ,y ) y '=ey + ye' + (xe ' +eT)y'= 0

y = —
ey + ye 

xe" + e1
4*. Oshkormas funksiyaningyuqori tartibli hosilaiarL F?raz qilaylik,

F (x,>-)=0

Hh
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tenglama ( jc ^ y ^ e  R1 nuqlaning ,((!„.>>„)) atrofida oshkormas ko'rinishdagi 

funksiyani aniqlasin. Ma'lumki, />'(jr,>') funksiya £/*,.((■*<). yo )) uzluksiz
Ffa  y). Fy{x.y) xususiy hosilalarga (/^ ( jr ,^ ) * o) ega bo'lsa, oshkormas 
ko’ rinishdagi funksiya uzluksizhosilagaega bo'lib,

<nU>
bo'ladi.

Endi F(x,y) funksiya Us .( (x ,, .^ ) )  da uzluksiz ikkinchi tartibli 
/•■('( x ,y ) ,  Fy(x,y), /•"*)(*..y) xususiy hosilalarga ega bo'lsin, y ning x ga

bog'liqligini e'tihorga olib, ( 13.44) tenglikni x bo'yicha differensiallab quyida- 
gini topamiz:

. (fc 'O f.*)) • F,(x.y) -  {F'y(x.y )j, F,(x,y))

ym & .> ) y  •
Agar

(K(*.y))* = f\i(*.y)+ f\y(x.y) y'■
t o W ) } * - ^ ( * . y )+ f ; .M  y'

ekanligini hisobga olsak. unda

■ = F, '( * - y )y W * -y ) - t o O '- y )+ ^ y ) y ' \

y ,
^ (x ,y ) .  r t (x ,y )-  F;; (x,y) r,(x .y ) + f c f a y )  K (x ,y )~  F ;(x ,y ) F fa y ty '

fo (*.,v )J l

(13 45)

bo'ladi. Bu ifodadagi y ning o'miga qiymati - / ;'.'(jr,y)

f > 7 )
ni qo'yib, oshkormas

ko'rinishdagi funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi uchun quyidagi formulaga 
kelamiz:

• _ 2F:{x y) F>ii y) rA x y ) - F'y(x-y) F'A x-y ) F? (*  y) F^ x-y)
} {f^ ixy 'jf

Xuddi shu yo 'l bilan oshkormas funksiyaning uchinchi va xokazo tartibdagi 
hosilalari topiladi.

4-estatma. Ushbu

tenglama hilan aniqlangan oshkormas ko'rinishdagi funksiyaning yuqcri tartihli 
hosilalarini quyidagicha ham hisoblasa bo'ladi. F(x,y )=  0 ni differensiallab,

F'.(x y)+ F 'y(x.y)y' = °
bo'lishini topgan edik. Buni yana birmarta differensiallaymiz:

X1

www.ziyouz.com kutubxonasi



= (̂ (*.̂ ))«+ /(/•;(*•>))'* + F'yU y)y" = o.
Yuqoridagi (13.45) munosabatdan fnydalansak, u holda ushbu

0 ( x -J')+ 2 r A (*--y)+A\ ' ( * ’> ) / * + F 'Ax y)y’ = Q
tenglikka kelamiz. Undan esa

. Fy U.V)+ 2 F%(x,y)y‘ + F\ ix,y)y'2

> = '
. F',(x v ) .i -----SJ—'—- mbo’ lishi kelib chiqadi. Bu tenglikdagi y' ning o'rniga uning qiymati , ..

r,yx.y)
qo'ysak, unda

. 2F',(x.y) F ;(x .y )F ;(x ,y )~  F? (x ,y ) F ’  (x .y )-F ? (x .y )F 'vl (x.y)
y =

bo'ladi.
13.i3-misol. Ushbu

( T ( * .> y

F(x,y) = xey + ye‘ -  2 = 0
tenglama yordamida aniqlangan oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi 
topilsin.

< Berilgan tenglamadan, d il ferensiallash bilan
ey + ye' + (xe1 + er )y' = 0

bo'lishini lopgan edik. Runi yana bir mana differensiallab topamiz:
e> y' + y'e‘ + ye* + e>y + xeyy' ■ y' + xeyy ' + y‘ex + y'e1 = 0

ya'ni

Bundan esa
y'{xey + e , )+ 2 e >y  + 2ery  + ice,' y 2 + yex = 0 .

2e*y' + 2 e 'y  + xe*y'2 + yex 
y ~~  xey + e’

bo'lishi kciib chiqadi. Bu tenglikdagi y ning o'm iga uningqiymati
, ey + yexy ----------- -—

e‘ + xey
ni qa'yib, oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz. ►

5°. Ko’p o'zgaruvchili oshkormas funksiyalar. Ko'p o'zgaruvchili oshkor- 
mas ko'rinishdagi funksiya tushunchasi yuqorida o'rganilgan bir o'zgaruvchili 
oshkormas ko'rinishdagi funksiya tushunchasi kabi kiritiladi.

F O fy )^  F (x ,,x2. ..x ,.,^) funksiya (x = (x ,,x2,...,x .)e  f i ” )

M = |(x ,j/)e  RM>1 : a, < x, < s,. a2 < x2 < «2......am < xm < em, c < y < d\
to'plamda berilgan bo'lsin. Ushbu

F (x .y )= F (x ,,x 2.. ,xm.y) = 0 (13.46)
tenglamani qaraylik

♦

4
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x o  R"‘ nuqlalardar ihoral shunday X to'plamni (,V c  Rm)  qaraylikfci, bu 
to'plamdan olingan har hir nuqtada (13.46) terglama yagona haqiqiy echimga ega 
bo'lsin. Gndi x nuqtani olib, bu nuqtaga (13.46) tenglamaning yagona echimi 
bo'lgan y ni mos qo'yamiz. Natijada A' to'plamdan olingan har bir jc nuqtaga, 
yuqorida ko'rsatilgan qoidaga ko'ra, hitta y mos qo 'yilib , funksiya hosii ho'ladi. 
Runday aniqlangan funksiya ko p o'zgaruvchili ( m ta o'zgaruvchili) oshkormas 
ko'rinishda berilgan funksiya deb alaladi va

(x,.x2.. . . ,x J -»  y  - F(x\,X2 , ,xm,y )-Q
yoki

x —> y : F(x,y) = Q
kabi belgilanadi.

13.14-misol. Ushbu
f ( x , ,x 3,y ) = x,2x2 -  x2V  + Jf,y/= 0 

tenglama oshkormas funksiyani aniqlashi ko'rsatilsin.
< Ravshanki,

G'(jt|.jt3,y) = jtfx , -  = 0

tenglama Rl \ {(jc, ,x2) e R* = jc*} to'plamda olingan har bir (x^X j) nuqtada
yagona

JCj
r - 1"

cchimga ega. ya'ni

F{x..xi r
K

X. xl -»-2 = 0 .

Demak, berilgan tenglama yordamida x , , jc2 o'zgaruvchilaming oshkormas 
ko'rinishdagi funksiyasi aniqlanadi:

■ /
X7 JT,

k . * 2) '
X ? X ,

. F JCi,x,
x, - x .

= 0 ►

Endi ko'p o'zgaruvchili oshkormas ko'rinishdagi funksiyaning mavjudligi, 
uzluksizligi hamda hosilalarga ega bo'lishi haqida teoremalami keltiramiz.

14-ieorema. F(x.y)=F^x,^, xK.y) funksiya (xn,y0) = (x f,4 . ^  « Rmt'

nuqtaning biror M ((x“ .yJ)= { (x,0. * ; ....J*^.^0)e x,0 -  />, < x, < x,0 + h, ,

Xj - A j ^ X j ^ xJ + ^  ....x® -h m <xm < x “ +hn yt -k < y <y0+k )  atrofida
(/i, > 0; i = 1. 2, . ..m; k > 0) berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:

, J * i >.» da uzluksiz;
2) x=(xltX2. x .)  o'zgaruvchining

((x, ,x2,.. x j e  /?" ■ x° -  h, < x, < x,° + A,, x® -  < x2 < x j  + hlt ....

• x !  -  h. < xm < x l ♦ hm}

X* -  X
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to ’ plamdan olingan har hir tayin qiymatida y o'zgaruvchining funksiyasi sifatida 
o'suvchi (kamayuvchi):

3 ) f (x° .>0) = 0

U holda (jc0.y0) nuqtaning shunday
aL*((Jt"->n))=: {(^i «u -<5, c x , < jc,” *A ,. ..

, jc*  -  Sm < x „  < jc° + <5„, y0 -  e < y < ya + e) atrofi (0 <  <5, < ht, i = 1.2,.. ,m. 
0< e < *) topiladiki,

l') V jc e {(.*,.jc2,...,jc,„)e R"  . jc,°  -  S, < jc, < + <5,,. ,jc° -<*_ < jc„  < Jt^ }
uchun

F(x,y) = 0 (13.47)
tenglama yagona y(y e (p0 -  c.ya + £ )) echimga ega, ya’ ni (13.47) tenglama 
x~*y: F (jr,y )=  0 oshkormas ko’ rinishdagi funksiyani aniqlaydi:

2 )  jc = jc° bo'lganda, unga mos kelgan y = ya bo’ ladi:
31)  oshkormas ko'rinishda aniqlangan

jr-»>c. F(jr._y) = 0
funksiya

j(.«, Jc2... .J t „ )e  R” x° ~S, < jc, < x° + <5,. Jfj -  S2 < x2 < + S7....

■ Jr° -  Sm < j«. < ji“ + Sm)
to'plamda uzluksiz bo'ladi.

15-teorema. F(x,y) funksiya ( i fl,>>0)e W"1'"1 nuqtaning hiror

^ ( (x ° .y 0)) atrofida berilgan va u quyidagi shartlami hajarsin:

0  </*,*,. *.«((** >o))da uzluksiz;

2) Vht J,2...*.*((x0,>»o)) da uzluksiz F'x ( x , .x 2,..., jcm  ,y )  (i = 1.2.3. m)
F ^ x ^ X j... .,^ ,.^ )  xususiy hosilalarga ega va F ^ (x ,.X j... ., !^ ,^ )*  0

3) f (x°.ji0)=0 .

U holda (x°..y0) nuqtaning shunday V S iij ...<s .,((x°,> ’0)) atrofi
(0< S, < h,, i = 1,2, ...m. 0<e <k) topiladiki,

l ‘)  Vxe^XLXj,...,*.)^ R‘ :x!-S,<x, <x" +<5,.x; -<5, <x, <xj +<5„...,
,x” - Sm < x. < x° + Sm ) uchun

F(x, y)= 0
tenglama yagona y(y e (yg -  e.ya + £)) echimga ega, ya'ni (13.47) lenglama 
x~*y: F (x ,y )= 0  oshkormas ko'rinishdagi funksiyani aniqlaydi:

2‘)  x = x° bo’ lganda, unga mos kelgan y = y0 bo'ladi:
S') oshkoimas ko'rinishda aniqlangan funksiya

((x,.xj. x „ )e  R" x“ -S , < x, < x,° + S,.x° -  <5, < x, < xj + <52....

"<*. < x . < xl +<5„)
to'plamda uzluksiz bo'ladi.
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41) bu oshkormas ko'rinishdagi funksiya uzluksiz xususiy hosilalarga ega 
bo'ladi.

Bu tcoremalarning isboti yuqorida keltirilgan 12- va 13- leoremalarning 
isboti kabidir. Ularni isbotlashni o'quvchiga havola etamiz.

Ko'p o'zgaruvchili oshkormas funksiyaning hosilalari ham yuqoridagiga 
o'xshash hisoblanadi.

Faraz qilaylik,

F{*\.*i.... *m.y)=Q
tenglama berilgan bo'lib, f [ x,,x2....x„,_y) funksiya 15- teoremaning barcha
shartlarini qanoatlantirsin. Ru tenglama aniqlangan oshkormas funksiyaning 
xususiy hosilalarini topamiz. y ning X],x2l...,xB larga bog'liq ekanini e'tiborga 
olib, (13.47) dan quyidagilami topamiz.

^ X p X , , . . . ^ ,^ ) -y \  =0,

F ‘,Sx \>xi ’...,xm,y)+R y k . * : ....* . .y ) -y \= Q >

Vy{*„X l*~ ,*m, y \  y ',. =°-
Keyingi tengliklardan esa

*

V’.

y\.

f ; ( x,.x2.„ -* ..y )

K i*„*i,- ■.Jr.,>)

■*..y)

/^(X |,X3,.- ,*m.y)

bo'lishi kelihchiqadi.

F{x,y) funksiya x.£((x0,>0)) ^  uzluksiz yuqori tartibli xususiy

bosilalarga ega bo'lganda f ( x , > ) - 0  tenglama aniqiangan osbkormas 
ko'ririshdagi funksiyaning ham yuqori tartibli hosilalari mavjud bo'ladi.

6*. Tengiamalar shttemasi bilan aniqianadigan oshkormas funksiyalar. 
Endi tenglamalar sistemasi orqali aniqlanadigan funksiyalar bilan tanishaylik.

m + n ta .... xm va y^y^,...,y„ argumentlamingushbu n ta

-.xm.yt.y2.........> - « ) ( /  =  1. 2 . .  , « )

funksiyalari R'"+" fazodagi biror

m  = {{x,,x2......xm.yi-y2' 'yn) * Rm*" a 2 < J t 2 < « 2,

.* *  < x* < v  C| < y\ < d\> *2 < y* < d2- - .  c »< y * < d * }
to plamda berilgar bo'lsin. Quyidagi

Ql
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F\ = .... *m.y\.yx.-~'ym)=Q.
F i  = F 2( x , . x 2  Xm . y , . y t  > „ ) =  0.

(13 48)

F* = FA*\.*2.—*m.y\.yi....> » )= °
tcnglama|ar sistcmasini qaraylik. x = ( x , ^ , . . . ^ , , )  o'zgaruvchining qiymatlaridan 
iborat shunday

m, = { *  = U .-*2. ■ 'JeS '". «, < *t, < «t, a, < x2 <«2, < xw<«w} c  RT 
to'plamni qaraylikki, bu to'plamdan olingan har bir x' = (xj,x2....xjj,) nuqtada
(13.48) sistema, ya'ni

.... * ’m>y\.y2.... >»)=o.

FM . x2.~.K,.y\.y2.... jO = ° .

/='« ( * ! . ^ . - . * i . j ' i . j ' i . - . j '« ) = o
sistema yagona echimlar sistemasi y\.y2..—ym ga ega bo'lsin. Kndi M t
to'plamdan ixtiyoriy (x,.x2....xa ) nuqtani olib, bu nuqtaga (13.48) tenglamalar
sistemasining yagona echimlari sistemasi bo'lgan yt.y2~~.y„ ni mos qo'yamiz. 
Natijada Mx to'plamdan olingan har b ir (xpX j,...,^^) ga yuqorida ko'rsatilgan 
qoidaga ko'ra yt.y2,- -,y„ lar mos qo 'y ilib , n ta funksiya hosil bo'ladi. Bunday 
aniqlangan funksiyalar (13.48) tenglamalar sistemasi yordamida aniqlangan 
oshkormas ko'rinishdagi funksiyaiar deb ataladi.

Qanday shartiar bajarilganda shu (13.48) tenglamalar sistemasi 
y\.y2~ ..>„laming har birini x ,,x2....,x„ o'zgaruvchilarining funksiyasi sifatida 
aniqlashi mumkinligi haqida masala muhim.

Soddaroq holni qaraymiz. Aytaylik, ikki Fx = Ft(x ,,x2 y,,>>2) va

Fi = .jc2.>"i. )  funksiya (x®.x2,y ! \y 2)€ R* nuqtaning biror

) ) = ^ i ' JC2.>'i.J2)e R* X\~ht <x, <x; + ht ,

, x °  -  h ,  < x 2 < x a2 + h t ,  yt - k t <y ,<y^+  kt. y ° -k 2 < y2 < y j  + * 2) 
alrofida (fc, > 0. h, > 0, kt > 0, k7 > 0) berilgan bo'lsin. Ushbu 

Ft = Ft{xt.x2,yt.y2)=  0,
F2 - F ^ x ^ j v y j ^ O  

tenglamalar sistemasini qaraylik.
Faraz qilaylik, J;)(xl ,x2,y l ,y 2) va F j(x |1x2.y |,y2) funksiyalar uchun

Fb i 4 . t f . A ) = a .  ^ (* .°.*;.> '.fl. j ' ; ) = °
bo'lsin. Bundan tashqari qaralayotgan funksiyalar 1 / , ^ ^  ((x]\x 
uzluksiz barcha xususiy hosilalarga ega va aytaylik,

3F|xP x ; ,y " ,y 2°) 
dy,
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(13 50)

bo'lsin. U holda 14-teoremaga ko'ra (x ° ,x j,y j,  V?) nuqlaning shunday U, atrofi 

( f , c  l \kli 4| ((jrf>,xJ._y'°,y<j))) topiladiki, bu atrofda

^ ( j ' l - W lO O 'O
tenglama

oshkormas kn'rinishdagi funksiyani aniqlaydi. Shu funksiyani
y\=f\ix\'*2-yi)

deh helgilaylik. Buni (13.49) sistemaning ikkinchi tenglamasidagi y, ning o'rniga 
qo'yih quyidagini topamizt

Endi

^(c»?./(»r*?).v?) r0
> 2

ho'lsin deylik. U holda yana 14-leoremaga ko'ra (x,°,jc® nuqtaning 

shunday U2 alrofi (f72 c  UkJt k̂  ( ( r^ x ^y ,0.^?))) topiladiki, bu atrofda

f i(-*l-Jr2.yi(Jcl-*2).J'2) = 0
tenglama

(xj^ j ) - * ^  / ^ ^ . / ( ^ . x J y J - O  
oshkormas ko'rinishdagi furiksiyani aniqlaydi. Bu funksiyani y7 = fA x\-xi )  
hclgilaylik.

Shunday qilib, (13.49) tenglamalar sistemasi (xj.x?,y,0,y j)  nuqtaning biror 
alrofida y; va y2 lami x ,,x2 o'zgaruvchilaming funksiyasi sifatida aniqlaydi:

-V. = A (*\ -* i.f i(* ,.* i))
>2 = fl(*\ .^ 2 )

Ravshanki, / ( x j , x j )  / 2(< r.x j)=  >?, / 2 (*?.*?)= >?• Yuqoridagi (13.50) 
shartni quyidagicha yozish trumkin

&  , 0 .
dy2 dyx dy2

Bunda harcha xususiy nosilalar (x j.x j.y l1 y j )  nuqtada hisoblangan. Agar
’ dh\ 

fo i fyi
Sy2 - F.\

^Vi
ekanini e'tiborga olsak, unda

dF2 dFt dyL __ d f j   ̂ f t f ; 
rV j tV| tV i <>, «>,

r 3F. ) 3F2 3F, 6F2 3F.

fVi

&L-<>h - f r l  ‘>1  ,  0 
3F,
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ho ladi Modomiki,

ekan. unda

a/.

ya*r>i

bo ladi. Shunday 
ekan.

d± L dFx
dy2 dyt

3F± 3FX
dyx

<3>i dy2

—  *  u
dŷ

* 0  (13 31)

qilib. (13.50) munosabaini (13.51) ko'rinishda yozish mumkin

Natijada ushbu tecremaga kelamiz.
16-teorema Fx{xx,x2,yx.y2) va F,(x|.Jt2,>>„>>,) funksiyalar ( i “ .xj.y',>®)e ( f  

nuqtaning biror Uh)hk̂  atrofi (/(>0, /ij>0, A, >0, A,>0) hcrilgan va ular quyidagi
shartlami bajarsin:

H fix f .* ! .> •  >,")) da uzluksiz;

2) /j*,*,*,*, ((^.x*.>,°.>®)) da barcha xususiy hosilalarga ega va ular
uzluksiz:

3) xususiy hosilalarning (x,° x j >".>j) nuqtadagi qiymallaridan tuzilgan 
ushbu determinant noldan farqli:

dF, dF{

‘> |  <^2
dF, dFj
dyt dy2

»<0

4) k  da M*? F2{x° >“ ,>,)=0.

U holda (*?.xj y°.>£) nuqtaning shunday M  « ;> :> ? »  atrofi
(0 < <5, < hy 0 <S2<h2, 0 < £, < >,, 0 < e2 <k2) topiladiki, bu atrofda 

I 1)  (13.48) tenglamalar sistemasi oshkormas ko'rinishdagi
>>. = X7J 1U i . * 2) )  yi = /Af  x2)

funksiyalami aniqlaydi;

2 ') (jc, , x2) = (rf jt®) bo'iganda unga mos keladigan

>i = >i° = f M A - f M . ^ ) )  >2 = yl = / r k 0-**)
bo'ladi.

oshkormas ko'rinishda aniqlangan f  va f 2 funksiya

{(jc, , i 2 ) e R 1 : x °  -  <5, <  x , <  x °  +  <5,, x, -  <5, <  +  S 2 }

to'plamda uzluksiz va barcha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo'ladi.
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(13.52)

13.15-mixal. Ushhu
J-Mi =1-
1* - > j = 3

sisterna oshkormas funksiyaui aniqlashi ko’ rsatilsin.
4 Bu holda

/ :i(* |.*2 ) = Jci * i+ y iJ ’2 - l .

/ r2 (* i.*2 )= * i> 2 + J 'i* 2 -3
ho'lib, bu funksiyalar ( I ,  - I ,  I, 2) nuqtaning atrofida 16-teorcmaning barcha 
shartlarini bajaradi. Haqiqatcan ham, F,(x, . j t j , ^ , , y2), / vj (jc, .>"2) funksiyalar 
uzluksiz. uzluksiz barcha xususiy hosilalarga ega, (1,-1. 1.2) nuqtada

3F; dF}

^ 2  
F)FX dF
dyt dy2

2 I 

I I
= 1 *0

hamda
F ,( l.- I. I, 2) = 0, F2( l, - I ,  I. 2 )=  0

bo'ladi. Demak. (13.51) sistema yt va y2 larni x,,Jt2 o'zgaruvchilaming 
funksiyasi sifatida aniqlaydi. Ravshanki, bu funksiyalar uzluksiz, xususiy 
hosilalarga ega. Berilgan (13.52) tenglamalar sistemasini bevosita yt va y2 larga 
nisbatan echib quyidagilami topamiz:

>1
• 3 + -Jo + 4x ,jc2 -  4jcjXj 3 + J 9  +  4 jc.x , - 4x,Jx ? 

---------— , y7 = — ---------- —-------—
2 JJj 3 2x,

Endi (13.48) sistemaning oshkormas funksiyalaming aniqlanishini 
ta'minlaydigan (oshkormas funksiyalarning mavjudligini ifodalaydigar) 
teoremani isbotsiz keltiramiz.

17-teorema. F{.F2, ...,Fn funksiyalaning har biri (jr° ,>>0)=  

(*r° . -* 2 .... .....................r f )  nuqtaning biror

^ f r V ) - , . Mj.,.((xr.Jt*. • x l y l y * ... / ) )  = |(x.>-)e .
<JC, <x , +ht, < x 7 < x “ +h2......x°m- h m <xm<x°m+hm.

■y\ ~ ^ < y \ < y °+ ^ - k 2 < y 2< y 2 + *2. - . y " - K < y » < y l  + *.)
atrofida (ht > 0, 1' = 1,2, kf > 0, j  = 1,2, .,«) berilgan va ular quyidagi 
shartlami bajarsin:

1) i / M((x » ,/) )  da uzluksiz;

2) f / u ((jr°,/ ) )  da harcha xususiy hosilalarga ega va ular uzluksiz;

3) xususiy hosilalaming (x0, / )  nuqtadagi qiymatlaridan tuzilgan ushbu 
determinant noldan farqli:
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dy, ' c y j

4) (jrVv0) ^ , 11 / , :..xl.y°.y02..v r)  nuqtada / • , ( / , / ) = 0 .  F2(jf0, / ) = 0 ,

.... F „ ( x ° . / )=  0. U holtia ( / , / )  nuqtaning shunday t /& ( ( /  . / ) )  =

= U** * . ( * V )  atrofl ( ° < ^ < A .  0<<52 0 <6m<hm, 0 < £ , < * , .
0 < £, < k2,...,0 < f n < A j  lopiladiki, bu atrofda

I 1)  (13.48) sistema oshkormas ko'rinishdagi funksiyalar sistemasini 
aniqlaydi. Ulami

y, = / ( j r , . - t2  JrJ- > > 2 = / t ( * i . * 2 . - . * J  y, = / , ( * ,-x2- .jO
deylik;

2‘) (jt,. x2. . . . . x j= ( x ° . Jf°)da

/ i ( * °  A ..........
o\ 0 

Xm)=y\'

/ 2(x ,, .... o\ 0
Xmhy*

f X X 2 '
o \  G

Xmhyn
bo'ladi;

31)  oshkormas ko'rinishdagi aniqlangan / , . / 2.- - ,/ „  funksiyalar

j(jr|.jr2....* J e  Rm . / - « 5 ,  < jr, < /  +<5,. /  - <52 < jr2 < x2 + <S2, .,

■ Jc“ “  ^ -  < Jf- < Jt- + 1
to'plamda uzluksiz va uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo'ladi.

Mashqlar
13.15. Agar Ajt, —>0, Ax2 -» 0 .  —»0 da a, —» 0 , a 2 - » 0 ,  .,<zB -» 0

bo'lsa, QiAx, + a2&x2 + .. + aMAjrm = o(p) bo'lish ko'rsatilsin, bunda

p = ^/a i ,2 + A*2 +.. + A *3 .

13.16. Ushbu

/ ( x . J = ( / j r 3 + > ’
funksiyaning (0, 0) nuqtada differensiallanuvchi emasligi isbotlansin.

13.17. Funksiya orttirmasini uning differensiali orqali taqribiy ifodalab, ushbu 

a = J l,023 + 1973 miqdor taqribiy hisoblansin.
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13.18. Ushbu u = Jxy+- 
* y

funksiya quyidagi
f  du du^ . .

ul x—  + y —  | = Jty tenglamam 
I dx Oyj

qanoatlaniirishi ko'rsatilgan.
13.19. Ma'ium perimetrga cga bo'lgan uchburchaklar orasida yuzasi eng kattasi 

teng tomonli uchburchak ekanligi isbotlansin.
13.20. Ushbu ye’ - x ln y -  1=0 tenglama (0, l)  nuqtaning atrofida uzluksiz 

oshkormas funksiyani aniqlashi ko'rsatilsin, uning hosilasi topilsin.

4

f
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14-BOB

Funksional kctma-ketliklar va qatorlar

l-§. Funksional kelma-ketliklar
l" Funksional kelma-kellik tushunchasi Aytaylik. har bir nalural n (n e ;V)

songa X c  R to'plamda aniqlangan bitta /„(x) funksiyani mos qo'yadigan qoida 
berilgan bo'lsin Bu qoidaga ko'ra

/,(H /i(4 /.(4 ( n n
to'plam hosil bo'ladi. Odatda (14.1) ni funksional ketma-ketlik (funksiyalar ketma- 
ketligi) deyiladi va uni umumiy had / n(jr) orqali {/„(*)] yoki f K(x) kabi belgilanadi.

Masalan. I) har bir n ( n c ^ )  songa —~ —j  funksiyani mos qo'yuvchi qoida
n‘  + x

ushbu
I J_____ 1_ ___|_

1 + j:2 ‘ 4 + jr2 ‘ 9 + x2 m2 + jt2 ' 
funksional ketma-ketlikni hosil qiladi.

2) har bir n (ne N) songa sin—  funksiyani mos qo'yish bilan quyidagi
n

. -Jx Jx . -Jx . V  Jt 
stn— sin— , srn— . .... sm — , ...

1 2  3 n
funksional ketma-ketlikka ega bo'lamiz 

Faraz qilaylik. {/„(+)):

/(4 /(4  ./,(4
funksional ketma-ketlik X c  R to'plamda berilgan (ketma-ketlikning har bir hadi X 
to'plamda aniqlangan) bo'lib. jrn e X bo'lsin.

1-la‘rif. Agar {/,( jt0)}:

/(jf<>x z c o .  . / . u ) .
soniar kelma-ketliiigi yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo'lsa. \f„(x)} funksional ketma- 
ketlik x0 nuqtada yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiiadi, jrQ nuqta esa \f„(x)) ning 
yaqinlashish (uzoqlashish) nuqtasi deyiladi

{ /n(z)} funksional ketma-ketlikning barcha yaqinlashish nuqtalaridan iborat 
to'plam funksional kelma ketlikning yaqinlashish sohasi deyiladi.

Masalan.

/ » ( 4 = V - T  (« = 1.2.3. )
n  +  jc

funksional ketma-ketlik V ji0 6 R da yaqinlashuvchi, binobarin, uning yaqinlashish 
sohasi R bo'ladi Ushbu

(« =  1 ,2 ,3 , )
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funksional kelma-keitik faqai x = 0 nuqtada yaqinlashuvchi bo'ladi. Uning 
yaqinlashish sohasi bitta nuqladan iborat to'plam bo'ladi.

Aytaylik, M lo'plam (M  c. R) { / .(x ) }  funksional ketma-ketlikning 
yaqinlashish sohasi bo'lsin. Unda V xe  M uchun

/iW /jW../„(4
ketma-ketlik chekli limitga ega bo'ladi.

2-ia’rif. Ushbu
/  x -*  lim f m (x) (jc e M )

m -♦*
funksiya { / , ( * ) }  funksional ketma-ketlikning lim it funksiyasi deyiladi. Demak, 

llm / « ( * ) = / ( * )  ( * g M ).

l-misol. Ushbu
/ . ( * ) = * *  (n= 1,2,3,...)

funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi hamda lim it funksiyasi topilsin.
< Bu funksional ketma-ketlik uchun:

Vx € (I, +ac) da

lim / „ ( * ) =  Hm x“ = °a,

x = l bo'lganda
/ , ( * ) =  I .

Vx e ( -  1, l)  da

lim / „ ( x )=  hm x" = 0 ,

V ie (  <*i, -1] da ketma-ketlikning lim iti mavjud bo'lmaydi
Shunday qiJib, berilgan funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi 

M = ( - l,  1] bo'lib, lim it funksiyasi
0. agar - 1 < x < I.
I, agar x = I

bo'ladi. ►
2*. Funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashuvchiligi. Aytaylik,

{ / „ ( * ) } :
/.(4 ZM  . /„(4

funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi M bo'lih, lim it funksiyasi / ( x )  
bo'lsin. Unda har bir x0 e M  nuqtada

/ i /n / „ ( x 0) = / ( x 0)

ya’ni
V e > 0 . 3n0 e/V, V / i> / i0 | / „ ( * 0) - / ( * o ) ! < *

ho'ladi. Bunda n0 natural son £ > 0 songa va olingan x0 nuqtaga bog'liq bo'ladi:

no = na(£'xo)-
3-ta'rif. Agar V £ > 0  olinganda ham shunday n0e N  topilsaki. V n>w 0 va 

Vx € M  uchun
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|/„C0- f { A <e
tcngsizlik bajarilsa, ya'ni

V e> 0 , 3n„ e N, Vn>n0.V x e M  ' f m( x ) - f { x \ < £  
ho'lsa, l / H(x)} funksional ketma-ketlik M to'plamda f {x )  ga tekis yaqinlashadi 
(funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashuvchi) deyiladi. Uni

fA x )~X f{x ) x b M

kabi belgilanadi.
Bu holda la'rifdagi nc natural son faqat £ > 0 ga bog'liq bo'ladi

no ~ no(£ )-
4-ta'rif. Agar

V «eA /. 3 f0 > 0, 3xee M  ( / . ( * , ) -  /(x » )  > £ 
bo'lsa, { / „ ( j:)} funksional ketma-ketlik M to'plamda f (x )  ga tekis 
yaqinlashmaydi (notekis yaqiniashadi) deyiladi.

14.2-ntisoL Ushbu
- / \  smnx ,f„ {x )---------- (n = 1,2, 3,...)n

funksional ketma-ketlikning lim it funksiyasi topilsin va unga tekis yaqinlashishi 
ko'rsatilsin.

4 Ravshanki,

lim / h ( jc)  = lim
fl—*« n-»i>

Demak, lim it funksiya / ( j r ) = 0  bo'ladi.

Agar V c > 0  son olinganda ham n,, = 

qismi) Vn > «0 va Vx e M = ( -  oc,-t-cc) uchun

sinnx

deyilsa, ( ( o ]-o  sonining butun

! / . ( * ) - / ( * ) -
smnx J I I 
---------- 0  S c -------

n | n n„ + 1
<£

bo’ lganligi sababli

0

bo'ladi. ►

smnx _> () 
n *

14.3-misoL Ushbu

/ . ( * ) = ; {n = 1,2,3....)
1 + n Jjr2

funksional ketma-ketlikni [0. l]  oraliqda tekis yaqinlashishga tekshiriisin.

■ Berilgan ketma-ketlikning lim it funksiyasi

/(•*■)= f,Xx) = lim<'-»* 1 + n2 x1
=  0

k

4
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bo'ladi. Bu esa ta'rifga ko'ra quyidagini bildiradi: V£ > 0 oiinganda ham,
I

n0 =  n0( f .  jt) = (x *  o)
deyilsa, ([a ] - a  sonining butun qismi) Vn > n0 uchun

m
1 + n x‘

- - C - < - L s
l + n2i J nx (n^ + l)*

< £

bo'ladi. Ravshanki, jc = 0 bo'lsa, Vn elV  uchun
/ n(o) = / ( ° ) = 0

Biroq, V n e W , £ ■ „= -, jc = — uchun 
4 n

w : H a - ± - s > E

bo'ladi.
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik (o l]  da lim it fiinksiyaga tekis 

yaqinlashmaydi. ►
1-teorema. { / „ ( jc)} funksional ketma-ketlikning M to'plamda f (x )  ga tekis 

yaqinlashishi uchun
lim sufifn(x ) -  / ( j )  = 0
• i(U

bo'lishi zarur va yetarli.
■4Zarurligi. M to'plamda {/„(jc)} fiinksional ketma-ketlik f (x )  lim it 

funksiyaga tekis yaqinlashsin. Ta'rifga ko'ra V £ > 0  olinganda ham shunday 
n0 e N topiladiki, n > n 0 bo'iganda M to'plamning barcha x nuqtalari uchun

\fn(x )~ f i x ] <e
bo'ladi. Bundan esa Vn > n0 uchun

su^fn(x ) -  f (x }< £

bo'lishi kelib chiqadi. Demak,
lim Mn = lim su^fn(x ) - f (x \  = 0. 

ieW
Yetarliligi. M to'plamda { / „ ( 1 )} funksional ketma-ketlik f (x )  lim it 

funksiyaga ega bo'lib,
tim sup\fn(x)~  /( x ) j = 0

ifM

EX

bo'lsin. Demak. V f  > 0 olinganda ham shunday n0 e ,V topiladiki, barcha n > n0 
uchun

« d / . ( * ) - / ( * ) | < «xkM
bo'ladi. Agar ushbu
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• • w
munosabatni etiborga olsak, u holda V xe  A4 uchun

! / „ ( * ) - / ( * ) < *
bo'tishini topamiz. Bu esa M to'plamda { /„ ( * ) )  funksional ketma-ketlik / ( Jt) 
lim it funksiyaga tckis yaqinlashishini b ildiradi. ►

)4.4-misoL Ushbu
{ / .( * ) }=  { ^  ’ ’' j

funksional ketma-ketlikni - c < x < c  (c > 0) intervalda tekis yaqinlashuvchiligi 
ko'rsatilsin.

•  Bu funksional ketma-ketlikning lim it funksiyasi

f (x )=  lim f n(x )=  l,m e *«■•*’ = 0
n-tct n —*tr

bo'ladi. Natijada

A /„=  sup | / , ( * ) -  f (x\ =  sup (? 1‘ m] - o)= sup e =e

bo'lib, undan

bo'lishini topamiz.

tim A/„ = lim e (c = 0
n-tec > • ««

Demak, berilgan funksional ketma-ketlik ( - c .  c) oraliqda / ( x ) = 0  lim it
funksiyaga tekis yaqinlashadi:

’ 0 ( -  c < x < c; c > 0). ►

14.S-misoL Quyidagi

{ /„ ( * ) }=  + - -■ » /*  [ ( 0 < ^ < + “ )jt ■
» o

funksiona! ketma-ketlik tekis yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
«B u funksional ketma-ketlikning lim it funksiyasini topamiz:

lim f . (x )  = Hm J 7 71 -  = tim  ------ 1 -------= - L  (° < *  < +“>)■
• -*“  "-»* n j *-*■ I I + 2>/x

Demak, /( •* )=  — — Bu holda 
2 - J j c

*/ .=  sup|/„(x)-/(xj= sup

: SUp
0 < f< «

n\ J x  +--- V*
■  ̂1 «

= sup 
*• • I 1 f l ^ x  

. X + -  + yjx
V n

-J~x 1
-------- T = sup - —— M X. i

2>/l| J jt  + ^ + t/j j  7n4xj J jt  + -  + -Ix

I +

*
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4

bo'lib. berilgan funksional ketma-ketlik uchun 1-teoremaning sharti bajarilmaydi 
Demak. qaralayolgan funksional keima-ketlik tekis yaqinlashuvchi emas>

X c  R to'plamda { / , ( * ) ) :

funksional kctma-ketlik berilgan bo'lsin.
S-ta'rif. Agar V f > 0  son olinganda ham shunday n0e N  son mavjud 

bo'lsaki, n > , m > nc bo'lganda V* e X  nuqtalar uchun bir yo'la

tengsizlik bajarilsa, { / „ ( * ) )  funksional ketma-ketlik X  to plamda fundamental 
kctma-ketlik deb ataladi.

2-teorema. (Koshi teoremasi). { / „ ( * ) }  funksional ketma-ketlik X to plamda 
lim it funksiyaga ega bo'lishi va unga tekis yaqinlashishi uchun u X  to plamda 
fundamental bo'lishi zarur vayetarli.

^ZaruriigL X  to'plamda { /„ ( * ) }  ketma-ketlik lim it funksiyaga ega bo'lib, 
unga tekis yaqinlashsin:

/ . ( * ) l t / ( x ) (x e X )

Tekis yaqinlishish ta'rifiga muvofiq V e > () son olinganda ham,
c
2 ga ko'ra

shunday nQ e  N topiladiki, n > «<, bo'lganda V ji e X nuqtalar uchun

l/ . (* ) -

shuningdek, /n > ne bo'lganda Vjr e X  uchun

|/*(X)-/M |<|
bo'ladi. U holda n > nfl, m > na va Vj: 6 X  uchun

i / .  (* )  - / » ( * )  ^  | / .  (x ) ~ / ( x ) + i / .  (* )  -  f ( A  < ̂
bo'iadi.

Yetarliligi. { / „ ( jc)) ketma-ketlik X  to'plamda fundamental ketma-ketlik 
bo'lsin:

Vt > 0, 3n0 e  N, n > n 0, m > n 0, VxeT: ]/,(jc) -/ * (* )< £  (14-2)
X to'plamdan olingan har hir jc0 da {/„(x )) funksional kelma-kellik 

I f M )  sonlar ketma-ketligiga aylanadi. Ravshanki, { /„ (x 0)} ketma-ketlik 
fundamental ketma-ketlik bo'ladi.

U holda Koshi teoremasiga asosan (1-qism, 4-bob, 3-§) { / „ ( 0 )
yaqinlashuvchi. Demak, X to'plamning har bir jr0 nuqtasida } / „ (x 0)} ketma-
ketlik yaqinlashuvchi. Binobarin, funksional ketma-ketlik lim it funksiyaga ega.
Bu { / , ( * ) }  ketma-ketlikning lim it funksiyasi f ( x ) deylik:

lim /„(*) = /( jr) (x z X ).• •«
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Endi (14.2) tengsizlikda /«-><*> da (bunda « va x lami tayinlab) limitga 
o 'tib  quyidagini topamiz:

| /» ( - * ) - / ( * )  ^
Bundan esa { / , ( * ) }  funksional ketma-ketlikning / ( jt) lim it funksiyaga tekis 

yaqinlashishi kelib chiqadi. ►
2-§. Funksionul qatorlar

l ‘. Funksional qator tushunchasi Faraz qilaylik, X c R  to'plamda {u„(x)j: 
«,(x ),Uj (i ). ,u.(x\

funksional ketma-ketlik berilgan bo'lsin.
6-ta’rif. Quyidagi

" ■ ( * )+ « z ( * )+ ■■■ + « „ ( * ) + -  
*

ifoda funksional qator deyiladi. U £ u „ 0 0  kabi belgilanadi:
n = I

i « „ ( i )= ui W + u jW +  + " „ ( * )+
n = I

Bunda u,(x),ri2(x).. funksiyalar (14.3) funksional qatoming hadlari, i/„(.t) 
esa umumiy had deyiladi.

Masalan,

Y x “-'  =  I + X + X1 +  .. +  x" - } +  . . . ,
n = I

• i _______ i_____  l

Bnl(^ + « X x + w + 0  (jc+ 'X - "+ 2) + (x + 2X->; + 3)
lar funksional qatorlar bo'ladi.

(14.3) funksional qatoming hadlaridan tuzilgan ushbu 
5,(jr) = u,(x).
52( j : )= U |( i)+ u 2(x).

(* ) = ", 0 0 + " : ( * ) +  + “ . ( * )  +

yig 'indilar (14.3) funksional qatoming qismiy yig 'indilari deyiladi.
Bu yig 'indilar quyidagi

s,00.s200.. \00.
funksional ketma-kctlikni hosil qiladi.

7-ta'rif. Agar {5„ ( jc)} funksional ketma-kctlik xc e X  nuqtada
w

yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo'lsa. X " » (x ) funksional qalor xc nuqtada
»=i

yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi.
Bu {5„00} funksional ketma-ketlikning yaqintashish sohasi (to'plami) 

tegishli funksional qatoming yaqinlashish sohasi (to'plami) deyiladi. {5„(jr)} 
funksional ketma-ketlikning lim it funksiyasi S(x)\

i

l(M
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berilgan
«

Z i,»(jc) =“ i (j :) + " 2OO+ + “ .(*)+■■■
«*l

funksional qator yig 'indisi deyiladi.
14.6-misol. Ushbu

tim S „ ( x ) =  S { x )

(

5 > " - '  = i + * + j t 2 + + * " “ ' +...

funksional qatoming yaqinlashish sohasi harnda y ig 'ird is i topilsin. 
< Berilgan ftjnksional qatoming qismiy yig'indisi

| l - x "
S „(x)=  1 + j: + x 2+ +Jt” 1 = ) i _ j  •agar x *  l bo'lsa,

( n. agar x = I bo'lsa
bo'ladi. Unda

V x e (-1 , l)  da

Vx e [l, +ac) da

hm 5 „(x )=  lim I * " I
1 -  x I -  x

l‘mS„(x)=  00,

V xe (-a c , - | ]  da {S„(x)} ketma-keilik limitga ega emas. Dcmak, berilgan

furksional qatoming yaqinlashish sohasi M = ( - 1, l), y ig 'indisi S (x )= ——
I - x

bo'ladi. ►
2*. Funksional qatorning tekisyaqinlashuvchiligL Ushbu

i> »  (* )= “ ■ (*)+ “  r ( ') +  + “ »(Jr)+ (14 4)

funksional qator M to'plamda yaqinlashuvchi bo'lib, uning yig'indisi S(x) 
bo'lsin:

/tm S „(x )=  //m [ul (x )+ u 2(x)+  + “ »(■*)]= •$(*)N>*X

8-Ui'rif. Agar 5 > „ ( x ) funksional qatoming qismiy yig'indilaridan iborat
H = I

(S„(x)} funksiona! ketma-ketlik M to'plamda qator yig 'indisi S(x) ga tekis 
yaqinlashsa, bu funksional qator M  to'plamda tekis yaqinlashuvchi deb ataladi, 
aks holda, ya'ni [S„(x)} funksional kelma-ketlik M to plamda S ( j)  ga tekis 
yaqinlashmasa, (14.4) funksional qator M  to'plamda S(x) ga tekis 
yaqinlashmaydi deyiladi.

14.7-misol. Ushbu

+ nXx + n + l)
( 0  <  x  <  c o )
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funksional qatomi tekis yaqinlashishga tekshirilsin.
4 Bu qatoming qismiy yig'indisi

1 I I
n + I) v x+  I x + 2)(x + | ) ( j c  + 2) ( i  + 2 )(j: + 3) ( j c  + /jX * + « + l)  \  x + I i  + 2 i

' 1 1 ' '  i _ L  i ____ !—
( t t t jt + 3 J t  +  f l  x  +  n  +  l j  X  + 1 x  +  n  +  l

bo'ladi.

Endi Vc > 0 sor olinganda n0 = —  (l + x) deyilsa, ( ( a j-  a  sonining butun

qismi) barcha n > /i0 uchun

\s n(x) ~ s (x i = I I l
X + fl + 1 X +M .+2

< e <N5)
x + l x + n + l x + l  

bo'ladi. Rundagi nn natural son e > 0 ga hamda x (0 < x < °o) nuqtalarga bog'liq. 
Biroq n‘a deb

..........................l - l l
E  j

ni olinsa, unda n >  n'0 bo'lgan n lardc yuqurtdag: (!4 .5 ) t;ng;:z!:k bajarilsversd:. 
Demak, berilgan funksional qator uchun ta'rifdagi n0 natural son barcha x 
(OS x<co) nuqtalari uchun umumiy bo'ladi, ya'ni x ga bog'liq bo'lmaydi. 
Demak, bcrilgan funksional qator tekis yaqinlashuvchi. ►

14.8-misoL Quyidagi

nc = max - - ( l + x )
9xi< » E

funksional qatorni tekis yaqinlashishga tekshirilsin.
< Bu funksional qatoming qismiy yig'indisi

x x
l(x + 1) (x + lX2x + l)  [(n -  l)x  + i jx n  + 1) (  x + { )

= l -

\ x  + l 2x
bo lib, uning yig'indisi

(  J ____ __________1_
\ x  + l 2x + I J ( (n l)x  + I nx + I y

I - -
n x  +  I

S (x )-  lim S „(x )=  lim[ \---------- 1= I (0 < x  <«>)
\ nx + l/

bo'ladi

Endi V e > 0  son olinganda n0 

sonining butun qismi) barcha n > n0 uchun
X t  E }

(x ■* 0) deyilsa, ( [a ] - a

I
n x  + 1 nx + l (fl0 + l)x + l

< £

<

I
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bo'ladi. (Agar x = 0 bo'lsa, ravshanki, Vn uchun S„(0)= S(0)= 1 bo'lib,
5 .(0 ) -5 (0 )=  0

bo'ladi.) Bundagi n0 natural son e > 0 va x ( 0 < x < o o )  nuqtalarga bog'liq bo'lib, 
u barcha x (0 < x < a c )  nuqtalari uchun umumiy bo'la olmaydi (bu holda

ning (0. + oo) da x bo'yicha maksimumi chekli son emas.)

Boshqacha qilib aytganda, istalgan n natural son olsak ham shunday e0

(masalan £0 = —) va x = — e (0, + « j) nuqta topildiki, 
n n

n
bo'ladi. Demak, berilgan funksional qator (0 ,  + o o )  da tekis yaqinlashuvchi 
emas. ►

3-teorema. Aytaylik. M  c  R to'plamda £ u „ ( x )  funksional qator berilgan

bo'iib, uning yig 'indisi S(x) bo'lsin. Bu funksional qatoming M da tekis 
yaqinlashuvchi bo'lishi uchun, uning qismiy yig 'indilari ketma-ketligi {5n(x)} 
ning M  da tundamental bo'lishi zarur vayetarli.

SBu teorema funksionai ketma-ketlikning tckis yaqinlashish haqidagi 2- 
teoremani funksional qatorga nisbatan aytilishi bo'lib. uning isboti 2-teoremaning 
isboti kabidir. ►

Funksional qator

(x)+U 2(jc)+ . + M.(x) +

ning tekis yaqinlashuvchi bo lishi haqidagi 8-ta’ r i f  hamda funksional ketma- 
ketlikning tekis yaqinlashuvchi bo'lishining zarur va yetarli shartini ifodalovchi I- 
teoremadan foydalanib quyidagi teoremaga kelamiz.

4-teorema. £ u „ ( r )  funks iona l qator M ta 'p la m da  S(x) ga tekis yaq in la -
n a |

shishi uchun
lim sup |5 ,(x)-5 (x)( = 0
• •* |<M

b o 'lis h i zarur va ye ta rli, bunda 5 „ ( jc) =  u, (x ) + u2(x ) +  . + u „ ( x )

Masalan,

= l  + x + x 2+ + x ” + ( x e ( - l , l ) )
/l ■ I

\ — xn Ifunksionai qatoming qismiy y ig 'ind isi 5 .(x ) = -------- , yig 'indisi 5 (x) = -------
1 -  x I -  x

bo'lib, ( -  1, + l)  da 5 „(x ) y ig 'ind i 5(x) ga tekis yaqinlashmaydi, chunki
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bo'lib,

bo'ladi.

|S „ (x ) -S (x ) |=  - i l -  
I -  £

( x € ( - | .  +1))

sup|5„(x)-5(x] = 0
I. *• .

5-teorema. (Veyershtrass atomati)- Agar ushbu

2 > „(x )= » ](x) + i i2( * ) +  , + «„(x) +
tt — I

funksional qatoming har bir hadi M <= R to plamda quyidagi
k M l s C ,  (« = 1,2.3, )

lengsizlikni qanoatlantirsa va
(N.6)

Z C ^ ^ + C ^  -  + C. + ... (14.7)
• -I

sonli qator yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda funksional qator M  to'plamda tekis 
yaqinlashuvchi bo'ladi.

^M odom iki, (14.7) qalor yaqinlashuvchi ekan, l-qism, 11-bob, 2-<j da 
keltirilgan teoremaga asosan, V £ > 0  son olinganda ham, shunday /iu e  N 
topiladiki, barcha n > nB, m > « uchun

^'».1 + ( *«42 + + c ™ <£
bo'ladi. (14.6) tengsizlikdan foydalarih M to'plamning barcha x nuqtalari uchun 

k » i ( jc) + "»*2(jf)+ + Um(X)|
boMishini topamiz. Demak, S „(x)=  a ,(x )+ u2(x )+ . + mu ( x )  (« = 1,2 .) dan 
tuzilgan {S„(x)} funksional ketma-ketlik M da fundamental. Bundan esa 3- 
leoremaga ko'ra berilgan funksional qatorning M  to'plamda tekis yaqinlashuvchi 
bo'lishi kclib chiqadi. ►

14.9-misol. Ushbu

X « .W - I - - T - r
n «i n* | I +  W X

(0 < x < oo)
funksional qator tekis yaqinlashishga tekshirilsin.

< Berilgan funksional qatoming umumiy hadi

» . ( » ) *  7  " * ■  (#i »  1 , 2 , 3 , . . . )

funksiyadan iboral. Bu funksiyani [O, +ao) oraliqda ekstremumga tekshiramiz.
5 5

un(x) funksiyaning hosilasi yagona x = n 2 nuqtada nolga aylanadi (x  = « 2 
stasionar nuqta). Stasionar nuqtada

bo'ladi. Demak, u„(x) funksiya x = « 

Uning maksimum qiymati esa - n  ^

( » ' ) < 0
3
2 e[o. +°o) nuqtada maksimumga erishadi. 

ga teng. Demak, 0 < x < °o da

4

I0S
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k W - 1 + n x‘ 2«Yi

bo'ladi. Agar £ — -y qatorning yaqinlashuvchiligini etiborga olsak. unda 
"--'2 n '1

Veyershtrass alomatiga ko'ra. berilgan funksional qatorning [o, +m ) da tekis 
yaqinlashuvchi ekanligini topamiz. ►

nx

3-§. Tekisyaqinlashuvchi funksional keima-ketlik 
va qatorning xossalari

I*. Funksionai qalor yig'indisining uzluksizligi. M  c  R to'plamda biror 
yaqinlashuvchi

Z (■*) =“ i (Jt)+  u2( * ) + + ( * ) + -
li * 1

funksional qator berilgan bo'lib, uning yig 'indisi S(x) bo'lsin.

6-teorema. Agar £ u „ ( x )  funksional qatoming har bir hadi
<1 = 1

u„(jr) ( n - l , 2 J ,  ) M to'plamda uzluksiz bo'lib. bu funksional qator M da 
tekis yaqinlashuvchi bo'lsa. u holda qatoming yig'indisi S(z) ham M  to'plamda 

^ uzluksiz bo'ladi.
4 Vx0 e M  bo'lsin. Funksional qator tekis yaqinlashuvchi. Ta'rifga ko'ra. 

Ve >0  olinganda ham shunday n0e N  topiladiki, V n > n 0 va M  to'plamning 
f barcha x nuqtalari uchun b iryo 'la

[S .(x ) -S (x J < £  (14.8)

jumladan

M * o M * o ) l < f  (H-9)
tengsizlik bajariladi.

Modomiki, funksional qatoming har bir hadi M to'plamda uzluksiz ekan,
unda

S « (* )= “ l ( * ) + «3 (*)+■■■+ *'■,(*)
funksiya ham M da, jumladan x0 nuqtada uzluksiz bo'ladi. Demak, yuqoridagi 

£ > 0 olinganda ham. ^  ga ko'ra shunday 8 > 0 topiladiki, |x -  x„| <8  ho'lganda

I M * M * o ) < j  (H -W

bo'ladi.
YUqoridagi (14.8), (14.9) hamda (14.10) tengsizliklardan foydalanib 

topamiz:
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-H'Snfo) •S(jro ) < ^  + ! + “  = *

Demak, Ve>0  olinganda ham, shunday S > 0 topiladiki ]jc- jt0|<«$ 
bo'lganda

| 5 ( i ) - S ( j t 0 ) < e

bo'ladi. Bu esa S(x) funksiyaning Vjt0 e M nuqtada uzluksiz ekanligini 
bildiradi ►

Bu teoremaning shartlari bajarilganda ushbu

S(j 0)=  lim fiim SB(jr)l=  lim I lim S „(x)|
■* x->t0 j

munosabat o 'rin li bo'ladi
2*. Funksional ketma-ketlik limit funksiyasining uzluksizligL M  c  R to'p- 

lamda { / . ( jc)):

/ ( * ) . / 2 ( j c ) .  / „ ( * ) .

funksional ketma-ketlik berilgan bo'lib, uning lim it funksiyasi f (x )  bo'lsin:
lim f m(x )~  f (x ) .
m

7-teorema. Agar { / „ ( j:)} funksional ketma-ketlikning har bir / „ ( jc) 
(/1 = 1,2,. ) hadi M to'plamda uzluksiz bo'lib, bu funksional ketma-ketlik M 
to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda f (x )  lim it funksiya ham M 
to'plamda uzluksiz bo'ladi.

Bu teoremaning shartlari bajarilgandaushbu r -i
f (x )  = lim\iim /„ ( /) }=  lim\imfn(x)\4 u+nni J

munosabat o 'rin li bo'ladi.
Jf. Funksional qatorlarda hadma-had limitga o'tish. M a R to'plamda 

yaqinlashuvchi

|5(x) -  S ( i 0)  <  |5(jt)  -  5 „ ( i )  +  |S„(x ) -  S„ ( i 0)  +

X « .(* )= U |(x )+  a2(x) + . + u„ ( jt) + (14 11)

funksional qator berilgan bo'lib, uning yig indisi S(j:) bo'lsin. jt0 nuqta esa M 
to'plamning lim it nuqtasi.

■
8-teorema. Agar jr -» i 0 da J ju „( jr)  funksional qatoming har bir u„(jr)

A = l
(n = 1,2. ) hadi chekli

Hm un(x)~ C n (/r = l , 2,3. ) (14.12)

limitga ega bo'lib, bu qator M da tekis yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda

=C| + C , + ...+ C „ + .

qator yaqinlashuvchi, uning yig'indisi C esa S(jr) ning jc  — ► jc0 dagi lim iti
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4

l

lim 5 (x ) = C

ga teng bo'ladi.
<Shartga ko'ra (14.11) funksional qator tekis vaqirlashuvchi. U holda 3- 

teoremaga asosan, Ve > 0 olinganda ham. shunday »„ e N topiladiki, barcha 
n > /i0, m> n lar va M  to'plamning barcha x nuqtalari uchun

( * ) + “ „(•*)■•- + “ . ( * ) !< £  (14 >V

tengsizlik bajariladi. (14.12) munosahatni etiborga olib, (14.13) tengsizlikda 
x —* x0 da limitga o 'tib  quyidagini topamiz:

|c.4l +c.t, + ... + c.|<«
Demak, Ve>Q  olinganda ham, shunday «0 e/V topiladiki, harcha «>/i„ 

m > n lar uchun

lC»4l+ C .*2+  + C .|S <
tengsizlik bajarilar ekan. Qator yaqinlashuvchiligining zaruriy va yetarli shartini 
ifodalovchi teoremaga muvofiq (qaralsin, I -qism, 2-bob. 3-§).

+ C , + .. + C M +
* = 1

qator yaqinlashuvchi bo'ladi. Demak,
tim C„ = C ,

bunda
c « ~ c \ + C , + ... + C,,

Endi x —> jc0 da (14.11) funksional qator yig'indisi ^ ( jr )  ning lim iti C ga 
teng, ya'ni

lim S{x) = C

bo'lishini ko'rsatamiz. Shu maqsadda ushbu
S {x )-C

ayirmani olib. uni quyidagicha yozamiz:
S (x ) -C  = [ $ ( * ) - {x)}+ [JM(x ) -C „ ]+ (C „  - C ]  (14.14)

bunda
S . ( * ) = " i M + « 2M +  + “ .W -

Teorcmaning shartiga ko'ra (14.11) funksional qator tekis yaqinlashuvchi. 

Demak. V f > 0  olinganda ham, *  ga ko'ra shunday nt € N  topiladiki, barcha 

n>n0 va M  to'plamning barcha x nuqtalari uchun

K(*)-sM|< (14 15)

tengsizlik bajariladi
(14.12) munosabatdan foydalanib quyidagini topamiz:

lim S „(x)=  / im k ( x ) + u j( x )  + . + a .(x ) ]= C l + C 2 + +C„ =C„

1(1

www.ziyouz.com kutubxonasi



 ̂ £
Demak, V f > 0  olinganda ham, -  ga ko'ra shunday 8 > 0 topiladiki. 

x — jc0| < ho'lganda

iS.W-C.|<^ (14 16)

tengsizlik hajariladi.
Yuqorida isbot ciilganiga ko'ra

hm C „ = C .

£
Demak, V e > 0  olinganda ham. — ga ko'ra shunday n0 e /V topiladiki, 

barcha n > n[ uchun

K -C \ < ~ 3 (14./7)

bo'ladi. Shuni ham aytish kerakki, agar n0 = max{n0, n'0} deb olinsa, unda barcha 
n > «„ uchun (14.15) va (14 17) tengsizliklar bir vaqtda bajariladi.

Natijada (14.14) munosabatlardan, (14.15), (14.16) va (14.17) tengsizliklarni 
etiborga olgan holda, quyidagini topamiz:

\s(x)-d\ < |S(*)- S.(x)I + |S„(x)-C„| + |C„ -C| <^  +1 <e .

Demak, V e > 0  olinganda ham, shunday <5 > 0 topiladiki, | x -x„ |<<$ uchun
(xe  M ) ►

|S (x ) -C |< *
tengsizlik bajariladi. Bu esa lim S (x)=  C ekanini hildiradi ►

m 0 *
Yuqoridagi lim it munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin: 

lim X w „(x )=  X  lim “ ,.(•*)

Bu esa 8-teoremaning shartlari hajarilganda cheksiz qatorlarda ham hadma- 
had limitga o'tish qoidasi o 'rin li bo'lishini ko'rsatadi.

/  Funksionat ketma-ketiihlarda hadma-had limitga a'tish. M  c  R to'p- 
lamda (/ .(x ) }

/ i M / t W  •./« (* )
funksional keima-ketlik berilgan bo'lib, uning lim it funksiyasi f (x )  bo'lsin. xa 
nuqladaesa M to'plamning lim it nuqtasi.

9-teorema. Agar x -*  x0 da { /„ (x ) j funksional ketma-kellikning har bir 
f„ (x ) (« = 1.2,...) hadi chekli

lim f n(x)=a„  (« = 1,2,3,...)

limitga ega bo'lib, bu ketma-ketlik M da tekis yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda
k } :

a ,.u ,. ,am.
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keima-kellik ham yaqinlashuvchi, uning a = lim an lim ili esa / ( j r )  ning jt -» x0

dagi limitga teng
lim f (x )~ a

bo'ladi
5*. Funksionat qatorlarni hadma-had integrallash. [a, ej segmentda yaqin- 

lashuvchi
u ,( jt)+ ii2(jc)+... + u„(jt) + ... 04 II )

funksional qator berilgan bo'lih, uningyig'indisi S(x) bo'lsin:

n =  1

tO-teorema. Agar 2 ]u „( jt)  qatorning har biri un(jt) hadi (n -  1,2, .) [a, «]
n *1

segmentda uzluksiz bo'lih, bu qator shu segmentda tekis yaqinlashuvchi bo'lsa, u 
holda qator hadlarining integrallaridan tuzilgan

4  9  4

|  u, (jt)cir + J u2(x)tix: + + j« „ (x)dx + ...
O 0 tf

A
qator ham yaqinlashuvchi bo'ladi, uning yig'indisi esa |5 (x ) t it  ga teng bo'ladi:

a

X j« „ (x ) t ic  = js ( jc ) i t .

*  Berilgan funksional qatorning har bir u„(jt) hadi (n = I,2, ) \a, sj da 
uzluksiz, demak, u„(x) (n = 1,2,...) funksiyalar [a, ej segmentda integrallanuvchi. 
Shartga ko'ra funksional qator [n, ej segmentda tekis yaqinlashuvchi. Unda 6- 
teoremaga ko'ra, funksiona! qatoming yig'indisi S(x) funksiya [a, «] da uzluksiz, 
demak. integrallanuvchi bo'ladi.

Avva lo(l4 .11) tunksiona! qator hadlarining integral laridan tuzilgan
 ̂ 4 4  4 4

X ju „(jt)cZ r = ju |( j t ) t i t  + ju 2( j ) A +  + ju „( jt) t ic +  .
o tf q

qatoming yaqinlashuvchi bo'Iishini ko'rsatamiz.
Shartga ko'ra (14.1!) funksiona! qator [a, e] da tekis yaqinlashuvchi. U

holda 3-teoremaga asosan, Vz > 0 alinganda ham, ——  ga ko'ra shunday
« — a

n0e N  topiladiki, n>n0, m>n  bo'lganda

fu „ . i ( r ) r « .0 (jt)+  ♦ « .( * )  < - i -
e -  a

bo'ladi. Bu tengsizlikdan foydalanib quyidagini topamiz:
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K . , ( * ) * + K t2( j c ) ^  + i"™ (*) ‘k

^ f k +iW + “ „ , 2W +  + " ,» (* )< *< — (« -« « )= *.
: f-a

(14.18)n

Demak. V £ > 0  olinganda ham, shunday n0 e iV  toplladiki, n > n 0, m>n 
bo'lganda (14 18) tetigsizlik o 'rin li bo’ ladi. 1-teoremaga asosan

£ j " „  {*)&

qator yaqinlashuvchi bo ladi. Odatdagidek berilgan funksional qatomirg qismiy 
yig'indisini Sn(x) deymiz. Funksional qatorning tekis yaqinlashuvchiligi

ta'rifidan, Ve > 0 olinganda ham, C ga ko’ ra shunday n0e N topiladiki.
e -  a

barcha « > n0 va [a, e] segmentning barcha x nuqtalar uchun

|S.(x) ,S(*)< —
e a

bo'ladi.
Aniq integral xossalaridan foydalanib quyidagini topamiz:

J S(*M * = J + J [5 t * ) -  ^„(jr)]tZx = J ut{x)ch +

+ J u2{x)dx + . + Ju„(x>*r + J [S(*) -  S ' (*)Jc/x.
Agar

}  [$ (*) -  (jt)J*cj ^  }  S (*) -  Sm (>r)Mx < {e~a)  = £

bo'lishini etiborga olsak. unda

} [ < > ( * ) -5 „ ( * ) J ir  =  0
«

bo'lib, natija
I I f 9Js(x)(£t = J U\{x)dx + {u 2{x)dx + ... + J un{x)dx +
« • • • 

ekanligi kelib chiqadi ►
Yuqoridagi munnsabatni quyidagicha ham yo2 ish mumkin:

}( £ "» (•*)]< & =  £ } "» ( * )< *
a v n - t  )  n -ia

Bu esa 10-teoremaning shartlari bajarilganda cheksiz qatorlarda ham hadma- 
had integrallash qoidasi o 'rin li bo Iishini kn'rsatadi.
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(". Funksional ketma-ketliklarni hinima-hiul inlegrallash. [a, oj segmentda
I f M

/iW/;W- /»W
funksianal kctma-ketlik berilgan bo'lib, uning lim it funksiyasi f (x )  bo'lsin.

Il-ieorema. Agar {/„(■>>)} funksional ketma-ketlikning har bir 
/ „ ( * )  (n = 1.2.3,. ) hadi [a. e\ scgmenlda uzluksiz bo'lib, bu funksional kelma- 
kctlik \a. «] dalekis yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda

\ ft(x)dx. \ f2(x)dx. .... J /„(x)c&
0 m 0

kctma-kctlik yaqinlashuvchi, uning lim iti esa j  f(x)dx  ga teng, ya'ni

lim \ f n(x)dx = J f(x)dx
m -•to * Jm m

bo'ladi.
Bu teoremadagi lim it munosabatni quyidagicha

lim ] f n(x)dx -  ]  lim f„(x)dx
*» ••  * m • mm m

ham yozish mumkin.
7*. Funksional qatorlarni hadma-had differensialtash. [a s] scgmentda 

yaqinlashuvchi
“ l( * )+ "2 (* )+  + “ „ ( * )  +

funksional qator berilgan bo'lib. uning yig 'indisi S ( jc) bo'lsin:

«i *i

I2-teorema. Agar V u „ ( i )  qatoming har bir hadi i/„(jr) (« = 1,2, ) [a, e]
n -= I

scgmentda uzluksiz u '(x ) (« = 1,2, ) hosilaga ega bo'lib, hu hosilalardan 
tuzilgan

I X ( x )  = a;(x)+u‘ (x)+  +« ; (» ) . . .
M = l

funksional qalor [n. a] da tekis yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda berilgan funksional 
qatoming S(x) yig'indisi shu [a. e] da S'(x) hosilaga ega va

S '(x)= f x ( x )
H = (

bo'ladi.
< Sharlga ko'ra

"l'(Jf)+«2(Jt)+  -  + < ( • * ) + -
fimksional qator [a. «] da tekis yaqinlashuvchi. Uning yig'indisini S (x) deylik: 

S (x)=  ^ (x )  funksiya 6-teoremaga asosan [a, e] da uzluksiz bo'ladi.
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Funksional qatorni hadma-had integrallash haqidagi 10-teoremadan 
foydalanib, ushbu

£ (* )= fl = !
qatomi [a, x] oraliq (a < x < e )  bo'yicha hadma-had integrallab quyidagini 
tnpamiz:

} s ( * V A =  £ } u ; ( x ) * £ k ( * ) - u » ] =
(14 19)

= ! ! “ » ( • * ) -  Z " . ( a )  3 • ? ( * ) - $ ( “ )

Modomiki, S(x) funksiya [a, «] oraliqda uzluksiz ekan, l-qism, 6-bob. 4-§
da keltirilgan tearemaga binoan

}s(jr)ric

funksiya difTerensiallanuvchi bo'lib, uning hosilasi
d
ck

}s (x > & = S(x)

bo'ladi.
Ikkinchi tomondan (14 19) tenglikka ko'ra

~ (s (x )~ S (a ))= S (x )
dx

ya 'm
S’(x) = S ( t)

bo'lishini topamiz. Demak, 5"(x)= ^ / ( x ) .►
n= I

Keyingi tenglikni quyidagicha ham yozish mumkin:
d_
dx i

a* !
Bu esa 12-teoremaning shartlari bajarilganda cheksiz qatorlarda ham hadma- 

had differensiallash qoidasi o 'rin li bo'lishini ko'rsatadi.
Funksional ketma-ketliklarni hadma-had differensialtash. [a. e] seg- 

mentda yaqinlashuvchi {/„ (■*))'
/ j ( x ) , /2(x )  J n(x \ -

funksional ketma-ketlik berilgan bo'lib, uning lim it funksiyasi f (x )  bo'lsin.
13-teorema. Agar { / , ( x ) j funksional ketma-ketlikning har bir hadi / „ ( x )  

(n = l.2. .) [a, e] segmentda uzluksiz /„ '(x ) (n = l.2, .) hosilaga ega bo'lib. bu 
hosilalardan tuzilgan

/ ’(4/2’(4 ./.'(4

i
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funksional ketma-ketlik [12. e] da tekis yaqinlashuvchi bo'lsa u holda f (x )  lim it 
funksiya shu [a. «] da / ' ( x) hosilaga ega bo'lib. {/'(>:)} ketma-ketlikning lim iti 
f '(x )  ga teng bo'ladi.

4-§. Darajali qaloriar
l". Darajali qatorlar. Abel teoremasi Biz avvalgi paragraflarda funksional 

qatorlarni o'rgandik. Funksional qatorlar orasida, ulaming xususiy holi bo'lgan 
ushbu

4

I

Y .anx “ = ao +H|Jr+a2Jt2 + + anx" + ... (14 20)
n- 0

yoki, umumiyroq,
«

7La. ( * - * 0T = a a + a i(x - O + a ^ - J o ) 2 +  + — jc0)" + (14.21)
n=Q

qatorlar (bunda r70.a,.a2, Jt0 o'zgarmas haqiqiy sonlar) matematikada va 
uning tadbiqlarida muhim rol o'ynaydi. Bu crda, ushbu bobning l-§ idagi qaralgan

X u „(x )  funksional qaiorda qatnashgan n„(x) sifatida
» 1

“„(x) = a„x" (yoki u „ ( x ) = a „ ( i - x 0)")
ya'ni x (yoki x - x 0) o'zgaruvchining darajalari qaralayapti. Shu sababli (14.20) 
va (14.21) qatorlar darajali qatorlar deb ataladi.

Agar (14.21) qatorda x - x a- t  deb olinsa, u holda bu qator / o zgaruvchiga 
nisbatan (14.20) qator ko'rinishiga keladi. Demak, (14.20) qatorlarni o'rganish 
kifoyadir.

(14.20) ifodadagi a0.a,,a2l , haqiqiy sonlar (14.20) darajali qatoming
koeffisicntlari deb ataladi.

Darajali qatorning tuzilishidan, darajali qatorlar bir-biridan faqat 
koeffisientlari bilangina farq qilishni ko'ramiz. Demak, darajali qator berilgan 
deganda uning koeffisientlari herilgan dcganini tushunamiz.

Masalan. ushbu
. x x  x  ,v
1+— + —  + ... + —  + ... (0/ = 11, 

I ' 2/ n!

y  x — 1 + jc+ jc + . . + x  +.,. 

qatorlar darajali qatorlar bo'ladi.
Darajali qatorning yaqinlashish sohasi (to'plami) strukturasini aniqlashda 

quyidagi Abel teoremasiga asoslaniladi.
14-teorema. (Abel teoremasi.) Agart

£ a „x *  = nc + a|jc + a2x 5 + . +a„x“ + ... (14 20)
11-O

darajali qator x ning x = x0 (x0 *  0) qiymatida yaqinlashuvchi bo'lsa. x ning

H < W  04-2V
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lengsizlikni qanoatlanliruvchi barcha qiymatlarida (14.20) darajali qator absolyut 
yaqinlashuvchi bo'ladi.

*  Shartga ko'ra
X
Z a«x0 = flo + f l |Xo+ 0 2Xo + ■ + ̂ IX’ + ...
n =0

qator (sonli qator) yaqinlashuvchi. U holda qator yaqinlashuvchiligining zaruriy 
shartiga asosan

hm auxo = 0 
• « *

bo'ladi. Demak. ju .** j ketma-kctlik chegaralangan, ya'ni Va e  V uchun

< M ( M e R)

tengsizlik hajariladi. Bu lengsizlikni ctihorgaolib quyidagini lopamiz:

Endi ushbu

< MX X

00

i J v " I=kl + M +k x'11+. ■ ■+\aKxn |+. (N.23)

qator bilan birga quyidagi

jr
•

X x r x
-  M + M - -  + M + +M

XM x»|
(14.24)

qatorni qaraylik. Bunda, birinchidan (14.24)qator yaqinlashuvchi (chunki bu qator
xgeometrik qator bo'lib, untng mahraji (14 22) ga ko'ra 1 dan kichik: < D ,

ikkinchidan (14.23) qatorning har hir hadi (14.24) qatorning mos hadidan katta 
emas. U holda l-qism, 2-bob, 3-§ da keltirilgan teoremaga ko'ra (14.23) qator 
yaqinlashuvchi bo'ladi. Demak, berilgan (14.20) darajali qator absolyut 
yaqinlashuvchi. ►

l-natija. Agar

'L aX  =aa + atx+a2x7 + . +aux“ +
n=0

darajali qator x ning x - x 0 qiymatida uzoqlashuvchi bo'lsa, x ning |jc| > |x„| 
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida uzoqlashuvchi bo'ladi 

■4 Berilgan (14.20) darajali qator jc0 nuqtada uzoqlashuvchi bo'lsin.
Unda bu qator jr ning Jx|>|jt„| tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida 

ham uzoqlashuvchi bo'ladi, chunki (14.20) qator x ning |x|> |x0| tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi biror x = x, qiymatida yaqinlashuvchi bo'ladigan ho'lsin, unda 
Abel tcoremasiga ko'ra bu qator x = x0 (]x0|< |x,|) nuqlada ham yaqinlashuvchi 
bo'lib qoladi. Bu esa (14.20) qatorning x = x0 da uzoqlashuvchi deyilishiga 
ziddir. ►

*

►
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2*. Darajati qatorning yaqintashish radiusi va yaqinlashish intervali. Rndi 
darajali qatorning yaqinlashish sohasi strukturasini aniqtaylik.

I S-teorema. Agar

X ,a„x '' =a0 +a,x + a2x2 +... + anx" + ... (14.20)
n - 0

darajali qator x ning ba zi (x *  0) qiymatlarida yaqinlashuvchi, ba'zi qiymatlarida 
uzoqlashuvchi bo'lsa. u holda shunday yagona r>  0 haqiqiy son topiladiki
(14.20) darajali qator x ning |jc| < r  tcngsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida 

absolyut yaqinlashuvchi, jjc|>z tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida esa 
uzoqlashuvchi bo’ ladi.

^Berilgan (14.20) darajali qator jt = jt0 * 0  da yaqinlashuvchi. x = jr, da 

uzoqlashuvchi bo'lsin. Ravshanki, |jra| < jjr,| bo'ladi. Unda 14-teorema hamda 1- 

natijaga muvofiq (14.20) darajali qator x ning j j r jcjxJ tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi qiymatlarida absolyut yaqinlashuvchi, x ning |jr|>|x,| 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida esa uzoqlashuvchi bo'ladi. Jumladan
(14.20) darajali qator a (a<|jc0|) nuqtada yaqinlashuvchi, fl(fi < |i,|)  nuqtada esa 
uzoqlashuvchi bo'ladi (51-chizma).

\
, \  \  /  / .

-a -a O a xo r x j  «

5 1 -chizma
Demak, (14.20) qator [a. «] segmentning chap chekkasida yaqinlashuvchi, 

o'ng chekkasida esa uzoqlashuvchi.

[a, e] segmentning o'rtasi nuqtani olib, bu nuqlada (14.20) qalorni

qaraylik. Agar (14.20) qator
a + e

a + e . a + e , , , . . . . 0 + 6
------ . 6 segmenlni,------- nuqtada uzoqlasnuvcni boMsa,

2 J 2 2

nuqtada yaqinlashuvchi bo'lsa, unda

segmentni

olib, uni [<a,, ] orqali bclgilaylik. Demak. (14.20) qator a, nuqtada
yaqinlashuvchi. e, nuqtada esa uzoqlashuvchi bo'lib, [a. e] segmentning uzunligi

*, a ,= ^ y a ga teng bo'ladi.

So'ng [a„ b , ]  segmentning o'rtasi
a, +e.

nuqtani o lib, bu nuqtada

(14.20) qatorni qaraymiz. Agar u - - — nuqtada yaqinlashuvchi bo'lsa, unda
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a, ♦ «.
segmentni, uzoqlashuvchi bo'lsa, a, + «, segmentni olib. uni

a2. « ,] orqali belgilaymiz. Demak, (14.20) qator a7 nuqtada yaqinlashuvchi, e2 

nuqtada esa uzoqlashuvchi bo'lib, [o2, « ,] segmentning uzunligi s, -a , 8a

teng bo'ladi. Shu jarayonni davom ettiraveramiz. Natijada ichma-ich joylashgan
[a,. « ,! [« :•  «2 !  . k .

segmentlar ketma-ketligi hosil bo'ladi. Bu scgmentlaming har birining chap 
chekkasida (o„ nuqtalarda) (14.20) qator yaqinlashuvchi, o'ng chekkasida esa (e„ 
nuqtalarda) uzoqlashuvchi, n —> oo da bu segmentlar uzunligi nolga intila boradi

( • .  - • p a - 0 ) .

Unda ichma-ich joylashgan segmentlarga prinsipiga ko'ra (qaralsin, l-qism, 
3-boh, 8-§) shunday yagona r soni topiladiki,

tim an = lim e„ = r 
• * « • -• «

bo'lih, bu r nuqta barcha segmentlarga tegishli bo'ladi.
Endi x o'zgaruvchining |jc] < r  tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy 

qiymatini qaraylik. Iiman= r  bo'lgani sababli, shunday natural n0 soni

topiladiki, |x |<a„(| <r  bo'ladi. a„ nuqtada (14.20) qator yaqinlashuvchi. Demak. 

14-teoremaga ko'ra x nuqtada bam (14.20) darajali qator yaqinlashuvchi bo'ladi.
jc o'zgaruvchining |x| > r tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy qiymatini 

qaraylik. lim en = r bo'lgani sababli, shunday natural n, soni topiladiki,

|jr|> fln| > r  bo'ladi. nuqtada (14.20) qator uzoqlashuvchi. Unda 1-natijaga 

ko'ra x da (14.20) qator uzoqlashuvchi bo'ladi.
Shunday qilib, shunday r  soni topiladiki (14.20) darajali qator x ning |x| < r  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida absolyut yaqinlashuvchi, |jc| >  r  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida esa uzoqlashuvchi bo'ladi. ►
9-ta'rif. Yuqoridagi 15-teoremada topilgan r soni (14.20) darajali qatorning 

yaqinlashish radiusi, ( - r .  / )  interva! esa (14.20) darajali qatoming yaqinlashish 
intervali deb ataladi

4-eslatma. 15-teorema x ning x = ±r qiymatlarida (14.20) darajali qaLoming 
yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo'Iishi to'g'risida xulnsa chiqarib bermaydi. 
Bu x = ±r nuqtalarda (14.20) darajali qator yaqinlashuvchi ham bo'lishi mumkin, 
uzoqlashuvchi ham bo'lishi mumkin.

Masalan,
I) Ushbu

darajali qator (geometrik qator) ning yaqinlashish radiusi r = l  yaqinlashish 
intervali ( -  I, + l) bc'lib , intervalning chekka nuqtalari r = ±I da uzoqlashuvchi:

«
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2)  Q u y id a g i

*

i

X  X 2 X* x"
! + — H— r + —r + ..,+ — 7  + ...

I2 2 ' 3J n2
qatoming yaqinlashish radiusi r - 1 ,  yaqinlashish intervali (-1 . + l ) .  r - ± l  da 
qator yaqinlashuvchi ho'lib. yaqinlashish sohasi (to'plami) [-1, + l ]  segmcntdan 
iborat:

3) Ushbu
r  r 3 v J v ' 1

- - - + ^ - - . . . + ( - , r ' — +...
1 2  3 n

darajali qatorning yaqinlashish radiusi r = I yaqinlashish intervali ( -  I, + l). Qator 
r = I da yaqinlashuvchi, r = - 1 da esa uzoqlashuvchidir, qatorning yaqinlashish 
sohasi ( - l.  + l| yarim inicrvaldan ibonat.

2-eslatma. Shunday darajali qatorlar ham borki, ular faqat x = 0  nuqtadagina
«

yaqinlashuvchi bo'ladi. Masalan. x" qator istalgan jrc *  0 nuqtada
n -0

u/'oqlashuvchidir Haqiqatdan ham. Dalamber alomaliga ko’ ra

tim
m-+*

(« + ! V C tim (n + l)x0 = oo

bo'ladi, Demak, £n>x" qator istalgan x *  0 da uzoqlashuvchi. Runday darajali
/1=0

qatorlarning yaqinlashish radiusini r = 0 dch olamiz.
Ayni vaqtda shunday darajali qatorlar ham borki, ular ixtiyoriy j c  e ( -  ° o . + o o )

da yaqinlashuvchi bo'ladi. Masalan, Y —  ni olaylik. Ru qator istalgan i „  

nuqtada yaqinlashuvchidir. t laqiqatdan ham, yana Dalamber alomatiga ko'ra

-0, ,  ,
](m + !)/ x‘c «-•» « + l 

bo'ladi. Demak, bu qator islalgan j c e ( - a o , + o o )  da yaqinlashuvchi. Runday 
darajali qatoriaming yaqinlashlsh radiusi r  = + o o  deh olinadi.

3‘. Koshi-Adamar teoremasL Yuqorida ko'rdikki, darajali qatorlarning 
yaqinlashish sohasi sodda strukturaga ega bo'lar ckan: yoki interval yoki yarim 
inlerval. yoki segment. llamma hollarda ham bu soha yaqinlashish radiusi r  
orqali ifodalanadi.

Ma'lum ki, harqanday darajali qaior

]Ta„ jc" =a0 +alx + a2x1 + ... + allx" + ...
«=o

o'zining koeffisientlari kctma-ketligi ja „) bilan aniqlanadi. Rinobarin, uning 
yaqinlashish radiusi ham shu koeffisentlar ketma-kctligi orqali qandaydir topilishi 
kerak.

(14 .20) darajali qator koeffisientlari yordamida f( /|a „!j:
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kl- k|. Jkl- ■■■. Vki - ( N 2 5 >
sonlar kelma kelliligi tuzamiz. Ma’ lumki, har qanday sonlar keima-ketligini 
yuqori lim iti mavjud (qaralsin. l-qism, 3 bob, 2-tj). Derrak. (14.25) ketma-ketlik 
ham yuqori limitgaega. Uni e bilan belgitaylik:

e = lim ;/jaJ (0 ‘i  <i £ +oc).

16-tMrema (Koshi-Adamar leoremasi). Eierilgan x" darajali qatorning 

yaqinlasbish radiusi

r = - - — - K —  (14.26)
e limiHaJ 

• '
bo'ladi.

((14.26) formulada s = 0 bo'lganda ; =+oo, « = +oo bo'lgandaesa r  = 0 deh 
olinadi).

^ (14.26) formulaning to 'g 'rilig in i ko'rsatishda quyidagi
1) e = +® (/ = 0);
2) e = 0 (r = +oo);

3) 0 < e < +ao I r  = -
l  S

hotlarni aiohida-aiohida qaraymiz.
I) o = oo bo'lsin Bu holda "|]an| ketma-kctlik chegaralanmagandir Ixtiyoriy 

x0(x0 *Cl) nuqtani olib, bu nuqtada (14.20) darajali qatnming uzoqlashuvchi 
ekanini ko'rsatamiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni shu xB nuqtada (14.20) W
darajali qatoryaqinlashuvchi bo'lsin.

Demak, Y.a«xo dalor (sonli qator) yaqinlashuvchi. Unda qator yaqinlashuvchi-
fl =fl

ligining zaruriy shartiga asosan
Umanxl =0

bo'ladi. Demak, j<3nr0 J ketma-ketlik chegaralangan, ya'ni shunday o'zgarmas M 
son mavjudki (uni I dan katta qilib olish mumkin), Vn p N uchun

( M > 1 )

tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlikdan

y / k i ' W * ^  <M
ya'ni

"l M.
" “ Uoi
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bo'lishi kelih chiqadi. Shunday qilib kelma-ketlik chegaralangan bo'lib

qoldi. Natija ziddiyatlik yuzaga keldi. Ziddiyatlikning kelib chiqishiga sabab 
jt0 * 0  nuqlada (14.20) qatorning yaqinlashuvchi bo'lsin deb olinishidir. Demak,
(14.20) darajali qator ixtiyoriy x0 (x0 *  0) nuqtada uzoqlashuvchi.

2) e = 0 bo lsin. Bu holda ixtiyoriy xo (jro * 0 )  nuqtada (14.20) darajali 

qatoming yaqinlashuvchi bo lishini ko rsatamiz. Modomiki, ketma-

ketlikning yuqori lim iti nolga teng ekan bundan uning lim ili ham mavjud va nolga 
tengligi kelib chiqadi. Ta'rifga asosan V f > 0  son olinganda ham. jumladan 

_ l  
2|.x

£ = ——: ga ko'ra shunday n0 6 N topiladiki. barcha n > na uchun

* £ j j  < T —;
2M

bo'ladi. Keyingi tengsizlikdan esa

2 '
bo'lishi kelib chiqadi. 

Ravshanki.

I -

qator yaqinlashuvchi. l  aqqoslash teoremasiga ko'ra (qaralsin, 1-qism, 2-bob, 3-§).

i\°x\
n-0

qator ham yaqinlashuvchi bo'ladi. Demak.

n -0
qator absolyut yaqinlashuvchi.

3) 0<«< +oo  bo lsin. Bu holda (14.20) darajali qator ixtiyoriy x0 (ix0| < - |
k « /

nuqtada yaqinlashuvchi, ixtiyoriy x, | j x | j > - |  nuqtada uzoqlashuvchi bo'lishini 

koTsatamiz.

Ixq ! <  — bo'lsin. U  holda shunday < J > 0  sonni topish mumkinki, |jcd| =  —- — 
e e + <5

bo'ladi. Endi <5, ( O ^ J ^ r f )  sonni olaylik. Bu <5, > 0 songa ko'ra shunday 
(1, 6 /1/ topiladiki, barcha n > nc uchun (yuqori limitning xossasiga ko'ra, l-qism,

3-bob, 2-§) ^ /ju J< «  + <5, ya'ni |a„|< (fl + ̂ , ) ' bo'ladi. Demak, barcha n > na 
uchun
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I- 1_ f  l_ * l - < -  + v vr o b v - , ,  (a + ̂ - U  + J ;« ( i± 4 T (14.27,)

bo’ lishi kelib chiqadi, bunda
e + <5, _ (g + S )- (S ~ d , )_ 6 -5 ,  g 
6+5 e+S e+5

Fndi ushhu

Zk^ol=k l+k*ol+k ^ j+ +k*o!+- ■
qaior bilan quvidagi

v-^+^iV . ( e+*A (•+&iV ( e + &i V
- 'n T ^ J n r ^ J  * * It ^ J

(14.28)

(1 4  29)

qatomi solishtiraylik. Bunda, birinchidan, (14.29) qator yaqinlashuvchi (chunki bu 
■ s +  5

qator geometrik qator bo'lib, uning mahraji 0 < -------- < l )  ikkinchidan, n ning
6 + 5

biror qiymatidan boshlab (« > n 0) (14.27) munosabatga ko'ra (14.28) qatorning 
har hir hadi (14.29) qatorning mos hadidan katta cmas. Unda qatorlar nazariyasida 
keltirilgan taqqoslash teoremasiga 1-qism, 3-bob, 2-§) ko'ra (14.28) qator 
yaqinlashuvchi bo'ladi.

U,|> -bo 'ls in . Unda shunday (5’ > 0  sonnitopish mumkinki,
' ' 8

e -6
bo'Iadi. Endi 6,’ (0 < <!>,' < 5') sonni olaylik. Yuqori lim itning xossasiga asosan ( I-  

qism. 3-bob, 2-§) ^ ja #| j ketma-ketlikning ushbu

( / k l  > e -5 ;,  ya'ni k | >  (e - 5 (f
tengsizlikni qanoatlantiradigan hadlarining soni cheksiz ko’ p bo'ladi. Dcmak, bu
holda

k j "l=k
i _ ( w ; y (14.30)

(e - f fy  \ e -5 ')
bo'lib, bunda

« z £ (e -6 ')+ (6 '-S ,
a -5 ‘ e -S ' e -5 *

bo'ladi.
Yuqoridagi (14.30) munosabatdan da {anJt"} ketma-ketlikning lim iti

nolga teng emasligini topamiz. Demak.
«

n- 0

qator uzoqlashuvchi (qator yaqinlashuvchiligining zaruriy sharti bajarilmaydi).
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Shunday qilib, har bir xc ^|x0j < - j  nuqtada (14.20) darajali qator yaqinla- 

f \ V
shuvchi. har bir jr, ^jjt,! > J nuqtada esa shu darajali qator uzoqlashuvchi bo'lar

ekan.
I

Darajali qatorning yaqinlashish radiusi ta 'rifin i etiborga olib. -- berilgan
a

darajali qatorning yaqinlashish radiusi ekanini topamiz. ►
14.10-misol. Ushbu

rc" x x ' x"

n~ 2*" 2 2“  2J"
darajali qalorni yaqinlashish sohasi topilsin.

< Bu darajali qatoming yaqinlashish radiusini (14.26) formulaga ko'ra 
topamiz:

Jn
1 I

/ im J ~  
* * * |  2'1'

/10,2" = I .
• ( f

Demak, berilgan darajali qatorning yaqinlashish radiusi r=  I yaqinlashish 
intervali esa (-1, + l )  dan iborat. Bu darajali qator yaqinlashish intervalining 
chekkalarida mos ravishda quyidagi

y  (~}Y H  
2r" ' h iT 4"

sonli qatorlarga aylanih, ulami Leybnis teoremasi hamda Raabe alomatidan 
foydalanib yaqinlashuvchi ekanligini isbotlash qiyin emas.

Demak, berilgan darajali qatoming yaqinlashish sohasi [-1 . l]  segmentdan 
iborat. ►

14.11-misol. Ushbu
x x 1 x"

I + - - ~  + ----- r  + ... + -.------ r-----+...
2 5 3 51 (w+1)-5"

darajali qatoming yaqinlanish sohasi topilsin.
4Ru qatorga Dalamher alomati (1-qism, 3-bob. 4-§) ni qo llab quyidagini 

topamiz:

d = -----r ---- = lim\ 5 W Hm O l l - = W .

Demak. -̂  < I ya'ni |x|<5 bo'lganda qator yaqinlashuvchi, ! y > l  ya'ni 

|x| > 5 bo'lganda qator uzoqlashuvchi.
Shunday qilib. berilgan darajali qatoming yaqinlashish radiusi r  = 5, 

yaqinlashish intcrvali esa ( 5. + 5) bo'ladi.
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Vaqirlashish intervali (-5 . +5) ning chekkalarida darajali qalor mos 
ravishda

I ( i r
n. 1 1I + -  + -  +

2 3
+ — +

n
snnli qatorlarga aylanib, bu qaloriarning birinchisi yaqinlashuvchi, ikkinchisi esa 
uzoqlashuvchidir. Dcmak, bcrilgan darajali qatoming yaqinlashish sohasi 
[ -  5, + 5) yarim intervaldan iborat ekan. ►

S-§. Darajali qatorlarning xossalari
Biror

*
]T fl„x " = an +n,x + a3x5 +... + aHx'‘ + ... (14 20)

darajali qator bcrilgan bo'lsin.

17-teorema. Agar £ anx" darajali qatorning yaqinlashish radiusi r (r > 0)
fl-0

bo'lsa, u holda bu qator [ c, c] ( 0 < c < r )  scgmentda tekis yaqinlashuvchi 
bo'ladi

+ Shartga ko'ra, r (14 20) darajali qatnming yaqinlashish radiusi. Demak, 
berilgan qator ( -  r, r )  intervalda yaqinlashuvchi. Jumladan, c < r  bo lganligidan
(14.20) darajali qator c nuqlada ham yaqinlashuvchi (absolyut yaqinlashuvchi) 
bo'ladi. Demak,

j j la „ |c "= |u 0| + |a,|c + |flj|c2+ ..+|o„|c” +... (14 3!)
« = 0

qator yaqinlashuvchi.
Vx e [ -  c, c} uchun har doim |a„x"j < |<J„lc” bo'ladi. Natijada, ushbu 

= |o0| + ju,x| + |a ,x2| +.. + |u„ jc"| + ...
n-0

qatoming har bir hadi (14.31) qatoming mos hadidan katta emasligini topamiz. U
M

holda Veyershtrass alomaliga ko'ra £ u „ x ” darajali qator [-c , c j segmentda

tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. ►
«•

JS-teorema. Agar darajali qatoming yaqinlashish radiusi r > 0
n=0

m
bo'lsa, u holda bu qatorning S (x)= £ o „ x ” yig 'indisi ( - r ,  r)  oraliqda uzluksiz

i.=0
funksiya bo'ladi.

•4(14.20) darajali qatoming yaqinlashish intcrvali ( - r .  r )  dan ixtiyoriy x0 
(x0 e ( - r  r)) nuqtani olamiz. Ravshanki, |jc0| < r  bo'ladi. Ushbu |x0j < c < r

►

V
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tcngsizliklarni qanoatlantiruvchi c sonni olaylik. (14.20) darajali qator yuqorida 
keltirilgan 17-teoremaga ko'ra [ - c .  c] segmentda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. 
Unda ushbu bobning 3-§ idagi 6-teoremaga asosan, berilgan (14.20) darajali 
qatoming yig 'indisi 5 {j ) funksiya [-c ,  c] da, va demak, x0 nuqtada uzluksiz 
bo'ladi. Demak, (14.20) qatoming yig indisi S(x) funksiya ( - r ,  r) intervalda 
uzluksizdir. ►

19-teorema. Agar darajali qatoming yaqinlashish radiusi r (/■>0)
lt=0

bo'lsa, bu qatomi [a, c] ([<a, e ]c ( - r ,  r)) oraliqda hadma-had integrallash niumkin. 
4Shunday c (0 < c  < r) topa olamizki, [a. e ] c [ - c ,  c ] c ( - r ,  r) bo'ladi. 
Berilgan darajali qator [ - c .  c] da tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. Demak. 

[a, «] da (14.20) darajali qator tekis yaqinlashuvchi. Unda (14.20) qatoming 
yig'indisi

S(x)~ Y.amx’ =a0 + a ;X  + a2x2 + + a ni ” + ...
n=0

uzluksizlik bo'lib, ushbu bobning 5-§ da keltirilgan teoremaga ko'ra bu qatorni 
hadma-had integrallash mumkin: f̂l + l " *o -  a

|  S(x)dx = \Yo„x“dx = ]Ta J  x"dx =
a  < ,« =  I fl = 0 a  fl*0  t l + \

Xususan. a = 0, e = x (]jc| < r) bo'lganda

[ S ( x ) d x = y - ^ - x n* ' =a0x + ̂ x 2+ + ^ x "  +
o «= + 1 2 n

bo'ladi. Uu qatoming yaqinlashish radiusi ham r ga teng. Haqiqatdan ham, 
Koshi-Adamar teoremasidan foydalanib quyidagini topamiz:

lim = lim = lim i[laH\ ■ lim -  * -  lim d\a„\ = r
• - • • \ j|n  + 1 " - • *Vn + l "-»* "-►“ Vn + I

20-teorema. Y.a» x" darajali qatorning yaqinlashish radiusi r bo'lsa,
» = 0

( - r ,  r )  da bu qatomi hadma-had differensiallash mumkin.
<Avvalo berilgan (14.20) darajali qator hadlarining hosilalaridan tuzilgan 

ushbu

^n a ^ jc ""1 = at + 2a2x + 3a3Jt2 + .. + «a(jjr” ’ +... (14.32)
/i-O

qatoming |jc0| < r tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy nuqtada yaqinlashuvchi 
bo lishini ko'rsatamiz. Quyidagi |jc0| < c < r  tengsizliklami qanoatlantiruvchi c

sonni olaylik Unda -|< 0| - q < I bo'lib.
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bo'ladi. Ravshanki. ^Jnq’  1 qalor yaqinlashuvchi (uni Dalamber
o-l

alomatiga ko'ra ko'rsatish qiyin emas). Unda
lim nq" 1 = 0
m •«

ho'ladi. Demak, n ning hiror, n0 qiymatidan boshlah. ( n> n 0 uchun) nq"~1 <c  
bo'lib, natijada Vn > n0 uchun ushbu

I'W A ' 04 33)
tengsizlikka kelamiz.

r
c e ( - r .  r )  bo'lganligi sababli £ anc" qator absolyut yaqinlashuvchi. IJnda

n-0
(14.33) munosabatni hisobga olib, Veycrshtrass alomatidan foydalanih,

»
£na„x“~' qatorning ( -  r, r) da yaqinlashuvchi bo'lishini topamiz. Demak. bu
>.-o

qator [— c, c] da tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.
Shunday qilib, bcrilgan (14.20) darajali qator hadlarining hosilalaridan 

tu/ilgan (14.32) qator tekis yaqinlashuvchi. U holda ushbu bobning 6-<j da 
keltirilgan 12-teoremaga ko'ra

±«. x*y= *
y„= o  )  i>-o »=o *

bo'ladi. ►
Shuni ham aytish kerakki, (14.20) va (14.32) qatorlaming yaqinlashish 

radiuslari hir x il bo'ladi. Haqiqatdan ham Koshi-Adamar tcoremasidan foydalanih ^
quyidagini tnpamiz:

lim  = lim i^fn ;J la ,|)  = lim ifn  lim  d\aj .
’  /)—•(£ fl -»« '

Demak,
iim "ln\aj = lim ij/Ta.

2-natija. Agar (14.20) darajali qatoming yaqinlashish radiusi r  bo'lsa. bu 
qatomi ( - r .  r )  da istalgan marta diffcrensiallash mumkin.

Shunday qilib, yaqinlashish radiusi r > 0  bo'lgan ^Ja^x" darajali qatorni
»=o

hadma-had integrallash va hadma-had (islalgan marta) differensiallash mumkin va 
hosil bo'lgan darajali qatorlaming yaqinlashish radiusi ham r  ga teng bo'ladi.

10-ta’rif. Agar f ( x )  funksiya ( - r ,  r )  da yaqinlashuvchi darajali qatoming 
yig'indisi bo'lsa, / ( x )  funksiya ( - r ,  r )  daanalitik dehataladi.

21-teorema. Ikkita

£ a (Jx" = a0 +fl|X + o2x 2 + . + anx" + . (14.20)
0

va
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( 1 4  3 4 )£ e„x“ = «0 + «,j: + e3Jt5 +. + 8, 1 " +...
«-0

darajali qatorlar berilgan bo'lib. (14.20) darajali qaloming yaqinlashish radiusi 
r, > 0  yig'indisi esa S,(jc), (14.34) darajali qatorning yaqinlashish radiusi r2 > 0 
yig'indisi S2(jc) boMsin.

Agar V i  G ( -  r. r) (r = m rn ^ .^ ))  da
S,(i )= S 2(i ) (14.35)

bo'lsa, u holda Vn g  N uchun
a. = fi,

ya'ni (14.20) va (14.32) darajali qalorlar bir x il boMadi.
< Ravshanki. (14.20) va (14.32) darajali qatorlar ( - r ,  r )  da yaqinlashuvchi 

va ularning yig 'indilari S ,( i)  va S2( i )  funksiyalar shu intervalda uzluksiz 
bo'ladi. Demak,

//m S .fx)=  S.(0), //mS2(x) = S,(0).
i -iO x-»0

Yuqoridagi (14.35) shartga ko’ ra S,(o) = 52(0) bo'ladi. Qundan esa a0 = a„ 
ekanligi kelih chiqadi. Binoharin, V x € ( - r ,  r )  uchun

Y,a„x“ = | > „ x "
M — I #“ l

Agar x *  0 dcsak. bu tenglikdan barcha x g ( -  r 0 )u  (0. r )  uchun

!> .* '■  = t« . * * 1
« = I n = J

ga ega bo'lamiz. Bu darajali qatorlaming har biri ham ( r, r )  da yaqinlashuvchi 
bo'ladi va demak, ularning yig 'indilari shu intervalda uzluksiz funksiya bo'ladi. 
Shu xususiyatdan foydalansak, x —* 0 da

lim yanJr” ’ 1 = f l , , lim y « Bx ,'“ l = e,

ho lishini va dcmak, o, = o, ekanini topamiz. Bu jarayonni davom ettira borib, 
barcha ne N uchun n„ = «„ ho'lishi topiladi. Demak, (14.20) va (14.34) darajali 
qatorlar bir x il. ►

( - r .  r )  (r > 0) oraliqda / ( x )  funksiya herilgan va uzluksiz bo'lsin. 
Yuqoridagi teorema, / ( x )  ni darajali qator yig'indisi sifatida ifodalay olinsa, 
hunday ifodalash yagona bo'lishini bildiradi.

6-§. Teylor qatori 
Riz yuqorida. har qanday darajali 

*
Y a. x" = ae + a,x + a2 x1 +... + a„x” +...
M=fl

qator o'zining yaqinlashish intervali ( - r ,  r) dauzluksiz ,*>(x) funksiyani (darajali 
qator yig 'indisin i) ifodalab, hu funksiya shu oraliqda istalgan tartibdagi hosilaga 
ega bo'lishini ko'rdik.
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Endi biror oraliqda istalgan tartihdagi hosilaga ega bo'lgan funksiyani 
darajali qatorga yoyish masalasini qaraymiz.

t'unksiyalarni Teylnr qaloriga yayish. f (x )  funksiya x -  jr0 nuqtaning
biror

(•*(!) = {* G R jc0 S <  x  <  x0 + 5 }  (S >  0) 
atrofida berilgan bo'lib, shu atrofda funksiya istalgan tartibdagi hosilaga ega 
bo'lsin. Ravshanki, bu funksiyaning 1-qism. 6-bob, 7-§ da batafsil o'rganilgan 
Teylor fomiulasi

♦ ♦ ^ ^ - , (« «„r ♦ r ( oI! 2! n!
ni yozish mumkin, bunda /n(jr) qoldiq had.

Rerilgan / ( x )  funksiyaning jr0 nuqtada istalgan tartibdagi hosilaga ega 
bo'iishi Teylor formulasidagi hadlaming sonini har qancha katta olish imkonini 
beradi. Binobarin, tabiiy ravishda ushbu

fUJ ^ , ( « - « r ) * ^ - , ( » ♦ ^ - V (N . 36)
I! 2! n!

qator yuzaga keladi. Bu maxsus darajali qator bo'lib. uning koeffisientlari / ( x )  
funksiya va uning hosilalarining x0 nuqtadagi qiymatlari orqali ifodalanadi. 

Odatda (14.36) darajali qator f {x )  funksiyaning Teylor qatori deb ataladi. 
Xususan, jt0 = 0 da quyidagicha bo'ladi:

/ ( o k A ) , , / ® , . .  ..... , u . „ ,

Darajali qatorlar deb nomlangan 8-§ ning boshlanishida £<z„Jt"
/1 =  0

ko'rinishdagi darajali qatorlami o'rganishni kelishib oiingan edi. Shuni etiborga 
olib, f (x )  funksiyaning (14.37) ko'rinishdagi Teylor qatorini o'rganamiz.

Yana bir bor ta'kidlaymizki, (14.36) qator f (x )  funksiya bilan o'zining 
koeffisientlari orqali bag'langan bo'lib, bu (14.36) qator yaqinlashuvchi 
bo'ladimi, yaqinlashuvchi bo'lgan holda uning yig 'indisi f (x )  ga teng bo'ladimi, 
bundan qat'iy nazar, uni f (x )  funksiyaning Teylor qatori deb atadik.

Tabiiy ravishda quyidagi savol tug'iladi: qachon biror t / ,(0 )  oraliqda 
berilgan, istalgan tartibdagi hosilaga ega bo'lgan f (x )  funksiyaning Teylorqatori

/*%) .
L, * /(0 ) I! 2! / V'(0).

/1! I! 2! n*
shu oraliqda xuddi shu f (x )  ga yaqinlashadi.

22-teorema. f (x )  funksiya biror (-/■, r)  (r > 0) oraliqda istalgan tartibdagi 
hosilaga ega bo'lib, uning x = 0 nuqtadagi Teylor qatori

/(!))♦ / ' ( 0 ) ^ / 1 ° ) , ^
1! 2!

, / tol(o)t .
n\

bo'lsin.

»

►
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A

i

Bu qator ( -  r , r) oraliqda f {x )  ga yaqinlashishi uchun f {x )  funksiya Teylor
formulasi

38)

ning qoldiq hadi barcha j r e ( - r ,  r) da nolga intilishi | /m?i rn(jr) = o| zarur va 

yetarli.
■AZarurligL Avvalo (14.37) qatoming koeffisientlari bilan (14.38) Teylor 

formulasidagi koeffisientlaming bir xil ekanligini ta'kidlaymiz.
(14.37) qator yaqinlashuvchi bo'lib, uning yig'indisi / ( jr) ga tcng bo'lsin. U 

holda bu qatoming qismiy yig'indisi

I! 2!
uchun

//m .fn( j ) = / ( j r )  (Vjt e ( -  r, r))

bo ladi. Undan esa (Vz e ( -  r. r)) uchun
/rm l/( j ; ) -5 „ (x ) ]=  lim r„{j( )= 0

bo'lishi kelib chiqadi.
Yeiariiiigi. Vxe(-/,> r) da limrn{jc) = 0 bo'lsin. U holda quyidagicha

« -*■ *

/ i > n l / ( j r ) —S,,(jt)J = 0 bo'lib, undancsa

iim -^ (j )=  / ( j )
• *r

bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa (14.37) qator (-«-, r) da yaqinlashuvchi ho'lih, 
uning yig'indisi f { x ) ga teng bo'lishini, ya'ni

---' * • ^  I  ♦I! 2! / * “ (0)t . , 
n\ *

ekanligini bildiradi. ►
Odatda keyingi munosabat o 'rin li bo'lsa, f {x )  funksiya Teylor qatoriga 

yoyilgan deb ataladi.
23-teorema. Agar f { x )  funksiya ( -  r, r) oraliqda ( r> 0 )  darajali qatorga 

yoyilgan ba'lsa:
f { x )=  a0 + a,x + a2JrJ + ... + a„x" +... (14 39)

bu qatar f { x )  funksiyaning Teylor qatori bo'ladi.
-4 20-teorema va uning natijasiga ko'ra (14.39) darajali qalor ( -  r, r) 

oraliqda istalgan marta (hadma-had) differensiallanuvchi boTib,
/ '(j )= I  a, + 2 a2x + i  ajX1 +. +narlx n l + .
/ ’ (jc) = I  2 a2 +2 3 a}x + ... + n{n-l)a„x" 1 +...

/ " ( Jt)= 12  3 + n{n -  l)(« -  2)anx" ' + ..
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/<•>(*)= 1-2-3 . . ( n - l K  +
bo'ladi. Keyingi tengliklarda x = 0 deh quyidagilami topamiz:

a -  rfnl „ r <°> „ /*(°> „ _ / »  „ _ / w(o)a0 - / [ 0 ) , a. - , a ,  2 ! 3! - - - - “  ■

Natijada (14.39) qatorning ko'rinishi quyidagicha bo'ladi:

I! 2! n!
Quyida funksiyaning Teylor qatoriga yoyilishining yetarli shartini 

ifodalovchi teoremani keltiramiz.
24-teorema. f (x )  funksiya biror ( -  r, r )  oraliqda istalgan tartibdagi hosilaga 

ega bo'lsin. Agar shunday M > 0 soni mavjud bo'lsaki, barcha V jtG ( - r ,  r )  
hamda barcha n - 0 ,  1. 2, ... uchun

| / (,)( ^ < W  ( / (? )> - /(x ) )

tengsizlik bajarilsa, u holda ( - r ,  r )  oraliqda / ( * )  funksiya Teylor qatoriga 
yoyiladi, ya'ni

/ ( * ) = £  ,■ = /(o ) + / ® ) ,  + /1 ? ) +
t J ir! I! 21

bo'ladi.
■4 / ( x )  funksiya uchun Teylor formulasi

1! 2! n!
ni yozib. uning Langraj ko'rinishidagi qoldiq hadi

(»* i)
ni olaylik. U holda

bo'ladi. Agar

'.(* ) - / W(ft)T...
(- + 1) (n + l |

lim

bo lishini etiborga olsak, u holda
limrn(x)=Q  ( x e ( - r ,  r))

ekanligini aniqlaymiz. Bu esa (14.39) munosabatning o 'rin li bo lishini bildiradi. ► 
2". Elementar funksiyalarning Teylor qatorlari
I) / ( x )  = e’ funksiyaning Teylor qatori. Ma'lumki. / ( x )  = e‘ funksiyaning 

(ixtiyoriy chekli [-u , a] (a > 0) oraliqdagi) Teylor formulasi
. . x x x" / >« = !  + -  + — + ... + — + r„(x)

1! 2' n\
bo'lib. uning qoldiq hadi esa Langranj ko'rinishida quyidagicha bo'ladi:
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(qarang, 1-qism, 6-bob. 7-§). Har bir j r e f - a .  n] ( f l> 0 )  da e* < e ’ bo lishini 
etiborga olsak. unda

(-♦ i)
ckanligi kelib chiqadi va h  -» m  da u nolga intiladi. Oemak, ixtiyoriy chekli x da

, V i ’  , r  r  x"
h  n\ 1! 21 n!

bo'ladi.
2) f (x )=  sinx funksiyaning Teylor qatori M alum ki, f (x )=  sinx

funksiyaning (ixtiyoriy chekli [-a . a) (a > 0) oraliqdagi) Teylor formulasi

sin *  = x -  — + — + ... + ( -  l)" -.------ t + »,.(»)
3! 5! '  ' (2 n - l) lnK ’

bo'ladi. Bu formula qoldiq hadining Lagranj ko'rinishidan foydalanib, (qaralsin.
I-qism, 6-bob, 7-§) Vjc e [-a . a ]  (a > 0) uchun

bo lishini topamiz. Undan
(2/.+ I)

limr2n(x) = 0

bo lishi kelib chiqadi. Demak, Vjc uchun
‘ - « ■ '  _.' _»  ~ im ^' 

Sin X  =  Y  ( -  J)" j - -------- r  - X ------- + - + . . + ( -  l ) “ ' j -----------r
“  (2 /1 - ])  3! 5' '  '  (2/1 1)

bo'ladi.
V  f (x )  = cosx funksiyaning Teylor qatori Bu funksiyaning Teylor formu-

lasi
»2 «'■ «’“

t = 1 —  + —  + .. + (— 1)" -r— v + r, (» )
2! 4! V ' (2/i)

qoldiq hadining Lagranj ko'rinishidan foydalanib (qaralsin, l-qism. 6-bob, 7-§) 
Vx e [ -  a. a] (a > 0) uchun

(2/1 + 2)
bo'lishini topamiz. Undan

i i m r i A *) = o■ -*•

bo'lishi kelib chiqadi. Demak. Vjc uchun

cosx =  Z ( - |)’ / 7 V ' | - “ r +  7 7 +  + ( - 0 ' £  s +H  (2n) 2! 4! (2n)

4) f (x )  = tn(\ + jc)  funksiyaning Teylor qatori. Ma'lumki, bu funksiyaning 
Teylor formulasi quyidagicha bo'ladi:

ln(l + jt) = jt —- — + '  - — + ., + ( - ! ) '
2 3 4 '  '

i-i «
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Bu formulada x e [f l l ]  da rH(x) qoldiq hadni Lagranj ko'rinishida 
quyidagicha yozib

r „ ( x | r — . (0<<?< l )
* ' '  ( ^ i K u A r '

uning uchun

(14.40)n + i
bo'lishini, x e [-a .  f lj ( 0 < u < l )  bo'lganda csa /■„(*■) qoldiq hadni Koshi 
ko rinishida quyidagicha yozib

uning uchun

J -  a
( N  4h

/ « ( i + ^ = z ( - i r - = ^ - ^ + T + - +- 2 3 n

bo'lishini ko'rgan edik (l-qism , 6-bob, 7-§).
(14.40) va (14.41) munosabatlardan lim /•„(*)= 0 bo'lishini topamiz. Demak,

V x e (-1 , l ]  da
_ * •  ’ 1 * 

n
bo'ladi.

SHuni ta'kidlash lozimki, ln(l + x) funksiya ( - ! .+ < » )  oraliqda berilgan 
bo'lsa ham bu funksiyaning Teylor qatori ( -  I, + l]  yarim intervaldao rinlidir.

5) / ( + )=  (l + x)“ /unksiyaning Teylor qatori. Bu funksiyaning Teylor 
formulasi

/, w , a a(a 1) , a (a - 1)... (a -  »i + 1) . , ,
(1+x) = l  + - x - - 5 ------ ' x ‘ +... + — ---- — J------------ 'x +r(x)

I! 21 «i
bo'lib (qaralsin l-qism, 6-bob, 7-§), uning qoldiq hadi Koshi ko'rinishida 
quyidagicha bo'ladi:

r .(j)=  --a " ^  - f e ^ ( l + f e y  ' ’ ( l - « ) ■ * - ' ,  (O < 0 < 1 ).

Uni ushbu

r -..?>■ -|(a l) (" ' W « , r | 'IJ.Y
ko'rinishida yozib olamiz.

Aytaylik -  l < x < I bo'lsin. Unda birinchidan,

lim — (a -  l)(a -  2)... [(a -  l ) -  (n -• l)]x" -  0 ,
•— «!

chunki bu yaqinlashuvchi
, ^ a (a  0 ( o j o l ) , .  

ki rt

k
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qatorning umumiy hadi (bu qatorning yaqinlashuvchiligi Dalamber alomatiga 
ko'ra ko’ rsatiladi), ikkinchidan. I a x | ( l 1 < ax(l + & ) “ '<  ]ax|(l+|ii)” va

I I z lnihoyat. uchinchidan
' |l + flr

kelib chiqadi. Demak, jx| < 1 da

1 -0
l + fit

:1 bo lganligidar lim rn(x )=  0 bo'lishi

0 +
vi , a a ( o - l )  , a ( o - l )  ( o - «  + l) , 

x ) = l + - x + - ! -------'- x  ♦ ♦ —------- -— 1----------- - x  +.
I!

bo'ladi.

Mashqlar
14.12. Ushbu

/.(x) = / ^ } + ^ , j  («=1.2,3. ..)

funksional ketma-ketlikning jo, +°o) da lim it funksiyasi topilsin va unga 
notekis yaqinlashishi isbotlansin.

14.13. Agar { / ,(x ))  va {g„(x)) funksional ketma-ketliklar M  c  R to'plamda mos
ravishda / ( x )  va g(x) funksiyalarga tekis yaqinlashuvchi bo'lsa,

\af. (-«)+ Pg„ (*)) (aeR. /3 e R)
funksional ketma-ketlik M to'plamda a f ( x )  + f lg (x )  funksiyaga tekis 
yaqinlashishi isbotlansin.

14.14. Ushbu [o, l) da berilgan

f „ W  =

0, agar x = 0 vo — < x < I bo’ tsa, 
n

\ , a g a r  x  =  —  h a ' t s a ,
2 n

chiziqli funksiya, agar 0 < x i  — , —  < x £ —
2 n 2 n n

funksional ketma-ketlikning lim it funksiyasi / ( x ) = 0  ga [0, l]  da notekis 
yaqinlashishi ko'rsatilsin.

14.15. Agar ushbu

funksional qator M c  R lo'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'lsa,
K W )  («=1.2.3, .)

funksional ketma-ketlik M  to'plamda / ( x )  = 0 funksiyaga tekis 
yaqinlashishi ishotlansin.

14.16. Ushhu

£ ( «  + l)x " ( - l < x < l )
rt = l

funksional qator yig'indisi topilsin.
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14.17. Aytaylik,
k }  (« = 0.1. 2, 3....  0)

sonlar ketma-ketligi uchun

lim it mavjud bo'lsin. U holda

iim
am

I.aS
darajali qatoming yaqinlashish radiusi

r -  iim 
• ♦«,

bo'lishi isbotlansin.

*

k
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15-BOB

Xosmas integrallar

Mazkur kursning 9. 10- boblarida funksiyaning aniq integraii (Riman 
integrali) tushunchasi k iritiiib , u batafsii o'rganildi. Integral bayonida inlegrallash 
oralig'ining chekliligi va funksiyaning chegaralanganligi bevosita ishtirok ctdi 

Endi aniq integral tushunchasini:
1) cheksiz oraliqda aniqlangan funksiyalarga;
2) chegaralanmagan funksiyalarga

nisbatan umumlashtirilishini qaraymiz Odatda, bunday integrallar xosmas 
interallar deyiladi.

*

i

I-§. Cheksiz oratiq bo 'yicha xosmas integrallar 
/". Cheksiz oraliq ho'yicha xosmas integral tushunchasi. f (x )  funksiya 

fa.+oa) oraliqda berilgan bo'lib. uning istalgan / a , r /  qismida integrallanuvchi 
bo'lsin (a e R. teR , t> a ). Ravshanki,

j / ( * K
11

integral t o'zgaruvchiga bog'liq bo'ladi:

F(t)=\f(x )dx.
(2

1-ta’rif. Agar t + o o  da F(t) funksiyaning lim iti mavjud bo'lsa, bu lim it 
/ ( . t )  funksiyaning [a  +a°) oraliq bo yicha xosmas integrali deyiladi va

Jf(x)dx (15.1)

kabi belgilanadi:
M« tJ f ( x ) d x  -  litn /• (()- lim J f ( x ) d x .
« •

Agar f -» + 0 0  da /■'(/) funksiyaning lim iti mavjud va chekli bo'lsa, (15.1) 
xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi.

Agar t - * da F(t) funksiyaning lim iti cheksiz yoki /•'(/) funksiyaning 
lim iti mavjud ho'lmasa, (15.1) xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.

Masalan. usbbu
- f l f tJ e Xdx
o

xosmas integral yaqiniashuvchi bo'Iadi, chunki

lim f e *dx= lim{^e ' + l )= !
0

va demak.
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J e *dx = 1.
o

Funksiyaning ( -cc,a ] va (-ao, + oo) oraliqlar bo'yicha xosmas integrallari va 
ularning yaqinlashuvchiligi (uzoqlashuvchiligi) yuqoridagi kabi ta riflanadi:

f f(x)dx = lim f f(x)dx,
/ - *  cr ** / 

\f(x)dx= hm \f(t\tx

Masalan. ushbu

I
dx

I + JĈ
xosmas integral yaqinlashuvchi bo'ladi. chunki

lim f — —  dx = hm ( -  arclgi) = — 
> • » , I + x* <-» « 2

va demak,

\ l sdx = -
L \  + x1 2

Shunday qilib. xosmas integrallar avval o'rganilgan integraldan limitga o'tish 
amali orqali yuzaga kelar ckan.

15.1-m'ixol. Ushbu
»* Jv
J L  (a > 0. a > 0)
S *

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
4 Ta'rifga ko'ra

7  dx . \ dx
—  = nm i — . 

i x°0 Q
Aytaylik, a < I va a = I bo'lsin. Bu holda, mos ravishda 

lim f —  = fim ——  (f' "  - a Ua)=  +<»,

lim f —  = lim (ln t-lna )=+ao
I * ++T J

bo'ladi.
Aytaylik, a > 1 boTsin. Bu holda

i
*

boTadi.

',dx
lim J —  = lim

X  l-*+ 0 G - a + l - a  + 1
ai ■

a  -1

138

www.ziyouz.com kutubxonasi



Shunday qilib

4

t

1
dx_

a
A

(u>0, «>o)

xosmas integral « > l  ba'lganda yaqinlashuvchi, a < I bo'lganda uzoqlashuvchi 
bo'ladi. ►

Biz quyida. asosan. / ( x) funksiyaning [« ,+oo) oraliq bo'yicha \f{x)dx

xosmas integralini o'rganamiz. ( - 00, a ]  va ( - 0 0  + 00) oratiqiar bo'yicha xosmas 
integrallar tcgishlicha bayon etilishi mumkin.

2". Xosmas integrallarningyaqinlashuvchiligi. Integralning absalyutyaqin- 
lashuvchiligi. Xosmas integrallaming yaqinlashuvchiligi shartlarini keltiramiz.

Faraz qilaylik, f (x )  funksiya /« , + <x>) oraliqda berilgan bo'lib, 
V x e /« , + oo) da

f (x )> 0
bo'lsin. U holda V /,,l2 e («, + 00) uchun < /2 bo'lganda

F (/2) = j  f(x)dx  = )  f(x)dx  + } f(x)dx = F (,t)+  j  f(x)dx > F (l,)
• • <1 <1

Dcmak,

F(t)=\f(x)dx

funksiya /« . + ao/ dao'suvchi bo ladi.
l-teorema. f (x )  funksiya /a ,+  0 0J oraliqda berilgan bo'lib. V ie / a ,  + oo/ 

da
f ( x)~  0

bo'lsin. Bu funksiyaning /a , + ooj oraliq bo yicha xosmas integrali

/ / ( * ) *
m

ning yaqinlashuvchi bo'lishi uchun,

F(t)=\f(x)dx
m

funksiyaning yuqoridan chegaralangan, ya'ni
t

3 CeR. Vtefa, + 00/  | f(x )dx<C
m

bo lishi zarur va yetarli.
4 Zarurligi. Aytaylik, xosmas integral

']f(x)dx
m

yaqinlashuvchi bo'lsin. U holda
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mavjud va chekli bo'lib.

hm F(/)=  lim J y"(jr )eia = J  • •« | • •«

J = sup F(t)
S \ t <  • *

bo'ladi. Aniq yuqori chcgaraning ta'rifiga ko'ra. V / e [ a. + <n) da

H>)= \ f(*)dx *
m m

ya'ni

F (f)J \ f(x )J x < C
m

bo'ladi.
YetarliligL Aytaylik,

/
3C e R, V/ e [ a, +coj: J f(x)dx < C.

bo'lsin. Unda monoton funksiyaning lim iti haqidagi teoremaga ko'ra ushbu
lim F (l)
t

•4

lim it mavjud va chckli ba'ladi. Demak, \f(x)dx xosmas integral
m

yaqinlashuvchi. ►
Eslatmu. Agar \/x e ( a, + <x>) da f ( x ) > 0 bo'lib.

F(t)= '\f(x)dx

funksiya yuqoridan chcgaralanmagan bo'lsa, \ f(x)dx  xosmas intcgral
m

uzoqlashuvchi bo'ladi.
2-teorema. Faraz qilaylik, f (x )  va g(jc) funksiyalari [a, + oo) oraliqda 

berilgan bo'lib, V x e /o , + od)  da
° £ / ( * ) S g ( * )

bo'lsin.
♦ « ••

Agar \g(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo'lsa, J f(x)dx  xosmas
a  a

integral ham yaqinlashuvchi bo'ladi.
»« •*

Agar \f(x)dx xosmas integral uzoqlashuvchi bo'lsa, \g(x)dx ham
a  a

uzoqlashuvchi bo'ladi.

«Aytaylik , \g(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo'lsin. Ravshanki,

*
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i

%

j  f ( * ) d x  <  j g ( x ) t b <  \ g (x )d x

bo'larli. Bundan \f(x)dx ning yuqoridan chegaralanganligi kelib chiqadi. I-
m

teoremaga ko'ra

\f(x)dx
m

xosmas integral yaqinlashuvchi bo'ladi.
«-*

Aytaylik, J f(x)dx  xosmas integral uzoqlashuvchi bo'lsin. Li holda 
0

F (lh )f (x )d x
m

funksiya yuqoridan chegaralanmagan bo'lib.

j  f(x)dx<\g(x)dx

tengsizlikka ko'ra

m
funksiya ham yuqoridan chegaralanmagan bo'ladi. Yuqorida keltirilgan eslatmaga 

binoan Jg(x)<it xosmas integral uzoqlashuvchi bo’ la d i>

15.2-mi.Mt. Ushbu

1 T
cos4 3xdxi/iT7

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin
< Ravshanki, integral ostidagi funksiya

v cos4 3x _ .
> 0

Vl+Jc6
bo'ladi. Ayni paytda x i  I bo lganda

f ( x h ™ 2 i <  1

tengsizlik bajariladi. Quyidagi
! l l « ‘

T —

xosmas integral yaqinlasbuvchi (qaralsin, 13.1-misol) bo lganligi uchun 2- 
tcoremaga ko’ ra berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi bo'ladi. ►

Endi [a, + on) oraliqda berilgan ixtiyoriy f (x )  funksiya xosmas integrali
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J
«

ning yaqinlashuvchiligi haqidagi tcoremani keltiramiz.
3-teorema. (Koshi teoremasi). Ushbu

7/w*
xosmas integral yaqinlashuvchi bo lishi uchun

V f> 0  3/0 >o. V / '> /„, V / " > /0
bo'lganda

# I
tengsizlikning bajarilishi zarur vayctarli.

< Ma lumki,

l/(x)dx

xosmas integralningyaqinlashuvchiligi / - *  +® da

F(,)=\ f(x )dx

funksiyaning chekli limitgaega bo'lishidan iborat.
Funksiyaning chekli limitga cga bo'lishi haqidagi Kcshi tcoremasiga 

(qaralsin, 4-bob. 6-§) binoan,
V £>0 . 3/0 >o, V f’ > /0, V /" > Z0 |F ( / ') -F ( f '] |  <£

ya'ni

\F(t')-F(t'\ =

bo'lishi zarur vayetarli e d i>
Bu nazariy ahamiyatga ega bo'lgan muhim teorema bo'lib , undan xosmas 

integrallaming yaqinlashuvchanligini aniqlashda foydalanish ko'pincha qiyin 
bo'ladi.

Xosmas integrallaming yaqinlashuvchanligini aniqlashda ko'p 
qo'llaniladigar alomatlardan birini keltiramiz.

4-teorema. (Dirixle atomati). f (x )  va g(x) funksiyalar /a  +aoj oraliqda 
berilgan bo'lib, ular quyidagj shartlami bajarsin:

1) f (x )  funksiya [a ,-1- « /  oraliqda uzluksiz va uning shu oraliqdagi 
boshlang'ichi F(x) (F'(x)~ / ( x )) funksiyasi chegaralangan;

2) g(x) funksiya [a, + oc) oraliqda g ‘(x) hosilaga ega va u uzluksiz 
funksiya;

3) g(x) funksiya [a, + ooj oraliqda kamayuvchi;

J f(x)dx  -  { f(x)±A  *  [J f(x)dx <£

I
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4) lim o(jr) = 0. U holda J/(*)g(jr)c6c imegral yaqinlashuvchi bo'ladi.
m

<Uzluksiz f (x )  va g(x) funksiyalarning ko'paytmasi f (x )g (x )  funksiya 
ham [a. + oo) oraliqda uzluksiz bo'lgani uchun, hu f (x )g (x )  funksiya istalgan 
/ a. t j  oraliqda integrallanuvchi bo'ladi, ya ni

«>(<)= j / ( * ) « ( * ) *  (I52)
a

inlcgral mavjud.
da <p(t) funksiyaning chekli limitga ega bo'lishini ko rsatamiz. 

Teoremaning I- va 2- shartlaridan foydalanib. (15 2) integralni bo'laklab 
hisoblaymiz.

| /(*)« (* V ' = { =  >t(x)dF(x)‘ -  JF(x)g'(x)dx. (15 3)
• * m

0 ’ng tomondagi birinchi qo'shiluvchi uchun ushbu
|g ( /) / '( /)<  Afg(/) (/W = sup|F(/)<+oo) 

tengsizlikka ega bo'lamiz. Undan, /  - >  + o o  da g(l)~*  0 bo'lishini e'tiborga olsak,
lim g (/)F (/)=  0
I -•«X)

bo'lishi kelib chiqadi.
I

Endi o'ng tomondagi ikkinchi J /r(x)g'(zr)c6; hadni qaraymiz. Modomiki,

g(x) funksiya [a. + <x>) oraliqda uzluksiz differensiallanuvchi hamda shu oraliqda 
kamayuvchi ekan. unda V jce /a , + aoJ da g '(x ) i  0 bo'lib,

J F (xh '(x)dx *  M\\g'(x)dx = -M  Jg'(x)dx = A /(g (a )-g ( /) ]<  Mg(a)

'  ‘ (g(r)»o)
bo'ladi. Shunday qilib. / o'zgaruvchining barcha t>a  qiymatlarida

J | M * k ’ ( * ) « &
«»

integral ( /  o'zgaruvchining funksiyasi) yuqoridan chegaralangan. U holda I- 

tcoremaga ko'ra J /r(jr)g'(jckx integra! yaqinlashuvchi ho ladi. Demak,
a

lim j F(x)g(x)dx
m

lim it mavjud va chekli.
Yuqoridagi (15.3)tenglikda /->+ao da limitga o'tib, Ushbu 

«" j  f(x)g(x)dx
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limitning mavjud hamda chekli bo'lishini topamiz. Bu esa (f(x )g (x 'flx

integralning yaqinlashuvchiligini bildiradi 
15.3-misoL Ushbu

1 xm
(a > 0)

integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.

< Bu integraldagi / ( j : )  = j/n.ic, g(jc)= ^ (a > 0 )  funksiyalar yuqorida kel-

tirilgan tcoremaning barcha shartlarini qanoatlantiradi:
1) f (x )= s in x  funksiya [\, + aa) oraliqda uzluksiz va boshlang'ich funk- 

siyasi F ( jc) = - cosx chegaralangan;

2) g ( jc )= -^  funksiya f\, + <n) oraliqda g ’( jr )= — hosilaga ega va u 

uzluksiz;

3) g ( x ) = —  (a > 0 )  funksiya / i ,  + oc) oraliqda kamayuvchi;
x“

4) lim g (x )=  lim = 0 (a > 0 )  bo ladi. Demak, D irixle alomatiga ko'ra
• »•* i X*

berilgan integral yaqinlashuvchi. ►
■ *

f (x )  funksiyaning xosmas intcgrali J/(jc^flc bilan birqatorda *

f l f (* V *

xosmas integralm qaraymiz.

5-teorema. Agar J|f(x}ilx intcgral yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda J f(x^ix
9  9

integrali ham yaqinlashuvchi bo'ladi.
+■*

^  Shartga ko'ra j\f(x)dx integral yaqinlashuvchi. 4-tcoremaga asosan,
9

V z > 0  olinganda ham, shunday /0 (/0 > a ) topiladiki, / ’ > / „ ,  / '  > /0 bo'lganda 

)\f(x)dx<c  tcngsizlik bajariladi.

Agar

/(«U » s)\f(*)<b

tengsizlikni e'tiborga olsak, u holda

r
<£
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bo'lishini topamiz.
Shunday qilih, V c > 0  son olinganda hain, shunday /n (i0>a ) topiladiki, 

/' > /0, /" > /0 bo'lganda

<£

bo'ladi. Rundan 4-teoremaga asosan integralning yaqinlashuvchiligini
0

topamiz. ►
• V • m

2- ta'rif. Agar | | / ( i j i i r  integral yaqinlashuvchi bo'lsa, j f (x \ h  absolyut
• 0

yaqinlashuvchi integral deb ataladi, f ( x )  funksiya esa / cj, +  or;J oraliqda absolyut
integrallanuvchi funksiya deyiladi.

> 0 • «

3- ta’rif. Agar J/(tc)cit integral yaqinlashuvchi bo'lib, J|/(jr]|(ir integral

uzoqlashuvchi bo'lsa, J f(x)dx shartli yaqinlashuvchi integral deyiladi.

Shunday qilib. )f(x )dx  xosmas integralni yaqinlashuvchilikka tekshirish 
0

quyidagi tartibda olih borilishi mumkin:

V jte / f l ,+  ooj da / ( j t ) > 0  bo'lsin. Bu holda )  f(x)dx integralning yaqinla-
0

shuvchi (uzoqlashuvchi) ligini yuqorida keltirilgan alomatlardan foydalanib topish 
mumkin. Boshqa hollarda f (x )  funksiyaning j/( jc ) absolyut qiymatining 

»*
/a ,+  oo) oraliq bo'yicha J|/(jt)t6r integralini qaraymiz. Ravshanki, keyingi

integralga nisbatan yana yuqoridagi alomallami qo'llash mumkin. Agar biror 
•«

alomatga ko'ra j|/( .t) tfv  integralining yaqinlashuvchiligi topilsa, unda 5- 
0

teoremaga ko'ra berilgan J/(jt)t£ t integralning ham yaqinlashuvchiligi (hatto 
0

absolyut yaqinlashuvchiligi) topilgan bo'ladi.

Agar biror alomatga ko'ra j\f(x\dx integralining uzoqlashuvchiligim aniqla-

sak. aytish mumkinki, jf(x )dx  yoki uzoqlashuvchi bo'ladi yoki shartli yaqinla- 
0

shuvchi bo'ladi va buni aniqlash qo'shimcha tablil qilishni talab etadi.
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i" . Yaqinlaxhuvchi xosmas integrallarning xossalari. Riman integralini 
umumlashtirishdan hosil qilingan yaqinlashuvchi xosmas integrallar ham shu 
Riman integrali xossalari singari xossalarga ega.

f { x )  funksiya f a .  + v>)  oraliqda berilgan bo'lsin.

I) Agar f ( x )  funksiyaning [ a .  + ao)  oraliq bo'yicha 7 / < * *  integrali
w

■ . / \  ** yaqinlashuvchi bo'lsa. bu funksiyaning /o. + °oj (a < « ) oraliq bo'yicha J /(x'tfx
W

integrali ham yaqinlashuvchi bo'ladi vaaksincha. Bunda

^f(x )d x-\ f(i\ ix+\ f(x )d x  (15.4)
W W *

bo'ladi.
■* Aniq integra! xossasiga ko'ra

)  f (x )d x f (x )d x  + \ f(x)dx (15 5)
W W •

* a>
bo'ladi. \ f ( x ) d x  integral yaqinlashuvchi, ya'ni

\f(x)dx= lim \f(x)dx
4 M tJo  o

lim it mavjud va chekli bo'lsin. Yuqoridagi (15.5) munosabatni ushbu 

} f(x)dx = } f(x)dx - ]f (x )d x

ko'rinishda yozib, t -*  +ao da limitga o 'tib  quyidagini topamiz:

lim }  f(x)dx = hm̂  ]  f(x)dx -  ]  f(x)dx = \ f(x )c ix -] f(x )dx.
*  w w a  W w

Bundan esa \f(x)dx intcgralning yaqinlashuvchi va 

"\f(x)dx = '\ f(x )d x-]f(x )dx
W W W

ya’ni

7 / ( * ) *  = }  /(*)<&  + \f(x)dx
w w w

ekanligi kelib chiqadi.
♦ «

Xuddi shunga o'xshash \f(x)dx integralning yaqinlashuvchi bo'lishidan

i

\f(x)dx integralning ham yaqinlashuvchi hamda (15.4) formulaning o 'rin li
W

bo'lishi ko'rsatiladi.►
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A

(

■ * ■«
2) Agar |/(x)cAt intcgral yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda Jcf(x)dx integral

a  a

ham yaqinlashuvchi bo'lih.

\cf{x)dK = c\f{x)dx
4  4

bo'ladi, bunda c = consi.
3 )  Agar Vxefa. + aD) da / ( . t ) iO  bo'lsa, bu funksiyaning xosmas integrali

| 7 ( j K > 0
4

bo'ladi.
Endi / ( a ) funksiya bilan bir qatorda g (jt) funksiya ham [a, + <x>) oraliqda

berilgan bo'lsin.
»« •«

4) Agar \ f(x)dx da Jg(x)rAc integrallar yaqinlashuvchi bo'lsa. u holda
« 4

\\f{x)±g[x$(ix integral ham yaqinlashuvchi bo'lib.
4

[ [ / ”(* ) * * ( * ) ) * -  [f{x )dx±  Jg(x)cfr
4  4  4

bo'ladi.
l-natija. Agar / ( i r ) , / 2(jr). / , ( * )  funksiyalarning har biri [a, + oo) oraliqda

berilgan bo'lib. \fk(x)dx ( i  = 1. 2, .... n) integrallar yaqinlashuvchi bo'lsa, u
4

holda

J [CJ\ (*) + C2 fl {X)+ +CJr {* )J*
«

integral yaqinlashuvchi bo'lib,
4«i +«

J t i / ( j f ) +  ■ + c j n{x)}lx=c) \ f (x )d x + . + c„ \fn(x)dx
o  a a

bo'ladi.

5) Agar V x e /a .+  odJ uchun / ( x ) < g ( x )  tengsizlik o 'rin li bo'lib, J/(x)afr

va Jg(x)dx integrallaryaqinlashuvchi bo'lsa, u holda
4

\f(x)dx 5 \%(x)dx
a a

bo'ladi.
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Yuqorida keltirilgan 2- 5- xossalaming isboti xosmas integral va uning 
yaqiniashuvchiligi ta'riflaridan bevosita kelih chiqadi.

O'rta qiymat haqidagi teorema. f (x )  va g (x ) funksiyalar /a .+  oo) oraliqda 
berilgan bo'lsin f{x ) funksiya shu oraliqda chegaralangan, ya'ni shunday m va 
M o'zgarmas sonlarmavjudki, V x e /a , + aoj uchun

m < f{x )<  M
bo'lib, g (x) funksiya esa [a, + cd)  da o 'z ishorasini o'zgartirmasin. ya'ni 
V x e /a , + ocj uchun hardoim g (x )> 0 y o k i g (x )< 0  bo'lsin.

>« * c

6) Agar {f{x)g{x)dx va )g(x)dx intcgrallar yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda 
• «

shunday o'zgarmas /r (m< /j < M ) son topildiki,

J / ( * ) g ( j r ) *  = /iJ*(*)« fe  (15.6)
a  o

tenglik o 'rin li bo'ladi.
^Yuqorida keltirilgan g ( r )  funksiya [a , + aa) oraliqda manfiy bo'lmasin: 

g (x )> 0  (Vx g [a, + ooj). U holda
^  f (x )g (x ) i  Mg(x)

bo'lih, unda esa (Riman intcgralining tegishli xossasiga ko'ra)
i < /

m(g(x^ix < (f(x)g(x^ix <■ M(g{x)dx bo'lishini topamiz. Keyingi, tengsizliklarda •
m m m

t -» +oo da limitga o'tsak,

m \g(x)dx <, |  /(x)g(x)dlx < M Jg(x)dx (>5.7) *
# • • 

ekanligi kelib chiqadi. Ikki holni qaraylik:
• » • f

a) )g(x)dx = 0 bo'lsin. U holda j f(x)g(x)dx = 0 bo'lib. bunda /i deb
m m

m< fi<  M  tengsizliklami qanoatlantiruvchi ixtiyoriy sonni olish mumkin.
- •

b) j  g(x)dx > 0 bo'lsin. Bu holda ( 15.7) tengsizliklardan

J /(« )tf(*M «
m i -*------- --------- ZM

Jx(«V «

bo'lishi kelib chiqadi. Agar

'if(x )g (x)dx

^  = ^ T . ------------
\g(x)dx
#
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dcb olsak. Linda

4

I

bo'ladi.
[ a ,  + vo ) oraliqda g (x )$ 0  bo'lganda ( 15.6) formuia xuddi shunga o xshash 

isbotlanadi. ►
Bu 6- xossa o'rta qiymat haqidagi teorcma deb ham yuritiladi.
4* Xoamas inlegrallarni hisohlash. Llshbu

Q
xosmas integral yaqinlashuvchi bo'lsin. Uni hisoblash masalasini qaraymiz.

I) Nyuton-Leybnits forniulasL Faraz qilaylik, f (x )  funksiya [a, + <x>) 
oraliqda uzluksiz bo'lsin. Ma'lumki, hu holda f (x ) funksiya shu oraliqda <(>(x) 
(^'(jr) = / ( * ) ,  jc e /a , + « / )  boshlang'ich funksiyaga ega bo'ladi. x -» +<x> da 
^ (jc) funksiyaning lim iti mavjud va chekli bo'lsa, bu lim itni $(x) boshlang'ich 
funksiyaning +co dagi qiymati deh qahul qilamiz, ya'ni

lim <i(jc) = <[>(+ oo).

Xosmas integral ta 'rifi hamda Nyuton-Leybnits formulasidan 
quyidagini topamiz:

\f(x)dx = hm j f(x)dx = lirn̂  j  [<*(/)- <j>{a)} =

foydalanib

(15.8)

= (H+oo) - ^ ( b )= ^ ( jc)|‘ '

Bu csa yuqoridagi kelishuvga ko'ra boshlang'ich funksiyaga ega bo'lgan 
/ ( j t )  funksiya xosmas integrali uchun Nyuton-Leybnits formulasi o 'rin li 
ho'lishini ko rsatadi.

15.4-misol. Ushbu
■HX

fJ
2

—y  sin  — dx 
x x

xosmas integral hisoblansin.

■•Ravshanki. / ( j c ) = - ^ s m  — funksiya 
x x

uning boshlang ich funksiyasi f{x} = cos-
x

ko'ra

—, + « )  oraliqda uzluksiz bo'lib,
7t

bo'ladi. Demak, (15.8) formulaga

f —j sin - d x  = cos — =  1. ►
2  J T 1  JC l !
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Ba'zan berilgan j  f{x)dx xosmas irtegral o'zgaruvchilarni almashtinb yoki

bo'laklab integrallash ratijasida hisoblanadi.
2) Bo'laktah integrallash usuti. u(jr) va v(x) funksiyalarning har biri 

/a,-t-ooj oraliqda berilgan hamda uzluksi/ u '(x) va v’(x) hosilalarga ega bo'lsin

Agar jv(x)du(x) integral yaqinlashuvchi hamda ushbu
m

lim u{t)~ u(+oo). lim v(r)=v(+cc)
/-»+<n /-»+ie

lim itlar mavjud va chekli bo'lsa, u holda ju(x)dv(x) integral yaqinlashuvchi 

bo'lib,

ju (x )dv(x )=  «(x)v(x)|** -  j  v(x)du(x ) (15 9)

bo'ladi.
Haqiqatdan ham l-qism, 9-boh. lO-tj da keltiriIgan formulaga ko’ ra 

j tt(x)^v(x)= u (x )v (x^  -  j  v(x)rfu(x)= [u(/)v(/)- u(o)v(n)]
s m

\v(x)du(x)
m

bo'lib, bu tenglikda / +co da limitga o 'tib . quyidagini topamiz:
* t

lim ju (x)rfv(x)=  hm [u (/)v (/)-u (o )v (fl)]- lim iv(x)du(x)

(15 IQt

Shartga ko'ra fv (x^fu (x) integral yaqinlashuvchi hamda lim [u (/)v (/)-
* I • ••
a

i/(^)v(o)] lim it mavjud va chekli ekanligini e'tiborga olsak, unda (15.10) 
• •

munosahatdan ju(x)r/v(x) integralning yaqinlashuvchiligi hamda (15.9)

formulaning o 'rin li bo'lishi kelib chiqadi. 
t5.5-misoL Qo'yidagi

j xe ' ‘dx
0

integralni hisoblansin.

•  Agar u (x )= x , dv(x)= e~‘dx deyilsa, unda u(x)v(x)** = x jc -1 J =

= lim ( -x e ' ‘ )=  0, f v(x)kfu(x)= -  (e ‘dx = - I
o

bo'tib, (15.9) formulaga ko'ra

•« •«
ju ^x jc /v jx j^  fxe ’d x - -x e '‘ | -  \{-e Xfix = \
a  0 0

tl
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bo'ladi. Demak,
j  xe Xdx = I . ►
a

2-esta/ma. Yuqoridagi (15.9) formularii keltirib chiqarishda jv(jc)du(ji:)

integralning yaqinlashuvchiligi hamda lim u(l)v(l) limitning mavjud va chekli 

ho’ lishi talab etiladi.
4« >

Agar ju(jr)dv(jc), jv(j:)r/u(jc) integrallaming yaqinlashuvchiligi hamda 
« •

lim u(/)v(r) lim itning mavjud va chekli bo'lishi kabi uchta faktdan istalgan 
/-•*«
ikkitasi o 'rin li bo'lsa, u holda ulaming uchinchisi hamda (15.9) formula o 'rin li 
bo'ladi.

3) O'zgaruvchilarni almaslifirisk usuli. Quyidagi
400

J =  jf(x )d x
tt

integralni qaraylik. Bu integralda x = tp(z) deylik, bunda <p(z) funksiya quyidagi 
shartlami bajarsin:

a) <»(2 ) funksiya [a .+  ocj oraliqda berilgan, <p'(z) hosilaga ega va bu hosila 
uzluksiz;

b) <p(z) funksiya [a , + ao) oraliqda qat'iy o'suvchi; 
v) <p(a) = a, p(+ao) = lim <p(z) = +oo bo'lsin.

• « —9

L) holda j f(qi{z))-<p'(:)dz integral yaqinlashuvchi bo'lsa, unda j/( jc ^ £ t ham
u m

yaqinlashuvchi va
+qC -h jO

j / ( x ) d r =  j / ^ M - ' K -  (15.11)
a a

boladi
< Jxtiyoriy z (a <z< +<x>) nuqtani olib. unga mos f>(z)= t nuqtani topamiz. 

[a, /] oraliqda l-qism, 9-bob, 2-§ da keltirilgan formulaga ko'ra

\f(x)dx = ]f(<p(z))<p'(z)dz
a a

boladi. Bu munosabatda / —» +oo da (bunga z = (/) —*• +oo) limitga o 'tib
quyidagini topamiz:

/imj f(x)dx = j  / M r ) ) - <p'(z)di.

151

www.ziyouz.com kutubxonasi



Bu esa j  f{x)dx iniegralnirg yaqinlashuvchiligini hamda (15.11) formula-
m

n ingo 'rin li bo'lishini ko rsatadi>

3-eslatma. J f{x)tix yaqinlashuvchi bo'lsin. Bu integralda
m

X = <p{z)
ho'lib. hu funksiya yuqoridagi shanlarni bajarsin. U holda

m
integral ham yaqinlashuvchi bo’ lib,

)  ({*)&. = j / M z ) )  <p'{z\t
m m

ho'ladi.
15.6-misol. Ushbu

J  = f — — 7  (15.12)•
integral hisoblansin.

«Ravshanki. bu intcgral yaqinlashuvchi. Uni hisoblaylik. Avvalo hu integral 

x = -  almashish qilamiz. Natijada *

•IrTfiWn^4*|+ _V * >

I T I  + X2
bo'tib, (15.12) va ( 15.13) tengliklardan

J - l l  \+x*
bo'lishi kelib chiqadi. Keyingi integralda 

y + ^ y  +4

-dx

almashtirishni hajarib, quyidagini topamiz:

. .  17 dy 1 v
2 _J„2 + /  2 j 2 a r C g f 2

Demak

7 *  , * „
J l + x 2 2^2

2 / 2 "

f/5  131
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2-§. Chegaralanmagan funksiyaningxosmas integrallari 
i ‘. Funksiyaning maxsus nuqtasi. A' e  R to'plamda benlgan f (x )  

funksiya va x0 c  R nuqtaning ushbu

f/,, (jc0)=  {xe W x0 - 5  < x < x„ + S; x *  x0) (i5 > 0)
atrofini qaraylik.

4- ta'rif Agar / ( x )  funksiya f / j(jt0)nA" « () to plamda chegaralanmagan 
bo'lsa. x0 nuqta / ( x )  funksiyaring maxsus nuqtasi deyiladi.

Masaian.

1) y(x ) -  __!— funksiya (a < x < e )  uchun x = e maxsus nuqta;
' e x

2) / ( x ) =  — —  funksiya (a < x < e) uchun x -  a maxsus nuqta;
x a

3) f ( x ) - —r-^-----1 funksiya ( x e / f l { - l ,  0. l}) uchun x = - l ,  x = 0, x = l
x (x ’ -  l)

maxsus nuqtalar ho ladi
2“. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali tushunchasi. / ( x )  

funksiya [a, e) yarim integralda bcrilgan bo'lib, x = e nuqta uning maxsus 
nuqtasi bo'lsin. Bu funksiya [o, «) yarim integralning istalgan [a, /] qismida 
(u < /< « )  integrallanuvchi bo'lsin. Ravshanki,

‘\ f(x\h
m

integral / o'zgaruvchiga bog'liq bo ladi;

F(,)^ j/ (x)dx
0

5- ta'rif Agar t -> e -o  da F (x ) funksiyaning lim iti mavjud bo'lsa, bu lim it 
chegaralanmagan / ( x )  funksiyaning [a. e) oraliq bo'yicha xosmas integrali 
deyiladi va

J/U*
«

kabi belgilanadi:
• I
f f(x )d x=  lim F(x)~  lim f / ( x > & .  (15 14)

*  f - M - t la  a

Agar t -> e -o  da F(x) funksiyaning lim iti mavjud va chekli bo'lsa, (15.14) 
xosmas integral yaqinlashuvchl dcyiladi.

Agar t -y e -o  da F(x) funksiyaning lim iti cheksiz yoki F(x) funksiyaning 
lim iti mavjud bo lmasa, (15.14) xosmas integral uzcqlashuvchi deyiladi.

Masalan. ushbu
dx

VT0
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xosmas integral (x  = I maxsus nuqta) yaqmlashuvchi bo'ladi. chunki

lim f , = lim (arcsintX -  Hm arcsint - —
* * ‘o V l - x 2 2

va demak.
f dx n

(u, e] da bcrilgan f (x )  funksiyaning {x = a maxsus nuqta), (a, «) da 
berilgar f ( x ) lunksiyaning (x  = a, x - e  maxsus nuqtalar) xosmas integrallari 
va ularning yaqinlashuvchiligi (uzoqlashuvchiligi) yuqoridagi kabi ta'riflanadi:* e

\f(x)dx= lim <f(t)= lim if(x)dx.
«J I•  S

\ f(r)dx = lim <p(l s) = lim \f(x\lx
S - * 4 - 0 j-*a o (-»1 )40 *

Masalan. ushbu
'd x

[T x
xosmas integral {x = o maxsus nuqta) yaqinlashuvchi bo'ladi. chunki 

tim ( =  lim 2(l -  V7)= 2
t -*+ o  ^  x  t-++o

va demak,

r dx
I T - - 2 -n \ X

IS.7-misoL Ushhu
, r dx , < dx , .

~  f  7  w  ( a  *  ° )
a ( « - x T

--- A"Ya n?ga kc5ftt

j T \ .  ——rr -  Hm J -——  — 
\ (x - a f  ( * - a ) “

Aytaylik. a = I bo'lsin. Bu holda

lim \ ~ ~ -  l‘m [(w( i - f l ) f  =ao

bo'ladi.
Aytaylik, a *  I bo'lsin. Bu holda

lim f-
dx

= lim
' (x -a )"  ' —

(* -  * )' *
I - a

= lim ~ [ ( a - a ) ,'“ - ( / - x ) " * ]
i - o L J

bo'ladi. Bu lim it 0 < a < I bo'lganda chekli, a > I bo'lganda cheksiz bo'ladi.
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Shunday qilib,
dx (a >o)

r(jt a f '
xosmas integral a < l  bo'lganda yaqinlashuvchi, « > 1  bo'lganda uzoqlashuvchi 
bo'ladi.

Xuddi shunga o'xshash ko'rsatish mumkinki,

Jj ( ( «>° )

xosmas integral « < l  bo'lganda yaqinlashuvchi, a > l  bo'lganda uzoqlashuvchi 
bo'ladi.

Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali haqidagi bu tushunchalarni 
l-§ da keltirilgan chcksiz oraliq bo'yicha xosmas integral tushunchalari bilan 
solishtirib, ularning o'xshashligini va bu xosmas integrallarni bitta nuqtai 
nazaridan, ya'ni

i  a * ) *

integralda:
1) / ( x )  funksiyaning [a, a) oraliq berilgan bo'lib, bunda a- chekli nuqla, e- 

chekli yoki +oo;
2) f (x )  funksiya ixtiyori \a, /]  da integrallanuvchi, bunda /e [a , a) deb 

qarash mumkinligini ko'ramiz. Bu hol chegaraianmagan funksiyaning xosmas 
integrali haqidagi keyingi (ushuncha va tasdiqlami keltirish bilan kifoyalanish 
imkonini beradi.

3e. Xosmas integrullarning yaqinlashuvchiligi. Integralning ahsolyut 
yaqinlashuvchiligi. Aytaylik, f (x )  funksiya [a e) oraliqda berilgan bo'lib, e 
nuqta f ( x )  funksiyaning maxsus nuqtasi bo lsin.

6- teorema. Faraz qilaylik, V xe /a , e) da / ( x ) > 0  bo'lsin. Bu funksiyaning 
\a, e) oraliq bo'yicha xosmas integrali

f/O rV b
m

ningyaqinlashuvchi bo'lishi uchun,

? ( ')=  \f(x)dx (a < t<e)

funksiyaning yuqoridan chegaralangan, ya'ni
t

3 C t R  V / e [a,s). \f(x)dx<C
m

bo'lishi zarur va yetarli.
7- teorema. f ( x )  va g(x) funksiyalar[a, «) oraliqda berilgan (<? maxsus 

nuqta) bo'lib, V xe /a , e) da

/ ( * ) < £ ( * )
bo'lsin.
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Agar jg(-*)r6( yaqinlashuvchi bo'lsa, jf(x )d x  ham yaqinlashuvchi, agar

jf(x )d x  uzoqlashuvchi bo'lsa, jg(x)dx  ham uzoqlashuvchi bo'ladi.
a a

I5.8-misoL Ushbu

xosmas inlegral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin 
< Ravshanki, inlegral ostidagi funksiya

, /  \ cos X  ̂ „

bo'ladi. Ayni paytda. V jt e /0 , da
cosx./ . cosx ,  I

( l - x ) .

tengsizlik bajariladi. Ma'lumki. g(jr) = ---------p fiinksiyaning integrali

(> -*)<
I

-dx

0 0  -  *)«
yaqinlashuvchi. Unda 7-teorcmaga ko'ra berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi 
bo'ladi. ►

8-teorema. (Koshi teoremasi). Ushbu

j  f(x)dx (e maxsus nuqta)

xosmas integratning yaqinlashuvchi bo'lishi uchun
V e >0, 3 5 > 0 . « - 5 < t '< s  8 - S < t ’ <8\

jf(x )d x <£

bo'lishi zarur va yetarli.
Aytaylik, f ( x )  funksiya [a, e) oraliqda berilgan, e nuqta funksiyaning 

maxsus nuqtasi bo'Iib,

]f (x )d x
*

uning xosmas integrali bo'lsin. Bu integral bilan bir qatorda

]\f(x\dx

a

xosmas integralni qaraymiz
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9-teorema. Agar

ii M d x
m

intcgral yaqinlashuvchi bo'lsa. u holda

J /( * > &

intcgral ham yaqinlashuvchi bo'ladi. 
6-ta'rif. Agar

J| M *

integral yaqinlashuvchi bo'lsa, |  absolyut yaqinlashuvchi integral deyiladi.
U

* 6
Agar j f{x)dx yaqinlashuvchi bo'lib. )\f{x\dx uzoqlashuvchi bo'lsa.

a a

J f{x)dx shartli yaqinlashuvchi integral dcyiladi.
m

4. Yaqintashuvchi xosmas integrallarning xossatari. Chegaralanmagan 
funksiyaning xosmas inlegrali ham cheksiz oraliq bo'yicha integrali xossalari kabi 
xossalarga ega. Ulami kcllirishni hamda isbotlashni o'quvchiga havola ctamiz.

5*. Xosmas integrallarni hisohtash. f {x )  funksiya [a, <r) da berilgan, « esa 
shu funksiyaning maxsus nuqtasi bo'lsin. Bu funksiyaning xosmas integrali

J=\f{x)dx
•

yaqinlashuvchi, uni hisoblash talab etilsin.
1) Ayuton-Leyhnits formulasL Faraz qilaylik, f { x )  funksiya [a. e) da 

uzluksiz bo'lsin. Ma'lumki, bu holda f { x )  funksiya shu oraliqda 
0(x) {<!>{x) = f ( x )  xe fa,  «>) boshlang'ich funksiyaga ega bo'ladi, t -» e -  o da 
^(x) funksiyaning lim iti mavjud va chekli bo'lsa. bu lim itni ^(x) boshlang'ich 
funksiyaning e nuqtasidagi qiymati deb qabul qilamiz:

lim 4>(x)=<t>(a).
(  -h  ~m

Xosmas integral ta 'rifi hamda Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib 
quyidagini topamiz:

} f(x )dx=  lim J f(x)dx  = hm (<f>(t)-<j>(a)) = <t>(e)-<j>(a)= <t>(xX
I <-40-0 “a a

Bu esa, yuqoridagi kelishuv asosida, boshlang'ich funksiyaga ega bo lgan 
funksiya xosmas integrali uchun Nyuton-Leybnits formulasi o 'rin li bo'lishini 
ko'rsatadi.
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Berilgan xosmas integral 0 ’ zgaruvchilami almashtirib yoki boMaklab 
integrallash natijasida hisohlanishi mumkin.

2) Bo'laklab infegral/ash usuli. /<(x) va v(x) funksiyalarning har biri [a. <?) 
da berilgan bo'lih, shu oraliqda uzluksiz u '(r) va v '(r)  hosilalarga ega bo’ lsin. « 
nuqta esa v(z) u '(r) hamda u (r) v '(r)  funksiyalaming maxsus nuqtalari.

Agar jv(r)<fu(x) integral yaqinlashuvchi hamda ushbu

lim u(/)v(t)
f -M -•

lim it mavjud va chekli bo’ lsa, u holda J«(x)c/v(x) intcgral yaqinlashuvchi bo'lib,

bo'ladi, bunda

15.9-misol. Ushbu

j  u(x)c/v(x) = u(x)v(x|" -  j  v(x>/u(x) 
0 0

u(e)v(«)= tim u(/)v(/) 

j ( x  + l>/x

U

(15.15)

W ( x - I  f

integralni qaraylik Agar u(x) = x + I , dv(x) =

-3 .

Jv(x)du(x) = j3 ( x - l ) jc f r  = ? ( x - l ) t l  = -  
0 0 ■* u

dx deb oisak, unda

bo'lib, (15.15) formulaga ko'ra
1 ‘. ( x + O *

Jo U l (x ^ Y  l  4) 4
ho'ladi. Demak,

j (x+  l)rfx 21

J.V c T i7 =4

3-eslafma. Yuqoridagi (15.15) formulani keltirib chiqarishda jv (x> /u (x ) 

integralning yaqinlashuvchiligi hamda iim [u(/) v(/)] lim itning mavjud va chekli
r-* (T~o

bo'lishi talab etiladi.
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Agar Jt/(jc)dv(jr). J v(x)cA/(.x:) integrallaming yaqinlashuvchiligi hamrla
«t m

lim [«(/)• v(/)] lim itning mavjud va chekli bo'lishi kabi uchta faktdan istalgan

ikkitasi o 'rin li bo'lsa, unda ulaming uchinchisi hamda (15.15) formula o 'rin li 
bo'ladi.

5) O'zgaruvchilarni almashdrisk usuli. f (x )  funksiya \a. e) da berilgan, e 
esa shu funksiyaning maxsus nuqtasi bo lsin. Quyidagi

m
xosmas integralni qaraylik. Ru integraida x = <p(2 ) deylik, bunda <p(z) l'unksiya 
[ a . P )  oraiiqda <p‘(z)>  0 hosilaga ega va u uzluksiz hamda <p(a)=a, <p(fi)=e,

ip(fi)= lim tf>(;)] Agar \f(<p(z)) <p'(z)dz integral yaqinlashuvchi bo'lsa, u

holda j f (x )d r  integral ham yaqinlashuvchi bo'lib.

j  f(x)dx  = j  f(<p(z)) <p'(z)dz

bo'ladi.

4-esIatma. Aytaylik, J /(x^£c  integral yaqinlashuvchi bo'lsin. Bu integralda

0
x = <p(z) bo'lib, uyuqoridagi shartlami bajarsin. U holda J f(<p(z)) <p’(z)dz integral

m
ham yaqinlashuvchi bo'lih,

j  f(x)dx  = j  f(<p(:)) <p'(z)dz

bo'ladi.
IS IO-misol. Ushbu

J =  \-
dx

J (l + x]kfx

integralda x = <p(z)=z2 almashtirish bajaramiz. Ravshanki, bu x = z2 funksiya 
(0, [ ]  oraliqda x' = 2z > 0 hosilaga ega va u uzluksiz hamda q>(0)= 0, <p(l)  = I . 
Integralni hisoblaymiz:
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3-§. Muhim misollar
Ushbu paragrafda ikkita xosmas integrallaming yaqinlashuvchiiikka 

tekshiramiz. Bu integrallar kelgusida juda ahamiyatli bo'lib, ulardan ko'p 
masalalarni echishda foydalaniladi.

15.11-misol. Ushbu

/ , =  \x°-'e-‘dx 
o

xosmas integra! yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
4Ravshanki, ./, cheksiz oraliq bo yicha xosmas integral. Ayni paytda. a < I 

bo'lganda x = 0 nuqta integral ostidagi funksiyaning maxsus nuqtasi bo'lgani 
sababi ./ chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali ham bo'ladi.

Bu integralni quyidagicha

’f x“~le ,dx = jx ‘J 'e *dx+ J x "_le *dx
0 0 I

yozib olamiz. So'ng tenglikning o'ng tomonidagi integrallarning har birini 
alohida-alohida yaqinlashuvchilikka tekshiramiz. Integrallaming birinchisi

j x "  'e ‘dx
d

da integral ostidagi funksiya uchun

-  1 ( 0 < * 5 l )
e x x

tengsizliklar o 'rin li bo'ladi. Ma'lumki,
iit
r 1 *

integral l - a < a  ya'ni a > 0  da yaqinlashuvchi bo'ladi. 
foydalanib

j * "  'e ‘dx
0

ning a > 0  dayaqinlashuvchi bo'lishini topamiz. 
Ravshanki,

i
hm ~ ~

l «*• I
■ = lim — — = 0 •

x
Bu holda

Unda 7-teoremadan

♦  X +00 JL(.•v*. \f
i i •*

xosmas integrallar hir vaqtda yo yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo'ladi. 
Ma'lumki,

! * *

»
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yaqinlashuvchi. Demak,

j x “ -‘e 'dx
i

xosmas intcgra! ixtiyoriy a jumladan a>  0 da yaqinlashuvi bo'ladi. 
Shunday qilih, berilgan

\x°-'e 'dx
o

xosmas integral <2 > 0 bo'lganda yaqinlashuvchi bo'ladi. ► 
I.S. 12-mixoL Ushbu

4

k

J2 = \x“ ;( i -  Jt)’ 1 dx
0

xosmas intcgral yaqinlashuchilikka tekshirilsin.
< Integral ostidagi funksiya uchun
1) a < I , e i  I bo'lganda x = 0 maxsus nuqta;
2) a > I , e < I bo'lganda x = I maxsus nuqta;
3) a < l , s < l  bo'lganda x = 0, x = l  maxsus nuqtalar bo'ladi.
Berilgan xosmas integralni yaqinlashuvchiiikka tckshirish uchun

quyidagicha yozib olamiz:
1

Jx°"*( l — xy 'dx = jx°  '( l -  x)* *dx + Jx ° ‘ '( l  -  x)1 'dx.
0 0 i2

Ravshanki.
Iim(l - x ) “ '= 1 ,  / r m x '" '= l .

U holda

hm-
r-*l ( l - x ) 'r - » 0  x

bo'lib, 9-teoremaga ko'ra
Yi /2
J x° ' ( l - x ) 1 'dx bilan \x°~'dx.

hamda

uni

Jx° ' ( l -x Y  'dx bilan J ( l - x ) ” 'dx

Yi Yi
xosmas integrallar bir vaqtda yaqinlashuvchi bo'ladi, yoki uzoqlashuvchi bo'ladi. 

Ma'lumki. a > 0  bo'lganda

Yi
Jx “ 'dx
0

xosmas integral yaqinlashuvchi, e > 0 bo'lganda
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K
xosmas integral yaqinlashuvchi. Demak.

Yi
a > 0 bo'lganda J ‘(l -  x f  'dx integral.

e>0  bo'lganda f xa '( l -x ) "  ' dx integral yaqinlashuvchi bo'ladi.

%
Shunday qilib.

J V  ' ( I - x f 'd x
0

xosmas integral a > 0 , « > 0  bo'lgandayaqinlashuvchi.

Mashqtar
15.13. L'shbu

m Vj X + X + I

xosmas integralning yaqinlashuvchiligi ko rsatilsin, qiymati topilsin. 
15.14. Ushbu

ff(x )dx  
- •

integral uchun yaqinlashuvchilik teoremalari keltirilsin.
15.15. Aytaylik, Vxe/a,+ao) da / ( t r ) > 0 ,  g (jr)> 0  funksiyalar uchun

f( jr )
lim " . -  k bo'lsin. Agar:
*—  « (*)

•m ««
1) Jt<+oo va (g(x)rfjt yaqinlashuvchi bo'lsa, ff(x )dx  ham yaqinla-

m m
shuvchi;

•• •«
2) i > 0  va Jg (x )iit uzoqlashuvchi bo'lsa, ff(x )dx  ham uzoqlashuvchi

• «
boTishi isbotlansin.

» r

15.16. Yuqoridagi 15.15-masala shartida 0<tfe<+oo ho'lganda f f(x)dx  va

xosmas integrallar bir vaqtda yoki yaqinlashuvchi yoki
m

uzoqlashuvchi bo lishi isbotlansin.
15.17. Aytaylik. f (x )  funksiya [a. +<d ) oraliqda berilgan bo'lib. uning ixtiyoriy 

[<j, /]  qismida (a < t < +« ) integrallanuvchi bo'lsin. Agar x —» +oj da

*
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bo'lsa, u holda

J / t o *
Q

xosmas integral a > l  bolganda yaqinlashuvchi. a<U bo'lganda 
uzoqlashuvchi bo'lishi ko'rsatilsin.

I5.IH. Ushbu

sinx
dx

xosmas integral
a) a > l  bo'lgandaabsolyulyaqinlashuvchi;
b) 0 < a  < I bo'lganda shanli yaqinlashuvchi;
v) a < 0  bo'lganda uzoqlashuvchi bo'lishi isbotlansin. 

15.19. Agar f { x ) funksiya ( -o o ,+ o c )  oraliqda berilgan bo'lib,

lim \f{x)dx (*)
-I

mavjud bo'lsa u holda J f{x)dx xosmas integralning yaqinlashuvchi ham

bo'lishi, uzoqlashuvchi ham bo'lishi ko'rsatilsin.

(Odatda (* ) lim it chekli bo'lganda \f{x)dx xosmas integral bosh qiymat
- a>

ma'nosida yaqinlashuvchi deyilib, V p. \f{x)dx kabi belgilanadi).
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16 BOH

Paramcfrga bog'liq  in legra llar

Ushbu bobda ko'p o'zgaruvchili funksiyaning bitta o'zgaruvchisi bo'yicha 
integralini qaraymiz.

f (x t.x2.. . * „ )  funksiya biror M c  Rm to'plamda bcrilgan bo 'ls ir. Hu
funksiyaning bitla j:, (A = 1.2..... m) o'zgaruvchisidan boshqa barcha
o'zgaruvchilarini o zgarmas deb hisoblasak, f(x^,x2.....i w) funksiya bitta xk
o'zgaruvchiga bog'liq bo lgan funksiyaga aylanadi. Uning shu o'zgaruvchi
bo yicha integrali (agar u mavjud bo'lsa), ravshanki, x,.x2. ■■■.xi _] ,xt t l .....xm
larga bog'liq bo'ladi. Bunday integrallar parametrga bog'liq inlegrallar 
tushunchasiga olib kcladi.

Soddalik uchun ikki o'zgaruvchili f (x ,y )  funksiyaning bitta o'zgaruvchi 
bo'yicha integralini o'rganamiz. Bunda f (x .y )  funksiyaning y o'zgaruvchisi 
bo'yicha lim iti va unga intilishi xarakteri muhim rol o'ynaydi.

!-§. Limilfunksiya. Tekis yaqinlashish.
Limil funksiyaning uzluksizligi

f (x ,y )  funksiya M = Rl : a< x<e. ye  E c  to'plamda herilgan,
y0 esa E c. R to'plamning lim it nuqtasi bo'lsin.

jc o'zgaruvchining [a a] oraliqdan olingan har bir tayin qiymatida f (x .y ) 
funksiya y ninggina funksiyasiga aylanadi. Agar da bu funksiyaning
lim iti mavjud bo'lsa. ravshanki, y lim it x o'zgaruvchining [a,«] oraliqdan 
olingan qiymatiga bog'liq bo'ladi:

tim f(x.y)~<p(x,y0) = <p(x).

Bu <p(x) funksiya f (x .y )  funksiyaning y -*  y0 dagi lim it funksiyasi 
deyiladi. Bu quyidagini anglatadi: V £ > 0 , 3S -  <J(£,z)> 0 , |.v -> ,0|< r f bo'lgan 

V yzE  \f(x,y)~<p(x) <£ .
l-ta'rif, M to'plamda berilgan f (x .y )  funksiyaning y y 0 dagi lim it 

funksiyasi y>(z) bo'lsin. V£ > 0 olinganda ham shunday S = <?(£)> 0 topilsaki, 
\y-y0\<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi V ye E va V re ja ,e ] uchun

bo'lsa, f (x .y )  funksiya lim it funksiya ^>(jc) ga [«.«] da tekis yaqinlashadi 
deyiladi.

Aks iiolda. ya'ni Vd>>0 olinganda ham shunday c0 > 0 , * 0 e [a  «] va 
!> ,->„!<<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi y , e ( i  topilsaki. ushbu

|/(*o .-V i)-< i» (*o)l^o
tengsizlik o 'rin li bo lsa, f (x ,y )  funksiya <p(x) ga notekis yaqinlashadi deyiladi.
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A
»

16. l-misol. M  = |(jc, v)e R2 : 0 < x < 1, 0 < v < n\ to'plamda berilgan ushbu 
f (x ,y )=  xsiny

funksiyaning y0 = ^  nuqtada lim it funksiyasi topilsin va unga tekis yaqinlashish 

ko'rsatilsin.

*  Ravshanki, y -* y 0--~  bo'lganda f (x ,y )~  xsiny funksiyaning lim iti

~  x gateng bo'ladi. Demak, <p(x)= >‘~ x .

V £ > 0  sonni olaylik. Agar 5 -a  desak, u holda 

qanoatlantirgan 'iy  va Vx e [0 .1 ] uchun

<5  tengsizlikni

\f(x.y)-<p(x} =
V3

X.SIWJ'- -  -X
V3

j t j s in  y ---------
1 1 2 =M

*sm y-sm —\i y - = 
'  3 3

<£

tengsizliklar bajariladi. l-ta 'rifga ko'ra y=» — da berilgan f (x ,y ) = xsiny

, \  V5
funksiya lim it funksiya <p(x)= —  x ga tekis yaqinlashadi. ►

Endi f (x ,y )  funksiyaning lim it funksiyaga ega bo'lishi va unga tekis 
yaqinlashishi haqidagi tcoremani keltiramiz.

f (x ,y )  funksiya A /= |(x ,y)e  f i2 ■ a-i:c5s, y e f i j  to'plamda berilgan 
ho'lib. y 0 esa Ecz R to'plamning lim it nuqtasi bo'Isin.

l-teorema. / ( j t . y )  funksiya y  -» y0 da lim it funksiya ^>(x) ga ega bo'lishi 
va unga tekis yaqinlashishi uchun V e > 0  olinganda ham, shunday <5 = c5(f)>0 
topilib |y - y 0| < <5 , | y ' - y 0|<<5 tengsizliklarni qanoatlantiruvchi V y ,y 'e £  
hamda Vjc e [a, e] uchun

\ f(x ,y )-f (x ,y \ < £  (16.1)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

4Zarurligi. / ( * , y )  funksiya y  - *  y0 da <p(x) lim it funksiyaga ega bo'lib,

unga [a, e] da tekis yaqinlashsin. Ta'rifga ko'ra, V£ > 0 olinganda ham, ^  ga

ko'ra shunday <5 = <5(r)>0 topildiki. | y - y 0|<<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi

Vy e £  hanida V xe [a ,e ] uchun \f(x,y)-<p(x\<^ bo'ladi. Jumtadan

|y’ - y 0|<<5 = > | / ( x ,y ') - p (x ) |< ^  bo'ladi. Natijada

\f(*.y )-f(x .y\^\f(x,y )-<p (x\+\f(x,y ’) <p(x)<£ 
bo lib, undan (16.1) shartning bajarilishini topamiz.
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I

YetarliligL Teoremadagi (16 1) shart hajarilsin. L' holda x o'zgaruvchining 
oraliqda olingan har bir tayin qiymatida f (x .y )  funksiya y 

o'zgaruvchininggina funksiyasi bo'lib. Vs>0  olinganda ham. shunday 
<$ = £ {f):> 0  topiladiki. ] y - y 0]<<5, |y '“ y 0]<<5 tengsizliklarni qanoatlantiruvchi 
Vy. y' e £ uchun

|/( jf-> -) - / ( * . y ) [ < « '  ( l62)
bo'ladi. Funksiya lim itining mavjudligi haqidagi Koshi teoremasiga asosan 
(qaralsin, l-qism, 4-bob, 6-§) y -* y e da f (x ,y )  funksiya limitga cga bo'ladi.
Ravshanki, bu lim it tayinlangan x (x e [u. <?]) ga bog'liq. Demak.

lim f(x ,y )= (p (x ).
>-*y*

Shu bilan y ya da f (x ,y )  funksiya ^ (jr) lim it funksiyaga ega bo'lishi 
ko'rsatildi.

Endi y o'zgaruvchini )>~>a]<<5 tengsizlikni qanoatlantiradigan qiymatda 
tayinlab, (16.2) tcngsizlikda y -*  y0 da lim itga o'tsak, u holda

\f(x.y)-<p(x\<e
hosil bo'ladi. Bu esa y -*  y0 da f (x .y )  funksiyaning tp(x) lim it funksiyaga [n .«] 
da tekis yaqinlashishini bildiradi. ►

Endi lim it funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremani kcltiraylik. Bu 
teoremadan kelgusida ko'p foydalanamiz. *

2-teorema. Agar f (x ,y )  funksiya y o'zgaruvchining E to'plamdar olingan 
har bir qiymatida. x o'zgaruvchining funksiyasi sifatida, [u ,a] oraliqda uzluksiz 
bo'lsa va y -*  y0 da f (x ,y )  funksiya <p(x) lim it funksiyaga [a. e] da tekis ^
yaqinlashsa, u holda <p(x) funksiya [<3 , e] da uzluksiz bo'iadi.

< >0 ga intiladigan {> ,} keima-ketlikni olaylik (yn eE, n = 1.2. ). Shartga 
ko’ ra har bir yn, (n = l,2, ..) da f(x .y„) funksiya x o'zgaruvchining [a,«] 
oraliqdagi uzluksiz funksiyasi bo'ladi. Demak. { / ( * ,> „ ) }  funksional ketina- 
ketlikning har bir hadi [<a.fl] oraliqda uzluksiz.

Teoremaning ikkinchi shartiga ko'ra Vz->0 olinganda ham. shunday 
<5 = <5(c)>0 topiladiki, Vx e [<J.fl] uchun

|> -J'ol < <5 =>]/(jtr.>-)-«o(x) < t  (y z E ) (163)
bo'ladi.

y „ -*y 0 dan yuqorida olingan 5 = S(e)>0  ga ko'ra shunday n0e N  
topiladiki, V n > n 0 uchun ]> „ - > 0|<<5 bo'ladi. U holda, (16.3) ga asosan, V f> 0  
olinganda ham shunday «0 e N topiladiki, V » > n 0 va V ie [a , a] uchun

\f(x.y„)-<l^x\<E
bo’ ladi. Bu esa { / (x ,y „ ) }  funksional ketma-ketlik <p(x) ga [<j , « ]  da tekis 
yaqinlashuvchiligini bildiradi. 14-bob. 3-§ da keltirilgan 6-teoremaga asosan <p(x) 
funksiya [a,«] oraliqda uzluksizdir ►
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2-§. Parametrga hog 'liq integrallar
f (x ,y )  (linksiya

M = {(jf j ')e  K2 ■ jre [a .e j y e A 'c /? }
to'plamda berilgan bo lib. y o ‘7garuvchining £ to'plamdan olingan har bir tayin 
qivmatida f (x .  v) x o'zgaruvchining funksiyasi sifatida \o.e\ oraliqda 
integrallanuvchi, ya ni

]f(x .y )dx

integral mavjud bo Isin. Ravshanki, bu integralnmg qiymati olingan y ga bog'liq 
bo ladi:

<t>(y)=]f(x.y)dx. (16.4)

Odatda (16.4) parametrga bog'liq integral, y o‘ z.garuvchi esa parametr 
deyiladi.

Ushbu paragrafda paramclrga bog'liq (16.4) integralning (® (y )- 
funksiyaning) funksional xossalarini o'rganamiz.

l". Integral helgisi oslida limitga o'tish. _f(x.y) funksiya M -  }(jc, y ) e  R' 
xe[a.e} y e £ c  /?}to‘ plamda berilgan bo lib . y0 nuqta E to'plamning lim it 

nuqtasi bo'lsin.
3-teorema. f(x ,y )  funkslva y ning £  to'plamdan olingan har bir tayin 

qiymatida x ning funksiyasi sifatida [«.«] oraliqda uzluksiz bo'lsin. Agar f(x .y ) 
funksiya y — *■ y0 da ^ > ( j c )  iim it funksiyaga ega bo'lsa va unga tekis yaqinlashsa. u 
holda

tim f f(x,v)dx = f <p(x)dx
a

(16.5)

bo'ladi.
< Shartga ko ra f (x .y )  funksiya y -> y0 da q>(x) lim tt funksiyaga ega va 

unga tekis yaqinlashadi Demak. V t > 0  olinganda ham. shunday <5 = <5(f)>0 
lopiladiki, jy/ — >j0[ < ni qanoatlantiruvchi V ye £ va Vj; e [o, e] uchun

boladi.
lkkinchi

|/(jt,y)-<e>(jc)|< —  
g - a

tomondan. 2-teoremaga asosan. <p(x) funksiya [u,e] oraliqda

uziuksiz ho ladi. Demak, bu funksiyaning integrali \<p(x)dx mavjud.

Natijada

\f(x.y)dx-\q>(x)dx * f ! —  ]d x^e  
e - a 1.

bo lib, undan
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lim f f(x,v)dx -  \<p(x)dx
'  a a

ckanligi kelib chiqadi. ►
(16.5) munosahaini quyidagicha

lim \f(x,y)dx = ] {  lim / ( * , > ) \ ix

ham yozish mumkin. Ru csa integral belgisi ostida limitga o'lish mumkinligini 
ko'rsatadi.

2*. Inlegralning parametr bo 'yicha uzluksizligi.
4- teorcma. Agar f (x .y )  funksiya

M = {(x. v)e  R2 . xe frr. e] y e [c , ri]} 
to'plamda uzluksiz bo'lsa, u holda

® ( y ) « i / ( * ■ > ) *
#

funksiya [c, d) oraliqda uzluksiz bo'ladi.
4 Ixtiyoriy y0 e[c,<i] nuqtani olaylik. Shartga ko'ra f (x .y )  funksiya M 

to'plamda (to g 'ri to'rtburchakda) uzluksiz. Kantnr teorcmasiga ko'ra bu lunksiya 
M to'plamda tekis uzluksiz bo'ladi. (Jnda V c > 0  olinganda ham, shunday 
<? = £ (c )> 0  topiladiki,

P ((* >’) ( *  >'•)) = !>'~>'o|<‘s k
lcngsizlikni qanoatlantiruvchi V(jc.y)e M , V (jt,y0)e  M uchun

\ f (* y ) -  f(x-y<)]<£
bo ladi. Bu esa f (x ,y )  funksiya y -» > '0 da f (x .y D) lim it funksiyaga tckis ^
yaqinlashishini hildiradi. L' holda 3-teorcmaga asosan

lim <P(>')= lim \f(x,y)dx = \( hm / ( ^ J ') }< *  = j / ( ^ J ' 0H  = <t>(j'0)

(Vy0 e[c,<*])
bo'ladi. Demak, <b(y) funksiya y 0 nuqtada uzluksiz. ►

3*. Integralni parametr bo'yicha differensiallash. fcindi parametrga bog'liq 
integralni parametr bo'yicha differensiallashni qaraymiz.

5- teorema. f(x ,y )  funksiya

M  = j(x ,j')e  R1: x e [a ,e ] j'e[c,<3f]}
to'plamda berilgan va y o'zgaruvchining [c,d] oraliqdan olingan har bir tayin 
qiymalida x o'zgaruvchining funksiyasi sifatida [a, e] oraliqda uzluksiz bo'lsin.
Agar f (x .y )  funksiya M to'plamda f'y(x.y) xususiy hosilaga ega bo'lib, u 
uzluksiz bo'lsa, u holda 4>(y) funksiya ham [c. d] oraliqda ®'(y) hosilaga ega va 
ushbu

<*>'(y)=\f;(x,y)dx

168

www.ziyouz.com kutubxonasi



munosahat o 'r ir lid ir .
4 Sharlga ko'ra f (x ,y )  funksiya jc o'zgaruvchisi bc'yicha [a,«] oraliqda 

uzluksiz Rinobarir, tf
<t>(y)=\f(x.y)dx

m
integral mavjud.

Endi Vy0e [c ,rf] nuqtani olih, unga shunday Ay(Ay > 0 ) orltirma heraylikki, 
y0 + Ay e [c, d\ bo'lsin. <t(y) funksiyaning v0 nuqtadagi orttirmasini topib, ushbu 

*  Ay)~ <U(yn) _ j  f(x ,y Q + A y )-  f (x ,y 0 )A  

Ay .  Ay
tenglikni hosil qilamiz. Lagranj teoremasi (l-qism , 6-bob, 6-§) ga ko'ra

t U j ^ y j U r . ) ,  r U y ^ m >)
Ay

bo'ladi, bunda 0 < 0 < I . 
Natijada

Ay
= J /y(x.y<> + SAy)dx = |  f't (x,yB)dx-

o a

+ } \ f ib y o + * y ) - f , ( * .y o )b

bo'lib, undan esa 
<Kv,, > Ay)-<t>(_i

ty
—  - j /];(*• S ]\fy{x.y0 + ̂ y)-/;(*,y„J<ir £

(167)

S )  J j 'y, A y ) *  = a{f'y , Ay)' (s -  a)

bo'lishini topamiz, bunda <u(/;,A y)- f'y(x,y) funksiyaning uzluksizlik moduli. 

Modomiki, / ; ( j r ,y )  funksiya M  to'plamda uzluksiz ekan, unda Kantor

teoremasiga ko'ra bu funksiya shu to'plamda tekis uzluksiz bo'ladi. U bolda I- 
qism, 5-bob. 9-§ da, keltirilgan teoremaga asosan

lim ctAJ' Ay) = 0
A> «0

bo'ladi.
(16.7) munosabatdan

/ «  + Ayj)-  <t>00) = f ( r Vo)dx
4v-.o Ay '

bo'lishi kelib chiqadi. Demak,

O'G'oW fy(x,ya)dx.
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Qaralayotean y0 nuqta [c ,d ] oraliqning ixliyoriy nuqtasi bo'lganligini 
c'tiborga olsak. unda keyingi tenglik teoreinaning isbotlanganligini ko'rsatadi ►

(16.6) munosabatni quvidagicha ham yozish mumkin:

j j f ( x y ) 61 j \ ^ - f [ x . v ) \ h .
<*y, 1

□ u esa differensiallash amalini integral bclgisi ostida o'tkazish mumkinligini 
koTrsaiadi.

lsbot elilgan bu 5-leorema I.eybnits qoidasi deb ataladi.
4". Integralni parametr ha'yicha integratiash. f ( x.y) funksiya

W=|.t,y)e/T x e [a. e\ ye [c. d]\ to plamda berilgan va shu to plamda uzluksiz 
bo'lsin. U holda 4-teoremaga ko'ra

***(>)=
a

funksiya [ c . d ]  oraliqda uzluksiz bo'ladi Binobarin hu funksiyaning [c.d\ oraliq 
bo'yicha integrali mavjud.

Demak. f(x .y ) funksiya M to'plamda uzluksiz bo'lsa. u holda parametrga 
bog'liq integralni parametr bo'yicha [c. d\ oraliqda integrallash mumkin:

J * \ 
j  = j \  f(x,y)dx Wy.
c  c  \  a  J

Bu tenglikning o'ng tomonida f(x .y ) funksiyani avval x o'zgaruvchi 
bo'yicha [a,e\ oraliqda integrallab (bunda y ni o'zgarmas hisoblab), so'ng 
natijani [c d\ oraliqda integrallanadi.

Ba'zan f(x , 1 ) funksiya M to'plamda uzluksiz bo'lgar holda bu funksiyani 
avval y o'zgaruvchisi bo'yicha [t-. z/] oraliqda integrallab (bunda jr ni o'zearmas 
hisoblab), so'ng hosil bo'lgan x o'zgaruvchining funksivasini [o.<?] oraliqda 
integrallash qulay bo'ladi. Natijada ushbu

j |  \ f (x 'yUx \fy, j\\f(x,y)dy U
C

intcgrallar hosil bo ladi. Bu integrallar bir-biriga leng bo'ladimi degan savol 
tug'iladi Bu savolga quyidagi teoremajavob beradi.

6-tearema. Agar f ( x . y )  funksiya M  = \x,y) 1= R1 x e \a. e) y e [c, d]\ to'p- 
lamda uzluksiz bo'lsa. u holda

j [  j  /(*.y)cfrldv A { \  f(x.y)dy
c \ a  )  aVf Y

bo'ladi.
< V /e [c  <f] nuqtani olib, quyidagi

r (» )* J :  } / ( *  yvAjfy. ¥ ( < ) - \f(*-y)dy

4

4
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integraliarni qaraylik Bu y '(f) funksiyalarning hosilalarini hisoblaymiz.

<D(y)= j / ( j r , y ^ / j r  funksiya oraliqda uzluksiz bo lgani sababli l-qism,
41

9-bob, 6-§ da keltirilgan 9-teoremaga asosan

?(0=(i<H>W| 06.S)

bo'ladi.
f{x ,y ) funksiya M  to'plamda uzluksiz. Yana usha l-qism. 9-bob. 6-§ dagi 

teoremaga ko'ra

\ f{x,y)dy \ = / ( x , f )  (x  o'zgarmas)
) t

bo'ladi. Demak, \f{x,y)dy funksiyaning M -^ x  ,i)e R1: xe[a.e\ ie [o , </]j top - 
<

lamdagi t bo'yicha xususiy hosilasi / ( x , f )  ga teng va demak, uzluksiz. (J holda
5-teoremaga muvofiq

<?'{')= / ( / / ( * . x ) ‘6 ''W  = } ( | / ( j r , y)dy) dx = jf{x.t)dx (16.9)fl\c I | u\i' )t a
bo'ladi.

(16.8) va (16.9) munosahatlardan

<p '{t)=v'(t)= ]f{x,l)d t
m

bo lishi kelib chiqdi. Demak,
p (f) = ^(< )+  C , (C = const)

Ayni paytda t= c  bo'lganda fp{c)~ i/t(c)= 0 bo'lib, undan C = 0 bo'lishini 
topamiz. Demak, <p(t)=i//(t) bo'ladi. Xususan, t = d bo'lganda tp(d) = y/(d)= 0 
bo'lib, u teorcmani isbotlaydi. ►

16.2-misof. Parametrga hog'liq integralni parametr bo'yicha integrallashdan 
foydalanib, ushbu

A = f ---------- dx (0 < n < e )
i  Inx

integral hisoblansin.
4 Ravshanki. (x > 0)

bo'ladi. Demak.

j x ydy =
Irtx

,, jy Y

x -  x
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Intcgral ostidagi f (x ,y )=  xr t'unksiya M = ^(.x,y)e R' : jcg[0.|J e [a .e ]} 
to'plamda uzluksi/dir. U holda 6-teoremaga ko'ra

A = j ( ) x rdx dy

bo'ladi. Ravshanki.

j  x'dx =
y  + 1

Unda A = f = /n ”  — bo'ladi. Demak,
;>  +1 a+1

In x a +1
5°. Chegaralari ham parameirga bag'liq integraliar. f (x ,y )  funksiya 

M = ^x.y)sR x G [n, s j  y G |c. d ]}  to'plam da berilgan. y o'zgaruvchining 
[ c ,  t / J  oraliqdan olingan har b ir tayin qiymatida f (x .y )  funksiya jc 

o'zgaruvchining funksiyasi sifatida \a.o} oraliqda inlegrallanuvchi bo 'ls in.
x= a (y ). x = p (y ) funksiyalaming har biri \c.d\ da bcrilgan va V>i g [c. d\ 

uchun ushhu
a < a (y )<  P (y )<e  (16 9)

tengsi/likn i qanoatlantirsin.
Ravshanki, ushbu

fi(y)
j / ( >

<>(y)
integral mavjud. y o'zgaruvchi (parametr)ga bog 'liqd ir:

P(y)
F (y )=  J f(x.y)dx. (16 10)

=(>)
7-teorema. f (x ,y )  funksiya M = j(x .y)€  R2 : x G [<z, «J y g [c, </]j to'plamda 

uzluksiz, a(y) va p (y ) funksiyalarning har b iri \c,d\ da uzluksiz va ular (16.9) 
shartni qanoatlantirsin. L’ holda

e ( y )

F(y )=  \f(x.y)dx
«(>)

funksiya ham [r. d\ oraliqda uzluksiz bo'ladi.
< Vy0 c [c, </] nuqtani olib, unga shunday Ay (A y> 0 ) orttirma heraylikki, 

y0 + Ay g [c, d | bo'lsin. U holda
0(/ti+4>') /sG«)

^O'o + A > ') - / '(y 0)=  \f(xyo  + ty )d x - \ f(x .y0)dx =
o ( y 0 + & y )  a ( y „ )

P ( jo )  />(ya*Ay) a(y0-&y)

= \l/(x.y0 + A y )-f(x ,y 0)]dx+ jf (x .y 0+Ay)dx- j f (x ,y 0 + Ay)dx (16.11)
o(>0) fi(y0) a(y0)

172

www.ziyouz.com kutubxonasi



ho'ladi. Bu tenglikning o'ng tomonidagi qo'shiluvchilarni baholaymiz.
f{x ,y ) funksiya M to'plamda uzluksiz, demak. Kanlor teoremasiga asosan, 

tekis uzluksiz bo'ladi. LJ holda Ay —»0 da f{x .ya + Ay) funksiya o 'z limit 
funksiyasi /(x .> '0) ga tekis yaqinlashadi va 16.3-teoremaga ko'ra 

/>(>,.) Myo)
lim \[f{x,ya + /S.y)-f{xi j  Um\f{x,y0 +fsy )-f{x .yQ)\ix = b (16.12)
» " . L )  - t M 4*
bo'ladi.

{16.11) munosabatdagi
0{y,: -4>) a{y„+/iy)

\f{xyo +&y)fe, \f{x,yQ + \y)jx 
n(yc) a(y„)

integrallar uchun qu)idagi bahoga egamiz:
^0lu+4>’)

^ M 0|/J(y0 + A>)- /? (> „ ) , (16 13)

< A/0|aCv0 +Ay)-a(>0)(,

\f{x.y0 + Ay)dx
i f iM

\ f(*.y0 + Ay)&
bunda M0 = sup\f{x,y\ {x,y )eM }.

Shartga ko’ ra aCv), 0{y) funksiyalaming harhiri [c.d] dauzluksiz. Dcmak, 
lim \a(y0 + Ay ) - a(>0)] = 0,

lim\p(y0 + tsy)- p{y0)\ = Q

Yuqoridagi (16.12), (16.13) va (16.14) munosabatlarni e'tiborga olib, (16.11) 
tenglikda A> -*  0 da limitga o'tsak, unda

lim [FCvo + A y ) - /  ^ ) ] ^ ^
Ay-»0

bo'lishi kelib chiqadi. Demak, F(y ) funksiya V>0 c [c, d] da uzluksiz. ►

S-teorema. f (x ,y )  funksiya M  = |(jc.>)e R2 . i e [h .< ] y e [c, </]} to'plamda 
uzluksiz, f(,(x.y) xususiy hosilaga ega va u uzluksiz, a(y), 0{y) funksiyalar esa
a '( j ) ,  P ‘(y) hosilalarga ega hamda ular (16.9) shartni qanoatlantirsin. U holda

fi(y)
F(y )=  \f(x,y)dx

a { y )

funksiya [c, d] oraliqda F ‘(y ) hosilaga ega va 
fiiy)

F ‘(y )=  \f'y(x.y)dx + p '(y ) f (f3 (y ).y )-a (y )- f (a (y ),y )
a \ y )

bo'ladi.
* Vy0 e[c. d] nuqtani olib, unga shurtday Av (A >< 0) orttirma bcraylikki, 

>0 + V>e[c.</] bo'lsin.
(16.11) munosabatdan foydalanib quyidagim topamiz:
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(16 15)

F(y0 + * y )-F (y t ) = ' f (x .y 0 + * y ) - f (x,y0) ^  +

4v J . , )  a>
I /<(>ii»A>) I o(>c*aj)

+ —  \f{x.y0 + Ay)dr -  — |  f{x . ya + Ay )dx.
A> t M  A> o(>„)

Ay -+ 0 da
/ ( x . y 0 + A y ) - / ( i , j ; 0)

Ay
funksiya o ’ z lim it funksiyasi fy(x.yB) ga [a, e] oraliqda tekis yaqinlashadi. (Unda

/>(>o)
hm f«. r

/( ^ .^ a  + A y ) - / ( j f i> o )
<* = J / , '( j t >'o>A

“ (>1.)
(16 16)

"«(>„) A>'
bo'iadi.

Endi
^(>o*4v) o(>„<4>)

J /(* .> o  + A.v)cfr, \f(x .ya+ 6y)dx
a(>ii)

integrallarga o'rta qiymat haqidagi teoremani qo'llab (qaralsin. 1-qism, 9-bob, S- 
§), ushbu

^(>0 *4>)

\f(x.y0 + Ay)dx -  / ( x '. y 0 + Ay) \fi(y0 + Ay) - / / ( > „ ) ] ,
/*<>n) 

a(y<i *4>)

J f ( x-ya + AvVx = f(x ".y 0 + Ay) [aCv0 + Ay) -  «(> „)]
o(>ii)

tengliklarni hosil qilamiz, hunda x' nuqta fi(y0), P(y0 + Ay) nuqlalar orasida, x” 
esa a (y 0). a(y0 + Ay) nuqlalar orasida joylashgan.

/ ( j t . y )  funksiyaning M 10 ’ plamda uzluksizligini, a(y) va fl(y ) 
funksiyaiaming esa [e. d] oraliqda hosilaga ega bo lishini e'tiborga olsak. u holda

I 0(yn*4v)
lim —  f f ( x.y0 + A>)(ir = tim

A-V 4»-"L

= f (f l (y a).y«) P ’(ya)

lim —  h‘\ f ( x .>„ + A>Vit = tim ]  / '( « '.> ,  * A>) g k ’o-VjAv)_  aCvo) _
4> - ° A> ah ) ‘H  A>

= f (o (y a\y0) a'(y0)
ckanligi kelib chiqadi.

Yuqoridagi (16.15) munosabatda, Ay -»  0 da limitga o’ tib, (16.16) va (16.17) 
tengliklarni e'tiborga olib ushhuni tnpamiz:

, F (y0+A>) - H O  = yo + f (p (y n),> J  P'(yay
«(>.)

- / ( « 0 'o )  >'o) «'(><.)

/ v ,v A > ' ) t o > A )
Ay (16 17)

k

4
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Demak,
/?(>'«)

r (y c) = f / ; ( *  U* + /(/» (> „ ) , j0) P U ) -  /(a (> 0),>„)-«'(>'(,)
“ (vu)

Modamiki, >0 nuqta [c, (/] oraliqdagi ixtiyoriy nuqta ekan, u holda 
Vy g [c d\ uchun

f-"(y)= f  f v(x,y\h + f(p (y ),y )• P'(y)~ f (a (y )y ) a (y )
o(y)

bo'lishi ravshandir. ►

3-§. Parametrga hog 'liij xosmas integrallar. Integrallarning tekis 
yaqinlashishi

l". Parametrga hog'liq xosmas integral tushunchasL f (x ,y )  funksiya 

M = ^x,y)e R7 jt€ [a ,+oc), y e E c  /?} to'plamda berilgan. So'ng y o'zgaruv- 
chining £ to'plamdan olingan har bir tayin qiymatida f (x ,y ) x o'zgaruvchining 
funksiyasi sifatida \a, + °o) oraliq bo'yicha integrallanuvchi. ya'ni

\f(x ,y )ix  (yeF.<r R)
m

xosmas integral mavjud va chekli bo'lsin. Bu integral y ning qiymatiga 
bog'liqdir:

J (y )=*\f(xy\ ix  (>6ity
a

(16.18) integral parametrga hog'liq cheksiz oraliq bo'yicha xosmas integral 
deb ataladi.

f (x .y )  funksiya M t = f(jr,_y)e R7 x g [a, a), y e E c  /?j to'plamda berilgan. 
So'ng y o'zgaruvchining £  to plamdan olingan har bir tayin qiymatida f (x ,y ) 
ni x o'zgaruvchining funksiyasi sifalida qaralganOa uning uchun x - a  maxsus 
nuqta bo'lsin va bu funksiya [a,«) oraliqda integrallanuvchi, ya'ni,

\f(x.y)dx (y e E tz R )
m

xosmas integral mavjud bo lsin. Ravshanki, bu integral y ning qiymatiga bog'liq

f ( y h  ]  f(x,y)dx. (1619)
m

(16.19) integral parametrga bog'liq, chegaralanmagan funksiyaning xosmas 
integrali deb ataladi.

Masalan, 15-bobning l-§ idaqaralgan

J (a ) = i  4 r  (a>0 , cr>0)
a  X

intcgral. shu bobning 5-§ ida qaralgan
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I ,
dx

I t
itx

. { x - a f  ’ a { « - x f
integrallar, !5-bobning 9-§ da qaralgan

(o > 0 )

r(a)= fx 0 ,e 'dx 
c

integraliar parametrga bog'liq xosmas integrallardir.
Bu erda ham asosiy masalalardan biri - f{x .y ) funksiyaning funksional 

xossalariga ko ra. (16.18). (16.19) paramelrlariga bog'liq xosmas integrallarning 
funksional xossaiarini o'rganishdir.

Parametrlarga bog'iiq xosmas integrallami o'rganishda integralning tekis 
yaqinlashishi tushunchas muhim rol o'ynaydi.

2". Intef'ralning tekix yaqinlashishL }{x .y ) funksiya M = ^x,y )eR2: 
:x e [a .+  oo). y e E c R }  to'plamda berilgan y o'zgaruvchining E to'plamdan 
olingan har bir tayin qiymatida f (x .y ) x o'zgaruvchining funksiyasi sifatida 
[o,+ co) da integrallanuvchi bo'lsin.

Cheksiz oraliq bo'yicha xosmas integral ta 'rifiga Uo'ra ixtiyoriy [a, (] da
(a < / < +oo)

F(t.y )=\f(x.y )dx (16 20)

integral mavjud va

J ( y h ’\f(x.y)dx= lin F(t.y ).* (••44/1
(1621)

Shunday qilib, (16.20) va (16.21) integrallar bilan aniqlangan E(t,y) va 
J(y ) funksiyalarga ega bo'lamiz va J(y) funksiya E(t.y) funksiyaning / -» +oo 
dagi lim it funksiyasi bo'ladi

5-ta'rif. Agar / - + +oo da F(t.y ) funksiya o ’z lim it funksiyasi J(y) ga £  
to'plamda tekis yaqinlashsa.

jfU .y )d x
m

integral £  to'plamda tekis yaqinlashuvchi deb ataladi.
6-ta'rif. Agar z -> + <e da F(t,y ) funksiya o ’ z lim it funksiya J(y) ga £  da 

notekis yaqinlashsa,

J(y)~ f/ (*.y)±t

integral £  tn'plamda notekis yaqinlashuvchi debataladi.

Ravshanki, (f(x ,y )dx  integral E to ’ plamda tekis yaqinlashuvchi bo'lsa. u

shu to'plamda yaqinlashuvchi bo'ladi. 
Shunday qilib,

k
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4

»

\f{x.y)d*

integralning £  to'plamda tckis yaqiniashuvchi bo'lishi quyidagini anglatadi:

1) \f(x,y)dx xosmas integral y o'zgaruvchining E to'plamdan olingan har 
0

bir tayin qiymatida yaqinlashuvchi;
2) Vc > 0 olinganda ham, shunday <5> = <5(f)> 0 topiladiki, V / > 8 va 

uchun

ha'ladi.

\f{x,y)dx < £

|  f{x.y\ix integral E to'plamda yaqinlashuvchi, ammo u shu to'plamda 
0

notekis yaqinlashuvchi degani quyidagini anglatadi:
•«

I)  |  f{x,y)dx xosmas integral y o'zgaruvchining £  to'plamdan olingan har

bir tayin qiymatida yaqinlashuvchi;
2) V r f> 0 olinganda ham, shunday £0 > 0 , y 0 e £  va t, > 8 tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi e [o. + nc) topiladiki.

hc'ladi.
16.3-misol. Ushbu

\A*.y o)*

j{y )=  f ye v dx {y e £  = (0. + oo)) 
o

integralni tekis yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
< Bu holda

I
F(/. y )=  I  ye "dx = l - e ' y (0</<-hz>) 

a
bo'lib, y o'zgaruvchining £  = (0, +oo) to'plamdan olingan har bir tayin qiymatida 

lim F (l,y )=  /i/n  (l — e _4v) =  1

ho'ladi. Demak. berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi va

J (y )~  jy e  **dx = 1
0

ho'ladi.
Endi berilgan integralni tekis yaqinlashuvchilikka tekshiramiz. Aytaylik, 

y e £  = (O, + «>)
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bolsin. Ixliynriy katta mushat S sonni olaylik. Agar £ -  , l> S  tengsiilikni

qanoatlantiradigan ixtiyoriy /0 va y0 = — deb olsak. u holda
fo

bo'ladi. Uu esa

\y„e ^dx =e I
3

J (y )=  fye~vdx

integral £  = (0, + oo) da notckis yaqinlashuvchi ekanini bildiradi.
Fndi y e  £ '=  [c + oo)c £  bo'lsin, bunda c- ixtiyoriy mushat son. Unda

V £ > 0  nlinganda ham (O c e c l)  <5= — ln— deyilsa, V /> t f  va V ye [c , + oo)

uchun

ho'ladi. Dcmak.

| [  ye ^dx
- e — tn — 

r £ _

J{y)= fye rfdx
0

integral £ ' = [c, + co) da (c > 0) tekis yaqinlashuvchi. ► 
B iz ko'rdikki. paramctrga bog'liq xosmas inlegral

j / G .  y)dx (16 18)

= e e

ning £  to'plamda lekis yaqinlashuvchi bo'lishi. / - » +® da £ ( / ,y )  funksiyani 
lim it funksiya j (y ) ga (y e £) tckis yaqinlashishidan iborat,

Ushbu hobning !-<j ida y -> y 0 da f (x ,y )  funksiya lim it funksiya <p(x) ga 
tekis yaqiniashishining zaruriy va yetarli shartini ifodalovchi 1-leoremani 
keltirdik. Bu leoremadan foydalanib, (16.18) integralning tekis yaqinlashuvchi 
bo’ lishining zaruriy va yetarli sharti keltiriladi.

f (x ,y )  funksiya A/ = |(x ,y)e  R2 : jce[a, + oo). y e £ e f l }  tn'plamda beril- 
gan. y  o'zgaruvchining £  to'plamdan olingan har bir tayin qiymatida f (x ,y ) x 
o'zgaruvchining funksiyasi sifatida [a +oo) da integrallanuvchi, ya'ni

/G ) =  \f(x.y)dx (16.18)

xosmas integral mavjud bo'lsin.
7-ta'rif. Agar Vz > 0 olinganda ham y  ga hog'liq bo'lmagan shunday 

<S = iS(£)>0 topilsaki, / ’ ><5, /“ ><5 ni qannatlantiruvchi V /',/ ' va V ye £ uchun

A
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lcngsizlik hajarilsa, (16.18) xosmas integral £  In'plamda fundamental integral 
dcb ataladi.

10-teorema. (Koshi teoremasi). Ushbu J(y) - j  f ( i . y \ h  integralning £  to 'p-

lamda tekis yaqinlashuvchi bo 'lish i uchun uning E to'plamda lundamental 
bo 'lish i zarur vayetarli.

Quyida biz integralning tekis yaqinlashuvchiligini ta'minlaydigan, ka'pincha 
qn'llaniladigan alomatlarni keltiramiz.

Veyershtrass alnmati. f (x  y) funksiya

A /^ u r y J e /? 2 x e [ a , + o o ) .y e £ c f t )  to'plamda bcrilgan, y o'zgaruvchining E 
lo 'plamdan olingan har h ir tayin qiymatida f (x .y )  funksiya x o'zgaruvchining 
funksiyasi sifatida [a, + oo) da integrallanuvchi bo 'ls in. Agar shunday $j( x) 
funksiya (V jc e [n . +oo)) lopilsaki,

1) Vx e [a, + <=o) va Vy e E uchun | /  (x.y )  < tp(x) bo'lsa;

2) (ipixfb. xosmas integral yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda

•f(v )=  1 f(x.y)dx
m

intcgral E to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

< Shartga ko'ra j<p(x)dx yaqinlashuvchi. Unda 15-bobning 2-ij ida 

keltirilgan 4-teoremaga asosan, V t> 0  olinganda ham, shunday £ = <S(e)>0

topiladiki. Vr’ >d’ , Vt‘ >S  bo lganda \<p(x)dx <£ bo'ladi. Ikkinchi tomondan,

I ) shartdan foydalanib quyidagini topamiz;

j  f(x , v)*r| s j |  f(x , y)dx <. \<p(x)dx ■ ((t' < / ” ))
I I

Demak.

\ f(x,y)dx < e  ■

• «

Bu esa jf(x ,y )dx  xosmas integralning E to'plamda fundamental

ekanini bildiradi. Yuqoridagi 10-teoremaga asosan jf(x .y\ ix  integral
m

E tu'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.
16.4-misoL Ushbu

|  &  ( y e £  =  ( - <»,+«;))
o ' + x

intcgralni tckis yaqinlashuvligi ko'rsatilsin.
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*  Agar p(x) funksiya sifatida p(jc)= - — r  otinsa, u Violda
l+ jc -

I ) Vjf e [O, + oo) va V>/ e ( oo. + oo) uchun

!/< * .> )«
| cosxy
iT T l7 s -— 7 = ?>(^);I +JCi

2) \<p{x)dx=\ dx
! + *-’

integral yaqinlashuvchi (qaralsin, 15-hoh, l-t;)

bo'ladi. Demak, Veyershtrass alomatiga ko'ra bcrilgan integral £  = ( - o o . + oo) da 
lekis yaqinlashuvchi bo'ladi ►

I ntcgral ni ng tekis yaqinlashuvchiligini aniqlashda qo’ l keladigan 
alomatlardan -Abel va Dirixle alomatlarini isbotsiz keltiramiz.

Abel alomati. / ( jr .y )  va gCx,^) funksiyalar M = |(x,y)€  R1 : x e [a, + ao). 
,ye E c  /?} to'plamda berilgan. y o'zgaruvchining £ to'plamdan olingan har bir 
tayin qiymatida g (jf.y ) funksiya Jt ning funksiyasi sifatida [u,+ao) da monoton 
funksiya bo'lsin.

Agar
-WO
\f{x,y)dx

inlegral £  to'plamda tekis yaqinlashuvchi va V (x ,y )e V / uchun \g{x.y)<C 
(C = const) bo'lsa, u holda

•m

\ f{x-y)s{xy)dx

0 0

intcgral £  lo'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.
16.5-misol. llshbu

f S‘nx e 'xydx {y e £  = [0. +®)) 
o x

integralni tekis yaqinlashuvchiligi ko'rsatilsin.
+ Agar

f ( x . y h — , g (x .y ) - e - *
X

• *

deb olinsa, Abel alomati shartlari bajariladi. Haqiqatdan ham. \f{x,y\ix tekis
o

yaqinlashuvchi:

f / ( , . y r > *  = 7  — A  '0 i x 2
g(x,y)=e "  esa y ning E = \a, + oo) dan olingan har bir tayin qiymatida jr ning 
kamayuvchi funksiyasi va V jre [0 ,+ o o ) ,  V y e £ [= 0 , +  oo ) uchun |g(jr,y)|< l 
bo'ladi. Dcmak, berilgan integral Abel alomatiga ko'ra £  = [o. + « )  da tekis 
yaqinlashuvchi. ►

k

■
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birixle alomati. f (x .y ) va g(x. v) funksiyalar M to'plamda berilgan. Agar 
Vr > a hamda Vy e £  uchunj f(*.y\k<c (c = consi)

bo'lsa va y o'zgaruvchining £  dan olingan har bir tayin qiymatida, x -» +oc da 
g (jr.y ) funksiya o'z lim it funksiyasi cp(v)~ 0 ga tekis yaqinlashsa, u holda

]f(x.y)g(x.y)dx
m

integral £  da tckis yaqinlashuvchi hn'ladi.
16.6-miso/. IJshbu J ̂ d x  ( y e £  = [1.2])

J *
integralning tekis yaqinlashuvchiligi ko'rsatilsin.

*  Agar

f(x .y )=s inxy , s (jr .y )= -
X

deyilsa. unoa V /> 0 , V y 6 [l,2 ] uchun

lf(* .y )d x [  sin xydx I -
costy <2

bo'ladi. x —> +qo da g ( j t .y )= — funksiya E to'plamda nolga tekis yaqinlashadi:
x

« ( * > )=  ~ - * o .
X

Demak, berilgan integral Dirixle alomatiga ko'ra [(, 2] da tekis 
yaqinlashuvchidir. ►

Chegaralanmagan funksiya xosmas integralning tekis (notekis) 
yaqinlashuvchiligi tushunchasi ham yuqoridagidek kiritiladi.

f (x .y )  (unksiya M -  j[jt. v)e R1. x e  [<j, o), y e £  c  fl) to'plamda berilgan. 
y o'zgaruvchining £  dan olingan har bir tayin qiymatida f (x ,y ) ni x 
o'zgaruvchining funksiyasi sifatida qaralganda uning uchun x = e maxsus nuqta 
bo lsin va bu funksiya [o.«) da integrallanuvchi bo'lsin. Chegaralanmagan 
funksiya xosmas integrali ta 'rifiga ko'ra ixtiyoriy \a. /]  da (a < t < e)

Ft(i.y )= ]f(x .y )dx

integral mavjud va

■/.(y)- } / ( * ■ > ) * -  F\(t.y) (16.22)
a

bo'ladi. Demak, Jy(y) fiinksiya £ ](t.y ) funksiyaning t - * e - 0 dagi lim iti 
funksiyasi.
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8-ta'rif. Agar l - * a - 0 da £ j(/.y ) funksiya o 'z lim it funksiyasi J,(.v) ga £  
to'plamda tekis yaqinlashsa,

\ f ( x . y ) d x

integral E to plamda tckis yaqinlashuvchi deb ataladi.
9- ta’rif. Agar / - -» « -0  da Fx{t.y) fu rks iyao 'z  lim it funksiyasi J,(y) ga E 

to'plamda notekis yaqinlashsa.

j f ( x , y ) d x  
0

integral E to'plamda notekis yaqinlashuvchi deb ataladi.
Bu ta'riflam i “ e - S "  orqali bayon elishni o'quvchiga havola etamiz.
10- ta’rif. Agar V c > 0  olinganda ham. shunday <5 = 5 (c )> 0  lopilsaki, 

a -S  </'<<?. a -S  < /"  <e bolgan V /',/ ' lar va Vy>e£ uchun

) f ( x . y ) J x < £

tengsizlik bajarilsa, (16.22) intcgral £  lo'plamda fundamental integral debataladi.

li-teorema. \f(x.y^tx integralning E lo'plamda tekis yaqinlashuvchi bo 'li-

shi uchun uning £  to'plamda fundamental bo'lishi zarur va yetarli.

4-§. Tekis yaqiniushuvchi parametrga 
bog 'liq xosmas inlcgrttllarning xossalari 

I *. integrai helgisi ostida limit o'tish. f (x ,y )  funksiya M = ^x,y)e R1 
jre[a, + oo), > e £ c /? }  to'plamda berilgan. ya nuqta £ to'plamning lim it nuqtasi 

bo'lsin.
12-teorema. f (x .y )  funksiya
n y o'zgaruvchining £  dan olingan har bir tayin qiymatida x o'zgaruvchi- 

ning funksiyasi sifatida [a. + nc) da uzluksiz;
2) y  -*  > o  ixtiyoriy [a / ]  (a <  /  <  -k ® )  oraliqda <p(x) lim it funksiyaga tekis 

yaqinlashuvchi bo'lsin. Agarda

J ( y )= ~ jf ( x .y )d x
0

integral £  to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'lsin, u holda y -*  y0 da J(y) 
funksiya limitga ega va

lim J (y )-  iim \ f  (x, y)dx = ~\<p(x)dx
y -* Vo • * >. 0 „

bo'ladi.
^Teoremaning I) va 2) shartlari hamda ushbu bobning l-(j idagi 2-teore- 

madan q>(x) lim it funksiyaning [a. + oo) da uzluksiz bc'lishi kelih chiqadi. Demak, 
<o(x) funksiya har birchekli [n. f] (a < /<+oo) oraliqda integrallanuvchi.

4

*
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<p(x) ni [a, + oo) da intcgralianuvchi ekanligini ko'rsataylik.
Teoremaning shaniga ko'ra

J(y)=  “j f (*-y )dx
m

integral £  da tekis yaqinlashuvchi. Unda 10-teoremaga asosan. V n O  olinganda 
ham, shunday <5=tf(£)>0 topiladiki. l'>S . t’ > S ho'lgan V /'./* lar va V y e £  
uchun

J f(*y )d x (16.23)

ho'ladi. f (x .y )  funksiyaga qo'yilgan shartlar 2-§ da keltirilgan 3-teorema shart- 
larining bajarilishini ta'minlaydi. (16.23) tenglikda y -* yD da limitga o ’ tib quyi- 
dagini topamiz:

'\<p(x)dx <t £ •

Bundan esa <p(x) ning [a, + oc) da inlegrallanuvchi bo'iishi kelib chiqadi (15- 
bob, 2-§).

Hndi

ayirmani quyidagicha yozib,

\f(x,y)dx -  \<p(x)dx

\f(x.y)dx -  J <p(x)dx
m

j  [f(x .y )~  <p(x)\fix \f(x.y)dx

-  J ?>(* J\f(x,y)~ <p(x)dx + i j  / ( x, y)dx (16 24)

+ ( { • ( » ' ' ? !  (a < t < +co )
tengsizliknmg o’ nP ---------- bir 90’shiluvchini b a h o l ^

\f(x,y)dc integral E da tekis yaqinlashuvchi. DemaK, ■-<-s q 0|jng ^

ham shunday <5, = ^  {^) > 0 topiladiki, barcha <><5, va V ye £  uchun

jj/(x,yV -r< f 06.25)

bo'ladi.

J 9>(x)<ix xosmas integral yaqinlashuvchi. Dcmak, yuqoridagi V f> 0  

olinganda ham shunday S2 = 52( f ) > 0  lopiladiki, barcha t > <5, uchun

\<p(x )dx £< — 
3

(16.26)

boladi.
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Agar <$„ ^  max\St ,S7} deb olinsa, barcha />S0 uchun (16.25) va (16.26) 
tengsizliklar bir yo:!a bajariladi. y » y0 da f{x ,y ) funksiya (p{x) lim it 
funksiyaga har bir [n ,/] (jumladan /><50)da tekis yaqinlashuvchi. Demak. V £ > 0  
olinganda ham, shunday S' > 0 topiladiki, — _v0| < t5” lengsizlikni 
qanoatlantiruvchi y e E  va V.t 6 [a,o j ucliun

f(x
}(/ -  a)

(16 27)

bo'ladi. Natijada( 16.24), (16.25), (16.26) va (16.27) tengsizliklarga ko'ra

\ f{x,y)dx- \<p{x)dx <£

bo'ladi. Bu esa

lim \f{x.y)dx = \tp{x)dx (16.28)
I ♦» . ‘m m

bo'lishini bildiradi. ►
(16.28)1 imit munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin.

lim \ f{x.y)dx = \ ( lim ■
u „ Vz-'-'o )

Bu esa I2-teorcmaning shartlari bajarilganda parametrga hog'liq xosmas 
integrallarda ham integral helgisi ostida lim itgao'tish mumkinligini ko'rsatadi.

2a. Iniegrallarning parametr ho'yicha uzluksiiligi. f{x ,y ) funksiya

M = i{(.x,y)e R' jre [a . + oc), ye[c, </]] to plamda berilgan.
14-teorema. f{x ,y ) funksiya M to'plamda uzluksiz va

• /0 0 =  \f{x,y)dx

integral \c,d\ da tekis yaqinlashuvchi bo'lsin. U holda j {y )  funksiya [c,d\ 
oraliqda uzluksiz bo'ladi.

< f{x ,y ) funksiyaning M  to'plamda uzluksizligidan, avvalo bu funksiya y 
o'zgaruvchining har bir tayin qiymatida x ning uzluksiz funksiyasi bo'lishi kelib 
chiqadi. Shu bilan birga f{x ,y ) funksiya M, = |(jr.y)e  R2 : xe[a, l ]  ye\c, e/]} 
{a<l < +ao) ta'plamda ham uzluksiz, demak, shu to'plamda tekis uzluksiz bo'ladi.

Vy0 e [c .d ] nuqtani olaylik. y -» y0 da / ( jr .y )  funksiya / ( i j ’0) lim it funk- 
siyaga [a ,l] da tekis yaqinlashadi. Agar teoremaning ikkinchi shartini e'tiborga 
olsak, u holda ){x ,y )  funksiya 12-teoremaning barcha shartlarini bajarishini 
ko'ramiz. U holda 12-teoremaga asosan

lim j (y )=  lim \ f{x,y)dx = ]  (  lim f(x.y)\dx = \ f (x ,y 0)dx = J(v0)
Z-*>o Z-»Zo a a \V - * y a  )  a

bo'ladi. Bu esa j (y )  funksiyaning [c, d\ oraliqda uzluksiz ekanini bildiradi. ►
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J*. Integrallarni parametr bo'yicha dijferensiallash. f{x,y\ funksiya 

XI = | x y ) e  R2 . i6 { a ,  + oo), y e[c, c/]} to'plamda herilgan
16-teorema. f(x .y )  funksiya M to'plamda uzluksiz. f y(x,y) xususiy 

hosilaga ega va u ham uzluksiz hamda y  o'zgaruvchining [c, d\ dan olingan har 
bir tayin qiymatida

J(y)=jf (x.y)ttt

intcgral yaqinlashuvchi bo'lsin.

Agar |  f y(x,y)dx intcgral [c, d] da tekis yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda j (y ) 

funksiya ham [c, d] oraliqda J'(y ) hosilaga cga bo'ladi va

J '( y ) = ] f ( x . y ) d x

munosabat o 'rin lid ir
* V y 0 e[c, d\ nuqtani olib, unga shunday Ay ontirma beraylikki,

y0+ Av e [c. d ] ho'lsin.
j ( y )  funksiyaning y0 nuqtadagi orttirmasini olib. ushbu

J(y* + &y) J ( v a) _ 7  / ( *  A y ) -  f ( * . y ) A  (16 29)Ay J A.v
tcngiikni hosil qilamiz. Endi (16.29) tenglikdagi integralda Ay -» 0 da integral 
belgisi ostida limitga o'lish mumkinligini ko'rsatamiz.

Lagranj teoremasiga ko'ra/ ( * .*  + *> )-/ (* .,„)  = r x  + e Ay) (l6 30)
a y

ho'ladi, bunda 0 < 0 < I .
Shunga ko'ra ffo^ y )  funksiya M, = |(jc,J')e R1 xe  [a,t\ >>e[c, d ]} to ’p- 

lamda uzluksiz, demak. tekis uzluksiz. IJ holda V e > 0  olinganda ham, shunday 
S = S(s)>  0 topiladiki, |jr* - 1 ’| < S , \y’ -  y] < S tengsizlikiarni qanoatlantiruvchi 
ixtiyoriy (x', y ')e  M,, (x ',y ’ )e  M, nuqtalar uchun

| / ; ( * • . / ) -
ho'ladi. Agar x' = jr ' = x, y' = y0, y' = y0 +0  Ay deyilsa. unda |Ay| < S ho'lganda 

|/;(*..yo  + 0 A y ) - / j ( x , y 0)| <£  (V xe [a ,/[)
bo'ladi. Vuqoridagi (16.30) tenglikdan foydalanib quyidagini topamiz:

/ («.y <■ ♦ Av)~ / («. vu)
A y f  'M <  C •

Bu esa A y —>0 da ^ — funksiya f (x ,y 0) lim it funk-
Ay

siyaga tekis yaqinlashishini bildiradi.
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Teoremaning shartiga ko'ra

\ f ‘y{x.y)Jx

tekis yaqiniashuvchi. Demak, V c > 0  oiinganda ham, shunday S = S(e)>0 
topiladiki, t'>6, t’ > S bo'lgan ixtiyoriy t',t" va V y e [c ,t/ ] uchun

bo'ladi. Jumladan

J f{x,y„ + 8 hy)dx < e

ho'ladi. (16.30) tenglikka asosan
't f{x.y„ + Sy )- f{x .yu)
r Av

■ dx
boMadi Bu esa

integralning tekis yaqinlashuvchiligini bildiradi.
Natijada 12-teorcmaga ko'ra

lim |  l i i M b  = T f  iim / { l■ y i 'lif l - f\ * -y t )\btAy-»o “ Ay m Ay j

tenglik o 'rin li bo'ladi
Yuqoridagi (16.29) tcnglikda A> -» 0 da limitga o'tamiz:

um f { x  y» + Ay)~  f { x  y«) ltm T f { x  y« + Ar)- f { x . y „ ) dx _
&y-it) Av -*0 ' A y

j !  „m ' f
J Ay )  .

Dcmak,

- ',(v0) = \ fy{x,ya)dx ►
m

Keyingi munosabatdan quyidagicha ham yozish mumkin:

* ] [ £ / { * • > ) ) * ■

Ru esa teorema shartlarida diffcrcnsiallash amalini integral belgisi oslida o'tkazish 
mumkinligini ko'rsatadi.

4* /ntegraltarni parametr ho'yicha integraliash. f{x ,y ) funksiya 
M = ^x.y)eR2 xe[a. + on), y 6 [c, d ]| to'plamda berilgan.

18-teorema. Agar f(x.y) funksiya M to'plamda uzluksiz va

J(y)= J f(x,y)dx
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integral [c, d\ oraliqda tekis yaqinlashuvchi bo'lsa, u hnlda j (y )  funksiya [c.d\ 
da inlegrallanuvchi va

\j{y)dy = \ \ f{x,y)dx dy -  \ \f{x.y)dy \dx
)

bo'ladi.
4Teoremaning shartlaridan j {y )  funksiya [c.d\ oraliqda uzluksiz bo'lishi 

kelih chiqadi (qaralsin, 4-teorema). Demak, j {y )  funksiya [c.d\ da 
integrallanuvchi.

Fndi
d  f »r \ •‘■oi / d

H \/{x.y)dx\dy= j  \f{x,y)dy
t W  )  < VI .

dx

tenglikning o 'rin li ho'lishini ko'rsatamiz.
Shartga ko'ra

J (y )= ]  f{x.y)dx
m

integral [c,<rf] da tekis yaqinlashuvchi. Demak. V z > 0  olinganda ham shunday 
rS = <5(e)> 0 topiladiki, V / > S va Vy> e [c, d\ uchun

dy

\f{x,y)dx

bo'ladi. Mana shunday l bo'yicha

\ \f(x.y)dx
4 m

integralni quyidagicha yozamizi

j l  \f(x.y)dx dy = \\\f{x,y)dx\dy + \\ \f{x,y)dx 
€ » m J t x* J * \ t

6-teoremaga asosan
dfi \  ifd \
j  f  f(x.y)dx \dy -  j  j  f(x,y)dy j<£r

bo'ladi. Natijada
d  I  ( S  \  d  f  -MO

\j{y)dy = \ |  \f(x,y)dy dx + \ \f(x.y)dx \dy
C m \  €  }  €  \  I  /

bo'ladi. Yuqoridagi (16.31) munosabatni e'tiborga olib topamiz:

(16.31)

dy.

\ j(y )dy -\  \f(x.y)dy dx j  /(*.> - \dy<s(d-c).

Bu esa
‘  ( J

\ J(y)dy = lim j  j  f(x.y)dy  <& = j  J f(x.y)dy \dx

< £

C
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ekanini bildiradi Dcmak,
d (  +<* * *  / t )  i

J| \ f ( *  y)dx dy= \ \ J /(* .> )4 y
V  n o  V<'

Endi / ( jr ,y )  funksiya M 3 = jj(jc.,y)e . x e [a . + cc), y e [c, +oc)} to'plamda 
berilgan bo'lsin.

19-teorema. f(x .y )  funksiya M7 to'plamda uzluksiz va 

Jf(x,y)dx, '\f(x,y)dy
•  i

integrallar mos ravishda [c, + o c )  va [a, + o o )  da tekis yaqinlashuvchi ho'lsin.
Agar

+« f  +X \  • « /  ♦• ^
| J |/(x.y)(Jx l^v (yoki J \\f(x,y\dy\dx)
t \  a  J  a  \  c  J

integral yaqinlashuvchi bn'lsa. u holda
♦* J ♦ * N +* /  +« ''t
J J / ( j t> V > M * .  J \f(x,y)dx\dy
a  \  c /  f  \  <1 /"

integrallar yaqinlashuvchi va
«C /  + *  \  +00 /  +« \
J j J/(-+>V* |dy= f| \f(x,y)dy ]dx

bo'ladi.
Bu teoremaning isbotini o'quvchiga havola qilamiz.
16.7-misol. Ushbu

J =  \ ^ Xdx
0 x

integral hisohlansin.
4Ru xosmas integralning yaqinlashuchi bo'lishi 15-bobning 2-§ ida ko rsa- 

tilgan edi. Endi berilgan intcgralni hisoblaymiz. Buninguchun quyidagi

J (a )=  J = f e “  1 dx
o x

parametrga bog'liq xosmas integralni qaraymiz.
Ravshanki,

X
funksiya

{(jc,a)ef?5 x e [0  + o o ) ,  ae [0 , c ] c > o}
to plamda uzluksiz,

fn(x a )= -e  “ sinx
xususiy hosilaga ega va u ham uzluksiz funksiya. Quyidagi 

\ f a'(x.a)dx = -  \e“  sin xdx

m
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integral csa a > a c . (a(l> 0) da tekis yaqinlashuvchi. 16-teoremaga ko'ra

J - (« h  V e  “ ^ U  = - j
tA  x ) a J0

e aI sinxdx = —
I

bo'ladi (qaralsin, l-qism, 8-bob, 2-§). Demak.
j (a )  -  - arctga + c .

a = +ao bo'lganda, 7(+ oc)= 0 bo'lib, -  ̂  + c = 0 ya'ni c = y  bo'ladi.

Demak,

j (a )  = — -  arctga.

Bu tenglikda a —» 0 da limitga o 'tib  quyidagini topamiz:

iim J(a) = — .
a-> o 2

Shunday qilib, , / ( o ) = -  ya'ni j  _ f smxJx = n
2 i  x 2

. t smx , n 
J = , dx = — 

{ x 2
bo'ladi. ►

5h£ Cy/er integraliari
/ “. Betafunksiya va uningxossatari Ma'lumki, ushbu

J r -  ' ( l - x j *  '<& 06 32)
o

chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali a >0, e > 0 ya'ni 
M = {(a,e)e R7 : a e (0 + ao). e e (0, + ao)J 

to'plamda yaqinlashuvchi (15-bob). Ayni paytda bu integral a va e parametrlarga 
ham bog'liq.

ll-ta'rif. (16.32) integral beta funksiya yoki I tur Eyler integrali deb ataladi 
va B(a.e) kabi belgilanadi. demak,

B(a.e)= jx a ](\ - xy 'dx. 
o

Shunday qilib, B(a.e) funksiya R7 fazodagi M = ((a,«)e R7 : 
ae (0, + tn), o e(0, +oo)) to'plamda berilgandir.

Fndi B(a,e) funksiyaning xossalarini o'rganaylik.
1) ( 16.32) integral

B(a. e)=  Jjc“ _l(l -  xf~'dx 
o

ixtiyoriy M = \a.e)e R7 . a e (a0. + oo), e e (e0, +ao)) (a0 > 0. e0 > 0) to'plamda 
tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.
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^Beriigan integralni tekis yaqinlashuvchilikka tekshirish uchun uni 
quyidagicha

t

\x“ (1 - x)' dx = l«fc + j x a- |( l - j r ) ’ 'dx
o o t

1
yozib olamiz.

t

Ravshanki, ho'lganda J jc"  'dx integral yaqinlashuvchi, e > 0
o

i
ho'lganda | ( l  -  jt)’  1 dx integral yaqinlashuvchi.

Parametr a ning a i  a0 (a0 > 0) qiymatlari va Ve > 0, Vjc g ^O, ^

jc"  ‘ (1  -  J t ) "  1 ^ jc" ”  , ( l - j c ) ‘  1 <  2 ^ ^ ^ ' 
bo'ladi. Veyershtrass alomatidan foydalanih,

uchun

f  jt" (1 -  jr)“ '<£c 
0

integralning tekis yaqinlashuvchiligini topamiz.
Shuningdek. parametr e ning «> « „ (e„ > 0) qiymatlari va V a > 0 ,

Vx e —, l'l  uchun
.2 )

x“ ‘ ( l - x ) *  ' i x a ' ( jc- | ) “u 1 Z 2 (\ -x f'n " I

boMadi va yana Veyershtrass alomatiga ko'ra j  , • - '( !  _ xy ldx integralning lekis
i
7

yaqinlashuvchiligi kelih chiqadi.
i

Demak. jx "  '(l -  x j  'dx integral a > aQ > 0 va e £ 6Q > 0 bo'lganda, ya'ni 
o

A'/0 = |(a,fl)e/?i . a e [f l0. + oo), ee [e0 l+oo)) 
to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. ►

2) B(a.e) funksiya M -\ a ,e )e  R1: f le (a 0, + oo), ee(e„. + oo)} to'plamda 
uzluksiz funksiyadir.

+ Haqiqatdan ham.

B(a. e ) = | j ‘, ' l ( l ' j r ) ' ' l <ir 
o

integralning M 0 to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'lishidan va integral ostidagi 
funksiyaning V(a. e)e A/ da uzluksizligidan 15+eoremaga asosan B(a.e) 
funksiya

►

►
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M -  |(n.e)e R1 : ae. (O, + °c), « g (0, + oc)) 
to'plamda uzluksiz bo'ladi. ►

3) V(cj,fl)e M  uchun B(a, e)-B (n , a) bo'ladi.
i

^Darhaqiqat ti(o ,a) = j x" '( l - x j  1 cic integralda i  = l - (  almashtirish 
o

bajarilsa, unda

B(a, «)=  f x" '( l -x^~ ' dx = J/* *(l -  t 'f 'd l  = B(»,a)
o o

bo'lishini topamiz. ►
4) B(a,e) funksiya quyidagicha ham ifodalanadi:

4 Haqiqatdan ham, (16.32) integralda jc = — almashtirish bajarilsa. u holda
I + /

B (a. «) - j  x" '( l x j  ' dx = j
/  ̂ \f f  l /  . \ « , - l  j .  -z* |

N  1 i ‘*r____f _ •______ dl
!  U + 'J  l  ) + fJ  ( i + t f  ~ t ( i + < r

bo'ladi. ►
Xususan, o = l -  a ( 0 < a < l)  bo'lganda

B(a, l -a )= *J  • = ——
) + / sin an

bo'ladi (qaralsin; 17-boh). Keyingi rminosabatdan quyidagini topamiz;

4 '  ‘ l -U  2 ;
5) V(a. «)e M' [m ‘ = |(a,e)e R2 : <J6(0,+ oo), « e ( l. + °°)}) uchun

B(a, e) •  —-—-— B(a.e -  1) 
a + *  -  1

bo'ladi
4 (16.32) integralni bo'laklab integrallaymiz:

B(a. «)= j  j:',“ ,(l xY 'dx = ) (\ -x y  ' c/f —  J = — jrfl(l x)C 'j^ +

« - l  I
'~jx“ (l xY ! rit = - — - j j “ (l -  xY 7dx (a > 0, « > l )

a D ^ 0

Agar ^ O - j r ) *  J = x " , [ l - ( l - x ) X l - r r Z = i ‘’ ’ ( l - x)* 2 - x fl- ‘ ( l - x Y  '
ekanligini e'tiborga olsak, u holda

\x°(\ -  x f  7d x -\ x“ '( l -  xY~7dx-\x“ '(\ - xY 'dx = B (a ,e -\ )- B(a,a)

bo'lib, natijada

B(a, e) = - — -(fi(a , e l ) -  B(a,«)) 
a
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bn'ladi. Ru tenglikdan esa

ii(a, e)~ - -B{a, e -  l)  {a > 0, e > l)
a + e -  I

bo 'lish iri topamiz.
Xuddi shunga o'xshash V {o ,e )gA /" uehun

(a/ “ = {(<3,«)e R' ' flfg^l +oo), 8 6{0,+oo)})

B{a, o) = ———— 8 { a - 1. e) 
a + e -  I

bo'ladi. ►
Xususan. e = « (« g N ) bo'lganda

B{a, n) = —-—!— B(a, n -  l) 
a + n -  I

hoMib, keyingi formulani lakror qo'llah quyidagini topamiz.

g ( a . « ) » - n ' —  ‘z— —— B{a I).
a + n -  I a + n — 2 n + l

1 ]
Ravshanki, B(a, l) = j xa~'cbt = —. Demak.

B(a, n ) - -
1 2  (n I)

a(a + lXa + 2) (o + n -  l)
Agar ( 16.33) da a = m (m 6 A/) bo'lsa. u holda

2 (« I) _ ( « - iy ( * - iVB(m ni  =
m(m + l )  (m + n -  l)  (t« + « - ! ) '

bo'Iadi.

(16.33)

2°. Gantma funksiyasi va uningxmsalari. Uiz i 5-bohning ida quyidagi

o

\xa 'e 'd x  (i6.34)
o

xosmas integralni qaradik. Bu chegaralanmagan funksiyaning ( a<1  da x = 0 
maxsus nuqta) cheksiz oraliq bo'yicha olingan xosmas integrali bo'lishi bilan 
birga a ga (paramctrga) ham bog'liqdir. Usha erda (16.34) xosmas integralning 
a > 0 da yaqinlashuvchi ekanligi ko'rsatildi.

!2-la'rif. (16.34) integral gamma funksiya yoki II tur Eylcr integrali deb 
ataladi va f (a )  kabi belgilanadi. Demak,

r(o)= \x°~'e~xdx.
0

Shunday qilib, l'(a ) funksiya (0.+ <«) da bcrilgandir. Endi r{a ) 
funksiyaning xossalarini o'rgandik.

1) (16.34) integral

r ( a ) =  \xa 'e 'dx
o

ixtiyoriy (a<aQ <e0 <oc) oraliqda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

*

►
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]x " - 'e  +
0 C I

ularning har birini alohida-alohida tekis yaqinlashuvchilikka tekshiramiz.
Agar a0 (a0 > 0) sonni olib, parametr a ning a<aa qiymatlari qaralsa, unda

barcha xe(0 . l] uchun x" 'e ‘ < — — bo'lib, ushbu bobning 4-§ ida keltirilgan

■«(16.34) integraini quyidagi ikki qismga ajratib.

Veyershtrass alomatiga asosan

fxa- ' e rdx

integral tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.
Agar e„ (#(, > 0) sonni olib, parametr a ning a i e 0 qiymatlari qaraladigan 

bo'lsa, unda barcha x 2 I uchun
•i. * *

d . l  .  . *  I .  . f  ffn  ♦  I 1

bo'lib,
K e J x1

i x
integralning yaqinlashuvchiligidan, yana Vcyershtrass alomatiga ko'ra

D

f x a 'e ’dx
i

integralning lekis yaqinlashuvchi bo'iishim topamiz. Shunday qilib,

/ ’(a )=  fx “ 'e 'dx
0

integral [a0l fl„] (0 < a0 < eu < 4 oc) da tekis yaqinlashuvchi ho'ladi. ►
2) r ( u )  funksiya (0, + °o) da uzluksi/ hamda barcha tartibdagi uzluksiz 

hosilalarga ega va

r i% ) = * f x a- ,e-'(lnxYdx (« = 1,2.. )
0

« V a e (0 ,+  °o) nuqtani olaylik. Unda shunday [ac,flQ] (0 < a „< « 0 < +ac) 
oraliq topiladiki, a e [a 0,e „] ho'ladi.

Ravshanki.

r ( a ) =  f x " ‘e- ‘dx
o

intcgral ostidagi f (x ,a )=  x"-'e~‘ funksiya M =  |(jr,o)e R1. jre^O, +°o), 
ae (0 , + °e)J to'plamda uzluksiz funksiyadir. (16.34) integral esa (yuqorida isbot 

etilishiga ko'ra) [a0 «„] da tekis yaqinlashuvchi. U hoida 4-teoremaga asosan 
r(a) funksiya [a0.e0] da. binobarin, a nuqtada uzluksiz bo'ladi.
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(16.34) integral ostidagi f{x .a )=  x“~'e '  funksiya

/.’( *  ° ) = x" 'e 1 Inx
hosilasining M to'plamda uzluksiz funksiya ekanligini payqash qiyin emas. 

Bndi
♦ « iX
J J2(x,a)dx= f x “ 'e ' , /nxdx 
a o

integralni [a„,«0] da tekis yaqinlashuvchi bo'lishini ko'rsatamiz.
i

Ushbu fx a~'e~* Inx dx integral ostidagi jc " 'le '  Inx funksiya uchun 0 < x <  I 
o

da jx° 'e x In:t| S xB" '\lnx lengsizlik o 'rin lid ir. j ( jc)  = x 2 |//i x| funksiya 0 < x < l

I
da chegaralanganligidan va f x 2 dx integralning yaqinlashuvchiligidan

0
1
l * "  'l/nxj/ic ning ham yaqinlashuvchi bo'lishini va Veyershtrass alomatiga ko'ra 
0

I
qaralayotgan | x“~'e~x Inx &  integralning tekis yaqinlashuvchiligini topamiz.

o
Shunga o'xshash quyidagi

| x" 'e~’ Inx dx 
0

integralda, integral ostidagi x' 

xa-'e~xlnx<x'

'e ' Inx funksiya uchun barcha x > 1 da

'e~'lnx< x”"e~x

bo'lib.

integralning yaqinlashuvchiligidan. yana Veyershtrass alomatiga ko'ra 

fxa 'e Tlnxdx ning tekis yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. Demak, [<z0, «0 ] da

fx°~'e 1 Inx dx integral tekis yaqinlashuvchi. Unda 16-teoremaga asosan
a

r '(a ) = \ |x °  'e ' z f r j  = f  (x° 'e = fx" ‘e ' Inx dx
V 0 )  0 0

bo'ladi va / ” (o) [a0, a„] da binobarin, a nuqtada uzluksizdir.
Xuddi shu yo’ l bilan / ’ (rt) funksiyaning ikkinchi, uchinchi va hokazo 

lartibdagi hosilalarining mavjudligi, uzluksizligi hamda
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4

l

/ ' (,,,( f l )  =  J x ° ' le ' , (/# ijc )" ( / i = l ,  2, . )
o

bo'lishi ko'rsatiladi ►
3) l~{ci) funksiya uchun ushbu

r (o  + l)  = a r (a )  (a > 0 )
formula o 'rin li.

4 Haqiqatdan ham,

r(a)= j x t'~le~Idx 
o

integralni bo'laklah iniegrallasak.

f t  'd
x

\ a )

r(a ) + 7 ‘ dx = - r ( a  + 1)
o a a

ho'lib. undan
r(a  + [)=ar(a) (16.35)

bo'lishi kelib chiqadi. ►
Bu formula yordamida / '(u  + rc) ni topish mumkin. Darhaqiqat, (16.351 

formulani takror qo'llab
r (a  + 2 ) = ( a + l) r ( c + l) .
r ( a  + 3)= (a  + 2 )r (o  + 2)

/’(a + n) = (a + n -  l) / '(a  + « -  l)
bo'lishini, ulardan esa

r (a  + n) = (u + « -  lXtf + / i -  2) . (a + 2X<r+ l)a /’ (<3) 
ekanligini topamiz. Xususan, a = I bo'lganda

l'(n + l)=  a(n- 1) 2 i r ( l )

bo'ladi. Agar / " ( 1)=  ( e 'd x ^ i  bo'lishini e'tiborga olsak, unda r (n  + l )= n /
o

ekanligi kelib chiqadi.
Yana(16.35) formuladan foydalanib r ( 2 )=  / ’( l)=  I bo'lishini topamiz.
4) r (a )  funksiyaning o'zgarish xarakteri.
l  (a) funksiya (0 +oc) oraliqda herilgan ho'lib, shu oraliqda istalgan tartihli 

hosilaga ega. Hu funksiyaning a = I va <3 = 2 nuqtalardagi qiymatlari bir-biriga 
teng:

r ( ! ) = r ( 2 ) = i
/ (<3) funksiyaga Roll teoremasini (qaralsin, l-qism, 6-bob, 6-§) tatbiq qila 

olamiz, chunki yuqorida kellirilgan faktlar Roll teoremasi shartlarining 
bajarilishini ta'minlaydi. Demak, Roll teoremasiga ko'ra, shunday <3 * (l < a * < 2 )  
topiladiki. / ” (<3*)=0 ho ladi.

V<3 e (O, + 00) da
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• *

r * ( f l)=  J jc“-'e ' ln2xdx>Q 
0

bo'lishi sababli, T '(a) funksiya (0 .+ oc) oraliqda qat'iy o ’suvchi bo ladi. Demak 
T '(a) funksiya (0, + oo) da a* nuqtadan boshqa nuqtalarda nolga aylanmaydi. 
ya'ni

•ff

r '( a )=  Jjr° 'e '  inx dx = 0
o

tenglama (0, + oo) oraliqda a * dan boshqa echimga ega emas. U holda
0 < a < a* da r '{a )<  0 

a* <a<  +oo da /” '(a)> 0
bo'ladi. Demak r(a) funksiya a* miqiada minimumga ega. Uning minimum 
qiymati / ’(a *) ga teng.

Taqribiy hisoblash usuli bilan
a* = 1.4616 , r (a  *) = min r (a  ) = 0.8856

bo'lishi topilgan.
l '(a )  funksiya a>a*  da o'suvchi bo'lganligi sababli a > n + 1 (n e iV ) 

bo'lganda r (a )>  T(w + l)=  n/ bo'lib. undan
iim I (a ) -  +oo

bo'lishini topamiz.

lkkinchi tomondan, a -» + fl da / '( zj + 1) —> /  (l) — 1 hamda I ’(a) = 

ligidan /im / '(n )= + io  kelib chiqadi. r (a)  funksiyaning grafigi
a -*+Q

— — *- ckan- 
a

52-chizmada

tasvirlangan.

3 Beta va gamma funksiyalar orasidagi hog'lanish. Biz quyida B(ci, s) va 

r(a) funksiyalar orasidagi bog'lanishni ifodalaydigan formulani keltiramiz.

Ma'lumki, r (a )  funksiya (0, + oo) da, B(a.e) funksiya esa B7 fazodagi 

M = j ( x , . y ) e  R1 : ae  (0, + «), e e (0, + <*>)] to'plamda bcrilgan.
21-teorema. v(a. e)e M uchun

*
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formula o 'rin lid ir.

» (« .« ) * - r ;  »/ ( « * • )

« IJshbu r (a  + e)=  J jt“ +' ' le 'dx (a > 0, s > 0 )  gamma funksiyada o'zga-

ruvchini almashtiramiz:

Natijada
Jt = (' + <))' (/ > 0 )

r ( u + s ) =  \ (\ + lf ”  iy“ - ' e - l,‘0,(i + l)dy = ( ] + i y t \ya+, ,e {u,)y<fy.

bo'ladi.
Keyingi tenglikdan quyidagini topamiz:

[' (a  + a) T

o + / r
\ y

1+«-] dx

Bu lenglikning har ikki tomonini /“ 1 ga ko'paytirib. nalijani ( 0 , + o o )  oraliq 
bo'yicha integrallaymiz:

r(a + «)• -T  |r '<a
o ( i + / /  0 \  0 j

Agar ~ 1
f    — dl =B(a, e)
i o + ^ r

ekanini e'liborga olsak, unda
• •  i* WO A

r (a  + a)B(a, «)= J ( y ^  ' e ' ^ d y  Il° ldl (16.36)
o l. o )

bo'ladi. Endi (16.36) tenglikning o'ng tomonidagi integral /  (u) r(e) ga teng 
bo'lishini isbotlaysiz. Uning uchun. avvalo bu integrallarda integrallash tartibini 
almashtirish mumkinligini ko'rsatamiz. Buning uchun 19-teorema shartlari 
bajarilishini ko'rsatishimiz kerak.

Dastlab a > t , e > I bo'lgan holni ko'raylik.
a > 1, e > I da, ya'ni s)e R7 : ae  (l, + m), e e (l, +® )} to'plamda integral

ostidagi
f ( t ,y )  = ya' ’- ' r ' e (U,)y

funksiya V (/,y )e  {(/. y )e  R2 I e [0, + oo), _ye [o, + ce)} da uzluksiz ho'lib,

/ ( l .y )= y “ ’" ' r - ' e - {' t,)y >0  bo'ladi.
• « •«

Ushbu Jj\t,y\iy= \ta 'ya** 'e^u ŷdy iniegral / o'zgaruvchining [0,+oo) 
o o

oraliqda uzluksiz funksiyasi bo ladi, chunki
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jr - y -  — — .
o { i+ if

Ushbu
ta> • *
J/(<■ y\lt -  \ r 'y ’ ' ‘-'e4lt,),di
0 II

irtegral y o'zgaruvchining (0,+ao) oraliqda uzluksiz funksiyasi bo'ladi, chunki

ill - r(a)y‘~'e~y

va nihoyat. yuqoridagi (16.36) munosabatga ko'ra
:i 7

\ y 'n i  j
intcgral yaqinlashuvchi.

U holda 19-teoremaga asosan

\ li
integral ham yaqinlashuvchi bo'lib,

>«0 /  +*• LJ J r  ' v "  ' t  " " ' 'A ' k- = J J r - y * ‘ -v  U
o \  n )  i) V u I

bo'ladi. O'ng toniondagi integralni hisoblaymiz:

j" J r ' y ^ - ' e ^ d y U t - ‘l [ J /“ V " “'•-//Ia-  J  'e r\ jV V\Vr/v=
ol,(i ;’ ol o J o '.o )  (16.37)

= J y ^ ' e yM  J(t>rV M olV -  j'f-'e->flp)iy= r(rr)r(«)o y v o j  o
Nalijada (16.36) va (16.37) munosabatlardan

l'(a  + e )fl(u .fl)=  r (a ) r (e )
ya'ni

B(a,e)
r ( a ) r ( e ) (16 38)
r (a  + «)

bo lishi kelib chiqadi. Biz bu formulani n > 1 . e > l  bo'lgan hol uchun isbotladik. 
Endi umumiy holni ko'raylik.

Aytaylik, a > 0 , b > 0 bo'lsin. U holda isbot etilgan (16.38) formulaga ko ra

B(a ♦ l.« + l ) »  — ---------t—
r ( a + 8 + 2)

(16.39)

bo'ladi.
B(a,e) va 1 (u) funksiyalarning xossalaridan foydalanib quyidagini topamiz:

B(a + 1.« + l)  = — - —  B(a, e + l)=  —- --------- - -- B(a,e).
a + a + l  a + e + ]a + e

r(a  + l)  = ar(a), F(a + 0 =  «/"(«), r (a  + e + l )  =
= (a + e + l) / '(a  + e + l)  = (a + e + lX^ + e)r(a  + e)

0
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Natijada (16.39) formula quyidagi 
ae

S(a. s) = -
a/'(a)er(e)

(a + eXo + c + O (a + eX^+ 8 + l ) f ( a + 8)
ko'rinisliga kcladi. Bu esa (16 38) formula a > 0 , e > 0  da ham o 'rin li ekanini 
bildiradi. ►

1-natijtL Vae (0 l)  uchun

r (a)r<i- « ) = - * -
sman

bo'ladi.
4 Haqiqatdan ham. ( 16.38) formula e = \ -  a ( 0 < a < l )  deyilsa, unda

r ( i )

bo'lib. B(a, l - a )  = — —  ( 0 < a < l )  va r ( l ) = l  munosabatlarga muvcfiq 
sinax

r ( a ) r ( l - a )  = (0 < a < l)  . ►
sinax

Odalda (16.40) fnrmula keltirish formulasi deb ataladi. 

Xususan, (16.40) da a = ~ dcb olsak, unda

(16.40)

bo lisbini topami/. 
2-natija. Ushbu

r ( a ) r [ a  * (2a) (a > 0 )

formula o 'rin lid ir.
■<(16.38) munosabatda a -  e deb

'( 2 o )
bo'lishini topamiz. So'ngra

f l ( a . a ) = j ( x ( l - j : ) f  'dx = j I (1 
4 ~ L 2 1

I - i

* - 4H l
dx

intcgralda ^ - x  = ̂ ^ft almashtirishni bajarih.

B(a.a)-* 2| ( 1 - 0 t }dt
4 2

I J * | / 1 \

ga cga ho'lamiz. Natijada

bo'ladi.

r * ( q )  _ l  J \
r ( 2 a ) ~ 2 2

.a

(i o

a-l  . I
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Yana(l6.38) formulaea ko'ra

r \ [Ar(a)J [  } 1 2 , 1  =  J -  r(a)
^ rH )

bo'lib, keyingi munosaballarda
rtfl) i ■ v * -

/ ( 2 . )  2 - ' ” r f f l + l ' |

ekanligi kelib chiqadi. Demak.

r ( a ) r ( a + - i j = ^ r ( 2 f l ) >  <i6M)

Odatda (16.41) formula Lejandr formulasi deb ataladi.

Mashqlar
16.8. Ushbu

M ^\x,y )eR2 0 < jc <  1,0 <  ; - < l )  
to'plamda berilgan

f (x .y )= x v
funksiyaning y’ -> 0  da lim it funksiyasi topilsin va unga yaqinlashish 
notekis bo'lishi ko'rsatilsin.

16.9. Ushbu

/ / ( * > ) *

intcgral ta 'rifi keltirilsin. 
16.10. Ushbu

I jjt
a) f e m'dx = -  (a > 0) o 2 ll a

(a>0)
l +  x J 2 V '

. f xsinta n ^
v )  ----------z-<h = —e ( a > 0 )

2 V '
tengliklar isbotlansin. 

16.11. Ushbu

|  e 1 cos xydx

integralning (+ ao, -  c o )  da u parametr bo'yicha tekis yaqinlashishi ko'rsalilsin.
o
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16.12. Ushbu
i\lnr{x)dx
o

integra! hisohlansin.
16.13. Ushbu

lim \ e "'dx = 1
n - * «  .0

tenglik isbotiansin.
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K a r r a l i  in te g r a l la r

Matematika va fanning bushqa larmoqlarida ko'p o'zgaruvchili 
funksiyalaming integrallari bilan bog'liq masalalarga duch kelamiz. Rinobarin. 
ulami -  karrali integrailarni o rganish vazifasi yuzaga keladi.

Karrali integrallar razariyasida ham. aniq integrallar nazariyasidagidek, 
integralning mavjudligi, uning xossalari, karrali integralni hisoblash, integralning 
tatbiqlari o'rganiladi Bunda aniq integral haqidagi ma'lumotlardan muttasil 
foydalana boriladi.

I-§. Tekis shaklning yuzi hanuta fazodagi jismning 
hajmi haqida ba 'zi ma 'lumotiar

Aniq integralning tatbiqlari mavzusida tekis shaklning yuzi hamda jismning 
hajmi haqida ma'lumotlar keltirilgan edi. Bu tushunchalar karrali integrallar 
nazariyasida muhimligini inobatga olib, ular to ’ g’ risidagi ta r i f  va tasdiqlarni talab 
darajasida bayon etishni lozim topdik.

Aslida. tekis shaklning yuzi, jismning hajmi tushunchalari matematikada 
muhim bo'lgan to'plamning o'lchovi lushunchasini tekislikdagi shaklga, fazodagi 
jismga nisbatan aytilishidan iborat.

I1. Tekis shaklning yuzi va uning mavjudtigi. Tekislikda Dekart 
koordinatalar sistemasi berilgan bo'lsin. Bu tekislikda. sodda yopiq chiziq bilan 
chegaralangan tckislik qismidan tashkil topgan (£>) shaklni (tekislik nuqtalari 
to'plamini) qaraylik. (Q) shaklning chegarasini (sodda yopiq chiziq) BO bilan, 
(Q)\JdQ ni esa (g ) bilan belgilaymiz:

^ ) = f e ) u s e .
Masaian, koordinatalari ushbu j r > 0 ,  > > 0 .  jc + ><1  
tengsizliklami qanoatlantiruvchi (jc,>>) nuqtalardan tashkil tnpgar to'plam 

(a )=  j(x ,y )c  R2 x >0. _y>0. x + y < l}
53-chizmada tasvirlangan uchburchak shaklini ifodalaydi
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Ox o'qidagi birlik kesma ( 0 < x < l ) ,  Oy o'qidagi b irlik  kesma ( 0 < y < l )  
liamda (l.O) va (0. l)  nuqtalarni birlashtiruvchi to 'g 'ri chiziq kesmalari birgalikda 
(a ) uchburchak shaklining chegarasi r)A ni tashkil etadi.

Tekislikda uchburchaklar. yopiq siniq chiziq bilan chegaralangan tckislik 
qismidan tashkil topgan ko'pburchaklar yuzaga ega va ularni topish qoidalari 
o'quvchiga ma'lum deb hisoblaymiz.

Tekislikda (( j) shakl bilan hirga (.4) va ( f l)  ko'pburchaklarni olaylik.
Agar ( / l)  ko'pburchakning har bir nuqtasi (o ) ga tegishli bo'lsa. (,4) 

ko pburchak (q )  shaklning ichiga chizilgan deyiladi (bunda (/))r" (q  ).
Agar (()) ning har bir nuqiasi ( f l)  ko'pburchakka tegishli bo'lsa, («) 

ko pburchak (o )  shaklni o 'z ichiga oladi deyiladi (bunda (q ) c  ( b )).
Agar A va B lar mos ravishda ( / l)  va ( b ) ko pburchaklaming yuzlari 

bo'lsa, unda
A<B (17.1)

bo'ladi.
Aylaylik, (£>] shaklning ichiga chizilgan ko'pburchaklar yuzalaridan iborat 

to'plam {/4), (Q) shaklni o 'z ichiga olgan ko'pburchaklar yuzalaridan iborat 
to'plam {/5) bo'lsin. Ravshanki. {/4} va {fi} lar sonlar to'plami bo'lib, {/l} 
yuqoridan, {fl} quyidan chegaralangan. (Jnda to'plamning aniq chegaralari 
haqidagi tcoremaga ko'ra

su p {/l}= 2 -. inf{B\=Q'
lar mavjud.

Odatda, Q. son (Q) shaklring quyi yuzasi. Q' son esa (Q) shaklning yuqori 
yuzasi deyiladi.

Tasdiq. Q. va Q' miqdorlar uchun

Q . iQ '  (17.2)
tengsizlik o 'rin li bo'ladi.

Teskarisini faraz qilaylik, Q. > Q bo'lsin. Bu holda Q . -Q  >0  bo'ladi. 
Aniq chegara ta'nflariga ko'ra Ve > 0, jumladan

uchun shunday { / l0) c ( (? ) ,  (f l0) o ( 2 )  ko'pburchaklar topiladiki,

A c> Q .-£ ,  B0<Q' +e
tengsizliklar hajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz:

Bc- A o<Q' + £ - (Q . - e ) = Q ' - Q .  + 2£ = Q‘ - 0 .  + ^ .  ~G *)= 0 .
Keyingi tengsizlikdan A0 > Ba bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa har doim o 'rin li 

bo'lgan (17.1) munosabatga zid. Demak, (17.2) tengsizlik o 'rin li. ►
1-ta’ri/. Agar

&  = G*
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tenglik o 'rin li bo'lsa, (Q) shakl yuzaga ega dcyiladi.
Ushbu

Q '= Q '
miqdor (q ) shaklning yuzi deyiladi va uni Q orqali belgilanadi:

l-teorema. Tekislikdagi (q ) shakl yuzaga ega bo'lishi uchun V f  > 0  son 
olinganda ham (e ) shaklni ichiga chizilgan shunday (.4) ko'pburchak. (Q) 
shaklni o 'z ichiga olgan shunday ( b ) ko'pburchaklar topilib.

B — A < £ (/7 3)
lengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

<ZarurligL Aytaylik, (Q) shakl yuzaga ega bo'lsin:

Q = Q -= Q '
Aniq chegara ta'riflariga ko'ra, Vz > 0 uchun shunday

( ^ ) ^ ( e ) .  ( « ) ^ ( e )
ko'pburchaklar topiladiki,

4>Q. = * .  H < Q + £
2 *  2

yani

A > Q - ~ ,  B < Q + -  
2 2

bo'ladi. Ru tcngsizliklardan
B -  A < e

bo'lishi kelib chiqadi.
YetarlUigi. Aytaylik, (> l) c (e ) ,  (B )zz(q ) ko'pburchaklar uchun

B -  A < £
tengsizlik bajarilsin.

Ravshanki. A<Q.. B > Q ‘ . Yuqoridagi (17.2) munosabatdan foydalanib 
topamiz:

A < Q. < Q' < B.
Bu va (17.3) tengsizlikka ko'ra

Q - Q . < B - A < e

bo'ladi. Demak, Q. =Q  . ►
Faraz qilaylik, tekislikda J chiziq (u yopiq yoki yopiq bo'lmasligi mumkin) 

berilgan bo'lsin.
2-ta’ri/. Agarshunday (/([;) ko'pburchak topilsaki,

1 )  / c ( / ( ) ;
2) V f  > 0 uchun Â  <£ bo'lsa, / nol yuzali chiziq deyiladi.

Tasdiq. Agar / chiziq [a, o] segmentda u/Juksiz bo'lgan f (x )  funksiyaning
grafigidan iborat bo'lsa, u nol yuzali chiziq bo'ladi.

< Vc > 0 sonni olib, [a «] segmentini shunday

*

♦
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[**■ * » , i l  (<t = o. 1. 2 .....n -  1. jc0 =a.  i „ = a )

bo'laklarga ajratamiz, har bir [jtj, j t^ J d a  / ( jt) lunksiyaning tebranisbi
£

(i). < -

ho'lsin.U holda / chiziqni o 'z ichiga olgan ( ^ )  ko'pburchakning yuzi

bo'ladi. bunda

Ravshanki

Y . ( U t - m>Xxt
krO

= ^“p{/(jf)}. * € [ * , , , ,x , ]
mt ■= '< ! / ( * ) } ■* € [*!• **+i]

■**
• i

= < -

(* = 0 , l ,2 .... n - l )

i*o a - o * , o
Demak, / nol yuzali chiziq. ►
Bu tushuncha yordamida vuqoridagi 1-leoremani quyidagicha ifodalasa 

bo'ladi.
2-tenrema. Tekislikdagi (q ) shakl yuzaga ega bo'lishi uchun uning chegarasi 

8Q nol yuzali chiziq bo'lishi zarur va yetarli.
Natija. Agar (Q) shaklning chegarasi 8Q har biri y = / ( j t ) e  C[a,e] yoki 

Jt =  g ( y ) e  C[c, t / ]  funksiyalar tasvirlangan bir nechta egri chiziqlardan tashkil 
lopgan bo lsa, u holda (Q) shakl yuzaga ega bo'ladi.

2". Yuzaning xossaiari. Endi yuzaning asosiy xossalarini keltiramiz.
!)■ Agar tekislikdagi (O, ), (Q2) shakllar yuzaga ega ho'lih, ( 0 , ) c ( 0 2) 

boTsa, u holda

boTadi.
2). Agar (Q,) va (Q2) shakllar yuzaga ega bo'lsa, u holda (Q t ) \ J ( Q 2) bam 

yuzaga cga bo'lib, (£?, ) U ( { ? : ) shaklning yuzi (0 {) va (Q2) shakllar yuzalarining 
yig'indisidan katla bnTmaydi.

Agar bu (Q, ) va (Q2) shakllar chcgaralaridan boshqa umumiy nuqtaga ega 
boTmasa. ya'ni

(e,)n(Q2)=0
bo'lsa, u holda (Q,)U(Q2) shaklning yuzi (Qt) va (£ 2) shakllar yuzalarining 
yig indisiga teng boTadi. Bu yuzaning additivlik xossasi deyiladi.

J*. Tekis shaklni bo'laklash. Tckislikda biror yuzaga ega (Q) shakl berilgan 
bo'lib,

fa).(e2). .(a )
shakllar uning yuzaga ega bn'lgan uismiy shakllari. ya'ni

(Qt )<z(Q) (* = 1,2.....n)
boTsin. Agar (g ,), (Q2). , (Q„) shakllar uchun
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D ( e , ) u f e ) u  u ( e j = e ,
2) ixtiyoriy (Qt ) va (£>,) I ar (Jfc = 1.2 .... n, i = I, 2, ...,n) umumiy nuqtaga

(chegaradagi nuqtalardan boshqa) ega bo'lmasa, (Q, ). (Q2). .({>.) lar (0 ) da 
bo'laklash bajaradi yoki (Q) shakl (Qi ),(Q2\ (Q„) shakllarga bo laklangan
deyiladi. (q ) shaklni (Qt),(Q2).... (Q„) larga bo'laklashni P bilan belgilanadi:

^ = { ( 0 ) . ( a ) .....(& ) }
Ushbu

d((Qt, ))= supp((x',y),(xm,y'))
( ( * '.> ') * (& ) •  ( x ' . / h (Q t ) k = \,2.3... , n) 

miqdorlarning eng kattasi P bo'laklashning diametri deyiladi va Xr kabi 
belgilanadi:

Ar = max d((Ot ))
Kisn "

Masalan. ushbu
( & ) = |U .> ) e  R* xt < x < x t t l , y ^ y S y , , , }

(jfc =0.1,2, . . ,«-1, / = 0,1,2, ,m -  l, Jt0 = <2, x, = «, y0 = c, ym = d) 
to 'g 'ri to'rtburchaklar

(Q)=  }(x . y )£  R1: a<x<e . c<y£d\  
shaklni P bo'laklashni hosil qiladi. bunda ^

AP = max U  Ax. + Ay7 1
OtKn-r' ’

te t =xktt- x t . Ay, = > /+ l- > ,

4 Rl fazoda jismning hajmi. R' fazoda Dekart koordinatalar sistemasi 
berilgan bo'lsin. Bu fazoda, chegaralangan yopiq sirt bilan (yoki bunday 
sirtlarning bir nechtasi bilan) o'ralgan (f ) jismni (R '  fazo qismini) qaraylik. (l ) 
jismni o'rab turgan sirtni - (F ) jismning chegarasini dV bilan, (v)\JdV ni ( f )  
bilan belgilaymiz:

(F ) = (v)UdV.
Masalan, koordinatalari ushbu

x2+ y 2+ : 2 <1
tengsizlikni qanoatlantiruvchi (x .y ,r)  nuqtalardan tashkil topgan 

(S)= kx ,y .: )eR ':  x2 + y2+ : 2< l}
to'plam, markazi (0.0,0) nuqtada, radiusi 1 ga teng shartni -  jismni ifodalaydi. 
Uning chcgarasi

dS=kx,y,:)<=RJ x 2+ / + ; 2 = l }
4

sfera bo'ladi. Bunday jism-shar hajmiga ega va V = --iz ga teng. Umuman, fazoda

ko'pyoqliklaming hajmga ega bo'lishi va uni topish qoidalari o'quvchiga ma'lum 
deb hisoblaymiz.
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tn d i R' fazoda ( f ')  jism bilan birga (F ) va (G) ko'pyoqlami qaraymiz. 
A gar (/■) ko'pyoqlikning har bir nuqtasi (v)  ga tegishli bo'lsa, (F ) 

ko'pyoqlik (V) jismning ichigajoylashgan deyiladi (bunda (F )c r( f7)).
Agar ( ^ )  ning har bir nuqlasi (Ci) ko pyoqlikka tegishli bo'lsa, (G) 

ko'pyoqlik (V) jismni o ’z ichiga oladi deyiladi (bunda (V ) c  (G)).
Agar F  va G lar mos ravishda ( f ) va (g ) ko'pyoqliklarning hajmlari 

bo’ lsa. unda
F - iC

bo'ladi.
Aytaylik, (f ) jismning ichiga joylashgan ko'pyoqliklar hajmlaridan iborat 

to'plam { f } ,  jismning o'z ichiga olgan ko'pyoqliklar hajmlaridan iborat lo'plam 
{g } bo'lsin. Unda

sup\F)=V., inf\G)=V'
lar rnavjud.

3-ta 'rif. Agar
V. =V '

tcnglik o 'rin li ho'lsa, ( l ')  jism hajmga ega deyiladi. Ushbu
V. = V‘

miqdor (V) jism hajmga ega dcyiladi. Uni V kabi belgilanadi:
V = V .= V '

Tckis shaklning yuzi. fazodagi jismning hajmi tushunchalarida bir-biriga 
o'xshashlik borligini inobatga olib, jism  hajmining mavjudligi haqidagi teoremani 
keltirish bilan kifoyalanamiz.

3-teorema. Fazodagi (v)  jism hajmga ega bo'lishi uchun V e > 0  son 
olinganda ham ( f )  jismning ichida joylashgan shunday ( f )  ko'pyoqlik, (F) 
jismni o'z ichiga olgan shunday (g ) ko'pyoqliklar topilib, ular uchun

G - F < e
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

2-§. ikki karraii integrai ta 'riflari
/*. integralning ta'rifi. Tekislikda biror chegaralangan (D ) soha (shakl) 

berilgan bo'lsin Bu sohaning bo'laklashlari to'plamini 3  bilan belgilaymiz 
Aylaylik, (D )  sohada f (x ,y )  aniqlangan. Bu (D ) sohaning

= > ( « : )  .(D .) }c D
bo'laklashini va bu bo'laklashning har bir (Dt ) (A = 1,2.. , n) bo'lagida ixtiyoriy
(Zk'Hk) (^  =  1.2......n)  nuqtani olaylik. Berilgan funksiyaning ( ^ . t f r )  nuqladagi
qivmati f (4 t t}t ) ni Dk (D t - ( D . )  sohaning yuzi) ga ko'paytirib, quyidagi

° = i . f (4 k - r i t )Dt

yig 'indini tuzamiz.
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1-ta’rif. Ushbu

i  = l
yig 'indi, f (x ,y )  funksiyaning integral yig'indisi yoki Riman yig 'indisi deb 
ataladi.

Masalan. f(x,y)~ xv funksiyaning (O)  sohadagi inlegral yig 'indisi

*=i *=i
ho'ladi, bunda

(4*. <* = 1.2— «)
Ytiqorida keltirilgan ta'rifdan ko rinadiki, f (x ,y )  funksiyaning integral 

yig 'indisi <r qaralayotgan f (x ,y )  funksiyaga, (D ) sohaning bo'laklash usuliga 
ham har bir (Dt ) dan olingan (£t . / j , ) nuqtalarga bog'liq bo'ladi;

0p = < 7 p (f i ,n t )
Endi ( d ) sohaning shunday

Pt.P2, -,Pm. (17 4)
bo'iaklashlami qaraymizki. ularnmg diamctrlaridan tashkil topgan

^  ■ -■■■ A.pm •
ketma-ketlik nolga intilsin: Ay, - > 0 .  Bunday Pm (m-\,2, ) bo'laklashlarga 

nisbatan f (x ,y )  fiinksiyaning integral yig 'indisini tuzamiz:

= £ / ( £ *  . t / * )A  ■
i  = 1

Natijada D sohaning (17.4) bo'laklariga mos f (x ,y )  funksiya integral 
yig 'indilari qiymatlaridan iborat quyidagi

ketma-ketlik hosil bo'ladi. Bu ketma-ketlikning har bir hadi (<[;.,/}*) nuqtalarga 
bog'liq.

2- ta’rif. Agar (/.)) sohaning har qanday (17.4) bo'laklashlar kelma-kelligi 
{f,,} olinganda ham, unga mos integral yig 'ind i qiymatlaridan iborat {<r„} ketma- 
ketlik, (4, H,) nuqtalami tanlab olinishiga bog'liq bo'lmagan hoida hamma vaqt 
bitta J songa intilsa, bu J son cr yig'indining lim iti deb ataladi va u

H

lim a = hm Y .f(4k.th)D, = JAp ■>(] |  j

kabi belgilanadi.
Integral yig'indining lim itin i quyidagicha ham ta'riflash mumkin.
3- ta’rif. Agar V e > 0  son olinganda ham, shunday <5>0 topilsaki, ( d ) 

sohaning diametri <S  bo'lgan har qanday P bo'laklashi hamda har bir (Dt ) 

bo'lakdagi ixtiyoriy (4i, ffk) la ruchun
|<t -  J\ <  e
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lengsizlik hajarilsa. J son a  y ig 'indining lim iti deb alaladi va u
lim a -  J

J y - t O

kabi belgilanadi
4-ta’rif. Agar Ar —vO da / ( x.y) funksiyaning integral yig indisi a  chekli 

limitga ega bo'lsa, f (x ,y )  funksiya (D ) sohada integrallanuvchi (Riman 
ma'nosida integrallanuvchi) funksiya deyiladi. Ru a yig'indining chekli lim iti J 
esa f (x .y )  funksiyaning (D ) soha ho'yicha ikki karrali integrali (Riman intcgrali) 
deyiladi va u

J \f(x.y)JD
(D)

kabi belgilanadi. Demak,

\\f(z y)rfD = /‘m °  = jtm Y f ( £ t .rl i )Dk ■
t ,u )  '  * °

Masalan, f (x .y )  = C (C = const) funksiyaning (D ) soha bo'yicha mtegral 
yig'indisi

a = £ c  Dk=C  D
k* 1

bc'lib . fi da lim o  = CD ho'ladi. Demak,A, -*0
JJ CdD = CD.

*  (D)
Xususan, f (x ,y )=  I bo'iganda

\\dD=D
i  ( D )

bo'ladi.
l-eslatma. Agar f (x ,y )  funksiya (D) sohada chegaralanmagan bo'lsa, u shu 

sohada integrallanmaydi.

2*. Darbu yig 'indilari. Ikki karrali integralning boshqacha ta 'rifl.
I). Darhu yig'indilari f (x ,y )  funksiya (D )a  R1 sohada berilgan bo'lib, u 

shu sohada chegaralangan bo'lsin. Demak, shunday o'zgarmas m va M sonlar 
mavjudki, V (jt,y )e  (d ) da

m <, f (x ,y )<  M
bo'ladi.

(D ) sohaning biror P bo'laklashni olaylik. Bu ho'laklashning har bir (D ,)
(A =1.2 .....n) bo'lagida f (x .y )  funksiya chegaralangan bo'lib, uning aniq
chcgaralari

" t ,= tnf{f (x ,y )  ( r .y )e (D t )}, Mk = sup{f(x.y) (x .y )«  (D ,)) 
mavjud bo'ladi. Ravshanki, V ( jt,y )e (D t ) uchun

mk * f ( x.y)i M k ( l75)
tengsizliklar o rinli.
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5-ta ’rif. Ushbu

s = ’Z m*Dt • S = ’Z M*D*
4 = 1 t = l

y ig 'indilar mos ravishda Darbunirg quyi hamda yuqori yig 'indilari deb ataladi.
Bu ta'rifdan, Darhu yig'indilarining f (x ,y )  funksiyaga hamda ( / j)  sohaning 

bo'laklashiga bog'liq ekanligi ko'rinadi:
J = s ~ sp( / ) •

Shuningdek, har doim
s i S

bo'ladi.
Yuqoridagi (17.5) tengsizlikdan foydalanib quyidagini topamiz:

f .m*D* £ Z/(4i n, )D, *  f  M , D,
*  =  l A ^ l  i - - - l

Dcmak,
( f ) *  a? ( f  • ■ 1* )  S Sy ( f ) .

Shunday qilib, / ( * .> )  funksiyaning integral yig'indisi har doim uning Darbu 
yig'indilari orasida bo'lar ekan.

Aniq chegaraning xossasiga ko'ra
m< mk, M h < M (k = I, 2.... n)

bo'ladi. Naiijada ushbu
• m

s = > m ^ D k = mD,

(17 6)

S = '£ M i Dt - m £ d , = .w d
4 = 1 4 = 1

tengsizliklarga kelamiz. Demak, V /1 e 3 uchun
mD <■ s < S < MD 

bo ladi. Bu esa Darbu yig'indilarining chegaralanganligini bildiradi
2) /kki karrali integra/ning hoshqacha ta'rifi. f (x ,y )  funksiya (D ) c  /}2 

sohada berilgan bo'lib. u shu sohada chegaralangan bo'lsin. (D )  sohaning 
ho'laklashlari to'ptami 3 = { / ’ } ning har bir f e 3  bo'laklashiga nisbatan f (x ,y )  
funksiyaning Darbu yig 'indilari sf ( / ) ,  Sr ( f )  ni tuzib,

{* ,( /) }»  M ) \
to'plamlami qaraymiz. Bu to'plamlar ( 17.6) ga ko'ra chegaralangan bo'ladi.

6-ta'rif. ( / ) )  to'plamning aniq yuqori chegarasi f (x .y )  funksiyaning (d ) 
sohadagi quyi ikki karrali integrali (quyi Riman integrali) deb ataladi va u

J =  f f  f(x.y)dD

kabi belgi lanadi
{S ,,(/)} to'plamning aniq quyi chegarasi / ( jc.>>) funksiyaning (D ) sohadagi 

yuqori ikki karrali integrali (yuqori Riman integrali) deb ataladi va u
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u»
kabi belgilanadi Demak,

1 = \\ f(x.y)dD = supfc}, J  = \\ f(x,y)dD  =
(£5) <o)

7-ta'rif. Agar f (x ,y )  funksiyaning (D )  sohada quyi hamda yuqori ikki kar- 
rali integrallar bir-biriga teng bo'lsa, f (x ,y )  funksiya (D)  sohada integrallanuvchi 
deb ataladi, ularning umumiy qiymati

J = \]f(x.y)dD = \\f(x,y)dD .
U>) (»)

f (x ,y )  funksiyaning (D) sohadagi ikki karrali integrali (Riman integrali) 
deyiladi va u

\)f(x.y)dD
U»

kabi belgilanadi. Dcmak,

1| f(x.y)dD = f j f(x.y)dD = JJ f(x,y)dD - 
(o) (/>) (o)

Agar

\\f(x,y)dD * \\ f(x,y)dD
4 U>) («)

bo'lsa, f (x .y )  funksiya (£)) sohada integrallanmaydi deb ataladi. I

I  3-§. /kki karrali integralning mavjudligi
f ‘\x,y) funksiyaning ( d ) c  R2 soha bo'yicha ikki karrali integrali mavjudligi 

masalasini qaraymiz. Buning uchun avvalo (D ) sohaning hamda Darbu 
yig'indilarining xossalarini keltiramiz.

(D ) sohaning bo'laklashlari xossalari 1-qism. 9-bobda o'rganilgan (a, s] 
segmentning bo'laklashlari xossalari kabidir. Ularni isbotlash deyarli bir xil 
mulohaza asosida olib borilishini e'tiborga olib, quyidagi u xossalarni isbotsiz 
keltirishni lozim topdik.

f (x ,y )  funksiyaning Darbu yig 'indilari xossalari haqidagi vaziyat ham xuddi 
shundaydir.

Faraz qilaylik, ^ - { / ^ - ( d ) soha bo'laklashlari to'plami bo'lib, e 3 . 
!\ e 3 bo'lsin:

^  = {(D,).(D : )i (d „)}
f 2 = {(D ;),(D j), ...(d : ) } .

Agar bo lakiashdagi har bir (D ,) (r = 1.2.... n) P2 bo'laklashdagi biror
( A )  0 = 1.2....  » ') ning qismi bo'lsa. Pt bo'laklash P2 ni ergashtiradi deyiladi va
P, c  P kabi yoziladi. Ravshanki, Pt (z P2 bo'lsa,
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bo'ladi.
/ “. Darbu yig'indilarining xossalari. f (x ,y )  funksiya (d ) sohada bcrilgan 

va chegaralangan bo'lsin. (D ) sohaning P bo'laklashini olib. bu bo'lakiashga 
nisbatan f (x .y )  funksiyaning integral va Darbu yig 'indilarini tuzamiz:

"  = '*,■(/■&■ 7* ) =
*.--l

m
s= si A f ) = 'L mkDt -

S = SP( f h £ M t Dt .
*•*!

1) V 4 > 0  olinganda ham (£,t .r)k )e  (0 4) nuqtalami (t = 1 . 2 .....n) shunday
lanlab olish mumkinki,

0 < 5 , , ( / ) - a , , ( / ■ ) < £ ,

shuningdek, (^*./7* )e (Dt ) (A = 1.2. .n) nuqtalarini yana shunday tanlab olish 
mumkinki.

0 ^  c , . ( / ) - * ,■ ( / )  <e
bo'ladi.

Bu xossa Darbu yig 'indilari s(, ( / ) ,  SH( f )  lar uchun integral yig 'ind i & ?(] )  
muayyan bo'laklash uchun mos ravishda aniq quyi hamda aniq yuqori chcgara 
bo'lishini bildiradi.

2) Agar /) va P2 lar (D)  sohaning ikki bo'laklashlari bo'lib, /  c  P2 bo'lsa, 
u holda

sp, ( / ) - ( / ) •  Spt ( / ) s  SFi ( f )

bo'ladi.
Bu xossa (D)  sohaning bo'laklashdagi bo'laklar soni orta borganda ularga 

mos Darbuning quyi yig'indisining kamaymasligi, yuqori yig'indisining esa 
oshmasligini bildiradi.

3) Agar Pt va P2 lar (d ) sohaning ixtiyoriy ikki bo'laklashiari bo'lib. sF ( / ) ,  

5P ( / )  va j^ ( / ) ,  $ ,> ( /)  tar f (x ,y )  funksiyaning shu bo'laklashlarga nisbatan 
Darbu yig 'indilari bo'lsa, u holda

* „ ( / ) * $ , , ( / ) ,  sri( / ) i S Fi( f )
bo'ladi.

Bu xossa, (D ) sohaning bo'laklashlariga nisbatan tuzilgan quyi yig 'ind ilar 
to'plami {? ,,(/)} ning har bir clementi (yuqori yig 'ind ilar to'plami {sr ( / ) }  ning 
har bir elementi) yuqori y ig 'indilari to'plami {.Sp( / ) }  ning islalgan elementidan 

(quyi yig 'indilar to'plami {s ( / ) }  ning istalgan elementidan) katta (kichik) 
emasligini bildiradi.

> ir
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4) Agar f{x,y)  funksiya (/))  sohada berilgan va chcgaralangan ho'lsa, u
holda

?{/)]< inf{S,.{f)\

(17 7)

bo'ladi.
IJu xossa f{x .y )  funksiyaning quyi ikki karrali inlegrali, uning yuqori ikki 

karrali integralidan katta emasligini bildiradi:
J S J  .

5) Agar f{x ,y )  fu.iksiya (/)) sohada berilgan va chegaralangan ho'lsa, u 
holda \ / f > 0  olinganda ham, shunday Z>>0 tnpiladiki, (£)) sohaning diametri 
A(, < 5 bo'lgan barcha bo'laklashlari uchun

S , ( f ) < J  + e (0ZSR(J ) -  J < e )
si‘ ( /)> < L -c  ( c s y - j r ( / ) < f )

ho'ladi.
Ru xossa f (x .y )  funksiyaning yuqori hamda quyi integrallari —> 0 da

mos ravishda Darbuning yuqori hamda quyi yig'indilarining lim iti ekanligini 
bildiradi:

J=  lim s J f ) ,  J.= lim sP( f )\p -«n ^ kf • 0
2". Ikki karrali integralning mavjudiigi. Rndi ikki karrali integralning 

mavjud bo'lishining zarurva yetarli shartini (kriteriysini) kelliramiz.
1-tearema. f (x .y )  funksiya (D)  sohada integrallanuvchi bo'lishi uchun, 

V « > 0  olinganda ham, shunday 6 > 0 topilib, ( f l )  sohaning diametri \P <5 
bo'lgan har qanday P bo'iaklashga nisbatan Darbu yig'indilari

SP( f ) - s P(/ )< £  (17 8)
tengsizlikni qanoatlantirilishi zarur va yetarli.

<Zarurligi. f (x .y )  funksiya (£)) sohada integrallanuvchi bo'lsin. Ta'rifga
ko'ra

J = l  = J
bo'ladi, bunda

J  = sup{sp(f)\, J = inf{sp( j  ) } .

V f . > 0  olinganda ham, ^  ga ko'ra shunday S > 0 topiladiki, (D)  sohaning

diametri \p <5  bo'lgan har qanday P bo'laklashiga nisbatan Darbu yig 'indilari 
uchun (17 7) munasabailarga ko'ra

J < y  l  S r i f ) < £2

bn'lib, undan
Sp( f ) - s p( f ) < £

bo'lishi kclib chiqadi.
Yetariiligi. V f  > 0 olinganda ham, shunday 5>  0 topilib, (£)) sohaning 

diametri Ap <5  bo'lgan har qanday P bo'laklashga nisbatan Darbu yig indilari 
uchun
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Sp{ f ) - s r { f )< £
bo'lsin. Qaraiayotgan f (x ,y )  funksiya (d ) sohada chegaralangani uchun, uning 
quyi hamda yuqori integrallari

J = .su/7{s,,(/■)}, 3 = tnf\Sr ( f ) )
mavjud va

J < J
bo'ladi. Ravshanki,

s , , ( f ) < J iJ < iS P( f ) .
Bu munosabatdan

o a J - j < s „ ( f ) - s P( f )
bo'lishini topamiz. Demak, V f > 0  ucbun

0 < J - J  <£
bo'lib, undan J_ = J  bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa f (x ,y )  funksiyaning (D) 
sohada integrallanuvchi ekanligini bildiradi. ►

Agar /( jc .y )  funksiyaning (Dt ) (k = 1,2,.. ,n) sohadagi tebranishini a>k 
bilan belgilasak, u holda

5 | - ( / ) - v ( / ) = Z ( W .  ~mt )Dk 

bo'lib, teoremadagi (17.8) shart ushbu

ya'ni

h

'£d6)t nl < e
k - 1

ko'rinishlarni oladi.

lim V  o>. D. = 0
*r * -r ,  " *

*

*

4-§. /ntegrallanuvchi funksiyalar sinfi 
Ushbu paragrafda ikki karrali integralning mavjudligi haqidagi tcoremadan 

foydalanib. ma'lum sinf funksiyalarining integrallanuvchi bo'lishini ko'rsatamiz.
2-teorema. Agar f (x .y )  funksiya chegaralangan yopiq (D )c  R sohada 

berilgan va uzluksiz bo'lsa, u shu sohada integrallanuvchi bo'ladi.
< /(•*•> ) funksiya (D ) sohada tekis uzluksiz bo'ladi. U holda Kantor 

teoremasining natijasiga asosan, Vz > 0 olinganda ham. shunday 5 > 0 topiladiki. 
(D ) sohaning diametri XP <5  bo'lgan harqanday P ba'laklashida

M / )  * , . ( / >
t . i  i  .i

bo'lib, undan

lim £  ci>j Dk =0
**i.ii

bo'lishi kelib chiqadi. Demak, f (x ,y )  funksiya (D ) sohada integrallanuvchi. ► 
(D ) sohada nol yuzli F  chiziq berilgan bo'lsin.

214

www.ziyouz.com kutubxonasi



l-lemma V f > 0  olinganda ham, shunday fi>  0 lopiladiki, (£)) sohaning 
diametri Xr <5  bo'lgan P bo laklashi olinganda bu bo'laklashning r  chiziq 
bilan umumiy nuqtaga ega bo'lgan bo laklari yuzlarining yig indisi £ dan kicbik 
bo'ladi.

< Shartga ko’ ra r  - ro l yuzli chiziq. Demak, uni shunday (@) ko'pbo'rchak 
bilan o'rash mumkinki,bu ko'pburchakning yu7i Q <e  bo'ladi.

f' chiziq bilan (O) ko'pbo'rchak chegarasi umumiy nuqtaga ega emas deb, 
f  chiziq nuqtalari bilan (@) ko'pburchak chcgarasi nuqtalari orasidagi masofani 
qaraylik Bu nuqtalar orasidagi masofa o'zining eng kichik qiymatiga erishadi. Biz 
uni <5>0 orqali belgilaymiz Agar (/Z) sohaning diametri Ar <6  bo'lgan P 
ho'laklashi olinsa, ravshanki, bu bo'laklashning F  chiziq bilan umumiy nuqtaga 
ega bo'lgan bo'laklari butunlay (O) ko'pburchakda joylashadi. Demak. hunday 
bo'laklar yuzlarining yig'indisi e dan kichik bo 'lad i.*

3-leorema Agar f (x .y ) funksiya (D ) sohada chegaralangan va bu sohaning 
chekli sondagi nol yuzli chiziqlarida uzilishga ega bo'Iib. qolgan barcha 
nuqtalarida uzluksiz bo'lsa, funksiya (/)) sohada integrallanuvchi bo'ladi.

< f (x .y )  funksiya (D ) sohada chegaralangan bo'lib, u shu sohaning faqat 
bitta nol yuzli r chizig'ida ( f c ( / ) ) )  uzilishga ega bo'lib qolgan barcha 
nuqtalarda uzluksiz bo'lsm

V £ > 0  sonni olib, r  chiziqni yuzi £ dan kichik bo'lgan (O) ko'pburchak 
hilan o'raymiz. Natijada (D ) soha (Q) va (d ) \ ( ( / )  sohalarga ajraladi.

Shartga ko'ra, f (x ,y )  funksiya (D)t((5) da uzluksiz. Demak, V£ > 0 
olinganda ham shunday fit > 0 topiladiki, diametri Ar <rf, ho'lgan Px 

ho'laklashning har bir ho'lagidagi f (x .y )  funksiyaning tebranishi < £  bo'ladi.
Yuqoridagi lemmaning isbot jarayoni ko'rsatadiki. shu £ > 0  ga ko'ra, 

shunday S2 > 0 topiladiki, (D) sohaning diamctri AP <82 bo'lgan bo'laklashi 
olinsa, bu bo'laklashning ( ^ )  ko'pburchak bilan umumiy nuqtaga ega bo'lgan 
bo laklaryuzlarining yig'indisi £ dan kichik bo'ladi.

Endi Am'«{<y,,d'2}=<5 deb, (D)  sohaning diametri A.p <fi ho'lgan P 
bo'laklashini olamiz. Bu bo'laklashga nisbatan f (x .y )  funksiyaning Darbu 
yig 'indilarini tuzib, quyidagi

5 , ( / ) - ^ ( / ) =  i v kDt (17.9)
*•= I

ayirmani qaraymiz.
Bu {17,9)yig'indining (Q) ko'pburchakdan tashqari joylashgan (Dk) 

ho'laklarga mos hadlaridan iborat yig 'indi

k

bo'lsin.
(17.9) yig'indining qolgan barcha hadlaridan lashkil topgan yig 'indi
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X<u, o, - X w* l,i + X "• l)‘ 7 ^
k = t J t

(D )\(g ) sohadagi bo'lakiarda tak < e bo'lganligidan

X  <3* O , < * X  ( 1 7 . 1 1 )

k k

bo'ladi.
Agar / ( x.y) funksiyaning (/5) sohadagi tebrarishini f i  hilan belgilasak. u 

holda

bo'lstn. Natijada (17.9) yig'indi ikki qismga ajraladi:

X ^ D ,  , n £ D t
i k

bo'ladi. (Q) ko'pburchakda butunlay joylashgan P ho'laklashning bo'laklari 
yuzlarining yig'indisi e dan kichik hamda (O) ko'pburchak chegarasi bilan 
umumiy nuqtaga ega bo'lgan bo'laklar yuziarining yig 'indisi ham s dan kichik 
bo'lishini e'tiborga olsak, unda

X Dk < l e
k

ho'lishini topamiz. Demak,

X  D t  < IC ls  ■ ( / 7  12)
k

Naiijada, (17.10), (17.11) va (17.12) munosabatlardan

X “ >*D, < ef> * 2lls = e ( D  + 2 f i)
• +

ekanligi kelib chiqadi. Demak,

lim X  <t>k Dt -  0.
^  A . I

Bu esa f (x ,y )  funksiyaning (D ) sohada integrallanuvchi bo'lishini bildiradi. 
f (x .y )  funksiya (D) sohaning chekli sondagi nol yuzli chiziqlarida uzilishga 

ega bo'lih, harcha nuqtalarida uzluksiz bo'lsa, uning (D ) da integrallanuvchi 
bo'lishi yuqoridagidek isbot etiladi. ►

S-§. Ikki karrali inlegralning xossalari
Quyida f (x .y )  funksiya ikki lcarrali integralining xossalarini o rganamiz.
Ikki karrali integral ham aniq integralning xossalari singari xossalarga ega. 

Ularni asosan isbotsiz keltiramiz.
1) f (x ,y )  funksiya (D) sohada ((D )c /{! ) integrallanuvchi bo'lsin. Bu 

funksiyaning (D ) sohaga tegishli bo'lgan nol yuzli I. chiziqdagi ( t c ( D ) )  
qiymatlarinigina (chegaralanganligini saqlagan holda) o'zlashtirishdan hasil 
bo'lgan F (x .y ) funksiya ham (d ) sohada integrallanuvchi bo'lib.

4

fe
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\\f{x.y)dD=\\F{x.y)dD 
(/>) (/>)

boladi.
* Ravshanki, V(x. v )e (D )i L uchun

f{x.y)*=F(x.y).
Shartga ko ra L nol yuzli chiziq. Unda l -lcmmaga asosan. V f  >0 olinganda 

ham shunday S >0  topiladiki, (£>) soha diametri Ar <S  bo'lgan har qanday P 
bo'laklashi olinganda ham, bu bo'laklashning L chiziq bilan umumiy nuqtaga ega 
bo'lgan bo'laklari yuzlarining yig'indisi c dan kichik bo'ladi. Shu P bo'laklashga 
nisbatan f{x,y)  va /r (x,>>) funksiyalaming ushbu integral yig'indilarini tuzamiz:

< * '{ f )  t /U ,  n,M\ .
1-1

< r,(F )= 2 > 'fe „« 7 ,)D t

a,.{ j )  yig'indini quyidagicha ikki qismga ajratamiz:

< * ,( /)=  ' L f { i , n t )Dt + Y.f{4t.nt p t
, ,

bunda £  yig'indi L chiziq bilan umumiy nuqtaga ega bo'lgan (Dt ) bo lakiar 
*

bo'yicha olingan, £  esa qolgan barcha hadlardan tashkil topgan yig'indi.
k *

Xuddi shunga o'xshash

° ' {F )= 'L F {S t .’li )Dk+I.F{!;i ,nt ) Dt .
i  1 *

Agar V (x ,y)e  (d ) i /. uchun f{x ,y )=F [x ,y )  ekanini e'tiborga olsak, u 
holda

\ ° ' { f ) - 0 ' { F }  -  Z  l / t o . 9 * ) -  1,\D, S U I O ,  < Me
k k

bo'lishi kelib chiqadi. bunda M = su/^f{x,y)- /r (x,y)| ((jc,y)e (o ) l L). Demak,

! » , ( / ) -  a r {F \ < M e .
Keyingi tengsizlikda A.p —> 0 da limitga o'tib  quyidagini topamiz: 

\\/{x,y)dD-.\\F{x,y)dD>
<") (r>)

2) / ( jr ,y )  funksiya {O) sohada herilgan bo'lib, (d ) soha nol yuzli L chiziq 
bilan (D ,) va (0 2) sohalarga ajralgan bo'lsin. Agar / ( x .y )  funksiya (D) sohada 
integrallanuvchi bo'lsa, funksiya (D ,) va (D2) sohalarda ham integrallanuvchi 
bo'ladi. Va aksincha, ya'ni f{x ,y )  funksiya (D,) va (D j) sohalarning har birida 
integrallanuvchi bo'lsa, (D ) sohada ham integrallanuvchi bo'ladi. Bunda

\\f{xy)dD= \\f{x.y)dD+ \\/{x,y)dD 
(«) (A) (D,J
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3) Agar f (x ,y )  funksiya ( f l)  sohada integrallanuvchi bo'lsa. u holda 
<■/(*,>') (c -consl) ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu

\\cf{x,y)dD =c\\f(x.y)iiD 
(D) (D)

formula o 'rin li bo'ladi
4) Agar f{x ,y )  va g jx ^ )  funksiyalar (d ) sohada integrallanuvchi bo'lsa. u 

holda f(x ,y )±g{x .y )  funksiya ham shu sohada inlegrallanuvchi va ushhu
\\{f(x,y)±g(x.y))dD = \\ f(x ,y)dD± \\g(x,y)jD
(D) (0) (D)

formula o 'rin li bo'ladi.
1- natija. Agar f (x ,y ) ,  f 2(x,y). . f n(x,y) funksiyalarning har biri (/>) 

sohada integrallanuvchi ho'lsa, u holda ushbu
C |/(* .> ')+ c 2/ 2 (*.>’)+  + c j„ (x .y )  (c, = consi. ; = 1.2.....n)

funksiya ham shu sohada intcgrallanuvchi va
f | ( ci / i ( J t> )+ c2/ 2 (J(-y)+ + Dj,(x.y))dD =

( o )

= ci j j  f\(x y)JD + Cj \\f2(x.y)dD + . +c„ j j  f n(x.y)dD 
(r> ) ( n )  ( n )

bo'ladi.
5) Agar f (x .y )  funksiya (D)  sohada integrallanuvchi bo'lib. V (jc ,> )e(D ) 

uchun f (x .y )>  0 bo'lsa, u holda
\\f(x.v)iDZ  0 
(o)

bo'ladi.
2- natija. Agar f (x .y )  va g(x >>) funksiyalar (D ) sohada integrallanuvchi 

bo'lib. V (i,y>)e(D ) uchun
f (x .y )<g (x ,y )

bo'lsa, u holda
\\f(x.y)lD < \\g(x.y)iD
(D) (l>)

bo'ladi.
6) Agar f (x ,y )  funksiya (/>) sohada integratlanuvchi bo'lsa, u holda 

\f(x.y) funksiya ham shu sohada intcgrallanuvchi va

\\f(x.y)JD <\\\f(x.y)flD
(D) (l>)

bo'ladi.
7) O'rta qiymat haqidagi teorcmalar. f (x ,y )  funksiya (d ) sohada berilgan 

va u shu sohada chegaralangan bo'lsin. Dcmak, shunday m va M o'zgarmas 
sonlar m-inf\f(x.y), (x,y)^(D)}, M = sup\f(x,y), ( x ,y )e ( d )} mavjudki, 
V(^,>>)e(D) uchun

f (x .y )<  M
bo'ladi.

4

*
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4- teorema. Agar f (x ,y )  funlcsiya (D) sohada integrallanuvchi ho'lsa, u 
holda shunday o'zgarmas /i(m< (j < M )  son mavjudki.J\ f ( x , y \ i t ) - n  D

<«)
bo'ladi, hunda D - ( 0 )  sohaning yuzi.

3-natija. Agar f (x ,y )  funksiya yopiq (d ) sohada uzluksiz bo'lsa, u holda bu 
sohada shunday (a, « )e (D ) nuqta topiladiki,

JJ f (x .y ) iD  = f(a, e)dD 
(D)

bo'ladi.
5- teorema. Agar g(x,>) funksiya (d ) sohada imegrallanuvchi bo lib, u shu 

sohada o'z ishorasini o'zgartirmasa va f (x ,y )  funksiya (D ) sohada uzluksiz 
bo'lsa. u holda shunday (a ,rt)e (D ) nuqta topiladiki,

JI f(x.y)g(x.y)dD = f(a, e)JJ g(jc, y)dD
(o) (o)

bo'ladi.
S) integrallash sohasi o'zgaruvchi ho'lgan ikki karrali integrailar. f (x ,y )  

funksiya (D) sohada berilgan bo'lib, u shu sohada integrallanuvchi bo'lsin. Bu 
funksiya, (D ) sohaning yuzga ega bo'lgan har qanday (rf) qismida ((c f)c (D )) 
ham integrallanuvchi bo'ladi. Ravshanki, ushbu

\\f(*.y\tD

integra! (d) ga bog liq ho'ladi.
(d ) sohaning yuzga ega bo'lgan har hir (d) qismiga yuqoridagi integralni 

mos qoyam iz:
( j ) - >  \\f(x,y\lD.

<rf)
Natijada funksiya hosil bo'ladi Odatda bu

^((d))^\\f(x.y)dD
U)

funksiya sohaning funksiyasi deb ataladi.
(d ) sohada biror (jo >’0) nuqtani olaylik. (d) esa shu nuqtani o 'z ichiga 

olgan va (c/ ) c ( d ) bo'lgan soha bo'lsin. Bu sohaning yuzi d diametri esa X
bc'lsin

<t>((i/)) <b((c/))
Agar X —><b  da -------- nisbatning lim iti lim  — -  —  mavjud va chekli

d i-*a d
bo'lsa, bu lim it C>((</)) furksiyaning (jc0,> 0) nuqtadagi soha bo'yicha hosilasi deb 
alaladi.

Agar / ( jt,>) funksiya (D ) sohada uzluksiz bo'lsa, u holda <&((</)) 
funksiyaning (x0, >c) nuqtadagi soha bo'yicha hosilasi f ( x 0, >0) ga teng bo'ladi.
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6-§. Ikki karrali inlegrallarni hisobtash 
f (x .y )  funksiyaning (d ) sohadagi | i ) ) c i f ' )  ikki karrali integrali tegishli 

integral yig'indining ma'lum ma'nodagi lim iti sifatida ta'riflanadi Qu lim it 
tushunchasi murakkab xarakterga ega bo'lih, uni shu ta 'r if  bo'yicha hisoblash 
hatto sodda hollarda ham ancha qiyin bo'ladi.

Agar f (x .y )  funksiyaning (D) sohada integrallanuvchiligi ma'lum bo'lsa. 
unda bilamizki, integral yig 'ind i (D ) sohaning bo'laklash usuliga ham. har bir 
bo'lakda olingan (4„,ih,) nuqtalarga ham bog'liq bo lmay, Ar —>0 da yagona

\j f ( x y)dD songa intiladi. Natijada funksiyaning ikki karrali integralini topish 
(t>)
uchun birorta bo'lakiashga nisbatan integral yig 'indining lim itin i hisoblash yetarli 
bo'ladi. Bu hol (D ) sohaning bo'laklashini hamda (<J„./7*) nuqtalarni integral 
yig 'indini va uning lim itini hisoblashga qulay q ilib  olish imkonini beradi. 

I7.l-misal. Ushbu
jjxydD
(f)

integral hisoblansin, bunda (D )=  j ( x .y )e  R2: 0 S x < I, 0 < y < I -  x}.
^Ravshanki, f (x ,y )=xy  funksiya (D ) da uzluksiz. Dcmak, bu funksiya 

(D ) sohada integrallanuvchi.
(D ) sohani

(D j= l(, .v )e ^  J -ti. * < v5i U  i . i Sll
f n n n n n n J

(/ = 0 . 1 , 2 , . . *  =0 ,1 ,2.... n - l )

bo'laklarga ajratib. har bir ( D j  da ) = ( — .— | deb qaraymiz.

U holda
/t /

t aL *=o n n n n n

_ _ L  y , ( „ _  - y  =  J _ (  _l n ~ ‘ X 2 " - 1 )  (
~ 2n , t j  2n ’ l 2 6 4

bo'ladi. Bundan esa

bo'lishi kelib chiqadi. Demak,

lim a  = —  
»-•« 24

I
\\xydD = —  *
(«)

Umuman, ko'p hollarda funksiyalaming karrali integrallarini ta'rifga ko'ra 
hisoblash qiyin bo'ladi. Shuning uchun karrali integrallami hisoblashning amaliy 
jihatdan qulay bo'lgan yo'llarin i topish zaruriyati tug'ild i.
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4

I

Yuqorida aytib o'lganimizdek, f (x .y )  funksiyatiing kairali integrali va uni 
hisoblash (D )  sohaga bog'liq.

Avvalo sodda holda, (D ) soha to 'g 'ri to'rtburthak sohadan iborat bo'lgan 
hnlda funksiyaning karrali integralini hisnhlaymiz.

6-teorema. f (* .y )  funksiya (d )=  f(x ,j/)e  R1 a S x i  s. c i y  i  d} sohada 
berilgan va integrallaruvchi bo'lsin.

Agar x (x 6 [a, s]) o'zgaruvchining har bir tayin qiymatida

€
integral mavjud bo'lsa. u holda ushbu

j  f  f ( *  y\ty

integral ham mavjud va ff/(x.y)dD  = f
(o> -

\f(x.y)dy dx

hn'iadi.
< (D)  sohani

(Ol4)=  j( jr . j t )€ « 2 x, < x < x , +|1 > * < > < > ! , , }  
(/ = 0.1,2..... / i - l ,  k =0,1,2,. ,m~\)

bo'laklarga ajratamiz. Bu bo'laklashni P„m deb belgilaymiz. Uning diametri= max V ^ ,2+Avi (ax, = x(4| -  x ,, Agt = yt„  -  yk).

Modomiki, f (x .y )  funksiya (D ) sohada integrallanuvchi ekan, u shu sohada 
chegaralangan bo'ladi. Binobarin, / ( x ,y )  funksiya har bir ( Dlk) da chegaralangan 
va demak, u shu sohada aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralariga ega ho'ladi: 

mik=‘nf{f(x.y)  (x ,.y)e(D l4)},
W,» ^sup{f(x,y) (x .y )e (D ,4)},

(/ = 0,1,2. n — I, /t = 0.1,2,.... in - l ) .
Ravshanki, V(x, v)e (D ,,) uchun mlk £ f (x ,y ) i  Mlt xususan, £ f i l x , , i 1+|] 

uchun ham mik Z f(%,,y)<, M lk bo'ladi. Teoremaning shartidan foydalanib 
quyidagini topamiz:

>»*1 yk*\ >** i
fmjdyS ff(4,.y)dyS  J M,tdys

>4 >1
ya'ni

>•*.
“ uAv* < K /A y , (A>4 = > - * „ - y t ).

>i
Agar kcyingi tengsizliklami k ning ( t  = 0,1,2.. m - 1 )  qiymatlarida yozib, 

ularni hadlab qc'shsak, u holda
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«-i yt *i
X "',*A y* ^ I  f / U , . v > A  S ,

ya m

I '
**o

•  i
Z m-*A>V 55 j  / (4 i = 4 4 , )  *  I .W * A y t (/ = 0.1.2, , n -  l)

A=Q

bo'ladi.
Hndi kcyingi tengsizliklami Ax, (Ax, = xut - x , )  ga ko'paytirib, so ng hadlab 

qo'shami7. Natijada
M - l / w - l  \  l» -| »-1 /  m-1 ''l
I I  Z m,iA.v* Ax, < I4 4 , ) A x ,  < I I  I ^ j A y *  jAx,
, . 0 k * = 0  J i - 0 , = 0 \ i = 0  7

ho'ladi.
Ravshanki,

« - l / f l i - l  ^ »-1 m - 1 » - l  m - 1
I I  I m,*Ay1 (Ax, = I  I  rn,k Ax; Av* = I  Y.m,kD,t = J
,=cVi=0 > 1=0 4=0 ,=0 4=0

/(x ,> ,) funksiya uchun Darbuning quyi yig 'indisi,
M-l/p* I« - l / «  I 'N ii I /H -l
I  I  Mllr&yt |Ax, = I  IA / , * D ,* = S
, = 0 V 4 - 0  )  <>0 4=0

csa Darhuning yuqori yig'indisidir. Demak,

S S I J ^ K S S .  (17.13)
r*  0

Shartga ko ra f (x ,y )  funksiya (d ) da iniegrallanuvchi. U holda kr -> 0 dax -» {}/ (* .,)/ / > . S -» \\f(x .y )d iy
<o) ( ' J)

bo'ladi
(17.13) munosabatda csa.

I 4 £  )A*,

yig'indi limitga ega hamda bu lim it
\\f(x.y)dD
(0 )

ga leng ho'lishi kelib chiqadi:

Agar

tim I / f e ) A x ,  = | j / ( x .y ) r fD .
l',- . _,0/=o (n)

til» I  J (4,)Ax, = f J(x)dx

} /(» > A  - ]  ] f ( x . y ) d i dx

i - Q

va
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\\f{x.y)dD = )
U» °

ckanligini e'tiborga olsak. unda

\f{x.y)dy dx

bo'lishini topamiz. ►
7-leorema. f{x .y )  funksiya (£))= ((x^Je  R1 a < x < s, c < y < d\ sohada 

berilgan va intcgrallanuvchi bo'lsin. Agar y {y e [c. c/]) o'zgaruvchining har bir 
tayin qiymatida

intcgral mavjud bo'lsa, u holda ushbuj r«
\ \f{x.y)dx dy

integral ham mavjud va

\\f{x.y)dD = \
(D) c

\f{x.y\k dy

bo'ladi.
Bu teoremaning isboti yuqoridagi leoremaning isboti kabidir. 6-teorema va 7- 

tcoremalardan quyidagi nalijalar kelib chiqadi.
4-ntUija. f{x ,y )  funksiya (O) sohada bcrilgan va integrallanuvchi bo'lsin.

d
Agar jr(xe [a ,«J) o'zgaruvchining har bir tayin qiymatida \f{x.y)dy inlegral

t

0
mavjud bo'lsa, y ( y e [ f , r f ] )  o'zgaruvchining har bir tayin qiymatida \f{x.y)dx

m
integral mavjud bo'lsa. u holda ushhu

I \f{*-y)dy \\\f{x.y)ix dy (* )

integrallar ham mavjud va

\\ f{x,y)dD = [ 
(n) .

} f{x.y)dy dx = [  j  f{x,y)dx |

bo'ladi.
5-nalija. Agar f{x .y )  funksiya {d ) sohada berilgan va uzluksiz bo'lsa, u

holda

\f{x,y)dx dy\\f{x.y)dD. \\\f{x.y)dy dx. \
(fl) a | * t  .m

irtegrallaming har b iri mavjud va ular bir-biriga teng bo'ladi.
(* ) integrallar, tuzilishiga ko'ra, ikki argumentli funksiyadan avval bii 

argumenti bo'yicha (ikkinchi argumentini o'zgarmas hisoblab turib), so'ng 
ikkinchi argumcnti bo'yicha olingan integrallardir Bunday intcgrallami takroriy 
inlcgrallar deh atash (takroriy lim itlar singari) tabiiydir.
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Shunday qilih, qaralayotgan holda karrali integrallarni hisoblash takroriy 
intugrailarni hisoblashga kcltirilar ckan. I'akroriy integralni hisoblash csa ikkita 
oddiy (bir argumentli funksiyaning inlegralini) Riman integralini kelma-ket 
hisoblash demakdir.

2-eslatma. Yuqarida keltirilgan 6-teoremani isbotlash jarayonida ko 'rd ikki, 
lo ’g’ ri to’ rtburchak (D) soha, tomanlari mos ravishda Ax,. Ayt bo'lgan 10 ’ g’ ri 
to'rtburchak sohalar (/3,*) larga ajratiidi. Ravshanki, bu elementar sohaning yuzi 
Dlt = Ax, ■ Ayt bo'ladi.

Avval aytganimizdek. Ar ni dx ga, Ay ni dy ga almashtirish mumkinligini 
hamda a < J t < e ,  c < y < d ckanini c'tiborga olib, bundan buyon inlegralni ushbu

j  \ f { x . y ) d D  
i'M

ko rinishda yozish o'rniga

\\f(x.y)dycbi (yoki } \f(x.y)dxdy )

kabi ham yozib ketaveramiz.
17.2-misol. Ushbu

j j -------- '--------shxtx
mi(l ♦ » ’ « »■: )

integral hisoblansin, bunda (o )=  j(r y )e  R2 . 0 < x < 1. 0 < v < I }•
4 Integral ostidagi

/ ( '  > ) ■ m 
( ! ♦ • ♦ *  ;

funksiya (D ) sohada uzluksiz. Unda qaralayotgan ikki karrali integral ham.

ijT;
integral ham mavjud. 7-teoremaga ko’ ra

f - - , I r dy

integral mavjud bo'ladi va

jj------ -------L .UJy - } j ----- ----- dx L
idi(|< i '  * r1)  • » (l ♦ x ‘ * v ! )  1 j

bo'ladi
Agar

J
<<(l ♦ *" ■♦ v " ) '  ‘  o

h

d I ♦  J '  *  V*
-  1 _  ! _  

7 v : * 2
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bo'lishini hisobga ulsak. unda

rf xdxdy ,

(»1)0 ’+ x 2 + y 2'f' , V 7 + i  V 7 + 2
i/v *

= {r«(v + V /  + l)-**(v + V>'2 +2)|

ekanini lupamiz. Hemak. ff-r— X — 2^ .  ►
(o)(t + ^ + / f  , + >/3

Endi (D ) soha ushbu (d )=  {(*,>>) e f l2 . a l t r i e / p ,  ( * )< > ’ ■£ p 2( r ) j  ko 'ri- 
nishda bo'lsin. Durda ^ , ( r )  va <p2 (x) [t? n] da berilgan va u/luksiz funksiyalar 
(54-chizma)

y
<Di(x)

<Pi(x)

0 a s x
54-chizma

S-teorema. f{x ,y ) funksiya (d ) sohada berilgan va integrallanuvchi bo'lsin. 
Agar x ( r  e (a, s]) o'zgaruvchining har bir tayin qiymatida

#J (*)
J(*)“  i /(* y)*>

*i(»)
integral mavjud bo'lsa, u holda ushbu

r*.bO |
\f(x.y\iy  b*

n(»)
integral ham mavjud va

f\f(x.y)dD  = ]
( o )  •

*.(*) )
\f(x.y)dy\h

bo'ladi.
■4^j,(r) va <p2(x) funksiyalar [n.«] da uzluksiz. Veyershtrass teoremasiga 

ko'ra bu funksiyalar [a,e) da o'zining eng katta va eng kichik qiymatlariga 
erishadi. Ulami

min qj, ( r  ) = c , max (5,(1 )= d

deb belgilaylik. 
Endi

(D i)=  \ \ x , y ) e  R1 ■ a 4 x < e. c £ y £ d } 
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sohada ushbu

f ' ( r  y ) J f t x'y\ azar M 6 (d \  . ,  b 0 ' l s a ■
 ̂ 'y \ 0. agar ( jc j')e ( f l, ) l(D ) fc o '/ id

funksiyani qaraylik.
Ravshanki, teorema shartlarida bu funksiya (£>,) sahada integrallanuvchi va 

integral xossasiga ko>a

JJ f ’(x,y)dD = | |  f (x .y )d D  + J| f ' (x .y)dD  -  JJ f (x . y)dD (17 14)
(o,) («) (/>,),(») («)

bo'ladi. Shuningdek, x (cc e [a ,«]) o'zgaruvchining har bir tayin qiymatida

J A * )= \ f ‘ (*-y¥y

integral mavjud va

J\(x) -\ f (x .y )d y  = \ f(* .y )dy+  J f (* .y )d ) '  +
c c «,](i)

a »>j(i)
+ \f(x.y\*y= \f(x.y)dy

*l(*) *(*)
bo'ladi. Unda 6-teoremaga ko'ra

(1715)

\ \ f ‘(x.y)dy dx

integral ham mavjud va

\\f(x.y)dD = \
( o )  .

\f(x.y)dy dx

bo'ladi.
(17.14) va (17.15) munosabatdar

\\f(x,y)dD = ]
( O )  a

«>!(*)
\f(x.y)dy

»,(*)
dx

bo'lishi kelib chiqadi.►
Endi (D ) soha ushbu

(D )=  ix .y )eR 2 V\(y)< x i y , ( y )  c * y< d} 
ko'rinishda ho'lsin. Bunda V\(x ) va V 2(x) \c,d\ da berilgan uzluksiz funksiyalar 
(55-chizma (a))
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55-chizma
9-teorema. / ( i , y )  funksiya (£)) sohada berilgan va integrallanuvchi bo'lsin. 

Agar y (y € [c, d ])o ’ zgaruvchining har h ir tayin qiymatida
»i(y)

J { y ) =
V, (>)

integral mavjud bo'lsa, u holda

I
V i  (>)

\ f(x,y)dx d\ 
r,(/)

integral ham mavjud va

J\ f(x .y )d D ~ )
( G )  .

fi(v)
\ f( * .y )d x dy

bo'ladi
Bu teoremaning isboti 8-teoremaning isboti kabidir
Faraz qilaylik. (D ) soha ((d ) c  jR2) yuqorida qaralgan sohalarning har 

birining xususiyatiga ega bo'lsin (55-chizma (h)).
6-natija. f (x .y )  funksiya (D ) sohada berilgan va integrallanuvchi bo'lsin. 

Agar x (jr e [a, a]) o'zgaruvchining har bir tayin qiymatida
*i(»l

\f{x.y)dy
•>,(')

integral mavjud bo'lsa. y (y € [c, d\j o zgaruvchining har bir tayin qiymatida
ri(>)

\f(x.y)dx
r,l»t

integral mavjud bo'lsa, u holda
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" Vl(*)
J ff(*-y)dy 
»[?,w

inlcgrallar ham mavjud va

JJ/(*>Wft =  j J f(x,y)dy
</)) a  f,(x)

dx, j J f(x ,y )d x
<■ L *'i(r,l

dy

A “ I
<ri(y)

f / ( * • > ) *
y> (y)

dv
bo'ladi.

Bu natijaning isboti 8-teorcma va 9-tcoremadan kelib chiqadi. 
Agar (d ) soha (56-chizma)

56-chizma
tasvirlangan soha bo'lsa, u holda bu soha yuqorida o'rganilgan sohalar 
ko'rinishiga keladigan qilib bo'laklarga ajratiladi. Natijada (D ) soha bo'yicha ikki 
karrali integral ajratilgan sohalar bo'yicha ikki karrali intcgrallar yig'indisiga teng 
ho'ladi. Shunday qilib. biz integrallash sohasi (D ) ning yetarli keng sinfi uchun 
karrali integrallami takroriy intcgrallarga keltirib hisoblash mumkinligini 
ko'ramiz.

17.3-misoi. Ushbu

F(o)
dxdy

integral hisoblansin. bunda (D )=  J(jc.>.)€ R2 : 0 < x < y. 0 < v < l}.
4B u holda 7-teoremaning barcha shartlari bajariladi. O'sha teoremaga ko'ra

JJ* ’ dxdy = \[ fe ~ >>‘dx dy
(D) 0|_0

bo'ladi. Keyingi tenglikning o'ng tomonidagi integrallami hisoblab quyidagilami 
topamiz:

f e  y dx = ye~* ,

*
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Demak,
r  2' L 21 ei

j je  ■ ''*« *  « I f l - ± Y *
rui -V  • )

17.4—misoL Ushbu
j j y j x + y  dxdy
(o)

integral hisoblansin, bunda (D )=  {(jcr_v)e / f2 0 < x 5 I. 0 < y < 1 -  *}.
*  Bu holda 6-teoremaning barcba sharilari bajariiadi. 0 ’sha teoremaga ko’ ra

____  T 1- . ____ _ 1
jjyjx +y dxdy = j\ j*Jx + y dy\dx 
(D) oL 0 I

bo'ladi. Integrallami hisoblab topamiz:
1

«
Demak

'I f r T y  +> |* - j(|  V(. * . ) ’ ) " ! *  • \ j(i -  r .'\ k  - 1.

j j i ]x  + ydxdy = -  >
(D)

Bu keltirilgan misoliarda sodda funksiyalaming sodda soha bo yicha ikki 
karrali integrallari qaraldi. Ko'p hollarda sodda funksiyalami murakkab soha

bo'yicha. murakkab funksiyalami sodda soha bo'yicha va ayniqsa, murakkab 
funksiyalami murakkab soha ho'yicha ikki karrali integrallarini hisoblashga to 'g 'ri 
keladi. Bunday integrallami hisoblash esa ancha qiyin ho'ladi.

7-§. Ikki karrali integrallarda o 'zgaruvchilarni almashtirish 
f{x ,y )  funksiya (D) sohada ( ( f l ) c / f ! ) berilgan bo'lsin. Bu funksiyaning 

ikki karrali
jjf(x.y)dxdy
(»)

iniegrali mavjudligi ma'ium bo'lib. uni hisoblash talab etilsin. Ravshanki, f (x ,y )  
funksiya hamda (£)) soha murakkab bo'lsa, integralni hisoblash qiyin bo'ladi. 
Ko'pincha, x va y o'zgaruvchilarni, ma'lum qoidaga ko'ra boshqa 
o'zgaruvchilarga almashtirish natijasida integral nstidagi funksiya ham, 
integrallash sohasi ham soddalashib, ikki karrali integralni hisoblash osonlashadi.

Ushbu paragrafda ikki karrali integrallarda o'zgaruvchilarni almashtirish 
bilan shug'ullanamiz. Avvalo tekislikda sohani sohaga akslantirish, egri chiziqli 
koordinatalar hamda sohaning yuzini egri chiziqli koordinatalarda ifodalanishini 
keltiramiz.

Ikkita tekislik berilgan bo'lsin (57-chizma).
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Birinchi tekislikda to 'g 'ri burchakli Oxy koordinata sistetnasini va 
chegaralangan (D) sohani qaraylik. Bu sohaning chegarasi dD sodda, bo'lakli- 
silliq chiziqdan iborat ho'lsin. lkkinchi tekislikda esa to g 'ri burchakli Ouv 
koordinata sisiemasini va chegaralangan (a ) sohani qaraylik. Bu sohaning 
chegarasi 5A ham sodda, bo'lakli-silliq chiziqdan iborat bo'lsin.

l>(u,v) va t</(ii,v) lar (a ) sohada bcrilgan sbunday tunksiyalar bo'lsinki, 
ulardan tuzilgan {p(u,v), yr(u,v)} sistema (a ) sohadagi (u.v) nuqtani (d ) sohadagi 
(x,y) nuqtaga akslanlirsin:

<P (u ,v ) -» x ,
¥ (*« v )-» y .

vabu akslantirishning akslaridan iborat {(x,y)} to'plam (d ) gategishli bo'lsin. 
Demak, ushbu

lx  = «>(u.v)i

ly/ = t</(u,v)
(1716)

sistema (A) sohani (D) sohada akslantiradi.
Bu akslantirish quyidagi shartlami bajarsin:
/*. (17.16) akslantirish o'zaro bir qiymatli akslantirish, ya'ni (a ) sohaning 

turli nuqtalarini (D) sohaning turli nuqtalariga akslantirib, (d ) sohadagi har bir 
nuqta uchun (a ) sohada unga mos keladigan nuqta bittagina bo'lsin.

Ravshanki, bu holda (17.16) sistema u va v larga nisbatan bir qiymatli 
echiladi: u — ( jc, j>), v= « /,( j,y /) va ushbu

[v = vr,(JC .y)
sistema bitan akslantirish yuqoridagi akslantirishga teskari bo'lib. (d ) sohani (a ) 
sohaga akslantiradi. Demak

*

%
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(17 18)■>))= *
(*■>))=>'

2*. <p(i/,i’). ((/(k ,v) funksiyalar (a ) sohada, f>,(u.v), p t(u.v) funksiyalar (d ) 
sohada uzluksiz va barcha xususiy hosilalarga ega bo'lib, bu xususiy hosilalar ham 
u/luksiz bo'lsin.

J*. (17.16) sistemadagi funksiyalarning xususiy hnsilaridan tuzilgan ushbu
dx dx

au dv (17 19)
dy qy
du dv

funksional determinantning ham (a ) sohada noldan farqli (ya'ni (a ) sohaning har 
bir nuqtasida noldan farqli) ha'lsin. Odatda (17.19) delemtinanlni sistemaning

yakobiani deyiladi va y(w,v) yoki “  kabi betgilanadi.
D{u,v)

Bu 2° va 3° -  shartlardan, (A) bog'lamli soha bo'lganda, (17.19) 
yakobianning shu sohada o 'z ishorasini saqlashi kelib chiqadi.

Haqiqatdan bam, J(u.v) funksiya (A) sohaning ikkita turli nuqtalarida turli 
ishorali qiymatlarga ko'ra, (a ) da shunday (u0,v0) nuqta topiladiki, ^ ( i/a,vo)= 0  
bo'iadi. Ru esa j (u .v )*  0 bo lishiga ziddir.

3-shartdan (17.17) sislemaning yakobiani, ya'ni ushbu
du du
dx 
dv
dx dy

funksionai determinantning ham ( d )  sohada noldan farqli bo'lishi kclib chiqadi. 
Haqiqatdan ham, (17.18) munosabatdan 

dx dx 
dx
dy 8u dy dv
dy du dy dv 8y
dx dx du dx dv

dy
dv

du dx dv 
du dx dv dx

du dx—  k --------- + —- -  - ■
dy du dy dv dy

0,

dy du dy dv „  
— ---- + - 0

dx du dx dv dx 
bo'lishini e'tiborga olsak, u holda

>H* y) ".(■*•*) * ,
£>(u,v) D(x.y)

ho'lib,
, v i)(u .v)

bo'lishini topamiz.
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Demak. {D ) bog'lamli soha bo'lganda 7,(u,v) yakohiani ham (D ) sohada 
o 'z  ishorasini saqlaydi.

Yuqoridagi shanlardan yana quyidagilar kelib chiqadi.
(17.16) akslantirish (a ) sohaning ichki nuqtasini (d ) sohaning ichki 

nuqlasiga akslanliradi. Haqiqatdan ham, oshkormas funksiyaning mavjudligi 
haqida teoremaga ko'ra (17 16) sistema (xc0<>0) nuqtaning biror atrofida u va v 
lami x va y o'zgaruvchilaming lunksiyasi sifatida aniqlaydi: u = q> (̂x.y), 

Bunda p ,(jc0,>-<))= u0, V ' , ( jc0 . y0)=  v„ bo'ladi. Demak, (z0.y/0) (D ) 
sohaning ichki nuqtasi. Bundan (17.16) akslantirish (a ) sohaning chegarasi 3A ni 
( f l )  sohaning chegarasi 3A ga akslantirishi kelib chiqadi.

Shuningdek, (17.16) akslantirish (a ) sohadagi silliq (bo'lakli -silliq) egri 
chiziq

n » u(/ 
v = \( / ( a H S 0 )

ni (D ) sohadagi silliq (bo'lakli-silliq) egri chiziq
x = (»(u(/),v(/))

y = «'(«(/)■ v(/))

ga akslantiradi.
(A) sohada u = u„ to 'g 'ri chiziqni olaylik. (17.16) akslantirish bu to g ri 

chiziqni (D ) sohadagi

*  = *4 “ v v )
y = Vr(u0.v)

egri chiziqqa akslantiradi. Xuddi shunday (a ) sohadagi 
(17.16) akslantirish (D ) sohadagi

(17 20)

v = v0 to 'g 'r i chiziqni

(1721)
y = se' («,, v0)

egri chiziqqa akslantiradi. Odatda, (17.20) va (17.21) egri chiziqlarni koordinata 
chiziqlari (17 20) ni v koordinata chizig'i, (17.21) ni esa u koordinata chizig 'i) 
deb ataladi.

Modomiki, (17.16) akslantirish o'zaro bir qiymatli akslantirish ekan, unda 
(D) sohaning har bir (x y) nuqtasidan yagona v koordinata chizig'i (u  ning tayin 
o'zgarmas qiymatiga mos bo'lgan chiziq), yagona u koordinata chizig 'i (v  ning 
tayin o'zgarmas qiymatiga mos bo'lgan chiziq) o tadi. Dcmak. (d ) sohaning shu 
(x .y ) nuqtasi yuqorida aytilgan u va v lar bilan, ya'ni (a ) sohaning (u.v) nuqtasi 
bilan to 'liq  aniqlanadi. Shuning uchun u va v lami (D ) soha nuqtalarining 
koordinatalari deb qarash mumkin. (D) soha nuqtalarining bunday koordinatalari 
egri chiziqli koordinatalari deyiladi.

Masalan. ushbu
x = pcos<p 

y^pcostp
(p >  0, 0 <<p< 2n)

*

%
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sistema (A )= | ( n , u)e R2 0 < p < + 00, 0 i  <p < 7k j 
akslantiradi. Bu sistemaning yakobiani

J(u v) = COSq>
'  ' f situp pcostp

sohani

P

Oxy tekislikka

bo'ladi.
p va <p lar (D ) soha nuqtalarining egri chiziqli koordinatalari bo'lib, shu 

sohaning koordinat chiziqlari esa, markazi (0.0) nuqtada, radiusi p ga teng ushbu

aylanalardan (v koordinat chiziqlari) hamda (0,0) nuqtadan chiqqan <p -  pa 
(0< pc < 2 n) nurlardan (v  koordinat chiziqlari) iborat.

Faraz qilaylik, ushbu
X = <p(u,v) 

y = \p(u.v)
sistema (a ) sohani (D ) sohaga akslantirsin. Bu akslantirish yuqoridagi 1 -3 - 
shartlami bajarsin. U holda (D ) sohaning yuzi

D = [fL/(u, v\dudv = f( — ^-^IrAjr/v (17 22)
M  M  0(«r.v)!

boladi.
4 Ru formulaning isboti keyingi bobda keltiriladi (qarang, 18-boh. 3-§).

f (x ,y )  funksiya (d ) sohada ((D )c  y?2) berilgan va shu sohada uzluksiz 
bo'lsin. (D ) esa sodda, bo 'lakli-silliq chiziq bilan chegaralangan soha bo'lsin. 

k Ravshanki, f (x ,y )  funksiya (D ) sohada integrallanuvchi bo'ladi.
Aytaylik, ushbu

jc = <p(u,v) 

y = y(u.v)
sistema (a ) sohani (D ) sohaga akslantirsin va bu akslagtirish yuqoridagi l°-3°- 
shartlami bajarsin.

Har bir bo'luvchi chizig'i bo'lakli-silliq bo'lgan (a ) sohaning Ph bo'laklani- 
shini olaylik. (17.16) akslantirish natijasida (d ) sohaning Pn bo'laklanishi hosil 
bo'ladi. Bu bo'laklanishga nisbatan f (x ,y )  funksiya integral y ig ’ indisi

^ = 'Z f(4kV t)O k
k * \

nituzamiz. Ravshanki,

lirn 0 = tim £ / ( v» '7»)D. = \\f(x,y)dxdy
(d)

Yuqorida keltirilgan (17.22) formulaga ko'ra 
D j = J|| j(u,v)pludv 

(a.)
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bo'ladi. O'rta qiymat haqidagi teorcmadar foydalanih quyidagini topamiz:
Dt -  |j  («;. v ;) ((«;. vt ) 6 (a * ))

hunda A, “ (A4) ning yuzi. Natijada a  y ig 'ind i ushbu

1=1
ko rinishga keladi.

( & ,r}k) nuqtaning (Dt ) sohadagi ixtiyoriy nuqta ekanligidan foydalanib. uni

V'("I-*'i’ )= '7*
deb olish mumkin. U holda

° = z  / M " !  vi ) v  (“ !. v; ))!■/(«*’ . v; )a 4
i - i

bo'ladi.
Ravshanki,

fifp(u-* ) v/ ( u.^ ))|J (u.v)|
funksiya (a ) snhada uzluksiz. Demak, u shu sohada integrallanuvchi. U holda

nm a =  nm ' z M » : .^ ; ) ( « ; , v ;))\j(u; .v; )a , =
J*i •« 1», ,,

= J J /M " .v ) ,¥ '(« . i,)V ( “ .vJrfi*rfv
W

ho’ ladi.
-► 0 da kf  -►0  bo'lishini e'tiborga olib, topamiz:

JJ f { *  y)dxdy= \\ f(<p(u.v).y(u.v)\j(u.v)({uit\ . (17 23)
(n)  (a |

Bu ikki karrali intcgralda o'zgaruvchilami almashtirish formulasidir.
U berilgan (d ) soha bo'yicha integralni hisoblashni (a ) soha ho'yicha 

integralni hisoblashga keltiradi. Agarda (17.23) da o'ng lomondagi integralni 
Hisoblash cngil bo'lsa, hajarilgan o'zgaruvchilami almashtirish o'zini oqlaydi. 

17.5-misoL Ushbu

(oiV | + jc + y
integral hisoblansin. bunda

(D )=  \x.y)t R2 . i 2 + y 2 < 1. y > fl)
markazi (0.0) nuqtada, radiusi I ga teng bo'lgan yuqori tekislikdagi yarim doira.

< Berilgan integralda o'zgaruvchilarni quyidagicha almashtiramiz:
x = pcos<p,
y = p sin <p

Bu almashtirish ushbu
(A )=  j(p.(p)e R2 0 <</></<. 0 <p < l)

4
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to 'g 'r i to'rtburchakni (D ) sohaga akslantiradi va u l°-3°-shartlami qanoatlantiradi. 
Unda( 17.23) formulaga ko'ra

Jf J— vVpdP

bo'ladi. Bunda yakobian ,/(p.<p)-p bo'ladi. Bu tenglikning o ’ng tomondagi 
integralni hisoblab topamiz:

j j . l — ^
i i )V  + P

Demak.

J.q>)f1pd<p=\ ]d<p l|— ^/*<p = /rj,l^—*̂ jpdp ■■ 
«lo j \ ‘ + P o l ‘ +P

2) >
< / )  V I *  * * V *

*-#. tkki karraii integralni taqrihiy hisoblash 
f (x .y )  funksiya (D ) sohada ( (D ) t  f i ! ) bcrilgan va shu sohada 

integrallanuvchi, ya'ni
\\f(x,y\txdy 0  7 23)
O)

integral mayjud bo'lsin. Vla'lum ko'rinishga ega bo'lgan (D ) sohalar uchun 
bunday integralni hisoblash 6-§ da keltirild i. Ravshanki, f (x .y )  funksiya 
murakkab bo'lsa, shuningdek, integrallash sohasi murakkab ko'rinishga ega 
bo'lsa, unda (17.23) integralni hisohlash ancha qiyin ho'ladi va ko'p hnllarda 
bunday integralni taqrihiy hisohlashga to 'g 'ri keladi.

Ushbu paragrafda (17.23) integralni taqribiy hisoblashni amalga oshiradigan 
sodda formulalardan birini keltiramiz.

Aytaylik, f (x ,y )  funksiya (D )- fa .y )e  R* : a< x <e; c < y < d }  to 'g 'ri 
to'rtburchakda berilgan va uzluksiz bo'lsin. Unda 6-§ da keltirilgan formulaga 
ko'ra

bo'ladi.
Endi

f\f(x.y)dxdy = [\\f(x,y)dy L r 
(o) 1

j . f ( x  y)dyy (-* e [o. is D

07 24)

integralga l-qism, 9-bob, 2-§ dagi (9.52) formulani -to 'g 'ri to'rtburchaklar 
formulasini talbiq etib, ushbu

'  ( * e M D  07.2 5)f /(*.»
c " 4 . 0

taqribiy formulani hosil qilamiz. So'ng

1 / (*
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(17 26)

integralga yana o'sha (9.53) formulani qo'llab, quyidagi
6 -  a

n )
taqribiy formulaga kelamiz.

Natijada (17.24), (17.25) va (17.26) munosabatlardan

tf /(*. y)dxdy • yi t l ) (17.27)
(n) nm 1=04=0 1 2

bo'lishi kelib chiqadi.
Bu ikki karrali intcgralni taqribiy hisoblash formulasi, «to’g’ ri 

to ’rtburchaklar» formulasi deb ataladi.
Shunday qilib, «to’g 'ri to'rthurchaklar» formulasida. ikki karrali integral 

maxsus tuzilgan yig 'ind i bilan almashtiriladi. Bu y ig 'ind i esa quyidagicha tuziladi: 
( 0 ) - f k y M 2 :<« < * < « ,c < y < d } to 'g 'ri to'rtburchak nm ta teng

(A * )=  ^ ^ x < x lt].y i < y < y ktl} (/ = 0,1,2.....m - 1, * = 0,1,2,. ,
n— l)  to 'g 'r i to'rtburchaklarga ajratiladi. Bunda

e - a  , d - cxt - a  + 1--- , y t  -  c  + k--- .
m n

Har bir (D l t ) ning markazi bo'lgan (/ = 0,1,2. .m - ) ,

k= 0.1,2...., « - l )  nuqtada f ( x , y )  funksiyaning qiymati
3 * 1

hisobianib, uni shu (D,( ) ning yuziga ko'paytiriladi. So'ngra ular barcha / va k 
lar (/ = 0 .1.2..... m -  1, k = 0 .1.2...., n - 1) bo'yicha yig 'ilad i

Odatda, har bir taqribiy formulaning xatoligi topiladi yoki baholanadi. 
Keltirilgan taqribiy formulaning xatoligini ham o'rganish mumkin.

17.6-misol. Ushbu

----------
x + y + l f

integral taqribiy hisoblansin, bunda
(D )=  {(*,>«)€ f l 2 0 < * < 1 . 0 < j /< l }

< (D ) ni ushbu to'rtta bo'lakka bo'lamiz:

(D0I) = { ( * . , ) e 0 *  x < ~  < y  < I J ,

(0 ,o )= { U .y )€ « 2

( 0 „ ) = f c . y ) e « 2 | < * < 1  .^ < > < 1

(«)V

t
4
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Ru bo laklaming marka2 lari

nuqtalarda

0 + * + y f
funksiyaning qiymatlarini hisoblab, (17.23) formulaga ko'ra

ff- -zdxdy<z 0,2761
(o)0 + x + y \

bo'lishini topamiz. Bu integralning aniq qiymati esa

f f ----------------
(o/1 + x + y f

dxdy -  j
dx

. i - — -  rfy = /« -  = 0,287682
i i { \  + x + y f r  3

bo’ ladi. ►

9-§. Ikki karrali integraliarning ba 'zi bir tatbiqlari
Ushhu paragrafda ikki karrali integrallarning ba'zi bir tatbiqlarini keltiramiz.
/*. Jismning hajmini hisobtash. R‘ fazoda ((/ ) jism yuqoridan r  = / ( j t ,y )  

sirt bilan, (bunda f (x ,y )  funksiya (D ) da uzluksiz) yon tomonlaridan yasovchilari 
Oz o'qiga parallel bo'tgan silindrik sirt hamda pastdan Oxy tekislikdagi (£>) soha 
bilan chcgaralangan jism bo'lsin.

(D ) yopiq sohaning P bo'laklashni olamiz. f (x ,y )  funksiya (D ) dauzluksiz 
bo'lganligi sabali, bu funksiya P bo laklash har bir (Dk) bo'lagida ham uzluksiz 
bo'lib, unda inf{f(x,y) (jt,y)e  (0 4)}= m ,. sup{f(x,y) (x,>)e (Da)}= jW, 
(A = 1,2. 3,..., m) larga ega bo'ladi.

Quyidagi •
*=)

yig 'ind ilam i tuzamlz Bu yig'indilarning birinchisi (V) jism ichiga joylashgan 
ko'pyoqning hajmini, ikkinchisi esa (f ) jismni o ’z ichiga olgan ko'pyoqning 
hajmini ifodalaydi.

Ravshanki, bu ko'pyoqlar, demak, ulaming hajmlari ham f (x .y )  funksiyaga 
hamda (D ) sohaningbo'laklashga hog'liq bo'ladi:

> . » ' ; ( / ) .  vB= K (/ )
(D ) sohaning turli bo'laklashlari olinsa, ularga nisbatan (P) jismning ichiga 

joylashgan hamda ( f ')  jismni o ’z ichiga olgan turli ko'pyoqlar yasaladi. Natijada 
bu ko'pyoqlar xajmlaridan iborat quyidagi

f c ( / i  k ( f ) )
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to'plainlar hosil bo'ladi. Bunda |f// ( / ) }  to'plam yuqoridan {>■'/(/)} to'plam esa 
quyidan chegaralangan bo'ladi. Demak, bu to'plamlarning aniq cbegaralari

-'“pfy'A ( f  )}• ' " / ? > ( / ) }
mavjud. Shartga ko'ra f (x ,y )  funksiya (D ) yopiq sohada uzluksiz. IJ holda

£
Kantor teoremasining natijasiga asosan, Va >0 son olinganda ham, — songa

ko'ra shundav 8>Q  son topiladiki, (i>) sohaning diametri <8  bo'tgan har 
qanday bo'laklashi P uchun harb ir ( / / )  da funksiyaning tebranishi

. .  e
D

bo'ladi. Unda

" » ^ / ( / ) } - « V » ^ a l/ ) }s r / U )  1 «r ( / ) =  -  1 > . D. ‘
*=l

*=1 U u
Demak, (D ) sohaning diametri Ar < 8 bo'lgan har qanday bo'laklanishi 

olinganda ham bu bo laklanishga mos (f ) jismning ichiga joylashgan hamda bu 
(V) ni o ’z ichiga olgan ko'pyoq hajmlari uchun har doim 

0 S inf ( f ) } - sup\'t ( / ) } < £
tengsizlik o 'rin li bo'ladi. Bundan esa

■ > > / K ( / ) } = ^ K ( / ) }  <‘ ?2S)
tenglik kelib chiqadi. Bu tenglik ( f )  jism  hajmga ega bo'lishini bildiradi.

Endi yuqorida o'rganilgan • ’/ ( / ) ,  •" '« (/) y ig 'indilarni Darbu yig 'indilari 

bilan taqqoslab. I ' f ( f )  ham Vp ( f )  y ig 'indilar f (x .y )  funksiyaning (D ) sohada 
mos ravishda Darbu quyi hamda yuqori yig 'indilari ekanini topamiz. Shuning 
uchun ushbu

' ( / ) } •  1
miqdorlar f (* .y )  funksiyaning quyi hamda yuqori ikki karrali integrallari 
bo'ladi, ya'ni

« v fc f ( / ') } =  f l f(x .y )d l), tn ftyM f)}= \\f(x.y\tD 
f51 (o)

Yuqoridagi ( 17.28) munosabatga ko'ra

\ jf(x ,y )JD = jff(x .y )d D
m  («)

tenglik o 'rin li ekani ko'rinadi. Demak,

jjf (x .y )d D =  jjf (x .y )d D =  jjf(x .y )dD
(«) ln) (")
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i

\

Shunday qilib, bir tomondan, qaralayntgan (l'') jism hajmga ega ekani 
ikkinchi tomondan, uning hajmi f (x .y )  funksiyaning (D) soha bo'yicha ikki 
karrali integraliga teng ekani isbot elildi. Demak, ( l ')  jismning hajmi uchun ushbu 

V = [\f(x,y)dD (17.29)

formula o rinli.
I7.7-misol. Ushbu

(»)

~ T + i  + ~ T < ] a e c
ellipsoidning hajmi topilsin

< Bu ellipsoid r  = 0 tekislikka nisbatan simmetrikdir. Yuqori qismini (r i  0) 
o'rab turgan sirt

bo'ladi.
Yuqoridagi (17.29) formulaga ko’ra ellipsoidning hajmi ( f ) :

ho'ladi. bunda

V = 2 c (\ J\ -~ -^ -d xd v
e2 '

( 0 ) - { ( * . / ) e « 2 - f r  + 7 T £ , | -

Imegralda x  = a p  cos (p 
y  -  epsirup

□Imashtirisbni bajaramiz. Du sistemaning vakobiani
acos<p esirup

J [p .9 )  =

(17.30)

= a 6 p
-apsirup epcostp

ho'ladi. (17.30) sistema (a )=  \p.cp)& R2 : 0<p<\  0 < ^ < 2 r r }  sohani (£>) 
sohaga akslantiradi. (17.23) formulaga ko'ra

I x' y 1ff ,/> - —  -^ jd x d y = j]V p^aepdpdip 
fn l» O e (A)(D)

bo'ladi Demak,

y = 2aecjf yj\ -  p 1 pdpdtp = 2aec\( 4 )  <i \d<p

■■ 4rraec\^\ p 1 pdp = — aec.

v\-p*pdp =

Shunday qilib, ellipsoidning hajmi

V =-7taec 
3

bo'ladi. ►
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2°. Yassi shaklningyuzi. Ushbu bobning !-§ ida (D ) sohaning yuzi quyidagi 
D = jJ dD = JJ dxdy 

(«) (o)
integralga teng bo'lishini ko'rdik. Demak, ikki karrali integral yordamida yassi 
shaklning yuzini hisoblash mumkin ekan.

Xususan, soha
(D )=  j(jc.y)e R1 a < x < e  0<y/<: f (x )) 

egri chiziqli trapesiyadan iborai bo'lsa ( / ( x )  funksiya [0 , e] da uzluksiz) u holda
. [ / ( * )  1 .

D = JJ<frafy = J Jdy Lfx = J f(x)dx 
(n) »L » J <■

bo'lib, 1-qism, 10-bob, 2-§ datopilgan formulaga kelamiz.
17.8-misol. Ushbu

y2 + a 2 y2 +e2
2 a 2e

chiziqlar bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin. 
4 Bu chiziqlar parabolalardan iborat (58-chizma)

(O < a < «)

*

*

Quyidagi

x -

x -

ŷ  + a1 
2 a

y1 + e1

= 0

= 0
2«

sistemani echib, parabolalaming kesishgan nuqtalari 
- a 1— ) | a -

2( a + e 1— ) l'a + e r
Vflfl |. J 2 • “ v< 1
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ekanini topamiz. Qaralayotgan shakl Ox o'qiga simmetrik bo'lishini e'tiborga 
olsak. u holda (/?) ning yuzi

D = 2 | |  didy
(/),)

bo'ladi, bunda

( /J ,)= fc x .,)«=*’ : £ l ° ' 0 iy i4 a e ) .  
"■ - 2e

Imegralni hisoblab, quyidagini topamiz: 

2.
|  dx

•faw
\\  dxdy = { 

(n,) i) r • *_ I I  2 .

Demak,

D =  j jd x d y  =  ^ ( a  -  o) V ao  . ►
0>) 1

J". Sirtning yuzi va uning karraii integral orqali ifadalanishL Ikki karrali 
integral yordamida sirt yuzini hisoblash mumkin. Avvalo sirtning yuzi 
lushunchasini keltiramiz.

Faraz qilaylik. :  = f (x .y )  funksiya (D ) sohada berilgan va uzluksiz bo'lsin. 
Bu funksiyaning graligi 59-chizmada tasvirlangan sirtdan iborat bo'lsin.

59-chizma
( f l)  sohaning P bo'laklashni olaylik. Uning bo'laklari (D ,), (O,). , (/J„) 

ho'lsin. Bu bo'laklashning bo'luvchi chiziqlarini yo'naltiruvchilar sifatida qarab, 
ular orqali yasovchilari O: o'qiga parallcl bo'lgan silindrik sirtlar o'tkazamiz.
Ravshanki, bu silindrik sirtlar (5) sirtni (,"?,). (S2).... (S„) bo'laklarga ajratadi. Har
bir (D j)  (A = 1,2,. ,n) da ixtiyoriy (<J„, »7„ )  nuqta olib, (.5) sirtda unga mos nuqta 

( - *= / (£ . .» 7 .) )  ni topamiz. So'ng (S) sirtga shu (£„r)„.:t ) nuqlada 
urinma tekislik o'tkazamiz. Bu urinma tekislik bilan yuqorida aytilgan silindrik 
sirtning kesishishidan hosil ho'lgan urinma tekislik qismini (7 j) bilan, uning 
yuzini esa Tk bilan belgilaymiz.
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Geometriyadan ma'lumki, (A)t ) soha (Tk) n irg  ortogonal proeksiyasi bo'lib, 
D ^ T tfosy ^  (17.31)

bo'ladi, bunda yt - ( 5 )  sirtga (£„,n„.:k)  ( : * = / ( « „ . '? „ ) )  nuqiada o’ tka7ilgar 
urinma tckislik normalining Oz o 'q i bilan tashkil etgan burchak.

Ravshanki, A,. -» 0 da (,?4) (A = l,2, ,«) ning diamctri ham nolga intiladi. 
Agar kt, -*  0 da

i n*=i
yig'indi chekli limitga ega bo'lsa, bu lim it (S) sirtning yuzi deb ataladi. Demak, 
(5) sirtning yuzi

S = tim T  fk (1732)

bo'ladi.
Yuqorida qaralayotgan * = f{x .y ) funksiya (d ) sohada f,(x ,y ), f't (x,y) 

xususiy hosilalarga cga bo'lib. bu xususiy hosilalar ( o )  sohada uzluksiz bo'lsin. U 
holda

cosYt

bo'ladi.
(17.31) munosabardan

bo’ Iishini topamiz. Demak,

7 ) = -------- Dk
cosyk

I /  =  I  — d „ =  I  ; u / ; * « ,  % ) +  / ; 2 ( 4 . ) i \
1 .- ico sy j

(77 3/1

Tenglikning o ’ ng tomonidagi yig indi

y li+ f? (x .y h / ;2(x.y )
funksiyaning integral yig 'ind isid ir (qarang l-§). Bu funksiya (D ) sohada uziuksiz. 
demak, integrallanuvchi. Shuning uohun

! im Ty j i + f r 2kk-nt)+fy2 (bk • 7*) £>* =  H ^  + f f ( x . y ) + f t2(x.y)dD
(o)

bo'ladi.
Shunday qilib, (17 32) va (17.33) munosabatlardan

S = j \ ^ U ^ ^ y h 7 ^ y ) d D  (17.34)
1»)

bo'lishi kelib chiqadi.
17.9-misol. Asosning radiusi r balandligi h bo'lgan doiraviy konusning yon 

sirti topilsin.
4 Bunday konus sirtning tenglamasi
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bo'ladi. Yuqoridagi (17.34) formulaga ko'ra

s = l N l + : < + --y
(o)

bo'ladi, bunda 

Endi
( D ) = { ( x , y ) € / ? 2 . j r 2 + / < r 3 }.

T1*?'
. |. h ' xS h ' y ' I, h ’

V* *  = J*  *~ T ~ 2 ------ 3 * ~  1 ' ~ 2 ~ ]  , +  2’  \  r x +y r x + y V r
ekanini e'tiborga olib. quyidagini topamiz:

S = j j i l  1 + —j  dxdy -  J I + j j dxdy = JI + —j x r 1 = jo-Jr2 + h2
(»)? r « r (ni * r( o )

va

/0 -$  Lch harrali integral
Yuqorida Riman integrali tushunchasining ikki o zgaruvchili funksiya uchun 

qanday kiritilishini ko'rd ik va uni batafsil o'rgandik. Xuddi shunga o'xshash bu 
tushuncha uch o'zgaruvchili funksiya uchun ham kiritild i. Uni o'rganishda Riman 
integrali hamda ikki karrali integralda yuritilgan barcha mulohazalar (integrallash 
sohasining bolaklanishini olish, ho laklarda ixtiyoriy nuqta tanlab olib, integral 
yig 'ind i tuzisb, tegishlicha limitga o'tish va hokazo) qaytariladi. Shuni e'tihorga 
olib. quyida uch karrali integral haqida faktlarni keltirish bilan chegaralanamiz.

l". Uch karrali inlegral ta'rifl. f(x .y ,z ) funksiya R1 fazodagi 
chegaralangan (v) sohada berilgan bo'lsin. (Bu erda va kelgusida hamma vaqt 
funksiyaning berilish sohasi (k )  ni hajmga ega bo'lgan deh qaraymiz). (l7)
sohaning P bo'laktashini va bu bo'laklashning har bir (b j) (jfc = 1.2.....n)
bo'lagida ixtiyoriy (^t ,rjkX k)  nuqtani olaylik. So'ngra quyidagi

k-I
yig 'ind in i tuzamiz, bunda Vk ~(Vk) ninghajmi.

Bu yig 'ind i f(x ,y .z ) funksiyaning integral yig'indisi yoki Riman yig'indisi 
deh ataladi.

Endi (v) sohaning shunday

bo'laklanishlarini qaraymizki, ulaming diametridan tashkil topgan
Ap .Ap̂ , . .
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ketma-ketlik nolga intilsin: kp -» 0 . Bunday Pm . )  bo'laklanishlarga

nishatan f(x ,y ,z ) funksiyaning integral yig 'indisini tuzamiz:

o -  = Z / U .
1 . 1

Natijada quyidagi
<X|,cr2. .... am,...

ketma-kctlik hosil bo'ladi. Bu ketma-ketlikning har bir hadi (<£*.%'£.) nuqtalarga 
bog'liq.

9- la‘rif. Agar (v )  ning har qanday bo'laklanishlar kelma-ketligi 
olinganda ham, unga mos inlegral yig 'ind i qiymatlaridan iborat {am} ketma-ketlik 
{ ‘k'Hi X t)  nuqtalami tanlab olinishiga bog'liq bo'lmagan holda hamma vaql bitta 
J songa intilsa, bu J son a yig'indining lim iti deb alaladi va u

lim a = lim £  / f o , r}k, Ck K  = /
Aft  —• ( ]  Aft  -♦  0  |  _ |

kabi bclgilanadi.
10- la'rif. Agar kr —» 0 da f(x .y ,~ ) funksiyaning integral yig 'indisi cr 

chekli iimitga ega bo'lsa, f(x ,y .z ) funksiya ( l ) da imegrallanuvchi (Riman 
ma'nosida intcgrallanuvchi) funksiya deyiladi. Bu <r yig'indining chekli lim iti J 
esa f(x .y ,z ) funksiyaning ( t ')  bo'yicha uch karrali integrali (Riman integrali)
deyiladi va u 4

f\ \ fU .y .z ) tv
(t')

kabi helgilanadi. Demak, >

\\\f(x,y,z)dV = Itm a = lim f  ■(V\ V *° lr
f(x ,y ,z ) funksiya (V) da ((k’ ) c  /?J) berilgan bo'lib, u shu sohada 

chegaralangan bo'lsin:
m -if(x.y.z)<, M  (v (x .y.z)e  (k')).

(K) sohaning bo'laklanishlar to'plami { f )  ning har bir bo'laklanishiga 
nisbatan f(x ,y ,z ) funksiyaning Darbu yig 'indilari

sp( f h i m tVt , Sp( f ) - Z M tVt
A = l *-l

ni tuzib, ushbu
{ * , ( / ) } ,  (SrC/-))

to'plamlami qaraylik. Ravshanki, bu to'plamlar chegaralangan bo'ladi.
11- la'rif. {.*;>(/)} lo'plamning aniq yuqori chegarasi f(x ,y ,z ) funksiyaning 

quyi uch karrali integrali deb ataladi va u
/  = ^ |  f(x .y .-)d v

kabi belgilanadi.
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{$ ,.( /) }  to'plamning aniq quyi chegarasi f(x ,y ,z ) funksiyaning yuqori uch 
karrali integrali defa ataladi va u

J = \§ f{*.y -= )iv
(v)

kabi belgilanadi.
12-ta'rif. Agar f (x ,y ,: )  funksiyaning quyi hamda yuqori uch karrali 

integrallari bir-biriga teng bo'lsa, f(x ,y ,z ) funksiya (k") da integrallanuvchi deb 
ataladi va ulaming umumiy qiymati

J  = JJJ fU .y .z W  = l]jf (x ,y ,:)d V
(y) (►")

f(x .y .z ) funksiyaning uch karrali integrali (Riman integrali) deyiladi.

J/Jf (x .y . : ) jy  = JTf f (x .y . : ) jy  = JJJf (x ,y .:)d V .
(•') <n

2“. Uch karrali integraining mavjudligi f(x .y ,z ) funksiya (V )c  R1 sohada 
berilgan bo'lsin.

10- teorema. f(x ,y ,z ) funksiya (k') sohada integrallanuvchi bo'lishi uchun 
V f> 0  olinganda ham shunday S>  0 topilib, (v )  sohaning diametri 2.e <S 
bo'Igan har qanday P bo'laklashiga nisbatan Darbu yig 'indilari

S „ (/ ) -s p( f ) < e
tengsizlikni qanoatlantirishi zarur vayetarli.

i ’ Integrallanuvchi funksiyalar sinji Uch karTali integralning mavjudligi 
haqidagi teoremadan foydalanib, ma'lum sinf funksiyalarining integrallanuvchi 
bo'lishi ko'rsatildi.

11- teorema. Agar f(x ,y ,z ) funksiya chegarlangan yopiq (k ) c A 3 sohada 
berilgan va uzluksiz bo'lsa, u shusohada integrallanuvchi bo'ladi.

12- teorema. Agar f(x ,y ,z ) funksiya (V ) sohada chegaralangan va bu 
sohaning chekli sondagi nol hajmi sirtlarida uzilishga ega bo'Iib, qolgan barcha 
nuqtalarda uzluksiz bo'lsa, funksiya ( f )  da integrallanuvchi bo'ladi.

f .  Uch karrali integralning xossalari IJch karrali integrallar ham ushbu 
bobning 5-5 ida keltirilgan ikki karrali integralning xossalari kabi xossalarga ega.

/ /  f(x .y .z ) funksiya ( r )  sohada berilgan bo'lib, (F ) soha nol hajmi (S) sirt 
bilan (f',) va (V2)  sohalarga ajratilgan bo'lsin. Agar f(x ,y ,s ) funksiya (k ) 
sohada integrallanuvchi bo'lsa, funksiya (Vt) va (y2) sohalarda ham 
integrallanuvchi bo'ladi, va aksincha, ya'ni f(x .y ,z ) funksiya (Vt)  va (V2) 
sohalamirtg har birida integrallanuvchi bo'lsa, funksiya (V) sohada ham 
integrallanuvchi bo'ladi. Bunda

\\\f(x.y.z)dV = \\\f(x.y,-)dV + \\\f(x,y.z)dV
fr') (r,) (r,)

bo'ladi.
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2) . Agar f{x ,y ,:)  funksiya (K) da integrallanuvchi bo'lsa, u holda 
c f{x .y ,-)  (c = const) funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu

\\\cf(x .y^V  = c\\\f(x.y,z)dV 
( i l  <►)

formula o 'rin li bo’ ladi.
3) . Agar f(x .y . i )  va g (jc .y ,i) funksiyalar ( f ')  da integrallanuvchi bo'lsa. u 

holda f (x .y .i)±g (x .y ,s ) funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu

J/|tf (x .y . : )±g (xy : ) ty
(K) (I) (»')

formula o 'rin li bo'ladi.
4) . Agar f ( x  ,y .z ) funksiya ( f ')  da integrallanuvchi bo'lib, V ( j , j / , i ) e ( l7) 

uchun f (x .y ,i)>  0 bo'lsa. u holda
\\\f(x,y,s)dV> 0 
(H

bo'ladi.
5) . Agar f (x ,y ,i )  funksiya (v )  da integrallanuvchi bo'lsa. u holda \f(x,y,z\ 

funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va

\\\f(x,y.i)dV
(V) (V)

bo'ladi.
6) . Agar f (x ,y ,i )  funksiya (k )  da integrallanuvchi bo'Isa, u holda shunday 

o'zgarmas ft (m< fi<  M ) son mavjudki,

j f j  f(x.y.z)d\ = »  V

bo'ladi, bunda V -  ( f ')  sohaning hajmi.
7) . Agar /( jr , .v . i)  funksiya yopiq (l/ ) sohada uzluksiz bo'lsa, u holda bu 

sohadashunday (a ,a,c)e(v) nuqta topiladiki,
\\\ f(x .y ,i)dV  = f (a .t.c ) V
(*■)

bo'ladi.
5*. Uch karrali integrallarni hisablash. f (x ,y . i )  funksiya 

(V)=\(x,y,:)e R3 a< x<e. c<  y£d, e £ :< l }  sohada (parallelepipedda) 
berilgan va uzluksiz bo'lsin. U holda

\\\f(x.y.f)dz\iy dx\\\f(x,y.:)dV = \
(V) o )

bo'ladi.
Endi (F )c  R1 soha -  pastdan z = tyt(x,y) yuqoridan :  = (tr3(jt,y ) sirtlar 

bilan, yon tomnndan esa O: o'qiga parallel silindrik sirt bilan chegaralangan soha 
bo'lsin. Bu sohaning Oxy tekislikdagi proeksiyasi esa (d ) bo'lsin.

4

>
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Agar f (x .y ,:)  funksiya shunday (k') sohada uzluksiz bo'lib, :  = ty\x,y), 
z = ^/2(x,_y) funksiyalar (D ) da uzluksiz bo'lsa, u holda

H j/(x.y.:)d^ ^ jj\ \f(x,y.z)dz dxdy 
l*') <»)^i (iz) ,

bo'ladi. Agar yuqoridagi holda (D) = |(x ,y )e /fz a-&x<e, ^ (x )<y '^ 7 i (x) } bo'lib, 
<fi\x) va <fi2(x) funksiyalar [a. s] da uzluksiz bo'lsa. u holda

*i<*>(ri(*r) '
j  jf(x,y,z)dz dy dx 

* (*>Vri(* z) ,
J J J / W - V * ' - }
( K )  O

bo'ladi.
6", Uch karrali integraltarda o'zgaruvchilarni almashtirish. Uch karrali 

iniegrallarda o'zgaruvchilami almashiirish ushbu bobning 7-§ da keltiriIgan ikki 
karrali integrallarda o'zgaruvchilarrti almashtirish kabidir. Shuni hisobga olib, 
quyida uch karrali intcgrallarda o'zgaruvchilami almashtirish foiTtiulasini keltirish 
bilan kifoyalanamiz.

f(x.y,z) funksiya ( t ' ) c / ? 1 sohada berilgan va uzluksiz bo'lsin. (k') soha 
csa silliq yoki bo'lakli-s illiq  sirtlar bilan chegaralangan bo'lsin.

Ushbu
x = <p(u,v, w), 
y = <fi(u.v,w),
:  ~^(u.v,w)

sistema (A) ((a ) g /?’ ) sohani (v) sohaga akslantirsin va bu akslantirish 7-§ da 
keltirilgan 1°-3°-shartlarni hajarsin. U holda

\\\f(x,y,z)dV = \j\f(<p(u, V.W). <y(u v.*v
IV) (4)

bo'ladi. Hunda
dx dx dx
du dv dw

dy
du dv dw
d- ct &
du dv dw

)) \j\dudvdw

7* Uch karrali integralning ba'zi bir tatbiqlari. Uch karrali integral 
yordamida /?J fazodagi jismning hajmini, jismning massasini, inersiya 
momentlarini topish mumkin.

Mashqlar
17.10. Ikki karrali integral ta'riflarining ekvivalentligi isbotlansin.
17.11. Ushbu

a) \dx\f(x.y)dy 
-i
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b) \dx | f(x.y)dy
• •

integrallarda integral tartibi o'zgartirilsin. 
/7.72. Quyidagi

- ^ < f j ( x 2- y 2}k<ty<4z
-  («)

tengsizliklar isbotlansin, bunda ( D ) - . t2 +>>3 -2 x  = 0 
chegaralangan soha.

17.13. Agar f (x )  funksiya \a. e\ da uzluksiz bo’ lsa.

\f(x\h i (e  a )\ f(x )dx

aylana bilan

bo'lishi isbotlansin.

4
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18-BOB

Egri ch iz iq li in tegra llar

Yuqoridagi hohda Riman integrali tushunchasini ikki o'zgaruvchili funksiya 
uchun qanday kiritilish in i ko'rdik va uni o'rgandik. Shuni ham aytish kerakki, 
ko'p o'zgaruvchili funksiyalar uchun integral tushunchasi turlicha kiritilishi 
mumkin. B iz quyida keltirgan egri chiziqli integrallar ham konkret amaliy 
masalalardan paydo bo'igandir.

I-§. Birinchi lur egri chtziqli inlegratiar 
l ‘. Birinchi lur egri chiziqli integral la'rift Tekislikda biror sodda AB 

{a = (a,.a3)e R1 ,B = R1) egri chiziqni (yoyni) olaylik (60-chizma). Bu
egri chiziqda ikki yo'nalishdan birini musbat yo'nalish. ikkinchisini manfiy 
yo'nalish deb qabul qilaylik

AB egri chiziqni A dan B ga qarab Af, = A, At....A„ = B,

U k -(x i-y th A B >  A =0.1,2,...,»?, 4 ,= ( * 0.>0) = (a,,a2), A„ = (x„ ,> „)=  (e,.ti2)) 
nuqtalar yordamida n ta bo'lakka bo'lamiz. Bu ^ . . t ,  A„ nuqtalar sistemasi 
AB yoyining bo'laklash deb ataladi va u

p = {4 ,.a......A j
kabi belgilanadi. AkAlt] yoy (bo'laklash yoylari) uzunliklari (A = 0 ,1,2, , n) 
ning eng kattasi P bo'laklash diametri deyiladi va u Xt. bilan belgilanadi:

kp = /W<2x{ASj }.

Ravshanki, AB egri chiziqni turli usullar bilan istalgan sonda bo'laklashlariri 
tuzish mumkin.

AB egri chiziqda f (x .y )  funksiya berilgan bo'lsin. Bu egri chiziqning 
M V * , ....A„)
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bo'laklanishi va uning har bir \ A k+\ yoyida ixtiyoriy 2 4 = (s1 'j i )

* = °  l .....» - 0  nuqtani olamiz. Rerilgan funksiyaning
Qi nuqtadagi / f e  v , )  qiymatini At Attl ning A tt uzunligiga ko'pay-
tirib  quyidagi yig 'indini luzamiz:

f f ' l ' / f e  •«».)** i -  r / * /<
i= 0

Fndi AB egri chiziqning shunday
Pv Pi......  Pm

b<rlaklashlari ketma-ketligini qaraymizki, ulaming mos diametrlaridan tashkil 
lopgan ketma-ketlik nolga intilsin: kf  -» 0  Bunday bo'laklash-
larga nisbatan (18.1) kabi yig'indilarni tuzib, ushbu

rr,. <jj. .... am. ...
ketma-ketlikni hosil qilamiz. Ravshanki, bu ketma-ketlikning har bir hadi 
Qk = fe . '7 i)  nuqtalarga bog liq.

1- ta'rif. Agar AB egri chiziqning har qanday (18 2) ko'rinishdagi bo'lak- 
lashlari ketma-ketligi ( f .  j olinganda ham. unga mos yig'indilardan iborat {er,,} 
ketma-ketlik fe . / ; * )  nuqtalarning tanlab olinishiga bog'liq bo'lmagan holda ham- 
ma vaqt bitta J songa intilsa. bu son rr vig 'indining lim iti deb ataladi va

lim a  = tim T  / f e . rjt )Aj4 = J (18 3)
i f -.o >,r -»o /rj 4

kabi belgilanadi.
2- ta'rif. Agar V e > 0  son olinganda ham shunday <5>0 topilsaki, AB egri

chiziqning diametri ^,<<5 bo'igan har qanday P bo'laklash uchun tuzilgan <r >

yig'indi ixtiyoriy fe ,/? *)e  , nuqtalarda

\ a - j \ < E
tengsizlikni bajarsa, J  son a  yig 'indining XP »0 dagi lim iti deb ataladi va
(18.3) kabi bclgitanadi.

(18.1) yig 'indi lim itining bu ta 'rifla ri ekvivalent ta 'riflardir.
3- ta'rif. Agar X,, -» 0  da tr yig 'ind i chekli limitga ega bo'lsa, f{x .y ) 

funksiya AB egri chiziq bo'yicha integrallanuvchi deyiladi. Bu lim it f (x .y ) 
funksiyaning egri chiziq bo'yicha birinchi tur egri chiziqli integrali deb ataladi va 
u

I f (x .y )&
AB

kabi belgilanadi.
Shunday qilib, kiritilgan egri chiziqli integral tushunchasining o'ziga xosligi 

qaraiayotgan ikki argumentli funksiyaning berilish sohasi tekislikda biror AR egri 
chiziq ekanligidir. Qolgan boshqa mulohazalar (bo'laklashlarining olinishi, 
bo'laklardan ixtiyoriy nuqta tanlab integral yig 'ind i tuzish, tegishlicha limitga 
o'tish)yuqorida kiritilgan integral tushunchalari singaridir.
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2*. Uiiuksii Junksiya birinchi tur egri chiiiqti integralL Yuqnrida keltirilgan
3-ia’rifdan ko'rinadiki, hirinchi tur egri chiziqli irtegral >15 egri chiziqqa hamda 
unda berilgan f{x ,y )  funksiyaga bog'liq bo iadi.

Faraz qilaylik. AB egri chiziq ushbu

XmJ $ )  (0 (18.4)

sistema bilan berilgan bo'lsin. Bunda s -A Q  yoyining uzunligi (Q = {x,y)e AB) 
S esa AB ning uzunligi. f {x  y) funksiya shu AB egri chiziqda berilgan bo'lsin. 
Modomiki, j t  = j:(.«), y = y(<s) (0 < s iS ) ekan, unda f(x ,y )= f{x (s ),y (s j) 
bo'lib, natijada ushbu

/( i(s ) ,y (s ) )  = F (j ) (0 5 s 5; 5) 
murakkab funksiyaga ega bo'lamiz.

AB egri chiziqning P = {y40,^4,,....>4„) bo'laklashini va har bir AtAkil da 

ixtiyoriy Qk = (^k,T)k) nuqtani olaylik. Har bir Ak nuqtaga mos keladigan AAk 

ning uzunligi sk, har bir Qk nuqtaga mos keladigan AQk ning uzunligi sk deylik.

Ravshanki, AkAktl ning uzunligi sktl-sk = tssk bo'ladi. 
Natijada P bo'laklashga nisbatan tuzilgan

n - 1

<*■
4 - 0

yig 'indi ushbu

'iiftek  fjkh^k = = z ^ f o W *
4 - 0  4 - 0  4 - 0

ko rinishga kcladi. Demak,

( l85>
4 - 0

Bu yig 'indin i [O, 5 ] oraliqdagi F(.v) funksiyaning integral yig 'indisi (Riman 
yig'indisi) ekanligini payqash qiyin emas (qaralsin. 1-qism, 9-bob, l-§).

Agar f (x ,y )  funksiya AB egri chiziqda uzluksiz bo'lsa, u holda /r (s) 
funksiya [0 , 51] da uzluksiz bo'ladi. Demak. bu holda F(s) funksiya [o, S] da 
integrallanuvchi:

t t— I / V S

lim £  F\s[ fisk = j  F(s)ds. (18.6)
lr - ° l = o  0

Shunday qilib. (18.5), (18.6) munosabatlardan ^ - > 0  da cr yig'indining 
lim iti mavjud va

s
lim a = [ F(s)ds 

0
ekanligini topamiz. Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.
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l-teorema. Agar f{x ,y ) funksiya AB egri chiziqda uzluksiz bo'lsa, u holda 
bu furksiyaning AB egri chiziq bo'yicha birinchi tur egri chiziqli integrali mavjud 
va

J / ( * .  y)ds = [  / ( i ( i ) .  y ( i ) ) *
Ati 0

bc'ladi.
Bu teorema. bir tomandan uzluksiz funksiya birinchi tur egri chiziqli 

integralimng mavjudligini aniqlab bersa, ikkinchi tomondan bu integralning aniq 
integralga (Riman integraliga) kelishini ko'rsatadi. 

l-esiatma. Ushbu

Z / U i -7i )^»
1=0

yig'indidagi /Ssk har doim musbat bo'lib, AB egri chiziqning yo'nalishiga bog'liq 
emas. Demak.

J f(x.y)ds= \f{x.y)ds
AH HA

J . Birinchi tur egri chiziqli integrallarning xossalari Yuqorida ko'rdikki, 
uzluksiz funksiyalaming birinchi tur egri chiziqli integrallari Riman integrallariga 
keladi Binobarin, egri chiziqli integrallar ham Riman integrallari xossalarj kabi 
xossalarga ega bo'ladi. Shuni e'tihorga olib, egri chiziqli integrallarning asosiy 
xossalarini sanab o'tish bilan kifoyalanamiz.

(18.4) sistema bilan aniqlangan AB cgri chtziqda f (x ,y )  funksiya uzluksiz 
bolsin

l). Agar AB = AC + Cfi ho'lsa, u holda
J f {xy)fc= \f(*.y)* +  \f(x.y)ds
AB Af CS

bo'ladi.
2). Ushbu

\cf(x,y)ds = c\f(x.y)ds (c = consi)
AB AB

tenglik o 'rin li.
AB egri chiziqda f (x .y )  funksiyava g(x.y) funksiyalar uziuksiz bo'lsin.
3). Quyidagi

\ [f(*.y )±g (x .y tys=  Jf(x.y)ds± \g(x.y)ds

form ulao 'rin li bo ladi.
ABAH AB

4). Agar AB da / ( x ,> )> 0  bo'lsa, u holda
\f(x.y)ds > 0
Ati

bo'ladi.
5). |/(x .y) funksiya shu AB da integrallanuvchi va

*

>
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} / ( * }i f ( *  yUs
A B  AU

bo'Iadj.
6). Shunday (c ,,c ,)e  AB nuqta topiladiki,

\f{x,y]ds = f ( c uc2) S
AH

bo'ladi, bunda S AB ning uzunligi.
Bu xossa o'rta qiymat haqidagi teorema deb ataladi
/ .  Birinchi tur egri chiziqii integrallarni hisohiash. Birinchi lur egri chiziqli 

integrallar, asosan Riman integrallariga keltirilib hisoblanadi.
AB egri chiziq ushbu

{7 4 (0  08 ?>
sistema bilan (parametrik formada) berilgan bo'lsin. Runda qj(i), y/(t) funksiyalar 
[a p\ da ? ’(r). r  (<) hosilalarga ega va bu hosilalar shu oraliqda uzluksiz hamda 
(<i>(«),yz(a))= A va (<p(fl).iy(P))= B bo'lsin. •

Ravshanki. (18 7) sistema [a. fl\ oraliqni AB egri chiziqqa akslantiradi. 
Bunda \y. <5]c[a fl\ ning AB chiziqdagi AfBs aksning uzunligi

>
bo'ladi. (qaralsin. l-qism, 10-boh, l-§).

2-teorema. Agar f (x .y )  funksiya AB da uzluksiz bo'lsa, u holda

} /(•*• y)dS = }  f (p ( ‘ lv(l)yl<p'2(t)+v'‘1(l)d‘
Ah a

bo'ladi.
■* [a. fl\ oraliqning

P = {l0. /,. .. /„ } , (a = /0 < / ,<  </« = fl)
ba'laklashini olaylik. Ru bo'laklashning bo luvchi nuqtalari tt (k = 0,1,2....n)

ning AB dagi mos akslarini \  (A = 0,1,2.... n) deylik. Ravshanki. bu \

(k = 0,1,2,....«) nuqtalar AB egri chiziqning
{Aq.Â  ,....Am}«

bo laklashini hosil qiladi. Runda At =(<p(tk). vr(/t )) (* =0,1 ,2.... n )'va  AkAitl
ning uzunligi

A.st  = J ij<p’1(r)+ 'y ,2(t)dt
‘ k

bo'ladi. 0 ’rta qiymat haqidagi teorcmadan foydalanib quyidagini lopamiz:

Ask = V p 'I (/|)+ t« ''2(/*) (lktl ~t„) = 4<P'2(rk)+ f, '2(r>) A,r 
bunda tt <rt <tt , r
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Endi p { r ,) = <£*. v{rk)~ ijk dcb olamiz. Ravshanki, {4k,i}t )e  AkAk+1

( i= 0 ,  I, 2.....w - l)b o 'la d i.  AB egri chiziqning yuqorida aytilgan
\a  ̂, Aj.... 4 i)

bo'iaklashni va har bir AkAku bo'lakchasida (£k,rjk) nuqtani olib,

CT = Z / f e . % ) 45*
*-0

yig'indini tu7amiz. Uni quyidagicha ham yozish mumkin:

<7 =  z / ( & . Hl h h  =  £  f(<p{rt ),v(rk)M<p'2(rt h  V' ’ ’  )&lk ■ 08  8)
**0

Bu tenglikning o n g  lomonidagi yig 'ind i /(p ( /) ,^ ( /) ) ^ /^ '2(f)+  < /’ (,)
funksiyaning [a. fi\ oraliqdagi Riman yig'indisidir.

Shartga ko'ra f (x ,y )  va <p'(t), ^ '( l)  funksiyalar uzluksiz. Demak, murakkab 
funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremaga ko'ra f(<p(t\ip(i)) va, demak,

f(<p(t),<//(/)\J<p' ' ( i )+</'20) funksiya [a fi\ oraliqda uzluksiz. Demak, bu 
funksiya [a , f i \da integrallanuvchi bo ladi. Ya'ni

lim X  f{<p(rk V ( r * *)&/ * = f /(«>(<
—'1*. I •«*.<) ,

Modomiki, x = ^>(f), y  = </(f) funksiyalar \a. fi\ da uzluksiz ckan, unda
/wax{Aft }—»0 da —/0 ,  Ayk —»0 va, demak, Ask —>0. Bundan esa Ar  —»0
bo'lishi kelib chiqadi. (18.8) munosabatdan foydalanib

lim a = jf(<p(l),<p(t)yj^2(i)+tp‘2(t)dt
r a

bo'lishini topamiz. Bu esa

f f ( x y)dS=\ f ( < p ( > M ^ ( > h  <P'2(‘ )di
AM a

ekanini hildiradi. ►
Bu teoremadan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
l-natija. AB egri chiziq ushbu

y = y(x) (a H i< e , y(a)= A, y (« )= B ) 
tenglama bilan aniqlangan bo'Iib, i'(x ) funksiya [a, «] da hosilaga ega va u 
uzluksiz bo'lsin. Agar f (x ,y )  funksiya shu AB da uzluksiz bo'lsa, u bolda

| f(x,y)dS  = f f(x .y (x )U ^y '2(x)dr
AB a

bo'ladi.
2-natija. AB egri chiziq ushbu

p = p (B ) (6 ,<B<B ,)

254

www.ziyouz.com kutubxonasi



tenglama bilan (qutb koordinata sistemasida) berilgan bo'lib, p(&) funksiya 
[<?0, &xj da Kosilaga ega va u uzluksiz bo'lsin. Agar f (x ,y )  funksiya shu AB da 
uzluksiz bo'lsa, u holda

__________
j  f(x.y)dS  = \f(pcos&, psin&)Jp2(&)+ p ’2(&fj& 
ab a„

bo'ladi.
Bu natijalarni isbotlashni o'quvchiga havola etamiz. 
18.1-misoL Ushbu

j-Jx1 + y2ds
Ah

egri chiziqli integral hisoblartsin, bunda AB -markazi koordinata boshida, radiusi 
r > 0 ga teng bo'lgan aylananing yuqori yarim tekislikdagi qismi.

< Ravshanki, bu egri chiziq quyidagi
x = rcosi 
y = rsin t

(O it<,*)

sistema bilan aniqlanadi. AB da / ( * , y) = ̂ x2 + y J =-J(rcosl)2 +(rsin/f funksiya 
uzluksiz. Demak,

j yjx2 +y2ds -  Jt j(rcoslf + (sinlf ]j(r cost) + (rs i »t )  d t -  r2jdt = nr2
4B 0 0

boladi. ►
5*. Birinchi tur egri chiziqli integrallarning ba’zi hir tatbiqlari. Birinchi tur 

egri chiziqli integrallar yordamida yoy uzunligini, jismning massasini, og 'irlik  
markazlarini topish mumkin.

Tekislikda sodda AB egri chiziq berilgan bo'lsin. Bu chiziqda f (x .y )-\  

funksiyani qaraylik. Ravshanki, bu funksiya AB da uzluksiz. f (x .y ) 
funksiyaning birinchi turegri chiziqli integrali ta'rifidan quyidagini topamiz:

. ft-1 n-1
| lds= Itm V lA s j = lim V A sk = S

AB *r~t0~0
Demak,

S = jd s .  (18 9)
AB

18.2-misoL Ushbu
x = x(l) = acos11, 

y = y(t) = asin21
sistema bilan berilgan AB chiziqning uzunligi (opilsin. (Bu chiziq astroidani 
ifodataydi).

< Yuqoridagi formulaga ko'ra astroidaning uzunligi
5 =  jds

AH
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bo’ ladi. Astroida koordinata o'qlariga nisbatan simmetrik bo’ lishini e'tiborga olib. 
yuqorida keltirilgan (18.9) formuladan foydalanib quyidagini topamiz:

jr/s = 4 J -/x ‘2(f) + / 2(f)£A = 4 jy /(-3 a cc tf2tsintf +(3as/n2 tcosljdt =
/m o o

= 4 J . I 9— a i » r  2tdl =  €a{sm2tdt = ' = 6 a *
o» 4 o \  ^

2-§. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallar 
/". ikkinchi tur egri chiziqli integrallar ta'rifi. Tekislikda biror sodda AR 

egri cbiziqni qaraylik. Bu egri chiziqda f{x ,y ) funksiya berilgan bo'lsin. AB egri 
chiziqning

P = w * ......4 )
bo'laklanishini va uning har bir AkAktt ( t  = 0. I, 2. yoyida ixtiyoriy

& = (£ * . '? * )  nuqtani ({)t = ( tk.nk)eA t Ak̂ . k = 0,\.2..... « - l )  olaylik.

Berilgan funksiyaning 2 *= (4 *.'? *) nuqtadagi f (4 k,rjk) qiymatini AkAk ning 
Ox (Oy) o'qidagi Axk (A>t ) proeksiyasiga ko'paytirib quyidagi yig 'indini 
tuzamiz:

C T '= I / f e . '7 * W *  ( t f '= 2 / f e . ' 7 * ) A>,J '  (18-10)
* - 0  k  4 - 0  /

Endi AB egri chiziqning shunday
Pv P2. ,  Pm. (18 11)

bo'laklari ketma-ketligini qaraymizki. ularning diamctrlaridan tashkil tnpgan mos

ketma-ketlik nolga intilsin:

Bunday bo'laklashlarga nisbatan (18.10) kabi yig'indilarni tuzib ushbu
o\. o\......  am. ... (<t ’  <t ’ , .... o ’m. )

ketma-ketlikni hosil qilamiz.
4-ta'rif. Agar AR egri chiziqning har qanday (18.11) ko'rinishdagi 

bo'laklashlari ketma-ketligi {/>„ } olinganda ham, unga mos yig'indilardan iborat 

f o }  ( { < } )  ketma-ketlik fa .% )  nuqtalaming fe*.t?*)e r4t /4^*,) tanlab 
olinishiga bog'liq bo lmagan ravishda hamma vaqt bitta J' songa ( J ’ songa) 
intilsa, bu son a ' (<r*) yig'indining lim iti deb ataladi va

A-l

lim a =  lim £ /(& ■ '? * )Ax, = J ’
>0 i-  r t, .

0*12)

! imJ L f ( £ k ‘ 7*)Av* = J ’ \

A C

4

>
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kabi belgilanadi. a' (c i') yig indining bu lim itim quyidagicha hain ta'riflash 
mumkin.

5- ta'rif. Agar V f> 0  nlinganda ham, shunday <5 > 0 topilsaki. AB egri 
chiziqning diamctri Xp <8  bo'lgan har qanday P bo'laklash uchun tuzilgan <r‘

(a") yig 'ind i ixtiyoriy (£ ,.7 , )  nuqtalarda ( fe ,7 t )E AkAk̂  *  = 0. I, 2. , n - 1)
| a ’ - J * \ < £  ^ a ' - . / ^ * )

lengsizlikni bajarsa, J‘ son (J ’ son) a' yig'indining ((a ’ ) yig'indining) Xr ->0  
dagi lim iti deb ataladi va (18.12) kabi beigilanadi.

Y ig 'indi lim itining bu ta 'riflari ekvivalent la 'riflardir.
6- ta’rif. Agar 2 , ,-+ 0  da a' yig 'ind i ((c r') yig indi) chekli limilga ega

bo'lsa, f{x .y )  funksiya AB egri chiziq bo'yicha integrallanuvchi deyiladi. Bu 
lim it funksiyaning AB egri chiziq bo'yicha ikkinchi tur egri chiziqli
integrali deb ataladi va u

\f(x.y)dx f \f(x.y)dy
AB \A B  >

kabi belgilanadi. Demak,
n-l

f f (x  y)dx = lim o ' -  lim £  / ( s*.7»)a *» . 
ah J»~* -ot-o

} f(x,y)dy  = lim a ’ = lim " 'Z f fa ,7 *>V * -
Ua ’ ** )

Shunday qilib, AB egri chiziqda berilgan f (x ,y )  funksiyadan ikkita Ox 
o'qidagi proeksiyalar vositasida va Oy o'qidagi pmeksiyalar vositasida olingan 
ikkinchi tur egri chiziqli integral lushunchalar k iritild i.

Faraz qilaylik, AB egri chiziqda ikkita P(x.y) va Q(x,y) funksiyalar 
berilgan bo'lib, )P(x,y)dx, |  Q(x.y)dy lar esa ulaming ikkinchi tur egri chiziqli

AB AB
integrallari bo'lsin. Ushbu

j  P(x.y)dx + j  Q(x.y)dy
AB A t

yig 'indi ikkinchi tur egri chiziqli imegralning umumiy ko'rinishi deb alaladi va
j  P(x.y)dx + Q(x.y)dy

AB
kabi yoziladi. Demak,

j  P(x.y)dx + Q(x.y)dy= j  P(x.y)dx+ \Q(x.y)dy.
AB AH AJ)

Ikkinchi tur egri chiziqli integral la 'rifida r quyidagi natijalar kelib chiqadi.
3-natija. Ikkinchi tur egri chiziqli integral egri chiziqning yo'ralishiga 

bog'liq bo'ladi. Shuni isbotiaylik
Ma'lumki, AB egri chiziqda ikkita yo'nalish (A  nuqtadan B nuqtaga va B 

nuqtadan A nuq(aga) olish mumkin (AB,BA , A * B).
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AB egri chiziqnirg yuqoridagi P bo'laklishni olib, bu boMaklashga nishatar
(18.10) yig 'indini tuzamiz:

h -  I

<*' = I  /(£ *  n> W *  (* * t = -  j f , ).
I «0

Aytaylik, —» 0 da bu yig'indi chekli limitga ega bo'lsin:

i 'm Y .f(4 t = \f(x.v)dx.
* * ■ “ *=■« AH

Endi AB ning o'sha P bo'laklashini hamda har bir AtAirt dagi o'sha 

nuqtalami olib, AB egri chiziqning yo'nalishini esa B dan A ga qarab 
deb ushbu y ig 'ind in i tuzamiz:

f f ' = Z  f(4k-ltXxt - xk*i )
A*0

AyJ 0 da bu yig 'ind i chekli lim itga ega bo'lsa, u taVifga binoan ushhu

\ j(* .y V *

integral ho'ladi: 

Agar

6A

lim <t '=  lim Y.f(4k.n„) { * * - *n > )=  \f(x.y)dx.
A,  , u j  6a

a' = Z / f e  =-T.f(4i.1k)(xk ~ *t.,)= ~a'
* =0 J=0

ekanligini e'tiborga olsak. u holda Ap + 0  da rr, yig 'indining chekli limitga cga 
bo'lishidan a  yig'indining ham chekli limitga ega bo'lishi va lim a, = -  lim a.

’ *, -»0 l f  -.0
tenglikning hajarilishini topamiz. Demak,

\f(x.y)dx = -\ f(x .y )c ix .
flA AB

Xuddi shunga o'xshash
\ f(*.y )dy  = -  } f(*.y )dy

h .\ AS

bo'ladi.
4-naHja. AB egri chiziq Ox o'qiga ( Oy o'qiga) perpendikulyar bo'lgan 

to 'g 'ri chiziq kesmasidan iborat bo'lib, f (x ,y )  funksiya shu chiziqda berilgan 
bo'lsin.

IJ holda

mavjud va

ho'ladi.

\f(x,y)dx ( j / ( j , > . ) d y |
A B  \ A B  '

f  f ( t . y \ h  0 [ / / ■ ( . . > > •  = o ]
** (  j» )

k

V

i
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Bu tenglik bevosita ikkinchi turcgri chiziqli integral ta'rifidan kelib chiqadi.
Endi AB -sodda yopiq egri chiziq bo'lsin. ya'ni A va B nuqtalar usima-ust 

tushsin. Bu yopiq chiziqni K deh belgilaylik. Bu sodda yopiq chiziqda ham ikki 
yo'nalish bo'ladi. (Jlarning birini musbat yo'nalish, ikkinchisini manfiy yo'nalish 
deb qabul qilaylik. Shunday yo'nalishni musbat dcb qabul qilamizki, kuzatuvchi 
yopiq chiziq bo'ylab harakat qilganda, yopiq chiziq bilan chegaralangan soha unga 
nisbatan har doim chap tomonda yotsin.

Faraz qilaylik, sodda yopiq chiziqda f{x ,y )  funksiya berilgan bo'lsin. Bu K 
chiziqda ixtiyoriy ikkita turli nuqtaiami olib, ulami A va B bilan belgilaylik. 
Niatijada, K yopiq chiziq ikkita AaB va BeA chiziqlarga ajraladi (61-chizma).

\f{x,y)dx+  J f{x,y)dx
AaB 8*A

integral (agar u mavjud bo'lsa) f (x ,y )  funksiyaning K yopiq chiziq ba'yicha 
ikkinchi tur egri chiziqli integrali deb ataladi va

\f(x,y)dx yoki \f(x,y)dx
K K

kabi belgilanadi. Bunda K yopiq chiziqning musbat yo'nalishi olingan. (Bundan 
buyon yopiq chiziq bo'yicha olingan integrallarda, yopiq chiziq musbat 
yo'nalishda deb qaraymiz). Demak.

\f(x,y)dx=  J f(x.y)dx + J f(x ,y )dx .
k  AAB B *A

Xuddi shunga o'xshash
\f(x,y)dy
J<

hamda, umumiy holda
\P(x.y)dx + Q(x,y)dy
k

integrallar ta'riflaradi
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AB fazoviy egri chiziq bo'lih, bu chiziqda f{x .y ,z) funksiya bcrilgan 
bo'lsin. Yuqoridagidek, f{x .y .z) funksiyaning AB egri chiziq bo yicha ikkinchi 
turcgri chiziqli integrallari ta'riflartadi va ular

\f{x.y,z)dx, \f{x.y,z)dy, \f{x.y,z)dz
AH A B  AR

kahi belgilanadi. Umumiy holda, P{x.y,z), Q{x.y,z), /?(jr,y,r) funksiyalar 
berilgan bo'lib, ushbu

\P{x,y,z)dx, \Q{x,y.z)dy. \R{x.y.z)dz
A B  A B  AH

integrallar mavjud bo'lsa,
j  P{x. V.z)dx + j  Q{x.y.z)dy + \ R{x.y,z)dz

AB AH AH

yig'indi ikkinchi turegri chiziqli integralning umumiy ko'rinishi deb ataladi va u 
j  P{x.y.z)dx + Q{x.v.z)dy + R{x.y,z)dz

AH

kabi belgilanadi. Demak,
j  P{x.y.z)dx + Q{x,y,z)dy + R{x.y.z)dz =

AB

= j  P{x,y,z)dx + \Q{x,y,z)dy+ j  R{x.y.z)dz
A B  A B  AH

2". Uzluksiz funksiya ikkinchi tur egri chiziqii integralL Faraz qilaylik, AB 
egri chiziq ushbu

/  . (18.13)
y -  ¥(t)

sistcma hilan (parametrik ko'rinishda) berilgan bo'lsin. Bunda <p{t) funksiya 
[«, p\ da p '(f) hosilaga ega va bu hosila shu oraliqda uzluksiz, y/{t) funksiya 
ham [a, p\ da uzluksiz hamda {(p{a), Vt(a))= A va {$>{/}), ip{p))= B bo'lsin.

t parametr a dan P  ga qarab o'zgarganda ( jt , v)=  («>(<), ipil)) nuqta A dan 
B ga qarab AB ni chiza borsin.

3-teorema. Agar f{x ,y )  funksiya AB da uzluksiz bo'tsa, u hoida bu 
funksiyaning AB egri chiziq bo'yicha ikkinchi turegri chiziqli integrali

\f{x,y)dx
A fi

mavjud va

J f{x y)dx =  J / M O .  v 'J O )  <p'(<)d‘
AB a

bo'ladi.
* \ a .  p \  oraliqning

....O -  (a = /p < / , < . .< / „ = /? )
bo'laklashini olaylik. Bu bo'laklashning bo'luvchi nuqtalari tk (4 = 0,1, 2__ n)

ning AB dagi mos akslarini Ak deylik {k = 0,1.2.... «). Ravshanki, bu Ak
nuqtalar AB egri chiziqning
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K .  Ax. . A,,\
bo'laklashini hosil qiladi. Bundan d. = ($ j(/.), y/(/.)) ( i  = 0.1,2,. ,«) bo ladi Bu 
bo'laklashga nisbatan (18.1Q) yig indini

a' = I  f(4 t nt K*.
1*0

tuzamiz. Keyingi tenglikda A*. -A t Ai t , ning Ox 0 ’qdagi proeksiyasi

A *. = - * t  =<p(‘i,*\)-<p(h)
ga tengdir.

Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:
* ( ' . . . ) '  ?('* ) =  *» («. X ' .. i - ' . )  = <P‘(8t  H  (Ot  e | / . . ,  D ■

Ma'lum ki, (£. .nt )e  At Al t l , (A = 0. I, 2, .... n - 1). Agar bu (4t .rjt ) nuqtaga 
akslanuvchi nuqtani rk (rt e [ / . , / . , , ])  deyilsa, unda

4t = <p(rt ). n« = <p(rt )
bo'ladi. Natijada a' y ig 'ind i quyidagi ko'rinishga keladi: 

o ' = £  f(<p(rt ) v ( rt )) <P‘(8t ) Ar, ■
4-0

Endi Ap = max{&it }-»  0 da (bu holda Ar ham nolga intiladi) cr' yig 'indining 

lim itin i topish maqsadida uning ifodasini o'zgartirib quyidagicha yozamiz: 

w '=  X / W r.). v ( ' . )) <?'('.) &<t + Y  f(<p(rt \ r ( r . )) [?> '(e |)-f'(» i)] Stt .(18.14)
i - 0  i  =0

Bu tenglikning o'ng tomonidagi ikkinchi qo'shiluvchini baholaymiz:

I  f(<p(rt \ <p(ri ) )  [<P'(Ot )-<p’(rt )\ A /Js
1*0 S

5 I  |/(?»(r* \ V (rt )) \<p'(ek ) -  <p‘(rt )  A/. <
Jr=0

* •
bunda

M = max |/(?>(/), V'O))-

?>'(/) funksiya [a, /) ] da uzluksiz. U holda Kantor teoremasining natijasiga 
ko'ra, Vc > 0 olinganda ham shunday 8 > 0 topiladiki, \a. fl\ oraliqning diametri 
A‘, <8  bo'lgan har qanday P bo'linish uchun

> - #  ( ' . ! ‘ 7 ^ 7 / - - - - ; ( 0 ..r .« [ / . .  / . . ,D
bo'ladi. Unda

iS  f(<p('t) v ( ' t )) [<P’(01 ) -  <P‘(rt )] Ar.
U*o
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Demak,

Itm £  f((p{rt ), V (rt )) )-  <p'(ri )] A/, = 0
1'• -* "t. o

bo'ladi. Ru munosabatni e'tiborga olib, (18.14) tenglikda A,, + 0 da limitga o 'tib  
quyidagini lopamiz: fl -  i P

lim o ‘ = lim £  /(<?(>\ )• <f>(rt )}p’(rt )A/, = f f(<p(i) r ( / ) V ’( 'V '
j, .» i, .«, „ '

Demak,

\f(x y)dr = f / ( r ( / i  r ( / ) V ’f 'M

Endi (18.13) sistemada <p(t) funksiya [a. /?] da uziuksiz , r ( ')  funksiya esa 
\a,p} da r ' ( ' )  bosilaga ega va bu hosila shu oraiiqda uzluksiz bo'lsin.

4-teorema. Agar f (x .y )  funksiya AB da uzluksiz bo'lsa, u holda bu 
funksiyaning AB egri chiziq bo'yicha olingan ikkinchi tur egri chiziqli integrali

\f(x.y)dy
APi

mavjud va

\ f(*.y)dy = |  f(<p(t). ¥ ( ')V  ( 'V '
AH a

bo'ladi.
Bu teorema yuqoridagi 3-teorema kabi isbotlanadi.
Yuqoridagi teoremalar, bir tomondan, uzluksiz funksiya ikkinchi tur egri 

chiziqli intcgralining mavjudligini aniqlab bersa, ikkinchi lomnndan, bu inlegrai 
aniq integral (Riman integrali) orqali ifodalanishini ko'rsatadi

AB egri chiziq (18 13) sistema bilan berilgan ho'lib, <p(t), r ( ' )  funksiyalar 
\a, fi} da <p'(i), tp'(l) hosilalarga ega va u bu hosilalar uzluksiz bo'lsin.

Agar AB egri chiziqda ikkita P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar berilgan bo'lib, 
ular shu chiziqda uzluksiz bo'lsa, u holda

jp(x.y)dx *Q(x.y)d}- = \[P(v>(l). ¥ (' ))p ’(< ) + Q (f  ( ')  r ( ' ) V ( ' ) } *
t0  «

bo'ladi.
j “. Ikkirtchi tur egri chiziqli integralning xossalarL Yuqorida keltirilgan 

teoremalar uzluksiz funksiyalarning ikkinchi tur egri chiziqli integrallarini, bizga 
ma'lum bo'lgan aniq integral-Riman intcgrallariga kelishini ko'rsatadi. Binobarin, 
bu egri chiziqli integrallar Riman intcgrallari xossalari kabi xossalarga ega bo'ladi. 
O'tgan paragrafda esa xuddi shunday mulohaza birinchi tur egri chiziqli 
integrallarga nisbatan bo'lgan cdi. Shulami e'tiborga oiib, ikkinchi tur egri chiziqli 
integrallarning xossalarini keltirishni va tegishli xulosalar chiqarishni o'quvchiga 
havola etamiz.

4*. Ikkinchi tur egri chiziqti integraliarni hisoblash. Yuqorida keltirilgan 
teoremaiar funksiyaning ikkinchi tur cgri chiziqli integrallarining mavjudligini 
tasdiqlabgina qolmasdar ulami hisoblash yo 'lin i ko'rsatadi. Demak, ikkinchi tur 
egri chiziqli integrallar ham. asosan Riman integrallariga kcltirilib  hisohlanadi:
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(18 15)J f(x.y)dx = J f(<p(i),v(i)) <p'(l)dt,
AH a

0
J f U  y)dy =  j  f(<pO)-v(t)) ^ '( ‘ )d’ , 0 8 16)
AR a

p
jp(x,y)dx + Q(x,y)dy = J[p(<p(f).yr(0) </>'(')+C > M 'M ')V '( 0 | r t  ( ‘ 8 17)
AH a

Xususan, AB egri chiziq
y = y(x) (a < x< e )

tenglama bilan aniqlangan bo lib, funksiya [o, «] da hosilaga ega va u
uzluksiz bo’ lsa, ( 18.15), (I 8.17) formulalar quyidagi

«
J f(x,y)dx = J f(x , y(x))dx. (18 18)

AR a

J P(x,y)dx + Q(x,y)dy = j  [j°(jc,y(j)) + Q(x,y(x ))y'(x)\tx
AH a

ko rinishga keladi.
Shuningdek, AB egri chiziq

*  = Jc(y) ( c < y < d )
tenglama bilan aniqlangan bo'lib, x(y) funksiya [c, d] oraliqda hosiiaga ega va u 
uzluksiz bo'lsa, (18.16) va (18.17) formulalar quyidagi

J f(*y )d y  -- J f(x (y ). y)dy, (18.19)
Ah c

J P(x,y)dx+Q(x.y)dy = J [p (jc( v),>-) x’(y) + Q(x(y\ytyy (1820)
AH e

ko'rinishga keladi.
18.3-misol. Ushbu

J y*dx + x2dy
AB

. . - x2 v2
integral hisoblansin, bunda AB---- r + ^ =  = l ellipsning yuqori yarim tekislikdagi

o ' a~
qismidan iborat.

< Ma'lumki. ellipsning parametrik tenglamasi quyidagicha bo'ladi:
x = a cos t . 
y = esint.

A = (a, o) nuqtaga parametr t ning / = 0 qiymati, B = (-a , o) nuqtaga esa 
I = 7C qiymati mos kelib, t parametr 0 dan n gacha o'zgarganda (x.y) nuqta A 
dan B ga qarab eliipsning yuqori yarim tekislikdagi qismini chizib chiqadi.

P(x,y)= y7, 0 (x ,y )= x2 funksiyalar esa AB da uzluksiz. (18.17)
fomuladan foydalanib quyidagini topamiz:
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f y 2dx + x*dy = f[e] sin] /(-asinf)+a* cos* / ecosfpr =

= ae ffacos* t -esm ' i)dl = — a e '. ► 
n 3

18.4-misoI. Ushbu
flx^ydx + fx* 4 \ fdy

imegral hisoblansin, bunda Ati egri chiziq:

AB □

AH

a) (0.0) nuqtadan chiqqan (0.0) va ( l . l )  nuqialami birlashliruvchi to 'g 'ri 
chiziq kesmasi;

b) (0,0) nuqtadan chiqqan (0.0) va ( l . l )  nuqtalami birlashtiruvchi y = x7 
paraholaning yoyi;

v) (0,0) nuqtadan chiqqan (0.0), (l fl) va (1.0 nuqtalami birlashtiruvchi 
Simq chiziqdan iborat.

Yuqoridagi (18.18), (18.19) va (18.20) formulalardan foydalanib
quyidagilami topamiz:

a) holda

f  3 x2ydx + (x1 + \\ly = [  [3jc2jc + (jcs + l)}iv = ( (4jc3 + ] ) *  = 2,
AJi 0 0

b) holda

j 3 jc Jydx + (x3 + I \ fy = J [3* V +(x3 + I )lx]ix = j (Sx4 + 2 x )h  = 2,
AB 0 0

v) holda
J3x2.yrf* + (x3 + I )dy= j3 x 2>/rfx + (x3 + ijafy + flx^ydx + (x3 +\)dy
AH AC i'H

hunda AC -(0 0) va (l.O) nuqtalami CB - (l,0 ) va ( l , l )  nuqlalami 
birlashtiruvchi to 'g 'ri chiziq kcsmalaridan ibnrat 

Ravshanki,

J lx*ydx + (x3 + = 0 J 1x2ydx + (x3 + l)jy = J 2 dy = 2.
A C  C B  0

Demak.
J 3xJy<2x + (x3 +1 )dy = 2 . ►

AH

J -£  Grin/ormuiasi va uning talbiqiari 
Ma'lum ki, Nyuton-Leybnits formulasi / ( x )  funksiyaning [a. e] oraliq 

bo'yicha olingan aniq integralini shu funksiya boshlang'ich funksiyasining oraliq 
chekkalari (chegaralari) dagi qiymatlari orqali ifodalar edi.

Riror (D) sohada ((D )c /? 2) berilgan f (x ,y ) uzluksiz funksiyaning ikki 
karrali
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\\f(x,y)dxdy
(<>)

inlegralini tegishli funksiyaning shu soha chegarasidagi qiymatlari orqali 
(aniqrog'i, soha chegarasi bo'yicha olingan egri chiziqli integrali orqali) 
ifodalaydigan formula ham mavjud. Quyida bu formulani keltiramiz.

1°. Grin formulasL Yuqoridan y = <p2(x) (a < jc < fl)  funksiya grafigi, yon 
tomonlardan x = a, x = e vertikal chiziqlai hamda pastdan y -  <p,(x) (a < x<  e)
funksiya grafigi bilan chegaralangan soha egri chiziqli trapesiyani qaraylik. Bu 
sohani (d ) bilan, uning chegarasi yopiq chiziqni dD bilan belgilaylik (62- 
chizma).

Ravshanki, AB-<p2(x) funksiyagrafigi, E£-<p^(x) funksiya grafigi hamda
d D  =  EC  + C B  + BA + A E .

P(x,y) funksiya shu (D ) sohada uzluksiz bo'lib, *" xususiy hosilaga
dy

ega va u ham (d ) da uzluksiz bo'lsin. U holda ushbu

integral mavjud bo'ladi va 18-bobning 6-§ idagi formulaga ko’ ra

(d) - U u i  ^  r
bo'ladi. Endi

|  '— •ty'BP(*.y\ = p(x,<p2(x))-p(x,<p,(x))
*,(>) >-f,(x)

bo'lishini e'tiborga olib, quyidagini topamiz:

| |  dP^ ’y^dxdy = | P(x.<p2(x))dx -  \ p(x.<p, (x ))dx
(fi) °y „ .
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Ushbu bobning 2-tj idagi {18.18) formulaga binoan

/  = \P(x y)dx, ]p(x.<p,(x))cix= \P(x.y)dx
a AB "

bo'ladi. Dcmak,

\\^~^dx<ty= \P(x.y)dx- \p (x.y )dx=-\P(x.y )dx- \p(x.y)dx.
6a fx(»)

Ravshanki,
|p (x ,> ) i i[  = 0, \P(x,y)dx = 0.

CH EA
Bu tengliklarni hisobga olib quyidagini tnpamiz:

H ^ y ) ^  = _  j  _  j  P(x.y\ix -  \ p(x,y)dx -  \ n * .y )A  =(/J) kV tX' CB A4 Aff
= - |  J P(x,>>)iir + j P(x.y)dx + \P(x.y)dx + J P(x,y)dx = -  J P(x,><)£it 

V A :  Ch Ba  ap. m
Demak,

JJ* ^ V ’^ dxdy = -  \ P(x.y)dx 
(o) ty ao

Endi, yuqoridan y = c, pastdan > = chiziqlar, yon tomondan esa x -  V'iG '), 
i  = funksiyalar grafiklari bilan chegaralangan soha egri chiziqli trapesiyani
qaraylik. Bu sohani (D ) bilan, uning chegarasi yopiq chiziqli dD bilan 
belgilaylik (63-chizma)

(18 21)

Q(x,v) funksiya shu (d ) sohada uzluksiz bo'lih, d  xususjy hosilaga
ax

ega va bu hosila (D ) da uzluksiz bo'lsin. U holda

w
</>)

y)
dx

dxdy- \Q(x.y)dy (1822)

bo'ladi.
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Bu formulaning to 'g 'r ilig i yuqoridagidek mulohaza yuritish hilan isbotlanadi. 
Endi R~ fazoda qaraladigan (d ) soha yuqoridagi ikki holda qaralgan 

sohaning har birining xaraktcriga ega bo'lgan soha bo'lsin, dD esa unirg 
chegarasi bo'isin. Bu (D ) sohada ikkita P(x.y) va Q(x.y) funksiyalar uzluksiz

bo'lib. ular
dy ax

( /)) da uzluksiz bo'lsin. Ravshanki, bu holda (18 21) va (18.22) formulalar o 'rin li 
bo'ladi. Ulami hadlab qo'shib ushbuni topamiz:

j  P(x. y)dx + Q(x, y)dy = | j j  W / y  (18.23)
n> (o)\ OT oy )

Bu Grin formulasi dcb ataladi.
Uemak, Grin formulasi soha bo'yicha olingan ikki karrali intcgralni shu soha 

chcgarasi ho'yicha olingan egri chiziqli integral bilan bog'laydigan formula ekan.
Biz yuqorida Grin formulasi maxsus ko'rinishdagi (d ) sohalar (egri chiziqli 

trapesiyalar) uchun keltirdik. Aslida bu formulaancha keng sinfdagi sohalar uchun 
ham to 'g 'ri bo'lib, bu fakt u sohalami chekli sondagi egri chiziqli trapcsiyalar 
yig 'indisi sifatida tasvirlash bilan isbot qilinadi.

2*. Grin formulasining ba 'ii bir tatbiqlari.
I). Shaklning yuzini topish. Grin formulasidan foydalanib, yassi shaklning 

yuzini sodda funksiyalaming egri chiziqli integrallari yordamida hisoblanishini 
ko'rsatish qiyin emas. Haqiqatdan ham, (18.23) formulada P(x.y)= -y ,  
Q(x > ) = 0 deyilsa. u holda

j (-y )d x =  jjdxdy^D
at> (o)

bo'ladi. Demak,
D = -  J ydx. 

ao
Agar( 18.23) formulada / ’ (*,> ')=  0, Q (x,y )=x  deyilsa, u holda

D =  jxdy (1824)

boladi.

>) xususiy hosilalarga ega hamda bu hosilalar ham

(18.23) formulada P k .y )= -\ y ,  Q (x .y )=\x deb olinsa, (D ) sohaning

yuzt

bo'ladi.
lS.5-misol. Ushbu

D = — j  xdy -  ydx
dD

(18 2 5 )

\x = acost,
| y  = 8Si«/ (0$t<-2/[)

ellips bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin. 
< ( 18.25) formulaga ko'ra
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dudv

I I **
D = — Jxdy-ydx = — j(acosl ocosl + esim asint)dl =

I i». V
= -a t  jfos^ t + sin* t)dt = xa8 bo 'lad i.^

J*. Ikki karrali integrallarni o'zgaruvchilarni almashtirih hLsoblash. 
Mazkur kursning 18-bob, 7-§ ida (a ) soharii (O ) sohaga akslantiruvchi

jr = <u(u.v),

sistema o’sha paragrafda kcltirilgan l-3-shartlami bajargarda (d ) sohaning yuzi

bo'lishi aytilgan cdi. Grin formulasidan foydalanib, shu fomiulaning to'g rilig in i 
isbotlaymiz.

Avvalo (18.24) formuladan foydalanib, (Z)) sohaning yuzi
D = jxdy (18 26)

HD
boMishinj topamiz. Faraz qilaylik, dA chiziq parametrik formada ushhu

(o srs /J )yok i (« > t > P )
v = v(r)

sistema bilan ifodalansin U holda quyidagi
x = p(«.v) = p (u (f)v (r)), 
y = v(u,v) = (/(« (/) v(/))

sistema (d ) sohaning dD chegarasini ifodalaydi. Bunda parametrning o'zgarish 
chegarasini shunday tanlab olamizki, / parametr a  dan /7 ga qarab o'zgarganda 
SD egri chiziq musbat yo'nalishda bo'lsin. U holda (18.26) tenglik ushbu

n =  f *d> * J#(« » W ( »  v) (* (* (» )» (/ ))
an do a

ko'rinishga keladi.
Agar

ou dv dt (1 8  27)

f <p(u.v{d̂ -du + ^ -d v  = J *(« (r) v ( / ) ) l^ t i '( / ) «  ^£ -v '(r) 
1  d u  3v l  \  <ht f iv

dt

bo'lishini e'tiborga olsak, u holda

D = ± f x —— du + x — dv (1 8  28)
du dv

bo'lishini topamiz. Bu tenglikdagi integral belgisi oldiga quyilgan ishorani 
tushuntiramiz. Yuqorida, t parametr a dan f) ga qarab o'zgarganda SD egri 
chiziq musbat yo'nalishda ho'lishini aytdik. Bu holda dA egri chiziqning 
yo'nalishi musbat ham bo'lishi mumkin, manfiy ham bo'lishi mumkin. Shuning 
uchun (18.27) va (18 28) munosabatlar bir-biridan ishora bilan farq qiladi. Agar 
SD egri chiziq musbat yo'nalishga dA egri chiziqning ham mushat yo'nalishi 
mos kelsa, unda “Q " ishora olinadi. aks holda esa ishora olinadi.
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Bndi ushbu

\P{u.v)du + Q(u.v)dv= v) - a_f M " U u<jv ( l8 29)
L (a)V du dv )

Grin formulasida

/ > ( « . v ) = ^ ,  Q(X.y )= * %
ou dv

deb olsak, u bolda bu formula quyidagi ko'rinishga keladi: 

i + i — dv

Agar

\ i * du + i * d V=\\\d f i * ) - d- ( i * ? ) L d V
L du dv 3vJ 5 v l du)

d (  dx dy

(18.30)

d (  ch1') dx dy dry
i x — : = —  —- i- x -------

du\ dv)  du dv dvdu
d 2yl *  i *  — + * — —

dv \ du)  dv du dudv

d ( dx dy dx dy _ D(x,y) 
duv d v j dv\ duj du dv dv du /j(rr,v) 

ekanini c'tiborga olsak. unda (18.28). (18.29) va (18.30) munosabatlardan

D - W ^ ^ d u d v
M  ( ' ( * * )

bo'lishi kelib chiqadi.
Ma'lumki,

,/ ' D(*.y)
J 'u v f= n (— \D[u,v)

yakobian aniq ishorali, (D ) esa ma'nosiga ko'ra musbat bo'lishi kerak. Hemak. 
integral belgisi aldidagi ishora yakobianning ishorasi bilan bir xil bo'lish kerak. 
Shuning uchun

D(x
n - W

(A>
' ^ h u d v

bo'ladi. Shuni isbotlash lozim edi.
4*. Egri chiziqli inlegral qiymatining integrallash ya 'liga hog 'liq bo 'lmas- 

ligL Chegaralangan yopiq bog'lamli (D ) ((d ) c /J2) sohada ikkita P(x.y) va 
Q(x.y) funksiyalar berilgan bo'lsin. Bu funksiyalar (D) sohada uzluksiz va 
i>P(x.y) dQ (xjj  

dy ’ dx 
siz bo'lsin.

I ) Agar (d ) sohada
8P(x y) dQ(x,y) 

dy dx
bo'lsa, u holda (D ) sohaga tegishli bo'lgan har qanday K yopiq chiziq bo'yicha 
olingan ushbu

xususiy hosilalarga ega va bu hosilalar ham shu sohada uzluk-

(18 31)
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\P{x.y)dx + Q{x,y)dy 
k

integral nolga teng bo'ladi:
|  n(x.y)dx + Q(x,y)dy = 0.
K

* K  yopiq chiziq chegaralagan sohani (G) dcylik. Ravshanki. (G )cz(D ). 
Grin formulasiga ko'ra

j * . , * + < * . ,

bo'ladi. Shartga ko'ra ( f j)  da, demak, (G ) da
dP(x,y) ^ dQ(x,y) 

dy dx
U holda (! 8.31) munosahatdan 

bo'ladi. Demak,
} P(x. y)dx + Q(x ,y)dy = 0. ►
K

7) Agar (D ) sohaga tegishli bo'lgan har qanday K yopiq chiziq bo'yicha 
olingan ushbu intcgral

)  P(x.y)dx + Q(x,y)dy = 0
K

bo'lsa, u holda quyidagi
J P(x,y)dx + Q(x,y)dy (A B a (D )) (18.32)

AB
integral A va B nuqtalami birlashtiruvchi egri chiziqqa bog'liq bo'lmaydi, ya'ni 
(18.32) integral qiymati integrallash yo'liga bog'liq bo'lmaydi.

< (D) sohaning A va B nuqtalami birlashtiruvchi va shu sohaga tegishli 
bo'lgan ixtiyoriy ikkita AaB hamda AeB egri chiziqni olayiik Bu holda AaB va 
A«B egri chiziqlar birgalikda (D ) sohaga tegishli bo'lgan yopiq chiziqni tashkil 
etadi. Uni K bilan bclgilaytik:

K = AaBaA
Sharlga ko'ra

J / ,(x,y)dx + C>(x.j')D!>'= ( )P { ty )c h  + Q(z,y)dy = 0
K AmBaA

bo'ladi. Integralning xossasidan foydalanib ushbuni topamiz:
jP(x,y)dx + Q(x.y)dy= fjP(x.y)dx + Q(x.y)dy+ fp(x,y)dx + Q(x.y)dy =

AoBmA ABB BiA
= \p(x,y)dx+Q(x,y)dy- jp(x,y)dx +Q(x.y)dy

ASB
Demak,

J P(x,y)dx + Q(x, y)dy -  JJP(x,y)dx+Q(x,y)dy = 0
Aab A iB
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Qundan esa.
| P(x,y)ctx + Q(x,y)tfy= \\p{x,y)dx + Q{x,y)dy

A a B  A* B

ekanligi kelib chiqadi. ►
19.2-eslatma. Yuqoridagi tasdiq. isbot jarayonidan ko'rinadiki. AB egri 

chiziq sodda egri chiziqlar to'plamidan ixtiyoriy olinganda o'rin lid ir.
3) Agar ushhu

\p{x,y)dx + Q{x,y)dy (> 4 flc (D )) (/8.33)
AJt

integral A va B nuqtalami birlashtiruvchi cgri chiziqqa bog'liq bo'lmasa, ya'ni 
integral integrallash yo'liga bog'liq bo'lmasa, u holda

P{x,y)dx + Q(x,y)dy
ifoda ( d ) sohada herilgan biror funksiyaning to 'liq  differensiali bo'ladi.

< Modomiki, (19.33) integrallash yo'liga bog'liq emas ekan, u holda integral 
A - ( Jt0. )  va B = (x ,._v,) nuqtalar bilan bir qiymatli aniqlanadi. Shuning uchun 
bu holda (19.33) inlegralni quyidagicha harn yozish mumkin:

( ' l  -Zl)

\P(x.y)dx + Q(x.y)dy.
( ' o J S i )

Endi A nuqtani tayinlab. B nuqta sifalida (d ) sohaning ixtiyoriy (x .y ) 
nuqtasini olib, ushhu

(*•>)J P(x,y)dx + Q(x,y)dy
(«0 >o)

integralni qaraymiz. Ravshanki, bu inlegral (x,y) ga bog'liq bo'ladi:
('■y)J/*(x.>)e/x + 0(x,>)dy.

( x o .X o )

Bu funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblaymiz. (x ,y ) nuqtaning x 
koordinatasiga shunday Ax orttirma heraylikki, (x + Ax.y) nuqta va (x ,y ), 
(x + Ax,y) nuqtalami birlashliruvchi to 'g 'ri chiziq kesmasi ham (D) sohaga 
tegishli bo'lsin. Natijada f (x ,y )  funksiya ham xususiy orttirmaga ega bo'ladi:

(x+Ai.jr) (* . r )

F(x  + A x , v ) -F (x ,> )=  JP(x.y)dx + Q(x,y)dy- \p(x.y)dx + Q(x.y)dy =
( * o > o )  ( * t t . > o )

(t+A t.> ) {x+&t,y)

= \P(x,y)dx + Q(x.y)dy= \P(x.y]dx.
('.y) (i.y)

O 'rta qiymat baqidagi teoremadan foydalanib quyidagini lopamiz:
(«.*».>)

J P(x,y)dx -  P(x + flAx.y)- Ax (O < 0 < l) .
(*•>)

Natijada

f (x + a * y ) - F ( * . y ) xP{x+0&xy)
Ax
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bo'ladi Rundan

nm F (x + ^ - y )~ F (x y )= r,m p(x + o ^ y)=  p(x y)
i l  - * 0  / \ j [  A f - f r OAx-*0

bo'ladi. Demak.

Xuddi shunga o'xshash
ox

dF(x.y)
dy = Qix-y)

bo'lishi ko'rsatiladi.
Shunday qilib

P(x.y)dx + Q(x.y)dy = -̂ ^ - ^ dx + ch^*y )dy = dF(x >-) 
ax dy

bo'ladi. ►
4) Agar

P(x.y)dx + Q(x.y)dy (18 34)
ifoda (d ) sohada berilgan biror funksiyaning to 'liq  differensiali bo'lsa, u holda

dP(X.y) dQ(x.y)
dy dx

boladi.
^A y tay lik , (18.34) ifoda (D ) sohada bcrilgan /•"(*,.(>) funksiyaning to 'liq  

differensiali bo'lsin:
P(x ,y)dx + Q(x.y)dy = dF(x.y).

Ravshanki,

ox oy
Keyingi tengliklardan ushbuni lopamiz:

dP(x y) r d2F (x ,y )' 5Q(x,y) J 2F(x,y) 
dy dydx 8x dxdy

Shartga ko'ra ^  ^Qi^ y) |ar jQhada uzluksiz. Aralash hosilalarning
dy dx

tengligi haqidagi teoremaga binoan (qaralsin, 13-bob, 6-§).
3P(x,y) dQ(x.y) 

dy dx
bo'ladi. ►

Shunday qilib, Grin formulasidan foydalangan holda, yuqoridagi l)-4) 
tasdiqlar orasida

l /= > 2 ) = > 3 M 4 ; = f r i ;  
munosabat borligi ko'rsatildi.
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4-§. Birinchi va ikkincki tur egri chiziqli iniegraliar 
oras'uiagi bog lanish

Tekislikda sodda silliq  AB egri chiziq ushbu 
X -  JtfrV

, (0 S s S 5 )
y - ns)

sistema bilan aniqlangan bo'lsin, bunda s - yoy uzunligi (qaralsin, ushbu bobning 
l-§) sc(i) va _y(j) funksiyalar x '(j ), y (s )  hosilalarga ega hamda bu hosilalar 
uzluksiz.

Ravshanki, bu egri chiziq har bir nuqtada urinmaga ega boTadi. Agar Ox va 
Oy o'qlar bilan urinmaning yoy o'sishi tomoniga qarab yo'nalish orasidagi 
burchak mos ravishda a va /? deyilsa, unda

jc '(i)=c<w a. y'(s)=cosf}
bo'ladi.

Aytaylik, bu AB egri chiziqda f (x ,y )  funksiya berilgan va uzluksiz bo'lsin. 
U holda

\f(x.y)dx
AH

integral mavjud bo’ ladi va (18.15) formulaga ko'ra

f f ( * y ) f c  = f f(x(x).y(s)h'(s}is
A B  0

tenglik o 'rin li. Bu tenglikning o'ng tomonidagi integralni quyidagicha

j  /W 4 . y ( i ))-t ’( ! )‘*  = j  /(jr(^).yO )) cos ads 
0 0

yozish mumkin Ushbu bobning l-§ da keltirilgan l-teoremadan foydalanib 
quyidagini topamiz:

s
|  /(jc(s).y(s))coj ads = J f(x.y)cosads -
0 AB

Natijada yuqoridagi tenglikdan
J/(*.yV* = \ f(x.y)cos ads

A 1 AB

boTishi kelib chiqadi.
Xuddi shunga o'xshash, tegishli shartda

\f(x.y)dy= \f(x.y)cospds
AH AH

va umumiy holda
\p(x.y)dx + Q(x.y)dy = \[p(x.y)cos a + Q(x,y)cos /}\is
A 8  AH

bo'ladi.

18.6. Ushbu
Mashqlar

J -  | (4 V jt iyfy^ds
AB
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inlegral hisoblansin, bunda AB egri chiziq quyidagi 
x = c o i’ / ,  y-sin^t

astroidaning A { -1, 0) va B{0. l )  nuqtalari orasidagi qismi. 
18.7. Ushbu

J  = $ x 2ds 9
4S

integral hisoblansin, bunda AB egri chiziq quyidagi
x2 + y 2 = a2

aylananing yuqori qismi.
18.8. AB yoyining uzunligi l quyidagi

I = jds
AH

formulabilan topilishi isbotlansin.
Agar AB yoyi

x -2  a cos t -  a cos 21, 
y = 2a sinl -  a sin 21

kardioidadan iborat bo'lsa, uning uzunligi topilsin.
/8.9. Tekislikda yopiqC chiziq bilan chegaralangan (o )  shaklning yuzi

D = ^ jxdy-ydx

bo'lishi isbotlansin. 
Ushbu

x = acost. y = esint
ellips bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.

18.10. Agar material egri chiziq AB ning zichligi p = p{x,y) bo'lsa. uning 
massasi

" * =  f  p(*.y)ds
A B

bo'lishi isbotlansin.

Zichligi p{x ,y )=— bo'lgan quyidagi
X

x1
y ‘ ~2

parabolaning ^l, (2. 2) nuqtalar orasidagi qismning massasi

topilsin.

4

*
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19-BOH

Sirt integrallari

Mazkur kursning 17- bobida :  = f (x .y )  tenglama aniqiagan silliq  (5) sirt 

bilan tanishgan edik. Bunda ~(x.y) funksiya (£)) sohada ((d ) c /?7) berilgan. 
uzluksiz va :'t (x,y), :'y(x,y) xususiy hosilalarga ega hamda bu hosilalar ham (D) 
da uzluksiz funksiya edi. (5) sirt yuzaga ega bo'Hb, uning yuzi

S= \l^\ + :,2(x.y)+:*(x,y)dxdy (19.1)
(»)

gateng ekanligi ko'rsatildi.
O'sha bobning pirovardida R5 fazodagi ( f ' )  sohada ( ( r ) c / ? 1)  berilgan 

funksiyaning uch karrali integrali bilan tanishib, uni o'rgandik.
Endi R' fazodagi (5) sirtda berilgan funksiyaning integrali tushunchasi bilan 

tanishamiz. Sirt integrali (ushunchasini kiritishdan avval, bu erda ham funksiya 
berilish sohasining bo'laklashishi, bo'laklash ho'laklari, bo'laklashning diametri 
tushunchalari kiritilishi kerak.

Bu tushunchalar \a. e] oraliqni bo'laklashi (qaralsin, l-qism, 9-bob, ]-§) va 
tekislikda (D ) sohani ho'laklashi (qaralsin, 18-bob, l-§ ) kabi kiritiladi va 
n xshash xossalarga ega bo'ladi. Shuning uchun bu erda biz bu tushunchalami 
kiritilgan hisoblab, bayonimizni bevosita sirt integralining ta'rifidan boshlab 
ketaveramiz.

l-§. Ririnchi tur sirt integrallari
l. Ririnchi tur sirt integralining ta'rifi. f(x .y .z ) hinksiya (s ) sirtda 

( ( s ) c  WJ) berilgan bo'lsin. Ru sirtning P bo laklashni va bu bo'laklashning har
b ir (£*) bo'lagida ( i  = l,2 .... n) ixtiyoriy ( ^ . Ht Xk )  nuqtani olaylik. Berilgan
funksiyaning (4#.rj».C#) nuqtadagi /(^klk-Ck) qiymatini (5t ) ning St yuziga 
ko'paylirib. quyidagi yig 'ind in i tuzamiz:

1-ta'rif. Ushbu

/ ( { . . * . . £ .  K  09.2)
tcl

y ig 'ind i f (x ,y ,:)  funksiyaning integral yig 'indisi yoki Riman yig 'indisi deb 
ataladi.

(5 ) sirtning shunday
P y P t ......C  0 9 . 2 )

bo'lakiashlarini qaraymizki, ularning mos diametrlaridan tashkil lopgan
ylPi , .  ..
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ketma-ketlik nolga intilsin: A.,, -> 0. Ptunday (m = 12, . ) ho'laklashlarga 

nisbatan f [x ,y .: )  funksiyaning integral yig 'indisini tuzamiz. Natijada (.S') 
sirtning (19.3) bo'laklashlariga mos integral y ig 'ind ilar qiymatlaridan iboral 
quyidagi ketma-ketlik hosil bo'ladi:

• ^2 ^m ■
2- ta'rif. Agar (5) sirtning har qanday (19.3) bo'laklashlari ketma-ketligi 

} olinganda ham, unga mos integral yig 'ind i qiymatlaridan iborat {a „ }  ketma-
ketlik, (i£ * . ' ? * . nuqtalarni tanlab olinishga bog'iiq bo'lmagan holda, hamma 
vaqt bitta ,i songa intilsa, hu J yigMndining lim iti deb ataladi va u

lim <j = lim £ / ( £ *  r?*,/*) St = J  (19 4)

kabi belgilanadi
Integral yig'indining lim itin i quyidagicha ham ta'riflash mumkin.
3- tu'rif. Agar Ve>0  olinganda ham, shunday <5>Q topilsaki, (S) sirtning 

diametri A.p <8  bo'lgan har qanday bo'laklashi hamda har bir (,9j) bo'lakdan 

olingan ixtiyoriy (^*,J7*,C*) lar uchun
|<7- J\ <£

tengsizlik bajarilsa, J $on a  y ig 'indining lim iti deb ataladi va u (19.4) kabi 
belgilanadi.

4- ta'rif. Agar JLp -» 0 da f (x .y ,r )  funksiyaning integral yig 'indisi a chekli 

limitga ega bo'lsa, f(x ,y ,z ) funksiya (5) sirl bo'yicha integrallanuvchi (Riman 
ma'nosida integrailanuvchi) funksiya deb ataladi. Bu ytg'indining chekli lim iti J 
esa f(x ,y ,z ) funksiyaning birinchi tur sirt integrali deyiladi va u

\\f(x,y,z)ds
(s)

kabi belgilanadi. Demak.

j f  f(x,y.z)ds= lim a =  lim £  /U » .7 i C i) S*
(s) i ' “ '°

2. IJztuksiz funksiya hirinchi tur sirt integralL Fndi birinchi tur sirt integrali- 
ning mavjud bo'lishini ta'minlaydigan shartni topish bilan shug ullanamiz.

Faraz qilaylik fazodagi (5) sirt
J =  r (x .> - )

tenglama bilan berilgan bo'lsin. Bunda : = : ( t > )  funksiya chegaralangan yopiq 

(D ) sohada ((D )c /? 2) uzluksiz va z't (*.y ), hosilalarga ega hamda bu
hosilalar ham (D ) da uzluksiz.

l-teorema. Agar f(x ,y .z ) funksiya (5) sirtda uzluksiz bo'isa. u holda bu 
funksiyaning (5) sirt bo'yicha birinchi tur sirt integrali

\\f(x.y,z)ds
(5)

mavjud va
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I

\\f{x.y,z)ds^\\f{x.y.z{x + z'?(x,y)+=*(x.y)dxdy
(v) W

bo'ladi.
< (s) sirtning Ps bo'lafclashni olaylik. Uning bo'laklari (5 ,), (52),.. , (5 „) 

bo'lsin. Bu sirt va uning bo'laklarining Oxy tekislikdagi proeksiyasi (D) sohaning 
Pn bo'laklashni va uning (/) ,) , (D3), ., (D „) bo'laklarini hosil qiladi. Ps 
bo'laklashiga nisbatan (19.2) yig 'ind in i tuzamiz:

*r  |

Ma'lum ki, (£, ,nk-C* ) e (st ) Bu nuqtaga akslanuvchi nuqta bo'ladi.
Demak, -~ (^ t .tjt ) (19.1) formulaga binoan

st=  } j  s/l + - I2(x.y )+ -'y2(x. y)dxdy
(«.)

bo'ladi.
O'rta qiymat haqidagi teorema (qaralsin, 17-bob, 5-§) dan foydalanib 

topamiz:

Natijada a y ig 'ind i quyidagi

= £/(£» Hi.-(St.%)\ji +--;2(£ .nl)+ &  i l ) - o k
4-1

ko'rinishga keladi.
Endi kps —* 0 da ( bu holda A.Pd -*  0 ham nolga intiladi) yig indining lim itin i 

topish maqsadida uning ifodasini o'zgariirib yozamiz:

<* = £ / ( £ *  7. A &  nt ) ) j i  + U.-»7*) Dk +

+ L / ( 4  • % - f e  7. ) i / 1 + £ , nl ) + fa .7») -
* = l

s l'+ :? k k.nt )1
Bu tenglikning o'ng tomonidagi ikkinchi qo'shiluvchini baholaymiz:

Z / ( & - '7 *  .-(4t Hi) ) ^ 1 +  - I k i  n l)+-y  (s i*■ '? * ) -
14*1

• V1 ♦ - ?(ii ̂ *)+ v*)] o j < a/tL/TT:’.1U.’ '7.)+
1 k*V

^ i+ . - ;J( i . . ^ ) + r ; J( ^ 7 * ] D | .

bunda
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Ravshanki,
M  = n t a x \ f ( x . y . : )

funksiya (d ) da uzluksiz, demak, (ekis uzluksiz (J holda Kantor tearemasining 
natijasiga ko'ra V f  > 0  olinganda ham shunday S > 0 topiladiki, ( l ) )  sohaning 
diametri Ar  <5  bo'lgan har qanday P„ bo'laklashi uchun

KW
bo'ladi. Undai: /u,. 7, ̂ (4,7. )i/i+̂ k; k; • *j; ) -

4=1

+ un p D‘ *

va demak,

hm f  f (4 k,Tjt ,--(& n,))[/T+"r;2(̂ '. n l n l ) -2 W> .r 4-i

= °
boladi.

(19 5) lenglikning o’ rg  tomonidagi birinchi qo'shiluvchi

I f(4, n, >Vi + n, )+  n,) d ,

esa
f (x , y : (x ,y ))j  1 + (jc.y ) + z * (x ,y)

funksiyaning integral yig'indisidir. Ru funksiya (D ) sohada uzluksiz. Demak, 
-*  0 da integral yig 'ind i chekli limitga ega va

h™ f  f(4 , n ,,44, n, +  n , )+ 4 ^ , -n , )  D, =
*<V l (

= i f / ( * .y . z ( x . y ) V  1 + ^ 2( j f .v ) -  4z(x,y)dxdy 
( o )

bo'ladi. Ru munosabatni e'tiborga olib, (19.5) tenglikda XP -> 0  da limitga o 'tih 
topamiz:

lim <r= lim f  f ( 4k .n, )X/i + n, )+ -n,)■D, =

-  | | f(x,y,z(x,y)\j] + z?(x~y)+4}(x.y)dxdy.
(«)

Demak,

\\f(* y 4)tk = f | / ( x . y , r (x . y 1 + r ;2 (x . y )  + (x ,y)dxdy. ►
(.') (»)

4

♦
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Bu tenrema, hir tomondan. uzluksiz funksiya birinchi lur sirt integralining 
mavjudligini aniqlah bersa, ikkinchi tomondan. bu integral ikki karrali Riman 
integrali orqali ifodalanishini kn'rsatadi.

1- eslatma. (S ) sirt x = jc(y,;) (y  = >>(::, .*)) tenglama bilan aniqlangan bo'lib, 

x = x (y ,:) funksiya (_y(r,x) funksiya) (d ) sohada {(£>)c/?’ ) uzluksiz va 
Jt*(y’.r ) ,  x': (y,z) xususiy hosilalarga (y'; (:,x ),y [(z ,x ) xususiy hosilalarga) ega 
hamda bu hosilalar (D ) da uzluksiz bo'lsin

Agar f(x ,y ,z ) funksiya shu (5) sirtda uzluksiz bo'lsa, u holda hu 
funksiyaning birinchi tur sirt integrali

\\f(x,y,:)ds
W

mavjud va

f(x,y,:)ds=\\ f(x (y ,:),y . ; ) / l  + x? (y, r )+  x;2 (y, z)dydz,
W  (o)

f j  = JJ f(x ,y (:,x),:)J\  + y'?(:.x)+ y';(z,x)dzdx
m  («) .

bo'ladi.
2- eslatma. Biz f(x .y ,z ) funksiya birinchi tur sirt integralining mavjudligi 

maxsus ko'rinishdagi ( s )  sirtlar ( r  = r (x ,y ) , x = j ( y , r ) ,  y = y(z,x) tenglamalar 
bilan aniqlangan sirtlar) uchun keltirdik. Aslida funksiya integralining mavjudligi 
keng sinfdagi sirtlar uchun to 'g 'ri bo'ladi. Jumladan, agar (5 ) sirt chekli sondagi 
yuqorida aytilgan sirtlar yig'indisi sifatida tasvirlangan bo'lsa, unda berilgan va 
uzluksiz bo'lgan f(x .y .z ) funksiyaning sirt integrali mavjud bo'ladi va u mos 
ikki karrali integrallar yig'indisiga teng bo'ladi.

J. Birinchi tur sirt integrallarining xossalari. Yuqorida keltirilgan teorema 
uzluksiz funksiyalar hirinchi tur sirt integrallarining ikki karrali Riman 
inlegrallariga kelishini ko'rsatadi. Binobarin, bu sirt integrallar ham ikki karrali 
Riman integrallari xossalari kabi xossalarga ega ho'ladi. Ikki karrali Riman 
integrallarining xossalari 17-bobning 5-§ ida o'rganilgan.

4. Birinchi tur sirt integrallarni hisoblash. Yuqorida keltirilgan teorema 
birinchi tur sirf integralining mavjudligini tasdiqlabgina qolmasdan, uni hisohlash 
yo 'lin i ham ko'rsatadi. Demak, birinchi tur sirt inlegrallar ikki karrali Rlman 
integrallariga keltirilib  hisoblanadi:

\\ f ( x- v,z)ds = \ \ f (x ,y .:(x ,y ))J i^ J U y )7 7 J (^ lx d y  ,
(s) (o ) __________________________

\ \ = \\ f ( x ( y .: ) .y .z \J \ + x'*(y,:)+  x'f(y,z)dyd: , (19.6)
(■5) (O) ________________
\ \ f ( x ,y .z )d s  = \ \  f ( x . y ( : . x ) . : ) J lV y ' f ( : . x ) +  y'J (z.x)dzdx 
(s) (o )

19.1-misoL (Jshbu
J =\\(x + y + z)ds 

(*)
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integral hisoblansin.
Bunda ( 5 ) - x2 + > 2 + z2 -  r2 sferaning r  = 0 tekislikning yuqorisida 

joylashgan qismi.
4 Ravshanki, (5) sirt

z = J r 2- x 2- y 2
tenglama bilan aniqlangan bo'lib, bu sirtda berilgan / ( j f , > , ; )=  x + j;+  - funksiya 
uzluksizdir. l-teoremaga ko'ra

J = j j ^ y ^ r 2-X 2- y 2\j) + z’2(x.y) + yfrdy
(r>)

bo'ladi, bunda (Z)) = |(jc,>’)e  R2: x2 + y2 < r 3 j.
F.ndi bu tenglikning o'ng tomonidagi ikki karrali integralni hisoblaymiz:

. :\(x v )=
Jr2- x 2- y '

Demak.
■ J r - x  -  v

j  = n ( jf + > + J r2- x 2- y 2 \jT+ z 2 (* ,> ) + z 2 (x.y)dxdy =

- 4

(pi

+ i W
i n ^ - x 2- /  }

Keyingi integralda o'zgamvchilami almashtiramiz: 
jc  = pcostp, y = psin<p.

Natijada
2 * (  ’ " /_______ _■ 'i 2*1 r

J = r j  j
p(cos<p + sinp)

Y ' - p 1 o i jr2 ~ p
J f +

+ r j  f  jpdp fJ? = r j(cosip + sin<p)d(p j —JY===r+ r '2x —- = nr3.
a ko )  a a \r~  -  p* 2

Demak. berilgan integral

j j (x  + y + z)dS = nr'<s>
bo'ladi. ►

19.2-nusoL Ushbu
j jx (y  + z)ds 
(i) ______

integral hisoblansin, bunda ( s ) - x  = Y *  - > 2 silindrik sirtning i  = 0, ;  = ( 
(c > 0) tekisliklar orasidagi qismi.

r P dp

1
0(0 0

4
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^ Modomiki. hu (s) sirt x = ~Je2- y 2 ko'rinishda berilgan ekan, unda 
integralni hisoblash uchun (19.6) formuladan foydalanish lozimdir.

j j  f{x,y, z)ds = [{  f(x (y , i) . y.:)J i +x'y1(y,z)+ x'22 (y, z)dydz.
(•v) (n )

Bunda (D ) soha (5) sirtning Oyz tekisiikdagi proeksiyasidan iborat: 

( D ) = |y , z ) e f f3 x = ̂ < f -y 2,- = 0, r  = Cj=

= {(> .;)€  R2 : -e  £ y £ e, 0 <; ;  £ c} 

x -  -Je2 -  y1 funksiyaning xususiy hosilalari

xy(y - ) = -  / ;  . ^ ( v . - ) = 0
■yje - y

bo'ladi. Demak.

J j f{x,y,z)ds = | j  fje2 - y 2 (y + z) 1 + /  jdydz = a } | (> + z)dydz
(.v) (n )  v 8 ->  ( f l )

bo ladi. Bu tenglikning o'ng tomonidagi ikki karrali integraini hisoblab topamiz:
• f t  \ , (  j f "

e jj(y  + z)dydz = e j\ j(y  + z)dz dy = e j  y r  + — j dy(n) -«(o )  ^  A , 0

- I cy + - j 6C 6C 2 2
dy- —  v +■— y, = * c
■ 2 ■ 2 1 «

Dcmak,
jjx (y  + z)ds = e2c2 ► 
(*)

2-§. Ikkinchi lur siri integrallari
/?’ fazoda r  = ;(x ,y )  tenglama bilan aniqlangan ( s )  sirtni qaraylik. Bunda 

r(x ,y ) funksiya chegarasi bo'lakli-silliq chiziqdan iboral bo'lgan (D ) sohada 

((d)c /?3) berilgan, uzluksiz, zj(x,y), z'y(x,y) xususiy hosilalarga ega hamda bu

hosilalar ham uzluksiz. Odatda bunday sirtni silliq sirt deyiladi. Silliq sirt har bir 
(•*(,■ 3 0̂• urinma tekislikka ega bo'ladi.

Endi (.*>) sirt uning chegarasi bilan kesishmaydigan K yopiq chiziqni olaylik. 
(•l ij.3’o’ -o) nut),a sirtning K yopiq chiziq bilan chegaralangan qismga tegishli 
bo'lsin. Bu chiziqni Oxy tekisligiga proeksiyalaymiz. Natijada Oxy tekislikda 
hain Kn yopiq chiziq hosil bo'ladi. Mazkur kursning 18-bob. 2-§ ida tekislikdagi 
yopiq chiziqning mushat va manfiy yo'nalishlari kiritilgan edi. ($) sirtdagi yopiq 
chiziqning musbat va manfiy yo'nalishlari ham shu singari kiritiladi. Shuni ham 
aytish kerakki. yo'nalishning musbat yoki manfiyligini aniqlash xarakatlanayotgan 
nuqtaga qay tomondan qarashga ham bog'liq.
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Sirtning ( jc0 . >»0, )  nuqtasidagi urinma tekislikka shu nuqtada perpendikuiyar 
o'tkazaylik. Bu perpendikulyarning musbat yo'naiishi dcb shunday yo'nalish 
oiamizki. uning tomonidan qaralganda ikkala (K  hamda Kn ) yopiq chiziqlarning 
yo'nalishlari musbat bo'ladi. Uning manfiy yo'nalishi esa shunday yo'nalishki, u 
tomondan qaralganda Arn ning musbal yo'nalishiga K ning manfiy yo'nalishi mos 
keladi. Perpendikulyarning musbat yo'nalishi bo'yicha olingan birlik kesma 
sirtning ( jc0 ,yc,r 0) nuqtasidagi normali deyiladi.

Normalning Ox, Oy va Oz o'qlarining musbal yo'nalishlari bilan tashkil 
qilgan burchaklarini mos ravishda a,(i,y  orqali belgilasak.

J77; ’

cosa -  — cosy = ■ , cos y (19.7)
/ l  +  - , J  +  - ,1  ,

V 1 * •  -►

bo'ladi va ular normalning yo'naltiruvchi kosinuslari deyiladi.
Isbotlash mumkinki. silliq ( i )  sirtning barcha nuqtalaridagi perpendikuiyar- 

laming musbat yo'nalishlari (normallari) bir xil bo'ladi Va, demak. manfiy yo'na- 
lishlari ham. Shunga ko'ra, sirtning ikki tomoni haqida tushuncha kiritiladi.

Sirlning ustki tomoni deb, uning shunday tomoni olinadiki, bu tomondan 
qaralganda ikkala (K  hamda Kn) yopiq chiziqlaming yo'naiishlari musbat
bo'ladi.

Sirtning ustki tomoni qaralganda Kn bilan chegaralangan tekis shaklning 
yuzi musbat ishora bilan. pastki tomoni (ikkinchi tomoni) qaralganda manfiy 
ishora bilan olinadi.

/. lkkinchi tur sirt integralining la'rifi. f (* .y  r ) funksiya (S) sirtda beril- 
gan bo'lsin. Bu sirtning ma'lum birtom onini olaylik. Sirtning P bo'laklashini va 
bu bo'laklashning har bir (St ) bo'lagida (A = 1.2. ,«) ixtiyoriy (£t ,t)t ,Ct ) nuqta 
(* = 1.2, ,n) olaylik. Berilgan funksiyaning nuqtadagi f (4 k,%,Ck)
qiymatini (St ) ning 0xy tekislikdagi proeksiyasi (Dk) ning yuziga ko'paytirib 
quyidagi yig 'indini tuzamiz:

(19.8)
k .1

(.9) sirtning shunday
P„ Pi...... /*.. 09.9)

bo'laklashlarini qaraymizki, ularning mos diametridan tashkil topgan
A.f>r A.p2 , . . , A P̂ ,  .

ketma-ketlik nolga intilsin: kr —>0. Bunday Pm (m = l,2, . )  bo'laklashlarga 

nisbatan f (x ,y .i )  funksiyaning integral yig 'indilarini tuzamiz. Natijada (.9) 
sirtning (19.9) bo'laklashlariga mos integrallar yig 'ind ilar qiymatlaridan iborat 
quyidagi

<r,, <Tj. .... a m,

ketma-ketlik hosil bo'ladi.
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5- ta 'rif. Agar ( s )  sirtning har qanday ( 19.9) bo'laklashlari ketma-ketligi (f^ } 
olinganda ham, unga mos integrallar yig 'indilari qiymatlaridan iborat (<7m} ketma- 
ketlik, (<̂ i,,'7*,-1*) nuqtalarni tanlab olinishiga bog'liq bo'lmagan holda hamma 
vaqt bitta J songa intilsa, bu J a y ig 'indining lim iti deb ataladi va u

Hm a  = Um £  /(&.«& )P k = J (19.10)^ji —i O Af t  -|0  j  |
kabi belgilanadi.

Integral yig 'indining lim itin i quyidagicha ham la'riflash mumkin.
6- ta'rif. Agar Ve > 0 olinganda ham, shunday <5>0 topilsaki. (s) sirtning 

diametri <<5 bo'lgan har qanday P ho'laklashi hamda har bir (Sk) bo'lakdan 
olingan ixtiyoriy (^ .r jfC i)  ' ar uchun

| {T - j |  <£
tengsizlik bajarilsa. ./ snni a yig indining lim iti deb ataladi va u (19.10) kabi 
belgilanadi.

7- ta'rif. Agar Xr —>0 da f(x .y ,z ) funksiyaning integral yig 'indisi a  chekli 
limitga ega bo'lsa, f(x .y ,z ) funksiya (5) sirtning tanlangan tomon bo'yicha 
integrallanuvchi funksiya deb ataladi. Bu yig'indining chekli lim iti J esa, 
f(x .y .z ) funksiyaning (S) sirtning tanlangan tomoni bo'yicha ikkinchi tur sirt 
integrali deb ataladi va u

\\f(x,y.z)dxdy
(i)

kabi belgilanadi. Demak,

J J <* -  tim X / ( « J 4 r) ,  <r» V V
(I) ‘ r

Funksiya ikkinchi tur sin integralining quyidagicha
\ \ f ( x .y , i )d x y  (19 11)
(x)

belgilanishidan, integral (5) sirtning qaysi tomon bo'yicha olinganligi 
ko'rinmaydi. Binobarin, (19.11) integral to g'risida gap borganda. har gal integral 
sirtning qaysi tomon bo'yicha olinayotganligi aytib boriladi.

Ravshanki, f(x ,y ,z ) funksiyaning (.5) sirtning bir tomoni bo yicha olingan 
ikkinchi tur sirt integrali, funksiyaning shu sirtning ikkinchi tomoni bo'yicha 
olingan ikkinchi tur integralidan faqat ishorasi bilangina farq qiladi.

Yuqoridagidek
JJ f (x ,y .z )d y < t, \ \f(x ,y ,z )d zd x
W (s)

ikkinchi tur sirt integrallari ta'riflanadi
Shunday qilib. sirtda berilgan f(x ,y ,z ) funksiyadan uchta -Oxy tckislikdagi 

proeksiyalar, Oyz tekislikdagi proeksiyalar hamda Ozx tekislikdagi proeksiyalar 
vositasida olingan ikkinchi tu rs irt integrali tushunchalari kiritiladi.

2X3

www.ziyouz.com kutubxonasi



Umumiy holda. ( i ')  sirtda P (x .y ,r), 0 (x .y .r ) ,  /?(x,v.:) funksiyalar
herilgan boMib, ushhu

\\P{x,y,z)dxdy, jjQ(x,y.:)dydz. jjR(x.y.z)ctdx
(x) M  (s)

integrallar mavjud bo lsa, u holda
jjP(x,y.:)dxdy + jjQ(x,y,z)dy<t + j )  R(x,y,:)d:dx 
(i') ('•) (.v)

yig 'ind i ikkinchi tu rs in  integralining umumiy ko'rinishi deb alaladi va u 
j j  P(x,y,:)dxdy-\Q(x,y,:)dyd: + R(x,y,:)d:dx
is) ’

kahi helgilanadi. Demak.
jjp(x.y,:)dxdy + jjQ(x.y.:)dyd: + jj R(x,y,:)d:dx =
(5) (s) (i)

= |J P(x.y,:)dxdy +0(x.y,:)dyd: + R(x.y,:)d:dx .
(■')

Endi R' fazoda biror () ) jism berilgan bo'lsin. Bu qismni o'rab turgan yopiq 
sirt silliq  sirt bo lib, uni (5) deylik. f (x ,y ,: )  funksiya (K) da berilgan. Oxy 
tekislikka parallcl bo'lgan tekislik bilan (E ) ni ikki qismga ajraiamiz:
(v)= (E|) + (E2). Natijada uni o'rab turgan (S) sirt ham (S,) va (S2) sirtlarga 
ajraladi. Ushbu

jjf(x .y ,:)dxdy+jjf(x .y .:)dxdy (19.12)
<s.) ( i j  *

integral (agar u mavjud bo'lsa) f (x ,y ,: )  funksiyaning yopiq sirt bo'yicha 
ikkinchi tur sirt integrali deb ataladi va

jjf(x,y,:)dxdy  1
( f )

kabi belgilanadi. Bunda (19 12) munosabatdagi birinchi integral (S,) sirtning ustki 
tomoni, ikkinchi integral esa (S2) sirtning pastki tomoni bo'yicha olingan. Xuddi 
shunga o'xshash

j j  f (x  y,:)dydz, jjf(x .y ,:)ctdx  
(■') (r)

hamda, umumiy holda
P(x. y,: )dxdy + Q(x, y, :  )dydz + R (x . y , z )dzdx 

(•t)
integrallar ta riflanadi

2. Uzluksiz funksiya ikkinchi tur sirt integmli. Faraz qilaylik. R' faznda (S) 
sirt :  = :(x ,y ) tenglama bilan berilgan bo'lsin. Bunda r  = r (x ,y ) funksiya 

chegaralangan yopiq (/)) sohada ( (Z ) )e /!2) uzluksiz va :\(x.y), - y(x,y) 
xususiy hosilalarga ega hamda bu hosilalar ham (D ) da uzluksiz.

2-teorema. Agar f(x ,y .z ) funksiya (S) sirtda uzluksiz bo'lsa, u holda bu 
funksiyaning (S) sirt bo'yicha olingan ikkinchi tur sin integrali
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\\f{x y-)fc<iy
(s)

mavjud va
j j  f{x.y,z)dxdy~\\ f(x.y.:{x,y))dxdy 
(.«) («)

bo'ladi.
■<(5) s irln irg Ps ho'laklashini olaylik. Uning bo'laklari ( i',) , (,S'2), ,(S„) 

ho'lsin. Bu sirt va uning bo'laklarining Oxy tckislikdagi prneksiyasi (D ) ning Pn 
bo'laklashini va uning (D ,), (D 2) ,(D „) bo'laklarini hosil qiladi. Ps 
ho'laklashga nisbatan ushbu yig 'indini tuzamiz:

09.8)
*=1

Agar (5) sirtning ustki tomoni qaraiayotgan bo'lsa, u holda barcha Dk lar 
musbat bo'ladi.

Modomiki. f(x ,y .z ) funksiya z = :(x ,y ) sirlda berilgan ekan, u x va y 
o'zgaruvchilarning quyidagi funksiyasiga aylanadi:

f (x ,y .:)= f(x ,y .:(x .y )).
Bundan esa

*T. = - ( 4 * )  (*  - 1.2. .«)
bo'lishi kelib chiqadi. Natijada (19 8) yig 'ind i ushbu

°  = i . f ( f t  ’h :({* 'h )V \

ko'rinishga keladi. Bu yig 'indi / ( j t ,> \r ( : t1>')) funksiyaning integral yig'indisi 
(ikki karrali integral uchun integral yig indi) ekanini payqash qiyin etrtas. Agar 
f(x.y .z(x.y )) funksiyaning (D ) da uzluksiz ekanligini e'tiborga olsak, unda 
/tr(_ -» 0 da

i!/(£ * .7 *-(s * .« 7 *))0 *
k. |

yig 'ind i chekli limitga cga va

i f ( ^ 1 k. ^ k1 k))Dt = j j  f(x.y.:(x,y))dxdy 
( n )

bo'ladi. Demak.
m

lim a = lim Y  f ( f k. qk, )Dk =
*,* »o^,

= Hm t f ( 4 t ■ %■ - (s*• 'h ))AJ* = \ \ fU -y -(* .>)> M '
= i (0)

Bundan esa
\\f(x.y.:)dxdy= \\f(x.y-:(*.y))dxdy 
<s) («)

bo'lishi kelib chiqadi. ►
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Agar (S) sirtning pastki tomoni qaralsa. unda D, lar manfiy bo'lib.

J J / ( - * . > - ) M ' = “  y))^dy
(.») (n)

bo'ladi.
Xuddi yuqoridagidek, legishli shartlarda

\\f(x,y.;)[tdx 
('■) (s)

integrallar mavjud va
\\f(x.y.:)dydz = \j f(x(y,z).y.:)dydz,
(.v) (f>)

\\f(x,y,:)£dx=\\f(x,y (x.i),;)±dx  
(s) («)

bo'ladi.
l-natija. Yasovchilari Oz o'qiga parallel bo'Igan ( i ')  silindrik sirtni qaraylik. 

f(x .y ,: )  funksiya shu sinda berilgan bo'lsin. U holda
\\f(*-y.-)dxdy

( s )

mavjud bo'ladi va u nolga teng:
\\ f(x.y,;)dxdy = C.
(<)

Xuddi shunga o'xshash, tegishli shartlarda
\\f(x.y.z)dydz = af \\f(x,y,;)d:dx -  0
(s) (s)

ho'ladi.
Ru tergliklai bevosita ikkinchi tur sirt integrallari ta'rifidan kelib chiqadi. 
Yuqorida keltirilgan tcoremadan foydalanib, ikkinchi tur sirt integrallari ham 

ikki karrali Riman integrallari xossalari kabi xossalarga ega ho'lishini ko'rsatish 
va ularni keltirib chiqarishni o'quvchiga havola etamiz.

j .  Ihkinchi tur sirt integrallarini hisobiash. Yuqorida keltirilgan teoremadan 
foydalanib ikkinchi tur sirt integrallari ikki karrali Riman integrallariga kellirib 
hisoblanadi:

\\f(x,y,:)dxdy = \\ f(x ,y  ,z(x, y))dxdy ,
(*) <H)
J\  f (x  y,:)dy<k = \ \  f(x(y,z\y,z)dyd: ,
(s) (»)
\\f(x.y.z)dzdx = JJ f(x.y(z.x).l)dzdx .
(•') (<>)

19.3-misoi Ushhu

j j f ^ - t  ^  + ki\dxdy
( v j iy  « )

JrJ y2 : 2 .
integral hisoblansin. Runda (5 )---- -  + ̂ -  + ̂ = = 1 ellipsoidning :  = 0 tekislikdana e c‘
pastda joylashgan qism bo'lih, intcgral shu sirtning pastki tomon ho'yicha olingan.
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■4 Ravshanki. hu (s) sirtning tenglamasi quyidagicha bo'lih.

7i ' - s
y_
iT

uning Oxy tekislikdagi proeksiyasi

( d ) = { ( * . > ) £ 4 +4 s|}
' a « J

ho'ladi.
(.'i) sirt ham, bu sirlda herilgan

x 2 > 2
a e

funksiya ham 2-teorcmaning shartlarini qanoatlantiradi. U holda
o i ! r " .1 T.i

" l a e 1 ( iA a e V o2 e
dxdy

bo'ladi. Integral (S) sirtning pastki tomoni bo'yicha olinganligi sabahli 
tcnglikning o’ ng tomonidagi ikki karrali integral oldiga minus ishorasi qo'yildi. 

Undi bu

• nl-, * - ''i Wnl Wi-4-4-4-4
( n ) ^ a  B \ a  u  )  \ a  e  a  e

dxdy

ikki karrali intcgralni hisoblaymiz. Ikki karrali inlegralda o'zgaruvchilarni 
x = apcosq>. y = epsinq> 

kabi almashtirih quyidagini topamiz:
-2 .

dxdy= j

/«

jii/uamn i ii sfuj iu«*giui «v>puiinz«.

Jjfk 'Jl * -« y~i -^7 dx4>' = i  \ifcyfi-P1 -p 7\epdp
i / i ^  \ a •  al e* J J 7

d<p =

= ae \ = 2®/«
h - p ^ 2 / i 4

Dcmak,

* 7T * *• W * 2” *{t  ‘ *
4. Birinchi va ikkinchi tur sirt integraitari orasida bog'ianish. Biz 18-hob- 

ning 4-§ da birinchi va ikkinchi tur egri chiziqli integrallar orasidaga bog'lanishni 
ifodalaydigan formulalami keltirgan edik.

Shunga o'xshash, birinchi va ikkinchi tur sirt integrallari orasidagi 
bog'lanishni ifodalovchi formulalar ham mavjud.

(S) sirt va unda bcrilgan f(x .y , r )  va P(x.y,z), Q (x,v,:), /?(x.y.r) 
funksiyalar tegishli shartlami qanoatlantirganda (qaralsin, 2-§ning 1-punkti) ushbu 

Jj f(x,y.:)dvd: = \\f(x.y,z)cosads,
(s) (s)
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\\ f(x  y,:)dzdx= \\ f(x.y,:)cospds, (19 13)
(.v) (v)
\\ f(x.y,z)dxdy = \\ f(x.y.z)cosyds
(s) (-f)

umumiy holda
\\ P(x.y, :)dydz + 0(x, y,z'fbdx + R(* ,y, z)dxdy =
(') ’

= \\\p(x,y.z)cosa + Q(x. v,z )cos/3+ R(x,y,z)cosy 
(■')

formulalarning lo 'g 'rilig in i isbotlashni o'quvchiga havola etamiz.

3-§. Stoks formulasi
R' fazoda 2 = i ( *  y) lenglama bilan aniqlangan silliq ( i ')  sirt bcrilgan 

bo'lsin. Bu sirtning chegarasi dS bo lakli-silliq egri chiziq bo'lsin. (5) sirtning 
Oxy tekislikdagi proeksiyasini (D ) deylik Unda 8S ning proeksiyasi 8D dan 
iborat bo'ladi.

Faraz qilaylik, (5) sirtda P(x,y,z) funksiya berilgan bo'lib, u uzluksi/. 
bo'lsin. Undan tashqari bu funksiya (S) da

8P(x,y.z) 8P(x,y,z) 8P(x,y,z) 
dx dy oz

xususiy hosilalarga ega va ular uzluksiz bo'lsin.
Ushbu

\P(x,y,z)dx

egri chiziqli integralni qaraylik (uning mavjudligi ravshan) Agar dS chiziqning 
(5 ) sirtda yotishini e'tiborga olsak, u holda

\ P(x, y.z)dx = \p(x,y.z(x,y))dx
AS AS

bo'ladi.
Endi Grin formulasidan foydalanib ushbuni topamiz:

j  P(x,y,:(x,y))dx = ~\\dP X̂'y' ^ X y\ xdy 
bij (o) yy

Ravshanki, P(x,y,z(x,y)) funksiyaning y o'zgaruvchi bo'yicha xususiy 
hosilasi

8P(x.y.z(x,y))  ̂ 8P(x,y,z(x,y)) , s
dy 8z M  'y)

bo'iadi.
Ushbu bobning 2-§ idagi (19.7) munosabatlardan

cosp
z , ------cos y

bo'lishini e'tiborga olsak.
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jjKi' I

=JJ
(«»-

dP(x,y,:(x,y)) 8P(*,y.:(x,y)) .
dy

; ; ( jt y)|c6t^y =

dP(x.y,z(x,y)\ SP(x, v . : (x.y)) cos/) 
&  cosy |

bo'ladi.
Natijada qaralayotgan integral uchun q jy idagi tenglikka ega bo'lamiz:

as (/4. °y &  c m y j
2-§ dagi 2-teoremadan foydalanib (19.14) tenglikning o’ng tomonidagi ikki 

karrali integralni ikkinchi tur sirt integrali orqali ifodalaymiz:
■ dP(x,y.z(x,y)) dP(x.y.z(x,y)) COS0

JJ
t"

--------dxdy =
oy oz cos y

=JJ
(S )

dxdy.
dP(x,y,z) dP(x,y.z) cosp 

dy 3: cos y

Bu tenglikning o n g  tomonidagi ikkinchi tur sirt integralini, (19.13) 
formulaga asoslanib, birinchi tur sirt integraliga keltiramiz:

| j  dP(x.y,z) 3P(x.y,z) C0SP \ixdy =
(q| fy dz cosy J

rV(j[.>>.r) 3P(x.y.z) cosfl 
Py dz cos yJJ

( v )

cosyds - (19. IS)

redp(x,y,z) rroP(x,y,z)• J — -—-—- cos yds -  1 1 .— ■ ■■ *cds Bds .JJ Au JJ a- ‘(o °y fsi x
Va nihoyat, yana (19 13) formulalardan foydalanib quyidagini topamiz: 

rr3P(x,y.z) ff <V’(x .y ,;)

(S)
5P(

c t

(19.16)

^ ^ d x d y
dz 8y

(19.17)

(4 (i)
(19.14), (19.15) va (19.16) munosabatlardan

\p(x,y.:)ds \ \
« <«) 

bo'lishi kclib chiqadi.
Xuddi shunday mulohaza asosida (5’ ) sirt va unda berilgan (2(x.y-.;). 

R(x,y,z) funksiyalar tegishli shartlami bajarganda ushbu

UH*.y.:Xy  - ax( s ) dz

f R(x,y.zMz = K ^ M d y d z  -  ̂ ^ d z d x
,{< (?) dy &

(19 18)

d
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formulalarning o 'rin li bo'lishi ko’ rsatiladi. (19.17) va (19.18) fomnulalarni hadlab 
qo’shib quyidagini tapamiz:

| P { x . + 0 { x , y , : ) d y  + R{x,y,:)dz = 
m

=  ( f ! W jxQ L l)  L *  4 ?* ( *  }' - )  m (19.19)
(si 8x *  r  L *
dQ{x.y.z)

8:
dydt  + dzdx

8P(x y,z) 8R(x.y,:) 
d : 8t

Bu Stoks formulasi deb ataladi.
2-natija. Mazkur lcursning 18-bob, 3-§ idagi Grin formulasi Slnks formulasi- 

ning xususiy hnlidir. Haqiqatdan ham (19.19) Stnks formulasida (5) sirt sifatida 
Oxy tekislikdagi (d ) sohaolinsa. unda 2 = 0 bo'lib, (19.19) formuladan

8Q (x ,y )  a f ( x , y ) j)p (x ,y )dx  + 0 (x .y )dy  = j f  — ' -  •r '  Idxdy
m  (Zi 8* <>y 1

bo’ lishi kelib chiqadi. Hu Grin formulasidir.
Shunday qilib, Stoks formulasi (S) sirt bo'yicha olingan 11-tur sirt integrali 

bilan shu sirtning chegarasi bo'yicha olingan egri chiziqli integralni bog'lovchi 
formuladir.

4-§. Ostrogradxkiy formu/asi
Ry fa/oda pastdan :--<p[(x,y) tenglama bilan aniqlangan silliq (5,) sirt 

bilan. yuqoridan :  = <p2(x,y) tcnglama yordamida aniqlangan silliq (S j) sirt bilan. 
yon tomondan esa yasovchilari O: o'qiga parallel bo'lgan silindrik (5 ,) sirt bilan 
chegaralangan (l ) sohani (jismni) qaraylik. (Jning Oxy tekislikdagi procksiyasi 
(D ) bo’ lib. bu (D ) ning chcgarasi yuqorida aytilgan silindrik sirlning 
yo naltiruvchisi sifatida olinadi. (jc.>r)< (r,> ') (x ,y )e (D )) (64-chizma).

z

3

(V)

y

64-chizma
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Faraz qilaylik, (V) da /?(.*,_y.r) funksiya berilgar va uzluksiz bo'lsin. 
Bundan tashqari bu funksiya shu sohada

t1R(x ,y,z)
e T

xususiy hosilaga ega va bu hosila ham uzluksiz.
Ravshanki, bu holda

(O d:

dxdy (19.20)

(19 22)

mavjud bo'ladiva 17-bohning 10-§ ida keltirilgan formulaga ko'ra

= | |

bo'jadi.A gar
j  = R(x.y.<p2(x.y))~ R(x.y.<pt(x.y))

*,(*•>) *
bc'lishini e'tiborga olsak, u holda

||j j  = | | R(x.y.tp2(x.y))dxdy- 1 |R(x.y.<pt(x.y))dxdy (19.21)
u«U(«>) *  J (n) (t»
bo'ladi. Bu tenglikning o ng tomonidagi ikki karrali integrallarni 2-§ dagi 
formulalardan foydalanib, sirt integrallari orqali yozamiz:

\\R(x.y.<p1(x,y))dxdy = \\R(x.y.:)dxdy.«>l U ,)
| |  R(x.y.<pXx.y))dxdy = | |  /?(x,_y.--)M '(n) (s,)

Keltirilgar tengliklardagi sirt integrallari sirtning ustki tomoni bo'yicha 
olingan (19.20), (19.21) va (19.22) munosabatlardan quyidagini topamiz:

J ll ■ ~\jxdyd; = ( )  R(x,y.:)dxdy + ff R(x,y,z)dxdy . (19.23)
(*') *  (i,) (5.)

Bu tenglikning o'ng tomonidagi ikkinchi integral (5,) sirtning pastki tomoni 
bn'yicha olingan.

(S,) sirt yasovchilari O: o'qiga parallcl bo lgan silindrik sirt bo'lganligidan

| |  R(x.y,:)dxdy = 0 (19.24)
l.r,)

bo'ladi. (19.23) va (19.24) munosahatlardan

I I I  ^  = | |  R(x. y.:  )ixtfy * |J R(x,y,z)dxdy +
(*') *  (-v,) (J,)

+ R(x,y.:)dxdy ̂  ^R(x.y,:\ixdy
(h )  (i')

bo'lishi kelib chiqadi. Bunda (S )- (K ) jismni o'rab turuvchi sirt.
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Demak,

^W^^^'^ '-dxdyd-- ^R(x,y,z)dxdy (19.25)
00 &  l-'l

Xaddi shu yo’ l bilan, (f ) hamda P{x,y.z), Q(x,y,z) iar tegishli shartlami 
qanoallantirganda quyidagi

| | j  ^ x y-^dxdytt -  £j P(x,y,z)dydz, (19.26)
(i') *  (.v)

m ^ y - )dxdydz = UQ(x,y,z)dzdx (19.27)
iK) 3y m

fcrmulalarnirg to 'g 'rilig i isbotlanadi.
Yuqoridagi (19.25), (19.26) va (19.27) tengliklarni hadlab qo'shib quyidagi- 

lami topamiz:

\u(dP(x,y,z)  ̂ dQ(x,y,z) ;

( A  &

dR(x,y,z)

dz ydydz =

= jij P(x,yi,2 )£/>itfz + 2(j,)),2)db<ix+ R(x,y,z)dxdy 
( J )

Bu formula Ostrogradskiy formuiasi deb ataladi.

Mashqtar
19.4. Ushbu

J j(y  + i  + V ?
(s)

integral hisoblansin, bunda (S) sirt quyidagi

x = f l2- y 2 - 22
paraboloidning Oyz tekisiigi bilan kesishishidan hosil bo'lgan sirtning 
tashqi qismi.

19.5. S irlningyuzi
s - [ | *

(V)
formula bilan topilishi isbntlansin. 
Ushbu

x2 + y 2 = R x
silindming

sfera ichida joylashgan qismining yuzi topilsin.
x 2 + y 2 + i 2 = R2
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20-150 H

Furye qatorlari

Biz yuqorida, kursimiz davomida, murakkab funksiyalarni uiardan soddaroq 
bo'lgan funksiyalar orqali ifodalash masalalariga bir necha marta duch keldik va 
ulami o'rgandik. Bu sohadagi klassik masalalardan biri -  tiinksiyalarni darajali 
qatorlarga yoyishdan iborat bo'lib, u mazkur kursning 14-bobida batafsil 
o'rganildi.

Agar qaralayotgan funksiyalar davriy funksiyalar bo'lsa, labiiyki ulami 
soddaroq davriy funksiyalar bilan ifodalash lozim bo'ladi. Har bir hadi sodda 
davriy funksiyalar bo'lgan funksional qatorlarni o'rganish murakkab davriy 
funksiyalarni soddaroq davriy funksiyalar bilan ifodalash masalasini hal etishda 
muhim rol o'ynaydi.

l-§. Ba'zi ntuhim tushunchalar
/ “. Funksiyalarni davriy davom ettirish f (x )  funksiya (a. «] yarim interval- 

da berilgan bo'lsin. Bu funksiya yordamida quyidagi
/  (x) = f (x  -  (« -  a)m), x e (a + m ( e  -  a). e  + m ( e  -  a)]

(m = 0. ± 1, ± 2,. ) (20.1)

funksiyani tuzamiz. Ravshanki, endi f  (x) funksiya (-no,+oo) oraliqda berilgan 
va davriy funksiya bo'ladi. (Jning davri T e  = e ~ a  ga teng. Bajarilgan bu 
jarayonni funksiyani davriy davom ettirish deyiladi.

Masalan, (-1 .2 ] oraliqda berilgan f (x )  = x* funksiyani davriy davom 
ettirishdan hosil bo'lgan funksiyaning grafigi 65-chizmada tasvirlangan.

v

f(a  + 0) = I un / ( i) = / ( « )  ,

deyilsa, u holda davom etlirilgan f ( i )  funksiya ( - o o ,+ « )  da uzluksiz bo'ladi.
f(x ) funksiya [a. e) yarim intervalda berilgan bo'lsa uni davriy davom 

ettirish ham vuqoridagi singari bajariladi:
/  (* ) = f (x  -  (e - « ) « ) ,  x e [a + m(e -  o). e + m(e -  a)) (m = fl, ± 1. ± 2,. ) 
Agarda /(* ) funksiya (a. a) da berilgan bo'lsa, uni
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X=(-on,+oo)\{a + m(«-<j):m = 0 . i l .  } to'plamga davriy davom ettirish 
mumkin;

/  ( jt)  = f (x  -  (s -  o)m), x€ (a + m(e- «), a + m(s -  o)) (m = 0, + I, ± 2, ..)
Izoh. f(x ) funksiya [a, «] da berilgan bo'isa, uni (-oc,+ao) ga umuman 

aytganda ikki x il davom ettirish mumkin:

/  ( r )  = f (x  -  (e -  a)m), x 6 (a + (e -  a)m. e + (e -  a)m\, 

f  ' (xr)=  f (x - (e -a \ n ) ,  x e [a +  (e -  a)m, e + (e - a)m)
(m = 0, ± I, ± 2,...).

l-lemma. f(x ) funksiya (a,«] oraliqda integrallanuvchi bo'lsin. U holda f(x ) 

ni ( - oc,+flo) ga davriy davom ettirishdan hosil bo'lgan f '(x )  funksiya ixliyoriy 
(o, a + (e -  a)] da integrallanuvchi bo'ladi va

“  ] } [ (x )d x= ]f(x )d x  n
m m

formula o 'rin li bo'ladi.

◄  Shartga ko'ra f(x ) funksiya (a,«] da integrallanuvchi, f  (x) 
funksiyaning tuzilishiga binoan (qaralsin, (20.1)) uning (a, a + (« -  a)] (V a  e R.) 
da integrallanuvchi bo'lishini topamiz.

Integralning xossasiga ko'ra
£!+(•-ri) a « U + j f l - l )

j  f (x )d x f\ f (x )d x  + \ f(x )d x  + \ f(x )d x  (20.2)
Q  a  a  6

bo'ladi. Ravshanki, V jre (a ,« ] uchun / ' ( * )  = f(x). Demak,

\ f ( f d x  = \f(x)dx.
« «

Endi

\ f(x )&
0

integralda x = y + (e -  a) almashtirishni bajaramiz:

\f(x)dx = \ f (y  + (e-a))dy = \f(y)dy = -\f(y)dy.
• • I •

Natijada (20.2) tenglik ushbua->(*-o) e
1 f (x )d x  = j  f(x)dx
a a

ko'rinishga keladi. ►
Bu lemmadagi (*) formula sodda geometrik ma'noga ega. U 66-chizma 

shtrixlangan yuzalar bir-birigatengligini ifodalaydi.

294

www.ziyouz.com kutubxonasi



2*. Garmonikalar. Ushbu
f ( i ) ~  Asin(ax + P )  (20 3)

funksiyani ko'raylik, bunda A ,a .p  o'zgarmas sonlar. Bu davriy funksiya bo'lib,

uning asosiy davri T -  - -  gatengdir. Haqiqatdan ham, 
a

,| 2n ,
/  h t  + | = A sin

I a

2 n , 
x + —  - /3  

a
= /4j/n[(acc + /3 )+ 2 ff] = /4j/n(ax + /?)= / ( jt).a

Bu
/ ( * ) =  /4 jjn ^a t + p ) 

funksiya garmonika deb ataladi.
Berilgan

f (x )  = A sin(ax + p )
garmonikaning grafigi, y = sinx funksiya grafigini Ox va Oy o qlar bo'yicha 
siqish (cho'zish) hamda Ox o 'q i bo'yicha surish natijasida hosil bo'ladi. Masalan,

f(x )=2sin (2x  + 1)
garmonikaning graiigini yasash jarayoni va uning grafigi 67-chizmada 
tasvirlangan.
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y = 2sm{2x+1)
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Trigonometriyadan ma'lum bo'lgan formuladan foydalanib garmonikani 
quyidagicha yozish mumkun:

f (x )=  Asin(ax + f i)=  A(cosaxsinf) + sinaxcos f i )P )
Agar

AsinP = a , A cos P = 6 
dcb belgilasak, unda garmonika ushbu

f (x )  = acosax + esinax
ko'rinishga keladi.

Ja. Roiakli-uzluksipik va boiakli-differensiaHanuvchilik. f (x )  funksiya 
\a. 0 ] oraliqda berilgan bo'lsin.

Agar [a, k] oraliqni shunday
(u0 k  , . a . )  (a0 = a . a . - * )

bo'laklarga ajratish mumkin bo'lsaki.
([a, e ]=  [a0, a | ] u ( a , , a 2] u  . . .U  [a„ - 1

har bir (ak,akt{) ( A = 0 ,1.....« - l )  da f (x )  funksiya uzluksiz bo'lsa, hamda
x = ak nuqtalarda chekli o'ng / ( a 4 +0) (A = (0 ,1, ... n -  l) )  va chap f (a k-  0)
( *  = (0 .1.....« - 0 )  1 imitlarga ega bo'lsa, u holda f (x )  funksiya [a, e] da bo'lakli-
uzluksiz deh ataladi.

Masalan. ushbu

/W=
jc 3 , agar 0  4 j < 1  hoisa, 
0, agar x = I hoisa, 
-x ,  agar ] < j t < 2  ho'lsa

funksiya [0, 2] oraliqda ho'lakli-uzluksizdir (68-chizma).

68-chizma
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Agar f (x )  funksiya ( - o o ,+ a o )  da berilgan bo'lib. uning islalgan chekli [a , /2 ]  
qismida f l a , / j ] c  ( - cc + a o ))  ba'lakli-uzluksiz bo'lsa, u holda f (x )  funksiya 
(— ao .+ oo ) da bo'lakli-uzluksiz deb ataymiz.

Aytaylik, f (x )  funksiya (fl,e ] da berilgan va ho'lakii-uzluksiz ho'lsin. Ou 

funksiyani (-ao.+ao) ga davriy davom etlirishdan hosil bo'lgan f ‘ (x) funksiya 
( -  ®,+oo) da bo'lakli-uzluksiz bo'ladi

Masalan f (x )  = x ( x e ( - ;r , ;rD  funksiyani (-oo,+-to) ga davriy davom 
ettirishdan hosil bo'lgan funksiyaning grafigi 69-chizmada tasvirlangan.

Endi bo'lakli-differensiallanuvchanlik tushunchasi bilan tanishamiz. 
f (x )  funksiya [a. e] da berilgan bo'lsin.
Agar [a .«] oraliqni \a. e ]=  [a0.a, ] u  [o, ,a2]u  ... U [a,,., ,a„ ] bo'ladigan 

shunday [ao^c,]^ ! o , ]  \am , .a .]  (a„ = a. a . = e) bo'laklarga ajratish mumkin
bo'lsaki, har bir (at .at . ,) da (A = 0,1.....n - l )  funksiya differensiallanuvchi

bo'lsa hamda x = at nuqtalarda chekli o'ng / ( o j+ 0 )  (k = 0,1,...,n - 1) va chap 

f (a k-  0) (k = 0, l,...,n  - 1) hosilalarga ega bo'lsa, u holda f (x )  funksiya [o, «]
da bo'lakli-differensiallanuvchi deb ataladi.

Masalan, ushbu
pr , agar 0 <. x < I bo'lsa, 

f (x )  = • 2 - x . agar I < x < 2 bo' Isa, 
x - 2 . agar 2 < x < 3 bo’ lsa

funksiya [o. 3] da bo'lakli-differensiallanuvchi bo'ladi. (70-chizma)

4
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Agar / ( j r )  funksiya (-<=o,+do) da berilgan bo'lib, uning istalgan chekli 
\a , f i \  ([a ,/? ]c  ( - a o . + o o ) )  qismida bo'lakli-diffcrensiallaruvchi bo'lsa, u hoida 
f { x )  funksiya ( -  o o , + o c )  da bo'lakli-differensiallanuvchi deb ataladi.

/(.x) funksiya (u, e] da berilgan va bo'lakli-differensiallanuvchi bo lsa, uni

( -  n o ,+ o o ) ga davriy davom ettirishdan hosil bo lgan /* ( x )  funksiya (-00 +00) da 
bo'lakli-differensiallanuvchi bo'ladi.

f { x )  funksiya [n ,«] da berilgan bolsin. Agar \a,e\ oraliqni
[a,«] = [^ .a l]u [a ).fl: ]u...u[di._,.(j,l bo'ladigan shunday [q).al l[a l .dI ]  ]a ,.,.a .] 
(a0 =a, a „= « )  bo laklarga ajratish mumkin bo lsaki, har bir {at ,at+1) da 
{k = 0,1.2,...,« - 1) funksiya f '{x r) hosilagaega va bu hosila uzluksiz bo'lsa hamda
jr = o4 nuqtalarda chekli o ng / '( a t +0) (A =0,1.2....n - l )  va chap / '(a A -0 )
{k = 0.1,2.. . ,« -  l) hosilalarga ega bo'lsa, u holda f { x )  funksiya [o,«] da bo'lakli- 
silliq dcb ataladi.

2-§. Furye qatorining la 'r if i
lla r bir hadi

un{x )=  a^cosnx +8„if«nt (« = 0,1,2, ) 
garmonikadan iborat ushbu

a0 + £  (an cosnx + bn sinnx) (20.4)
/1=1

funksional qatomi qaraylik.
Odatda (20.4) qator trigonomelrik qator deb ataladi a0,a |,ff|,a2,«2,... sonlar 

esa trigonometrik qatoming koeffitsientlari deyiladi.
Shunday qilib. trigonomeuik qator garchand funksional qator bo'lsa ham 

(uning har bir hadi muayyan funksiyalar bo'lganligi uchun) o z koeffitsientlari 
aQ,a],e{,a2 ,e2 ,...,an,e .... lar bilan to’ la aniqlanadi.

(20.4) trigonometrik qatoming qismiy yig'indisi
II

coskx + ek srnAx)

trigonometrik ko'phad deb ataladi.
I 1. Furye qatorining ta 'r ifi. f { x )  funksiya [ -  n,7i\ da berilgan va shu 

oraliqda integrallanuvchi bo'lsin. U holda
f{x)cosnx, f{x)sinnx (n = 1,2,3, )

funksiyalar ham. ikkita integrallanuvchi funksiyalar ko'paytmasi sifatida (qaralsin 
l-qism, 9-bob, 7-§) [— zr,?r] da integrallanuvchi bo'ladi. Bu funksiyalar 
intcgrallarini hisoblah, ularni quyidagicha belgilaylik:
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«o =  -  i  f{x)dx,
X „
1 *

a„ = — f f(x)cosnxdx (n = I 2. J. ) (20.5)
x
I *

«„ = — f f(x)sinnxdx (/» *  I 2  3. )
x

Bu sonlardan foydalanib ushbu

T ( j , a:) = —  + £  (an cosnx + e„ s/nnx) (20.6)
2 n=i

trigonometrik qatomi luzamiz.
1-ta’rif. ... koeffitsientlari (20.5) formulalar bilan aniqlangan

(20.6) trigonomeirik qator f (x )  funksiyaning Furye qatori dcb ataladi. 
a0,a| l6l ,a2 ,«2 .-" sonlaresa / ( r )  funksiyaning Furye koeffitsientlari deyiladi.

Demak. berilgan funksiyaning Furye qatori shunday trigonometrik qatorki. 
uning koeffitsientlari shu funksiyaga bog'liq bo'lib, (20.5) formulalar bilan 
aniqlanadi. Shu sababli (20 6 ) qatomi (uning yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi 
bo lishidan qat'iy nazar) ushbu belgi bilan quyidagicha yoziladi:

/( -* )  ~ T(J  Jt) "  + I  (a„cosnx 4 sinnx).
^  f|B|

20.1-misoL Ushbu
/ ( x ) = e m (-x < x < x , a *  0 )

funksiyaning Furye qatori topilsin.
-4(20.5) formuladan foydafanib bu funksiyaning Furye koeffitsientlarini topa-

miz:

<*, = — [e^dx = —  (e”‘ -  e'”  )= — shan.
» . an an

I } _ , 1  acosru + nsir m _a = — le cosnxax • — . -.------ e
n

1 f_

a 4 n'

. _  . , 1 asin/u-ncosnr .
1 e sin nxdx ------------ ----- ------- e

n n a14 »'

( ')" ' - j^ —̂ shan., n a ‘ 4n

= (- !) ” ' -  -shan.

(n = 1,2, 3,...)
(qarang. l-qism. 8-bob. 2 -§).

Demak. berilgan funksiyaning Furye qatori

e ° ‘  -  — ■ 4 £  ( a „  co s  n x  + sn s in  n x ) -

2 xh an [ I ~  (- ] Y . .---------    f X  —1 cos ns -  n sm nx )
n 2a , . !«  *■«

b o 'la d i^ -
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2". Juft va toq funksiyalarning Furye qatorlari. Jull va toq funksiyalarning 
Furye qatorlari birmuncha sodda ko'rinishga cga ba'ladi. H i/ quyida ulami 
keltiramiz.

f (x )  funksiya [- ./r./r] da berilgan ju ft funksiya bo'lsin. U shu [- / r , / r ]  
oraliqda integrallanuvchi bo'lsin. Ravshanki, bu holda f(x)cosnx  ju ft hinksiya, 
f(x)sinnx (#1 = 1.2,3...) esa toq furksiya ho'ladi va ular [ - ; r . j r ]  da 
integrallanuvchi ho ladi

f(s ) funksiyaning Furye kocfTitsientlarini topamiz:

a „  =  — f "  f ( x ) c o s  nxdx  = — lf *  / ( j r ) c o s  nxdx  +  j *  f ( x ) c o s  nxdx =

= — j*  /(x )cos nxdx (n = 0.1.2,3 ..).

s„ = — j*^ / (x )sin nxdx = —1( ’ / ( r ) sin nxdx + (* j(x)sin nxdx |=

= — [ -  j *  f ( x ) s m  nxdx +  j j  f ( x ) s i n  nxdx  ] =  0 (n  = 1 , 2 . 3 ,  )

Demak,jufT f (x )  funksiyaning Furye koeffitsientlari

a„ =  — ( ’ f ( x ) c o s  nxdx (n  =  0 , 1 , 2 .  )
*

*. = 0

(20.7)

(" = 1 . 2 . 3 .  )

bo'lib, Furye qatori esa

/ ( j»)-  f ( / . i )  = ^ L + X fl- cns'“* »«l
bo'ladi.

F.ndi f (x )  funksiya [ -  n.ji\ da berilgan toq funksiya bo lsin va u shu [— zr.zr] 
oraliqda integrallanuvchi bo'lsin. Bu holda f(x)cosnx  toq funksiya, 
f(x)stnnx (n = I, 2,...) csa juft funksiya bo ladi.

Funksiyaning Furye koeffitsientlarini topamiz:

a . = U ‘ f ( x )  cos nxdx  =  —  j f  f ( x  )c o s  nxdx +  (  f ( x )c o s  nxdx  1=
tt ‘ ’ K " '  J" '

i  —  [- £ * / ( . * ) c o s  nxdx  +  j f / ( x ) c o s  nxdx  ] =  0 (n  =  0 . 1 ,2 ,  ),

« . =  —  j " ( f ( x ) s i n  nxdx  =  — [ f  ^ f  ( x  )  stn ttxdx  +  j*  /  ( x  )s in  nxdx  ] =

= — [* f(x)sm nxdx (n = 1,2,...)
*  J*

Demak. toq f (x )  funksiyaning Furye koeffilsientlari 
a „= 0  (n = 01 .2  )

bo'lib. Furye qatori esa

e„  =  — ( *  f ( x ) s m  nxdx (n =  0 , 1 . 2 ,  , . )

/ M ~  T (f ;x )=  f  e„sinnx

(20 8)

bo'ladi.
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20.2-misol. f (x )  = x2 (- n < x < it) funksiyaning Furye qatori yozilsin. 
4  (20.7) formulalardan Foydalanib berilgan funksiyaring Furyc 

koeffilsienllarini topamiz:

fl0 = — \'x2dx = = z 2,
0 * Jo 3

2  r  l  . 2  j j / w / t i l*  4 ,r
a ,  ,=  — z cos nxdx = x ----------------- I Jt ,?/n nxdx -

rr  i r  n  1 n v  *Jt

4
nn

/7 /Iff *

(  co sn xT  r> , i lV, 4 t , .  _ v 
— j| + Joco.r/Utr& = ( - ! ) * —  (« = 1.2.1. )

Deniak / ( jc) =  x1 j uFt funksiyaning Furye qatori ushbu

, n /i .[r ~ —  + ) ( -  IF  — cos /u  = ------ 4i cos
3 -  -2 1/r2 J  cos 2x cos'ix )

= ------ 4 cosx-------- ----- r —— -----
3 { 2“ 3 1 J. 1  n

ko'rinishda bo'ladi ►
20.3-misol. Ushhu

/ ( x) = x [ - J i < x < n \  
toq funksiyaning Furye qatori yozilsin.

■4 (20.8) formulalardan foydaianib berilgan funksiyaning Furye koeffitsient- 
larini topamiz:

« # (  x u n n x d x - — —  jc o s / t d  + — - [  c o s nxdx —
2 "  n n  « n n

-  ^cosnj = ( - l)”* — (#i = l, 2. 3, )
13 n

Demak. f {x )=  x toq funksiyaning Furye qatori quyidagicha ho'ladi:
2 ( sin 2x sin 3x \._____________i_ __..___ _______‘x -  y ( -iy '-s i« n x = 2 l S in x ---------- +

«T, n v 2 3 )
J". [ / . /] oraliqda beritgan funksiyaning Furye qatori / ( jr) funksiya [ - / , / ]  

(/ > 0) da berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi bo'lsin.
Ravshanki. ushbu

*
I = — x

l
(20 9)

deyilsa, (p(l) funksiyani [ - 7 .7 ] da berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi 
bo'lishini ko'rish qiyin emas. Bu <o(f) funksiyaning Furye qatori quyidagicha 
bo'ladi:

almashtirish [—/, / ]  oraliqni [- jr . it ]  oraliqqa o'tkazadi. Agar

/ ( * ) = / f - ' W ( 0

<p{t) -  T(<p. f) = ^  + Y (a. cos M + e» sinnl)
2

bunda,
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*

fl„ = — p (/)co *ntdt (n = 0,1,2,...) , e„ = — f * <p{t)sinntdt (n = 1,2.3, ..).
JT *  k  * 1 *

Yuqoridagi (20.9) (englikni e'tiborga olsak, unda
( n \ a0 '-J' n n 3

tp\ — x \---- - + > ; a„ cosn—x + e„ sinn — x <
l  / J 2 / / ;

bo'lib. uning koelTitsientlari esa

flfl * J jcos xtir (n = 0,1,2. ..),

6n=~^-iq>{~lx ] sinnJ xdx (« = 1.2,3,. )

bo'ladi.
Natijada

y /  \  ao ~ (  f l / r x  . m o t T „ „/(•>f)'  Y  + 1  ^a.  C0S ~ -  + e „ s m —j  j  r20 1 0)

ga ega bo'lamiz, hunda

a.  =-.\' , f { xV o s ^ -d x  (n = 0.1.2 ).
1 1 (20/1)

= j [ ' ,/ U )ttnny  •** (« = 1,2,3,.. )

(20.10) ning o'ng tomonidagi trigonomelrik qatorni [ - / , / ]  da berilgan / ( j f )  ning 
I-'urye qatori deyiladi, (20.1 I) Furye koeffitsientlari dcyiladi.

20.4-misoL Ushbu
/ ( * ) = « '  ( - l< x S l )  

funksiyaning Furye qatori yozilsin.
◄  (20.11) formulalardan foydalanih, berilgan funksiyaning Furyc

koefTitsicntlarini topamiz:
(bunda l - l )

a0= \ \ 'd x  = e ~ e' ' .

a„ = f'(e’ costvadx =
«;rsin nxx+ casnnx

------ -—7-(ecasnn -  e 1 cosn/r)= ( -  l)" ——~ -  (n = 1,2, )
1 + n n I + n n

«„ * j" e* sinn®:fl!x =
sm nnx- nxcasrmx ,

I + n xj - r lennco&nn +  e nncosnn ) -

n n c o sn n / . \ 1)” / , t , e -e  ' ,  >= ., rr^  - g)=T-Vr(e -«)=(-0 ~ m  M -2--)\ + n itl + /n r
1 e ~ * 

i + n 7r*

■ a tl + n ir

1 + n V
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Dcmak. /(» )=e ' ( - l< x < l)  funksiyaning Furye qatori ushhu

. * - e  ' ( -iV? T ( - T  ( - i r 'e ------------+ (? -  e f) — — cos niu. + — —-- nn sm nm
2 I + n‘ x* 1 + n2x 2

ko'rinishda bo 'lad i.^
Izoh. IJshbu

cos nx + e„ sin nx )
2 «=i

trigonomeirik qatoming (-oo.+cc) da berilgan 7n davrli funksiya ekarligmi 
ko'rish qiyin emas:

T (j :x  + 2 n )= T {f;x ).
Agar [ -  n,n \ da berilgan f (x )  funksiyani ( -  oo,+oo) ga davriy davom ettirsak 

(qarang, ushhu bobning l-<j)
/  (jt) = f {x  -  2nm) . x e (-* + 2nm,n + 27im) (m -  0. ± I. + 2,. .) 

u holda, ravshanki, (-oor+co) da

f  (x )~  K /"  ■*)= + f  (oucosnx + eusinnx)
2 ...i

bo'ladi.

3-§. Lemmatar. Dirixle integrali
Funksiyalarni Furye qatoriga yoyish shartlarini aniqlash, yuqorida aytib 

o'tganimizdck, Furye qatorlari nazariyasining muhim masalalaridan biri. Uni hal 
etuvchi Veoremani kellirishdan avval ba'zi b ir faktlarni o'rganamiz.

l". Lemmatar. Quyida keltiriigan lemmalar Furyc qatorlari nazariyasida 
muhim rol o'ynaydi.

2-lemma. [a.e\ oraliqda berilgan va inlegrallanuvchi ixtiyoriy <p(x) 
funksiya uchun

hm j ‘ ip(x)sin pxdx -  0, (20 12)

lim \"ip(x)cos pxdx = 0. (20 13)

bo'ladi.
◄  [a. s] oraliqda biror

/ > = {x0.*i ,x2,...,xb} (n = x0 < x , < x 2 < <x„ = « )
ho'laklashni olaylik. Intcgralning xossasiga ko’ra

. ,

\a<p(x)sinpxdx = £  sin pxdx (20 14)
11 *=o 1

bo'ladi. ^>(x) funksiya [a. e] da chegaralangan. Demak,

•V M *) '- *  6 [**■•**♦,]) (* = 0,1.2, ,n-l)
mavjud. Uni mk bilan belgilaymiz;

mk s i n / ^ x ^ x e ^ x ^ , ] }  (k =0.1,2.....n-l).
Endi (20.14) integralni
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t » I a
j  (p(x)jtin pxdx = 1-1 <p{x)sinpxdx -

(20.15)
-  £  J**'' [<p(x]- mk ].swpxdx + ]Tm, J*‘ 1 sin pxdx = S, + S 2

i -C '* k -0 r‘
ko rinishda yozib, so'ngra har bir

51 = i r  mk 3J'« Pxdx’
Jr=0 *

52 = £>"t j l “ , *inpti&
k-JO '*

qo'shiluvchini baholaymiz.
Agar <p(x) funksiyaning [xt - jr,,.|] ( t  = 0.1,2, . . n - l )  dagi lebranishi 

bo lsa, S, uchun ushbu

lAM *  X  jK < *  = ( ^ i  = •**.! "•*.) (20 16)
1 «  , *-•

(engsizlikka ega bo'lamiz. Shartga ko'ra qi{x) funksiya [o. e] da integrallanuvchi. 
Unda 1 -qism. 9-bob. 5-§ da keltirilgan teoremaga asosan, V £ > 0  olirgarda bam, 
shunday 8 > 0 topiladiki, [<r. «] oraliqning diametri A < 8 bo'lgan har qanday P

ho'laklashi uchun

£<«*A** < -
*=» 0 £

bo'ladi. (20.16) va (20.17) munosaballardan

i- \ l< 2
bo'lishi kelib chiqadi.

n- I

Rndi S2 = J*1'1 sin pxdx y ig 'indini baholaymiz. Ravshanki,

cos pxk -  cos pxk |

(20 17) 

(20 18)

J 1,1 sin pxdsr

Demak, |S2| < — £ |m *| bo'ladi. p ni yetarli katta qilib olish hisobiga 
P *=o

2 V 'i i E
- Z k l < ~
P *=o 2

bo'ladi. Natijada (20.15), (20.18) va (20.19) munosahatlardan yetarli katta p lar

(20.19)

uchun jjq?{x)sin pxdx < f. bo'lishi kelib chiqadi. Demak, 

lim J q>{x)sin pxdx = 0
(20.13) munosabatning o 'rin li bo'lishi xuddi shunga o'xshash ko'rsatiladi. ►
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Xususan, q>(x) funksiya [a, n] nraliqda bo'lakli uziuksiz bci'lsa, uriing uchun 
lemmaning tasdig'i o 'rin li bo'ladi.

l-eslatma. Lemmadagi

A p ) - \ 'M x ) sin pxdx, (p ) = C<p(x)cas pxdx

integrallar, ravshanki, parametrga (p -param etr) bng'liq integrallardir. Ma7kur 
kursning 17-bob, 5-§ ida biz hunday integrallaming lim itin i integral helgisi oslida 
limitga o 'tib  hisoblash haqidagi teoremani isbot qilgan edik. Bu tenrema shartlari 
yuqoridagi integrallar uchun bajarilmaydi (p -+ cc  da integral ostidagi funksiya- 
ning lim iti mavjud emas) va demak, undan foydalana olmaymiz. Shuning uchun 
ham 2-lemma yuqorida alohida ishotlandi. Ikkinchi tomondan lemma paramelrga 
bog'liq integrallaming lim ilin i bevosita. integral belgisi ostida limitga o'tmasdan 
ham, hisoblash mumkin ekanligiga misol bo'ladi.

Yuqoridagi lemma chegaralanmagan funksiyaning hosmas integrali uchun 
ham umumlashtirilishi mumkin

V>(x) funksiya [o. e) yarim irtegralda berilgan. « nuqta shu funksiyaning 
maxsus nuqtasi bo'lsin.

3-lemma. [o, e) da absolyut integrallanuvchi ixtiyoriy <p(x) funksiya uchun 

lim ["tp(x)sin pxdx = 0,

bo'ladi.
◄  Ixtiyoriy i)

lim J‘"(p(x)cos pxdx = 0 

(O < t] < b -a )  olib

(20 20)

<p(x)sin pxdx

integralni quyidagicha yozib

j ’<p(x)sm pxdx = £  11 <p(x)sin pxdx 4 j*  <p(x)s*n Ptd* (20 21)

bu tenglikning o'ng tomonidagi har bir qo'shiluvchini baholaymiz.
Qaralayotgan <p(x) funksiya [a, « -  rj) da integralianuvchi bo'lganligi sababli 

yuqorida keltirilgan 2-lemmaga ko'ra

lim [' ',<p(x)sin pxdx = 0 r *■ la
bo'ladi. Demak, Vz > 0 olganda ham, shunday p0 > Q topiladiki, barcha p> p0 
uchun

|£  " <p(x)sin pxdx̂  (20 22)

bo'ladi.
Shunga ko'ra y(x) funksiya [a. e) da ahsolyut integrallanuvchi. Ta'rifga 

hinoan V c  > 0 olganda ham shunday <5>0 topiladiki, 0 < i j < S  bo'lganda

< — bo'ladi. Demak,
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*  2 '2°  23) 
Yuqoridagi (20.21), (20.22) va (20.23) munosabatlardan yetarli katta p lar 

uchun

stnpxdx <£  bn'lishi kelib chiqadi. Demak, lim ^tp{x)sinpxdx—Q
| * | p—*T. U

(20.20) munosabatning o 'rin li bo'lishi xuddi shunga o'xshash ko'rsatiladi. ►
Isbot etilgan lemmalardan muhim natija kelib chiqadi.
l-natija. oraliqda ho'lakli-uzluksiz yoki shu oraliqda absolyut

integrallanuvchi f {x )  funksiyaning Furye koeffitsientlari n —> oo da nolga 
intiladi:

lim an -  lim — f* f(x)cos nxdx -  0, 

lim eu -  lim — f" f(x)sinnxdx -  0,
II-*03 «-»* Jl * ^

2°. Dirixle integrali. Furye qatorining yaqirlashuvchi ekanini o rganish, bu 
qator qismiy yig 'indilari ketma-ketligining lim itin i aniqlash demakdir. Shu 
maqsadda qator qismiy yig'indisini qulay ko'rinishda yozib olamiz.

/(.») funksiya [- / r . r r )  oraliqda berilgan va absolyut integrallanuvchi (xos 
yoki xosmas ma'noda) bo'lsin. Bu funksiyaning Furye koeffilsientlarini topib,

ak = — f" f(t)coskldt (A = 0.1, 2. ..). 
n ‘ *

« *=  — [" f(t)sinktdt (A: = 1,2,...)
ir 1 *

so'ngra topilgan koeffitsientlar bo'yicha / ( x )  funksiyaning Furye qatorini 
tuzamiz: /{*)~  T ( f -  *) = “  + I ! ( 0a coskx  + ek sinkx).

Endi bu qatoming ushbu
u m

[•'„(/;x) = —  + Y j(ak coskx + ek sinkx)
'  *=i

qismiy yig'indisini olamiz. Bu yig'indidagi ak (A = 0,1.2,...) va ek (* = 1.2_)
larning o'rniga ulaming ifodalarini qo'ysak, u holda

f X f / ( , V , +  X  ' \ ' " f ( t \ c o s k x c o s k t  + s in k ts in k x \ l t .
Ma'lumki,

Demak.

2 /rJ- ” f j * ‘

cos kt cos kx + stn kt sin kx — cos k(t -  x ).

F „ ( f ; * ) = - \ \ f ( < ) — + Y^cosk(t -  x)
2 » i

dt.

Integral ostidagi ifoda uchun quyidagi munosabat o 'rin li:
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. , sir)(ln-  l ) (— -
- + Ycoskit -  * )  = — — ------- —-
2 t\  ,  ■ i - x* 1 2 sin

2
Xaqiqatdan ham.

u2 sm- 
2

1 f I , U ^  , M
“  + > CflJ KU = 5irt — + 7 2 -  C05 A// =
2 I 2 £  2

= j/ f l  - + x  
2

i/'wf A + -1 »  -.?///( k -  -  |u 
l  2J I 2

("  = ' - * )
Bu tenglik yordamida F„(/, x ) y ig ’ indi quyidagicha ifodalanad

< I 'i szn| n + -  |u. 
2 )

siniln + l ) f— -/(/)-------------  ̂ ^
v ’ t -  x

sm
2

(20.24)

(20.24) tenglikning o'ng tomonidagi integral f ( x )  funksiyaning Dirixle intcgrali 
deb ataladi.

Shunday q ilib f ( x )  funksiya Furye qatorining qismiy yig'indisi F „ (f ;x) 
parametrga hog'iiq (20.24) ko'rinishidagi integral (D irixle integrali) dan iborat 
ekan.

f  (x )  funksiya f ( x )  funksiyaning (-oo.+on) ga davriy davomi bo'lsin. 

Binobarin f ' ( x )  funksiya (-oo+oo) da berilgan, 2n davrli [- /r ,+ /r)  da absolyut 
integrallanuvchi funksiyadir. Qulaylik uchun biz quyida f ( x )  funksiyaning 
o'zini ( - ao,+oo) da berilgan, 2n davrli, [~tt.+tr) da absolyut integrallanuvchi 

funksiya deb hisoblaymiz va f  (x )  o'rniga f ( x )  yozib ketaveramiz.
Endi.

. s/«(2« + l)

t -  Xsin------
2

l - x  

2 dt

integralda / = x + u almashtirish qilamiz. Integral ostidagi funksiya davrli funksiya 
bo'lganligi sababli, bu almashtirish natijasida integrallash chegarasi o'zgarmasdan 
qoladi (ushbu bobning l-§ iga qaralsin).

Natija

, j/n (2 fl + l ) U
f.(/. *) = t J* /(* ♦ “V----—— Iju2k ‘ ’  . usm -

2
bo'ladi Bu integralni ushbu
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' „ ( / * ) = 2 n

sin(2n + l ) -  sin(2n + l ) M
\ l  f ( x + « ) - - - - - - - - -  + \ l  f ( x +  " ) - - - - - - — -^duu

sin-
2

ikki qismga ajralib. o ’ng tomondagi birinchi integralda u o'zgaruvchini - u  ga 
aimashtiramiz. U holda

A7«l n + — \u

1 JJ [f (*  + «) + fU  -  «)] V 2 ;  du (20 25)
2 sm - 

2
bo'ladi. Dirixle integrali F „ (f;x )  ning bu ko rinishidan kelgusida loydalaniladi. 

Xususan, f (x )= \  ho'lsa (20.25) munosabatdan
(  I )„  sm\ n+ \u

i = l r  l  v
n-JO du (« = 1,2,3, .) (20.26)

2 sin — 
2

bo'lishi kelib chiqadi. Haqiqatdan ham. hu holda
a0 = 2. =«* = 0  (* = 1,2,3,...)

bo'lib,

bo'ladi.

4-§. Furye qatorining yaqiniashuvchitigi
Endi berilgan f ( x ) funksiya qanday shartlami bajarganda. uning Furye qatori 

yaqinlashuvchi bo'lishini topish bilan shug'ullanamiz.
l". l  okallashtirish prinsipi. Yuqorida keltirilgan Dirixle integrali

J  1 Is/ta n + u

/.(/ * )= -£ !/ (*  * “) ♦ / ( * - “)]— —  2 -~du
2 sin

quyidagi muhim xossaga ega. Ixtiyoriy 6 (0<S<x) sonni oiib, (20.25) integralni 
ikki qismga ajratamiz:

f. ( f x) = - \ ‘0{f(x + u)+ f (*  ~ “ )]-
(  nn \ n + ■ I u

2 sin— 
2

J  I ^« + — lu
+ u)+ / ' ( jc- u ) ]----- ------ Ĵ—du = J f n , S )  + J^ (n .S)+ -\ ;\ f (x + u )+ f (x -u ) ]

2

O'ng tomonidagi ikkinchi
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sim n + — \u
J2(n,S ) = — \"\f(x + u )+ f (x -  «)]----------- ~ J u

lt n -  . u2.54« —
2

integralning n -> ro da lim iti mavjud va nolga teng. Haqiqatdan ham. berilgan 
/( 'x /fu rk s iy a  \ -n ,x ) da va demak [i5,/r)da absolyut integrallanuvchi 
bo’ lganligidan

<p(u) = — {— [j (x  + u) + f ( x - u )]
2 sin - 

2

funksiya ham shu oraliqda absolyut integrallanuvchi bo'ladi (|<?./r) da
u

sin-n
funksiya chegaralangan) va 3-lemmaga asosan 

lim J2(n,S) = lim u)sin\ n + — \udu -  0 
V 2y

Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.
I-teorema. Ushhu

siJ. n + -
Jy(n,S) = - \ S[f (x  + u) + f (x  -  «)]— ------ IL d u

2  sm-2
integralning n > oc dagi lim iti mavjud bo'lgandagina D irixle integralining n - + oo 
dagi lim iti mavjud bo’ !adi va

lim F „ (f.x )=  lim J t(n,S).
f l*4 X  m t x

Ravshanki, J,(n,<j) intcgralda /  funksiyaning [x-<5,x + <j] oraliqdagi 
qiymatlarigina qatnashadi.

Shunday qilib, berilgan f (x )  funksiya Furye qatorining x nuqtada 
yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo'lishi bu (unksiyaning shu nuqta 
( x - J .  x + <5) atrofidaga qiymatlarigagina bog'liq bo'lar ekan. Shuning uchun 
keltiriIgan teorema lokallashtirish prinsipi deb yuritiladi.

Uning mohiyatini quyidagicha ham tushintirish mumkin.
Ikkita turli 2n davrli f (x )  va <p(x) funksiyalaming har biri [ - i t  +x) da 

absolyut integrallanuvchi bo'lsin. Ravshanki, bu funksiyalaming Furye qatorlari 
ham, umuman aytganda. turlicha bo'ladi. B iror x0 e ( -  n,x ) va S (0 < S < x )  
uchun

f ( * )  = <P(x), agar x e [x0-<y,x0 + <5], 
f(x )*p (x ),  agar i e [ - i , x ) l  [xQ-<5,x0 + <5] 

bo'lsa. u holda n->oa da bu funksiyalar Furye qatorlari qismiy yig'indilarining 
x„ nuqtadagi lim itlari yoki bir vaqtda mavjud (bu holda ular bir-biriga teng) 
bo'ladi, yoki ular bir vaqtda mavjud bo'lmaydi.
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Pirovardida, o'quvchilarim iz e'liborini lokallashiirish prinsipining yana bir 
muhim tomoniga jalb qilaylik.

Keltirilgan leoremadan J (n.fi) integralning n —» °o dagi lim iti barcha 
5 (0 < S  < n )  lar uchun hir vaqtda yoki mavjud ho'lishi, yoki mavjud 
bo'lmasligi kelib chiqadi.

2". Furye qaforining yuqinlushuvchiligi.
2-teorema. 2n davrli f (x )  funksiya [-n ,x }  oraliqda bo'lakli-diffcrensialla- 

nuvchi funksiya ho'lsa, u holda hu funksiyaning Furye qatori

^  + S  coskx + ek sinkx)
2 * = 1

f-  x.?t) da yaqinlashuvchi bo'ladi. Uning yig'indisi

T ( j .x )  = —  + f  (ak cos kx + e, sinkx) = / ( *  + 0) + f ( x ~ ° )
2 , , ,  2

hn'ladi. (x e [ -  it,n))
◄  (20.26) tenglikning har ikki tomoni

^  l / ( x  + 0) + f (x  -  0)] 

ga ko'paytirib quyidagini topamiz

j/n f n + -  1«
^  [ / ( jc + 0) + f (x  -  0)] = — J" J  [ /  (x + 0) + f (x  -  0)]'— - ----—  du (20 27)

2 sin -

(20.25) va (20.27) munosabatlardan foydalanib ushbu

K  ( / .  *) - 1~ I fU + 0 ) + / ( *  -  0)]

ayirmani quyidagicha yozish mumkin

~ [/(■* + ° )  + / ( *  ~ 0)]=

( 0sw' n + -  'dt
= -  £  [ / ( *  + «) + f (x  - u ) -  f (x  + 0 ) -  f (x  -  0)]— i ---- U -d u .n  0

Agar

_  , u  2 sm — 
2

( 0n + -  \u
~  \( \f(* + « )“ / ( *  + 0)]—  -----~  du = J u, ( f ,  4
K 2sin—

2
< | \jrn| « + — |u

1 Jo"[/(x -  « ) - /( jc  -  °)1---- ------du = J2„ ( f  :x)
2 sin -
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deb beigilasak. unda

Fnif ■'*)- j \fix + ° ) + A x ~ °)1= x)+ Ji - { /  -*)
bo'ladi.

Endi J j f .  x) va J i„ (f ;x ) lami baholaymiz. Ixtiyoriy 5 (<$<5<n) 
sonni olib J,„(_f * )  ni ikki qismga ajratib yozamiz:

j/n | n + * L
I r - ' r w  r w : + 0)l— ^---- ^ -d u  +f „ ( f : x )  = ^ \ f ( x  + u )~ f (x  + 0)}-

*  J J l / U  +  “ ) ~ / ( • *  * o ) J -

sm,

~ u 2 stn—
2

\ ___2 £ du
2 sin-

(20 2H)

Lokajlashtirish prinspiga asosan

j;«  n + ~ |u
lim -\*s[f (x  + u ) - f { x  + 0)]— -------du = 0

2 sin

bo'ladi. Demak. V f> 0  olinganda ham. shunday n0 = n0(f,ry )e  N topiladiki.
Vn > n0 uchun

1 i*l/(X * ")~ /(* * °)1--- ----- ~  du
2 sm -  

2

(  nsm n + — lu
£< — 
2

(20.29)

bo'ladi.
Endi (20.28) tenglikning o ng tomonidagi birinchi integralni baholaylik. Uni 

5 ni tanlab olish hisobiga yetarlicha kichik qila olishimiz mumkinligini 
ko'rsataylik.

Shartga ko'ra. f ( x )  funksiya [~!r.rr) da bo'lakli-diflerensiallanuvchi, Bino- 
barin. V jr€ [-n -,7 r) nuqtada uning bir tomonli chekli hosilalari, xususan, o'ng 
hosilasi

l,m ^ X + u)- f (x  + ̂  = f ( x  + 0)
< H

mavjud. Demak, shunday <5, > 0 topiladiki 0 < u < <5, ho'lganda

f ( x + u ) - f ( x  + Olj ^ '  (M i= c o m /)

bo'ladi.
Shungdek. shunday 6. >0  topiladiki, 0 <u<S 7 bo'lganda
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u

sin
(M j = consl)

ho'ladi.

Agar <5 = mmlS..S, ,— - - — > dcyilsa, unda ixtiyoriy ne N uchun 
{  ' 2 2 /W,jW2J J J

V
7  {  \---- j//j n + — 'uau <
. u V 2 )CIM - '  '

-J '
n

/ ( x  + u ) -  / ( x  H 0) 1 7 
u

n
/ ( »  +  n ) - / ( i 4  0) 2

r  x 1 '  2
(20 30)

bo'ladi.
Natijada (20.28), (20.29) va (20.30) munosahatlardan V c > 0  olinganda 

ham. shunday n0e N topiladiki, barcha n>n0 uchun \JXm(f .x  )< £  bo'lishi kelib 
chiqadi.

Ikkinchi integral
t  | '

.  sin | n + -  \u
Ju U  x) ~ j | / ( *  » ) - / ( * - 0 H ---- ------ — du

*  0 2 .sin -

ham xuddi shunga o'xshash haholanadi va \JJm(J, x ) < e bo'lishi topiladi. Dcmak. 
Vc > 0 olinganda ham, shunday n0 e N topiladiki, harcha n > n0 uchun

/\,(/.*)-^L/r(* + 0)+/(*-0)j<2z
bo'ladi. Bu esa

lim Fu(f .  x ) = ^ [ / ( x - r 0 ) +  / ( x - 0 ) ]

ckanini bildiradi.
Shunday qilib, f(x ) funsiyaning Furye qatori \-n.n) da yaqinlashuvchi, 

uning yig'indisi T(j.x) esa i [ / ( j  + o )+ /(x -o ) ]  ga teng

7(/,x) = ±  + £(a, cosicx+a, sinfot) = ^ [ / ( x  + 0) + / ( x - 0 ) ] . ^

Ravshanki, teorema shartlarini qanoallantiruvchi f (x )  funsiyaning uzluksiz- 
lik nuqtalarida

y(y ;x ) = / i £ iO ) ± / ( f - o )  = / ( y )

bo'ladi.

u
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x -± n  ho'lganda ushhu bobning l-§ ida aytilgan ushhu 
/ ( j r  + 0 ) = / ( - a  + 0 ) - / ( j r - 0 )  

tengliklar e’tibnrga olinsa, unda
Hm F ( f  jt) -  / ( - «- + 0 ) + / ( - g - 0) = / ( -  + 0)+ f (n  -  0) 
»-*» 2 2

/mt /  ( /  jt) -  + / ( - * + 0) + / ( * - 0 )
» •» ' 2 2

bo’ ladi. Demak,

ya m

lim F„(f ,-n )=  lim F„(f, * )  = - [ / ( - /r + 0 ) + / ( / r  -  0)]
JP—»3D J I-4 V  ^

rl/ .-*)* r(/. t ) = -  (/(- » + o )+/ (* - o)]

(x e  [ - * . * ] )

(xe[-« .n-J)

/ co.s2 jc co s3jc 'l

+ — - j -

ho'ladi.
2-natija . Agar 2 n  davrli f ( x )  funksiya [ - j i . j t ]  da uzluksiz, bo'lakli- 

differensiallanuvchi va /( -« ■ ) = / ( * )  bo'lsa, bu funksiyaning Furye qatori 
[ -  da yaqinlashuvchi, yig'indisi 

; * )= / { * )
bo'ladi.

20.5- misot. Ushbu

/ M = * 2
funksiyani Furye qatoriga yoyiisin.

<  Ma lumki;

i x 1 ,v» 4 . * '  -l coszX ---------- +  )  I — 1 r  —-  cos kx = ----------- +  cos  x  -  COS •-------r -
3 * 2 3 \  2-

Ravshanki, x1 funksiya [ - j t j t ]  da oraliqda 2-natijanirg shartlarini 
qanoallantiradi. Shu natijaga ko'ra. [— zr,7r] da uning Furye qatori yaqinlashuvchi. 
yig'indisi esa x 2 ga Leng bo'ladi.

> jt '  ‘  . ^ 4  i r 1 f  cos2 x cos3x )
x = -  + X ( - l )  — coskx = —  -4^cosx-cos—^ -  + —- i----- I

( x e [ - f f , f f ] )  ►
20.6- misot. Ushbu

f ( x )  =  co sa x  (0 <  a  <  I ) 

funksiyani Furye qatoriga yoyilsin.
<  Furye koeffitsientlari

2 r* sinaji
a„ =  — I cos axax  =  2 --------------.

j t  J 0  a n

a. = — [ " cosaxcosnxdx = — f  (cos{a + n)x + cos(a -  n )r)tir = ( - 1 / sman
n*> n™ a~ - r r  n

(n = 1,2.3...), 
e „= 0  (« = 1,2,3.. )
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bo'ladi. Demak. berilgan funksiyaning Furye qalori
sinax 2 asinaji £  { - lV  .

cosax----------- + ------ - > ——-coskx
an n

bo'ladi. Agar bu f { x )  = cosax funksiya 2-natijaning shartlami bajarishini e'tibor- 
ga olsak, unda

sinan lasinan £  ( - t)'*cos ax = ----------+ ---------------- 2. ------ =
an n „ .| a~ -  k"

bo'lishini topamiz.
Keyingi tenglikdan x = 0 deyilsa

-coskx

\ = ( - • r-  + 2 <»V. . ,a ^ a ' - k 1
ya m

inan a \a + k a - k f
kelih chiqadi. ►

20.7-misot. Quyidagi
, , J-x.  agar -n < x < 0 bo'tsa,

|0 , agar 0 < jr < f f  bo'lsa 
funksiya Furye qatoriga yoyilsin.

■ 4 Bu funksiya yuqoridagi 2-teorema shartini qanoatlantirishini ko'rish qiyin 
emas.

Bcrilgan funksiyaning Furye koeffitsientlarini topib, Furye qatorini yozamiz:

= * J \  / ( *
I

a. = — i" f(x)cos kxdx = -  — f° J< cos kxdx = — —xsin kx

+ fu sin kxdx = —!-  (fos kn -  cos 0) = —!— ((- l)* - l) 
>” s-  k'n + «■ ’kn 

Dcmak.
k' n

( — , agar k loq son bo'lsa, 
ai ~ ) k  n agar j( juft son bo'lsa.

Erdi e4 koeffitsientlarini hisoblaymiz:

— f  f(x)sinkxdx=  * 1° jcsinkxdx = —
* «*■' W xl ' x k

I iO coskx , coskn ( - ) ) *  —  I -------- dx = ---------- =
n ̂  ’ k k k

Shunday qilib, i e ( -  n,n)  uchun
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w  — = /(« > .4 fl-t , i ( 2 * - ] f  *
jc = da esa

7 U . - * ) = r ( / . * )
o + » »

2 2
bo’ la d i>

20. ft-misol. Ushbu
. , j l  , agar -jt < jc < 0 bo'ha,

(-1, agar 0<x<xbo 'lsa  

funksiya Furye qatoriga yoyilsin.
4Bu funksiya yuqoridagi teoremaning shartlarini qanoatlantiradi. Berilgan 

funksiyaning Furye koeffitsientlarini hisobiab, uning Furyeqatorini topamiz:

a° * 1j t  ’  n ’  n m

a„= — \’  f(x\cosnxdx- — \ cosnxdx-  — cosnxdx = 0 (n = 1,2,3, ..), 
n 1 * n ’  " n J0

«„ = — l '  f{x)sinnxdx = — (° sinnxdx — \’ sinnxdx = 
n * n '  x n

(cosO-cos mr) + —  (cos nn -  cosO) = (cos mr -  cos 0) = —  {(-1 )T -  11

0 . agar n ju fl sor bo'lsa.

nn 
Demak.

nn nx

—  , agar n loq son bo'lsa. 
nir

Shunday qilib, berilgan f (x )  funksiyaning Furye qatori

 ̂ 4 is in ( 2 «  l)x 4 ( sinlx sinSx ) 
, x) = —  >. — - ...... — = — | smx + ---------+ ---------+ ...T (f.x ,

2#i -1
bo'ladi va uning yig'indisi

f(x\

*\ J

T (f;x )=

agar x e ( -  n, n ) \ {O},
/ ( - 0 ) + / ( 0 ) _  ! + ( - ) ), 2 2

/ ( - « - - o ) + / ( - « - + o )

■ = 0 agar x = 0 

0 agar x = - n

f ( n  0)+ f ( n  + 0)
------- ——----------  = 0 agar x - n

bo'ladi. 71-chizmada f (x )  funksiyaning va uning Furye qatorining va qismiy 
yig'indilari tasvirlangan.
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5-§. Qismiy yig'indilarning hir ekstremalxossasL 
Bessel lengsizligi

/{ * )  funksiya [a.e] oraliqda berilgan. Bu funksiya va uning kvadrati ham shu 
oraliqda integrallanuvchi bo'lsin. Odalda bunday funksiyalar kvadrati bilan integ- 
rallanuvchi deb ataladi.

Agar f {x )  funksiya [a, e] da kvadrati bilan integrallanuvchi bo'lsa, u shu 
oraliqda absolyut integrallanuvchi bo'ladi. Haqiqatdan ham, ushbu

+/-w)
tcngsiziikdan foydalanib

ning mavjud bn'lishini topamiz Bu esa / ( x )  funksiyaning [u,e] da absolyut in- 
tegrallanuvchi ekanini bildiradi.

Ammo f ( x )  funksiyaning absolyut integrallanuvchi bo'lishidan. uning 
kvadrati bilan integrallanuvchi bo'lishi har doim kelib chiqavermaydi.

Masalan, ushbu

/( * )= -7 =■Jx
funksiya (o.lj da integrallanuvchi, lekin

x
funksiya esa (0, l] da integrallanuvchi emas (qaralsin, 16-bob, 5-§).

Demak, kvadrati bilan integrallanuvchi funksiyalar to'plami. ahsolyul integ- 
rallanuvchi funksiyalar to'plamining qismi bo'ladi.

f ( x )  funksiya \-7t,n] da kvadrati bilan integrallanuvchi funksiya, 7j,(jr)
darajasi n dan katta bo'lmagan trigonometrik ko'phad bo lsin:

Tn(x) —  + £  (ak cos kx + pk sin kx). 
2
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Ravshanki, bunday ko'phadlar ham [ -  n,n\ da kvadrali bilan integrallanuvchi 
bo'ladilar. Koshi-Bunyakovskiy tcngsizligidan

f . [ / t J t ) - r .U ) F *  (20.31)
integralning ham mavjudligi kelib chiqadi. Ru integral muayyan f (x )  da

larga bog'liq:

J = J (a 0,at ,fa,a2.02 a„ /?. )=  / , ( * ) F dx.

Endi quyidagi masalani qaraylik. Shu koeffsientlar qanday tanlab olingandan 
,/ cng kichik qiymatga ega bo'ladi? Bu masalani hal etish uchun yuqoridagi 
(20.31) integralni hisoblaylik:

] [ f (* > -T J x jY < k =  ] f ( x ) c t x - 2 ] f ( x ) T n(x )d x + ] T 2(x)dx (20.32)
9  - f  f  f

/ ( jc) funksiya Furye koeffsientlari uchun

a0 = -  [ f{x)dx,
* - •
I •

<j. = — [ f{x)coskxdx ( i  = 1,2, . )

I *
= — [ f{x)sinkxdx {k -  1,2,.. )

n .
formulalardan foydalansak,

f  = f  ~  4 X ( ° .  coskx + pk sinkx)4
l 2 r.,

ax = -^ a nn +

Y.{u,atn * #/»,*)=*■
. L ..1 .

(20.33)

bo'ladi.
Agar

J cos kxdx = |  sin xdx = 0. f  cos kx sm kxdx = 0

|  sin2/brrir = f cos2 kxdx = n
9  - 9

ekanini e'tiborga olsak, u holda

f r.:(TVir=j Un "
—- + £ (a ,  cosx + Pk sinkx)
2 i= i

dx = n
4 . = i

(20 34)

bo'ladi. Yuqoridagi (20.32), (20.33). (20.34) tengliklardan foydalanib quyidagini 
topamiz:
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i i/w-^oor = i z2̂ )^-2* —
-, ,  i z *=■ *=i

^ A=l ft-l
= } / * ( * ) * - * '

/7 •  *

*s1 *=)

+ J l
(« o - q 0)2

2 4-1
Bu tengjikdan ko rinadiki,

+ Z(«* - ak f  + Z(A - h f

j [ / W - r . ( x ) f ^

inlegral
ao = «0.
aj, = ak, (* = 1.2.3. ,*j )

8k = £,
bolgandagina o'zining cng kichik qiymaiiga erishadi va u qiymat

f ' , / J( * V * - *
•  * i

ho'ladi, ya’ ni:

m,n r, i/w - z. (* )r =r. / J (*)* - k«<. a,./? ,....J--*

• II

^ m m * ;
*=1 * - l

Shunday qilih quyidagi teoremani isbotladik.
3-teorema. / ( x) funksiya [— ] da kvadrati bilan integrallanuvchi bo'lsin.

Darajasi n dan katla bo'lmagan barcha trigonometrik ko'phadlar }7'„(^)} ichida 
ushbu

j ' „ [ / ( * ) - / , ( * ) r< &
inlegralga eng kichik qiymat beruvchi ko phad f { x ) funksiya Furye qatorining 
n— qismiy y ig ’ indisi bo’ ladi:

m o J - '( / ( * ) -  = / - ( / ' * ) )  ^

= f * , / 2 ( * ) * - « ■

(20.35;

+ i > M ' h ’ '
-  A-l * = J

3-natija. Agar / ( jc) funksiya da kvadrati bilan integrallanuvchi
bo'lsa, u holda bu funksiyaning Furye koeffsientlari kvadratlaridan tuzilgan:

I « 2 .  I > *
*=i

qatorlar yaqinlashuvchi bo'ladi va quyidagi tengsizlik o 'rin lid ir:

2 *=i *=i x
(20 36)
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M (20.35) munosabatdan

\ \ n x )d x -n  >o
-  =1 Ir =1

ya'ni, V« uchun
‘ J_

t, | K ‘
bo'ladi. Ru erda n ni cheksizlikka intiltirib , keltirilgan natijani va tengsizlikni 
hosil qilamiz.

(20.36) tengsizlik Bessel tengsizligi deb ataladi.

Z 1 .1 ■ ■ •

6-§. Yaqinlashuvchi Furye qatoriyig'indisining 
funksional xossalari

Riz mazkur kursning 14-bobida yaqinlasbuvchi funsional qatorlar 
yig'indisining funksional xossalarini balafsil o'rgandik. Ravshanki, berilgan 
funksiyaning Furye qatori funksional qatorlarning hususiy holidir. Binobarin, 
tegishli shartlarda Furye qatorlari yig 'ind ilari ham 14-bobda keltirilgan xossalarga 
ega bo'ladi. Quyida ulami isbotsiz. keltiramiz.

f { x )  furtksiya [ -  n,n]  da berilgan va uning Furye qatori

T{f :  x) = + i { a n cosnx + en sin nx)
2 «=i

(20 37)

[— zr,zr] da yaqinlashuvchi ho'ladi.
/*. Furye qatoriari yig'indisining uzluksizligi. Agar (20.37) qator [ n,n\ 

da tekis yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda bu qatotning T{ f : x )  y ig 'indisi [ rr.tr] 
oraliqda uzluksiz fiinksiya bo'ladi.

f .  Furye qatorini hadma-had integrallosh. Agar (20.37) qalor [ - n :n\ da 
kis yaqinlashuvchi bc'lsa. u holda (20.37) qator hadlarining integrallaridan 
izilgan.

cos nxdx + e„ \“smnxdx̂ \=

= * ( • - » ) + t f - .
*- »1V

smne -  sinna cos na -  cos ne  ̂

« )
qator {- n < a < e i  n) ham yaqinlashuvchi bo'ladi va uning yig' indisi

\T{f:x)dx

ga teng ho'ladi, ya'ni
*  • | •
| T {f  : x)dx = \ —  + i { a mcosnx + ensinnx)

I
M *  I

2

\{an cos nx + en sin nx)dx

dx =
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i" .  Furye qutorini hadma-had dijjerensiallash. Agar (20.37) qator har bir 
hadining hosilalaridan tuzilgan

Z  (~ sinnx + nsn cosnx)
n -I

qator [ -  «■. + n ]  da tekis yaqinlashuvchi ho'lsa. u holda berilgan Furye qatorining 
yig'indisi T { f ; r )  shu [ -  n, + n ] da T '( f : Jf) hosilaga ega va

T '( f : j ) = £  (~ na„ sinnx + ne„ cos nx)
n - l

bo'ladi
Shunday qilih, umumiy holdagidek f (x )  funksiya Furye qatori yig'indisining 

funksioral xossalarini o'rganishda Furyc qatorining tekis yaqinlashuvchi bo'lishi 
muhim ro 'l o'ynayapti. Binobarin, Furye qatorining tekis yaqinlashuvchi 
bo'lishini ta'minlaydigan shartlarini aniqlash lozim bo'ladi.

4-teorema. Furye qatorininf> tekis yaqiniashishi. f (x )  furksiya \- rt, + n] 
oraliqda berilgan, uzluksiz hamda f ( - x ) =  f (n )  bo lsin. Agar bu funksiya 
[~n, + n] oraliqda bo lakli -  silliq bo'lsa. u holda f (x )  funksiyaning Furye 
qatori

T (f.  Jr)= + 1  (o„ cos nx + e„ sinnx)
2 1

[ -  n. + n] oraliqda tckis yaqinlashuvchi bo'ladi.
4 Berilgan f (x )  funksiya Furye qatorining harbir

u „(x )=  ancosnx + e„ sinnx (n = I. 2, 3,. )
hadi uchun

(*)| = Pn ™s nx + en sinnx\ < \a,\ + 1«„| (n = 1,2,3, ...)
bo'ladi.

Endi

=  n =  I

qatoming yaqinlashuvchi bo'lishini ko'rsatamiz.
Furye koeffitsientlari

an = — f f(x)cosnxdx, e„ = — j f(x)sinnxdx 
n \ n „n n

ni qaraylik.
Bo'laklab integrallasb qoidasiga ko'ra

-  -  J f\x)d\ —  = - / ( * ) ■  - sinnx\ -  
^ * \   ̂ M

| • 1 | *
-------- f  f ’(x )s\nnxdx  -----------------f /'(x)sin radx,

n n  \  n  ti \
(20 m
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- J — /(xj'cmnfj' 4 * *= -
n \  \  n ) n n 9 nn \

- - ( - i r l / ( * ) * / ( ' * ) 1 *  ~  ' \ j ( x ) i o s n u t x  nn nn '
Agar / ( -  x ) = f (n )  shartni e:tiborga olsak, u holda

a„ = -— -  f /'(jr)co.5nx<ir 
"  i r - „

bo'ladi.
f '(x )  ning Furye koeffitsicntlarini a'„ va «’ desak:

o„ = — f /'( jr )c o iru d lt , en = — f f'(x)sinnxdx ,

u holda (20.38) va (20.39) munosabatlarga ko'ra
1 .

(20.39)

bo'ladi. Natijada

bo'ladi.
Agar

a„-=— e^, c„ = — a'„ (« = 1.2,3....) 
n n

M + H = - ( k i + k i )n

-K l+Ki)=-K!+"KN (̂°»3 +-r ]+';(ê  + -T)= (̂<,»2 +<:)+-rn n n 2\ n )  2\ n )  2 n

bolish in i hisobga olsak, unda ushbu

1°» I + l«n| ̂  r ia'n + 8»2 )+ “T (20 40>2 n
tengsizlikka ega bo'lamiz.

Shartga ko'ra f (x )  funksiya bo'lakli-uzluksizdir. Binobarin. u kvadrati bilan 
integrallanuvchidir. Shuning uchun bu funksiyaning a'„,e'„ Furye koeffitsientlari 
Bessel tengsizligini qanoatlantiradi, ya'ni

2 j»=i n _M
bo'ladi. Demak.

 ̂ *-\
qator yaqinlashuvchi Unda yaqinlashuvchi qatorlaming xossalariga ko’ ra ushbuiUk+«;’)+A (20.^ 1)

/i-il 2 n
qator ham yaqinlashuvchi bo'ladi.

Yuqorida keltirilgan (20.40) tengsizlikka muvofiq
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iW * K i )•■.i
qaloming har bir hadi (20.41) qatorning mos hadidan katta cmas.

Taqqoslash teoremasiga ko'ra (qaralsin. l-tom. 2-hob, 8-§) (20.39) qator 
yaqinlashuvcHi. demak.

W - i W - M* • • 1
qalor yaqinlashuvchi boTadi.

Veyershtrass alomatidan (14-bob, 2-§) foydalanib, Furye qatorining 
[ -  k , + k ] da tekis yaqinlashuvchi bo'lishini topamiz. ►

7-§. Funkaiyalarni tri/>onametrik 
ko 'phad hilan vaqintashtirish

Feyer yig'indisi. f (x )  funksiya [ -  n. + n\ oraliqda berilgan va uzluksiz 
bo'lsin Bu funksiya Furye qatorining qismiy yigTndisi

FM  X)=  + Z cox lcx + f,i sinbc)
2 4=1

dan foydalanib. ushbu

0n( f '* )= -\ F o ( f  * ) * Fx (f * )+  + F„ M ;x )\ , F M - X) = ~  (2042)
n 2

yig 'ind in i tuzamiz. Odatda (20.42) yig 'ind i f(x) funksiyaning Feyer yig'indisi deb
ataladi.

/ ( .t) funksiyaning Feyer yig'indisi <rn( / ,  * )  trigonometrik ko'phad bo'ladi. 
Haqiqatdan ham, Furye qatori qismiy yig'indilarining ifodalari

h i f

F\(f • * )  = ■" + a\ c o s x  + e , s i n x .

f 2 ( / ,  x) = — + o, cos x + «, sin x + a2 cos 2x + e2 sin 2x,

F„^( f  * ) =  — + a, cosx + a, sinx + ... + a„_, cos(n -  l)*  + e „ sin(n -  l)x

ga ko'ra

a

a / , \ i 1 ., ( / ,  * l=  -  + a.casx + — e,sinx,
2V ’ 2 2 ' 2 1

2 2 . 1  ,  1 . _
+ ~ a, cosx ♦ —6, sinx + -a>cos2x + -e ,  sin2x. 

3 3 1 3 2 3 2
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\ a0 n - i  n - 1 I /  , \
a„\j Jt;= — + ------atcosx + -------elsinx+ + — an .c o i(n - lh t  +

2 / i  n n

+  sin(n -  l ) x  =  ^  +  £  f —— - a k coskx + n -  k
1,  ak sinkx

n 2 n n )
bo'ladi.

Agar 3-§ da keltirilgan ushbu tenglik
f „ ( l , x ) = l  (/,=  1.2.3 .) 

ni e'tiborga olsak, unda (20.42) dan
® ,(l . • * ) “ ! (2043)

bo'lishi kelib chiqadi.
(20.42) munosabatdagi Fk( f , x )  (k = 0 ,1, 2. . n -  l)  ning o'miga uning 

ifodasi

Fk ( f  • * ) = - ]  1/(* + " )+ / ( * -  « ) ]------ ----- du
n  n 2 s in -

2

. 2k + \ 
stn------------- u

o

ni qo'yib quyidagini topamiz:

1 n-l f*
° . ( /  Jt)3 —  Z U ( / ( * + « ) + / ( * - " ) ]

2* + l 
J / f l------- w

— du
'1*4.0 o

'
2sin-

2nrr{
f (x  + u)+ f ( x - u )^ i
--- ----------------------X sin(2k + i ) i p “ °

i-0 +

.n/i/ i , 0
rf/.

Integral ostidagi yig 'indi uchun
i j / j ! n/

^s in (2 k  +  l ) (  =  - 
*-o -s<«/

munosabat o 'rin li. Haqiqatdan ham,
«-l U-l

s in t^ s in (2 k  +  \ )f =  +  \)t =
*=0 4=0

w - l  1 |

=  ( c o r 2 i /  - c o s ( 2 A  +  2 ) / ] =  - ( l  -  c o j 2 / i / )  =  sin2 n l .
*=o2 2

Natijada / ( * )  funksiyaning Feyer yig 'indisi ushbu

.(/■  I ) = - - J( / ( -*  + 2 i) + / ( * -2 / ) f— -1
/iir J \  si/,1 ^

(20 44)
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ko'rinishni oladi. Bu va yuqoridagi (20.43) tenglikdan

(20 4St

bo'lishi kelib chiqadi.
S-teorema (Feyer teoremasi). f ( : r) funksiya [— ?r. -t- tt] oraliqda herilgan. 

uzluksiz va / ( -  /r) = f (n ) bo'lsin. U holda
lim sup \on(f .  J t ) -  f(x\  = 0

£ x < »

bo'ladi.
< (20.45) tenglikning har ikki tomonini f ( x ) ga ko'paytirsak, u holda

r\jt ' 1o V smt )
ho'ladi. Ru va (20.44) munosabatdan foydalanib, ushbuni topamiz:

<rJj. * ) - / ( * ) =  —  } [ / ( *  + 2 / ) + / ( j r - 2 / ) - 2 / ( x ) f ^ l  dt. (20 46)
n n  g \  s m t  j

Modomiki, shartga ko'ra / ( x )  funksiya [ -  n. + n] da uzluksiz ckan, u Kanlor 
teoremasiga binoan lckis uzluksiz bo'ladi. Dcmak. V o O  olinganda ham, 
shunday rf = tV(c)>0 topiladiki, \x-x\<25  lengsizlikni qanoatlantiruvchi 
Vx ',z ‘ g [ -  n. + x ] uchun !/(x')-/(x*)<f (20.47)

bo'ladi. Shu topilgan 5 sonni olih (uni /V < — hisohlash mumkin), (20.46) 

inlegralni ikki qismga ajratamiz:
aSj'- * ) -  f ( x )=  J ,(«■<?)+ Ji (n' rf)

bunda

J,(n: S )=  — }  [f (x  + 2/)+ f (x  -  21 ) - l f ( x ) \ — 1 dt, 
nn J, \ sint J

J2(n: « ) = - - ] [ / ( * +  2t)+ f ( x -  2 t ) -7 f (x ) iS— '\ dt.nn s \  sm t j
Endi Jt(n, S) va J2(n,S) integrallarni baholaymiz. Yuqoridagi (20.47) 

munosahatni e'tiborga olib quyidagini topamiz:K(n,5} < -i-J|/(x + 2/)- /(xj+j/(x-20 - / ( 4 ^  d, <
nn q \  sint j

w

< J _  r f  £ + i Y  ™ * T  dt —  r f  ™ * T « *  = - .
n /rU 2  2 A  smt j stnt J 2
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uchur J,[n. 6\<— bn'ladi.
2

Endi J2(n,S) integralni baholaymiz.
• •

|7,(« —  j | / ( *  + 2 /)+ /(x  + 2 / ) 2 / ( j r ] f — j , 4 - L  ' dt
nic • sin / J n it ^  sin / J

bunda M = max / ( j r l .  Ravshanki,

Demak. V c > 0  olinganda ham, shunday <5 > 0 topiladiki, barcha n e  N lar

I e s A
2

, fsinnlY  I
(d > 0) da , -------| S — —-

V. sini )  sin3 S

bo'ladi. Nalijada J2(n,S) uchun ushbu |J2(n ,/f) < — • —I 4A/ 7i 2M

bahoga ega boMamiz. Agar natural n sonni n> nc = 

[o] - a  sonini butun qismi), unda

nir sit? 8 2 nsin2S 

^  1 qilib olinsa (bunda
f .s in : S

 ̂^  < ~  va, demak, \J2(n, <5)| < — bo'ladi
n sin'S 2 " 2

Shunday qilib, V£ > 0 olinganda ham shunday <5 = (5 (f)> 0  topiladiki,

'in e N  uchun |./l(n.<5)|<^ bo'ladi. Va shu s > 0 va <5 = <5(t)>0 larga ko'ra

shunday «c topiladiki. V / i> n 0 uchun l72(n.<5)]<-L bo'ladi.

Bu tasdiqlarni birlashtirsak. V £ > 0  uchun shunday nDe N  topiladiki. 
Vn >  n „ , Vx e [ -  j i ,  j i \ uchun jct„ ( / .  jc) -  / ( jc)  <  s  bo'ladi.

Demak. lim sup \o,(_f: z ) - / ( jt)| <  f  .►

Natijada. funksiyani trigonometrik ko'phad hilan yaqinlashtirish haqidagi 
quyidagi teoremaga kelamiz.

6-teoremti (Veyershtrass teoremasi). Agar f (x )  funksiya [ -  / r  + ir] da 

berilgan, uzluksiz va / ( - tt)~  f(>r) bo'lsa, u holda shunday 3 ,(x )  trigonometrik 
ko'phad topiladi,

lim sup | 5 „ ( * ) -  /( - * )  -  0ttwxt
bo'ladi.

8-§. O'rtacha yaqinlashish. Furye qalorining 
o 'rlacha yaqinlashishi

Funksional kctma-ketlik va qatorlarda tekis yaqinlashish tushunchasi bilan bir 
qatorda, undan umumiyroq o'rtacha yaqinlashish tushunchasi ham kiritiladi.

/*. O'rtachayaqinlashish. [o .«] oraliqda biror { / ,( * ) } :

/ ( 4 / 2W - / „ W (20.48)
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('unksional kclma-kellik va f (x )  funksiya berilgan bo lib, / „ ( i )  (n = 1, 2.3, ) 
hamda f (x )  larshu oraliqda kvadrati bilan itegrallanuvchi bo'lsin.

2-ta'rif. Agar

fU )^dx  = 0
m

bo'lsa, (2048) funksional kctma-kctlik f (x )  funksiyaga [tj. e] da o'rtacha 
yaqinlashadi dcb aytiladi.

Masalan, ushbu { / , ( * ) }  = (*"}:

x.x2.....jc" .  (jc e [0. lj)
funksional ketma-kctlik

,/ \ _ |0 , agar, x e [0 ,1) ho' Isa.
^ X* {  I, agar. x = \ bo'lsa 

funksiyaga [O. l] da o'rtacha yaqinlashadi. chunki

JLf,Xx)~  /( -* )F dx = \(x" -a fd x *  \x^dx = —!—
0 0 0 *  I

va demak.

lim [ (x" -  o)2 t it  = 0 
H "*x 0

7-teorema. Agar (20.48) funksional kctma-kctlik f (x )  ga [a, e] da tekis 
yaqinlashsa, shu (20.48) ketma-ketlik f (x )  ga [ci. e] da o'rtacha yaqinlashadi.

■ 4 (20.48) ketma-kctlik f (x )  tekis yaqinlashsin.
Ta'rifga binoan. Vc > 0 olinganda ham shunday /?0 e N topiladiki, Vn > n0 

va Vjt e [a, e] uchun bir yo’ la

ho'ladi. Dcmak, Vr* > n0 uchun

\ \ [/ .(* )-/ (* )f s  f I / , ( j f ) -  f (x  fd x  < ]  —  dx = £
\€-Q

bo'ladi. Ru esa

j l / . ( * ) - / ( * ) F < f r  * o• M

ckanini bildiradi. Demak, ( / , ( * ) }  kelma-kellik f (x )  funksiyaga \a, «] dao rlacha 
yaqinlashadi. ►

2-eslatmn. Funksional ketma-ketlikning [o ,fl] da o'rtacha yaqinlashishidan, 
uning shu oraliqda tckis yaqinlashishi har doim kelib chiqavermaydi. Masalan. 
yuqorida ko'rdikki { / „ ( ji)}=  {x” ) ketma-ketlik

w \_J 0 ,  agar. x e [o .  \)bo'lsa,
J ' X'  1 1, agar, x -  I bo'lsa
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funksiyaga [O, l) da o'rtacha yaqinlashadi. Biroq hu funksional kelma-kellik shu 
/ ( x )  funksiyaga [o , l )  da tekis yaqinlashmaydi (qaralsin, 14-boh,

Yuqorida kcltirilgan teorema va eslatma funksional ketma-ketliklarda 
o'rtacha yaqinlashish tekis yaqinlashish tushunchasiga qaraganda kengroq 
tushuncha ekanini ko'rsatadi.

Funksional qatorlarda ham o rtacha yaqinlashish lushunchasi shunga 
o'xshash kiritiladi.

)a. e] oraliqda

S u.(jr)=*< ( * ) - “ i(rr)+ +u1(x)-t . (20 49)
4-1

funksional qator berilgan bo lsin Bu qator qismiy yig 'indilari 

S. (*) = Z  “ .(-*)= Wl (-»)+«! (J)+ + "„(*)

dan iborat [S„(x)} funksional ketma-ketlikni qaraylik.
3-ta’ri/. Agar

/tm j [5 „ ( x ) -S (x ) f r tx  = 0
#

bo'lsa, (20.49) funksional qator 5 (x ) funksiyaga [a. s] da o'rtacha yaqinlashadi 
deb ataladi.

2*. Furye qatorining o'rtachayaqiniashishi. f (x )  funksiya [-zr, + rr] da be- 
rilgan, T ( f  ; x) esa uning Furye qatori

r (f ;x )-- —51 + £(<j, coskx + et s/nttx)
2 i i

bo'lsin.
S-teorema. Agar / ( x )  funksiya [ -  tr, + tt\ oraliqda uzluksiz va 

/ ( - » ) =  f (t t )  bo'lsa, uning Furye qatori [-tr. + ;r] da / ( x )  ga o'rtacha yaqinla- 
shadi.

^Shartga ko'ra f (x )  funksiya [-n-. + rr] da uzluksiz va f ( - t r )  = f (t t ).  U 
holda ushbu bobning 7-tj ida keltirilgan Veyershtrass leoremasmga asosan. Vc > 0 
olinganda ham, shunday Irigonometrik ko'phad 3 „(x ) topiladiki, V x e [ - / r ,  + s ]  
uchun

bo'ladi. Bu tengsizlikdan foydaianib,

j [ / M - 3 „ ( x ) f < i r < ^ -  \dx = e

bo'lishini topamiz.
Ma'lumki. f (x )  funksiya Furyc qatorining qismiy yig'indisi

\ { f (x )-F „ (f  Jt)Fdx = min j [ / ( x ) - / , ( x ) F dx

(20 50)

F„(f ; x ) uchun 

(20 51)
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ho'liidi (qaralsin, 5-§). Demak, (20 50) va (20.51) munosahatlarga ko'ra

J[y(-*)- /■'»(/■ *)ldx <. J [ / ( ^ ) - 7 ' „ ( i ) f c ( I  <E (Vx € [ - ^ , ^ D  
• • 

ho laili Bu esa

lim J [ / ( j i) -  / - '„ ( / .  x)fdx = 0
• ♦ m ■ •

ya'ni f (x )  funksiya Furye qatori [ - jt. + ;t] da o'rtacha yaqinlashishini 
hildiradi. ►

Biz o'tgan paragrafda \ - x .  + n ]  oraliqda kvadrati bilan inlegrallanuvchi 
f ( x )  funksiya uchun ushbu

FM '- ^ ) ]2^  = ]  f 2(x)dx -  it + €\)
J

lenglikni keltirih chiqargan cdik. Ru tenglikdan ko'rinadiki, agar

lim \ j  f* (x )ix  n
" “  t - .

= 0

ya ni

ho'lsa. u holda

} / * ( * ) / *  + ».’ )n
(20.52)

lim \{f(x) F„ ( f : x ) f  dx -  0m ♦ «

bo'ladi va demak. f (x )  funksiyaning Furye qalori [-7r, + ;r] da o'rtacha yaqinla- 
shadi.

Shunday qilib, f (x )  funksiyaning Furye qatorining [- ; r ,  + ^ ]  da o'rlacha 
yaqinlashishini ko'rsatishi uchun (20 52) tenglikning o 'rin li bo'lishini ko'rsatish 
zarur va yctarli bo'ladi. Odatda (20.52) Parscval tengligi dcb ataladi.

9-§. Funksiyalarning orlogonal sLstemasi.
Umumlashgan Furye qatori

/*. Funksiyalarning ortogonal sistemasi. <p(x) va i//(.x) funksiyalar [o,a] da 
berilgan va ular shu oraliqda inlegrallanuvchi bo'lsin.

4-ta’rif. Agar

\<p(x) v(x)dx =0

ho'lsa, <p(x) va y / ( x )  funksiyalar [ t i . f i ]  da ortogonal deb ataladi.
Masalan. <p(x)= sinx, ip(x)=cosx funksiyalar [~n, + ti] da ortogonal 

bo'ladi, chunki, • •
\<p(x) ip(x)dx -  Jsin xcos xdx = 0 
• - »

bo'ladi.
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<p(x) = x . V '( jt)  = -  x 1 -  I funksiyalar [-  1, l] da ortogonal bo'ladi. chunki

!«>(*) ^ JT2 — 1 = 0.

Endi
<pJ x\<pAx) <pJ x\ (20 52)

funksiyalaming har biri [a.e] da bcrilgan va shu oraliqda integrallanuvchi bo'lsin. 
Bu (20.52) funksiyalar sistemasini [<0„(*)} kabi belgilaymiz.

5-la'rif Agar {^ .(x)} funksiyalar sistemasining istalgan ikkita <pt (x) va 
<PJ*) (* m) funksiyalari uchun

\<pJx)<pJ*)h = Q (k *m )

bo'lsa, {<0„(x )} funksiyalar sistemasi [rr,«] da ortogonal debataladi.
Odatda. k = m (k = 0 ,1, 2,. ) bo'lganda

\<p](x)i'x>0 (* = 0 .1 .2 ....)
4

debqaraladi. Bu integralni kabi belgilaylik:

*k=]<p\(x)& (* = 0.1,2....).
a

Agar (20.52) sistema uchun At -  I bo'lsa. {?>„(x)} normal sistema deyiladi. 
Agar (20.52) sistema uchun

} f t (x)pM( x ) * - { ? '  °S°r k * m bo'tsa. 
j  i-k \ n m \ | ) agar. k = m bo'lsa

bo'lsa, |y>„(i)} funksiyalar sistemasi ononormal debataladi.
Masalan, I)  ushbu

I, cosx, sinx. cos2x. s in lx.... cosnx, sinnx,... 
sistema (trigonometrik sistema) [ - x  + x ]  da orlogonal bo'ladi, chunki k*m  
bo'lganda

• *
\coskxcos mxdx = 0 , \sinkxsinmxdx = 0 
» • »

»
bo'lib. ixtiyoriy k. m = 0.1.2, . bo'lganda \coskxsinmxdx = 0 bo'ladi.

2) Quyidagi
I cosx sinx cosnx smnx

•Jln 4n 4n 4n ’ 4n  ’
funksiyalar sistemasi [ - n , *  n\ da ortonormal bo'ladi. Bu sistemaning [ - / r ,  + ;r] 
da ortonormal bo'lishi ravshandir. Uning shu [ -  n, + n ] da normal bo'lishi esa
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J coskx j  dx -  J | ^ L j / / n U  j  dx = I (k = 0 ,1, 2,.. )

bo'lishidan kelib chiqadi.
(20.52) sistema berilgan bo'lsin. Uning yordamida luzilgan ushbu

X <’. « ’ . ( JC)  =  <ro ? ’ o ( - t ) + t |« !> 1( j t ) +  . + c „ < [> „ ( j : ) +  (20.53)
. = o

funksional qalor (p„(jt)} sistema bo'yicha qator deyiladi, c0, c ,...... c„,..
o'zgarmas sonlar esa qaloming kocffitsientlari deyiladi.

Xususan, <p„(x) = a„ cosnx + 8„ sinnx bo'lganda (20.53) qator trigonomelrik 
qatorga aylanadi.

f (x )  funksiya [a, e] oraliqda berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi 
bo'lsin. Ravshanki, f (x ) tp„(x) (« = 01,2,3. ) funksiya ham [a,s] da 
integrallanuvchi bo'ladi. Bu (unksiyalarning integrallarini hisoblab, ularni
quyidagicha helgilaymiz:

“ , = f i /(*>.(>)*■ (2054>
Ru sonlardan foydalanib ushbu

i> . P . ( * ) =  «<j?>n(*) + <»iV»l ( jt)+ . +a,<o„( j )+. .  (20 55)

qatomi tuzamiz.
6-ta'rif. a0,a ,, a„. - kocfTitsientlari (20.54) formula bilan aniqlangan

(20.55) qalor f (x )  funksiyaning (jt)} sistema bo'yicha Furye qatori deb 
ataladi. or0,a |, .,a„. -soniaresa umumlashgan Fuiye kocflitsieritlari deyiladi.

Odatda, f (x )  funksiya bilan unga mos umumlashgan Furye qatori “ -■* helgi 
orqali quyidagicha yoziladi:

/ (* )=  £ > „  ?>„(*)= a 0p « ( i )+  o ,«>i (j )+  +o„f9n(.r) +

Mashqtar
20.9. Ushbu

/ ( : t )  = e~r ( -  7Z < x < n) 
funksiyaning Furye qatori topilsin.

2ft/0.Ushbu 11
/ ( j )  = |cosxj

funksiyani Furye qatoriga yoyilsin. Yoyilmadan foydalanib quyidagi

K - ' r f - ,  i
i

. , i  4« - 1 4nJ-\
qatorlaming yig 'indilari topilsin.

20.11. Ushbu
/ ( x )  = x - ( * ] = { * }  

funksiyani Furye qaloriga yoyilsin.
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20.12. f { x ) - x ,  ^>(x)= jrJ funksiyalarni (0, n)  da kosinuslar bo'yicha
yoyilmasidan foydalanib. ushbu

~  cosnx 3x2 -  bnx + 2tt
I
rt = l 12

tenglik isbotlansin.

*
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